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 ������ ���	
: Mathematical Preliminaries :  

 

               ������	
� ���� ���� ���� �������� ��	� ���
� ��� ��  

       ��� !�"� #��"� �� �$���%� ��
� 
� &"�"�
��    '��
� ������ "�" '$ .   ���

 �(!�� �$��$� !) *�+ ,� !�-�
� /��.  

 

����  �����	
� ���: Coordinate Systems :  

      �0�!��%1� '���2�
� ����� ,��0�!��%3 ,�����2� ����� 	�����"  

 ��	���!��
�Coordinates Cartesian  �����45
� 6��0�!��%1� '���2�"   

 ����"	�
�Polar Coordinates Spherical "���" 7"�� '���2�
� ���8�   

 �45� 7�0�� ,��� �(�"�9 	0���P   ��� �4��"� ;�	�8
� ��  6��z, y, x   

 	"�%� �0<0 7"4 ���Z, Y, X  �
�"��
� ���  .     ��� ,���� "�� ����"  

 �
��
� 7�9
� ) + ( ?��!+:  
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           ��45�
� 7��0�� ,���� ���"	�
� ����45
� 6��0�!%1� ��"P  ���   

  ����� �4�"� ;�	8
�( r )  ,����"��" ( Ø . 0 )     ��� ,���� "�� ����   

 �
��
� 7�9
� ) /. (  

  

 

  

  

  

  

  

  

  

 

  

      �0�!%1� ,+ 2%<�"r        ��45�
� ,�� 7A�"
� 4B
� 70�� P   ��45�" 
  7A��0 .    ��"��
� ��+0 �!�� �     �!� ,�% �� ���45
� ��"��
�� � Ø  ��"��
�� 
 ����
�azimuthal angle . 1� ,���2�
� ,�� �)<�
� ��+ ,�	"���
� ,��0�!%

�
� 6C!���
�� �$�� 	����
� ,���� ?<�+ ��
�:  

x = r sin0 cos Ø 

y = r sin0 sin Ø 

z = r cos0 

 ,+ 6��03 *���� �(��+":          r
r
  =  x

2
  +  y

2
  +  z

2
 

 �$� 6��0�!%1� D"!% ��+:  

 

0  ≤  r  ≤  χ  ,  0  ≤  θ  ≤  π   ,  0 ≤  ø ≤  2π 
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p ( r , θ , Ø ) 
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��	��� ������  :  Determinants :  

   �����	
� 6�� E!!��%�
� ���B-�
"n ) ��%�
� �����	 !!��� ���� E!!  

 F"8A
�rows E!���� "+ columns G�� . (  

 

 M11 M12  M13      …..  M1n 

  M12 M22  M23      …..  M2n 

| M |  =    …………………………………………..…………. 

       Mn1  Mn2   Mn3      …..   Mnn 

 

   �� F	��"�   	HA�
� minor   	A���
 Mrc      E!!�%�
� G�+ ��+ ��� 
   !�� ��5���
�   FA
� F�%r   !"��
�" c       	8A�
� ���� ,��"�%
� Mrc .   ���+

 �4�"� �$��� 7A%�� 	HA�
� I�� ��
� E	�91�( -1 )
r + c �� ��
�" �� 

 I��	�
� 7���
��cofactor 	A���
 .  

               ���" �<��C ��5�	4 '!B��� E!!�%�
� ����) ,���� 7�+ ,�"  

 �
��
� 7�0�
�� #�"��:  

hg

ed
c

ig

fd
b

ih

fe
a

ihg

fed

cba

  

 

= a  ( ei – fh ) – b ( di – fg ) + c ( dh – eg ) 
 

=  aei  –  afh  –  bdi  +  bfg  +  cdh  – ceg 
 

�������� �� �� :  Vestors :  

     ����(�����" �(	�!���5� *������� �����
� 6�������
� ������  

C� 6�������
�� ���������quantities vector  "+ E"���5
� 7���0�   

  7������
�" �J����	$�
� 7�����
� . � ����
� *���� ����+  4��5� *�����  
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 �!����� �(	�!���5��  ���������<
� 6�������
�� scalar quantities   

 70�x
2
 + x + 1 , 15 .   

 

       7���0��
 '!B���� ����
� �"���	
� I"��� E!���� L���"�"  

  '$�� ���)<� 6���$���
�( → )  �"���	
� ,��� ���������
 *��
�"   

  M	B�� .              ����" ��$����	� ��
C!� 6��$���
� L�� 7���
� 'J<�
� ,�"  

0<0 !�!%�� '��� E!%" 6�$��� .  

 

   E!��%�" ���$��� ���� D<0��
� 6���$���
� ?����"unit vector   

  E!��%�" E!��%" G��
"4 ,"���� N���
� G�����
� "��� ( ����� E!�������  

 ���$
 ����	� �����
� �$�����i   O j  O  k  ����� !����� ����"  

 	"���%�
� 7"��4Z , Y , X�  �
�"���
� ���� . ������� ,����� ������"  

 G���
�A �
��
� 7�9
�� .  

 

A   =  Ax i  +  Ay j   +  Az k   
 

 G��� /���"r I��
� 7�9
� ��  ) / ( ��� ���:  

 

r  = xi  + yj  + zk  

 !��"5
� ���
 ����P� I	4�� ,Q�"� �� 6�$���
.  

 

��  �������� ���� ���:  

     7��0� 6���$���
� L���� ������� ,3 C=B+A�  ,����  

   �������%� ���5�	4� "+ �������� ���5�	4� ��������3 . L���"� O ���(������  

   G���
� E	BT�B   G����
� �+	 !��A         ������C� L���
� 7�A�% ���+   

C      E	BT� !�� +!�� "$� A       �+	 !��� ��$���" B       ,���� "�� ����   

 �
��
� 7�9
� �� ) + ( ?��!+:  

o b e i k a n d l . c o m
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 ) � (��������	 �
����� �����	 ����	  

  

 

  

  

  

 

 

 )� ( ����	��������	 �
����� �����	   

 

       ,�$���
� ����� ���4�� ��3"A O B   ���$����	� �
C!�  .   ��J!��
C� L��
� ����� ����3 ,��� ��� ���" �����%� �5�	4� �����:  

 
 

A   =  Ax i  +  Ay j   +  Az k   
 

 

B   =  Bx i  +  By j   +  Bz k   

C� L��
� ,"��" �����:  

 

C  =  ( Ax + Bx ) i  + ( Ay + By ) j  + ( Az + Bz ) k  
 

           C� L���
� ������ L�� 7�%
� "� ���"    ��� ������� ������  ���
  

  C� V	4
� ����� ������ D=B�A         7�9�
� 	�2�� ������� ��5�	4�   

 �����%� �5�	4�" I��
�:  

D  =  ( Ax - Bx ) i  + ( Ay - By ) j  + ( Az - Bz ) k  
 

 	�!5�
�Magnitude4�� G��� N� 	�!5�
� ,+ N+ ��� :  

 

C + B

A 

A - B 

D 
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2/12

Z

2

y

2

X )AAA(||A||   

�� �������� ��� !"�	 :  

 6�$���
� /	� 7A�% ,� ,��"� *���:  

 ) + ( C /	� 7A�%� ��Q�� F	��" �(!!� �4�� ,�$���
 �����:  

A . B    cosAB  

   D�%B . A,�$���
� �	�!5� ��� A, B  ��+ O θ   ���"��
� ��$� 
 ��$��� . �� &"�
� ��$
 �	�� ��$� �
�% ��0":= 0  B.A    ?��� 7�0�
" 
�	��
� ,�!����� ��$�-� ,�$���
� ,� 7�5� �.  

 

 )  / (           ���� ��(�!"�� �(!�!� �($��� �4�� ,�$���
� ������ /	� 7A�%
 ,�$���
�Orthogonal ,���A��  . ��Q�� F	��":  

 

A × B   =  n  sinBA  

 D�%n ,� 7� ��� N!"�� E!%" G��� "� A  ,B.   

 

     ?���� ��+n    �4�"� !!%��  )     �����
� !�
� E!��) (    ,-�� XB����"  

         G���
� 7"4 ��� ,���� F��
 ��8
� ���%
� L��A  ���"    L���A�� N"  

    G���
� 7"4 ���B      ?����� '�$�1� !��� �J!��" n        ��� ,���� "�� ���   

   �
��
� 7�9
� .             C ������C� /	��
� ,+ #���� E!���5
� ?��$
 �����"  

�
!��� ,"��� ,+ N+ :  

  

 ,����
 ����
� !�
� E!��) '�!B��� G���
� ?���B×  A  

 

o b e i k a n d l . c o m



�Y

A   ×  B   ≠  B   ×  A  

 

 �����C� /	�
� ����� ,��� 6�$���
� 6���	� �
C!�"B×  A 
�A� ��Q�� E!!%� �H:  

 

B ×  A  =  

zyx

zyx

BBB

AAA

kji

 

 

  = i  
zy

zy

BB

AA
  -  j  

zx

zx

BB

AA
 + k  

yx

yx

BB

AA
 

 

k)BABA(j)BABA(i)BABA( XyyXXZZXyZZy

rrr


  

#�  $�%&��� ���'��: Complex Numbers :  

 

  �� E!5��
� !�!��� ,����+ ,� :  ��5�5% ���real part  ����" 
 �
��Bimaginary part .  �
��
�� ,�����":  

 

D = E + iF 
 

 D�%F , E , D ,3" O !�!�+ �� 1i .   

      7�!��� '� ��3" )   ,"�� ����+  ��i –       F!�	�� !�5�� Z����� D
*   

 ,"�� G
= E – iF ,3" DD
* N"�� E

2
 + F

2 )  ,�D
 *

 = E
2
 – i

2
F

2
 = 

E
2
 – ( - 1 ) F

2
 = E

2
     ���) ��+D magnitude   "$�:  

 

 

|| D || = ( DD
*
 )

1/2 

 

 

             ���5�5%
� ������� '!B�� E!5��
� !�!��� V	4" L�� ����� ��"
 ��A8�� 	"A� ��
��B
�".  
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�[

(��)��� �� ���: Operators:   

 

        ��	 ,� E	��� "� 	0T�
�symbol         ��� 7��� �����3 �
3 	�9�   

        	����
� �� \<0�� G���� ��9 N+ ���)x(f
dx

d  "� ��� �� 	0T�
� ,"�� 
dx

d 

 �
3 ��� 7��8�
� 7��� ��	�-� "�"x  ��
�!
� "�" G���� ��
 f ( x ) ���"  E!
     '$� �+	 ���<� L��"� *�
�" �"�	
� ��5� ,� 6�	0T�
� ����( ^ )   

 70� �$)"�P̂,Q̂.   

 

 

      ,�	0T�
� ,� 7�5�"P̂,Q̂         ,��� ��3 ,C!����� ���$�-� P̂Q̂Q̂P̂  
 ,-� 7�0�
� 7�� ��� �	�8�
":  

 

xQ̂,
dx

d
P̂   

 

   �(��+" �
�! ��!�� G�+ �	�8�f ( x ) = x
2  7�� �
�%
� ?�� �� ,Q�" 

 ,"��P̂Q̂Q̂P̂  M	�
 ] :  

 

232 x3x
dx

d
)x()x(

dx

d
)x(fQ̂P̂   

 

 

 

               ��� ,�	��% ,"��� ,+ /�� 6�	0T�
� L� 7����� ��!�� �2%<�
              ,����
� ��$� ��� ,J��
� +!�� ,+ G��� !����
�" 6�	0T�
� ?�� 7�� /��	�

����� 7���" 	��
� ?.  

 

22 x2)x2(x)x(
dx

d
)x()x(fQ̂P̂   

 

 

 ,P� ����"P̂Q̂Q̂P̂  ,+ ��� 7"5�" Q̂,P̂ ,�
!���� 	�^ .  
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   �����4B
� 6�	0T����
� '!B����� '����
� *��������� �����"  

linear operators ,����� ��3 ����(�4B 	0T����
� ,"�����" O 4���5�   

 �(%�%A ��� ��:  

 

bPgfP̂a)bgaf(P̂   
 

 D�%b , a ,3" 6��"0 �� g , f ,��
�! ��� .  

 !��"
dx

d \<0�� �(�4B �(	0T� ��
 	0T�
� ,�
" �(�4B �(	0T� :  

4343   
 

               	0T�� "�� '��
� *������ �� G��!B�� 	0�� ��
� 6�	0T�
� ,�"  

 �<���� C2Laplacian operator  ����
C!� F	����� "����"    

 ��Q�� ���	���!
� 6��0�!%1�:  

2

2

2

2

2

2

zyx

2








  

 �
��
�� /��� ��"	�
� ���45
� 6��0�!%1� �
C!�":  

 

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛








⎟

⎠

⎞
⎜
⎝

⎛





 sin

sinr

1

r
r

rr

1

22

2

2

2

22
sinr

1





  

 

 

*� ����+�� ���%�� �,��&�  ) .��/ ���0 (: Eigenvalue Equations :  

 ,3
�� �
!��� &"� ,:   cffP̂ .   

 

            ,+ *�
�" O ������
� ���5
� �
!���� ���P̂       N��
� 	0T��
� "��   

      ��
�!
� ���� 	0T�f             ��"	��� ��
�!
� ��8� 	"�$2 ������
� ,"���"   

  6����0 	�!��5��c     ���
�!
� ��!��� ���
�%
� ?���� 7��0� ����" f   

    ������
� �
�!
��eigenfunction  ���0
�"   6c     ������
� ����5
�� eigenvalue   

 ��0��� ��� �B-�
":  
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K`

������ ���	��  ���	�� 
�� ������ ���� ����  ��������  

dx

d
 

x
2 

x2x
dx

d
2   

 ���� �x
2���	
 ��	�   

dx

d
 

e
cx 

CXCX
cee

dx

d   

 ����e
cx���	
 ��	�   

dx

d
 

cos x 

xsinxcos
dx

d   

 ���� �cos x���	
 ��	�   

2

2

dx

d

 

cos x 

)xsin(
dx

d
xcos

dx

d

dx

d ⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛

= - cos x 

 �� ����cos x���	
 ��	�   

  

, 2����� .��3��4� 5�:  

Functions of Lagrange & Hamilton: 

     7����
�" ��	
� \C"+ F	��       ���" ����	���!
� 6��0�!�%1� �
C!�  

 ?����x �
��
� 7�9
�� :  

dt

dx
x      ) ��	
�(      … ( 19 ) 

 

dt

dx

dt

xd
x

2

2

       … ( 20 ) 

   E"��5
� 4�	��� N���
� ����	%
� ���� �����0
� ,�"���� ,"����) ����+  

 ) 	"%�
� ���x �$
 ��	� Fx (  7���� L� '�� ��� �4��
�( x ) ����" 
( m ) ��Q�� /���� '��
� *
� :  

Fx = mx       … ( 21 ) 

 /���� ,��	B�� ,�����C� L� ��9
� �8�":  

Fy = my       … ( 22 ) 
 

Fx = mz       … ( 23 ) 
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K�

         2��%� '�2�
 M"5
� I�5�9� ,��� *
��" )     ,"�� G�� N�
� '�2�
� "�"
      0 ���� N"�� ���	%
�" !$�
� ��)�4 &"���  ���� (   !$�
� ,�V )   ,3V  "� 

 ,+ N+ 6��0�!%a
 �
�!( V = V ( x , y , z )   �
��
� 7�9
��":  

X

V
F

X 
        … ( 24 ) 

y

V
F

V 
        … ( 25 ) 

Z

V
F

Z 
        … ( 26 ) 

 

        ,�� ,"���� '�2�
"n          ����	%
� ��)�4
� ,P�� 6�����
� ,��    

  ����
�T )                !�%�" ?����� ���" !�%�" '���
 ����	%
� �)�4 ,-� 	���  

 ��)mu
2

1
(

2

X
 ,"�� :  

)zyx(m
2

1
)zyx(m

2

1
T 2

2

2

2

2

22

2

1

2

1

2

11
  

     )zyx(mi
2

1
2

i

2

i

2

i
i

∑     … ( 27 ) 

 

   6C!���
� 4�	�"( 27 ) , ( 24 ) , ( 21 )    ��� ,�"��� ��
!��� ,P� 
�
� �H�A
�� �$����� ,��� ��	%
� ��
�: 

0
x

V

X

t

dt

d

ii








      … ( 28 ) 

 /��� �$��9� E	"A�":  

0
y

V

y

T

dt

d

ii








      … ( 29 ) 

 

0
Z

V

Z

t

dt

d

ii








      … ( 30 ) 
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K@

      ��
�!
� Z��	�C 7B!+ !)"L       ��)��4 ,��� I	�8
� N"��� ���
�   

 N+ O !$�
�" ���	%
�:  

 

L = T – V       … ( 31 ) 
 

� ��� ���"    6C!����
� ������ E!���3 ,��� ���( 30 ) , ( 29 ) , ( 28 ) 
 �
��
� 7�9
��:  

0
x

L

X

L

dt

d

ii








      … ( 32 ) 

0
y

L

y

L

dt

d

ii








      … ( 33 ) 

0
Z

L

Z

L

dt

d

ii








      … ( 34 ) 

 D�%3 ,
Zi

V

y

V

X

V

ii








 *
��" :  

0
Z

T

y

T

dx

dT

iii






  

 ?��"�!� �
!���
��C 6C!���� � ��	%
� �� Z��	.  

  

���� !�) � : (  

          G���� !	8�� '�� ��	%
 ,�"�� 6C!��� /���m      7���� ��� L)�" 
 F	��
� ��	�� /��
�V = mgz D�% z " &�8�	C� "� g   6���0 7�0�� 

            6C!���� 6���01 ��	%
� �� Z�	�C 6C!��� '!B�� '0 ���	�� ����
�
A%� ��
� ,�"�� 7���
� ��� �� �$��� 7.  

 7%
�:  

0
x

)mgz(

X

V
xmF

X







 &&  

 

0
y

)mgz(

y

V
ymF

y







 &&  
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K�

mg
Z

)mgz(

Z

V
zmF

X







 &&  

  

              ?���� �� ,��5� ,���
� ��� !�%"
� 7����
�" E"5
� ,+ #��� ��� ,�"
z L)"�� ���  . �
��
�� Z�	�C �
�! /��� ,Q�":  

mgz)zyx(m
2

1
VTL

222   

 6C!��� I�4�" ��	%
� �� Z�	�C ) M	B�� !�� E!%�" ( ��� ���":  

 

00)mx(
dt

d

X

L

X

L

dt

d 






 

 ��� 7A%� �$��":  

0xm &&  
 

00)my(
dt

d

y

L

y

L

dt

d 






 

 

 ,"�� �J!��:                0ym && 

  

 �(	�B+":       0mg)mz(
dt

d

Z

L

Z

L

dt

d 






 

 

 ��� 7A%� �$��":             mgzm &&  

 

 ,��
�%
� �� �$��9�� ZJ���
� ?��".  

 ��	%
� �� Z��	�C 6C!��� �
3 L�	� ,Q�":  

 

    ���
C!� ���$����� ,��� \C!���"z, y, x )  "+r,,  (  ,"����  

  N+ 	"! ���B-� ,+ ���$���� ������ 6��0�!��%3 '�!B���� /�����
� ,���  

 ;�	8
� �� L)"��
 	�H��.  

 

   � ?��       7�9�� F	��� 6��0�!�%1qi         ��$
 �����5�
� ��	�
� ���+   

 �$�qi = dqi / dt  N"�%� '�2�
" N    !��"� 6�����
� ,�� 3N  ,��   

o b e i k a n d l . c o m



KK

    " 6��0�!%1� ?��3N        ��$
 �����5�
� &	
� ,�  .      6C!���� ,P�� �����"  

 ��
��
� �H�A
�� /��� ��	%�
 Z��	�C:  

0
q

L

q
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