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١ 

 

 א	����א�ول


	���وא��وא�����א� �
Lines And Angles  

) وهي قبل بدون تعريفتُ تبدأ دراسة الهندسة عادة بتقديم مفاهيم بدائية (مفاهيم 
  برهان.النقطة والمستقيم والمستوى وبعض المسلمات التي تقدم بدون 

  

 [Point]النقطة 

لتمثيل النقطة وعادة ما يكون للبائنة مساحة ولكن النقطة " •" تخدم رمز البائنةيس
 لنرمز إلىالتي تمثلها ليس لها مساحة. نستخدم حروف اللغة الصغيرة أو الكبيرة 

  النقطة.
  

  [Line]المستقيم 
  من النقاط ويتم تمثيله كما في الشكليتكون المستقيم من عدد غير منته 

  
ABفيمكن التعبير عنه على النحو  Bو  Aوبما أنه يحتوي النقطتين 

����
أو يمكن  

  .lبأحد حروف اللغة، مثل، تسميته 
  

BA
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢

  [Plane]المستوى 
المستوى هو سطح منبسط ليس له سماكة ويتكون من عدد غير منته من النقاط، 
مثل، سطح المكتب أو أرضية غرفة ولكن لوح زجاج نافذة لا يعتبر مستوى لوجود 

. ولأنه من المستحيل تمثيل صورة تمتد إلى مالااية فعادة نعبر عن المستوى للوحسماكة 
  مبين أدناه أضلاع كما هو ةبشكل مكون من أربع

  
قاطع مستويين يجب أن يكون لاحظ أن المستوى هو مجموعة من النقاط، ولذا فت

النقاط المشتركة بين المستويين، فإذا وجد بالفعل نقاط مشتركة بين المستويين مجموعة 
ومجموعة تقاطعهما هي مستقيم، وأما في حالة  فإننا نقول إن المستويين متقاطعان

  ة بين مستويين فنقول إما متوازيان ونمثل ذلك على الصورةعدم وجود نقاط مشترك

  
  

C

D

C

D
A

B

ABيتقاطعان في المستقيم  Dو  Cالمستويان  مستويان متوازيان
����
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  ٣  المستقيمات والزوايا  

  

  تعريف
 مجموعة جميع النقاط.الفضاء هو  )١(

واحدة إذا وقعت جميعاً على  استقامةنقول إن مجموعة من النقاط على  )٢(
 واحدة. استقامةذلك تكون النقاط ليست على  خلافمستقيم واحد و 

 نقول إن مجموعة من النقاط مستوية إذا وقعت جميعاً داخل مستوى واحد. )٣(

 

القائمة مسلمات نقدم الآن بعض مسلمات الهندسة وسنضيف إلى هذه 
  أخرى كلما دعت الحاجة إلى ذلك.

  

  يحتوي المستقيم نقطتين على الأقل. ):١مسلمة (

  على الأقل. يحتوي المستوى ثلاث نقاط ):٢مسلمة (

  يحتوي الفضاء أربع نقاط على الأقل. ):٣مسلمة (

  يوجد مستقيم وحيد يمر ما.ين تمختلفلأي نقطتين  ):٤مسلمة (

لأي ثلاث نقاط ليست على استقامة واحدة يوجد مستوى وحيد  ):٥( مسلمة
  يحويها.

في مستوى فأي مستقيم يمر ما يجب أن مختلفتان إذا وقعت نقطتان  ):٦مسلمة (
  في المستوى نفسه. يقع بكامله
  قاطعهما يجب أن يكون مستقيماً.إذا تقاطع مستويان مختلفان فإن ت ):٧مسلمة (

  

ت بعض المبرهنات. نقدم بعض المبرهنات الأساسية تستخدم المسلمات لإثبا
  دون تقديم برهان لمعظمها.
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٤

  في نقطة واحدة فقط. إذا تقاطع مستقيمان فإما يتقاطعان ):١مبرهنة (

وي واحد فقط يح ىفيوجد مستو  lخارج المستقيم  Aإذا كانت النقطة  ):٢مبرهنة (
  معاً. lوالمستقيم  Aالنقطة 

  واحد فقط يحويهما. ىإذا تقاطع مستقيمان فيوجد مستو  ):٣مبرهنة (
  

  [Segments and Rays]المستقيمة  والأشعةالقطع 
من الممكن إقران عدد  :(distance between two points)المسافة بين نقطتين 

بنفس الطريقة التي ألفها الطالب في  حقيقي مع كل نقطة من نقاط خط مستقيم
 x العدد نقطتين على مستقيم وكان Bو  A. إذا كانت خط الأعداد الحقيقية

 Bو  Aفإن المسافة بين النقطتين  Bمقروناً بالنقطة  yوالعدد  Aمقروناً بالنقطة 
  وتعرف على أا ABأو  ABيرمز لها بالرمز 

AB AB x y y x= = − = − 

  غير سالبة. Bو  Aلاحظ أن المسافة بين 
  

ABنقطتين على المستقيم  Bو  Aإذا كانت  :(segment) القطعة المستقيمة
����

 
 هي مجموعةو  ABيرمز لها بالرمز  Bو  Aفإن القطعة المستقيمة بين النقطتين 

و  A. تسمى النقطتان Bو  Aبما في ذلك النقطتين  Bو  Aالنقاط الواقعة بين 
B  طرفي القطعة المستقيمةAB.  

  
  

  

BA

AB
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  ٥  المستقيمات والزوايا  

  

 Cنقول إن النقطة  :(a point between two points) نقطة واقعة بين نقطتين

ABعلى المستقيم 
����

إذا وفقط إذا كان  Bو  Aتقع بين النقطتين  
AC CB AB+ تقع  Cليعني أن النقطة  ACB. نستخدم عادة الرمز =

  .Bو  Aبين 

  
  

 Bباتجاه النقطة  Aالشعاع (أو نصف المستقيم) الذي يبدأ بالنقطة  :(ray) الشعاع

ABيرمز له بالرمز 
����

بحيث  Cومجموعة جميع النقاط  ABوهو اتحاد مجموعة نقاط  
  .Cو  Aبين  Bتقع 

  
ABالشعاع 

����
 

ABعلى المستقيم  Bو  Aواقعة بين النقطتين  Cوإذا كانت النقطة 
����

نا نقول فإن 

CAالشعاعين  إن
���

CBو  
����

  ن.متعاكسا 

  
CA
���

CBمعاكس للشعاع  
����

  
  

نقول إن القطعتين  :(congruent segments) القطع المستقيمة المتطابقة
ABمتطابقتان ونكتب  CDو  ABالمستقيمتين  CD≡  إذا كان
AB CD=  أي)AB CD=.(  

A BC

A B C

A BC
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٦

المسطرة لإنجاز ذلك أو  لقياس طول قطعة مستقيمة نستخدم عادة ملحوظة:
  خط الأعداد.طرفي القطعة على إحداثيات 

  

 ABمنتصف القطعة المستقيمة  Mالنقطة  تسمى :(midpoint) نقطة المنتصف
AMوكان  ABعلى  Mإذا وقعت  MB= لاحظ أن نقطة المنتصف .

  المستقيمة وحيدة (لماذا ؟).للقطعة 
  

إذا قطع مستقيم أو قطعة مستقيمة أو  :(bisector of a segment) ف قطعةص نَ مُ 
عند منتصفها فإنه يسمى منصفاً للقطعة  ABقطعة مستقيمة  شعاع أو مستوى

  .ABالمستقيمة 
  

  في الشكل المرفق MNجد طول القطعة ): ١( مثال

  
36MOإذا كان  =.  

. إذن، Oو  Mواقعة بين النقطتين  Nالنقطة الحل: 
MO MN NO= 36. أي أن + 7MN= . من ذلك نجد أن +

36 7 29MN = − =.  ����  
  

AB: خط الأعداد المرفق يبين إحداثيات بعض نقاط المستقيم )٢( مثال
����

  

  
  

  .ECجد طول القطعة 

 كم 7

BCODEA

1
3
2

ONM

01
1
2

−
4− 1
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  ٧  المستقيمات والزوايا  

  

1 الحل: 1
3 ( 4) 7
2 2

EC = − − =.  ����  
  

5ABإذا كان  ):٣( مثال 2BCو  = 7ACو  = فأي من النقاط  =
A ،B ،C ؟ تقع بين النقطتين الأخريين  

  لأن Cو  Aتقع بين  B الحل:
  7 5 2AC AB BC= = + = +  ����  

  

  العلاقة بين نقاط القطعة المستقيمة ):٤مثال (

  
  

2ACهي  CB= ما قيمة .x ؟  
2ACوأن  Bو  Aبين تقع  Cبما أن  الحل: CB= فإن  

2 3AB AC CB CB CB CB= + = + =.  

21إذن، 
7

3
CB = 14AC. وذا يكون = 14xومن ثم  = =.  ����  

  

 [Angles and their Measure]الزوايا وقياسها 

عرف الزاوية على أا اتحاد شعاعين يشتركان في نقطة البداية. تسمى نقطة تُ تعريف: 
  ضلعي الزاوية. فمثلاً، بداية رأس الزاوية ويسمى الشعاعانال

  

BCA

21xO

A
B

x

C
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٨

ABها هما وضلعا Aزاوية رأسها 
����

ACو  
����

لاحظ وجود زاوية أخرى ضلعاها . 

AC
����

ABو  
����

. متى شئنا التفريق بين هاتين الزاويتين سنتقيد بالحركة عكس عقارب 

�الساعة فنسمي مثلاً الزاوية المرسومة في الشكل 
BAC ونسمى الأخرى ،�

CAB.  

                   

مفهومة من السياق (كأن تكون مرسومة في الشكل) فقد المعنية أما إذا كانت الزاوية 
�نسميها بأي من الرمزين أو حتى 

A  أوx .للدلالة  من الرموز التالية اً نستخدم أي

�على هذه الزاوية: 
CAB  أو�

BAC  أو�
A  أوx.  

الزوايا إلى مفهوم نصف المستوى. في الشكل المرفق المستقيم  مع نحتاج للتعامل
l المستوى  يجزئM  إلى ثلاث

نفسه  lالمستقيم  مجموعات هي
ونصف المستوى الذي يحوي النقطة 

A وي النقطة ونصف المستوى الآخر الذي يحB المستقيم .l  هو حافة كل من

�نصفي المستوى ولكنه لا يقع في أي منهما. الزاوية 
BAC  المبينة في الشكل أدناه

تقع داخل  Iالنقطة  وية.تقع على الزا A ،B ،Cوالنقاط  Mتقع في المستوى 

� الزاوية
BAC  والنقطةE 

. المنطقة التي هاتقع خارج

�تقع داخل الزاوية 
BAC 

M

B

A

l

A

B

C

I
E

M

�
BAC

�
CAB

A
B

C

A B

C
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  ٩  المستقيمات والزوايا  

  

ACته فوالذي حا Bهي المنطقة داخل نصف المستوى الذي يحوي النقطة 
����

مع  

ABته فوحا Cنصف المستوى الذي يحوي النقطة 
����

�. أما خارج الزاوية 
BAC  فهي

  مجموعة النقاط التي لا تقع على الزاوية ولا تقع داخل الزاوية.
تقاس الزاوية عادة بمقدار الدوران من أحد الأضلاع باتجاه عكس عقارب 

الساعة إلى الضلع الآخر وتستخدم في ذلك الدرجات  
 360كوحدات القياس حيث تساوي الدورة الكاملة 

  .)°360درجة (يرمز لذلك 
  

هناك طريقة أخرى لقياس الزاوية تستخدم ما يعرف باسم وحدات  ملحوظة:
ومركزها عند رأس  1الراديان. هنا نرسم دائرة نصف قطرها 

الزاوية (انظر الشكل). قياس الزاوية بالراديان هو طول 

�القوس 
DE 2. وبما أن محيط الدائرة يساويπ  فإن

2 ( ) 360radπ = 180π أو ° = °.  

  

  [Some Special Angles]الخاصة  بعض الزوايا
  .°90ي الزاوية التي قياسها أصغر من ه :(acute angle) الزاوية الحادة

  

وعادة تمثل  °90هي الزاوية التي قياسها يساوي  :(right angle) الزاوية القائمة
  الزاوية القائمة بالشكل

  

 دورة كاملة 

E

C B

A

D
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٠

  .°90ن يزيد قياسها عهي الزاوية التي  :(obtuse angle) الزاوية المنفرجة
  

يقال عن زاويتين أما متتامتان  :(complementary angles) الزاويتان المتتامتان
  .°90يساوي إذا كان مجموع قياسيهما 

      
  

  .°180هي الزاوية التي قياسها  :(straight line angle) الزاوية المستقيمة

  
  

تسمى الزاويتان متكاملتين متى  :(supplementary angles) الزاويتان المتكاملتان
  .°180هما يساوي يقياسما كان مجموع 

  
  

شتركان في تهما زاويتان في المستوى  :(adjacent angles) الزاويتان المتجاورتان
  شتركان بنقاط داخلية.تضلع ولكنهما لا 

  
x  وy  زاويتان متجاورتان ويسمى كل من الضلعينAD

����
ABو  

����
  .اً خارجي اً ضلع 

60°

30°

120°
60°

D

C

BA
x

y
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  ١١  المستقيمات والزوايا  

  

 mو  l: إذا تقاطع المستقيمان (vertical angles) بالرأسالزاويتان المتقابلتان 
و  1نقول إن الزاويتين  .كما هو مبين في الشكل فإنه ينشأ عن ذلك عدد من الزوايا

) متقابلتان بالرأس. 4و  3(أو الزاويتين  2
وإذا كانت إحدى الزوايا الناتجة عن هذا 
التقاطع قائمة (ومن ثم جميع الزوايا الأخرى 

mن ونكتب ان المستقيمين متعامدإفإننا نقول  قائمة) l⊥.  

  
  

  

 . أي أنقياسهما تساوىن إذا امتطابقت �B و �A نقول إن الزاويتين تعريف:
� �
A B=.  

  

إذا تجاورت زوايا فإن قياس الزوايا الكبيرة يساوي مجموع قياسات الزوايا  ):٨مسلمة (
  الصغيرة الناشئة عن هذا التجاور.

  

  

3

4
2

1

m

l

m

l

A

C

B

1
2

3
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٢

�في الشكل أعلاه لدينا  1 2 3BAC = + +
ɵ ɵ ɵ.  

  

  الزاوية المكملة ؟ قياسما  كملتها.عن م °58زاوية بمقدار  قياسيزيد  ):٥( مثال

�لنفرض أن الزاوية هي  الحل:
A  ومكملتها�

B ،عندئذ .� � 180A B+ = و  °
� � 58A B= +   . إذن،°

  

� �

�

�

58 180

2 122

61 .

B B

B

B

+ ° + = °

= °

= °  ����  
  

. ما قياس °72أضفنا زاوية إلى نصف متممتها فكان الناتج زاوية قياسها  ):٦( مثال
  الزاوية الكبيرة ؟

�لنفرض أن  الحل:
A  هي الزاوية الكبيرة وأن�

B  ،هي الزاوية الصغيرة. عندئذ
� � 90A B+ = �و  ° �1 72

2
A B+ = �. بحل المعادلتين نحصل على ° 54A = و  °

� 36B =   ����  .°54. إذن، قياس الزاوية الكبيرة هو °
  

AD: نقول إن (bisector of angle) ف الزاويةص نَ مُ 
����

�هو منصف الزاوية  
BAC 

�داخل الزاوية  Dإذا وقعت 
BAC  وكان� �

BAD DAC=.  

  

D

B

C

A
x
x
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  ١٣  المستقيمات والزوايا  

  

  لأي زاوية يوجد منصف واحد فقط. ):٩مسلمة (
  

تقيم واحد فإن إذا وقع الضلعان الخارجيان لزاويتين متجاورتين على مس ):٤( مبرهنة
  ن.الزاويتين متكاملتا

�نفرض أن البرهان: 
ADB  و�

BDC  زاويتان متجاورتان وأنDA
����

DCو  
����

  

ACيقعان على 
����

  كما هو مبين في 

�بما أن  .الشكل 180ADC = وأن  °
� � �
ADC BDC ADB= فنجد أن  +
� � 180BDC ADB+ = ومن ثم فهما  .°

  ����  زاويتان متكاملتان.
  

ستقيمين متجاورتين حادتين على م لزاويتينإذا وقع الضلعان الخارجيان  ):٥( مبرهنة
  .متعامدين فإما متتامتان

  

وحيد يبدأ  : من نقطة معطاة على مستقيم في مستوى يوجد شعاع)١٠(  مسلمة
  ن زاوية وحيدة مع المستقيم.و بالنقطة المعطاة ويك

  

نقطة معطاة على مستقيم في مستوى يمكن إنشاء مستقيم عمودي  : من)٦مبرهنة (
  وحيد على المستقيم المعطى.

  

  الزاويتان المتقابلتان بالرأس متطابقتان. ):٧مبرهنة (
  
  

B

CDA

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ١٤

  بالرأس كما هو مبين في الشكل المرفق. 2ɵتقابل الزاوية  1ɵلنفرض أن  البرهان:

1الآن،  3 180+ = °
ɵ ɵ  ما يكونان زاويةلأ

2مستقيمة و  3 180+ = °
ɵ ɵ  ما يكونان زاويةلأ

1مستقيمة. إذن،  3 2 3+ = +
ɵ ɵ ɵ ɵ  ومن ثم فإن

1 2=ɵ ɵ.  ����  
  

  [Parallel Lines]المستقيمات المتوازية 
lمتوازيان ونكتب  mو  lنقول إن المستقيمين  m�  إذا وقعا في المستوى نفسه ولم

  توجد نقاط مشتركة بينهما.
  

  
  

ن في مستويين مختلفين ولم توجد نقاط مشتركة بينهما فإننا نقول المستقيما أما إذا كان
و  l. في الشكل المرفق، المستقيمان (skew)ن المستقيمين متخالفان إفي هذه الحالة 

m  ما واقعان في مستويين مختلفينمتخالفان لأABCD  وCDEF.  

  
  

3
21

l

m

P

l

m

A B

D C

G

FE

H
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  ١٥  المستقيمات والزوايا  

  

لقد سبق وأن تعرفنا على مستويين متوازيين وهما مستويان لا توجد نقاط مشتركة 
  .EFGHو  ABCDبينهما، مثل 

ا متوازيان. فمثلاً، مإذا لم توجد نقاط مشتركة بين مستقيم ومستوى فنقول إ
  .EFGHفي الشكل أعلاه يوازي المستوى  lالمستقيم 

  

أو (هو المستقيم الذي يقطع مستقيمين  :(transversal line) المستقيم القاطع
يقطع المستقيمين  lبنقاط مختلفة، مثل، المستقيم  امفي المستوى الذي يحويه )أكثر
m  وn في الشكل المرفق.  

  
  ينشأ عن قطع مستقيم لمستقيمين عدد من الزوايا لها أهمية خاصة.

  زوايا داخلية.هي  3 ،4 ،5 ،6 :(interior angles) الزوايا الداخلية
  

  هي زوايا خارجية. 1 ،2 ،7 ،8 :(exterior angles) الزوايا الخارجية
  

الجهة قعان على تالزاويتان المتناظرتان  :(corresponding angles) الزوايا المتناظرة
نفسها من القاطع ولهما رأسان مختلفان وإحداهما زاوية داخلية والأخرى زاوية 

و  3)، (6و  2)، (5و  1خارجية. في الشكل أعلاه، أزواج الزوايا المتناظرة هي (
  ).8و  4( )،7

  

l

m

n

1
4

2

3

8

5 6

7
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٦

الزاويتان التبادليتان داخلياً  :(alternate interior angles) الزوايا التبادلية داخلياً 
ين مختلفتين من القاطع. في هما زاويتان داخليتان لهما رأسان مختلفان ويقعان على جهت
  ).5و  4) و (6و  3الشكل أعلاه يوجد زوجان من الزوايا التبادلية داخلياً هما (

  

ن الزاويتان التبادليتا :(alternate exterior angles) الزوايا التبادلية خارجياً 
خارجياً هما زاويتان خارجيتان لهما رأسان مختلفان ويقعان على جهتين مختلفتين من 

  )8و  1القاطع. في الشكل أعلاه يوجد زوجان من الزوايا التبادلية خارجياً هما (
  ).7 و 2و (

  

ن ان المتقابلتان بالرأس هما زاويتاالزاويت :(vertical angles) الزوايا المتقابلة بالرأس
  تشتركان في الرأس ومتقابلتان. أزواج الزوايا المتقابلة بالرأس في الشكل أعلاه هي

  ).7و  6)، (8و  5)، (3و  2)، (4و  1(
  

إن كل زاويتين متناظرتين إذا قطع مستقيم مستقيمين متوازيين ف ):١١مسلمة (
  ن.متطابقتا

  

متطابقة فإن  إذا قطع مستقيم مستقيمين وكانت الزوايا المتناظرة ):١٢مسلمة (
  .المستقيمين متوازيان

  

xإذا قطع مستقيم مستقيمين متوازيين وكانت الزاويتان  ):٨مبرهنة (
ɵ  وy

ɵ  تبادليتين

xداخلياً فإن  y=
ɵ ɵ.  

كما في الشكل  nو  mيقطع المستقيمين المتوازيين  lلنفرض أن المستقيم  البرهان:
  المرفق
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  ١٧  المستقيمات والزوايا  

  

  
xالآن:  z=

ɵ ɵ  بالتناظر وy z=
ɵ ɵ  ،بالتقابل بالرأس. إذنx y=

ɵ ɵ.  ����  
  

: إذا قطع مستقيم مستقيمين وكانت الزاويتان التبادليتان داخلياً )٩مبرهنة (
  المستقيمين متوازيان.متطابقتين فإن 

xوكان  nو  mستقيمين المقطع  lلنفرض أن  البرهان: y=
ɵ ɵ  كما هو مبين في

x). عندئذ، ٨الشكل المرفق مع المبرهنة ( z=
ɵ ɵ  لأن)y z=

ɵ ɵ  .(بالتقابل بالرأس
xوبما أن 
ɵ  وzɵ ن فإن متناظرتاm n�.  ����  

  

وكان  nو  mمن المستقيمين  يقطع كلاً  lلنفرض أن المستقيم  ):١٠( مبرهنة
m n�  وl n⊥ .،عندئذ l m⊥ وبالعكس، إذا كان .l m⊥  وl n⊥  فإن
m n�.  ����  

  

xوكانت  nو  mمن المستقيمين  كلاً  l: إذا قطع المستقيم )١١( مبرهنة
ɵ  وy

ɵ 
mزاويتين داخليتين واقعتين على الجهة نفسها من القاطع فإن  n�   إذا وفقط إذا

180xكان  y+ = °
ɵ ɵ.  

  

يمكن إنشاء مستقيم وحيد  lغير واقعة على المستقيم  A: من نقطة )١٢مبرهنة (
  .Aويمر بالنقطة  lيوازي 

m

n
y

z

x

l
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٨

AB. الآن، ارسم الشعاع lويقطع  Aيمر بالنقطة  mارسم مستقيماً  البرهان:
����

 

xبحيث يكون  y=
ɵ ɵ بما أن .x

ɵ  وy
ɵ  متناظرتان ومتطابقتان فإنl n�.  

  
نستخدم البرهان بالتناقض حيث نفرض وجود مستقيم  nولبرهان وحدانية المستقيم 

�. الآن، lويوازي  Aيمر بالنقطة  kآخر 
CAD y=

ɵ  بالتناظر. ولكنx y=
ɵ ɵ .

�إذن، 
CAD x=

ɵ  وهذا مستحيل إلا إذا كان المستقيمk  يطابق المستقيمn.  ����  
  

يمكن إنشاء مستقيم وحيد  lغير واقعة على المستقيم  Aمن نقطة  ):١٣مبرهنة (
  .lيعامد 

  

lفي الشكل المرفق،  ):٧مثال ( m� احسب قياس .y
ɵ.  

  
5) الحل: ) (4 22)x x° = + 22xبالتناظر. من ذلك نجد أن  ° = . إذن °

5 110x = 180. الآن، ° (5 ) 180 110 70y x= ° − ° = ° − ° = °.  ����  

ml

(5 )x °

y°

(4 22)x + °

Ck

n

l

A

y

x B

D

m
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  ١٩  المستقيمات والزوايا  

  

xفي الشكل المرفق، جد قياس  ):٨مثال (
ɵ.  

  
42 الحل: 92 360x° + ° + ° =  (لماذا؟). إذن، °

360 134 226x ° = ° − ° = °.  ����  
  

dفي الشكل المرفق، جد قياس  ):٩مثال (
ɵ.  

  
120a الحل: = °

ɵ 120. بالتقابل بالرأسb = °
ɵ  تناظرa

ɵ.  
180 180 120 60c b= ° − ° = ° − ° = °

ɵ  لأنb c+
ɵ ɵ .زاوية مستقيمة  

60dإذن،  c= = °
ɵ ɵ .بالتناظر  ����  

  

  .xفي الشكل المرفق، جد قيمة  ):١٠مثال (

  

x°

42°
92°

a° b° c° d°

120°

3x°

(3 30)x + °

67°

( 31)x − °
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٠

  الحل:

  

3 30 31 3 67 360

7 360 66 294

42

x x x

x

x

+ + − + + = °

= ° − ° = °

= °.  ����  
  

مستقيمات تلتقي في نقطة واحدة.  ةثلاث l ،m ،nفي الشكل المرفق  ):١١مثال (
xاحسب قياس 
ɵ.  

  
90xمتعامدان، إذن،  nو  l المستقيمان الحل: y+ = . لكن °

180 140 40y = ° − ° = 90إذن،  .° 40 50x = ° − ° = °.  ����  
  

  في الشكل المرفق :)١٢مثال (

  

AC
����

�للزاوية  منصف 
BAD ما قيمة .b ؟  

140°

y°
x° 90°

A

BD

C

E

a
b 30°a

246°

n

m
l
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  ٢١  المستقيمات والزوايا  

  

ACبما أن  الحل:
����

�للزاوية  منصف 
BAD  30فإنb a= + . أيضاً، °

30 246 360a b a+ ° + + + ° = 2. أي أن ° 84a b+ = . وبحل المعادلتين °
30b a− = 2و  ° 84a b+ = 18aنجد أن  ° = 48bو  ° = °.  ����  

  

  في الشكل المرفق ):١٣مثال (

  
� �2BAF CAE=  وAD

����
�منصف  

BAFجد قياس الزاوية . bɵ.  

�بما أن  الحل: �2BAF CAE= 30 فإن 2( )a b c a b° + + + = . أي أن +

30a b c+ − = AD. وبما أن °
����

�منصف للزاوية  
BAF  فإن

30b c a+ = + 30a. أي أن ° b c− + + = وبحل المعادلتين معاً نجد أن  .°
2 60b = 30b. إذن ° = °.  ����  

  

  في الشكل المرفق ):١٤مثال (

  

A

F
E

D

C

B

c b
a

30°

A

C

B

E

D
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٢

� �
EAD BAE=  و� �

CAD CAB= أثبت أن .EAC .ًمستقيما  

�بما أن  الحل: � � � 360EAD BAD CAD CAB+ + + = فإن  °
� �2 2 360EAD CAD+ = �. أي أن ° � 180EAD CAD+ = . وذا يكون °

EAC .ًمستقيما  ����  
  

xفي الشكل المرفق جد قيمة  ):١٥مثال ( y+.  

  
5 الحل: 70 180x + ° = زاويتان داخليتان تقعان على الجهة نفسها من القاطع.  °

22xإذن،  = 3x أيضاً، .° z=  ،66بالتبادل. إذنz = . الآن، °
2 180y z+ = 2زاوية مستقيمة. من ذلك نجد أن  ° 114y = ومن ثم فإن  °

57y = 22. إذن، ° 57 79x y+ = ° + ° = °.  ����  
   

3x

z

2y

5x

70°
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  ٢٣  المستقيمات والزوايا  

  

  مسائل محلولة
)١(  [AJHSME 1989] إذا كانت المسافة بين النقاط على القطعة المستقيمة

AB  متساوية فما قيمةy ؟ 

  
  16(د)     12(ج)     10(ب)     8(أ) 

بما أن المسافة بين جميع النقاط متساوية فإن المسافة بين  الإجابة هي (ج): الحل:

20أي نقطتين متتاليتين تساوي 
4

5
3. إذن، = 4 12y = × =.  

  

�في الشكل المرفق  )٢( 73BAE = ° ،� 27BAC = ° ،� 19DAE = . ما °

�قياس الزاوية 
CAD ؟ 

  
  °32(د)     °27(ج)     °23(ب)     °19(أ) 

  لاحظ أن الزوايا متجاورة، ولذا فإن الإجابة هي (ج): الحل:
� � � �

�

�
73 27 19

73 46 27 .

BAE BAC CAD DAE

CAD

CAD

= + +

° = ° + + °

= ° − ° = °

  

  

0 y 20

BA

A

BD
C

E
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٤

�في الشكل المرفق،  )٣( 132AOB = ° ،� 141COD = ° .AOC
������

EOFو  
������

 

�مستقيمان متعامدان. ما قياس 
DOB ؟ 

  
  °93(د)     °91(ج)     °90(ب)     °88(أ) 

  لاحظ أن الإجابة هي (د): الحل:
� � 90 141 90 51DOF DOC= − ° = ° − ° = °.  
� � 90 132 90 42BOF AOB= − ° = °− ° = °.  

� إذن، � � 51 42 93DOB DOF FOB= + = ° + ° = °.  
  

�متممة للزاوية  �B إذا كانت الزاوية )٤(
A وكان مجموع الزاويتين �A  و�B  ًمكملا 

�للزاوية 
C  وكان قياس الزاوية�

A  2يساوي 5r + �وقياس الزاوية  °
C  يساوي

8 10r + �فإن قياس  °
B يساوي  

  °65(د)     °60(ج)     °55(ب)     °45(أ) 

�الإجابة هي (د): بما أن  الحل:
B  متممة للزاوية�

A  فإن� � 90A B+ = . وبما أن °
� �
A B+ مكملة للزاوية �C فإن � � � 180A B C+ + = . إذن، °

� � �180 ( ) 90C A B= ° − + = �. ولكن ° 8 10C r= + . إذن، °

A O C

E

D

F

B
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  ٢٥  المستقيمات والزوايا  

  

8 10 90r + ° = 10r . ومن ذلك يكون° =  . وذا فإن°

� 2 5 25A r= + = � ،. وأخيراً ° �90 90 25 65B A= °− = °− ° = °.  
  

�في الشكل المرفق،  )٥( 73MNL = �و  ° 41INJ = ° ،KNM
������

INLو  
�����

 

�مستقيمان. ما قياس الزاوية 
JNK ؟ 

  
  °52(د)     °42(ج)     °32(ب)     °22(أ) 

� الإجابة هي (ب): الحل: � 73INK MNL= = إذن،بالتقابل بالرأس.  °
� � � 73 41 32JNK INK INJ= − = ° − ° = °.  

  

EBنقطة واقعة على المستقيم  Aفي الشكل المرفق،  )٦(
����

� والزاويتان 
BAC  و

�
EAD ما قياس الزاوية متطابقتان .�

DAC ؟ 

  
  °95(د)     °90(ج)     °86(ب)     °77(أ) 

�بما أن  الإجابة هي (ب): الحل: �
BAC EAD= فإن  

M

L

K

NJ

I

E A B

D

C

(3 23)x + °(5 7)x + °
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٦

5 7 3 23

2 16

8

x x

x

x

+ = +

=

= °

  

�إذن،  � (5 8 7) (3 8 23) 94EAD BAC+ = × + + × + = وذا يكون  .°
� 180 94 86DAC = ° − ° = °.  

  

EOFفي الشكل المرفق،  )٧(
������

BC .18OCمنصف عمودي للقطعة   = ،
2 1AB x= + ،3 7CD x= − ،4 6BO x= . ما طول القطعة −
AD ؟ 

  
  50(د)     54(ج)     58(ب)     60(أ) 

EOFبما أن  الإجابة هي (أ): الحل:
������

  فإن BCالمنصف العمودي للقطعة  

4 6 18

6

BO OC

x

x

=

− =

=

  

2إذن،  1 13AB x= + = ،3 7 11CD x= −   . ولذا فإن=
13 18 18 11 60AD AB BO OC CD= + + + = + + + = . 

  

ABEفي الشكل المرفق  )٨(
������

 ،CBF
�����

 ،DBG
������

مستقيمات تتقاطع في  ةثلاث 

�. ما قياس الزاوية Bالنقطة 
ABC ؟ 

  

 

F

O C DBA

E
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  ٢٧  المستقيمات والزوايا  

  

 

  
  °45(د)     °50(ج)     °55(ب)     °65(أ) 

� بما أن الإجابة هي (أ): الحل: 90DBF = � فإن ° 90 25 65EBF = °− ° = ° .

�إذن،  � 65ABC EBF= =   بالتقابل بالرأس. °
  

 في الشكل المرفق؟ yما قياس الزاوية  )٩(

  
  °50(د)     °41(ج)     °30(ب)     °21(أ) 

  لدينا الإجابة هي (ج): الحل:
2 5y x= +   بالتناظر    °
8 5 180y x+ − ° =   زاوية مستقيمة.    °

2من ذلك نرى أن  5y x= + 8و  ° 185y x= − +   ولذا فإن .°
2 5 8 185

10 180

18

x x

x

x

+ ° = − + °

= °

= °

  

2وبالتالي فإن  5 2 18 5 41y x= + ° = × ° + ° = °.  

E

F

G

A

C

D

25°
B

y

2 5x +

8 5x −

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٨

�ما قياس الزاوية  )١٠(
ABC في الشكل المرفق؟ 

  
  °69(د)     °67(ج)     °65(ب)     °60(أ) 

  لدينا الإجابة هي (أ): الحل:
  2 180x y x+ + =   زاوية مستقيمة  °

  2y x x−   زاويتان تبادليتان خارجياً.  =
180من ذلك نجد أن  3y x= ° 3yو  − x=.  ،3إذن 180 3x x= ° . أي −

6أن  180x = 30x. ومنه فإن ° =   . وذا فإن°
� 2 2 30 60ABC x= = × ° = ° . 

  

)١١( [AMC8 2001]  بحيث أن زرعت ست أشجار على استقامة واحدة
المسافات بينها متساوية. إذا كانت المسافة بين الشجرة الأولى والرابعة تساوي 

  ؟ الأولى والأخيرة بين الشجرةبالأمتار متراً فما المسافة  60
  120(د)     105(ج)     100(ب)     90(أ) 

يوجد ثلاث مسافات بين الشجرة الأولى والرابعة. ولذا كل  الإجابة هي (ب): الحل:

60من هذه المسافات تساوي 
20

3
إذن، المسافة بين الشجرة الأولى والأخيرة  متراً. =

5هي  20 100×   متراً. =

2x

CB

A

x y+

y x−

o b e i k a n d l . c o m



  ٢٩  المستقيمات والزوايا  

  

 في الشكل المرفق تساوي yقيمة  )١٢(

  
  °9(د)     °7(ج)   °5(ب)     °3(أ) 

  لدينا الإجابة هي (أ): الحل:
  11 34 5 3 90x y+ + −   )زاوية قائمة(  =

11  أي أن 5 59x y+ =  )١(  
5  كما أن 3z y=   )بالتقابل بالرأس(  −

90  ولكن 15 18z x= − −  
5  إذن، 3 90 15 18y x− = − −  

15  أي أن 5 75x y+ =   )٢(  
4x) نجد أن ٢) و (١بحل المعادلتين ( = 3y وأن ° = °.  

  

xما قيمة اموع  )١٣( y+ ؟ في الشكل المرفق 

  

11 34x +

15 18x +

5 3y −z

60°

55°

5 4x y+

5 5x y+

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٠

  °26(د)     °24(ج)     °20(ب)     °12(أ) 

  لدينا :الإجابة هي (أ) الحل:
  5 5 60x y+ =   )بالتناظر(  °
  5 4 55x y+ =   )بالتبادل الداخلي(  °

7xبحل المعادلتين نجد أن  = 5yو  ° = 12x إذن، .° y+ = °.  
  

  ؟ ما قياس الزاوية التي قياس مكملتها يساوي ثلاثة أمثال قياس متممتها )١٤(
  °50(د)     °45(ج)     °40(ب)     °30(أ) 

. إذن، قياس متممتها هو xلنفرض أن قياس الزاوية هو  :الإجابة هي (ج) الحل:
90 x−  180وقياس مكملتها x− .من ذلك نجد أن  

180 3(90 )

2 90

45

x x

x

x

− = −

=

= °

  

  

)١٥( [AUST.MC 1986]  قيمةx في الشكل المرفق تساوي 

  
  °75(د)     °45(ج)     °40(ب)     °35(أ) 

  الإجابة هي (أ): الحل:
360 (105 80 140 ) 360 325 35x° = ° − ° + ° + ° = ° − ° = ° . 

105°
x°80°

140°

o b e i k a n d l . c o m



  ٣١  المستقيمات والزوايا  

  

)١٦( [AUST.MC 1982] النقطةفي الشكل المرفق ، T واقعة على المستقيم  

PQ
����

�. ما قياس الزاوية 
PTS ؟ 

  

  °95(د)     °90(ج)     °85(ب)     °80(أ) 
  :الإجابة هي (أ) الحل:

� 180 (30 70 ) 180 100 80PTS = ° − ° + ° = ° − ° = ° . 
  

)١٧( [AUST.MC 1981]  قيمةx في الشكل المرفق تساوي 

  °220(د)     °110(ج)     °70(ب)     °20(أ) 

  
140بما أن  الإجابة هي (ج): الحل: 360x x° + ° + ° = 2فإن  ° 220x = ° .

110xوذا فإن  = °.  
  

)١٨( [AUST.MC 1979]  في الشكل المرفقADC
������

مستقيم. قياس الزاوية  
�
BDC يساوي 

  °100(د)     °80(ج)     °50(ب)     °20(أ) 

70°
30° Q

R

S

P
T

140°

x°x°
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٢

  

4بما أن  الإجابة هي (د): الحل: 5 180x x+ = 20xفإن  ° = . إذن، °
� 5 20 100BDC = × = °.  

  

)١٩( [AUST.MC 1978]  في الشكل المرفقPQ
����

RSو  
����

ن. مستقيمان متقاطعا 
xقيمة  y+ تساوي  
  °180(د)     °60(ج)     °30(ب)     °15(أ) 

  
  :الإجابة هي (ج) الحل:

180 150 30x y= = ° − ° = 60xإذن،  .° y+ = °.  
  

yقياس الزاوية  )٢٠(
ɵ في الشكل المرفق يساوي  

  °110(د)     °100(ج)     °90(ب)     °70(أ) 

  

5x°4x°
CA

D

150° y°x°

110°

x°

y°

B

S

R

P

Q

o b e i k a n d l . c o m



  ٣٣  المستقيمات والزوايا  

  

110xالإجابة هي (أ):  الحل: = إذن،  .بالرأسبالتقابل  °
180 70y x= ° − = °.  

  

xقيمة  )٢١( y+ في الشكل المرفق تساوي  
  °180(د)     °160(ج)     °140(ب)     °120(أ) 

  
ABCارسم مستقيماً موازياً للمستقيم  الإجابة هي (د): الحل:

������
 Fمن النقطة  

FGوليكن 
����

.  

  
  لدينا

  180 140 40x = − =   (زاوية مستقيمة)  °

  � 40GFB x= = °
ɵ  (بالتبادل الداخلي)  

�إذن،  80 40 40GFE = − = 180. من ذلك نجد أن ° 40 140y = − = ° .
40 وذا يكون 140 180x y+ = + = °.  

  

xقياس الزاوية  )٢٢(
ɵ في الشكل المرفق تساوي  

  °130(د)     °120(ج)     °110(ب)     °70(أ) 

x° 140°

80°
y°

E

A C

D

B

F

E

A C

D

B

F G
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٤

  
DEارسم مستقيماً موازياً للمستقيم  الإجابة هي (د): الحل:

����
 Cويمر بالنقطة  

CFوليكن 
����

.  

  
�عندئذ،  180 100 80FCD = °− ° = �و  ° 50FCB = بالتبادل الداخلي.  °

� إذن، � 80 50 130x FCD FCB= + = ° + ° = °
ɵ.  

  

xفي الشكل المرفق، قيمة  )٢٣( y−  تساوي  
  °40(د)     °30(ج)     °20(ب)     °10(أ) 

  
80لدينا  الإجابة هي (ب): الحل: 120y + = بالتبادل الداخلي. إذن،  °

A B

C

D E

50°

100°

x

AB

120°
80°

y°

x°

E

D C

A B

C

D E

F
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  ٣٥  المستقيمات والزوايا  

  

40y = °
ɵ80 ،. الآن 180x y+ + = 60xلأا زاوية مستقيمة. إذن،  ° = °

ɵ .
20xوذا يكون  y− = °.  

  

 في الشكل المرفق )٢٤(

  
�(أ)  80GBC = �(ب)     ° 60FCE = °  

BG(ج)  CF
���� ����
HB(د)     � CF

���� ����
�  

75 لدينا الإجابة هي (ج): الحل: 2 180y y+ + = °.  
35yومن ثم فإن  = 2وأن  ° 70y = 10أيضاً،  .° 7 61 180x x+ + = ° .

7xإذن،  = 10ومن ثم فإن  ° 70x = 2 من ذلك نجد أن .° 10y x=  وهما

BG ،زاويتان تبادليتان داخلياً. إذن CF
���� ����
�.  

  

ABفي الشكل المرفق،  )٢٥( CD
���� ����
� ،BE نصف ي�

ABC ،CE نصفي  
�
DCB قياس .�

BEC يساوي  
  °100(د)     °95(ج)     °90(ب)     °80(أ) 

  

DC

A B

H G

F E

E

A

DC

B

61°
7x°

10x°

2y°
y°

75°
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٦

�لدينا  الإجابة هي (ب): الحل: � 180ABC DCB+ =  CDو  BEوبما أن  .°

�منصفان نجد أن  �2 2 180ABE ECD+ = �. أي أن ° � 90ABE ECD+ = °.  

EFالآن، برسم موازياً 
����

CDللمستقيم  
����

  نجد أن 
� � � � � 90BEC BEF FEC ABE ECD= + = + = ° . 

  

xفي الشكل المرفق، قياس  )٢٦( y z+   يساوي −
  °180(د)     °150(ج)     °120(ب)     °100(أ) 

  
180yلدينا  الإجابة هي (د): الحل: s+ = ° ،x z s= . من ذلك نجد أن +

s x z= 180 وأن − y s y x z x y z° = + = + − = + −.  
  

)٢٧( [Gauss 2010]  ما قياس الزاويةx في الشكل المرفق؟  
  °40(د)     °35(ج)     °30(ب)     °25(أ) 

  
90 لدينا :الإجابة هي (ب) الحل: 150 90 360x + + + = °.  
360 إذن، 330 30x = − = °.  

  

y°

s°

z°
x°

x°

150°
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  ٣٧  المستقيمات والزوايا  

  

)٢٨( [Gauss 2010]  ،في الشكل المرفقPQR
������

  ؟ xمستقيم. ما قيمة  
  °75(د)     °69(ج)     °64(ب)     °54(أ) 

  

  لدينا :الإجابة هي (ج) الحل:
42 180

2 138

69

x x

x

x

+ + = °

= °

= °.
  

  

)٢٩( [MAΘ 2011 ]  الزاويتان�
A  و�

B  متكاملتان والزاويتان�
B  و�

C 

�متكاملتان أيضاً. إذا كان 
(3 16)A x= + �و  ° (5 24)C x= − فما  °

�قياس الزاوية 
B ؟  

  °134(د)     °104(ج)     °84(ب)     °70(أ) 
  لدينا :الإجابة هي (ج) الحل:

  

� � 180

3 16 180

164 3

A B

x B

B x

+ = °

+ + =

= −  )١(  
  أيضاً،

  

� � 180

5 24 180

204 5

B C

B x

B x

+ = °

+ − =

= −  )٢(  

RQP
42°

x°
x°
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٨

  ) نحصل على٢) و (١من (
164 3 204 5

2 40

20

x x

x

x

− = −

=

= °

  

� إذن،
164 3 20 104B = − × = °.  

  

)٣٠( [MAΘ 2010]  لنفرض أنT  بين واقعة نقطةM  وH  على القطعة
. إذا كان Tو  Mبين  واقعة Aالنقطة و  MHالمستقيمة 
: :MA AT TH  2يساوي : 4 : 20ATوكان  5 فما طول القطعة  =

MH ؟  
  55(د)     35(ج)     30(ب)     25(أ) 

2MAلنفرض أن  :الإجابة هي (د) الحل: x= ،4. عندئذAT x=  و
5TH x= 20. وبما أنAT 5xنجد أن  =   . إذن،=

11 11 5 55MH x= = × = . 
   

o b e i k a n d l . c o m



  ٣٩  المستقيمات والزوايا  

  

  مسائل غير محلولة
)١( [Gauss 2011]  ما قيمةx في الشكل المرفق؟  

  °22(د)     °20(ج)     °18(ب)     °15(أ) 

  
  

)٢( [Gauss 2008]  ،في الشكل المرفقPQ
����

  ؟ xمستقيم. ما قيمة  
  °72(د)     °45(ج)     °36(ب)     °20(أ) 

  
  

)٣( [Gauss 2006]  ،في الشكل المرفقABC
������

  ؟ xمستقيم. ما قيمة  
  °140(د)     °120(ج)     °100(ب)     °50(أ) 

  
  

)٤( [AUST.MC 1990]  ،في الشكل المرفقPQ
����

  مستقيم. ما قياس الزاوية 
�
STP ؟  

  

2x°

3x°

x°

x°x°x°

x° QP

A C
B

40°x°

P Q
T

S

R

33°
78°
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٤٠

  °111(د)     °101(ج)     °89(ب)     °69(أ) 
  

)٥( [AUST.MC 1989]  ما قياس الزاويةx
ɵ في الشكل المرفق؟  

  °128(د)     °118(ج)     °108(ب)     °72(أ) 

  
  

)٦( [AUST.MC 1987]  في الشكل المرفقPQ
����

  ؟ xمستقيم. ما قيمة  
  °27(د)     °16(ج)     °11(ب)     °9(أ) 

  
  

)٧( [AUST.MC 1985]  في الشكل المرفق، قياس الزاويةx
ɵ يساوي  

  °112(د)     °96(ج)     °92(ب)     °90(أ) 

  
  

)٨( [MAΘ 2010]  في الشكل المرفق، المستقيمان متقاطعان. ما قيمةr ؟ 

72°

x°

3x°
5x°

108°
QP

44°

132°

x°
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  ٤١  المستقيمات والزوايا  

  

  
  °14(د)     °12(ج)     °8(ب)     °6(أ)

  

)٩( [MAΘ 2007]  3ما قيمةx y+ في الشكل المرفق؟  
  °100(د)     °80(ج)     °50(ب)     °40(أ) 

  
  

  ؟مكملتهامن قياس  %40يساوي  متممتهاما قياس الزاوية التي قياس   )١٠(
  °35(د)     °30(ج)     °26(ب)     °24(أ) 

  

)١١( [MAΘ 2005]  ما قيمةx في الشكل المرفق؟  
  °40(د)     °36(ج)     °24(ب)     °22(أ) 

  

(9 )r °

(4 8)x + °(4 )y x− °

(5 2)y − °

80°

(2 )x y+ °

(4 )x y+ °

(3 2 )x y− °

(3 10)x y+ − °( 6)x y+ − °
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٤٢

)١٢( [MAΘ 2005] المستقيمان  ،في الشكل المرفقl  وm  متعامدان، قياس
nالزاوية 
ɵ  ما قيمة  °75يساويx y− ؟  

  °45(د)     °30(ج)     °20(ب)     °15(أ) 

  
  

)١٣( [MAΘ 2003]  140مجموع قياسي زاوية حادة وزاوية منفرجة يساوي° .
مجموع ضعف مكملة الزاوية المنفرجة وثلاثة أمثال متممة الزاوية الحادة يساوي 

  ؟ على الزاوية الحادة. ما خارج قسمة الزاوية المنفرجة 340°
  13(د)     12(ج)     10(ب)     8(أ) 

  

)١٤(  [MAΘ 2003] النقطةB  هي منتصف القطعة المستقيمةAC ها يوإحداث
9BCوكان  Cأكبر من إحداثي  A. إذا كان إحداثي 5هو  فإن طول  =

  يساوي ACالقطعة 
  20(د)     18(ج)     16(ب)     14(أ) 

  

)١٥( [MAΘ 2002]  قياس مكملة الزاوية�
A أضعاف قياس  ةيساوي أربع

�متممتها. ما قياس الزاوية 
A ؟  

  °120(د)     °60(ج)     °54(ب)     °36(أ) 
  

m

l

x°
z°

y°n°
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  ٤٣  المستقيمات والزوايا  

  

)١٦( [MAΘ 2002]  24في الشكل المرفق، ما قيمة المقدارx ؟  
  1296(د)     362(ج)     324(ب)     64(أ) 

  
  

)١٧( [MAΘ 2001] 3والمستقيم  2يوازي المستقيم  1المستقيم  ،في الشكل المرفق 
إذا كان على الشكل هي قياسات الزوايا.  والحروف 4يوازي المستقيم 

  ؟ التالية صائبةم عبارة من العبارات ، فك1لا يعامد المستقيم  3المستقيم 
)(i A B=    )ii (C G=    )iii (M P=    )iv (O D=  
)v (L F=    )vi (E N=    )vii (H I=    )viii (J K=  

  
  3(د)     2(ج)     1(ب)     0(أ) 

  

)١٨( [AUST.MC 1995] ؟ ما قياس الزاوية الكبرى في الشكل المرفق  
  °130(د)     °125(ج)     °120(ب)     °116(أ) 

9x°
15x°

12x°
4x°

A
B
F

E

C
D
H

G

K
L
P

O

I
J
N

M

2

1

3

4
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٤٤

  
  

)١٩( [AUST.MC 2000]  قيمةy x− في الشكل المرفق تساوي  
  °70(د)     °60(ج)     °40(ب)     °30(أ) 

  
  

xما قياس الزاوية  )٢٠(
ɵ ؟ في الشكل المرفق 

  
  °125(د)     °110(ج)     °95(ب)     °85(أ)

  

xما قياس الزاوية  )٢١(
ɵ ؟ في الشكل المرفق  

  
  °144(د)     °120(ج)     °80(ب)     °72(أ) 

( 9)x + °

( 6)x + °
( 15)x + °

50° 60°
x°

y°

x°

40°85°

x°

36°2x°

o b e i k a n d l . c o m



  ٤٥  المستقيمات والزوايا  

  

  في الشكل المرفق، )٢٢(

  

�(أ)  65CBD = DF(ب)   ° AB
���� ����
�  

DE(ج)  BC
���� ����
�(د)    � �

BDF ABD=  
  

  في الشكل المرفق )٢٣(

  

�(أ)  80B = AB(ب)     ° CD
���� ����
�  

�(ج)  75DCA = EF(د)   ° CD
���� ����
�  

  

xفي الشكل المرفق، ما قيمة  )٢٤( y− ؟  
  °40(د)     °30(ج)     °20(ب)     °0(أ) 

  

B

255°

A

C
D

F

E

85°

40°
65°

A

B
CE

G

F D

60° 120° 40°
65°

75°

x

y
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٤٦

xما قياس الزاوية  )٢٥(
ɵ ؟ في الشكل المرفق  

  °110(د)     °80(ج)     °50(ب)     °30(أ) 

  
  

yما قياس الزاوية  )٢٦(
ɵ ؟ في الشكل المرفق  

  °80(د)     °75(ج)     °70(ب)     °50(أ) 

  
  

  في الشكل المرفق: )٢٧(
120x(أ)  = °

ɵ     (ب)120y = °
ɵ  

AD(ج)  BC
���� ����
80y(د)     � z+ = °

ɵ ɵ  

  
  
  

x°

150°100°

y°

150°

40°

60°x°

120° y°

z°

A F
B

CD

E
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  ٤٧  المستقيمات والزوايا  

  

  في الشكل المرفق: )٢٨(

y(أ)  v=
ɵ ɵ     (ب)90z u v+ + = °

ɵ ɵ ɵ  
180x(ج)  y z t+ + + = °

ɵ ɵ ɵ ɵ     (د)y x t z− = −
ɵ ɵ ɵ ɵ  

  
  

  في الشكل المرفق: )٢٩(
60x(أ)  = °

ɵ     (ب)55x = °
ɵ  

AB(ج)  EF
���� ����
90x(د)     � y+ = °

ɵ ɵ  

  
  

xفي الشكل المرفق قيمة  )٣٠( y z+   يساوي −
  °180(د)     °150(ج)     °120(ب)     °90(أ) 

  
   

x°

t°

y°

z°
v°

u°

x°

B
115° y°

DC

A

15°

80°

x°

y°

z°

FE

150°
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٤٨

  إجابات المسائل غير المحلولة
  ) أ٥(    ) أ٤(    ) د٣(    ) ب٢(    ) ب١(
  ) ج١٠(    ) أ٩(    ) ج٨(    ) ب٧(    ) أ٦(
  ) ج١٥(    ) ج١٤(    ) د١٣(    ) أ١٢(    ) ج١١(
  ) د٢٠(    ) ب١٩(    ) ج١٨(    ج )١٧(    ) ب١٦(
  ) د٢٥(    ) أ٢٤(    ) ب٢٣(    ) ج٢٢(    ) أ٢١(
 ) د٣٠(    ) ج٢٩(    ) د٢٨(    ) ج٢٧(    ) ب٢٦(
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٤٩ 

 

 א�
	��א�����

�א������ �
Triangles  

خاصة من المضلعات التي  في الهندسة وهي حالة الأساسيةالمثلثات من المفاهيم 
سندرسها في الفصل الثالث ولكننا نفرد هذا الفصل لدراسة المثلثات لما لها من 

   خواص مميزة.
هو اتحاد ثلاث قطع مستقيمة تتحدد بثلاث نقاط  △نرمز له عادة بالرمز  Lالمثلث 

،Aتسمى النقاط  ليست على استقامة واحدة.
B،C  رؤوس المثلث والقطع المستقيمةAB ،
BC ،CA  أضلاع المثلث وزوايا المثلث هي�

A ،�B ،�C.  تصنف المثلثات حسب
  أضلاعها وحسب زواياها:

تكون جميع  الذيهو المثلث  :)acute triangleالمثلث الحاد الزوايا ( )١(
  زواياه حادة.

تكون إحدى  الذيهو المثلث  :)right triangleالمثلث القائم الزاوية ( )٢(
) hypotenuseيسمى الضلع المقابل للزاوية القائمة الوتر ( .زواياه قائمة

  .(leg) ويسمى كل من ضلعي القائمة ساقاً 
هو المثلث الذي إحدى  :obtuse triangle)المثلث المنفرج الزاوية ( )٣(

A

C

B
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٥٠

  زواياه منفرجة 
هو المثلث الذي أطوال  :)scalene triangle( الأضلاعالمثلث المختلف  )٤(

  الثلاثة مختلفة. أضلاعه
هو المثلث الذي يكون  ):isosceles triangle( المثلث المتساوي الساقين )٥(

 .ن أيضاً فيه ضلعان متساويان والزاويتان المقابلتان للضلعين المتساويين متساويتا
 ويسمى الضلع الثالث قاعدة المثلث يسمى كل من الضلعين المتساويين ساقاً 

(base)   كما تسمى الزاوية المقابلة للقاعدة بزاوية الرأس وتسمى كل من
  الزاويتين المتساويتين بزاوية القاعدة.

هو المثلث الذي  :)equilateral triangle( الأضلاعمتساوي الالمثلث  )٦(
تكون جميع زواياه متساوية وقياس   الحالةتكون جميع أضلاعه متساوية وفي هذه 

 نظر المبرهنة أدناه).ا( °60كل منها 

  
  

 مثلث منفرج الزاوية مثلث قائم الزاوية مثلث حاد الزوايا

 مثلث متساوي الأضلاع مثلث متساوي الساقين مثلث مختلف الأضلاع
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  ٥١  المثلثات  

  

فحوى  هيو  °180أن مجموع زواياه يساوي  أهم الحقائق عن المثلث هي ىحدإ
  المبرهنة التالية

  .°180مجموع زوايا المثلث يساوي : )١مبرهنة (
كما هو مبين في الشكل  α ،β ،γمثلث زواياه  ABC لنفرض أن: البرهان

  .BCوالموازي للضلع  Aالمار بالرأس  lأدناه. ارسم المستقيم 

  
�ن الزاويتا

ACB  و�
CAD ن متساويتان بالتبادل. وأيضاً الزاويتا�

ABC  و�
BAE 

  ن بالتبادل. إذن،متساويتا
  180γ α β+ + =   مستقيمة) (زاوية  °

  ����  .°180وذا يكون مجموع زوايا المثلث يساوي 
  

إذا مددنا أحد أضلاع المثلث فتسمى الزاوية التي تنشأ عن ذلك زاوية خارجة 
)(exterior angle  ًالزوايا  فمثلاθ ،ϕ ،η .في الشكل أدناه هي زوايا خارجة  

  

  
  

l
D

A E

C B

α

βγ

γ β

βα

γ

θ

ϕ

η
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٥٢

في مثلث تساوي مجموع  قياس زاوية خارجة: الخارجة] الزاوية) [مبرهنة ٢مبرهنة (
  قياس الزاويتين غير ااورتين لها.

  :البرهان

  
θسنبرهن أن  γ β=   لاحظ أن .+

 180α β γ+ + =   (مجموع زوايا مثلث) °
  180α θ+ =   (زاوية مستقيمة)  °

βإذن،  γ θ+ =.  ����  
  

BEمتوازيان،  BCو  ABC△ ،DEفي المثلث : )١مثال ( BC=  إذا كان
� 34BED = �و  ° 52BAE = �فجد  °

ABE.  

  
DEبما أن : الحل BC�  فإن� 34y EBC= = متساوي  △BEC. وبما أن °

�الساقين فإن  �
BEC BCE=  ولتكن كل منهماx. ،إذن  

α β

γ

θ

A

CB

D E

52°

34°
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  ٥٣  المثلثات  

  

  180y x x+ + =   )(مجموع زوايا مثلث  °

) وذا نرى أن ) ( )
1 1

73180 180 34
2 2

x y= = = °° − ° − °.  

  الآن،
  �52x ABE= °   )△ABE(خارجة عن المثلث   +

� إذن، 52 73 52 21ABE x= − ° = ° − ° = °.  ����  
  

جد قياس  .ADيوازي  BE خط مستقيم و ABCفي الشكل أدناه  :)٢مثال (
  .yالزاوية 

  
BEبما أن : الحل AD�  30فإنx =   إذن، بالتناظر. °

180 70 80y x= ° − − ° = °.  ����  
  

، aبالرموز  BC ،AC ،AB الأضلاعمثلثاً فنرمز لطول  ABCإذا كان 
b ،c ) نظر الشكل أدناه).اعلى التوالي  

  

  

B

A D

C

30°

70°

y°x°

A

BC a

cb

E
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٥٤

) هو مجموع أطوال أضلاعه الثلاثة وعادة نرمز للمحيط perimeterمحيط المثلث (
   . أي أنs ونرمز لنصف المحيط بالرمز pبالرمز 

2

p a b c

a b c
s

= + +

+ +
= . 

  
 [Medians]متوسطات المثلث 

 اً يسمى المستقيم المرسوم من أحد رؤوس المثلث إلى منتصف الضلع المقابل متوسط
)median ونقطة التقاء (

متوسطات المثلث الثلاثة تسمى 
المركز المتوسط أو الممركز 

)centroidسنبرهن في  . ) للمثلث
من هذه  كتاب المرحلة الثانية

أن متوسطات المثلث  السلسلة
2 من المتوسطات بنسبة يقسم كلاً الممركز وأن  تلتقي في نقطة واحدة :   . أي أن1

2

1

AM BM CM

MD ME MF
= = = . 

  
 [Angle Bisector]منصفات الزوايا 

لى زاويتين متساويتين منصف إمثلث ويقسم الزاوية  زاويةالمار برأس  الشعاعيسمى 
أن منصف الزاوية هو مجموعة النقاط التي  سنرى لاحقاً  .)angle bisectorالزاوية (

تقع على مسافات متساوية من ضلعي الزاوية (المسافة من نقطة إلى مستقيم هي 
  إلى المستقيم). النقطةالمرسوم من طول العمود 

M

B

C

A

D
F

E
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  ٥٥  المثلثات  

  

وهذا فحوى  كما هو الحال للمتوسطات فإن منصفات الزوايا تلتقي في نقطة واحدة
  لمبرهنة التالية.ا
  

   تتلاقى منصفات زوايا مثلث في نقطة واحدة.:)٣مبرهنة (
 تقع على Hبما أن  .DC و AEين نقطة تقاطع المنصف Hرض أن لنفالبرهان: 

AE ا تبعد مسافة متساوية عنفإ 
AB و AC.  وبما أنH  تقع

مسافة  ا تبعدفإ DCعلى 
ولذا  .BC و ACمتساوية عن 

 ABفهي تبعد مسافة متساوية عن 
تقع على  H ،إذن .BC و

� منصف الزاوية
ABC.  ذا فمنصفات الزوايا الثلاث تتلاقى في النقطةوH.  ����  

  
 [Triangle Inequality]متباينة المثلث 

أي ضلعين في المثلث يجب أن يكون أكبر  تنص متباينة المثلث على أن مجموع طولي
   لدينا ABCفي المثلث  ،أي .من طول الضلع الثالث

  
a b c

b a c

c a b

< +

< +

< +

  

ضلعين في المثلث يساوي طول الضلع الثالث فيسمى المثلث  أما إذا كان مجموع طولي
  الثلاثة تقع على استقامة واحدة.س أي أن الرؤو  .)degenerate( مُضْمَحِلاً  مثلثاً 

B

ED

A
C

H

F

A

C Ba

c
b
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٥٦

فما القيم الممكنة لطول الضلع  14 و 8 هماضلعي مثلث  إذا كان طولا: )٣مثال (
  الثالث ؟
8 ،عندئذ .هو طول الضلع الثالث x لنفرض أنالحل:  14x + ومن ذلك  .<
6xيكون  8 ،أيضاً  .< 14 x+ 22xأي أن  .<  وذا نجد أن .>

6 22x< <.  ����  
  

 [Altitudes or Heights]ارتفاعات المثلث 

الضلع المقابل يسمى العمود النازل من رأس مثلث إلى الضلع المقابل أو امتداد 
  )نظر الشكل أدناهابارتفاع المثلث (

  

هو الارتفاع النازل من  ahحيث  ah، bh، chترمز عادة لارتفاعات المثلث بالرموز 
 ،ACالضلع  إلى Bهو الارتفاع النازل من الرأس  BC، bhلى الضلع إ Aالرأس 

ch  هو الارتفاع النازل من الرأسC إلى الضلع AB.  تتلاقى ارتفاعات المثلث
كما هو مبين في  )orthocenter( تسمى مركز التعامد Gالثلاث في نقطة واحدة 

  الشكلين أدناه

BC

A

BC DD

A

AD ارتفاع للمثلث AD ارتفاع للمثلث 
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  ٥٧  المثلثات  

  

  

  
  رج الزاوية يقع خارج المثلث.لاحظ أن مركز تعامد المثلث المنف

  

 [Area of a Triangle] المثلثمساحة 

توجد العديد من الطرق لحساب مساحة مثلث وأحد الطرق الشائعة هي التي 
المرحلة الثانية من هذه  قدم طرق أخرى في كتابنتستخدم القاعدة والارتفاع (س

]بالرمز  ABCسنرمز لمساحة المثلث . )السلسلة ]ABC.  
  

1 هي ABC مساحة المثلث: )٤مبرهنة ( 1 1
[ ]

2 2 2a b cABC ah bh ch= = =.  
  

حدى أشهر مبرهنات الهندسة هي مبرهنة فيثاغورس والتي تنص على أن مجموع إ
 عدديوجد  .القائمة في مثلث قائم الزاوية يساوي مربع طول الوترضلعي طولي مربعي 

  لها. سهلاً  برهاناً  من البراهين لهذه المبرهنة وسنقدم لاحقاً  كبير
  

G

C
B

ah

bh

ch

A

B

C

G

ah

bh
ch

A
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٥٨

 ABCإذا كان : [Pythagorean Theorem]) مبرهنة فيثاغورس ٥مبرهنة (
  ن فإ Bقائم الزاوية عند  اً مثلث

2 2 2( ) ( ) ( )AB BC AC+ =  
  ون تطبيقات مبرهنة فيثاغورس سهلة.عادة ما تك

  

10ACلدينا  Bثلث القائم الزاوية عند المفي  :)٤مثال ( 8BC و = جد  .=
AB.  
  فيثاغورس نعلم أن من مبرهنة: الحل

2 2 2

2 2 2

2

( ) ( ) ( )

( ) 8 10

( ) 100 64

AB BC AC

AB

AB

+ =

+ =

= −

  

36إذن،  6AB = =.  ����  
  

40ABإذا كان  ABCجد مساحة المثلث  :)٥( مثال AC=  و =
60BC =.   

  :الحل

  
 ،إذن .CBينصف القاعدة  ahن الارتفاع متساوي الساقين فإ ABCبما أن المثلث 

30CD DB=   ومن مبرهنة فيثاغورس نجد أن .=
  

A

BC D
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  ٥٩  المثلثات  

  

( )
2 2 2(40) (30) 1600 900 700ah = − = − =  

700 ،إذن 10 7ah =   :وتكون المساحة =

���� 1 1
[ ] 10 7 60 300 7

2 2aABC h BC= × = × × = . 
  

ADثلاث نقاط حيث  A ،D ،Bإذا كانت  :)٦مثال ( DB AB+ = 
  .ABتقع على القطعة المستقيمة  Dفأثبت أن 

أي سنثبت أنه إذا  .سنستخدم طريقة البرهان بالمكافئ العكسي لإثبات ذلك: الحل
ADن إف ABواقعة على القطعة المستقيمة  Dلم تكن  DB AB+ =/.  

   نظر الشكل)ا( ABغير واقعة على  Dلنفرض أن 

  

مثلث للباستخدام مبرهنة فيثاغورس  .ABإلى  Dالعمود النازل من  DEوليكن 
2نجد أن  ADEالقائم  2 2 2( ) ( ) ( ) ( )AD AE DE AE= + ذن، إ. <

AD AE>.  وبالمثلDB EB>.  من ذلك نرى أن  
AB AE EB AD DB= + < + . 

ABوذا يكون  AD DB=/ +.  ����  

  
  

A E B

D
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٦٠

 [Congruent Triangles]المثلثات المتطابقة 

  △DEFو  △ABCلنفرض أن لدينا 

  
Aولنفرض أننا قابلنا بين رؤوسهما  D↔ ،B E↔ ،C F↔.  ذاكون قد نو

ABCوجدنا التقابل  DEF↔△   هذا التقابل أن نتج عنإذا  .بين المثلثين △
� �
A D=، � �

B E= ،� �
C F=  

AB DE= ،BC EF= ،AC DF=  
ABC ) ونكتبCongruent( نننا نقول إن المثلثين متطابقافإ DEF≡△ △. 

  .ن الزوايا المتقابلة تتطابق والأضلاع المتقابلة تتطابق فإالمثلثان متطابقينوعندما يكون 
  

  هناك طرق عديدة لإثبات تطابق مثلثين وهي:
  

] )١مسلمة ( ]SSS: ثلاثة أضلاع في تإذا طابق ABC△ ما يقابلها في DEF△ 
ABCن فإ DEF≡△ △.  

  

] )٢مسلمة ( ]SAS: ن والزاوية المحصورة بينهما في إذا طابق ضلعاABC△  ما
ABCن فإ △DEFيقابلها في  DEF≡△ △.  

  

] )٣مسلمة ( ]ASA: زاويتان وضلعهما المشترك في  تإذا طابقABC△  ما يقابلها
ABCن فإ △DEFفي  DEF≡△ △.  

A

CB E F
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  ٦١  المثلثات  

  

] )٦مبرهنة ( ]AAS: ضلع (ليس بالضرورة مشترك بين زاويتان و  تإذا طابق
ABCن فإ △DEFما يقابلها في  △ABC) في الزاويتين DEF≡△ △.  

  نفرض أن △DEFو  △ABCفي  البرهان: 

  
� �
A D= ،� �

B E= ،BC EF=.  ن فإ °180بما أن مجموع زوايا المثلث يساوي
� �
C F=. ذنإ، ABC DEF≡△ △ ( )ASA.  ����  

  

] )٧مبرهنة ( ]LL: القائمة في  إذا طابق ضلعاABC△  القائم الزاوية ما يقابلهما
ABCن إالقائم الزاوية ف △DEFفي  DEF≡△ △.  

BCلنفرض أن  البرهان: EF=  أنو AC DF=  في المثلثينABC△  و
DEF△.   

  
�بما أن   � 90C F= = ABCن إف ° DEF≡△ △ ( )SAS.  ����  

A

B C E F

D

A

CB E

D

F
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٦٢

] )٤مسلمة ( ]HL:  حد ضلعي القائمة في المثلث أوتر و الإذا تطابقABC△  القائم
ABCن القائم الزاوية فإ △DEFا في المثلث مالزاوية ما يقابله DEF≡△ △.  

  

] )٨( مبرهنة ]HA : زاوية حادة في المثلث القائم الزاوية و وتر الإذا تطابقABC△ 
ABCن فإ △DEFا في المثلث القائم الزاوية مما يقابله DEF≡△ △.  
لنفرض أن  البرهان:

AB DE=  وأن� �
B E= 

و  △ABCفي المثلثين 
DEF△.  وبما أن

� � 90C F= = ABCن فإ ° DEF≡△ △ ( )AAS.  ����  
  

] )٩مبرهنة ( ]LA:  إذا تطابق أحد ضلعي القائمة وزاوية حادة في المثلث القائم
ن فإ △DEFا في المثلث القائم الزاوية مما يقابله △ABCالزاوية 

ABC DEF≡△ △.  
  ����  للقارئ. متروك :البرهان

  

  ).٥) و (٤لكل من المبرهنتين ( اناً ن برهنقدم الآ
  

 [إيجاد مساحة مثلث]: )٤برهان للمبرهنة (

1هي  △ABCالمطلوب هو برهان أن مساحة المثلث   )أ (
[ ]

2 aABC ah=.  

�قائم الزاوية في  ABC أن لنفرض أولاً 
B.  

  

A

CB E

D

F
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  ٦٣  المثلثات  

  

  

  
ABC من الواضح أن .ABCD أنشئ المستطيل CDA≡△  ولهذا .△

[ ] [ ]ABC CDA=. إذن،  

1 1 1
[ ] [ ] ( )( )

2 2 2 aABC ABCD AB BC ah= = =  

  حاد الزوايا △ABCأن المثلث  الآنلنفرض 

  
[ ] [ ] [ ]

1 1
( ) ( )
2 2

1
( )
2

1
( )
2

1

2

a a

a

a

a

ABC ABD ADC

BD h DC h

BD DC h

BC h

ah

= +

= +

= +

=

=

  

  منفرج الزاوية △ABCنفرض أن  وأخيراً 

A D

CB

CB

ah

D

A
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٦٤

  
[ ] [ ] [ ]

1 1
( ) ( )
2 2

1
( )
2

1
( )
2

1

2

a a

a

a

a

ABC ABD ACD

BD h CD h

BD CD h

BC h

ah

= −

= −

= −

=

=

  

  ����  وهذا ينهي البرهان.
  

�قائم الزاوية في  △ABCلنفرض أن ]: مبرهنة فيثاغورس) [٥برهان المبرهنة (
C. 

aطول ضلعه  أنشئ مربعاً  b+ كما هو مبين في الشكل أدناه   

  

A

B C D

A

B

D

E

C F

a

a

a

a

b

b

b

b

c c

c
c
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  ٦٥  المثلثات  

  

ساحة المربع الصغير من السهل أن نرى أن مساحة المربع الكبير تساوي مجموع م
  ). عندئذ،؟ مثلثات المتطابقة (لماذا ومساحة الأربعة

( )2 2

2 2 2

1
4
2

2 2

c aba b

a ab b c ab

= + ×+

+ + = +

  

2إذن،  2 2a b c+ =.  ����  
  

 [Some Special Right Triangles]بعض المثلثات القائمة الخاصة 

45 المثلث )١( 45 90° − ° − °  

�قائم الزاوية حيث  △ABCإذا كان  � 45A B= = �و  ° 90C = ن إفنقول  °
45هو مثلث  △ABCالمثلث  45 90° − ° −   ويكون °

1

2

1

a b

c c

a

b

= =

=

  

  

30المثلث  )٢( 60 90° − ° − °  
�قائم الزاوية حيث  △ABC إذا كان 60A = °، � 30B = °، � 90C = °، 

30فنقول إن المثلث هو مثلث  60 90° − ° −   ويكون  °
3

2

1

2

3

a

c

b

c

a

b

=

=

= . 

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٦٦

1ADلدينا  ABCDفي المستطيل : [AMC 10 2000] )٧مثال ( = ،P  نقطة
�الزاوية  يثلثان DPو  AB، DBواقعة على 

D زوايا ها إلى ثلاث ا(يقسم
  .△BDPجد محيط المثلث  .)متساوية

  
�يثلثان الزاوية  PDو  BDبما أن : الحل

D فنجد أن  
� � � 30CDB BDP PDA= = = °  

30 مثلثهو  △DAPو  △DABالمثلثين من كل   ،ذنإ 60 90° − ° − وبما أن  .°

1AD 3فنجد أن  =

3
AP =، 2 3

3
DP =، 3AB =، 2DB = ،

3DC AB=   يساوي △BDP محيط المثلث ،إذن .=

  

( )

2 3 32 3
3 3
4 3

2
3

BD DP PB BD DP AB AP+ + = + + −

 = + + −  

= +  ����  
  

  الضلعين المقابلين لهما متساويان.ذا تساوت زاويتان في مثلث فأثبت أن إ :)٨مثال (
�فرض أن ا: الحل �

B C= المثلث  فيABC△. من رسم ارتفاعاً ا A لىإ BC.   

  

A

D C

B

1

A

B CD

P
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  ٦٧  المثلثات  

  

ADB ADC≡△ ADلأن  △ AD=  و� �
B C=. إذن، AB AC=.  ����  

  

أثبت أن  .نصفان بعضهما البعضي CD و AB ،في الشكل المرفق :)٩مثال (
AC BD�.  

 

 :△BED و △AECفي  الحل:

  AE BE= (فرض)  
  CE DE=  (فرض)  

  � �
AEC BED=  (بالتقابل بالرأس)  

AEC، إذن BED≡△ △ ( )SAS.  من التطابق نجد أن� �
C D=.  ماوبما أ

ACن فإ ن داخلياً متبادلتا BD�.  ����  
  

  ]Similar Trianglesالمثلثات المتشابهة [

0bعددين حيث  b و aإذا كان  :وتكتب  bإلى  aن نسبة فإ /= ba هي  
a

b
aتسمى المساواة .  c

b d
0bحيث  = 0d و /= يحقق التناسب  .بالتناسب /=

  الخصائص التالية:

)١( 
a c

b d
adإذا وفقط إذا كان  = bc=.  

A

C

B

D

E
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٦٨

)٢( 
a c

b d
aإذا وفقط إذا كان  = b

c d
0cحيث   .= =/ 

  

)٣( 
a c

b d
bإذا وفقط إذا كان  = d

a c
0aحيث   .= 0cو  /= =/ 

  

)٤( 
a c

b d
aإذا وفقط إذا كان  = b c d

b d

+ +
=. 

  

)٥( 
a c

b d
aإذا وفقط إذا كان  = b c d

b d

− −
=. 

  

aإذا كان  )٦( c

b d
aن إف = c a c

b d b d

+
= =

+
. 

  

ABCن ونكتب متشاا △DEFو  △ABCن المثلثين إنقول  DEF△ ∼ إذا  △
  وجد تقابل بين رؤوسهما بحيث يكون:

  المتقابلة متناسبة. الأضلاعأطوال (ب)     ،(أ) الزوايا المتقابلة متطابقة
   أي أن المثلثين

  

�ن إذا كان متشاا �
A D=، � �

B E= ،� �
C F= وكان AB BC CA

DE EF FD
= =. 

د بترتيب الحروف في من المهم الانتباه حين نستخدم النسب الواردة إلى ضرورة التقي
ABCالتشابه  ،وصف المثلثين DEF△ ∼  △FEDو  △ABCلا يعني تشابه  △

ABولذا لا نستطيع أن نكتب مثلاً  BC CA

FE ED DF
= =.  

  

A

D

B C E F
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  ٦٩  المثلثات  

  

ABCإذا كان  :)١٠مبرهنة ( DEF△ ∼ هما تساوي ين النسبة بين محيطإف △
  طول أي زوج من الأضلاع المتقابلة.النسبة بين 

ABCلنفرض أن  البرهان: DEF△ ∼ هو  qو  △ABCهو محيط  pوأن  △

pالمطلوب إثبات أن  .△DEFمحيط  AB

q DE
  التشابه. الآن لدينا من =

AB BC CA

DE EF FD
= =  

  نولهذا فإ
AB BC CA AB

DE EF FD DE

+ +
=

+ +
  

p إذن، AB

q DE
=.  ����  

  

  الآن بعض الطرق لإثبات تشابه مثلثين.نقدم 
  

] )٥( مسلمة ]AA :ن في زاويتا تإذا تطابقABC△  مع زاويتين فيDEF△ ن إف
ABC DEF△ ∼ △.  

  

  في حالة المثلث القائم الزاوية والمثلث المتساوي الساقين لدينا: ملحوظات:
زاوية حادة في المثلث  △ABCإذا طابقت زاوية حادة في المثلث القائم الزاوية  )١(

ABCن إف △DEFالقائم الزاوية  DEF△ ∼ △.  
الرأس في زاوية  △ABCإذا طابقت زاوية الرأس في المثلث المتساوي الساقين  )٢(

ABCن فإ △DEFالمثلث المتساوي الساقين  DEF△ ∼ △. 
 

  : إذا قطع مستقيم ضلعين في مثلث تناسبياً فإنه يوازي الثالث.)٦( مسلمة
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٧٠

  .مثلثين تزودنا بطريقة أخرى لإثبات تشابه التاليةالمبرهنة 
  

] )١١مبرهنة ( ]SAS ض أن : لنفرABC△ و DEF△  حيث� �
A D=  و

AB AC

DE DF
ABCن فإ = DEF△ ∼ △.  

   :البرهان

  

�نفرض أن  �
A D=  وأنAB AC

DE DF
ABCلإثبات أن  .= DEF△ ∼ يكفي  △

)إلى المسلمة  أن نثبت استناداً  )AA  أن� �
B E=نقطتين يننقوم بتعي ،ن. الآ H و 

K  علىAB و AC  يكونبحيث AH ED=  وAK DE= ونرسم  

HK،الآن . AHK DEF≡△   لأن: △

� �

AH DE

AK DF

A D

=

=

=

  

�أن  ومن التطابق نجد �
AHK E=  وأن� �

AKH F=.  وبما أنAH ED=  و

AK DF=  وأنAB AC

DE DF
ABنجد أن  = AC

AH AK
يقسم  HK ،إذن. =

AB  وAC  ًن ومن ثم فإ تناسبياHK BC� أن . من ذلك نجد� �
AHK B=  و

� �
AKH C=  .إذنبالتناظر، � �

E B=  و� �
F C=.  ����  

  

F

A

D

B C E

KH
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  ٧١  المثلثات  

  

10AC ،الشكل المرفقفي  :)١٠مثال ( = ،12AB =، 7AE = ،
8.4AD ABCأثبت أن . = ADE△ ∼ △.  

  
� بما أن �

A A= وأن  
12 120 10

8.4 84 7

AB AC

AD AE
= = = =  

ABC فإن ADE△ ∼ △ ( )SAS.  ����  
  

DEفيه  △ABC ،في الشكل المرفق :)١١مثال ( BCأن . أثبت� 

BD CE

DA EA
=.  

  

ABC :الحل ADE△ ∼ 1لأن  △ 2=ɵ ɵ  3و 4=ɵ ɵ إذن .بالتناظر، 
AB AC

AD AE
ABذلك نجد أن  من .= AD AC AE

AD AE

− −
 أي أن .=

BD CE

DA EA
=.  ����  

A

D
E

C
B

A

C

ED

B

4 2

3 1
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٧٢

AD ،في الشكل المرفق :)١٢مثال ( BE CF
���	 ���	 ���	
� ABأثبت أن  .� DE

BC EF
=.  

  

  .Gفي النقطة  BEليقطع  AFرسم ا :الحل
FDAن الآ FEG△ ∼ ACFو  △ ABG△ ∼ ) ١١إلى المثال ( استناداً  ،إذن .△

  نجد أن
DE AG

EF GF
CB   و   = FG

BA GA
=.  

DEمن ذلك نجد أن  AG

EF GF
BAو  = GA

CB FG
BA ،إذن .= DE

CB EF
=.  ����  

  

 إذا كان: مساحات المثلثات المتشابهة] [العلاقة بين) ١٢مبرهنة (
ABC DEF△ ∼   فإن △

2 2 2

2 2 2

[ ] ( ) ( ) ( )

[ ] ( ) ( ) ( )

ABC AB BC AC

DEF DE EF DF
= = =.  

  كما هو مبين في الشكل المرفق. DK و AH الارتفاعينارسم  :البرهان

A

B

C

D

E

F

G
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  ٧٣  المثلثات  

  

  
  الآن،

1
[ ] 2
[ ] 1

2

BC AH
ABC BC AH

DEF EF DK
EF DK

×
×

= =
×

×

  

ABHولكن  DEK△ ∼ �ن لأ △ �
B E= )ABC DEF△ ∼ وأن  )△

� �
AHB DKE= من ذلك نجد أن .ا قائمة)م(كل منه، AH AB

DK DE
=.  

AB ،ولكن BC

DE EF
= )ABC DEF△ ∼ AH ،إذن. )△ BC

DK EF
وذا نجد  .=

  أن 

���� 
2

2

[ ] ( )

[ ] ( )

ABC BC AH BC BC BC

DEF EF DK EF EF EF
= × = × = .  

  

BC، 5DE يوازي DE ،المبين أدناه △ABCفي المثلث  :)١٣مثال ( = ،
8BC = ،[ ] 15ADE   .BCEDجد مساحة الشكل الرباعي . =

  

A

B CH E K F

D

A

CB

5

8

ED
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٧٤

ABC: الحل ADE△ ∼ 8 وذا نجد أن .△
5

AB BC

AD DE
= =.  

 ،إذن
2

2

[ ] 8 64

[ ] 255

ABC

ADE
=   نرى أنومنه  .=

64 64 192
[ ] [ ] 15

25 25 5
ABC ADE= × = × = . 

192 ،إذن 117
[ ] 15

5 5
BCED = − =.  ����  

  

AE جد )١٣المثال (  المثلث المقدم فيفي :)١٤مثال (

EC
.  

ABC بما أن: الحل ADE△ ∼ 5 نفإ △
8

AE DE

AC BC
=   بفرض .=

5AEأن  K=  8وأنAC K= 3 نجد أنEC K= .ذنإ، 
5 5

3 3

AE K

EC K
= =.  ����  

  

2AD ارتفاع، BDقائم الزاوية  △ABCفي الشكل أدناه  :)١٥مثال ( و  =
4DC    .BDجد . =

  

ABC :الحل ADB△ ∼ �لأن  △ �
ABC ADB=  و� �

DAB CAB=. 

A

B C

D

4

2
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  ٧٥  المثلثات  

  

ABC وبالمثل، BDC△ ∼ ADB، ذنإ .△ BDC△ ∼ من ذلك نرى أن  .△
AD DB

BD DC
)2 ،إذن .= ) ( )( ) 2 4 8BD AD DC= = × =.  

8 وذا يكون 2 2BD = =.  ����  
  

 مبرهنة فيثاغورس لإثبات) ١٥ثال (في الم يمكن استخدام المثلثات المتشاة :ملحوظة
  تالي:على النحو ال
ABنفرض أن  c= ،BC a= ،AC b= ،AD x= ،DC y=.  من

ABC ADB△ ∼ ABنجد أن  △ AC

AD AB
cأي أن  = b

x c
ن . وذا فإ=

2c bx=.  ومنABC BDC△ ∼ BCنجد أن  △ AC

DC BC
aأي أن . = b

y a
= .

2aن وذا فإ by=2 ،ن. الآ 2 2( )c a b x y b+ = + =.  
  

5ADلدينا  ،في الشكل أدناه :[MAΘ 1787] )١٦مثال ( DB= =،
8EC =،4AE =، � 90AED =    .BCجد . °

  
  .Hفي النقطة  ACويقطع  DEيوازي  BHارسم  :الحل

A

B
C

D

E
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٧٦

  
DAE ،نالآ BAH△ ∼   ومن ذلك يكون .△

5 1

10 2

AE AD

AH AB
= = =  

4AEوبما أن  8AHفنجد أن  = 4EHوذا  .= AH AE= − منه و  .=
  نفإ

8 4 4HC EC EH= − = − =  

  باستخدام مبرهنة فيثاغورس نجد أن ،نالآ
2 2 2( ) ( ) ( ) 25 16 9DE AD AE= − = − =  

3DE ،ذنإ 1وبما أن  .=

2

DE

BH
6BHفنجد أن  = باستخدام  وأخيراً  .=

  مبرهنة فيثاغورس مرة أخرى نجد أن
2 2 2( ) ( ) ( ) 16 36 52BC HC BH= + = + =  

52 إذن، 2 13BC = =.  ����  
  

  المبرهنة التالية لها استخدامات عديدة.
  

  :Angle Bisector Theorem]مبرهنة منصف الزاوية [) ١٣مبرهنة (

ACن فإ △ABCفي المثلث  �A للزاوية اً منصف ADإذا كان  AB

CD BD
=.  

A

B
C

D

E

H
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  ٧٧  المثلثات  

  

  :البرهان

  

BEحيث  E لىإ ADللبحث عن مثلثات متشاة نقوم بمد  AC�  كما هو
  مبين في الشكل أدناه

  

BDE أن سنبرهن الآن CDA△ ∼ � لاحظ أن .△ �
CAE AEB= وبما  .بالتبادل

� فنرى أن Aمنصف الزاوية  ADأن  �
CAD DAB=. إذن، � �

EAB AEB=. 
ABوذا نجد أن  BE=. نالآ، � �

CAD DEB=  و� �
ADC BDE=. إذن، 

BDE CDA△ ∼ ACومن التشابه نجد أن  .△ BE AB

CD BD BD
= =.  ����  

A

B

C

D

A

B

C

D

E
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٧٨

2 هي △BAC المثلث أضلاعالنسبة بين : [AHSM 1966]) ١٧( مثال : 3 : 4. 
BD صغر صف الزاوية المرسوم إلى الضلع الأمنAC 10. إذا كانAC فجد  =

  .AC كبر منطول القطعة الأ

  

ABلدينا باستخدام مبرهنة منصف الزاوية : الحل BC

AD DC
هو  ACوبما أن  .=

3ن الضلع الأصغر في المثلث فإ
4

AB

BC
 yوأن  طولهي القطعة الأ xلنفرض أن . =

3. إذن هي القطعة الأقصر

4
y x= . 10وبما أنAC 3ن فإ =

10
4

x x+ =. 

40وذا يكون 

7
x =.  ����  

B

D

A

C
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  ٧٩  المثلثات  

  

  مسائل محلولة

)١( [Anst.MC 1984] قيمة x في الشكل المرفق تساوي 

  °70(د)     °60(ج)     °50(ب)     °30(أ)

  

�: )د(الإجابة هي  الحل: 180 120 60PQR = − = °

� 180 130 50PRQ = − = 180. إذن، ° (60 50) 70x = − + = °ɵ.  
  

)٢( [Aust.MC 1983] قيمة x في الشكل المرفق تساوي   
  °145(د)     °142(ج)     °108(ب)     °72(أ) 

  

�الإجابة هي (ب):  الحل:
180 107 73ACB = − =  ومن ثم فإن .°

� �
35 73 108x ABC ACB= + = + = °

ɵ.  
  

)٣( [Aust.MC 1982]  قياس الزاوية�
QPS في الشكل المرفق يساوي 

  °105(د)     °96(ج)     °90(ب)     °60(أ) 

P

RQ

x

130°120°

A

B C

x

107°35°
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٨٠

  
5الإجابة هي (ب): لدينا  الحل: 72x x= 4. أي أن + 72x ومن ثم فإن  .=
18x � ،. إذن= 5 18 90QPS = × = °.  

  

)٤( [Aust.MC 1978]  في الشكل المرفقABX
�����	

ACYو  
�����	

منصفا  مستقيمان. 
�الزاويتين 

XBC  و�
BCY  يلتقيان في النقطةZ. � 80BZC = ما قياس  .°

�
BAC ؟  

  °35(د)     °30(ج)   °25(ب)     °20(أ) 

  

  لدينا △ABC: في )الإجابة هي (أ الحل:
(180 2 ) (180 2 ) 180θ α β+ − + − = . 

)2إذن،  ) 180θ α β= +   نجد أن  △BCZ زوايا المثلث . ومن−
80 180α β+ + 100α. أي أن = β+   . إذن،=

2( ) 180 2 100 180 20θ α β= + − = × − = °.  

P

QR

S

5x

72° x°

A

B

X

C Y

Z

β°
β°

α°
α°

θ°
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  ٨١  المثلثات  

  

)٥( [Aust.MC 1983]  النسبة: :x y z′ ′ بين الزوايا الخارجية للمثلث المرفق  ′
4هي  : 5 : :ما النسبة بين الزوايا الداخلية  .6 :x y z ؟  
7(أ)  : 5 : 3(ب)   3 : 2 : 8(ج)     1 : 5 : 6(د)   2 : 5 : 4  

  
180xالإجابة هي (أ): لدينا  الحل: y z+ +  و =

( ) ( ) ( ) 3 180 540x x y y z z′ ′ ′+ + + + + = ×   . من ذلك نجد أن=
360x y z′ ′ ′+ + = 4وبما أن  .° 5 6 15+ +    فإن =

4
360 96

15
x ′ = × ° = ° ،5

360 120
15

y ′ = × ° = °،  
6
360 144

15
z ′ = × ° = 180 ،. إذن° 96 84x = − = °،  

180 120 60y = − = ° ،180 144 36z = − = :. وذا فإن ° :x y z  هي
84 : 60 : 7. أي 36 : 5 : 3.  

  

)٦( [Aust.MC 1982] في الشكل المرفق، RPQ△ و  قائم الزاويةST PR�، 
6PQ = ،8PR =، 4ST   :تساوي △RQTمساحة ، =

  16(د)     12(ج)     10(ب)     6(أ) 
  
  

x

x ′

y y ′

z
z ′

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٨٢

  
Sفي  PQليلاقي  TSالإجابة هي (ج): مد  الحل:  . عندئذ،′

[ ] [ ] [TSR]

1 1

2 2
1

( )
2
1

2
1
4 6 12

2

RQT TSQ

TS QS TS S P

TS QS S P

TS QP

= +

′ ′= × × + × ×

′ ′= × × +

= × ×

= × × =

  

  

)٧( [Aust.MC 1978] في الشكل المرفق، AB AC=  وKL LM=. 

KBالنسبة  ،عندئذ

LC
   هي 

  3(د)     2.5(ج)     2(ب)     1.5(أ) 

  

KDالإجابة هي (ب): أنشئ  الحل: LC�  كما هو مبين في الشكل  

R P

T

Q

S
4

8

6

K

B M

L

C

A
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  ٨٣  المثلثات  

  

 

  
MLCالآن،  MKD△   لأن △∽


 

M M= ،� �

MLC MKD= ،� �
LCM KDM= من التشابه نجد أن .

1

2

LC LM

KD KM
= ABC. أيضاً، = KBD△ ∼ زوايا. ومن ذلك بتطابق ثلاث  △

AB نجد أن AC

KB KD
AC . وبما أن= AB= فإن KD KB=.  إذن

1

2

LC LC

KD KB
= 2وذا يكون  .=

KB

LC
=.  

  

)٨( [Aust.MC 1984] المرفق الشكل في، Q  منتصفPS، 2

3
UR PU= ،

T  نقطة تقاطعQR  وSU . النسبةQT

QR
  تساوي: 

3(أ) 

7
4(ب)     

7
5(ج)     

11
4(د)     

9
  

  S

Q

P

U

RT

K

B M

L

C

A

D

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٨٤

QXهي (أ): أنشئ  الإجابة الحل: SU�  حيثX  نقطة علىPR.  ،عندئذ

PQX PSU△ ∼ 1بتطابق ثلاث زوايا. من ذلك نجد أن  △

2

PX PQ

PU PS
= = .

3وبما أن 

2
PU UR= فإن 

3

4
PX XU RU= RTU اً يض. أ= RQX△ ∼ بتطابق ثلاث زوايا. من  △

  ذلك نجد أن
4

3 7

4

RT RU RU RU

RQ RX RU UX
RU RU

= = = =
+

+

  

3إذن، 

7

QT

QR
=.  

  

)٩( [Aust.MC 1983]  1أطوال أضلاع مثلث هي
7
2

 ،11 ،x  حيثx  عدد

  ؟ xما أصغر قيمة للعدد  .صحيح موجب
  5(د)     4(ج)     3(ب)     2(أ) 

  الإجابة هي (ج): من متباينة المثلث لدينا الحل:
1
7 11
2

x+ 1. أي أن <
3
2

x 4x. وأصغر عدد صحيح يحقق ذلك هو < =.  
  

)١٠( [Aust.MC 1979] في الشكل المرفق، AB
���	

 ،CD
���	

 ،EF
���	

 ةثلاث 
aقيمة  .مستقيمات b c+  بالدرجات هي −

  210(د)     180(ج)     150(ب)     120(أ) 

  

o b e i k a n d l . c o m



  ٨٥  المثلثات  

  

  

  
  

180الإجابة هي (ج): قياس الزوايا الداخلية للمثلث هي  الحل: a− ،180 b− ،
c ،180). إذن ) (180 ) 180a b c− + − + ومن ذلك يكون  .=

180a b c+ − = °.  
  

)١١( [Aust.MC 1984] صحيحة  أطوال أضلاعه أعداد ،مثلث مختلف الأضلاع
  عدد المثلثات المختلفة التي تحقق ذلك هو .13 ومحيطه

  4(د)     3(ج)     2(ب)     1(أ) 
أصغر  a. عندئذ، aالإجابة هي (ب): لنفرض أن طول الضلع الأكبر هو  الحل:

16 أصغر من نصف المحيط وهو aمن مجموع الضلعين الآخرين. وذا فإن 
2

وبما  .

6a فإنعدد صحيح  aأن  6a. إذا كان ≥  5( هماالضلعين الآخرين  فطولا =
 و (6,5,2)هما  ،نحصل على مثلثين في هذه الحالة). وذا 3و  4أو ( )2و 

5a. أما إذا كان (6,4,3)  فإن مجموع طولي الضلعين الآخرين يجب أن يكون ≥
مباشرة يجب أن  a. وذا فطول الضلع الذي يجيء قبل 8يساوي  أكبر من أو

وهذا مستحيل. إذن، لدينا  aومن ثم فهو أكبر من أو يساوي  أكبرأو  5يكون 
  فقط مثلثان يحققان المطلوب.

A F

a°

c° b°
D C

B
E
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٨٦

)١٢( [Aust.MC 1984] PVY△ 3 مثلث متساوي الأضلاع طول ضلعه .Q، 
R، S، U، W، X لاثة أقسام متساوية (كما هو تقسم الأضلاع إلى ث

 ،QX، SUنقطة تقاطع القطع المستقيمة  T .1كل منها مبين) طول  
RW. QX PY�، RW PV� ،SU VY�.  

تكون النقاط  بحيث إنشاؤهاكم عدد المثلثات المتساوية الأضلاع التي يمكن 
  ؟لهذه المثلثات  التي في الشكل رؤوساً 

  15 (د)    13(ج)     12(ب)     10(أ) 
  

  

  ل الأضلاع المختلفة وهي:انجد المثلثات من أطو الإجابة هي (د):  الحل:
  .△PVY: 3المثلثات التي طول ضلعها 
  .△PSU△ ،QVX△ ،RWY: 2المثلثات التي طول ضلعها 
  .△QUW△ ،SRX: 3المثلثات التي طول ضلعها 

، △PQR△ ،QST△ ،QRT△ ،RTU: 1المثلثات التي طول ضلعها 
SVW△ ،SWT△ ،TWX△ ،TUX△ ،UXY△.  

1 عدد المثلثات هو، إذن 3 2 9 15+ + + =.  
  

V W X Y

U

R

P

Q

S
T

o b e i k a n d l . c o m



  ٨٧  المثلثات  

  

)١٣( [Aust.MC 1981]  ًشارع مستقيم من الإسمنت على سطح  أقمنا عمودا
. متراً  80خر ارتفاعه آ وبعد مسافة معينة أقمنا عموداً  .متراً  20ارتفاعه 

مع  رأس العمود الثانيعمود الثاني و صلنا رأس العمود الأول مع قاعدة الو 
  تقاطعهما عن الأرض بالأمتار ؟ما ارتفاع نقطة  .قاعدة العمود الأول

  50(د)     18(ج)     16(ب)     15(أ) 
 في الشكل المرفق h: المطلوب إيجاد الإجابة هي (ب) الحل:

  
PRQلاحظ أن  TRV△ ∼ بتطابق زاويتين. من التشابه نجد أن  △
20 1

80 4

x

y
= 1. إذن، = 1

1 4 5

QR x

QT x y
= = =
+ +

. أيضاً، 

QRS QTV△ ∼ 1بتطابق ثلاث زوايا. من ذلك نجد أن  △

80 5

h QR

QT
= = .

80إذن، 
16

5
h = =.  

  

)١٤( [Aust.MC 1981] في الشكل المرفق، PQR△  قائم الزاوية والنقطتانT  و
S 7. تقسمان الوتر إلى ثلاث قطع متساويةRS = ،9RT . ما طول =

  ؟ ST القطعة
  32(د)     26(ج)     17(ب)     15(أ) 

Q

P R

y

T

80

V

hx

S

20
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٨٨

  
  الإجابة هي (ج): الحل:

  مبين في الشكل كما هو TA ،TD ،SB ،SEأنشئ القطع 

  

PAT TCS SEQ≡ ≡△ △ △ ( )ASA من هذا التطابق نجد أن .
AT CS EQ x= = إلى ثلاث قطع  RQتقسمان  D و E. وذا فإن =

إلى ثلاث قطع متساوية. الآن، في  PRتقسمان  A و Bمتساوية. بالمثل 
SRE△  2لدينا 2( ) ( ) 49RE ES+   . أي أن=

  2 24 49x y+ =  )١(  
 لدينا △ATRوبالمثل، في 

  2 24 81x y+ =  )٢(  
2) والاختصار نجد أن ٢) و (١بجمع ( 2 26x y+   . ولكن=

2 2 2 2( ) ( ) 26ST SQ x y= = + =.  
26STإذن،  =.  

P

R
Q

S

T

R QED
x

y

S

T

P

A

B

9

7

C
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  ٨٩  المثلثات  

  

)١٥( [Aust.MC 1982] قياس كل من الزوايا في الشكل المرفق ،�
P  و�Q  و�R 

و  RS القطعتين المستقيمتين ا، امتدادQYنقطة على  Sو  °45يساوي 
QS  عموديان علىPQ و PR 20. إذا كان على التواليPS فما  =
  ؟ QRطول 

20(أ) 

2
10(ب)      20(د)     20(ج)     3 2  

  

  الإجابة هي (ج): الحل:

  

�، △QXSكما هو مبين على الشكل. في  Y و Xلتكن  45XQS = ومن ثم  °
� 45QSX =   . وبذلك يكون المثلث متساوي الساقين. إذن،°

  QX SX=  )١(  
  لدينا △PXRوبالمثل، في 

  RX PX=  )٢(  

P R

S

Q

X

Y

P R

S

Q

X

Y
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٩٠

  أيضاً،
  � �90PXS RXQ= ° =  )٣(  

PXS) نجد أن ٣)، (٢)، (١من ( RQX≡△ △ ( )SAS ،إذن .
20QR PS= =.  

  

و  AB للضلعين العموديين نقطة تقاطع المنصفين O، في الشكل المرفق )١٦(
AC 10. إذا كانOB    ؟ OCفما طول  =
  15(د)     10(ج)     7.5(ب)     5(أ) 

  

  
 . الآنAOرسم االإجابة هي (ج):  الحل:

OAY OCY≡△ △   ( )SAS  
OAX OBX≡△ △   ( )SAS  

AOإذن، OC= ،OA OB=ذا يكونو .  
10OC OA OB= = =.  

  

AB ،الشكل المرفقفي  )١٧( AC BD= yما قياس الزاوية  .=
ɵ ؟  

  °35(د)     °30(ج)     °25(ب)     °20(أ) 
  

O

A

B C

X Y

o b e i k a n d l . c o m



  ٩١  المثلثات  

  

  
  

  
ABالإجابة هي (ج): بما أن  الحل: BD=  فإن�

70BDA = . إذن، °
�

180 2 70 40B = − × = ABبما أن . و ° AC= فإن � � 40C B= = ° .
70 ،الآن 40 40 180y+ + + =   ومن ذلك يكون .°

180 150 30y = − = °.  
  

، إذا كان كما هو مبين في الشكل المرفق △ABCمددنا أضلاع  )١٨(
AB AC=  وBD BF= و AE DE=  5كان وEF فما طول  =

CF ؟ 

  
  5(د)     4(ج)     3.5(ب)     3(أ) 

�الإجابة هي (د): لنفرض أن  الحل:
A x= �أن و  °

ABC y= . بما أن °
AE DE=  فإن�

D x=.  وبما أنBD BF=  فإن� �
F D x= . الآن، =

� 180 2DBF x= 2y). إذن، △BDF(زوايا المثلث  − x= ويكون .

A

B D C

70°
y°

B

A

C F

E

D
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٩٢

2 2 180x x x+ + = 36x. إذن، ° = �. وذا فإن ° �
72FCE ACB= = ° 

  بالتقابل بالرأس.
�إذن،  180 (72 36) 72FEC = − + = متساوي الساقين  △FCEأي أن  .°

5FCويكون  EF= =.  
  

�عند  قائم الزاوية △ABC ،في الشكل المرفق )١٩(
A ،� 90D = ° ،

AC PC= ،40y = °ɵ ما قياس .x
ɵ ؟  

  °40(د)     °30(ج)   °25(ب)     °20(أ) 

  
�الإجابة هي (ب): لنفرض أن  الحل:

PAD z= 90x عندئذ، .° y z+ + =. 
ACوبما أن  PC=  فإن� �

APC CAP z y= =  . إذن،+

� � 2 90APC PAD z y z z y+ = + + = + = °  
  قائم الزاوية. من ذلك نجد أن △APDلأن 

2 90x y z z y+ + = + = °  
xأي أن  z= 40. وبما أنy = 2فنجد أن  ° 50x = 25x. وذا فإن ° = °.  

  

)٢٠( [Aust.MC 1988] ما قياس الزاوية xɵ الشكل المرفق ؟ في  
  °45(د)     °40(ج)   °35(ب)     °30(أ) 

CDPB

A

y°x°
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  ٩٣  المثلثات  

  

  

  

110الإجابة هي (د): بما أن  الحل: 180z + 70zفإن  = = . وبما أن مجموع °
180فإن  °180يساوي  △ABDزوايا  (50 70) 60y = − + = . إذن،°

180 (75 ) 180 (75 60) 45x y= − + = − + = °.  
  

)٢١( [Aust.MC 1991] في الشكل المرفق ،PR QR= ،� 40PRQ = ° ،
� 25PTU = �ما قياس  .°

RST ؟  
  °140(د)     °135(ج)     °125(ب)     °115(أ) 

  

PRالإجابة هي (ج): بما أن  الحل: QR=  فإن� � 70RQP RPQ= = ° .
�وذا فإن  180 70 110RQT = − =  ويكون °

� 180 (110 25) 45QST = − + = °  
�إذن، 

180 45 135RST = °− ° = °.  

A

CB D

110°z°50°

y°

75°
x°

U

P Q T

S

40°

25°

R
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٩٤

)٢٢( [Aust.MC 1990]  ،في الشكل المرفقPQR△ عند  قائم الزاوية�
Q ،

PT PS= ،RT RU=.  ما قياس الزاويةx
ɵ ؟  

  °45(د)     °40 (ج)  °35(ب)     °30(أ) 

  
�الإجابة هي (د): لاحظ أولاً أن  الحل: 90R y=  وأن −

� �

�

1 1
(180 ) 90
2 2

1 1
90 (90 ) 45

2 2

PTS PST y y

UTR y y

= = − = −

= − − = +

  

  . إذن،°180يساوي  Tالآن، مجموع الزوايا عند النقطة 
1 1

90 45 180
2 2

x y y+ − + + =  

45xومن ذلك نجد أن  = °.  
  

)٢٣( [Aust.MC 1988] قيمة في الشكل المرفق ،x تساوي  
  18(د)     15 (ج)    12(ب)     10(أ) 

  

P

Q U R

S

Ty°

x°

Q

YV
RP

XU

3x
4x

5x

7x
6x
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  ٩٥  المثلثات  

  

 لدينا △PQR): في المثلث بالإجابة هي ( الحل:

� �

� �

180 (3 4 )

180 (6 7 )

QPR UPV x x

QRP XRY x x

= = − +

= = − +
  

  إذن،

180 7 180 13 5 180x x x− + − + =  
15أي أن  180x 12x. وذا فإن = =.  

  

)٢٤( [Aust.MC 1991] 12 ،في الشكل المرفقPR QR= = ،
8RS RT= . مربعة اتوحد 8تساوي  RSXTمساحة الشكل . =

  ساويتبالوحدات المربعة  △PRQمساحة 
  18(د)     17(ج)     16(ب)     15(أ) 

  
PXS(أ): لاحظ أن  الإجابة هي الحل: QXT≡△ لذا فإن و  .△

[ ] [ ]PXS QXT= .هذه المساحة هي  نفرض أنx  ولنفرض أن[ ]y PXQ= .

]عندئذ  ] 4

[ ]

RXS

PXS x
8RSبما أن  .= 4PSو  = ]فإن  = ] 8

[ ] 4

RXS

PXS
 ،إذن. =

4 8

4x
2x. ومن ثم فإن =  ،وبالمثل .=

8 [ ] 8 10

4 [ ] 2

PTR x

PTQ y x y

+
= = =

+ +
 

3yوذا فإن    . إذن=
[ ] 3 2 2 8 15PRQ = + + + = . 

R

Q

P

T

S

X
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٩٦

)٢٥( [Aust.MC 1991] في الشكل المرفق، � 12PQR = ا متتالية من رسمن. °
ن . ما أكبر عدد ممكن مالمثلثات المتساوية الساقين كما هو موضح في الشكل

  مثل هذه المثلثات يمكن رسمها ؟
  12(د)    9(ج)    7(ب)     4(أ) 

  
مثلثات  7(ب): كما هو موضح في الرسم أدناه فإنه يمكن رسم  الإجابة هي الحل:

لا يمكن إنشاء مثلث متساوي  �96فقط لأنه عند ظهور الزاوية ذات القياس 
96الساقين لأن  96 180+ >.  

  
  

EF. مستقيمات AECD ،AFB، EFG ،في الشكل المرفق )٢٦( CB� ،
� 42BAC = °، � 116BCD =  ؟ x، ما قياس الزاوية °

  

RQ

P

B

C DEA

116°

y

x

42°

F

G

24°

48°
72° 96°

12°
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  ٩٧  المثلثات  

  

  °106(د)    °96(ج)    °94(ب)    °74(أ) 
�116 الإجابة هي (د): لاحظ أن الحل: 42 B° = ° (خارجة عن المثلث  +
ABC(.  ،إذن�

74B = � وذا فإن .° 74y B= = °ɵ (بالتناظر).  
180 وذا يكون 180 74 106x y= °− = °− ° = °ɵ ɵ .(زاوية مستقيمة)  

  

AE ،في الشكل المرفق )٢٧( BCD�، � 36BAC = °، � 90AED = ° ،
AB AC CD=  ؟ xما قيمة  .=

  
  °72(د)     °67(ج)   °54(ب)     °36(أ) 

� الإجابة هي (ب): الحل: �
72B BCA= =  ABCلأن مجموع زوايا المثلث  °

ABوأن  °180يساوي  AC=.  ولذا فإن  
�

36 72 108ACD = ° + ° =   .)ABC(خارجة عن المثلث  °
� � 36CAD CDA= = وأن  °180يساوي  ACDلأن مجموع زوايا المثلث  °

AC CD=. ،ًأيضا  
� � 36EAD CDA= =   بالتبادل.   °

180إذن،  (36 90 ) 54x = ° − ° + ° = °.  

x

36°

B C D

EA
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٩٨

� ،في الشكل المرفق )٢٨( �
ABD DAC= ،9AC = ،6CD  و =

[ ] 18BCA ]ما قيمة  .= ]ABD ؟ 

  
  10(د)     9(ج)     8(ب)     6(أ) 

  متشاان لأن △BCAو  △ACDن المثلثا(د):  الإجابة هي الحل:
� �
DBA DAC=      َو� �

C C=.  

6من ذلك نرى أن  2

9 3

CD

CA
= . وذا فإن =

2
[ ] 2 4

[ ] 3 9

ACD

BCA

 = =  
أي أن  .

4 4
[ ] [ ] 18 8

9 9
ACD BCA= = ×   إذن،. =

[ ] [ ] [ ] 18 8 10ABD BCA ACD= − = − =.  
  

�للزاويتين  منصفان BDو  AD ،في الشكل المرفق )٢٩(
BAC  و�

ABC  على
 ؟ xبدلالة  y. ما قيمة التوالي

  
180y(أ)  x= − 2(ب)     ° 180y x= − °  
2y) (ج x=     (د)2 90y x= − °  

A C

B

D

9

6

A

CB

D

y

x
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  ٩٩  المثلثات  

  

�الإجابة هي (ب): لنفرض أن  الحل:
BAD z=  وأن�

ABD w=،عندئذ . 

� �

� �

BAD CAD z

ABD CBD w

= =

= =
  

180 ( )x z w= ° −  ،اً يض. أ°180 يساوي ABDلأن مجموع زوايا المثلث  +
180 2 2y z w= ° −   . إذن،°180يساوي  ABCلأن مجموع زوايا المثلث  −

180 2( ) 180 2(180 ) 2 180y z w x x= °− + = ° − ° − = − °  
  

:، في الشكل المرفق )٣٠( 3 : 4BF FE ]و  = ] 32DEF ما قيمة . =
[ ]BCE ؟ 

  
  98(د)     72(ج)     64(ب)     49(أ) 

BCEالإجابة هي (د):  الحل: FDE△ ∼ △ ( )AA،إذن .  
BC CE BE

FD DE FE
= =  

  ولكن
3 7

1 1
4 4

BE BF FE BF

FE FE FE

+
= = + = + =  

  من ذلك نرى أن
2

[ ] 7 49

[ ] 4 16

BCE

FDE

 = =  
  

49إذن، 
[ ] 32 98

16
BCE = × =.  

B

C

E

D

F
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٠٠

)٣١( [AMC8 2010] إذا  .صحيحة متتالية ثلث أطوال أضلاعه بالبوصات أعدادم
  من المحيط فما طول الضلع الأكبر ؟ %30كان طول الضلع الأقصر يساوي 

  11(د)     10(ج)     9(ب)     8(أ) 
1xإذن،  .x (د): لنفرض أن طول الضلع الأكبر هو الإجابة هي الحل:  و −
2x   يساوي. محيط المثلث نهما طولا الضلعين الآخري −

2 1 3 3P x x x x= − + − + = −  
  ،أيضاً 

3 3 9 9
2 (3 3)
10 10 10 10

x P x x− = = − = −  

  إذن،
9 9

2
10 10

1 11

10 10

x x

x

− = −

=

  

11xوذا يكون  =.  
  

)٣٢( [AMC8 2006] ،المثلث  في الشكل المرفقABC△  فيه متساوي الساقين
AB BC=  والنقطةD  تنصف كلاً منBC  وAE . إذا كان

11CE  ؟ BDفما طول  =

  
  5.5(د)     5(ج)     4.5(ب)     4(أ) 

B E

CA
D

o b e i k a n d l . c o m



  ١٠١  المثلثات  

  

ABDالإجابة هي (د): لاحظ أولاً أن  الحل: ECD≡△ △ ( )SAS ولذا فإن .
11AB CE= 11BC. إذن، = وذا متساوي الساقين.  △ABCلأن  =

11 نجد أن
5.5

2
BD = =.  

  

)٣٣( [AMC8 2002]  رسمنا مثلثات قائمة متساوية الساقين على أضلاع مثلث
الشكل حيث الحروف  كما هو مبين في 5، 4، 3أطوال أضلاعه  قائم

ة الصائبة من بين . ما العبار داخل المثلثات تمثل مساحة كل من هذه المثلثات
 العبارات التالية ؟

  
X(أ)  Z W Y+ = W(ب)     + X Z+ =  

3(ج)  4 5X Y Z+ X(د)     = Y Z+ =  
 الإجابة هي (د): لاحظ أن الحل:

1 9
3 3

2 2

1
4 4 8

2

1 25
5 5

2 2

X

Y

Z

= × × =

= × × =

= × × =

  

X

Y

Z
3

4

5
W
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٠٢

1
3 4 6

2
W = × × =  

9إذن،  25
8

2 2
X Y Z+ = + = =.  

  

)٣٤( [AMC8 2000]  في الشكل المرفق� 20A = �. ما قياس ° �
B D+ ؟ 

  
  °80(د)     °70(ج)     °60(ب)     °48(أ) 

2الإجابة هي (د):  الحل: 180 20 160x = ° − ° = 80x. إذن ° = . الآن °
� �

x B D= �إذن، .△FBDلأا زاوية خارجة عن المثلث  + �
80B D+ = °.  

  

)٣٥( [AMC8 1997] في الشكل المرفق ABC
�����	

3 و مستقيم  4=ɵ ɵ .4 ما قياسɵ ؟ 

  

A

B

C

D

E

G

F

x°
x°

20°

E

D

CBA

40°

70°

3

4
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  ١٠٣  المثلثات  

  

  °40(د)     °35(ج)     °25(ب)     °20(أ) 
�الإجابة هي (ج): لدينا  الحل:

180 40 70 70EBA = °− ° − ° = لأن مجموع  °
�. إذن، °180 يساوي ABEزوايا المثلث  110EBC = لأا متممة للزاوية  °
�
EBA 180. من ذلك يكون 110

3 4 35
2

−
= = = °ɵ ɵ.  

  

)٣٦( [AMC8 1995] كل من الزوايا   ،في الشكل المرفق�
A  و�B  و�C  قائمة

EBفيه متساوي الساقين  EBD والمثلث DB=. قياس  ما�
CDE ؟ 

  
  °95(د)     °90(ج)   °85(ب)     °80(أ) 

  الإجابة هي (د): الحل:
� 180 40 90 50AFE = ° − ° − ° =  يساوي AFEلأن مجموع زوايا المثلث  °

�. وذا نرى أن 180° 50BFG = � لأا متقابلة بالرأس مع °
AFE.  ،إذن

� 180 50 90 40BGF = ° − ° − ° = �. ومن ثم فإن ° 40DGC = بالتقابل  °
�بالرأس. من ذلك يكون  180 40 90 50GDC = ° − ° − ° = ولكن  .°

EB BD= ومن ذلك نرى أن ،� � 45BDE BED= =   . إذن،°
� � �

50 45 95CDE CDG GDE= + = ° + ° = ° . 

B

G C

D

A F

40°

E
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٠٤

)٣٧( [AMC8 1992]  ًومتساوي الساقين حيث طول كل من اً قائم قسمنا مثلثا 
ما مساحة كما هو مبين في الشكل المرفق.   متطابقاً  مثلثاً  16إلى  8 ساقيه

 الجزء المظلل ؟

  
  40(د)     30(ج)     20(ب)     10(أ) 

الإجابة هي (ب): كل من المثلثات الصغيرة قائم ومتساوي الساقين وطول  الحل:
 ساويتهذه المثلثات من . عندئذ، مساحة كل 2الساق يساوي 

1
2 2 2

2
× × =  

  يإذن، مساحة المنطقة المظللة تساو  .10عدد المثلثات المظللة يساوي 

10 2 20× =  
  

)٣٨( [AJHSME 1992]  أطوال أضلاع مثلث هي, 10, 6.5x  حيثx  عدد
  ؟ xما أصغر قيمة للعدد  .صحيح موجب

  6(د)     5(ج)     4(ب)     3(أ) 
 الإجابة هي (ب): من متباينة المثلث لدينا الحل:

10 6.5 16.5x ≤ + =  
10 6.5 x≤ + . 

3.5xأي أن  3.5. إذن ≤ 16.5x≤ أصغر القيم الصحيحة . وذا تكون ≥

o b e i k a n d l . c o m



  ١٠٥  المثلثات  

  

  .4 هي xالموجبة للعدد 
  

)٣٩( [AMCI2B 2002]  ليكنXOY△  في قائم الزاويةO، M  وN نقطتي 
19XN. إذا كان على التوالي OYو  OXالقائمة المنتصف لضلعي  و  =

22YM   ؟ XY فما طول =
  32(د)     30(ج)    28(ب)     26(أ) 

 الإجابة هي (أ): الحل:

 

  
OMلنفرض أن  MX x= ONوأن  = NY y= باستخدام مبرهنة  .=

  نرى أن △MOYو  △XONفيثاغورس للمثلثين 
2 2 2

2 2 2

4 19

4 22

x y

x y

+ =

+ =
  

  بجمع المعادلتين نجد أن
2 2 2 25 5 19 22 845x y+ = + =  

2إذن،  2 845
169

5
x y+ =  الآن، باستخدام مبرهنة فيثاغورس للمثلث .=

XOY△ نجد أن  

O y N y Y

19
22

X

x

x

M

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ١٠٦

2 2 2 24 4 2 2 169 26XY x y x y= + = + = = . 
  

)٤٠( [AMC10B 2004]  المثلثACE△  12قائم الزاوية فيهAC = ،
16CE =، 20EA ، AC ،CEعلى  B ،D ،Fرسمنا النقاط  .=
EA 3 كونعلى التوالي بحيث يAB = ،4CD = ،5EF . ما نسبة =

  ؟ △ACEإلى مساحة المثلث  △DBFمساحة المثلث 

1(أ) 

4
3(ب)     

8
11(ج)     

25
7(د)   

16
  

 الإجابة هي (د): الحل:

  
  أنأولاً لاحظ 

1

4

3

4

AB CD EF

AC CE EA

BC DE FA

AC CE EA

= = =

= = =

  

  ،عندئذ. G في النقطة ACليلاقي  ACإلى  F من hرسم الآن الارتفاع ا
AFG AEC△ ∼ △   ( )AA.  

A

15

5
F

ED 124C

G

B

3

9
h
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  ١٠٧  المثلثات  

  

  إذن،
3

4

AF FG AG

AE EC AC
= = =  

3من ذلك نرى أن 

4
h FG EC=   الآن، .=

1 1 1 3
[ ]

2 2 4 4
3 1 3

[ ]
16 2 16

ABF AB h AC EC

AC EC ACE

    = × × =        
 = × × =  

  

3 أن، نرى وبالمثل
[ ] [ ] [ ]

16
BCD DEF ACE=   إذن، .=

3 7
[ ] [ ] 3 [ ] [ ]

16 16
DBF ACE ACE ACE= − × =  

] وذا يكون ] 7

[ ] 16

DBF

ACE
=.  

  

)٤١( [AMC10A 2008]  ما طول  .20 تهومساح 32مثلث قائم الزاوية محيطه
  وتره ؟

57(أ) 

4
59(ب)     

4
61(ج)     

4
63(د)     

4
  

  الإجابة هي (ب): الحل:

  

32xلدينا  y z+ + 1و  =
20

2
xy   برهنة فيثاغورس لدينام. من =
2 2z x y= +  

z
x

y
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٠٨

  إذن،
2 2 32 ( )x y x y+ = − +  

2 2 2 2

2 2 2 2 2

2

32 64( ) ( )

64( ) 2 32

2 32

64

x y x y x y

x y x y x y xy

xy
x y

+ = − + + +

+ + + = + + +

+
+ =

  

1ا أن وبم
20

2
xy 2ن فإ = 80xy   . إذن،=

280 32 69

64 4
x y

+
+ = =  

  وذا يكون
69 59

32 ( ) 32
4 4

z x y= − + = − =  
  

 أعداد ير المتطابقة التي أطوال أضلاعهاما عدد المثلثات المنفرجة الزاوية غ )٤٢(
  ؟ 11محيطها يساوي و صحيحة 

  5(د)     4(ج)     3(ب)     2(أ) 
منفرج الزاوية حيث  △ABCالإجابة هي (أ): سنبرهن أولاً أنه إذا كان  الحل:

a b c≤ 2فإن  > 2 2a b c+ <. 

  
. ولنفرض أن Dفي النقطة  BCليلاقي امتداد  A من hاسقط ارتفاعاً 

DC x= الآن، باستخدام مبرهنة فيثاغورس على المثلث .ADB△  والمثلث

A

BD C

b

a

ch

x

o b e i k a n d l . c o m



  ١٠٩  المثلثات  

  

ADC△ نجد أن  
2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

( )

( ) 2

2

c a x h

a h x ax

a b ax a b

= + +

= + + +

= + + > +

  

2لأن  0ax 2. إذن، < 2 2a b c+  المحيط ذوات. الآن، المثلثات المنفرجة الزاوية >

وبما أن  .(3,4,4) ،(3,3,5) ،(2,4,5) أعداد صحيحة هي التي أضلاعها 11
2 2 22 4 5+ < ،2 2 23 3 5+ < ،2 2 23 4 4+ فيوجد مثلثان فقط يحققان  <

  المطلوب.
  

)٤٣( [MAΘ 1992] بوصة على جدار رأسي حيث يبعد  25 هيرتكز سلم طول
 4السلم بمقدار  ار. إذا انزلق أعلىبوصات عن قاعدة الجد 7أسفل السلم 

  ؟ فما البعد الجديد لأسفل السلم عن قاعدة الجدار بوصات
  24(د)     15(ج)     11(ب)     8(أ) 

لى السلم عن (ج): باستخدام مبرهنة فيثاغورس نجد أن بعد أعالإجابة هي  الحل:
2 نزلاق هوأسفل القاعدة قبل الا 225 7 24− =.  

بوصة. ولذا فبُعد  20وبعد الانزلاق يكون بعد أعلى السلم عن القاعدة يساوي 
2ساوي يأسفله عن قاعدة الجدار  225 20 15− =.  

  

)٤٤( [Mathcounts 1990]  إذا كانت أطوال أضلاع المثلثABC△  40هي ،
مع أطول  Kوكان أقصر ارتفاعاته يساوي حاصل ضرب عدد  80، 60

  ؟ Kارتفاعاته فما قيمة 

1(أ) 

2
3(ج)   1(ب)     

2
  2(د)     

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ١١٠

, الإجابة هي (أ): لنفرض أن الارتفاعات هي الحل: ,a b ch h h حيث , ,a b c 
aمختلفة بحيث أن  b ch h h<   . بما أن>

2 [ ] a b cABC ah bh ch× = = =  
الضلع إلى  مرسوم chإلى الضلع الأطول وأن الارتفاع  مرسوم ahفنرى أن الارتفاع 

40c ،إذن .الأقصر 80aو  =   . ومن ذلك نرى أن =
80 40

1

2

a c

a c

h h

h h

=

=
  

1وذا يكون 

2
K =.  

  

�، في الشكل المرفق )٤٥( 90BCA = °، CM من  متوسطC  إلىAB، 
� 30CMH = ° ،� 90H = ° ،4CH  ؟ △ABCما مساحة المثلث  .=

  
  36(د)     32(ج)     28(ب)     24(أ) 

30هو مثلث  △MCHالإجابة هي (ج): بما أن  الحل: 60 90° − ° − وأن  °
4CH 2فإن  = 4 8CM = × المتوسط إلى وتر المثلث القائم طول . وبما أن =

2الوتر فإن طول يساوي نصف  16AB CM=  إذن .=

1 1
[ ] 4 16 32

2 2
ABC CH AB= × × = × × =  

  

B

AC

H

M
30°4
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  ١١١  المثلثات  

  

)٤٦( [AHSME 1989]  في المثلث المرفقABC△،� 100A = ° ،� 50B = ° ،
AH ارتفاع، BM .ما قياس الزاوية  متوسط�

MHC ؟ 
 

  

  °50(د)     °30(ج)     °25(ب)     °20(أ) 
فإن  △AHCمتوسط إلى وتر المثلث القائم  HMالإجابة هي (ج): بما أن  الحل:
1

2
HM AC= وبما أن .BM  متوسط في المثلثABC  فإنAM MC=. 

HMإذن،  AM MC= متساوي الساقين فيه  △MHC. وذا يكون المثلث =
� �
MHC C=ولكن . � 180 (100 50 ) 30C = ° − ° + ° = °.  

  

)٤٧( [AHSME 1986] ضلاع مثلث مختلف الأ من ارتفاعات فاعينارت طولا
ABC عدد  أن طول الارتفاع الثالث هو أيضاً  رضنا. إذا ف12و  4 هما
  هذا الارتفاع ؟طول أعلى قيمة يأخذها فما  صحيح

  9(د)     7(ج)     5(ب)     3(أ) 
,الارتفاعات  أن): سنبرهن أولاً بالإجابة هي ( الحل: ,c b ah h h  لأي مثلث تحقق
  المتباينة

1 1 1

a b ch h h
< +  

H
B

C

M

A
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١١٢

]2 بما أن ]a b cah bh ch ABC= =   فإن =
2[ ]

a

ABC
a

h
= ،2[ ]

b

ABC
b

h
= ،2[ ]

c

ABC
c

h
a. وبما أن = b c< فنرى  +

]2أن  ] 2[ ] 2[ ]

a b c

ABC ABC ABC

h h h
< 1. إذن، + 1 1

a b ch h h
< . الآن، لنفرض +

  . إذن،xالآن أن الارتفاع الثالث للمثلث هو 
1 1 1

4 12

1 1 1

4 12

1 1 1

12 4

x

x

x

< +

< +

< +

  

3xمن المتباينة الأولى نجد أن  6xومن الثانية نرى أن  < ومن الثالثة نجد أن  >
6x > 0x(أي  − 3). إذن، < 6x< وذا فأكبر قيمة صحيحة يأخذها  .>
x  5هي.  

  

تساوي  ومساحته 60يساوي  △ABCالمثلث القائم الزاوية إذا كان محيط  )٤٨(
  ؟ فما هو طول وتره 150
  30(د)     25(ج)     20(ب)     10(أ) 

ضلعي القائمة هما  وأن طولي cالإجابة هي (ج): لنفرض أن طول الوتر هو  الحل:
a و b ،إذن .  

60

2 150 300

a b c

ab

+ + =

= × =
  

  ومن ذلك نجد أن
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  ١١٣  المثلثات  

  

2 2

2 2 2 2

60

( ) (60 )

2 60 120

a b c

a b c

a b ab c c

+ = −

+ = −

+ + = + −

  

2ولكن  2 2a b c+   . إذن،=
22 60 120

2 300 3600 120

120 3600 600 3000

3000
25

120

ab c

c

c

c

= −

× = −

= − =

= =

  

  

)٤٩( [Cayley 2011] في الشكل المرفق، XYZ△ فيه  مثلث متساوي الساقين
XY XZ= .W  نقطة علىXZ  حيثXW WY YZ= ما  .=
�قياس الزاوية 

XYW ؟ 

  
  °60(د)     °45(ج)     °36(ب)     °30(أ) 

�هو قياس الزاوية  xالإجابة هي (ب): لنفرض أن  الحل:
XYW.  

� الساقين فإن متساوي △XYWبما أن  �
YXW XYW x= . إذن، =

� 180 2XWY x= °   .°180يساوي  △XYWلأن مجموع زوايا المثلث  −
�وبما أن   �

180XWY ZWY+ = فإن  ،(زاوية مستقيمة) °
� 180 (180 2 ) 2ZWY x x= ° − ° −  إذنمتساوي الساقين  △YWZ. وبما أن =

X

W

Y Z
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١١٤

� � 2YZW ZWY x=  إذنمتساوي الساقين  △XYZ. وبما أن =
� � � 2XYZ XZY ZWY x= = =.  

�الآن،  � �
180XYZ XZY YXZ+ + =   ). إذن△XYZ(مجموع زوايا المثلث  °

2 2 180

5 180

180
36

5

x x x

x

x

+ + = °

= °

°
= = °

  

  

)٥٠( [Cayley 2008] ،النقطة  في الشكل المرفقR  تقع علىQS، 8QR =،
12PR = ،� 120PRQ = ° ،�

90RPS = المثلث  . ما مساحة°
QPS△ ؟ 

 

  

36(أ)  60(ب)     3 72(ج)     3 96(د)     3 3  
  الإجابة هي (د): الحل:

  Q 8 R T S

30°

30°

120° 60°

12

P

Q 8 R S

120°

12

P
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  ١١٥  المثلثات  

  

�بما أن 
60PRT = �وأن  °

30PSR = هو مثلث  △SRPفإن المثلث  °
30 60 90° − ° − 2. إذن، ° 24RS RP=  PT. الآن، ارسم الارتفاع =

30 هو مثلث △PRT. المثلث T في النقطة QSليلاقي  60 90° − ° − . إذن، °
3

6 3
2

PT PR=  QSو  △QPSهو ارتفاع المثلث  PT. الآن، =

  قاعدته. إذن، مساحته هي
1 1

( )
2 2

1
(8 24) 6 3
2

96 3

QS PT QR RS PT× × = + ×

= + ×

=

  

  

)٥١( [Cayley 2007] كل من   ،في الشكل المرفقABC△  وCBD△  متساوي
، 20يساوي  △ABC ومحيط 19يساوي  △CBD الساقين. محيط

7BD  ؟ ABما طول . =

  
  8(د)     7(ج)     6(ب)     5(أ) 

ACلدينا  △ABC(د): في  الإجابة هي الحل: BC=.  وفيBCD△  لدينا
CD BC= ،إذن .AC BC CD= و  19يساوي  △CBD. الآن، محيط =

7BD   . إذن،=

B

D

A
C

xy

y

x

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ١١٦

7 19

2 12

6

BC CD

BC

BC

+ + =

=

=

  

6BCو  20يساوي  △ABCمحيط    . إذن،=
6 6 20

20 12

8

AB

AB

AB

+ + =

= −

=

  

  

)٥٢( [Cayley 2007] في الشكل المرفق، ABC△ ،قائم الزاوية � 90C = °. M ،
N ،P ضلاع منصفات الأBC ،AC ،AB  .إذا كانت على التوالي

 ؟ △ABCفما مساحة المثلث  2تساوي  △APNمساحة المثلث 

  
  16(د)     8(ج)     6(ب)     4(أ) 

  الإجابة هي (ج): الحل:
  الحل الأول
1

2

AN AP

AC AB
= �والزاوية  =

A  مشتركة في المثلثينAPN△  وABC△إذن .، 

APN ABC△ ∼   . من ذلك نرى أن△
2

[ ] 1 1

[ ] 2 4

APN

ABC

 = =  
  

A

N

C M B

P

o b e i k a n d l . c o m



  ١١٧  المثلثات  

  

[ ] 4[ ] 4 2 8ABC APN= = × =  
  الحل الثاني

APN ABC△ ∼ �إذن،  .الأول)(كما في الحل  △ � 90N C= = . بالمثل °
PMB ACB△ ∼ 
. إذن، △ � 90M C= =   . إذن،°

1

2
AN NC PM AC= = 1و  =

2
NP CM MB CB= = =.  

PMB من ذلك يكون ANP≡△ ]. إذن، △ ] 2PMB . ومن الواضح أن =
[ ] 2[ ] 4NPMC ANP=   . إذن،=

[ ] 2 2 4 8ABC = + + = . 

  الحل الثالث
CPN. عندئذ، Pو  Cصل بين النقطتين  PCM≡△ ANبما أن  .△ NC= 

]فإن  △PNCو  △PNAالمثلثين من ارتفاع لكل  PNوأن  ] [ ]PNA PNC=. 
]، وبالمثل ] [ ]PMC PMB=الصغيرة متساوية  ة. وبالتالي فمساحة المثلثات الأربع

  إذن، 2وتساوي 

[ ] 2 2 2 2 8ABC = + + + =  
  

)٥٣( [MAΘ 2011]  في المثلثABC△، 3BC =، 5AC ما عدد  .=
  قائم الزاوية ؟ △ABCلكي يكون  ABالقيم الممكنة للطول 

  3(د)     2(ج)   1(ب)     0(أ) 
أن يكون الأول منهما هو  ABلطول  خيارانالإجابة هي (ج): هناك  الحل:
AC .(الأطول) 2 في هذه الحالة هو الوتر 25 3 4AB = − . وأما الخيار =

2هو الوتر. في هذه الحالة  ABأن يكون  الثاني فهو 25 3 34AB = + =.  

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ١١٨

  هو الوتر. BCلاحظ استحالة أن يكون 
  

 . ما مجموع5و  3ضلاع طول الضلعين الصغيرين هما مثلث مختلف الأ )٥٤(
  الأكبر ؟ للضلعالخيارات الممكنة للأطوال الصحيحة 

  22(د)     18(ج)     13(ب)     6(أ) 
  عندئذ، .xالإجابة هي (ب): لنفرض أن طول الضلع الأكبر هو  الحل:

3 5

5 3

3 5

x

x

x

< +

< +

< +

  

2وذا يكون  8x< ,3. إذن، > 4, 5, 6, 7x هو الأطول  x. وبما أن =
  .13ومجموعها يساوي  7 و 6ن هما فالخيارا

  

، △ABC△، ADC أي من المثلثات الثلاثة .متوازيان M و Lالمستقيمان  )٥٥(
AEC△ مساحته هي الأكبر ؟  

  
  △ADC(ب)     △ABC(أ) 

  مساحات المثلثات الثلاثة متساوية(د)   △AEC(ج) 
  وارتفاع مشترك. ACقاعدة مشتركة هي  ةللمثلثات الثلاث :الإجابة هي (د) الحل:

  

)٥٦( [AHSME 1950]  في المثلثABC△ ،12AB = ،7AC = ،
10BC كما  BCوبقي طول  ACو  AB . إذا ضاعفنا طول كل من=

L

M

E

CA

DB
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  ١١٩  المثلثات  

  

  ن:هو فإ
  .تتضاعف مساحة المثلث (أ)

  .يتضاعف (ب) طول الارتفاع
  أربعة أضعاف المساحة السابقة.الجديدة تصبح احة (ج) المس

  .تساوي صفراً الجديدة (د) المساحة 
ABالإجابة هي (د): في المثلث الجديد  الحل: AC BC= تقع  C ،. إذن+
وبالتالي فمساحة المثلث  .صفراً يساوي  Cوذا يكون الارتفاع من  .ABعلى 

  تساوي صفراً.
  

)٥٧( [AHSME 1951]  2إذا كانت عقارب الساعة تشير إلى أن الوقت هو : 15 
  الدقائق ؟ عقربو  الساعات عقربالزاوية بين  قياسفما 

1(أ) 
7
2
1(ج)     °15(ب)     °

22
2
  °30(د)     °

في ساعة واحدة يدور عقرب الساعات بزاوية قياسها الإجابة هي (ج):  الحل:
360

30
12

°
= 2عند الساعة . ° : بزاوية قيمتها  تحركالساعات قد  عقربكون ي 15

1 1
30 7

4 2
× = 2عن موقعه عند الساعة  ° :  عقربالزاوية بين قياس . إذن، 00

1ساوي يالدقائق  عقربالساعات و  1
30 7 22

2 2
° − ° = °.  

  

)٥٨( [AHSME 1952]  في المثلثABC△ ،BD  َو BE  يثلثان الزاويةB 
العبارة الصائبة من بين العبارات . ما على التوالي Eو  Dفي  ACويلاقيان 

  :التالية
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٢٠

AD(أ)  AE

EC DC
)(ب)     = )( )

( )( )

AD AB BD

EC BE BC
=  

AD(ج)  AB

EC BC
)(د)     = )( )

( )( )

AD AE BD

EC DC BE
=  

 الإجابة هي (ب): الحل:

  

BD  ينصف الزاوية�
ABE،إذن . AD AB

DE BE
=.  

BE  ينصف الزاوية�
DBC،إذن . DE DB

EC BC
=.  

) ومن ذلك يكون، )/ ( )( )

( / ) ( )( )

DE AB BEAD AB BD

EC DE BC BD BE BC
= =.  

  

)٥٩( [AHSME 1952]  رسمنا على الوترAB  للمثلث القائم الزاويةABC△ 
1BC . إذا كانABوتره  △ABDخر قائم الزاوية آ مثلثاً  =، AC b= ،
2AD   ؟ BDفما طول  =

2(أ)  3b 2(ب)     − 1b 2(ج)    − 1b 2(د)     + 3b +  
 ):أالإجابة هي ( الحل:

A

B C

E

D
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  ١٢١  المثلثات  

  

  
  استناداً إلى مبرهنة فيثاغورس نجد أن

2 2

2 2

2 2

2 2

2

( ) 1

( ) ( ) 4

( ) 4 1

( ) 3

( ) 3

AB b

AB BD

BD b

BD b

BD b

= +

= +

+ = +

= −

= −

  

  

)٦٠( [AHSME 1953]  في المثلثABC△، AD للزاوية  منصفA، 
CD x= ،DB y= .ما النسبة الصحيحة من بين النسب التالية ؟ 

  

x(أ)  a

a b c
=
+

x(ب)      a

b a c
=
+

  

y(ج)  c

c b c
=
+

y(د)      a

c b c
=
+

  

yالزاوية نجد أن  منصف(أ): باستخدام مبرهنة  الإجابة هي الحل: x

c b
=.  

xإذن،  x y a

b b c b c

+
= =
+ +

.  
  

C x D y B

cb

A

a

A

C

b

2

1B
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٢٢

)٦١( [AHSME 1953] يبعد مخيم صيفي عن شارع رئيسي مستقيم مسافة  
كم 40خر يبعد مسافة آويوجد على الشارع الرئيسي مخيم صيفي  .كم30
راد فتح مقهى على . يالصيفي الأولالمخيم أقرب نقطة على الشارع من عن 

. ما المسافة متساوية من المخيمينن على مسافة بحيث يكو  يالشارع الرئيس
  بين المقهى وكل من المخيمين ؟

  كم22.5(د)     كم25(ج)     كم31.25(ب)     كم40(أ) 
 الإجابة هي (ب) الحل:

  

2 2 2

2 2

(30) (40 )

900 1600 80

80 2500

2500
31.25

80

x x

x x x

x

x

= + −

= + − +

=

= =

  

  

)٦٢( [AHSME 1954]  في المثلث القائم الزاويةABC△ ،: 1 : 2a b ما  =
x:هي النسبة  c x− ؟ 

A

B

C
x40 x−

x
30
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  ١٢٣  المثلثات  

  

  

1(أ)  : 1(ب)     2 : 1(ج)     4 : 1(د)     5 : 5  
2xc(ب): سنبرهن أولاً أن  الإجابة هي الحل: a=  و( ) 2c x c b− لأي  =

  لاحظ أن مثلث قائم الزاوية.
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2 2

2

2

( )

( )

2

2 2

a x h x b c x

x c a c x

x c a c xc x

a xc

a xc

= + = + − −

= + − − −

= + − − + −

=

=

  

  ،أيضاً 
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2

( ) ( )

2

2

2

b c x h c x a x

c cx x a x

c cx a

c xc c b

= − + = − + −

= − + + −

= − +

= − + −

  

  ومنه،
2

2

2 2 ( )

( )

b c c x

b c x c

= −

= −
  

1 الآن، في المثلث المعطى
2

a

b
  إذن، .=

D

A

CB

c x−

x

a

b

h
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٢٤

2

2

1

( ) 4

x xc a

c x c x c b
= = =

− −
. 

  

)٦٣( [AHSME 1954] ABC△  متساوي الساقين فيهAB AC=،
� �
OBC OCA= ،� 40A = �ما قياس . °

BOC ؟ 

  

  °120(د)     °110(ج)     °105(ب)     °100(أ) 
�(ج): بما أن  الإجابة هي الحل: �

70ACB ABC= = �وأن  ° �
ACO OBC= 

�فإن  � 70OCB OBC+ =  إذن، .°

� 180 70 110BOC = ° − ° = ° . 
  

)٦٤( [Cayley 2004]  الشكل المرفق يبين أربعة مثلثات متساوية الساقين متطابقة
AWB ،BXC ،CYD ،DZE  حيثA ،B ،C ،D ،E  على
، AXأطوال أضلاعه تساوي الأطوال  اً جديد اً أنشأنا مثلثواحدة.  استقامة
AY ،AZ . إذا كانAZ AE=  فما أكبر قيمة صحيحة للعددx  التي

 ؟ 2004 من تجعل مساحة المثلث المنشأ أصغر

  

A

40°

O

BC
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  ١٢٥  المثلثات  

  

  

 

  

  22(د)     20(ج)     18(ب)     16(أ) 
 الإجابة هي (د): :الحل

  

، XP ،YQرسم الأعمدة ا. xسنجد أولاً أطوال أضلاع المثلث الجديد بدلالة 
ZR ًمن المثلثات متساوي الساقين فنرى أن . بما أن كلا  
1

2
BP PC CQ QD DR RE x= = = = = قائم  △ARZ. الآن، =

4AZوفيه  Rالزاوية في  AE x=   إذن، استناداً إلى مبرهنة فيثاغورس نجد أن .=
2

2 2 2 2 27 15
( ) ( ) ( ) (4 )

2 4
RZ AZ AR x x x

 = − = − =  
  

215ولذا فإن مربع طول ارتفاع كل من المثلثات الأربعة 

4
x،الآن .  

W X Y Z

A B C D Ex x x x

W X Y Z

E
RDQCPA B
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٢٦

2 2 2 2 225 15
( ) ( ) 10 10

4 4
AY AQ QY x x x x= + = + = =  

2 2 2 2 29 15
( ) ( ) 6 6

4 4
AX AP PX x x x x= + = + = =  

  وبما أن. 6x ،10x ،4xل أضلاع المثلث الجديد هي اإذن، أطو 

( ) ( ) ( )
2 2 2

6 10 4x x x+ =  
  . إذن، مساحته تساوي4xطول وتره يساوي فيكون المثلث قائم الزاوية و 

( )( ) 2 21 1
6 10 60 15

2 2
x x x x= =  

215 نرى أن 2004ولكي تكون المساحة أصغر من  2004x  أي أن .>
22.747x <.  

  .22هي  x إذن، أكبر قيمة صحيحة للعدد
  

 في الشكل المرفق ؟ xما قيمة الزاوية  )٦٥(

  
  °40(د)     °35(ج)     °30(ب)    °25(أ) 

�الإجابة هي (ج):  الحل:
70DBC = �بالتبادل،  ° 110CBA �لأن  =

DBA 
�مستقيمة.  �

x DEA BCA= =ɵ  .بالتقابل بالرأس والتناظر�
BAC x=  لأن

BCA△ ،متساوي الساقين. إذن  

A

C
B

70°

x
l

m

D

E
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  ١٢٧  المثلثات  

  

  110 180

2 70

35

x x

x

x

+ + =

=

= °

  (زوايا المثلث)  

  

)٦٦( [MAΘ 2010]  ً2طوله  رسمنا ارتفاعا . إذا كان إلى وتر مثلث قائم الزاوية 3
  محيط المثلث ؟فما  2ساوي يطول إحدى قطعتي الوتر 

)(أ)  )2 5 2 )(ب)     +3 )2 6 3+  
)(ج)  )4 3 )(د)     +3 )6 3 3+  

 الإجابة هي (ج): الحل:

  

( )
2

22 3 2 16 4y = + = =  
2 2 2 2

2 2

( 2) 16

4 4 16

x y z z

x x z

+ = + = +

+ + = +
  

)ولكن،  )
2

2 2 22 3 12z x x= + =   . إذن،+
2 24 4 16 12

4 24

6

x x x

x

x

+ + = + +

=

=

  

12وذا يكون،  36 48 4 3z = + =   :محيط المثلث. ولذا فإن =

A

C2DxB

z y

2 3
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٢٨

( 2) 8 4 4 3

12 4 3

4(3 3)

P x y z= + + + = + +

= +

= +

  

  

)٦٧( [AHSME 1956] ولكننا ضاعفنا  بقينا قياس زاوية في مثلث كما هوإذا أ
  إن مساحة المثلث الجديد تساوي:الضلعين المحصورة بينهما ف

  ضعف مساحة المثلث الأصلي (أ)
  ثلاثة أمثال مساحة المثلث الأصلي(ب) 

  (ج) أربعة أمثال مساحة المثلث الأصلي
  (د) ستة أمثال مساحة المثلث الأصلي

  لذا فإن. و الإجابة هي (ج): المثلثان متشاان الحل:
2
2

4
1

 = =  
  مساحة المثلث الجديد  

  مساحة المثلث الأصلي
 

AB، متساوي الساقين △ABC، في الشكل المرفق )٦٨( AC= ،� 40A = ° .
BP  منصف للزاوية�

ABC ،CQ  منصف للزاوية�
ACB ما قياس الزاوية .

�
APB ؟  

  
  °115(د)     °110(ج)     °105(ب)     °100(أ) 

A

CB

Q P

40°
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  ١٢٩  المثلثات  

  

�الإجابة هي (ب): لنفرض أن  الحل:
ABP x=،عندئذ . 

� � � �
ABP QBP QCB QCP x= = = =  

40إذن،  2 2 180x x+ + = من ذلك نرى أن  .)△ABC(مجموع زوايا  °
35x = �، . الآن°

40 35 180APB+ ° + = إذن، . )△APB(مجموع زوايا  °
� 105APB = °.  

  

30AB، في الشكل المرفق )٦٩( = ،2PQ = ،10QR = .QR AC�.  ما
 لأقرب عدد صحيح ؟ BCطول 

 

  
  7(د)     6(ج)     5(ب)     4(أ) 

QRبما أن  الإجابة هي (ج): الحل: AC�  فإن� �
QRP BAC= .ولذا  بالتبادل

ABCفإن  RPQ△ ∼ △ ( )AA،إذن .  
BC PQ

AB RP
  ولكن. =

( ) ( )
2 2

4 100 104PR QP QR= + = + =  

2 إذن، 30
5.88

104

PQ AB
BC

RP

× ×
= = =.  

6BC وذا نجد أن   .(لأقرب عدد صحيح) =
  

C ،AFقائم الزاوية عند  △ACB، في الشكل المرفق )٧٠( FB= ،

Q

A C

B

R

P
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٣٠

3BC AC= ،CD DE EB= �ما قياس الزاوية . =
FDC ؟ 

  
  °150(د)     °135(ج)     °125(ب)     °115(أ) 

  . الآن،BCعلى  اً عمودي FX(ج): ارسم  الإجابة هي الحل:
FXB ACB△ ∼ △   ( )AA.  

1بما أن 

2

BF

BA
1فإن  =

2

BX FX

BC AC
= AC. لنفرض أن = a=،عندئذ . 

1

2
FX a= ،3BC a= ،3

2

a
BX   :من ذلك نرى أن .=
3

2 2

a
EX BX BE a a FX= − = − = =  

2

a
XD BD BX FX= − = =  

1وطوله يساوي  △DEFمتوسط في  FXإذن، 

2
EDإذن .، � 90EFD = . وبما °

FXD أن FXE≡△ △ ( )SAS ن فإFD FE= ذا يكونو .DEF△ 
� متساوي الساقين. إذن، 45FDE = � ويكون ° 180 45 135FDC = ° − ° = °.  

  

)٧١( [AHSME 1966]  ،في الشكل المرفقAM MB= ،MD PC� ما .

]قيمة  ]

[ ]

BPD

ABC
 ؟ 

B E X D C

A

F
o b e i k a n d l . c o m



  ١٣١  المثلثات  

  

  

1(أ) 

2
1(ب)    

3
1(ج)     

4
1(د)     

6
  

MDالإجابة هي (أ): بما أن  الحل: PC�  فإن[ ] [ ]MDC MDP=  بعد رسم)
  الآن،). CMالمستقيم 
1

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
2

BPD BMD MDP BMD MDC BMC ABC= + = + = =  

]، متوسط. إذن CMلأن  ] 1

[ ] 2

BPD

ABC
=.  

  

)٧٢( [AHSME 1966]  في المثلثABC△ المرفق، AM  وCN  متوسطان
O .APيتقاطعان في النقطة  PC= ،Q  نقطة تقاطعMP  معCN. 

]إذا كان  ]OMQ n= إنف [ ]ABC :تساوي 
 

  
  24n(د)     21n(ج)     18n(ب)     16n(أ) 

 تساوي △OMQالإجابة هي (د): قاعدة المثلث  الحل:

A

C

D

BMP

A N

C

B

P MQ

O

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ١٣٢

2 1 1

3 2 6
OQ CO CQ CN CN CN= − = − =  

هو ارتفاع  2h. عندئذ، OQإلى  M من △OMQهو ارتفاع  hلنفرض أن 
CNB△  منBالآن .:  

1 1
[ ]

2 12

1
[ ] 2[ ] 2 2 2 24

2

OMQ OQ h CN h n

ABC CNB CN h CN h n

= × = × =

 = = × = × =  

  

  

)٧٣( [AHSME 1967]  في المثلث القائمABC△ 5، طول الوترAB وطول  =
3AC = .1AA  منصف الزاويةAخر. أنشئ مثلث قائم آ PQR  حيث

1PQطول وتره  AB=  1وطول الضلعPR AC=.  1إذا كانPP  هو
�منصف الزاوية 

P  1فما طولPP ؟  

3(أ)  5

4
3(ب)      3

4
3(ج)      3

2
3(د)      5

2
  

 (أ): الإجابة هي الحل:

  

25إلى مبرهنة فيثاغورس نجد أن  اً استناد 9 4BC = −  منصفومن مبرهنة . =
  الزاوية نجد أن

B

CA P R

Q

1P

1A
5

3

o b e i k a n d l . c o m



  ١٣٣  المثلثات  

  

1 1

1 1

5

3 4

AB AB

AC AB
= =

−
  

1 إذن،

5

2
AB PQ= 1وَ  =

3

2
AC PR= =.  

25 ومن مبرهنة فيثاغورس نجد أن 9
4 2

4 4
RQ = − = =.  

2بما أن 

1

AB AC BC

PQ PR QR
= = ABCفإن  = PQR△ ∼ △.  

1وذا فإن 

1

2

1

AA

PP
  ولكن .=

( ) ( )
2 2

1 1

9 3 5
9
4 2

AA AC CA= + = + =  

1إذن،  1

1 3 5

2 4
PP AA= =.  

  

AM، متساوي الأضلاع △ABC ،في الشكل المرفق )٧٤( MB= ،
CK KS SN NB= = = ،CP PM= ما قياس الزاوية .�

BNM ؟ 
 

  

  °90(د)     °80(ج)     °75(ب)     °70(أ) 
A M B

N

S

K

C

P

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ١٣٤

1 الإجابة هي (د): بما أن الحل:

2

BS BM

BC BA
= MSBفإن  = ACB△ ∼ △ 

( )SAS ،إذن .MSB△  متساوي الأضلاع. وبما أنMN  متوسط لمثلث متساوي
�الأضلاع فإنه ارتفاع أيضاً. إذن،  90BNM = °.  

   

o b e i k a n d l . c o m



  ١٣٥  المثلثات  

  

  مسائل غير محلولة 

 .مستقيمان ABCو  AED، في الشكل المرفق )١(

AB BE EC ED= = = ،�
EAB x= ،�

ECD y=  ما قيمةx 
  ؟ yبدلالة 

 
60(أ)  2x y= 60(ب)     − 3x y= −  

2(ج) 
60

3
x y= 3(د)     −

60
2

x y= −  
  

BC، في الشكل المرفق )٢( QR� ،BQ QR= ،�
19BRC = ° ،

� 52BRQ =  ؟ x. ما قيمة °

  
  43(د)    33(ج)    23(ب)    20(أ) 

A B C

D

E

x
y

A

Q R

CB

19°

52°

x

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ١٣٦

XY، في الشكل المرفق )٣( BC� ،8XY =، 12BC . ما النسبة بين =
  ؟ △ABCالمثلث  إلى مساحة △AXYمساحة 

  
4(أ)  : 4(ب)     9 : 3(ج)   7 : 3(د)     5 : 7  

  

�، في الشكل المرفق )٤( �
ABD ACB= ،5AB = ،8AC ما قيمة  .=

AD

DC
 ؟ 

  

20(أ) 

39
22(ب)     

39
23(ج)     

39
25 (د)    

39
  

  

)٥( [AMC8 2009]  زاويتان في مثلث متساوي الساقين هماx  ما  .°70و
  ؟ xمجموع القيم الممكنة للمقدار 

  165(د)     140(ج)    125(ب)     95(أ) 
  

)٦( [AMC8 2007]  ومساحته  24طول قاعدة مثلث متساوي الساقين يساوي
  . ما طول أحد الساقين المتساويين ؟60تساوي 

  18(د)     13(ج)     8(ب)     5(أ) 

A

B C

YX 8

12

A B

C

D
8

5

o b e i k a n d l . c o m



  ١٣٧  المثلثات  

  

)٧( [AMC8 2005]  ً1إلى الجنوب وقطع مسافة  غادر أحمد بيته متجها

2
كلم ثم  

3وقطع مسافة  اً توجه شرق

4
بعد ذلك اتجه إلى الجنوب مرة أخرى وقطع كلم و  

1مسافة 

2
المسافة (المستقيمة) بين بيت أحمد  . ماكلم ليصل إلى المدرسة 

  والمدرسة ؟

5(ب)   كلم 1(أ) 

4
7(ج)     كلم 

4
  كلم 2(د)     كلم  

  

)٨( [AMC8 2005]  ما طولAC ؟ في الشكل المرفق 

  
  19(د)     17(ج)     15(ب)     10(أ) 

  

)٩( [AMC8 2002] مساحة المثلث في الشكل المرفق ،XYZ△  8تساوي 
XY، على التوالي XZ و XYهما منتصفا  B و Aوالنقطتان  XZ= .

XC  ارتفاع ينصف القاعدةYZما مساحة الجزء المظلل ؟ . 

  

A
B

C

D

60°

10
10

17

17

DA B

ZY

X

C

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ١٣٨

3(أ) 

2
5(ج)     2(ب)     

2
  3(د)     

  

)١٠( [AMC8 2000]  في المثلثCAT△ ،� 36CAT = ° ،� �
ACT ATC= .

TR للزاوية  منصف�
ATC ما قياس .�

CRT ؟  

  
  °108(د)   °72(ج)   °54(ب)   °36(أ) 

  

)١١( [AMC8 1999] ما  .، أعطيت قياسات الزوايا الموضحةفي الشكل المرفق
�قياس الزاوية 

A ؟ 

  
  40(د)     35(ج)     30 (ب)    20(أ) 

A

C T

R

36°

F

H

Y
B

A C
G

X

E

D

100°

110°

40°
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  ١٣٩  المثلثات  

  

)١٢( [AMC8 1995] في الشكل المرفق ،� 50ABC = ° ،AD  وCD  منصفان
�للزاويتين 

BAC  و�
ACB .ما قياس الزاوية  على التوالي�

ADC ؟ 

  
  °125(د)     °115(ج)     °100(ب)     °90(أ) 

  

)١٣( [AMC12A 2004] المثلثان ABC△ و ABE△ يشتركان في الضلع AB، 
�فيهما  � 90ABC EAB= = °، 4AB =، 6BC = ،8AE = .

D نقطة تقاطع AC  معBE ما الفرق بين مساحتي المثلثين .ADE△  و
BDC△ ؟  

  8(د)     5(ج)     4(ب)     2(أ) 
  

)١٤( [AMC10B 2005] المثلث ABC△ 7 فيهAC BC= 2AB و = = .
 Dو  Aبين  Bبحيث تقع  ABنقطة على المستقيم  Dلنفرض أن 

8CDلنفرض أن و    ؟ BD. ما طول =
2(ب)     3(أ)  4(د)     4(ج)     3 2  

  

)١٥( [AMC10B 2006] باعي كما هو شكل ر و  اتمثلث ةإلى ثلاث اً قسمنا مثلث
كما هو  7 ،7 ،3هي  . إذا كانت مساحات المثلثاتمبين في الشكل أدناه

A

C

B

50°

D

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ١٤٠

 ؟ مبين فما مساحة المنطقة المظللة

  
35(ج)     17(ب)     15(أ) 

2
  18(د)     

  

صحيحة  اً ل أضلاعها أعداداتطابقة التي أطو ما عدد المثلثات القائمة غير الم )١٦(
  ؟ موجبة متتالية

  4(د)     3(ج)     2(ب)   1(أ) 
  

�منصفان للزاويتين  BYو  AX ،المبين أدناه △ABCفي المثلث  )١٧(
A  و�B 

5. إذا كان Mعلى التوالي ويتقاطعان في النقطة 

3

AM

MX
6CXوكان  = = 

 ؟ ACفما طول 

  
  12(د)     10(ج)     8(ب)     6(أ) 

A

C

D

B

7

3

7

E

F

A

B

X

C

Y

M

o b e i k a n d l . c o m



  ١٤١  المثلثات  

  

AB، في الشكل المرفق )١٨( CD�  وCD EF� ،6AB = ،4EF . ما =
 ؟ CDطول 

  

12(أ) 

5
11(ب)   

5
9(د)     2(ج)     

5
  

  

)١٩( [MAΘ 1990]  في المثلث القائم الزاويةABC△ ،66AB = ،
77BC xكان يساوي و  50أكبر من  AC. إذا كان = y  فما قيمة

x y+ ؟  
  102(د)     96(ج)     90(ب)   85(أ) 

  

)٢٠( [MAΘ 1992] في الشكل المرفق ،� 90ACD = ° ،A ،B ،C  على
�، استقامة واحدة 30A = ° ،� 45DBC = 3. إذا كان ° 3AB = − 

 ؟ △BCDفما مساحة المثلث 

  
1(أ) 

2
3(ب)     

2
5(ج)     

2
7(د)     

2
  

A

B F

E

46
C

D

D

C AB
30°

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ١٤٢

AXعلى استقامة واحدة،  A ،B ،C ،D، في الشكل المرفق )٢١( BY� ،
AB CD= ،� �

X Y= ما نسبة مساحة الشكل .AXEB  إلى مساحة
 ؟ DYECالشكل 

  
  2إلى  3(د)     2إلى  1(ج)     3إلى  2(ب)   1إلى  1(أ) 

  

)٢٢( [Mandelbrot#2]  المثلثABC△ قائم الزاوية ،� 90C = ° ،AD  و
BE 4، متوسطانAB 2 قيمة. ما = 2( ) ( )AD BE+ ؟  
  35(د)     30(ج)     25(ب)     20(أ) 

  

)٢٣( [M and IQ 1992]  المثلثACB△ متساوي الأضلاع ،CM متوسط .
هي  . ماBCعلى  عمودياً  MNبحيث يكون  BCعلى  Nعينا نقطة 

BN:النسبة  BC ؟  
1(أ)  : 1(ب)     2 : 1(ج)     3 : 2(د)     4 : 3  

  

AC، المبين أدناه △ABCفي المثلث  )٢٤( DE� ما قيمتا .x و y ؟  
17.14x(أ)  = ،26.25y 18x(ب)     = = ،27y =  

18.14x(ج)  = ،27.25y 19x(د)   = = ،28y =  

C D

YX

A B

E

o b e i k a n d l . c o m



  ١٤٣  المثلثات  

  

  
  

 ؟ △DEFعن محيط المثلث  △ABCكم يزيد محيط المثلث  )٢٥(

  
  6(د)     4(ج)     2(ب)     0(أ) 

  

بوصات وكانت  5ارتفاع مثلث يقل عن طول قاعدته بمقدار طول إذا كان  )٢٦(
  ربعة فما طول كل من ارتفاعه وقاعدته ؟بوصة م 52مساحته تساوي 

8h(أ)  = ،13b 9h(ب)     = = ،14b =  
10h(ج)  = ،15b 11h(د)     = = ،16b =  

  

وكان  49ضلعي القائمة في مثلث قائم الزاوية يساوي طولي إذا كان مجموع  )٢٧(
  فما طولا ضلعي القائمة ؟ 41طول الوتر 

B

y

15

E

C22A

x

D

30

14

A

B C

8

60° 60°
y° y°

D

FE
4

10
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٤٤

  9، 40(د)     11، 38(ج)     13، 36(ب)     14، 35(أ) 
  

AD قيمة، ما في الشكل المرفق )٢٨( BD+ ؟ 

  
  29(د)   27(ج)     25(ب)     22(أ) 

  

)٢٩( [Cayley 2010] إذا كانفي الشكل المرفق ، � 2Q x=  ؟ �S فما قياس الزاوية °

  
45(أ)  x−     (ب)45 2x+     (ج)90 x−     (د)90 x+  

  

)٣٠( [Cayley 2008] في الشكل المرفق ،PQ  منصف للزاويةQ  ويقطعRS  في
P .PRالنقطة  PQ=.  ما قياس الزاوية�

RPQ ؟ 

  

A B

CD 6

8

21

Q

P

S

T

R
2x°

S

x
x

2y

3y

R Q

P

o b e i k a n d l . c o m



  ١٤٥  المثلثات  

  

  °120(د)     °112(ج)     °108(ب)     °90(أ) 
  

)٣١( [Cayley 2007] كل من في الشكل المرفق ،ABC△  وPQR△  متساوي
�. ما قياس الزاوية الأضلاع

CXY ؟ 

  
  °45(د)   °40(ج)   °35(ب)   °30(أ) 

  

BD، مثلث ACE، في الشكل المرفق )٣٢( AE� ،F  نقطة تقاطعBE  و
ADكم عدد العبارات الصائبة من بين العبارات التالية ؟ .  

)١ (BFA DFE△ ∼ △    )٢ (AFE DFB△ ∼ △  
)٣ (ACE BCD△ ∼ △    )٤ (BFC DCF△ ∼ △  

  
  3(د)     2(ج)   1(ب)     0(أ) 

  

)٣٣( [MAΘ 2011]  قياس الزاوية الصغرى غير القائمة (بالدرجات) في مثلث قائم

Q

R

X
C

PB

A

75°65°

A

B

C
D

E

F

Y
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٤٦

2الزاوية يساوي مجموع مربعي جذري المعادلة  7 5 0x x− + اس . ما قي=
  الزاوية غير القائمة الكبرى ؟

  °51(د)     °45(ج)     °41(ب)     °39(أ) 
  

)٣٤( [MAΘ 2011]  فيABC△ ،4AC = ،4 2BC = ،
2 2 2 6AB =  قيمةإذا كانت زوايا المثلث مقاسة بالدرجات فما  .+
� �( ) �A C B+   ؟ ×

  8000(د)     7200(ج)     6075(ب)   4500(أ) 
  

)٣٥( [AHSME 1951] للمثلث غير كافية  واحدة فقط من الصفات التالية
  لتحديد نوعه:

  ضلاعه والزاوية المحصورة بينهما.النسبة بين ضلعين من أ )أ(
  النسبة بين ارتفاعاته.(ب) 

  (ج) النسبة بين متوسطاته.
  ارتفاعه والقاعدة المقابلة لهذا الارتفاع.النسبة بين  (د)

  

)٣٦( [AHSME 1951] ABC△  قائم الزاوية فيB ،AD  وCE  متوسطان
 ؟ △ABC. ما طول وتر على التوالي 5و  40 طولاهما

  

A

CB D

E

o b e i k a n d l . c o m



  ١٤٧  المثلثات  

  

2(ب)     10(أ)  2(د)     13(ج)   40 13  
  

)٣٧( [AHSME 1952] في الشكل المرفق ،� 90C = °، AD BD= ،
DE AB⊥ ،20AB  ؟ ADECما مساحة الشكل  ،=

  

1(ب)     75(أ) 
58
2

1(د)   48(ج)     
37
2

  
  

)٣٨( [AHSME 1953]  رسمنا المستقيمين 15طول قاعدة مثلث يساوي .DE  و
FG  موازيان للقاعدةBC المثلث إلى ثلاث مساحات متساوية ويقسمان .

 ؟ FGما طول 

  

5(أ)  4(ج)     10(ب)     6   7.5(د)     3
  

)٣٩( [AHSME 1954] في المثلث القائم المرفق ،x MA h d+ = عندئذ  .+
x :يساوي 

A B

E
C

D

A

CB

GF

ED
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٤٨

  

(أ) 
2

hd

h d+
d(ب)      h−  

2h(ج)  d d+ 2(د)     − 2h d h+ −  
  

)٤٠( [AHSME 1954] رفقفي الشكل الم، RS  ينصف الزاوية�
R  90وn = °ɵ ،

PSQD التالية ؟ . ما العبارة الصائبة من بين العباراتعلى استقامة واحدة 

 

  
)(أ)  )1

2
n p q= +ɵ ɵ ɵ     (ب)� ( )1

2
m p q= +ɵ ɵ  

1(ج) 
( )
2

d p q= +ɵ ɵ ɵ     (د)�1

2
d m=ɵ  

  

)٤١( [Cayley 2004]  طول كل من البرجينAB  وCD  م 30م و 18يساوي
 C إلى A من . ربطنا حبلينم16المسافة بين القاعدتين تساوي على التوالي و 

الحبلين على  . ما مجموع طوليالشكل المرفقكما هو مبين في  Cإلى  Bومن 
 ؟ فرض أما مشدودان

C A

M

B

h

x

d

R

B

DQSP

C
n

m

p q d

o b e i k a n d l . c o m



  ١٤٩  المثلثات  

  

  
  48(د)     44(ج)   64(ب)     54(أ) 

  

لممارسة رياضة المشي. قطع أحمد المسافة  اً يمثل طريق ABCفي الشكل المرفق  )٤٢(
إذا   .F إلى Cإلى  A. وقطع سعود المسافة من F إلى Bإلى  Aمن 

كانت المسافة التي قطعها أحمد تساوي المسافة التي قطعها سعود فما طول 
 ؟ Bإلى  Fالمسافة من 

  

  م321.5(د)     م315(ج)     م220(ب)     م115.5(أ) 
  

ABمتساوي الساقين فيه  △ABCفي الشكل المرفق  )٤٣( AC= ،
AG BC⊥، D و F منتصفا AB  وAC على التوالي ،
AE EG=النسبة بين مساحة الجزء المظلل ومساحة المثلث . ما ABC△ ؟ 

C

A

18

16

30

B D

C

F

BA

  م319

  م360
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٥٠

  

1(أ) 

8
1(ب)     

4
3(ج)     

8
1(د)     

2
  

  

)٤٤( [MAΘ 2010] زاويتي القاعدة لمثلث متساوي الساقين يساوي  يمجموع قياس
  حدى زاويتي القاعدة ؟إقياس . ما أمثال قياس زاوية الرأس ةأربع
  °80(د)     °72(ج)     °36(ب)   °30(أ) 

  

)٤٥( [MAΘ 2010] في الشكل المرفق ،BE CD� ما محيط المثلث .ACD△ ؟ 

  
  43(د)     35(ج)   34(ب)     33(أ) 

  

)٤٦( [AHSME 1956]  في الشكل المرفقAB AC= ،AE AD= ما قيمة .
 ؟ xالزاوية 

  

A

G

FD

B C

E

A

DC

B E

2 1x +2x +

2x − 1x −

19 x−

C

A

B
D

30°

x

E
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  ١٥١  المثلثات  

  

  °25(د)   °22(ج)   °20(ب)     °15(أ) 
  

)٤٧( [AHSME 1956]  ما 6ارتفاعه يساوي طول مثلث متساوي الأضلاع .
  مساحته ؟

2(أ)  3(ب)     3 6(ج)     3   12(د)     2
  

)٤٨( [Euclid 2011] في الشكل المرفق ،� �2 3BAC ABC= ،
� �2KAC KAB=:عندئذ . 

  

bc(أ)
d

a
= ،

2 2a b
x

a

−
(ب)     =

2 2a b
d

a

−
= ،bc

x
a

=  

ac(ج) 
d

b
= ،

2 2a b
x

a

+
(د)     =

2 2a b
d

c

+
= ،ac

x
b

=  
  

)٤٩( [AMC10B 2005] ABC△  متساوي الأضلاع طول كل من أضلاعه
. ما مساحة المثلث BDمنتصف  Cو  ACمنتصف  M. 2يساوي 
CDM△ ؟ 

  

A B

C

d

Kb

a x−

x

c

A

M

DB C
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٥٢

2(أ) 

2
3(ب)     

4
3(ج)     

2
  2(د)   

  

)٥٠( [Euclid 2010]  ما طولAH في الشكل المبين أدناه ؟ 

  
32(أ) 

27
64(ب)     

27
71(ج)     

27
82(د)     

27
  

  

AB، في الشكل المرفق )٥١( AC= ما قياس الزاوية .x
ɵ ؟  

  

  
  °35(د)   °30(ج)   °20(ب)     °10(أ) 

  

�، في الشكل المرفق )٥٢( 120BCA = °، � 40ABC = °. BD منصف �
ABC ،

CE AB⊥، 10CD   ؟ DGما طول . =
  12(د)     10(ج)     7(ب)     5(أ) 

B

C

D

EF

G

H
30°

A 1

30°
30°30°

30°

30°

B

A

C

D E F
x°60° 80°
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  ١٥٣  المثلثات  

  

  
  

)٥٣( [Aust.MC 1992] مساحة في الشكل المرفق ،PQS△  تساوي مساحة
PSR△،QSR

����	
  . ما العبارة الصحيحة من بين العبارات التالية ؟مستقيم 

PS(أ)  QR⊥     (ب)QS RS=  
PQ(ج)  PR=     (د)� 90QPR = °  

  
  

)٥٤( [Aust.MC 1997]  فيPQR△  ،2المرفقPQ = ،3QR = ،
4RP = .PI و QI  منصفان للزاويتين�

P و �Q  على التوالي. ما قيمة
[ ]

[ ]

PIQ

PQR
  ؟ 

2(أ) 

11
2(ب)     

9
1(ج)     

4
1(د)     

3
  

  

  

P

Q S R

P

Q R

I

C

B A

D

G

E

120°

10
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٥٤

)٥٥( [Aust.CH 1992]  راية كبيرة على شكلABC△  متساوي الأضلاع كما
3ADين رأسيين من الرأسين العلويين بعمود ةمثبتو  هو مبين في الشكل = 

4BEو  . إذا كان طول ضلع مثبت على الأرضأس الثالث للراية الر و  =

aالراية 

b
aفإن  أوليان نسبياً  bو  aحيث   b+ :يساوي 

  

  55(د)     53(ج)     52(ب)     51(أ) 
  

)٥٦( [Aust.CH 1993]  26000قطعة أرض مثلثة الشكل مساحتها  رجليمتلك 
، سلطان بحيث أراد توزيعها بين أولاده الأربعة: أحمد، بدر، جمال. مربعاً  اً متر 

يمثل  △ABC،كل المرفقفي الش .كل منهم على قطعة مثلثة الشكليحصل  
. اختار على التوالي ACو  BC منتصفا Yو  X، قطعة الأرض الكبيرة

]بحيث تكون  ABعلى  Zالرجل النقطة  ]AZY  متراً مربعاً  9000تساوي
. ما الأولاد فحصصهم مبينة على الشكل . أما بقيةالأكبر أحمد بنهلإومنحها 

  الأصغر سلطان ؟ بنالإمساحة قطعة 
  

  

A
B

ECD

A
Z

B

C

XY

 بدر أحمد سلطان

 جمال
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  ١٥٥  المثلثات  

  

  9000(د)     7500(ج)     6500(ب)     4000(أ) 
  

)٥٧( [Aust.CH 2002]  نقول إنABC△  هو مثلث جيد إذا وجد مثلث آخر
DEF△  هولا يطابقه وفيهيشا AB DE= و AC DF= على سبيل ،

يحقق  △DEFالمبين في الشكل هو مثلث جيد لأن المثلث  △ABC ،المثال
 الشروط.

  
dإذا كانت أطوال أضلاع مثلث جيد هي  e f<   فإن >

f(أ)  e d= (ب)     +
2

d f
e

+
=  

e(ج)  df=     (د)2 2f d e= +  
  

)٥٨( [Aust.MC 1998]  إذا أردنا إنشاءPQR△ صحيحة  أطوال أضلاعه أعداد
37PQحيث  QRو  = m= ،m  فما  37عدد صحيح أصغر من

  ؟ PR لطولالقيم الممكنة 
2(أ)  2m 2(ب)     − 1m 2(د)     2m(ج)     − 1m +  

  

)٥٩( [Aust.MC 1995] 1 ،في الشكل المرفقPT SR QU

TR SQ UP r
= = حيث  =

r 3 .عدد صحيح موجب
[ ] [ ]

4
STU PQR≥ ما أصغر قيمة للعدد .r ؟  

A

CB

F

D E

18

8

12
27

12

18
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٥٦

  10(د)     9(ج)     8(ب)     7(أ) 

  
  

)٦٠( [Aust.MC 1999] في الشكل المرفق ،X  منتصف الضلعPQ ،Y 
]. PXمنتصف الضلع  PR ،Z منتصف الضلع ] 21YZQ  . ما قيمة=

] المساحة ]PQR ؟  
  63(د)     56(ج)     49(ب)     42(أ) 

  
  

)٦١( [Fermat 2012]  ،في الشكل المرفقQUR△  وSUR△  .متساويا الأضلاع
متساوي الساقين حيث  △TUSو  △PUTو  △QUPكل من المثلثات 

PU QU SU TU= = QPو  = PT TS= . قياس الزاوية =
�
UST :يساوي 

P

T

RQ

U

S

R

QP
Z X

Y
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  ١٥٧  المثلثات  

  

  °70(د)     °60(ج)     °54(ب)     °50(أ) 

  
   

Q

R

S

TP

U

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ١٥٨

  إجابات المسائل غير المحلولة

  د) ٥(    د) ٤(    أ) ٣(    ج) ٢(    ج) ١(
  ج) ١٠(    د) ٩(    ج) ٨(    ب) ٧(    ج) ٦(
  د) ١٥(    أ) ١٤(    ب) ١٣(    ج) ١٢(    ب) ١١(
  ب) ٢٠(    ج) ١٩(    أ) ١٨(    ) ج١٧(    أ) ١٦(
  أ) ٢٥(    أ) ٢٤(    ج) ٢٣(    أ) ٢٢(    ) أ٢١(
  ب) ٣٠(    ج) ٢٩(    د) ٢٨(    د) ٢٧(    أ) ٢٦(
  ) د٣٥(    ) أ٣٤(    ) د٣٣(    ) ج٣٢(    ) ج٣١(
  ) ب٤٠(    ) أ٣٩(    ) أ٣٨(    ) ب٣٧(    ) د٣٦(
  ) ج٤٥(    ) ج٤٤(    ) ج٤٣(    ب) ٤٢(    ) أ٤١(
  ب) ٥٠(    ج) ٤٩(    ) أ٤٨(    ) أ٤٧(    ) أ٤٦(
  ) د٥٥(    ) ب٥٤(    ) ب٥٣(    ) ج٥٢(    ) أ٥١(
  ) ج٦٠(    ) د٥٩(    ب )٥٨(    ) ج٥٧(    ) أ٥٦(
  ) أ٦١(
  

o b e i k a n d l . c o m



١٥٩ 

 

 א�	���א�����

�א������ �
Polygons  

1لتكن  2, , , nM M M⋯، n 3حيث  في مستوى من النقاطn . نقول إن اتحاد ≤
1القطع المستقيمة  2 2 3 1n nM M M M M M−∪ ∪ نقاط  حيث أي ثلاث ⋯∪

1متتالية ليست على استقامة واحدة وحيث  nM M=، تسمى كل من مضلع .
النقاط رأساً وكل من القطع المستقيمة ضلعاً. زوايا المضلع هي الزوايا التي تنشأ عن 

بين أي رأسين غير  ة. أقطار المضلع هي القطع المستقيمةر تقاطع أضلاع متجاو 
) إذا قسم أي من أضلاعه المستوى إلى convexمتجاورين. يكون المضلع محدباً (

نصفين بحيث يقع المضلع تماماً في أحد نصفي المستوى. أي أن، أي قطعة مستقيمة 
تصل بين أي نقطتين داخليتين للمضلع تكون محتواة في المضلع. إذا لم يكن المضلع 

  ).concaveعراً (محدباً فإنه يسمى مق

              
 مضلع مقعر مضلع محدب  

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ١٦٠

 ةوالرباعي هو مضلع مكون من أربع أضلاع ةالمثلث هو مضلع مكون من ثلاث
هو مضلع مكون والسداسي  أضلاع ةهو مضلع مكون من خمس والخماسي أضلاع
  .أضلاع وهكذا ةمن ست

  

مجموع الزوايا الداخلية لمضلع عدد : ]مجموع الزوايا الداخلية للمضلع[) ١مبرهنة (
)يساوي  nأضلاعه  2) 180n − × °.  

  أي رأس من رؤوس المضلع وارسم جميع أقطاره من هذه النقطة. اختر البرهان:

  
2nك يقسم المضلع إلى لإن ذ المضلع  ن مجموع زوايامن المثلثات. وذا فإ −

)مجموع زوايا هذه المثلثات وهذا بدوره يساوي  والداخلية ه 2) 180n − × °.  ����  
  

مجموع الزوايا الخارجية لمضلع  :]مجموع الزوايا الخارجية للمضلع[) ٢مبرهنة (
  .°360يساوي  nعدد أضلاعه 

عند كل رأس من رؤوس المضلع مجموع الزاويتين الداخلية والخارجية يساوي  البرهان:
هو مجموع الزوايا الخارجية وعددها  Aمستقيمة). لنفرض الآن أن  ة(لأا زاوي 180°
n  وأنB وع الزوايا الداخلية وعددها هو مجمn .ًإذن،  أيضا

180A B n+ = × )ولكن  .° 2) 180B n= − ×   وذا يكون. °

  
( 2) 180 180

2 180 360

A n n

A

+ − × ° = × °

= × ° = °  ����  
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  ١٦١  المضلعات  

  

  [Regular Polygons]المضلعات المنتظمة 

 وقياس جميع زواياه متساوٍ.المضلع المنتظم هو مضلع محدب جميع أضلاعه متطابقة 
 زواياهفإن قياس كل من  nولذا، إذا كان عدد أضلاع (زوايا) المضلع المنتظم هو 

)يساوي  ةالداخلي 2) 180n

n

− × °.  
  

 [Quadrilaterals]الرباعيات 

هو اتحاد القطع  ABCDرؤوس. أي أن الرباعي  ةالرباعي هو مضلع مكون من أربع
ABالمستقيمة  BC CD DA∪ ∪  يجب أن لا تكونحيث أي ثلاث نقاط  ∪

ABعلى استقامة واحدة وحيث  CD φ∩ BCو  = DA φ∩ =.  

  
  :من الأشكال التالية ليس رباعياً  لاحظ أن كلاً 

  

  
  

  .°360) نجد أن مجموع زوايا الرباعي يساوي ١من المبرهنة ( ة:ظملحو 

A

D

C

B

A
A A B

BBC C

C

D

D

D
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٦٢

  [Parallelograms]متوازيات الأضلاع 

ن. أي أن افيه كل ضلعين متقابلين متوازيدب متوازي الأضلاع هو رباعي مح
ABCD  متوازي أضلاع إذا وفقط إذا كانAB DC�  وAD BC�.  

  
  

  ن.امتقابلين في متوازي أضلاع متطابقكل ضلعين   ):٣مبرهنة (
  .BDمتوازي أضلاع. ارسم القطر  ABCDليكن  البرهان:

  
ABDالآن،  CDB≡△ △ (AAS) .ومن التطابق نجد أن  

AD BC=  وأنAB DC=.  ����  
  

إذا تطابق كل ضلعين متقابلين في رباعي محدب فإن الرباعي متوازي  :)٤مبرهنة (
  أضلاع.
ABرباعي محدب فيه  ABCDلنفرض أن  البرهان: DC=  وAD BC=.   

  
ABDعندئذ،  CDB≡△ �ومن ثم  △ �

ADB CBD=.  مازاويتانوبما أ  

CD

A B

CD

A B

CD

A B
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  ١٦٣  المضلعات  

  

ADتبادليتان داخلياً فإن  BC�.  ،وبالمثل� �
ABD CDB≡ فإن ومن ثم 

AB DC�.  ����  
  

وتطابق ضلعان متقابلان في رباعي محدب فإن الرباعي متوازي  ىإذا تواز ): ٥مبرهنة (
  أضلاع.
ABرباعي محدب فيه  ABCDن ألنفرض  البرهان: DC=  وAB DC�.  

  
ABDعندئذ،  CDB≡△ AD. ومن ذلك يكون △ BC=  فنرى أنABCD 

  ����  ).٤متوازي أضلاع من مبرهنة (
  

وكل زاويتين  نتاع، كل زاويتين متقابلتين متساويفي متوازي الأضلا ):٦مبرهنة (
  .انمتتاليتين متكاملت

  متوازي أضلاع. ABCDنفرض أن  البرهان:

  
  ن. ومن اأن كل زاويتين متتاليتين متكاملتبما أن كل ضلعين متقابلين متوازيان فإننا نجد 

ABD CDB≡△ �نجد أن  △ �
DAB DCB=. وبالمثل من ADC CBA≡△ △ 

�نجد أن  �
ADC ABC=.  ����  

CD

A B

CD

A B
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٦٤

فإن الرباعي متوازي محدب إذا تساوت كل زاويتين متقابلتين في رباعي  ):٧مبرهنة (
  أضلاع.
�رباعي محدب حيث  ABCDنفرض أن  البرهان: �

A C=  و� �
B D= بما أن .

� � � � 360A B C D+ + + = �فإن  ° �2( ) 360A B+ = ن أأي  .°
� � 180A B+ = �وبالمثل،  .° � 180A D+ = AD. إذن، ° BC�  و

AB DC� ذا فإنو .ABCD .متوازي أضلاع  ����  
  

لاحظ أن معرفة قياس زاوية واحدة فقط من زوايا متوازي أضلاع يؤدي إلى  ملحوظة:
  معرفة قياس بقية الزوايا.

  

  نقطة تقاطع قطري متوازي أضلاع تنصف القطرين. ):٨مبرهنة (
   .ABCDهي نقطة تقاطع قطري متوازي الأضلاع  Oنفرض أن  البرهان:

  
OA أن سنبرهن OC=  وOB OD= . بما أن� �

ABO CDO=  و
� �
DCO OAB=  وAB DC=  فإنCOD AOB≡△ . وذا فإن △

OA OC=  وOB OD=.  ����  
  

  تسمى نقطة تلاقي قطري متوازي أضلاع، مركز متوازي الأضلاع. ملحوظة:
  

إذا نصفت نقطة تلاقي قطري رباعي محدب القطرين فإن الرباعي  ):٩مبرهنة (
  متوازي أضلاع.

CD

A B
O
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  ١٦٥  المضلعات  

  

في الرباعي المحدب  BDو  ACنقطة تلاقي القطرين  Oلنفرض أن  البرهان:
ABCD  حيثOA OC=  وOB OD=،عندئذ .  

  
AOB COD≡△ �. ومن ذلك △ �

ABO CDO=  و� �
DCO OAB=.  أي أن

AB DC�  بالمثل وAD BC� ذا فإنو .ABCD .متوازي أضلاع  ����  
  

  [Area of Parallelogram]مساحة متوازي الأضلاع 

أو النازل من أحد رؤوسه إلى الضلع (متوازي أضلاع فإن العمود  ABCDإذا كان 
  متوازي الأضلاع. )altitude( ارتفاعامتداد الضلع) المقابل للرأس يسمى 

  
  يسمى قاعدة. ABو  DCالحالة، كل من  ارتفاع. في هذه BEو  AFكل من 

  

مساحة متوازي الأضلاع تساوي حاصل ضرب طول العمود وطول  ):١٠مبرهنة (
  القاعدة النازل عليها.

هو العمود النازل على  EBمتوازي أضلاع وأن  ABCDنفرض أن  البرهان:
  كما هو مبين في الشكل المرسوم قبل نص المبرهنة.  DCالقاعدة 

]سنبرهن أن  ]ABCD h DC= BECمن الشكل، نجد أن . × AFD≡△ △ .
] من ذلك نجد أن ] [ ]ABCD ABEF=.  الآن، برسم القطرBF  نجد أن

CD

A B
O

CD

A B

hh

EF
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٦٦

ABF EFB≡△ ]وذا فإن  .△ ] [ ]ABF EFB= ولكن .  
1

[ ]
2
1 1

[ ]
2 2

ABF h AB

EFB h EF h AB

= × ×

= × × = × ×

  

ABلأن  EF= ،إذن .  
���� [ ] [ ] [ ] [ ]ABCD ABEF ABF EFB h AB= = + = × . 

  

 CPو  O، AMمتوازي أضلاع مركزه  ABCD في الشكل المرفق ):١ل (امث
. أثبت أن ACن على اعمودي BNو  DQ بينما ،BDعموديان على 

MNPQ .متوازي أضلاع  

  
MOA الحل: POC≡△ � لأن كلاهما قائم الزاوية و △ �

MOA POC=  و
OA OC= من ذلك نجد أن .OM OP= ،وبالمثل .ODQ OBN≡△ △ .

OQ ومن ذلك نجد أن ON=،إذن . O نقطة منتصف قطري الرباعي MNPQ ،
  ����  أضلاع.وذا فهو متوازي 

  

في متوازي  BEDC: جد مساحة المنطقة المظللة [AJHSME 1989] )٢مثال (
  .ABCDالأضلاع 
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  ١٦٧  المضلعات  

  

  
10AD بما أن :الحل 10 فإن = 6 4AE = −   ويكون .=

���� 1
[ ] [ ] [ ] 8 10 4 8 64

2
BEDC ABCD ABE= − = × − × × = . 

  

متوازي أضلاع،  ABCD: في الشكل المرفق [AJHSME 1995] )٣مثال (
DE AB⊥  وDF BC⊥.  12إذا كانDC = ،4EB =، 6DE = 

  .DFفجد 

  

] :الحل ] 12 6 72ABCD AB ED DF BC= × = × = × =.  

72DFإذن،  BC×   قائم الزاوية. إذن، △AED. الآن، =
2 2 2( ) ( ) ( )AE ED AD+ =  
2( ) 64 36 100AD = + =  

10AD فإن ولذا BC= 72 ،يكون. من ذلك = 72
7.2

10
DF

BC
= = =.����  

  

نقاط متوازي أضلاع.  ABCD: في الشكل المرفق، [Euclid 2000] )٤مثال (
. أثبت أن PQRSتقاطع منصفات الزوايا هي رؤوس الرباعي 

B C

DA

8

E 6

10

A

D C

F
BE 4

12

6
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٦٨

� � � � 90SPQ PQR QRS RSP= = = = °.   

  

�منصفان للزاويتين  BEو  DFبما أن  الحل:
ADC  و�

CBA  وأن
� �
ADC CBA=.  ،إذن� � � �

ADF CDF ABE CBE x= = = = وبالمثل،  .°
� � � �
DAM BAM DCN BCN y= = = = �وبما أن  .°

CDF  و�
AFD 

�تبادليتان داخلياً فإن  �
AFD CDF x= = 2. الآن، ° 2 180x y+  ،. إذن=

90x y+ �أن  △PAFفي نجد . وذا = 90APF = . ومن ثم تكون °
� 90SPQ = �. وبطريقة مماثلة نجد أن ° � � 90PQR QRS RSP= = = °.  ����  

  

12ABإذا علمت أن  )٤في المثال ( PRجد  ):٥مثال ( 8BCو  = =.  
�للزاوية  منصف AMبما أن  الحل:

DAB  فإن� �
DAM BAM y= = °.  

�عندئذ، 
DMA y= متساوي الساقين.  △ADMوذا فإن  بالتبادل الداخلي. °

متساوي الساقين. وذا فإن  △CBNثبات أن إوبالمثل، يمكن 
ADM CBN≡△ AM ،ً . أيضا△ NC�  بالتبادل الداخلي ومن ثم

AP NR� .المثلثات المتساوية الساقين (أو المتطابقة) نجد أن وباستخدام  
AP NR=.  ،إذنAPRN  متوازي أضلاع. من ذلك نجد أنAN PR= .

12 إذن، 8 4AN AB NB= − = − =.  ����  
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  ١٦٩  المضلعات  

  

  [Special Parallelograms]متوازيات أضلاع خاصة 

حدى زواياه (ومن ثم جميع زواياه) إهو متوازي أضلاع  :[Rectangle]المستطيل 
ABمستطيل إذا وفقط إذا كان  ABCDقائمة. أي أن  DC�  وAD BC�  و
� 90A = °.  

  
وبما أن المستطيل متوازي أضلاع فإنه يحقق جميع خواص متوازي الأضلاع. إضافة إلى 

  ذلك فهو يحقق الخاصية التالية:
  

  .ينإذا وفقط إذا كان قطراه متساوي يكون متوازي الأضلاع مستطيلاً  ):١١مبرهنة (
  .مستطيل ABCDلنفرض أن  البرهان:

  
ADبما أن  BC= ،AB AB=  و� �

A B=  فإنDAB CBA≡△ . ومن △
ACذلك نجد أن  BD= ولبرهان العكس، نفرض أن .ABCD  متوازي أضلاع

ACفيه  BD= ،عندئذ .AD BC= ،AB AB= ،BD AC= ومن .
CBAذلك يكون  DAB≡△ �. إذن، △ �

DAB CBD= ما متكاملتانوبما أ .
  ����  مستطيلاً. ABCDذا يكون منهما قائمة و فإن كلاً 

  

هما المنصفان العموديان لأضلاع  )(axes of symmetryتناظر  امحور  للمستطيل
  المستطيل.

D C

BA

D C

BA
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٧٠

  
صل ضرب بما أن ارتفاع المستطيل هو أحد أضلاعه فمساحة المستطيل هي حا

عادة، يسمى الضلع الأطول بطول المستطيل والضلع  .أضلاعهن من ي متعامدينضلع
في الأقصر بعرض المستطيل. ولذا فإن مساحة المستطيل هي حاصل ضرب طوله 

  عرضه.
  

 ن المعي[Rhombus]:  فيه ضلعان متجاوران متساويان  أضلاع هو متوازي المعين
 معين إذا وفقط إذا كان ABCDومن ثم فإن جميع أضلاعه متساوية. أي أن 

AB DC�  وAD BC�  وAB BC CD DA= = =.  

  
  .الأخرى يحقق بعض الخواص الأضلاع فإن المعين إضافة إلى خواص متوازي 

  

  . متعامدان وينصفان زوايا المعين قطرا المعين  ):١٢مبرهنة (
  .ABCD قطري المعين  تقاطعهي نقطة  Oلنفرض أن البرهان: 
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  ١٧١  المضلعات  

  

  
OBمنتصف القطرين فإن  Oبما أن  OD=  وOA OC=  وAB AD= .

BOA نجد أن من ذلك DOA≡△ �. إذن، △ �
DAO BAO= أي أن .AO 

�ينصف الزاوية 
BAD.  إضافة إلى ذلك� �

BOA DOA= ما متكاملتان فإنوبما أ .
AC. أي أن °90قياس كل منهما يساوي  BD⊥.  ����  

  

  متوازي أضلاع فإنه معين. اإذا تعامد قطر  ):١٣مبرهنة (
ACمتوازي أضلاع فيه  ABCDلنفرض أن  البرهان: BD⊥.  
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٧٢

. من ذلك نجد أن BDهي منتصف  Oعندئذ، نقطة تقاطع القطرين 
BOA DOA≡△ OBلأن  △ OD=  وOA OA=  .وهما مثلثان قائما الزاوية

AB ،إذن AD=  ذا يكونوABCD .معين  ����  
  

  .زواياه فهو معينف قطر متوازي أضلاع أحد إذا نص  ):١٤مبرهنة (
�متوازي أضلاع فيه  ABCDنفرض أن  البرهان: �

BAC DAC=.  

  

ADبما أن  BC�  فإن� �
DAC BCA= ،إذن .� �

BAC BCA= ذا فإنو .
ABC△  متساوي الساقين فيهAB BC= ذا نجد أنو .ABCD .معين  ����  

  

  تناظر هما قطراه. اللمعين محور 
  

1DB القطران معيناً فيه ABCDإذا كان  [مساحة المعين]: )١٥مبرهنة ( d= 

2ACو  d=  1فإن 2

1
[ ]

2
ABCD d d= ×.  
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  ١٧٣  المضلعات  

  

ABCبما أن  البرهان: DBC≡△   فإن  △

���� 1 2 1 2

1 1 1
[ ] 2[ ] 2

2 2 2
ABCD DBC d d d d

 = = × × × = ×  
. 

  

المربع هو مستطيل فيه ضلعان متجاوران متساويان. أي أن  :[Square]المربع 
ABCD إذا وفقط إذا كان  مربعAB DC�، BC AD�، � 90A = �، 

AB BC=.  .من لاحظ أن جميع الأضلاع متساوية وأن جميع الزوايا قائمة
السهل أن نرى أن المربع هو معين زواياه قائمة. وذا فهو يتمتع بجميع خصائص 

ومن  ن.انصفان العموديان للأضلاع والقطر محاور تناظر هي الم ةالمعين. للمربع أربع
  الواضح أيضاً أن مساحة المربع تساوي مربع طول ضلعه.

  

نقطة تقاطع القطرين،  Oرباعي محدب،  ABCDفي الشكل المرفق،  ):٦مثال (
AO BO CO= �و  = 90ADC = °.  

�(أ) جد قياس 
ABC.  

  ؟ BDمنتصف القطعة  O(ب) هل 
  مربع ؟ ABCD(ج) هل 
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٧٤

  الحل:

�متساويا الساقين فإن  △BOCو  △AOB(أ) بما أن  �
OAB OBA x= = وأن  °

� �
OCB OBC y= = OAأيضاً أن لنفرض  .° OB OC a= = . الآن، في =

ABC△  2لدينا 2 180x y+ = �. إذن، ° 90ABC x y= + = °.  
  

ODفإن  ACينصف  ODقائم الزاوية وأن  △ADC(ب) بما أن  a= ذاو .
   .BDمنتصف القطعة  Oفإن 

  

رباعي مركزه ينصف قطريه ومن ثم فهو معين. وبما أن  ABCD(ج) مما سبق نجد أن 
� 90ADC =   ����  فإنه مربع. °

  

ABرباعي محدب، فيه  ABCDفي الشكل المرفق،  ):٧مثال ( AD=، 
� 90DAB = ° ،DAB BCD≡△   .ABCDاحسب قياس زوايا  .△

  
DABبما أن  الحل: BCD≡△ قائم الزاوية ومتساوي الساقين.  △BCDفإن  △
  ����  مربع ومن ثم جميع زواياه قائمة. ABCDإذن، 

  

MPمربع، فيه  ABCDفي الشكل المرفق،  ):٨مثال ( QN⊥ أثبت أن .
MP QN=.  
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  ١٧٥  المضلعات  

  

  

MSبحيث يكون  ADنقطة على  Tو  DCنقطة على  Sخذ  الحل: DC⊥ 
NTو  DA⊥  وR  نقطة تقاطعQN  وMS.  

  

MSبما أن  NT=  و� � � �90 90PMS QRM SRN TNQ= ° − = ° − = 
TQNفإن  SPM≡△ MP. وذا فإن △ QN=.  ����  

  

. PQRS مربعة: الشكل المرفق هو قطعة ورق [AJHSME 1998] )٩مثال (
على الزاوية  Qوالزاوية  Rعلى الزاوية  Pطابقنا الزاوية 

S جد محيط ٢سم 9. مساحة الشكل الناتج تساوي .
  .PQRSالمربع 
متساوي  قائم الزاوية الشكل الناتج هو مثلث الحل:

  مثلثات من هذا النوع فمساحته ةالمربع يطابق أربع وبما أن. ٢سم 9الساقين مساحته 
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٧٦

4تساوي  9 36×   سم ومحيطه يساوي 6إذن، طول ضلعه يساوي  .=
4 6 24×   ����  سم. =

  

مربع حيث  ABCD: في الشكل المرفق، [AMC10A 2004] )١٠مثال (
BEF△  متساوي الأضلاع وED DF=.  نسبة مساحة ماDEF△  إلى

  ؟ △ABEمساحة 

  
ABلنفرض أن  الحل: a=  وأنED DF x= . باستخدام مبرهنة فيثاغورس =

2نجد أن  2 2 2 2 2( ) ( ) ( )x x EF EB a a x+ = = = + −.  
2إذن،  2 ( )x a a x=   يكونمن ذلك  .−

���� 
2

1
[ ] 2 ( )2 2
[ ] 1 ( ) ( )

( )
2

x x
DFE x a a x

ABE a a x a a x
a a x

× ×
−

= = = =
− −

× × −

. 

  

نقطة  Mمربع،  PQRS: في الشكل المرفق، [Aust.MC 2000] )١١مثال (
. إذا كانت QSو  NRنقطة تقاطع  Fو  PQمنتصف  Nتقاطع القطرين، 

  وحدة مربعة فما مساحة المربع ؟ 1تساوي  △MFRمساحة المثلث 
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  ١٧٧  المضلعات  

  

  
PFMبما أن  .PFارسم  الحل: RFM≡△ ]ن أو  △ ] 1RMF فإن  =

[ ] 1PFM ]. نفرض الآن أن = ] [ ]x PFN QFN= . عندئذ، بما أن =
[ ] [ ]RPN RQN=  2فإن [ ]x RFQ x+ = ]. أي أن + ] 2RFQ . وذا =

]تكون  ] 3RMQ ] . إذن= ] 4 3 12PQRS = × =.  ����  
  

المبين في الشكل يساوي  PQRSطول ضلع المربع : [Euclid 2000] )١٢مثال (
x قسمنا المربع إلى أربعة مثلثات كما هو مبين في الشكل حيث مجموع مساحتي .

3PT. إذا كان Cيساوي مساحة المنطقة  Bوَ  Aالمنطقتين  5RUوَ  = = 
  ؟ xمة فما قي

  
3TS الحل: x= 5USوَ  − x= −.  
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٧٨

1الآن، 
[A] 3

2
x= × × ،1

[ ] 5
2

B x= × × ،1
[ ] ( 5)( 3)

2
C x x= − −.  

]بما أن  ] [ ] [C]A B+   فإن =

2

3 5 1
( 5)( 3)

2 2 2

16 15 0

( 15)( 1) 0

x x x x

x x

x x

+ = − −

− + =

− − =

  

1xإذن،  15xأو  = 1x. وبما أن = 15xفإن  /= =.  ����  
  

مستطيل فيه  ABCDفي الشكل المرفق، : [AMC10B 2011] )١٣مثال (
6AB 3BCوَ  = � حيث AB على M. اخترنا النقطة = �

AMD CMD= .
�ما قياس الزاوية 

AMD ؟  

  
�نفرض أن  الحل:

AMD x= ،عندئذ .�
CDM x=  ذابالتبادل الداخلي. و

6MCمتساوي الساقين فيه  △CMDفإن  DC= فيه،  △MCB. الآن، =
3BC 6MC وَ  = � وَ  = 90B = 30مثلث  △MCB إذن، .° 60 90° − ° − ° 

�حيث  30BMC = �وَ   ° 60BCM =   لدينا △DMC. وأخيراً، في °

  
30 180

75 .

x x

x

+ + ° = °

= °  ����  

x

x

x
A M B

CD
6

3
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  ١٧٩  المضلعات  

  

  [Trapezoids]أشباه المنحرفات 

كل من   ىوازيان وضلعان غير متوازيين. يسمهو رباعي فيه ضلعان مت المنحرفشبه 
الضلعين المتوازيين قاعدة شبه المنحرف ويسمى كل من الضلعين غير المتوازيين ساق 

دتين فنقول إن شبه المنحرف . إذا كان أحد الساقين عمودياً على القاعالمنحرفشبه 
  .نحرف متساوي الساقينالمشبه إن  فنقول ينن متطابقاقائم وإذا كان الساق

  
  

  في شبه المنحرف المتساوي الساقين تتساوى زاويتا القاعدة. ):١٦مبرهنة (
ABشبه منحرف حيث  ABCDنفرض أن  البرهان: DC�  وAD BC=.  

  
ويوازي  Cمع المستقيم المار بالنقطة  ABنقطة تقاطع القاعدة  Eلنفرض أن 

AD ،عندئذ .AECD  من ذلك نجد أن أضلاعمتوازي .AD EC=. إذن، 
BC EC=  ويكونECB△  ،متساوي الساقين. إذن� �

CEB CBE= . بما أن و
AD EC�  فإن� �

CEB DAB= ومن ذلك نجد أن .� �
DAB CBA= إضافة .

ABإلى ذلك  CD�،  ذا فإنو�
DAB  و�

ADC  فإنمتكاملتان ومن ثم�
CBA 

 متساوي الساقينشبه منحرف  شبه منحرف قائم شبه منحرف
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٨٠

�و 
DCB ن. إذن، امتكاملت� �

ADC BCD=.  ����  
  

إحدى قاعدتي شبه منحرف فإن شبه المنحرف  ازاويت تطابقتإذا  ):١٧مبرهنة (
  متساوي الساقين.

ABشبه منحرف فيه  ABCDنفرض أن  البرهان: DC�  و� �
DAB CBA= 

  ).١٦كما في المبرهنة (  Eوالنقطة 

  
ADبما أن  EC�  فإن�

CEB x=.  ذا فالمثلثوCEB△  متساوي الساقين فيه
EC BC= ولكن .EC AD= . من ذلك نجد أنAD BC=  ويكون

ABCD .متساوي الساقين  ����  
  

  ن.االمنحرف المتساوي الساقين متطابققطرا شبه  ):١٨مبرهنة (
ADنفرض أن  البرهان: BC=  في شبه المنحرفABCD.  
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  ١٨١  المضلعات  

  

� ) لدينا١٦المبرهنة ( إلىاستناداً  �
DAB CBA= ومن ثم فإن DAB CBA≡△ △. 

ACمن ذلك نجد أن  BD=.  ����  
  

  شبه المنحرف فإنه متساوي الساقين. اإذا تطابق قطر  ):١٩مبرهنة (
ABشبه منحرف فيه  ABCDنفرض أن  البرهان: CD�  وAC BD= .

  ACموازياً للقطر  Dوالمستقيم المرسوم من  ABنقطة تقاطع امتداد  Mلتكن 
  كما هو مبين في الشكل.

  
MDمتوازي أضلاع فإن  MACDبما أن  AC=  ومن ثم فإنMD DB= 
�متساوي الساقين. ومن ذلك فإن  △MDBويكون  �

DMB DBM= ولكن .
� �
DMB CAB=  إذن� �

DBA CAB= . ،الآنDAB CBA≡△ لأن  △
AB AB=  وDB AC=  و� �

DBA CAB=،إذن . DA CB=  ويكون
  ����  متساوي الساقين. ABCDشبه المنحرف 

  

تسمى القطعة المستقيمة الواصلة بين منتصفي ساقي شبه المنحرف بالمستقيم 
  ).midlineالوسطي (

  

يساوي  هالمستقيم الوسطي في شبه المنحرف يوازي القاعدتين وطول ):٢٠مبرهنة (
  نصف مجموع طولي القاعدتين.

A B

D C

M
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٨٢

ABشبه منحرف حيث  ABCDنفرض أن  البرهان: DC�  وE  وF 
مع امتداد  DFنقطة تقاطع  Mعلى التوالي. لنفرض أن  BCو  ADمنتصفا 
AB  الشكل. كما هو مبين في  

  
DCFالآن،  MBF≡△ �لأن  △ �

DCF MBF=  وCF FB=  و
� �
DFC MFB= ،إذن .DF FM=  وDC BM= ،عندئذ .EF  واصل

  . أيضاً،ABومن ثم فهو يوازي  △DAMبين منتصفي ضلعي المثلث 

  .
2 2 2

AM AB BM AB DC
EF

+ +
= = =  ����  

  

مساحة شبه المنحرف تساوي حاصل  [مساحة شبه المنحرف]: )٢١مبرهنة (
  ارتفاعه.طول قاعدتيه في طولي ضرب نصف مجموع 

1ABشبه منحرف حيث  ABCDنفرض أن  البرهان: b=  2وCD b= 
كما هو مبين في   DCعلى امتداد  Bالعمود النازل من  BYليكن  .hوارتفاعه 
  الشكل.

  

A B

D C

M

E F

A B

D YC

X
1b

h

2b
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  ١٨٣  المضلعات  

  

  الآن، 

1 2

1 2

[ ] [ ] [ ]

1 1

2 2

1
( )

2

ABCD ABD DBC

b h b h

h b b

= +

= +

= +

  

  ����  .hنفسه وهو  الارتفاع طول لهما △DBCو  △ABDلأن المثلثين 
  

MRفيه  شبه منحرف MNPRفي الشكل المرفق،  ):١٤مثال ( NP�  و
MN RP= ،6MR = .MS PR�، RS MN� احسب طول المستقيم .

  .EFالوسطي 

  
متوازي أضلاع. إذن،  SNMRو  PSMRمن  لاحظ أن كلاً  الحل:

6PS SN= 6 وذا فإن .= 12
9

2 2

RM PN
EF

+ +
= = =.  ����  

  

AB حيثمتساوي الساقين  △ABCفي الشكل المرفق،  ):١٥مثال ( AC=  و
� 100A = ° .AD BC= احسب قياس .�

ADC.  
  

  

P S N

FE

R M

A

C

D

B
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٨٤

DEارسم  الحل: AC�  بحيث يكونADEC   شبه منحرف متساوي الساقين
  .كما هو مبين في الشكل

  
ADبما أن  BC=  وأنAD EC=  فإنBCE△  متساوي الساقين. ولكن

� 100 40 60BCE = − = EC متساوي الأضلاع و △BCE ،. إذن° EB= .
ABEإذن،  ACE≡△ △ )EA  منصف�

BEC( من ذلك نجد أن .
� 30AEC = �. وذا فإن ° 30ADC = °.  ����  

  

�شبه منحرف قائم حيث  ABCD ):١٦مثال ( � 90A B= = ° ،O  نقطة
EOتقاطع القطرين،  BC AD� . أثبت �

�ينصف  EOأن 
CED.  

AODبما أن  الحل: COB△ ∼ فإن  △
AD AO

BC OC
EO. وبما أن = BC� ن إف

AO AE

OC EB
AD. إذن، = AE

BC EB
�وبما أن  .= �

DAE CBE=  فإن

DEA CEB△ ∼ �من ذلك نرى أن . △ �
DEA CEB=  ًوأن متممتيهما أيضا

C

D

B

A

E

B C

DA

E O
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  ١٨٥  المضلعات  

  

� ،ن. إذنتامتطابق �
DEO CEO= ذا يكونو .EO  منصفاً للزاوية�

CED.  ����  
  

  ضلعيه شبه منحرف طولا PQRS: [Aust.MC 2000]) ١٧مثال (
 .سم كما هو مبين 6سم و  4ساقيه  سم وطولا 9سم و  3المتوازيين هما 

LM SR PQ� يساوي محيط شبه المنحرف  LMRSمحيط شبه المنحرف  .�

LMQP ما قيمة النسبة .LS

PL
  ؟ 

  
2LSلنفرض أن  الحل: x= ،الآن .LS MR

PS QR
2. أي أن =

4 6

x MR
. ومن =

3MRذلك نجد أن  x=. يبما أن محيط LMRS  وLMQP متساويان فإن  
6 3 3 4 2 2 9 3x x LM x x LM− + + − + = + + + . 

0.4xأي أن  0.8. إذن، = 0.8 1

4 0.8 3.2 4

LS

PL
= = =
−

.  ����  
  

 ،CDو  AB اهشبه منحرف قاعدت ABCD: [AMC10A 2002] )١٨مثال (
52ABفيه  =، 12BC =، 39CD =، 5DA احسب مساحة  .=

ABCD.  
   BCو  ADنقطة تلاقي امتدادي  Eافرض أن  الحل:

P Q

RS

L M

64

3

9
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٨٦

  
ABبما أن  CD�  فإنAEB DEC△ ∼ ن أمن ذلك نجد  .△
39 3

12 52 4

CE

CE
= =

+
36CEإذن،  . 3. أيضاً، =

5 4

DE

DE
=

+
وذا فإن  .

15DE ,15 هي △CDEالآن، أطوال أضلاع المثلث  .= 36, وبما أن  .39
2 2 215 36 39+ �قائم الزاوية عند  △CDEفإن  =

E ،إذن .  

  
[ ] [ ] [ ]

1 1
48 20 36 15 210

2 2

ABCD ABE CDE= −

= × × − × × = ����  
  

. إذا  RSو  PQ اهشبه منحرف قاعدت PQRS: [Euclid 2012] )١٩مثال (
7PQكان  =، 8QR PS= =، 15SR   ؟ PRفما طول القطر  =

  كما هو مبين في الشكل.  SRإلى القاعدة  Qو  Pارسم عمودين من  الحل:
  

  
7XYمستطيل، وذا فإن  PQYXالآن،  PQ= PXو  = QY= من .

PXSالواضح أن  QYR≡△ SX. من ذلك نجد أن △ YR=. ،الآن   

E

D C

BA

39

52

5 12

P Q

RS
X Y

88

7
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  ١٨٧  المضلعات  

  

2 7 15

4

SX XY YR SR

SX

SX

+ + =

+ =

=

  

  استناداً إلى مبرهنة فيثاغورس نجد أن
( ) ( ) ( )

2 2 2
64 16 48PX PS SX= − = − =.  

  فإن △PXRهو وتر المثلث القائم الزاوية  PRبما أن 
���� 2 2( ) ( ) 48 121 13PR PX XR= + = + = .  
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٨٨

 مسائل محلولة

)١( [Gauss 2012]  ما 4يساوي وعرضه  8 يساويطول المستطيل المرفق .
   مساحة المنطقة المظللة ؟

  
  32(د)     30(ج)     24(ب)     16(أ) 

الإجابة هي (أ): المنطقة غير المظللة هي مثلث مساحته تساوي  الحل:
1
4 8 16

2
× × 8مساحة المستطيل هي  ،= 4 32× . إذن، مساحة المنطقة =

32المظللة هي  16 16− =.  
  

)٢( [Gauss 2012]  رسمنا متوازي أضلاعPQRS  داخل المستطيلWXYZ  
PTكما هو مبين في الشكل المرفق. إذا كان  SR⊥  فما طولST ؟  

12(أ) 

13
13(ب)     

12
16(ج)     

13
13(د)     

5
  

  

و  △PWSالإجابة هي (ج): استناداً إلى مبرهنة فيثاغورس لكل من المثلثين : الحل

8

4

XW

Z YR

Q
S
T

P 123

4

5

5

4

12 3
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  ١٨٩  المضلعات  

  

SZR△ نجد أن  
2 2

2 2

3 4 25 5

5 12 169 13

PS

SR

= + = =

= + = =
  

1هي  △PWSمساحة المثلث 
[ ] 3 4 6

2
PWS = × × =  

1هي  △RYQمساحة المثلث 
[ ] 3 4 6

2
RYQ = × × =  

1هي  △SZRمساحة المثلث 
[ ] 5 12 30

2
SZR = × × =  

1هي  △QXPمساحة المثلث 
[ ] 5 12 30

2
QXP = × × =  

  هي SPQRمن ذلك نجد أن مساحة متوازي الأضلاع 
( )[ ] 15 9 6 6 30 30 63SPQR = × − + + + =  

  ولكن
[ ]

63 13

SPQR PT SR

PT

= ×

= ×
  

63إذن، 

13
PT   أن △PST. وذا نجد استناداً إلى مبرهنة فيثاغورس للمثلث =

2
2 63 256 16
5

13 169 13
ST

 = − = =  
.  

  

)٣( [Aust.MC 1984]  أي من الأعداد التالية لا يمكن أن يكون عدد أقطار
  مضلع محدب ؟

  45(د)     27(ج)     9(ب)     5(أ) 
. كل رأس من رؤوس nالإجابة هي (د): لنفرض أن عدد أضلاع المضلع هو : الحل
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٩٠

3nالمضلع يقع عليه  ى قطراً (القطع المستقيمة من الرأس إلى جميع الرؤوس الأخر  −
اوي إذن، عدد أقطار المضلع يس قطار في المضلع).ما عدا الرأسين ااورين هي أ

( 3)

2

n n   وبتجريب الأعداد نجد أن −
12  11  10  9  8  7  6  5  4  

n  

54  44  35  27  20  14  9  5  2  
  عدد الأقطار

  .لمضلع محدبلا يمكن أن يكون عدد أقطار  45إذن، العدد 
  

)٤( [Aust.MC 1980]  في المستطيلRSTU  ،8المرفقRS =، 6RU =  ،
SU، UPعلى  عمودي QTو  RPكل من  QS= .PQ يساوي:  

  6.4(د)     3.6(ج)     2.8(ب)     1.5(أ) 

  
QSالإجابة هي (ب): نفرض أن : الحل UP x= . استناداً إلى مبرهنة =

10USفيثاغورس نجد أن  10إذن،  = 2PQ x= . الآن، −

UPR URS△ ∼ UP. من ذلك نجد أن △ UR

UR US
6أي أن  .=

6 10

x
. وذا =

3.6xفإن  10ويكون  = 2 3.6 2.8PQ = − × =.  

2استناداً إلى مبرهنة فيثاغورس لدينا  حل آخر: 2 2 236PR UR UP x= − = − 
2و  2 2RS RP PS=   أي أن .+

( )2 2 2 264 36 (10 ) 36 100 20x x x x x= − + − = − + − + . 

R S8

U T

6

P

Q
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  ١٩١  المضلعات  

  

3.6xمن ذلك نجد أن  10ويكون  = 2 3.6 2.8PQ = − × =.  
  

)٥( [Aust.MC 1979]  في المستطيلABCD  ،المرفقE قطة داخل ن
AEالمستطيل،  a=، BE b=، CE c=، DE x=:عندئذ .  

x(أ)  a b c= − x(ب)     + b c a= + −  
2(ج)  2 2 2x a b c= − 2(د)     + 2 2 2x a b c= + −  

  
  كما هو مبين.  F ،G ،J ،Kالإجابة هي (ج): ارسم النقاط : الحل

  

  عندئذ، استناداً إلى مبرهنة فيثاغورس لدينا
2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

( ) ( )

( ) ( )

x b DG GE EK KB

FE GE GC AF

FE AF GE GC

a c

+ = + + +

= + + +

= + + +

= +

  

2إذن،  2 2 2x a c b= + −.  

A B

D C

ba

x c

A B

D C

ba

x c

J

G

E

E
F K
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٩٢

)٦( [Aust.MC 1981]  ،في الشكل المرفقPQRS  شبه منحرف فيه
PQ SR�، 20PQ 12SRسم،  =  △RSTسم ومساحة المثلث  =

  المربعة ؟ بالسنتمترات PQRS. ما مساحة شبه المنحرف ٢سم 60تساوي 
  320(د)     180(ج)     170(ب)     160(أ) 

  
. عندئذ، PQRSهو ارتفاع شبه المنحرف  hالإجابة هي (أ): لنفرض أن : الحل

h  هو ارتفاع المثلثRST△ 1. من ذلك نجد أن
12 60

2
h× × أي أن  .=

10h 1. إذن، =
[ ] (20 12) 10 160

2
PQRS = + × =.  

  

)٧( [Aust.MC 1979] في الشكل المرفق، ABCD  ،شبه منحرف
MN AB DC� � .MN  يقسم مساحة شبه المنحرفABCD  إلى
8ABكان ا  نصفين متساويين. إذ 10DCو  =   ؟ MNفما طول  =

  

P Q

S R

T

10

8

C

B

NM

A

D
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  ١٩٣  المضلعات  

  

  10(د)     82(ج)     9(ب)     80(أ) 
BYأنشئ  :الإجابة هي (ج): الحل AD� ارتفاع  وافرض أنBXN△  يساوي
h  وأن ارتفاعBYC△  يساويH  وافرض أنMN x=   كما هو مبين في

  الشكل أدناه.

  
BXNبما أن  BYC△ ∼ 8فإن  △

2

h x

H

−
8أي أن  .=

2

x
h H

−
= وبما  .×

]2أن  ] [ ]ABNM ABCD= فإن  

2

2

2( 8) (8 10)

2 2

( 8)
( 8) 9

2

64 18

82

82

x
h H

x
x H H

x

x

x

+ +
× = ×

−
+ × = ×

− =

=

=

  

  

)٨( [Aust.MC 1980] PQRS أضلاع.  متوازيV، U، T  نقاط تقاطع
QT  معPR ،PS، RS  على التوالي كما هو مبين في الشكل المرفق. إذا

8

8

C

B

N
M

A

D 8 Y 2

h

H
8x −

X
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٩٤

3QUكان  6QTو  =   ؟ يساوي QVفإن  =
  3(د)     2.5(ج)     2(ب)     1(أ) 

  
TUSالإجابة هي (ب): بما أن : الحل TQR△ ∼   فإن △

3 1

6 2

TS TU

TR TQ
= = =  

QPVوبما أن  TRV△ ∼   فإن △
1

2

QV QP TS

TV TR TR
= = =  

1إذن، 

2
TS TR= ذا فإنو .QP RS TS= ويكون  =

1
2

3
QV QT= =.  

  

)٩( [AJHSME 1988]  الشكل المظلل المرفق هو تقاطع مستطيلين متعامدين. ما
 مساحة المنطقة المظللة ؟

  

Q R

S

T

U

V

P

3

2 8

10
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  ١٩٥  المضلعات  

  

  46(د)     44(ج)     38(ب)     23(أ) 
في مستطيل  ينالمظللة هي اتحاد مستطيلين مشتركالإجابة هي (ب): المنطقة : الحل

2صغير. وذا فمساحة المنطقة هي  10 3 8 2 3 38× + × − × =.  
  

)١٠( [AJHSME 1989]  ،ًطوينا قطعة ورق مربعة الشكل من منتصفها عموديا
بعد ذلك قطعنا الورقة المطوية إلى نصفين من الخط المنقط كما هو مبين في 

 ثناناو  مستطيلات، أحدهما كبير ثةالشكل. ينشأ عن هذه العملية ثلا
صغيران. ما النسبة بين محيط أحد المستطيلين الصغيرين إلى محيط المستطيل 

  الكبير ؟

2(أ) 

3
3(ب)     

4
4(ج)     

5
5(د)     

6
  

  

  
 ةحصل عليها هي الثلاثنالإجابة هي (د): لاحظ أن المستطيلات التي س: الحل

  بينة في الشكل أدناه.الممستطيلات 
  

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ١٩٦
  

  
)2 محيط أحد المستطيلين الصغيرين هو 4 ) 10x x x+ =.  

2)2 محيط المستطيل الكبير هو 4 ) 12x x x+ =.  

10 إذن، النسبة بين المحيطين هي 5

12 6

x

x
=.  

  

)١١( [AMC8 1999]  في شبه المنحرفABCD  ،المرفقAB CD= محيط .
  يساوي: ABCDشبه المنحرف 

  48(د)     34(ج)     32(ب)     30(أ) 

  
4AEالإجابة هي (ج): لاحظ أن : الحل FD= . استناداً إلى مبرهنة =

  لدينا فيثاغورس
2 23 4 5AB CD= = + =.  

16 هو ABCDإذن، محيط شبه المنحرف  8 5 5 34+ + + =.  
  

)١٢( [AMC8 1999]  طول ضلع المربعABCD  القطعتان 3المرفق يساوي ،

x x x x

4x

16

8

3

FE

B C

A D
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  ١٩٧  المضلعات  

  

CM  وCN قسمان المربع إلى ثلاث مناطق متساوية المساحة. ما طول ت
CM ؟  

  
  15(د)     14(ج)     13(ب)     12(أ) 

3تساوي  المربعالإجابة هي (ب): مساحة : الحل 3 9× مساحة كل فإن . ولذا =
9من المناطق الثلاث تساوي  3 3÷ هي  △CBM. الآن، مساحة =

1

2
BC BM× 1. إذن، ×

3 3
2

BM× × 2BMوذا فإن  .= . الآن، =

2استناداً إلى مبرهنة فيثاغورس نجد أن  22 3 13CM = + =.  
  

)١٣( [AMC8 2000]  رسمنا داخل المربعABCD مربعات كما هو مبين في  ةثلاث
  الشكل. مساحة المنطقة المظللة تساوي:

  15(د)     14(ج)     10(ب)     7(أ) 

  

A D

CB

M

N

C B

AD

1

1

1

3

3

1
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  الهندسة (الجزء الأول)  ١٩٨

1يساوي  ABCDالإجابة هي (أ): طول ضلع المربع : الحل 3 1 5+ + = .
1 مربعات الداخلية هي ة. مساحة الثلاث25 إذن، مساحته تساوي 1 9 11+ + =. 

1 مساحة المنطقة المظللة تساويإذن،  1
(25 11) 14 7
2 2

− = × =.  
  

)١٤( [AMC8 2000]  مساحة المستطيلABCD  المبين في الشكل المرفق تساوي
نقطتا منتصفا القطعتين  Nوَ  Mحيث  △AMN. مساحة المثلث 72
BC  وCD تساوي:  
  36(د)     30(ج)     27(ب)     21(أ) 

  

2ABليكن الإجابة هي (ب): : الحل y= ،2BC x= عندئذ .

[ ]ABM xy=  1و
[ ]

2
MNC xy=  و[ ]ADN xy=فنحصل على .  

1 3
[ ] 4

2 2
AMN xy xy xy xy xy= − − − =  

  لكن 
[ ] 72 (2 )(2 )ABCD x y= =  

18xyومنه  3وبالتالي  =
[ ] 18 27

2
AMN = ⋅ =.  

  

)١٥( [AMC10 2000]  في المستطيلABCD  ،1المرفقAD = ،P  نقطة على
AB. DB  وDP  يثلثان الزاوية�

ADC ما محيط المثلث .BDP△ ؟  

C

BA

D

M

N
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  ١٩٩  المضلعات  

  

4(أ)  3
2

2
2(ب)     + 2 3(ج)     +2 3 5

2

5(د)     + 3
2

3
+  

  

�الإجابة هي (أ): بما أن : الحل � � 30ADP PDB BDC= = = فإن  °
2 3

3
PD 2DBن إو  = 2. إذن، = 22 1 3DC = − كما أن   .=

3

3
AP 3إذن،  .= 2 3

3
3 3

PB = − . وذا فإن محيط المثلث =
BDP△  يساوي  

2 3 2 3 4 3
2 2

3 3 2
+ + = + . 

  

)١٦( [AMC10A 2003]  في المستطيلABCD 8في الشكل،  المبينAB =، 
9BC =، H  نقطة علىBC  6حيثBH = ،E  نقطة علىAD 

4DEحيث   G ،Fفي النقطة  AHو  ECيتقاطع المستقيمان  ،=
GFحيث  ADنقطة على المستقيم  AF⊥ ما طول .GF ؟ 

  

C

BA

D

P

A

BC

D

H

E4

6

8

F
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٠٠

  20(د)     24(ج)     28(ب)     30(أ) 
�الإجابة هي (د): لدينا : الحل �

GHC AHB= أن كما  .بالتقابل بالرأس
� � 90F B= = �وأن  ° �

BHA HAD= ا تبادليتان داخلياً. إذنملأ، 
GFA ABH△ ∼ GCH أيضاً . △ GEA△ ∼ 5EA ، كما أن△ وأن  =

3CH   . الآن، =
3

5

GH CH

GA EA
= =  

2ولذا فإن 

5

HA

GA
2ولكن  .= 28 6 10HA = + . إذن، =

5
10 25

2
GA = × GA. ولكن = GF

AH AB
25. أي أن =

10 8

GF
. وذا فإن =

25 8
20

10
GF

×
= =.  

  

)١٧( [AMC10B 2003] في المستطيل ABCD ،5 المرفقAB =، 3BC = .
F  وG  نقطتان علىCD  1حيثDF 2GCو  = = .E نقطة 

  ؟ △AEB. ما مساحة المثلث BGو  AFتقاطع المستقيمين 

21(ب)     10(أ) 

2
25(د)     12(ج)     

2
  

  

E

CD

A B

21

3

5

F G
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  ٢٠١  المضلعات  

  

FGالإجابة هي (د): بما أن : الحل AB� فإن EFG EAB△ ∼ . من ذلك △
  نأنرى 

2

5

EF EG FG

EA EB AB
= = =  

عندئذ، من التناسب نجد أن  .△EABهو ارتفاع المثلث  hلنفرض أن 
2 3

5

h

h

−
5hوذا فإن  .=   . إذن، =

1 25
[ ] 5 5

2 2
EAB = × × =  

  

)١٨( [AMC10A 2005]  طول ضلع المربعABCD  المبين في الشكل المرفق
1BE، 50يساوي    ؟ EFGH. ما مساحة المربع الداخلي =

  40(د)     36(ج)     32(ب)     25(أ) 

  
؟).  الإجابة هي (ج): لاحظ أولاً أن المثلثات القائمة الأربعة متطابقة (لماذا: الحل

1BEبما أن  1AHفإن  = 1HB. أيضاً، = HE BE HE= + = + .
  استناداً إلى مبرهنة فيثاغورس لدينا

2 21 ( 1) 50

1 7

6

HE

HE

HE

+ + =

+ =

=

  

CD

A B

F

E
H

G
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٠٢

26تساوي  EFGHوذا فإن مساحة المربع  36=.  
  

)١٩( [Pascal 2010]  رسمنا المعينPQRS  داخل المستطيلJKLM   كما هو
JMمبين في الشكل.  PZ XR� �، JK QW YS� إذا كان  .�

39JP =، 52JS =، 25KQ   ؟ WXYZفما محيط المستطيل  =
  96(د)     84(ج)     58(ب)     48(أ) 

  

لدينا  △SJPالإجابة هي (د): استناداً إلى مبرهنة فيثاغورس للمثلث : الحل
2 252 39 65SP = + معين فإن  PQRSوبما أن  .=

65SP PQ QR SR= = = . وباستخدام مبرهنة فيثاغورس مرة أخرى =
2 د أننج △PKQللمثلث  265 25 60KP = − KQبما أن . = PW�  و

PK WQ�  فإنPKQW  25مستطيل ويكونPW KQ= . وبالمثل، =
JPZS  52مستطيل ومن ثمPZ JS=  ،. إذن=

52 25 27WZ PZ PW= − = − بما أن . مستطيل SYRM. أيضاً، =
JM KL� و JK ML� و PQ SR�  فإن� �

MSR KQP=  ن إو
� �
SRM QPK= ،الآن .SMR QKP≡△ △(ASA) . ،إذن  

K

Q

LRM

S

J P

X
W

Z
Y
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  ٢٠٣  المضلعات  

  

60MR KP=   . وذا يكون=
60 39 21ZY SY SZ MR JP= − = − = − = . 

21)2يساوي  WXYZمحيط المستطيل  ،إذن 27) 96+ =.  
  

)٢٠( [Pascal 2007]  قسمنا المستطيلABCD  إلى منطقتينAEFCD  و
EBCF  متساويتي المساحة كما هو مبين في الشكل المرفق. إذا كان
40EB =، 80AD =، 30EF   ؟ AEفما طول  =
  24(د)     20(ج)     15(ب)     10(أ) 

  

FPالإجابة هي (ب): ارسم : الحل AB�  ويقطعBC  في النقطةP ،الآن .
EBPF  40مستطيل، ومن ثم فإنEB FP= 30EFو  = BP= كما  .=

80أن  30 50PC = −   . الآن،=
[ ] [ ] [ ]

1
30 40 40 50 2200

2

EBCF EBPF FPC= +

= × + × × =
  

2هي  ABCDومن ذلك فإن مساحة المستطيل  2200 4400× . إذن، =
4400

55
80

AB = 55ويكون  = 40 15AE AB EB= − = − =.  

A
E

B

F

CD

P
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٠٤

)٢١( [Cayley 2007]  في الشكل المرفق، دورنا المستطيلABCD  حولA 
�حيث  AEFGلنحصل على المستطيل  30BAE = ° ،12AB = ،

18BC   تساوي ؟مساحة المنطقة المظللة  .=
432(أ)  132 532(ب)     −3 132 3−  

536(ج)  132 538(د)     −3 132 3−  

  
مشتركة بين  AEHDالإجابة هي (أ): لاحظ أولاً أن المنطقة غير المظللة : الحل

المستطيلين، وذا فمساحة المنطقتين المظللتين متساوية لأن للمستطيلين المساحة 
]2ة تساوي لنفسها. وذا فإن مساحة المنطقة المظل ]AEHCB الآن، ارسم القطعة .

هو مثلث  △AEX. بما أن BCموازية للقطعة  XEYالمستقيمة 

30 60 90° − ° − 1فإن  ° 1
12 6

2 2
EX AE= = × وإن  =

3 6 3AX EX= 12. إذن،= 6 3XB AB AX= − = . أيضاً، −
  ،△EYHفي 

� � �180 ( ) 180 (60 90 ) 30HEY AEX AEF= ° − + = ° − ° + ° = ° ،  

18 6 12EY XY XE= − = − 12. وذا فإن =
4 3

3
HY = لأن  =

G

F
A

E
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D

H

X Y
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  ٢٠٥  المضلعات  

  

EYH△  30هو مثلث 60 90° − ° − . ومن ذلك نجد أن مساحة المنطقة المظللة °
  هي

2[ ] 2 [ ] [ ] [ ]

1 1
2 6 6 3 18(12 6 3) 12 4 3
2 2

2 18 3 216 108 3 24 3

432 132 3

AEHCB AEX XYCB EHY = + + 

 
 = × × + − + × ×
  

 = + − +  

= −

△ △

  

  

)٢٢( [Fermat 2011]  قسمنا المربعPQRS مستطيلات كما هو مبين  ةإلى خمس
  :في الشكل. مساحة المستطيل المظلل هي

  49(د)     28(ج)     22(ب)     16(أ) 

  
2الإجابة هي (ج): : الحل 9 11QR = + =. 6 2 4AD = − = .

8 (11 10) 7DC = − − هي  ABCDإذن، مساحة المستطيل  .=
4 7 28× =.  

  

6

2

9

10

8
P Q

A B

CD
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٠٦

)٢٣( [Fermat 2011]  طول كل من المستطيلات الستة المبينة في الشكل المرفق

2YZ. إذا كان hوعرض كل منها يساوي  wيساوي  XY=  فإنh

w
 

  :يساوي

1(أ) 

3
3(ب)     

8
1(ج)   

2
3(د)     

4
  

  

PRQ الإجابة هي (ب): لاحظ أن: الحل XYZ△ ∼ �لأن  △ �
XZY PQR= .

XZمن ذلك نجد أن  XY ZY

PQ PR QR
= QR. أي أن = ZY

PR XY
. ولكن، =

2ZY XY= ،3QR w= ،4PR h= ،3. إذن 2
2

4

w XY

h XY
= . وذا =

3فإن 

8

h

w
=.  

  

)٢٤( [Fermat 1999]  قسمنا متوازي الأضلاعABCD مثلثات  ةإلى أربع
كما هو مبين في الشكل.   1متساوية الأضلاع طول ضلع كل منها يساوي 

  ؟ ACما طول القطر 

  

Q

Z

X

P

h

R w

Y

B C

DA
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  ٢٠٧  المضلعات  

  

  10(د)     7(ج)     5(ب)     3(أ) 
ويلاقي امتداد  ADأنشئ مستقيماً عمودياً على  Cالإجابة هي (ج): من : الحل
AD  في النقطةE.  

  

�بما أن 
60BAF = ABوأن  ° DC�  فإن�

60CDE = هو  △CDE. إذن، °

30مثلث  60 90° − ° − 1CDفيه  ° 3. من ذلك نجد أن =

2
CE وأن  =

1

2
DE 5. إذن، =

2
AE   ونجد استناداً إلى مبرهنة فيثاغورس أن  =

22
5 3

7
2 2

AC
    = + =      

. 

  

)٢٥( [Euclid 2011]  قطعنا قطعة من وسط كل من أضلاع مربع لإنشاء مثلثات
كما هو مبين في الشكل.   1متساوية الأضلاع طول ضلع كل منها يساوي 

  فما محيط الشكل الناتج ؟ 3إذا كان طول ضلع المربع يساوي 

  
  18(د)     16(ج)     14(ب)     12(أ) 

B C

D
A
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E
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٠٨

. إذن، 16وعددها  1الإجابة هي (ج): طول كل من القطع المبينة يساوي : الحل
  .16محيط الشكل يساوي 

  

)٢٦( [Euclid 2010]  ،في الشكل المرفقABCD  ،مستطيلAE BD⊥ ،
4AF = ،2DF   ؟ BCEF. ما مساحة الشكل الرباعي =

  25(د)     23(ج)     22(ب)     19(أ) 

  

  الإجابة هي (أ): استناداً إلى مبرهنة فيثاغورس نجد: الحل
2أن  2 2 2( ) ( ) 4 2 2 5AD AF DF= + = + لنفرض أن  .=

�
FAD x= ،عندئذ .�

90BAF x= ° − ،�
90ADF x= ° −، 

� 90 (90 )BDC x x= ° − ° − BFAإذن،  .= AFD DFE△ ∼ △ ∼ من  .△

ABذلك نجد أن  DA

AF DF
4 . أي أن= 2 5

4 5
2

AB
×

= ، . أيضاً =
FE FD

FD FA
2ويكون  = 2

1
4

FE
×

=   . إذن،=

[ ] [ ] [ ]

1 1
4 5 2 5 2 1 19

2 2

BCEF DCB DFE= −

= × × − × × =

△ △

  

  

3aمتوازي أضلاع فيه،  ABCDفي الشكل المرفق  )٢٧( = ،4b . ما قيمة =

B

CD

A

F

E
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  ٢٠٩  المضلعات  

  

2 2( ) ( )AC BD+ ؟  
  50(د)     40(ج)     30(ب)     25(أ) 

  
DEهو ارتفاع متوازي الأضلاع وأن  hالإجابة هي (د): لنفرض أن : الحل x=  

  كما هو مبين في الشكل أدناه.

  
2نجد أن  △AEDاستناداً إلى مبرهنة فيثاغورس في المثلث  2 9h x+ ن أ. بما =

AD BC�  ن أنجد� �
ADC BCF=إذن .، BFC AED≡△ الآن،  .△

  نجد أن △BDFو  △AECبتطبيق مبرهنة فيثاغورس للمثلثين 
2 2 2

2 2 2

( ) (4 )

( ) (4 )

AC h x

BD h x

= + −

= + +
  

  إذن،
2 2 2 2 2 2

2 2

( ) ( ) 16 8 16 8

2 2 32

AC BD h x x h x x

h x

+ = + − + + + + +

= + +
  

2، ولكن 29h x=    . إذن،−

4

3

B

CD

A

4

3

B

CD

A

E 4 x−x

h h

F
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢١٠

2 2 2 2( ) ( ) 2(9 ) 2 32 50AC BD x x+ = − + + = . 
  

شكل رباعي قطراه متعامدان. إذا كان  ABCDفي الشكل المرفق،  )٢٨(
4AC = ،6BD   ؟ ABCDفما مساحة الشكل الرباعي  =

  72(د)     48(ج)     24(ب)     12(أ) 

  

  هي (أ): لاحظ أن الإجابة: الحل
[ ] [ ] [ ]

1 1

2 2

1 1 1
[ ] 4 6 12

2 2 2

ABCD ADC ACB

ED AC BE AC

AC ED EB AC BD

= +

= × × + ×

= × × + = × × = × × =

△ △

. 
  

)٢٩( [Mathcounts 1992] ما مساحة شبه المنحرف المبين في الشكل المرفق ؟  
  306(د)     276(ج)     210(ب)     180(أ) 
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  ٢١١  المضلعات  

  

في النقطة  DKويلاقي  DKعلى  Cاً من الإجابة هي (د): ارسم عمود: الحل
Y. ،عندئذ  

  
2 213 5 12UX CY= = − 2وَ      = 220 12 16YK = − =  

  ،إذن
[ ] [ ] [ ] [ ]

1 1
5 12 15 12 16 12 306

2 2

DUCK UDX UCYX CKY= + +

= × × + × + × × =
  

  

)٣٠( [Mathcounts 1986]  إذا كانABCDEF طول ضلعه  اً منتظم اً سداسي
  ؟ △BCEفما مساحة المثلث  6يساوي 

12(أ)  16(ب)   3 18(ج)     3 20(د)     3 3  
  الإجابة هي (ج):: الحل

  

KD X5

13 20

Y

U C15

D E

F

AB

C
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢١٢

4السداسي يساوي  زواياقياس كل من  180
120

6

×
= متساوي  △CDEبما أن  .°

�الساقين فإن  �
30DCE DEC= = �. إذن °

90ECB =   وبما أن .°
�. ولذا فإن �B ينصف BEالسداسي منتظم فإن 

60CBE = . ومن ذلك °
�

30CEB = 30هو مثلث  △EBC ،. إذن° 60 90° − ° − الآن، بما أن  .°

6BC 6فإن  = 3CE 1ويكون  =
[ ] 6 6 3 18 3

2
EBC = × × =.  

  

)٣١( [MAΘ 1990]  ثماني محدب يحوي زاويتين متطابقتين. قياس كل من زواياه
أضعاف قياس إحدى الزاويتين المتطابقتين. ما قياس كل  ةالأخرى يساوي ثلاث
  من الزوايا الكبرى ؟

  °100(د)     °162(ج)     °108(ب)     °54(أ) 
هو قياس كل من الزاويتين المتطابقتين. إذن،  xالإجابة هي (ج): لنفرض أن : الحل
3x  هو قياس كل من الزوايا الست الأخرى. من ذلك نرى أن

(8 2) 180 2 18 20x x x− × = + 20. أي أن = 1080x . ومن ذلك نجد =
54xأن  = 3ويكون  ° 3 54 162x = × = °.  

  

)٣٢( [MAΘ 1987]  في شكل  5، 4، 4، 3، 2، 1ما مجموع قياس الزوايا
  النجمة المرفق ؟
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  ٢١٣  المضلعات  

  

  °360(د)     °270(ج)     °210(ب)     °180(أ) 
لاحظ أن مجموع زوايا المثلثات  .xالإجابة هي (أ): لنفرض أن اموع هو : الحل

 هو ضعف اموع △AWC△ ،EVB△ ،DZA△ ،CYE△ ،BXDالخمسة 
x  مضافاً إليه مجموع زوايا الخماسيVWXYZ،إذن .  

2 540 900

180

x

x

+ ° = °

= °
  

  

)٣٣( [Mathcounts 1991]  في الشكل الرباعيABCD  ،المرفق
�

110ABC = ° ،�
100BCD = �. ما قياس الزاوية °

AFD ؟  
  °80(د)     °75(ج)     °70(ب)     °60(أ) 

  
  لدينا  △AFDالإجابة هي (د): في : الحل

� � � � 2 2 180AFD FDA FAD AFD x y+ + = + + = °  
�إذن،  180 2( )AFD x y= ° − لدينا  ABCD. ولكن في الشكل الرباعي +

� � 3 3 360B C x y+ + + =   من ذلك نجد أن .°
360 110 100

50
3

x y
° − ° − °

+ = = °  

�إذن، 
180 2 50 80AFD = ° − × ° = °.  
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢١٤

)٣٤( [AHSME 1952]  متراً مربعاً وارتفاعه  1400مساحة شبه منحرف تساوي
متراً. إذا كان طول كل من قاعدتيه عدداً صحيحاً يقبل القسمة  50يساوي 

  القاعدة الكبرى ؟ فما مجموع القيم الممكنة لأطوال 8على 
  120(د)     88(ج)     56(ب)     48(أ) 

. 8bوالصغرى  8aالإجابة هي (د): لنفرض أن طول القاعدة الكبرى هو : الحل
  عندئذ، 

1
50 (8 8 ) 1400

2
7

a b

a b

× × + =

+ =

  

aعدد صحيح موجب وأن  bو  aوبما أن كلاً من  b> فإن الحلول الممكنة هي  
)6a 1bو  = 5a) أو (= 2bو  = 4aو (أ) = 3bو  =  ،إذن .)=

4هي  aمجموع قيم  5 6 15+ + هو  8aللقاعدة  ة. وذا مجموع القيم الممكن=
8 15 120× =.  

  

)٣٥( [AHSME 1953] .شبه  مساحة مثلث تساوي مساحة شبه منحرف
. ما 18المنحرف و المثلث لهما الارتفاع نفسه. طول قاعدة المثلث يساوي 

  قاعدتي شبه المنحرف ؟ متوسط طولي
  36(د)     27(ج)     18(ب)     9(أ) 

هو  hشبه المنحرف وأن  تيقاعد طولا 2bو  1bالإجابة هي (أ): نفرض أن : الحل
  ارتفاع كل من المثلث وشبه المنحرف. إذن،

1 2

1 1
18 ( )

2 2
h h b b× × = × × +  

1من ذلك نجد أن  2 9
2

b b+
=.  

o b e i k a n d l . c o m



  ٢١٥  المضلعات  

  

)٣٦( [AHSME 1953]  إذا طابقت القاعدة الكبرى في شبه منحرف متساوي
شبه المنحرف فإن  ارتفاعالساقين أحد القطرين وطابقت القاعدة الصغرى 

  :إلى القاعدة الكبرى هي الصغرىة النسبة بين القاعد

1(أ) 

2
3(ب)     

5
2(ج)   

3
3(د)     

4
  

  :الإجابة هي (ب): الحل

  
ABلنفرض  AE a= DCوأن  = AC b= EFلاحظ أولاً أن  .= a= .

ADEوبما أن  BCF≡△  فإن △
2

b a
DE FC

−
= إذن، استناداً إلى . =

  مبرهنة فيثاغورس نجد أن 
2 2

2 2 2

2 2 2

2 2

2 2

4 5 2

5 2 3 0

(5 3 )( ) 0

b a b a
b a a a

b a b ab

a ab b

a b a b

   − +  = + + = +      

= + +

+ − =

− + =

  

5إذن،  3 0a b− 3. ويكون =

5

a

b
=.  

  

)٣٧( [AHSME 1955]  ،في الشكل المرفقABC  ،مثلثAE ،BF ،CD 
FHمنصفات أضلاع المثلث،  AE� ،FH AE=ارات . أي من العب

A B

D C

a

a

b

E F

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٢١٦

 :التالية يمكن أن تكون خاطئة

HE(ب)     متوازي أضلاع AEHF(أ)  HG=  

BH(ج)  DC=     (د)3

4
FG AB=  

  

  

FHالإجابة هي (ب): العبارة (أ) صائبة لأن : الحل AE�  وأنFH AE= .
في  ABفإنه يلاقي  ACموازياً للقطعة  HEعند تمديد  لأنهالعبارة (ج) صائبة 

ضلعان متقابلان في المثلثين المتطابقين  BHو  DC. وذا فإن Dالنقطة 
ACD△  وHDB△ لأن. العبارة (د) صائبة  

1 3

2 4
FG FE EG AD DB AB= + = + =.  

  

)٣٨( [AHSME 1957]  بقطع مثلثات متطابقة قائمة ومتساوية  اً منتظم اً كونا ثماني
ول ساق  فإن ط 1الساقين من زوايا مربع. إذا كان طول ضلع المربع يساوي 

  :كل من هذه المثلثات يساوي

2(أ)  2

3

2(ب)     + 2

2

1(ج)     − 2

2

2(د)     + 2

3

−  

. عندئذ، طول xالإجابة هي (ب): لنفرض أن طول ساق المثلث يساوي : الحل

C H

BDA

F
E G

o b e i k a n d l . c o m



  ٢١٧  المضلعات  

  

1ضلع الثماني يساوي  2x− 1. ولكن 2x− .إذن،  هو طول وتر المثلث القائم
2 21 2 2x x x x− = + 2وذا فإن . = 2

2
x

−
=.  

  

)٣٩( [AHSME 1957]  في المثلث القائمABC△  ،5المرفقBC = ،
12AC = ،AM x=، MN AC⊥ ،NP BC⊥ ،N  نقطة على
AB إذا كان .y MN NP=   :يساوي MNPCمحيط المستطيل فإن  +

5(أ)  12x 5(ب)     + 12

12 5

x
144(ج)     + 7

6

x−     (د)5
6

12

x
+  

  

ABCالإجابة هي (ج): لاحظ أن : الحل ANM△ ∼ ولذا فإن . △
AC BC

AM NM
12 . أي أن= 5

x NM
5 وذا فإن .=

12

x
NM  . أيضاً،=

12NP MC x= =   . وذا يكون محيط المستطيل هو −
5 144 7

2 2( ) 2 12
12 6

x x
y MN NP x

  −= + = − + =  
  

  

)٤٠( [AHDME 1957] و  4الساقين  وطولا 9و  3شبه منحرف  قاعدتي طولا
لمنحرف إلى شبهي منحرفين موازياً للقاعدتين ويقسم شبه ا . رسمنا مستقيماً 6

  :هذا المستقيم يقسم الساقين بنسبة المحيط. يمتساوي

4(أ) 

3
3(ب)   

2
4(ج)   

1
6(د)   

1
  

A C

PN

M

B
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢١٨

  الإجابة هي (ج):: الحل

  
  فإن  EFDCيساوي محيط  ABEFبما أن محيط 

3 (4 ) 9 (6 )

8

x y EF x y EF

x y

+ + + = − + + − +

+ =
  

4وبما أن  2

6 3

x

y
= 2فإن  =

8
3
y y+ 24أي أن . =

5
y   وذا فإن. =

24 424 6

5 56 6 1

y

y

     = = =        −
. 

  

)٤١( [AHSME 1958]  ،في الشكل المرفقABCD  ،مستطيلP  نقطة على
AB ،PS BD⊥ ،PR AC⊥ ،AF BD⊥ ،PQ AF⊥ طول .

PR PS+ يساوي:  
  AF(د)     EF(ج)     AE(ب)    PQ(أ) 

  

  

A B

E

CD

F

y

3

x

9

D

A

T

P B

C

S

R
EQ

F
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  ٢١٩  المضلعات  

  

PTRن أالإجابة هي (د): لاحظ : الحل ATQ△ ∼ . ولذا فإن △
PR PT

AQ AT
�. وبما أن = � �

PAT PBS APT= PTفإن  = AT=.  ولذا فإن

PR AQ= ،PS QF= ،إذن .PR PS AQ QF AF+ = + =.  
  

)٤٢(  [Aust.MC 1987] رسمنا المستطيلPSTU  داخل المثلث القائم والمتساوي
12PR. إذا كان △QPRالساقين  PSو  = x=  فإن مساحة المستطيل
  :تساوي

212x(أ)  x−     (ب)2 12x x−     (ج)272 x−     (د)212 2x x−  

  

12SRالإجابة هي (أ): : الحل x= �ن أوبما  .− � 45STR SRT= = فإن  °
STR△  12متساوي الساقين ويكونST x=   إذن، .−

2[ ] (12 ) 12PSTU x x x x= − = − . 
  

)٤٣( [Aust.MC 1991]  طول ضلع المربعPQRS  سم.  12يساويT  نقطة
MNسم،  5يساوي  STحيث  RSعلى  PT⊥. 4كان   اإذMX = 
  :يساوي XNفإن 
  11(د)     9(ج)     7(ب)     5(أ) 

Q R
T

S

P

U
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٢٠

  

SUالإجابة هي (ج): ارسم : الحل MN� .،عندئذ SU MN=  َو 
PST SRU≡△ △.  

  

SUإذن،  PT= 2. ولكن 25 12 13PT = + ومن ذلك يكون  .=
13MN 13و  = 4 9XN = − =.  

  

�منصف الزاوية  PMمتوازي أضلاع،  PQRSفي الشكل المرفق،  )٤٤(
P، 

RN  منصف الزاوية�
R 6. إذا كانSR 4SMو  =  PNفإن  =

  يساوي:
  2.5(د)     2(ج)     1.5(ب)     1(أ) 

P Q

RS
T

X

N

P Q

RS
T

X

N

U

M

M
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  ٢٢١  المضلعات  

  

  

  

�ن أالإجابة هي (ج): بما : الحل �
R P=  فإن� �

NRQ MPS= ًأيضا .، � �
S Q= 

PSو  QR=. إذن، SPM QRN≡△  نجد أن . ومن ذلك△
4SM NQ= 6، . إذن= 4 2PN PQ NQ= − = − =.  
  

 Cو  Aن من االمسافت فيه ،شكل رباعي محدب ABCDفي الشكل المرفق  )٤٥(
 ACإلى القطر  Dو  Bن من امتساويتان والمسافت BDإلى القطر 

5DCمتساويتان. إذا كان    :يساوي ABفإن  =
  غير كافية ات(د) المعلوم    5(ج)     4(ب)     3(أ) 

  

AOMالإجابة هي (ج): لاحظ أن : الحل COP≡△ � لأن △ �
AOM COP=

AMو  CP= ،.إذن، والمثلثان قائما الزاوية OA OC=،وبالمثل . OB OD= .
5AB ،إذن .متوازي أضلاع ABCDمن ذلك يكون  DC= =.  

  

S

P
N

Q

RM

D C

A B

O

P
Q

M
N

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٢٢

)٤٦( E  نقطة داخل المربعABCD  بحيث أنABE△  متساوي الأضلاع. إذا
3DEكان   :يساوي CEفإن  =

  غير كافية ات(د) المعلوم    5(ج)     4(ب)     3(أ) 

  
ADالإجابة هي (أ): بما أن : الحل AB AE EB BC= = = وأن  =

� �
30DAE CBE= = DAEفإن  ° CBE≡△ 3CEويكون  △ DE= =.  

  

)٤٧( ABCD  مربع طول ضلعهa ،M  نقطة منتصفBC ،N  نقطة
 DPفإن  BNو  AMنقطة تقاطع  Pإذا كانت  .CDمنتصف 
  يساوي:

  

A B

E

D C

A B

N

P

a

Q

M

D C
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  ٢٢٣  المضلعات  

  

(أ) 
2

a   (ب)a     (ج)2a     (د)2a  

  .BNو  ADنقطة تقاطع امتدادي  Qالإجابة هي (ب): ارسم : الحل
ABMالآن،  BCN≡△ �. من ذلك نجد أن △ �

PAB PBM=.  
�إذن،  � 90PAB PBA+ = �وذا فإن  .°

90APB = الآن،  .°
QDN BCN≡△ QD. ولذا فإن △ BC a= مثلث قائم  △QPA. إذن، =

. وذا فإن AQمنصف  PDالزاوية حيث 
2

AQ
PD a= =.  

  

)٤٨( O  هي نقطة تقاطع قطري المربعABCD ،E  نقطة منتصفBO  وF 
10AB. إذا كان CDنقطة منتصف    :يساوي EFفإن  =

  10(د)     2.5(ج)     2(ب)     1(أ) 

  

القطعة  MF ،. الآنBCنقطة منتصف  Mالإجابة هي (ج): لنفرض أن : الحل
MF. إذن △BCDالواصلة بين منتصفي ضلعي المثلث  BD�  و

20

2 2

BD
MF = القطعة الواصلة بين منتصفي ضلعي المثلث  EM ،. وبالمثل=

BOC△ ،إذن .EM OC�  20و

4
EM ، استناداً إلى مبرهنة ن. الآ=

  نجد أن △EMFفيثاغورس للمثلث 

F
CD

A B

M
O

E
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٢٤

2 2 20 20 100 10
2.5

4 16 16 4
EF FM EM= + = + = = = . 

  

)٤٩( [AMC8 2012] كما هو مبين  5 داخل مربع مساحته 4 مساحته اً رسمنا مربع
الصغير يقسم ضلع المربع الكبير في الشكل المرفق. كل رأس من رؤوس المربع 

  ؟ ab. ما قيمة b وطول القطعة الكبرى a إلى قطعتين طول القطعة الصغرى

1(أ) 

5
2(ب)   

5
1(ج)   

2
  1(د)     

  
وطول ضلع المربع  5الإجابة هي (ج): طول ضلع المربع الكبير يساوي : الحل

5a. إذن، 2الصغير يساوي  b+ 2و  = 2 4a b+ . من ذلك نجد أن =
2 22 5a ab b+ + 2و  = 2 4a b+ 2أي أن  .= 4 5ab + . وذا فإن =

1

2
ab =.  

  

)٥٠( [AMC8 2011]  ستطيل المفي الشكل المرفق، كوناAQRD 15ه االذي بعد 
. ما نسبة مساحة PQRSو  ABCDمن تقاطع المربعين المتطابقين  25و 

 ؟ AQRDإلى مساحة المستطيل  PBCSالمستطيل 

  

b

a

A Q

RD

BP

CS
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  ٢٢٥  المضلعات  

  

1(أ) 

5
2(ب)     

5
1(ج)   

4
1(د)   

3
  

APالإجابة هي (أ): نفرض أن : الحل x=  وأنPB y= ،عندئذ .
15x y+ 2و  = 25x y+ 10x. من ذلك نجد أن = 5yو  =    . الآن=

[ ] 5 15 1

[ ] 15 25 5

PBCS

AQRD

×
= =

×
. 

  

)٥١( [AMC8 2011] ABCD  ،15شبه منحرف فيهAD = ،50AB = ،
20BC   . ما مساحته ؟12وارتفاعه  =
  750(د)     700(ج)     650(ب)     600(أ) 

  الإجابة هي (د):: الحل
  

  
2 2

2 2

15 12 81 9

20 12 256 16

a

b

= − = =

= − = =
  

9 من ذلك نجد أن 50 16DC = +   وذا فمساحة شبه المنحرف هي .+
1 1
( ) 12 125 12 750

2 2
AB DC× + × = × × = . 

  

)٥٢( [Cayley 2005] ،13 في الشكل المرفقAB =، 20DC =، 5AD = .
  :أقرب إلى ACطول 
  24(د)     23(ج)     22(ب)     20(أ) 

15 20

bYX
D a

1212

50 BA

C
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٢٦

  
الإجابة هي (د): ارسم : الحل

 ADيلاقي امتداد  Cعموداً من 
من المثلث القائم  .Eفي النقطة 

ADB△ نجد أن  
  

2 213 5 144 12BD CE= − = = =  
  نجد أن △DBCومن المثلث القائم 

2 220 12 256 16BC DE= − = = =  
  نجد أن △AECوأخيراً من المثلث القائم 

2 221 12 585 24.4AC = + = ≈ . 
 

)٥٣( [Cayley 2004]  ،في الشكل المرفقABCDEFG  فيها غرفة�
E  قائمة

20EF ع،مرب Fو  Cوكل من ركنيها عند  = ،10AB = ،
AG GF= قسمنا الغرفة بحائط 280، مساحتها .AD  إلى غرفتين

  ؟ DCمتساويتي المساحة. ما طول 

40(ب)     12(أ) 

3
50(د)     15(ج)   

3
  

  

B C

DA

13
20

5

B C

DA

13
20

5 E

o b e i k a n d l . c o m



  ٢٢٧  المضلعات  

  

  

  
AGب): لنفرض أن (الإجابة هي : الحل GF x= DCوأن  = y= ،عندئذ .

20FE بعداه مستطيلالغرفة هي  10AB و = FG x+ =  مطروحاً منه +
AG بعداهمستطيل  x= 10 وAB  280تساوي مساحة الغرفة وبما أن . =

  فإن:
20(10 ) 10 280

10 200 280

8

x x

x

x

+ − =

+ =

=

  

(نصف  140ومساحته تساوي  yو  10شبه منحرف قاعدتيه  ABCDالآن، 
12BCمساحة الغرفة) وارتفاعه  FE x= −   . إذن،=

1
12 (10 ) 140

2
y× × + =  

40ومن ذلك نجد أن 

3
y =.  

  

)٥٤( [Cayley 2003]  في الشكل المرفقABCD  إذا كان 10مربع طول ضلعه .
8AY CX=   ؟ BXDYمساحة الشكل الرباعي  فما =

  40(د)     24(ج)     20(ب)     16(أ) 

F E

CB

D

y
10

Ax

x

20

G
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٢٨

  
  جابة هي (ب): لاحظ أنالإ: الحل

2

[ ] [ ] [ ] [ ]

1 1
(10) 10 8 10 8

2 2

100 40 40 20

BXDY ABCD DCX BAY= − −

= − × × − × ×

= − − =

  

  

)٥٥( [Fermat 2010]  ،في الشكل المرفقPQRS  5مستطيل فيهPQ = ،
3QR إلى ثلاث قطع متطابقة،  PR. قسمنا القطر =

PT TU UR=   :تساوي STQUمساحة الشكل الرباعي  .=

5(أ) 

2
17(ج)     5(ب)     

3
  34(د)     

  

  لاحظ أولاً أنالإجابة هي (ب): : الحل
1 15

[ ] [ ] 5 3
2 2

PQR PSR= = × × = . 

A B

D C

X

Y

P Q

S R

T

U
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  ٢٢٩  المضلعات  

  

]لاحظ أيضاً أن  ] [ ] [ ]PTQ TUQ URQ= PT لأن = TU UR= = 
، . إذنPRإلى القطر  Qوارتفاع كل منها هو المسافة من 

1 15 5
[ ]

3 2 2
TUQ = × 5، وبالمثل. =

[ ]
2

TUS . وذا فإن =
5 5

[ ] 5
2 2

STQU = + =.  
  

)٥٦( [Fermat 2010]  ،في الشكل المرفقPQRS  ،6معينPS SQ= = ،
14PT RT= = .ST ساويي:  
7(أ)  3 4(ب)     −3 10   11(د)     10(ج)     −3

  
نقطة منتصف القطرين  Mمعين فإن  PQRSالإجابة هي (ج): بما أن  :الحل

1. من ذلك نجد أن QSو  PRالمتعامدين 
3

2
QM MS QS= = الآن،  .=

نجد أن  △PMSباستخدام مبرهنة فيثاغورس للمثلث 
2 26 3 3 3PM = − . وباستخدام مبرهنة فيثاغورس مرة أخرى للمثلث =

PMT△ 2 نجد أن 214 (3 3) 169 13MT = − =   إذن، .=
13 3 10ST MT MS= − = − = . 

  

)٥٧( [Fermat 2007] مربعات طول ضلع كل منها  ةفي الشكل المرفق، لدينا ثلاث

P

Q S

R

T
M
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٣٠

3 ،O  مركز المربعABCD محيط الشكل .QRBCXYZDAPQ  أقرب
  :إلى

  30(د)     24(ج)     23(ب)     21(أ) 

  

  محيط الشكل المطلوب هوالإجابة هي (أ): : الحل

18

QR RB BC CX XY ZY ZD DA AP PQ

RB CX ZD AP

+ + + + + + + + +

= + + + +
  

OA فإن ABCDمركز المربع  Oا أن بم OB OC OD= =  . وبما أن=
OP OR OX OZ= = APفإن  = RB CX ZD= = وذا فإن  .=

18محيط الشكل المطلوب يساوي  4AP+.  ،الآنAOB△  مثلث متساوي

45مثلث  أنهأي . الساقين قائم 45 90° − ° − 3 . إذن،° 2

22

AB
AO = = .

3ومن ثم  2
3

2
AP =   وذا يكون المحيط المطلوب هو .−

3 2
18 4 3 30 6 2 21.515

2

  + − = − ≈   
. 

 

)٥٨( [Euclid 2009] ABCD  .شبه منحرف قائمPQ AB DC�   و  �

Q R

B

C
X

YZ

D

OAP
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  ٢٣١  المضلعات  

  

PQ إذا كان المساحة. يمتساوي ينيقسم شبه المنحرف إلى شبهي منحرف 
5PQ = ،AB x= ،DC y=  2فإن 2x y+ يساوي:  

  50(د)     45(ج)     35(ب)     25(أ) 

  

  الإجابة هي (د):: الحل
  

  

و  ABQE، كل من ن. الآDCعلى  PF العمودو  PQعلى  AE العمودارسم 
PQCF 5. من ذلك يكون مستطيلPE x= 5DFو  − y= . لنفرض −

BQأن  b=  وQC c=،الآن .  
1

[ ] ( 5)
2

APQB x b= + ×  

A B

QP

D C

A B

QP

D C

x

x

5

5 x−

5y − F

c

b

E

x

5

y
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٣٢

1
[ ] (5 )

2
PQCD y c= + ×  

1ن نجد أن اوبما أن المساحتين متساويت 1
( 5) (5 )
2 2
x b y c+ × = + . أي أن ×

5

5

x c

y b

+
=

+
AEPبما أن  . PFD△ ∼ AEفإن  △ PF

PE DF
أي أن  .=

5 5

b c

x y
=

− −
5 ي، أ

5

c y

b x

−
=
−

  إذن، .

2 2

2 2

5 5

5 5

( 5)(5 ) ( 5)(5 )

25 25

50

x y

y x

x x y y

x y

x y

+ −
=

+ −

+ − = − +

− = −

+ = .

  

)٥٩( [Euclid 2007]  ،2في الشكل المرفق 2AB BC= = ،CD DE= ،
�

60CDE = ° ،� 75EAB =   :يساوي ABCDEA. محيط الشكل °
4(أ)  4 2 2 3+ 5(ب)   + 4 2 3+ +  

4(ج)  2 2 3+ 5(د)     + 4 2 3+ +  

  
�متساوي الساقين فإن  △ABCالإجابة هي (أ): بما أن  :الحل

45BAC = ° .

A

B C

D

E
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  ٢٣٣  المضلعات  

  

) إذن، )2 2 2 2 4AC AB= =   . الآن،=
� � � 75 45 30CAE EAB BAC= − = °− ° = ° . 

30هو مثلث  △ACEإذن،  60 90° − ° − . من ذلك نجد أن، °
1

2
2

EC AC= 3وأن  =
2 3

2
AE AC= فيه  △CDE. الآن، =

CD ED=  و�
60EDC = ، ولذا فهو متساوي الأضلاع ويكون، °

2ED CD EC= =   . بالتالي محيط الشكل المطلوب هو=

2 2 2 2 2 2 2 3 4 4 2 2 3

AB BC CD DE EA+ + + +

= + + + + = + +
  

  

)٦٠( [MAΘ 2012] ABCD  96مستطيل مساحته .ACEF  متوازي أضلاع
  ؟ ACEF. ما مساحة Dيمر بالنقطة  EFحيث 

  108(د)     96(ج)     72(ب)     48(أ) 
  الإجابة هي (ج):: الحل

  

  

A B

F

G

CD

E

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٣٤

  .△ADCارتفاع المثلث  DGبحيث يكون  ACعلى  Gنقطة  عينّ 
ACبما أن  EF� فإن DG EF⊥،إذن . DG هو ارتفاع متوازي الأضلاع 
ACEFالآن . ،  

1
[ ] 2[ ] 2

2

[ ]

ABCD ADC DG AC

DG AC ACEF

= = × × ×

= × =

  

]وذا فإن  ] 96ACEF =.  
  

)٦١( [AMC10A, AMC12A 2006] ستطيل المABCD 18 فيهAB = ،
8BC إلى سداسيين متطابقين كما هو مبين  ABCD. قسمنا المستطيل =

في الشكل بحيث يمكن تغيير موقع السداسيين دون أن يتقاطعا لإنشاء مربع. 
  ؟ y ما قيمة

  9(د)     8(ج)     7(ب)     6(أ) 
  

  

الإجابة هي (أ): بما أن السداسيين سيكونان مربعاً دون أن يتقاطعا فإن : الحل
8مساحة المستطيل تساوي  المساحة لن تتغير. 18 144× وذا فإن مساحة  .=

. الطريقة الوحيدة لإنشاء هذا المربع 12ويكون طول ضلعه يساوي  144المربع هي 
  هي

B

C

8

A

D

8

18

18
y

y
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  ٢٣٥  المضلعات  

  

  

  

1يساوي نصف طول ضلع المربع أي أن  yوذا فإن 
12 6

2
y = × =.  

  

)٦٢( [AMC10B 2006]  المعينABCD  يشبه المعينBFDE مساحة المعين .
ABCD  24تساوي ،�

60BAD =   ؟ BFDE. ما مساحة المعين °
4(ب)     6(أ)  6(د)     8(ج)     3 3  

  

  

�الإجابة هي (ج): لاحظ أن : الحل �
60DAB DCB= = ولذا فإن  .°

� �
120ADC ABC= = ABD. لاحظ أيضاً أن ° CBD≡△ وكل منهما  △

. sوليكن  ABCDمثلث متساوي الأضلاع طول ضلعه يساوي طول ضلع المعين 
BDإذن،  s= طول .AC  يساوي ضعف ارتفاع المثلث المتساوي الأضلاع الذي

12

4

8

8

4

12

y

y

CD

F

E

A B
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٣٦

3. إذن، sطول ضلعه 
2 3

2

s
AC s= × كبر للمعين القطر الأ نسبة. =

BFDE  إلى القطر الأكبر للمعينABCD  1هي

3 3

s

s
. إذن، النسبة بين =

المساحتين هي 
2

1 1

33

  =  
تساوي  BFDE. وذا فإن مساحة المعين 

24
8

3
=.  

  

)٦٣( [AMC10A, AMC12A 2008] ارتفاعها  إلىعرض الصورة التلفزيونية  ةنسب
. أما نسبة عرض الصورة التلفزيونية إلى 3إلى  4في التلفزيونات القديمة هي 

على  فيلم، ولهذا عند عرض 3إلى  4في معظم الأفلام ليست  ارتفاعها
سفل أنفسه أعلى و  الارتفاعلهما  نان معتمتاشاشة تلفزيون تظهر شريحت

. لنفرض أن نسبة عرض الصورة المرفقالشاشة، كما هو موضح في الشكل 
وقطر شاشة التلفزيون  1إلى  2التلفزيونية إلى ارتفاعها لأحد الأفلام هي 

ارتفاع كل من الشريحتين  ةبوصة. كم بوص 27المعروضة عليه هو  القديم
  المعتمتين ؟

  3(د)     2.7(ج)     2.5(ب)     2.25(أ) 
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  ٢٣٧  المضلعات  

  

ن أو  3xوارتفاعها هو  4xالإجابة هي (ج): نفرض أن عرض الشاشة هو : الحل
نجد أن  فيثاغورس. استناداً إلى مبرهنة yوارتفاعها هو  2yعرض صورة الفيلم هو 

2 قطر الشاشة هو 227 9 16 5x x x= + 27إذن،  .=

5
x ن عرض أ. بما =

2الشاشة يساوي عرض الصورة فإن  4y x= 2. أي أنy x=.  إذن، ارتفاع كل
  من الشريحتين هو

3 3 2 27
2.7

2 2 2 10

x y x x x− −
= = = = . 

  

)٦٤( [AMC10A 2008]  قاعدتا شبه المنحرفABCD  هماAB  وCD 
9ABهي نقطة تقاطع القطرين. إذا كان  Kوالنقطة  = ،12DC = ،
  ؟ ABCDفما مساحة شبه المنحرف  24هي  △AKDمساحة 

  98(د)     96(ج)     94(ب)     92(أ) 
  

  

  

ABالإجابة هي (د): بما أن : الحل CD�  فإنABK CKD△ ∼   . إذن△
3

4

KA KB AB

KC KD CD
= = = . 

تساوي  مساحتيهمافإن النسبة بين  الارتفاعلاحظ أنه إذا وجد مثلثان يشتركان في 
 BDإلى  Aمن  △AKDو  △AKBالمثلثين  ارتفاعاالآن،  النسبة بين قاعدتيهما.

A B

C12D

24

9

K
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٣٨

]متساويان. إذن،  ] 3

[ ] 4

AKB KB

AKD KD
= 3إذن،  .=

[ ] 24 18
4

AKB = × = .

4وبالمثل، 
[ ] 24 32

3
DKC = × ]و  = ] 24BKC إذن،  =

[ ] 24 32 24 18 98ABCD = + + + =.  
  

)٦٥( [AMC10B 2008] ABCD  شكل رباعي فيهAB BC CD= و  =
� 70ABC = �و  ° 170BCD = �. ما قياس الزاوية °

BAD ؟  
  °95(د)     °90(ج)     °85(ب)     °80(أ) 

�الإجابة هي (ب): ارسم منصف كل من الزاويتين : الحل
ABC  و�

BCD  ليتلاقيا
  في الشكل أدناه. كما هو مبين  Pفي 

  

  
Pسنبرهن الآن أن  AD∈ لاحظ أن .ABP CBP≡△ بضلعين والزاوية  △

CBP ،أيضاً  المحصورة. CDP≡△   . الآن،△
� 180 (85 35 ) 60CPB = ° − ° + ° = ° .� � 85PAB PCB= = °. 

� 60APB = ° ،� 35CDP = ° ،� 60CPD = �إذن،  .° 180APD = ومن ثم  °

D

C

BA

P

35°

35°

85°
85°

o b e i k a n d l . c o m



  ٢٣٩  المضلعات  

  

P AD∈.  ذا فإنو� � 85BAD PAB= = °.  
  

)٦٦( [Cayley 1999] خلال القطعة المستقيمة  يمر خط الغاز الرئيسPQ من .
والثاني لتزويد  Mيتفرع خطان، أحدهما لتزويد البيت  PQعلى  Tنقطة 
TMالخطين  طوليمجموع لبالغاز. ما أصغر  Nالبيت  TN+ ؟  

  214(د)     210(ج)     202(ب)     200(أ) 

  

  بحيث يكون PMعلى  Rنقطة الأولاً  نعين): أالإجابة هي (: الحل
RPQN  ،105مستطيلاً. عندئذ 55 50MR = − . وذا فإن =

2 2130 50 120RN = − =.  

  

M
105

P

T

QN

130

55

M 55 P

QN

130

55

50

120

R
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٤٠

TNQ. بما أن PQعلى  Nهي صورة انعكاس  Sالآن، نفرض أن  TSQ≡△ △ 
TNفإن  TS= ولذا فإن .TM TN TM TS+ = +.  

  
TMالآن، من الواضح أن  TS+  يكون أصغرياً عندما تكون النقاطM ،T ،S 

TMعلى استقامة واحدة. وفي هذه الحالة فإن  TS MS+ . وبإنشاء المثلث =
MSW△  2نجد أن 2160 120 200MS = + =.  

  

)٦٧( [Cayley 1998]  طول المستطيلABCD  5وعرضه يساوي  9يساوي .
إلى خمس قطع متساوية  ACالقطر  W ،X ،Y ،Zتقسم النقاط 

  الأطوال. ما مساحة المنطقة المظللة ؟

36 (أ)
5

  36(د)   21(ج)   18(ب)     

  

M 105 P

N

T

55 55

55 W

S

C

X

Z

B

D

Y

W
A

Q
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  ٢٤١  المضلعات  

  

هي  △ABCالإجابة هي (ب): لاحظ أولاً أن مساحة  الحل:
1 45

[ ] 9 5
2 2

ABC = × × ، △ABW△ ،WBX. الآن، جميع المثلثات =
XBY△، YBZ△ ،ZBC△  لها القواعد والارتفاعات نفسها. مساحة كل من هذه

1المثلثات يساوي  45 9

5 2 2
× ، △ADW. بالمثل مساحة كل من المثلثات =

WDX△ ،XDY△ ،YDZ△ ،ZDC△  9تساوي

2
. إذن، مساحة المنطقة المظللة 

9تساوي 
4 18
2
× =.  
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٤٢

  مسائل غير محلولة

)١( [AMC10B 2007] ABCDE  فيه  متساوي الأضلاعخماسي محدب
� � 90A B= = �. ما قياس الزاوية °

E ؟  
  °150(د)     °120(ج)     °108(ب)   °90(أ) 

  

)٢( [AMC10B, AMC12B 2007] ABCD  شكل رباعي فيه
� � � �2 3 4A B C D= = �. قياس =

A أقرب إلى  
  °173(د)     °153(ج)     °144(ب)     °125(أ) 

  

)٣( [AMC10A 2008]  1مربعS  هنصفنا كل ضلع من أضلاع .16مساحته 
 3S. أنشأنا المربع 1Sرؤوسه نقاط منتصفات أضلاع  2Sلإنشاء مربع أصغر 

  ؟ 3Sبالطريقة نفسها. ما مساحة المربع  2Sمن 
  4(د)     3(ج)     2(ب)     1(أ) 

  

)٤( [AMC10B, AMC12B 2009] ينحديقة مستطيلة قطعنا منها مثلث 
 الساقين لزراعتهما بالورد كما هو مبين في الشكل المرفق. يمتساوي ينمتطابق

. 25و  15المتوازيين  ضلعيهالجزء المتبقي من الحديقة هو شبه منحرف طول 
  نسبة مساحة المنطقة المزروعة بالورد إلى مساحة شبه المنحرف هي:

1(أ) 

5
1(ب)     

4
1(ج)     

3
1 (د)    

2
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  ٢٤٣  المضلعات  

  

)٥( [Aust.MC 1992] PQRS  متوازي أضلاع فيه� 130Q = . ما قياس °
xالزاوية 
ɵ ؟  

  °130 (د)  °50(ج)   °45(ب)   °30(أ) 

  

)٦( [Aust.MC 1993]  في المستطيلPQRS  ،المبين في الشكل المرفق
2PQ QR= ،6ST = ،12TR   :. مساحة المنطقة المظللة تساوي=

  150 (د)    135(ج)     81(ب)     54(أ) 

  

)٧( [Aust.MC 1994] PQRS  ،4شبه منحرفSR = ،10PQ = ،
  . مساحة المنطقة المظللة تساوي:RQمنتصف  T، 6ارتفاعه يساوي 

  42(د)     34(ج)     27(ب)     26(أ) 

  

P S

RQ

130°

x°

S R

QP

T

10
QP

S R

T

4
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٤٤

)٨( [Aust.MC 1996]  إحدى شركات النشر من معين مرسوميتكون شعار 
خطوط الحرف  التقاء نقطةكما هو مبين في الشكل حيث   Yداخله الحرف 

Y  هي مركز المعين. نسبة مساحة المنطقة المظللة من الشعار إلى مساحة
  الشعار الكلية تساوي:

1(أ) 

3
1(ب)     

4
3(ج)     

8
5(د)     

12
  

  
  

)٩( [Aust.MC 1993]  مساحة 4الشكل المرفق ثماني منتظم طول ضلعه .
  المنطقة المظللة تساوي:

)(ب)     16(أ)  )8 1 ) (د)  24(ج)   +2 )16 1 2+  

  
  

)١٠( [Aust.MC 1998] PQRS شبه منحرف فيه PQ SR�، 2SR PQ= ،
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  ٢٤٥  المضلعات  

  

PM MQ= ،QN NR= ،3LR LS=.  1إذا كانPQ فإن  =
  :هي PQRSإلى مساحة شبه المنحرف  △LMNنسبة مساحة 

1(أ) 

4
1(ب)     

3
1(ج)     

2
2(د)   

3
  

  
)١١( [Aust.MC 1992]  مساحة المستطيلPQRS  ومساحة المثلث  80تساوي

SRU△  ما مساحة المثلث 50تساوي .TUQ△ ؟  
  8 (د)    5(ج)     4(ب)     2(أ) 

  
  

)١٢( [Aust.MC 1992]  ،في الشكل المرفقPQRS  ،مربعPTU△  متساوي
PTالساقين فيه  PU= ،PT  وPU  يثلثان الزاوية�

P إذا كانت .
  :تساوي PQRSفإن مساحة المربع  1تساوي  △PTUمساحة المثلث 

  5(د)     4(ج)     3(ب)     2(أ) 

P QM

N

RS
L

P Q

RS

T

U
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٤٦

  
  

)١٣( [Aust.MC 1994] لتكن P نقطة داخل المربع ABCD 5 حيثAP = ،
1PC = ،4DP   ؟ ABCD. ما مساحة المربع =

  19(د)     17(ج)     15(ب)     9(أ) 

  
  

)١٤( [Aust.MC 1996]  القطع المستقيمة المنقطة منصفات لزوايا مستطيل طوله
m  وعرضهn. ة فالمساd تساوي:  
0.5m(أ)  n−     (ب)2m n−     (ج)m n−     (د)2m n−  

  

P Q

RS

T

U

A B

CD

4

5

1

P

d
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  ٢٤٧  المضلعات  

  

)١٥( [AMC8 2008]  في المربعABCE ،2AF FE= ،2CD DE= .
  :هي ABCEإلى مساحة المربع  △BFDمساحة المثلث  نسبة

1 (أ)
6
2(ب)     

9
5(ج)     

18
1(د)     

3
  

  
  

)١٦( [AMC8 2006]   كونا الحرفT  المبين في الشكل المرفق بوضع مستطيلين من
2النوع    ؟ Tبعضهما البعض. ما محيط الحرف  بجانب ×4

  24(د)     22(ج)     20(ب)     16 (أ)

  
  

)١٧( [AMC8 2005] في الشكل الرباعي ABCD ،10AB BC= = ،
17CD DA= =، � 60ADC =   ؟ AC. ما طول القطر °
  18.5(د)     18(ج)     17.5(ب)     17 (أ)

A B

F

E
D

C
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٤٨

  

  
  

)١٨( [AMC8 2005]  ما محيط شبه المنحرفABCD المبين في الشكل المرفق ؟  
  200(د)     196(ج)     188(ب)     180 (أ)

  
  

)١٩( [AMC8 2004]  في الشكل المرفقABCD  ،مستطيلEFGH  متوازي
  ؟ d. ما طول FG و HEعمودي على كل من  dأضلاع، 

  8.1(د)   7.8(ج)   7.6(ب)     7.1 (أ)

  
  

A

D

B

C

A D

B C

25

50

2430

E

A B

D C

4 6

3

5

5

3

6 4G

d
H

E

F
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  ٢٤٩  المضلعات  

  

)٢٠( [AMC8 2003]  مساحة شبه المنحرفABCD 8 ، ارتفاعه164 تساوي ،
10AB =، 20CD   ؟ BC. ما طول =
  14(د)     13(ج)     12(ب)     10 (أ)

  

)٢١( [AMC8 2003]  في الشكل المرفق، مساحة المربعWXYZ 25 تساوي .
وأضلاعها إما موازية  1طول ضلع كل من المربعات الأربعة الصغيرة يساوي 

ABC△ ،AB . فيالأضلاع المربع الكبير أو تنطبق عليه BC=  وعند
 النقطة في WXYZعلى مركز المربع  Aتنطبق النقطة  BCثنيه على الضلع 

O.  ما مساحةABC△ ؟  

15 (أ)
4

21(ب)     

4
27(ج)     

4
21(د)     

2
  

  
  

)٢٢( [AHSME 1966]  طول مستطيلABCD  3 وعرضه يساوي 5يساوي. 
AEإلى ثلاث قطع متساوية  ACقسمنا القطر  EF FC= مساحة  .=

  :تساوي △BEFالمثلث 

3 (أ)
2
5(ب)     

3
5(ج)     

2
34(د)     

3
  

  

O

X

Y

A

B

C

W

Z

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٥٠

)٢٣( [AHSME 1967] ABCD  شكل رباعي قطراهAC  وBD  يتقاطعان
4BO إذا كان .Oفي النقطة  = ،6OD = ،8AO = ،3OC = ،

6AB   :يساوي ADفإن  =
6(ب)     9 (أ) 8(ج)   3   166(د)     2

  

)٢٤( [AHSME 1968]  مضلع محدب عدد أضلاعهn  وقياس زواياه الداخلية
. إذا كان قياس الزاوية الداخلية 5 متتابعة حسابية فرقها المشترك يساوي

  يساوي: nفإن  °160الكبرى يساوي 
  16(د)     12(ج)     10(ب)     9 (أ)

  

)٢٥( [AHSME 1970]  ،في الشكل المرفقAB CD� ،� �2D B= ،
AD a=، DC b= طول .AB يساوي:  

1 (أ)
2

2
a b+     (ب)2a b−   (ج)1

4
2

b a−     (د)a b+  

  
  

)٢٦( [AHSME 1972]  طول ضلع المربعABCD 12 يساوي ،E  نقطة على
DC 5 حيثDE = ،PQ  منصف عمودي للقطعةAE  ويلاقيAE 

M .PM في النقطة

MQ
  :يساوي 

C

B

A

D

b
a

o b e i k a n d l . c o m



  ٢٥١  المضلعات  

  

5 (أ)
12
5(ب)     

13
5(ج)     

19
5(د)     

21
  

  
  

)٢٧( [AHSME 1972] ABCD شبه منحرف قاعدتاه AB  وDC حيث 
2AB DC= .E  11نقطة تقاطع القطرين. إذا كانAC  ECفإن  =
  :يساوي

23 (أ)
3

3(ب)     
3
4

1(د)   4(ج)     
4
4

  
  

)٢٨( [AHSME 1972] مجموع قياس الزوايا �A ،�B ،�C ،�D ،�E ،�F  في
  ؟ nقيمة  . ما90n الشكل المرفق يساوي

  5(د)     4(ج)     3(ب)     2 (أ)

  
  

)٢٩( [Gauss 2011]  مساحة المربعABCD تساوي مساحة المربع EFGH .
إلى  ACعلى استقامة واحدة. مددنا القطر  B ،E ،C ،H الرؤوس

D C

Q

P

A B

M

A

B
C

D
EF

Eo b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٥٢

ة المظللة إلى المساحة نسبة مساحة المنطق .Jوهي  HGنقطة منتصف 
  :لية هيالك

1 (أ)
3
5(ب)     

16
2(ج)     

5
3(د)     

8
  

  
  

)٣٠( [Gauss 2011]  ارتفاع شبه المنحرف القائمABCD 12 يساوي ،
16AB   . ما محيطه ؟162 ، مساحته تساوي=
  56(د)     52(ج)     51(ب)     50 (أ)

  
  

)٣١( [Gauss 2007]  ،في الشكل المرفقABCD 6 مربع طول ضلعه ،WXYZ 
10ZYمستطيل،  =، 6XY =. AD WX⊥ إذا كانت مساحة .

  ؟ APفما طول  WXYZالمنطقة المظللة تساوي نصف مساحة 

B
E C

H

J

GF

A D

B C

A D

o b e i k a n d l . c o m



  ٢٥٣  المضلعات  

  

  2.5(د)     2(ج)   1.5(ب)     1 (أ)
  

  
  

)٣٢( [Gauss 2003]  مساحة المربعABCD إذا  25 المبين في الشكل تساوي .
  فما مساحة المنطقة المظللة: 20مساحته  اً معين PQCDكان 

  12(د)     11(ج)     10(ب)     9 (أ)

  
  

)٣٣( [Gauss 1998] بمثلثات ومربعات كما هو مبين  متساوي الزوايا اً أحطنا خماسي
  ؟ xفي الشكل. ما قياس الزاوية 

  

BA

P

D C

W X

Z Y

6

6

10

A B

QP

D C

x
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٥٤

  °90(د)     °75(ج)     °72(ب)     °60 (أ)
        

)٣٤( [MAΘ 1990]  وطول أحد قطريه  13ما مساحة معين طول ضلعه يساوي
  ؟ 24يساوي 

  240(د)      210(ج)     180 (ب)    120 (أ)
  

)٣٥( [MAΘ 1987] طول المزرعة37 قطر مزرعة مستطيلة الشكل يساوي . 
مثال عرضها. ما طول السلك الشائك الذي أعن ثلاثة  1ينقص بمقدار 

  نحتاجه لإحاطة المزرعة ؟
  94(د)     82(ج)     63(ب)     47 (أ)

  

)٣٦( [AHSME 1984]  ،في الشكل المرفقABCD  ،شبه منحرفAB CD� ،
5AB = ،3 2BC = ،� 45BCD = °، � 60CDA = . ما طول °

DC ؟  
8(ب)     8 (أ) 9(د)     9(ج)   +3 3+  

  
  

)٣٧( [Mathcounts 1984]  ،في الشكل المرفقABCD مستطيل فيه 
12AM MB= = ،18BC =، DE x= ما قيمة .x  التي تجعل

  ؟ MBCEتساوي ضعف مساحة المنطقة  AMEDمساحة المنطقة 
  25(د)     20(ج)     15(ب)     10 (أ)

  

A B

CD

o b e i k a n d l . c o m



  ٢٥٥  المضلعات  

  

  

  
  

)٣٨( [Mandelbrot #1]  في الشكل المرفق كل منABCD  وEFGH مربع 
1AB حيث   تساوي: EFGH. مساحة =

1 (أ)
9
2(ب)     

9
1(ج)     

3
4(د)     

9
  

  
  

)٣٩( [Pascal 2005] في الشكل المرفق، أنشأنا المثلثين القائمين AED△ ،
BFC△  داخل المستطيلABCD  حيثF نقطة واقعة على DE  إذا .

21AE كان = ،72ED = ،45BF   ؟ ABفما طول  =
  54(د)     52(ج)     50(ب)     48 (أ)

  

A B
M

D C
E

A B

D C
F

E

H

G

B

D

C

F

E

A
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٥٦

)٤٠( [Pascal 2004]  في الشكل المرفقABCD  شبه منحرف فيهAB CD� ،
2AB =، 5CD =. AX BC�، BY AD� نسبة مساحة .

AZW△  إلى مساحة شبه المنحرفABCD هي:  

7 (أ)
105
8(ب)     

105
9(ج)     

105
10(د)     

105
  

  
  

)٤١( [Pascal 2000]  مساحة المربعABCD رؤوس المربع 64 تساوي .
EFGH هي منتصفات أضلاع المربع ABCD .J ،K ،L ،M  هي

  :مساحة المنطقة المظللة تساوي. EFGHصفات أضلاع المربع تمن
  32(د)     24(ج)     20(ب)     16 (أ)

  
  

)٤٢( [Aust.MC 2000]  بعمودينثبتنا المربعات الثلاثة المبينة في الشكل المرفق 
  ؟ xرأسيين. ما قياس الزاوية 

A B

D C
XY

W

Z

A
F

B

GE

H
D C

KJ

M L
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  ٢٥٧  المضلعات  

  

  
  °46(د)     °43(ج)     °41(ب)     °39 (أ)

  

)٤٣( [Aust.MC 2000] PQRS  شكل رباعي فيه� � 90QPS PSR= = ° .
T نقطة على القطر PR ،ST PR⊥ ،1PS   ؟ PQ. ما طول =
2 (أ) 2(ب)     +3 3 3 (ج)    −1 2(د)     +1 3 1+  

  
  

)٤٤( [Aust.MC 2002]  ،في الشكل المرفقUVWX متوازي أضلاع مساحته 
24 .M  منتصفUX  وN منتصف VW مساحة .QPO△ تساوي:  

  

30° 124°

75° x°

RS

T

30°

30°

30°
30°

N
OM

Q U V P

P Q

X W
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٥٨

  36(د)     27(ج)     24(ب)     21(أ) 
  

)٤٥( [Aust.MC 2005] PQRS  ،متوازي أضلاعL  نقطة علىPQ  حيث
1PL 2LQ و = = .M  نقطة تقاطعPR و LS نسبة طول .PM 

  هي: MRإلى طول 

1 (أ)
4
1(ب)     

3
1(ج)     

2
3(د)     

5
  

  

  
  

)٤٦( [MAΘ 1992] ABCD⋯ مضلع منتظم فيه � 120ACD = . ما عدد °
  أضلاعه ؟

  9(د)   8(ج)     6(ب)     5 (أ)
  

)٤٧( [AHSME 1973] مجموع زوايا مضلع محدب ما عدا زاوية واحدة يساوي 
  . عدد أضلاع المضلع يساوي:2190°

  15(د)     12(ج)     10(ب)     9 (أ)
  

)٤٨( [AHSME 1979] في الشكل المرفق، ABCD  ،مربعABE△  متساوي
�الأضلاع. قياس 

AED يساوي:  
  °25(د)     °22(ج)     °20(ب)     °15 (أ)

  

P S

RQ

L
1

2
M
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  ٢٥٩  المضلعات  

  

  

  
  

)٤٩( [AHSME 1980]  ،3في الشكل الرباعي المحدب المرفقAB = ،
4BC = ،12CD = ،13AD =، � 90CBA = . ما مساحة °

  ؟ ABCDالشكل الرباعي 
  42(د)     36(ج)     30(ب)    24(أ) 

  
  

)٥٠( [MAΘ 1987]  كما هو  3مع مربع طول ضلعه  4يتقاطع مربع طول ضلعه
. ما مساحة المنطقة المظللة مركز المربع الصغير Dحيث  مبين في الشكل

DGFE ؟  
  2.75(د)     2.5(ج)   2.25(ب)     2 (أ)

  

E

C B

B

D A

D
G

FE

D A

C
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٦٠

)٥١( [AHSME 1993] ABCDE فيه بخماسي محد � � 120A B= = ° ،
2AE AB BC= = =، 4CD DE=   ؟ ABCDE . ما مساحة=

7(ب)   7 (أ) 8(د)     8(ج)     3 3  

  
  

)٥٢( [Mathcounts 1992]  ،في الشكل المرفقA مركز مربع طول ضلعه يساوي 

1إذا كانت مساحة المنطقة المظللة تساوي  x. ما قيمة 100

5
  مساحة 

  المربع ؟
  40(د)     37(ج)     35(ب)     32 (أ)

  
  

)٥٣( [AHSME 1998] قسمنا المربع إلى ثلاث1 طول ضلع المربع المرفق يساوي . 

E C

A B

D

A

x

8317
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  ٢٦١  المضلعات  

  

مركز المربع. ما  Aكما هو مبين في الشكل حيث   ةا متساويامناطق مساح
  ؟ xقيمة 

3 (أ)
5
2(ب)     

3
3(ج)     

4
5(د)     

6
  

  
  

)٥٤( [AHSME 1998]  الشكل الرباعيABCD  ،فيه� 120A = ° ،
� � 90B D= = ° ،13AB =، 46AD   ؟ AC. ما طول =

  65(د)     64(ج)     62(ب)     60(أ) 
  

)٥٥( [AHSME 1997] ABCD  2مربع طول ضلعه ،E  نقطة منتصفAD ،
F  نقطة علىBE ،CF BE⊥ مساحة الشكل الرباعي .CDEF 

  :تساوي

11(ب)     2(أ) 

5
9(د)     5(ج)     

4
  

  

x

A

A DE

F

B C

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٦٢

)٥٦( [AHSME 1995]  بقطع مثلث من زاوية مستطيل كما هو مبين  اً كونا خماسي
(ليس  31، 25، 20، 19، 13طوال أضلاع الخماسي هي أفي الشكل. 
  :ا الترتيب). مساحة الخماسي تساويبالضرورة ذ

  745(د)     720(ج)     600(ب)     459(أ) 

  
  

)٥٧( [Cayley 2002] في شبه المنحرف ABCD المبين في الشكل BD DC⊥ ،
AF BD⊥ .41AB = ،50AD = ،9BF . ما مساحة الرباعي =

FECD ؟  
  1560(د)     1300(ج)     960(ب)     900(أ) 

  
  

)٥٨( [Cayley 2000]  في السداسي المنتظمABCDEF ،G  نقطة تقاطع

]ما قيمة  BDو  FCالقطرين  ]

[ ]

FEDG

BCG
 ؟ 

A D

F
B CE
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  ٢٦٣  المضلعات  

  

  7(د)     6(ج)     5(ب)     4(أ) 
  

  
  

)٥٩( [Fermat 2004]  ،في الشكل المرفقABCD  ،مستطيلE  نقطة على
AB ،� 90CED = ° ،3DE = ،4EC  ؟ AD. ما طول =

  2.8(د)     2.4(ج)     2.2(ب)     1.8(أ) 
  

  
  

)٦٠( [Euclid 2007]  في الشكل المرفق، القطعة المستقيمةFCG  تمر برأس المربع
ABCD  حيثF  نقطة على امتدادAB  وG  نقطة على امتدادAD .
1 1

AF AG
  :يساوي +

1(أ) 

AB
1(ب)     

2AB
1(ج)   

GD
1(د)     

2GD
  

A B

CF
G

DE

A

D C

BE

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٦٤

  
  

)٦١( [Euclid 2000]  قطعنا ست قطع متطابقة من لوح خشبي كما هو مبين في
أنا من هذه القطع إطاراً . أنش°xالشكل. قياس كل من زوايا القطع يساوي 

xكما هو مبين. ما قياس الزاوية سداسياً  
ɵ ؟  

  °60(د)     °50(ج)     °40(ب)     °30(أ) 

    
  

)٦٢( [Euclid 2003]  في الشكل المرفقABCDEF،  سداسي منتظم مساحته
الأضلاع  اتج عن تقاطع المثلثين المتساويي. الشكل المظلل هو سداسي ن36

ACE△  وBDF△ما مساحة المنطقة المظللة ؟ .  
  14(د)     12(ج)     10(ب)   8(أ) 

  

G

D

A B F

C

x ° x ° x ° x ° x °x ° x °
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  ٢٦٥  المضلعات  

  

  
  

)٦٣( [Euclid 2002]  ،في الشكل المرفقABCDEF  سداسي منتظم طول ضلعه
على  AB ،CD ،EFنقاط منتصفات  X ،Y ،Z. إذا كانت 10

  ؟ XZالتوالي فما طول 
  15(د)     14(ج)     13(ب)     12(أ) 

  

  
  

)٦٤( [AMC10B 2012]  في المستطيلABCD ،6AB = ،30AD = ،G 
نقطة تقاطع  E .Fبمقدار وحدتين إلى النقطة  AB. مددنا ADمنتصف 
ED  وBC ما مساحة .BFDG ؟  

133(أ) 

2
135(ج)     67(ب)     

2
  68(د)     

  

A B

F C

DE

A B

F C

DE

X

YZ

10
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٦٦

)٦٥( [AMC10A 2012] كل منها ضلع  مربعات المتطابقة والتي طول  ةفي الثلاث
كما هو مبين في  BEو  AFنقطة تقاطع القطرين  C، 1يساوي 

  ؟ △ABCالشكل. ما مساحة المثلث 

1(أ) 

6
1(ب)     

5
2(ج)     

9
1(د)     

3
  

    

A B

C

E D

F
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  ٢٦٧  المضلعات  

  

  إجابات المسائل غير المحلولة 

  ) ج٥(    ) ب٤(    ) د٣(    ) د٢(    ) د١(
  ) ب١٠(    د) ٩(    ) ج٨(    ) ب٧(    ) ج٦(
  ) ج١٥(    ) ج١٤(    ) ج١٣(    ) ب١٢(    ) أ١١(
  ) أ٢٠(    ) ب١٩(    ) أ١٨(    أ )١٧(    ) ب١٦(
  ) د٢٥(    ) أ٢٤(    ) د٢٣(    ) ج٢٢(    ) ج٢١(
  ) ج٣٠(    ) ب٢٩(    ج) ٢٨(    ) أ٢٧(    ) ج٢٦(
  ) د٣٥(    ) أ٣٤(    ) ب٣٣(    ) ج٣٢(    ) أ٣١(
  ) ب٤٠(    ) ب٣٩(    ) ب٣٨(    ) ج٣٧(    ) ب٣٦(
  ) ب٤٥(    ) ج٤٤(    ) أ٤٣(    ) ب٤٢(    ) ج٤١(
  ) ب٥٠(    ) ج٤٩(    ) أ٤٨(    ) د٤٧(    ) د٤٦(
  ) ب٥٥(    ) ب٥٤(    ) د٥٣(    ) ج٥٢(    ) ب٥١(
  ) أ٦٠(    ) ج٥٩(    ) ب٥٨(    ) ب٥٧(    ) د٥٦(
  ) ب٦٥(    ) ج٦٤(    ) د٦٣(    ) ج٦٢(    ) د٦١(
  

o b e i k a n d l . c o m
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٢٦٩ 

 

 א�	א��א�����

�א��وא�� �
Circles  

0r ليكننقطة في المستوى و  Oلتكن  . الدائرة التي مركزها اً حقيقياً عدد <
O  ونصف قطرهاr  هي مجموعة جميع النقاطM  التي تبعد مسافةr  عن النقطة
Oأي أن .  

( , ) { : }C O r M OM r= =  
)إذا كانت  , )M C O r∈  ة القطعة المستقيمفإنOM تسمى أيضاً نصف قطر .

   .OMالقطعة المستقيمة  أو rوذا فإن نصف قطر الدائرة يعني العدد 

  
  ن إذا وفقط إذا كان نصفا قطريهما متساويين.ن دائرتين متطابقتاإنقول 

  

لكل ثلاث نقاط ليست على استقامة واحدة توجد دائرة وحيدة تمر  ):١مبرهنة (
  .ثةبالنقاط الثلا

O
r

M
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٧٠

ثلاث نقاط ليست على استقامة واحدة. عندئذ،  A ،B ،Cنفرض أن  البرهان:

ليست  A ،B ،Cغير متوازيين (لأن  BCو  ABالمنصفان العموديان للقطعتين 
  .Oعلى استقامة واحدة). ولذا فهما يتقاطعان في النقطة 

  
OAوذا فإن  OB OC= . A ،B ،Cمركز دائرة تمر بالنقاط  Oوتكون  =

. OAونصف قطرها  Oيكون مركزها  الثلاثلك، أي دائرة تمر بالنقاط إضافة إلى ذ
  ����  أي أا الدائرة نفسها.

  

)إذا كانت  , )C O r  دائرة فإن مجموعة النقاطP  في المستوى حيث
OP r<  الدائرة الداخلية (تسمى نقاطinterior of the circle(  

Int ( , ) { : }C O r P OP r= < . 

OQفي المستوى حيث  Qكما تسمى مجموعة النقاط  r> نقاط الدائرة الخارجية ،
)exterior of the circle(  

Ext ( , ) { : }C O r Q OQ r= >  
 

  النقاط الداخلية للدائرة هي مجموعة محدبة. مجموعة ):٢مبرهنة (

,لنفرض أن  البرهان: Int ( , )A B C O r∈ ،عندئذ .OA r<  وOB r< .

Pلتكن  AB∈ عندئذ، إحدى الزاويتين .�
APO  أو�

BPO ليست منفرجة.  

A

CB

O
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  ٢٧١  الدوائر  

  

  

  
�لنفرض أن 

APO عندئذ، في المثلث ليست منفرجة .BPO△  لدينا
OP OB r< Int ،. إذن> ( , )P C O r∈.  ����  

  

) تسمى اموعة ملحوظة: , ) Int ( , ) { : }C O r C O r M OM r∪ = قرصاً  ≥
)disk مركزه (O  ونصف قطرهr.  
  

   المركزيةالأقواس والزوايا و  الأوتار
[Chords, Arcs, and Central Angles]  

). إذا chordوتراً ( الدائرةتسمى القطعة المستقيمة الواصلة بين نقطتين على 
 طرفي القطر ) وتسمى نقطتاdiameterمر الوتر في مركز الدائرة فإنه يسمى قطراً (

   قطرياً.نقطتين متقابلتين
  

)دائرة الطول أي وتر ليس قطراً في  ):٣مبرهنة ( , )C O r  2أصغر منr.  

Oحيث  وتراً  ABلنفرض أن  البرهان: AB∉.  
  

O

BA
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٧٢

  

  
2ABعندئذ، من متباينة المثلث نجد أن  OA OB r< + =.  ����  

  

)لاحظ أن طول قطر الدائرة  ملحوظة: , )C O r  2يساويr  وأنه أكبر من أو
  يساوي طول أي وتر آخر من أوتار الدائرة.

  

  [Central Angle]الزاوية المركزية 

)الزاوية المركزية في دائرة  , )C O r  التي رأسها مركز الدائرة، وبالتالي كل زاوية  زاويةالهي
  رأسها مركز الدائرة تسمى زاوية مركزية فيها.

  

A

B
O

A

B

O
M
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  ٢٧٣  الدوائر  

  

  [Arcs of a Circle]أقواس الدائرة 

)نقطتين مختلفتين على دائرة  Bو  Aإذا كانت  , )C O r  ما يقسمان الدائرة إلىفإ

�قوسين، قوس أصغر 
AB  وهو مجموعة النقاط الناتجة عن تقاطع الدائرة مع نقاط

�الزاوية المركزية 
AOB  الداخلية، بينما القوس الأكبر�

AMB  هو متمم القوس

�من القوس هما طرفا كل  Bو  Aالأصغر. النقطتان 
AB  الوتر وAB،  ونعبر عادة

�عن ذلك بالقول إن القوس 
AB  يقابل (أي يواجه) الوترAB.  

اية قطر فإن كلاً من القوسين المقابلين لهما نقطتي  Bو  Aإذا كانت 
  .للدائرة ). لاحظ أن أي قطر يحدد نصفينsemicircleيسمى نصف دائرة (

  

  [Measure of The Arc]قياس القوس 

)نقطتان على الدائرة  Bو  Aلنفرض أن  , )C O r.  إذا كانتA  وB 

�نقطتي اية قطر فإن قياس القوس 
AB  أما إذا لم °180(نصف الدائرة) يساوي .

�قطراً فإن قياس القوس الصغير  ABيكن 
AB  يساوي قياس الزاوية بالدرجات

�المركزية 
AOB  المقابلة له وقياس القوس الكبير�

AMB  �360يساوي AOB° − .

� اً كبير   اً أما الدائرة فيمكن اعتبارها قوس
AB  حيثA B=  ومن ثم فإن قياسها

  .°360يساوي 
  

�وكانت  Oلاحظ أنه إذا اشتركت دائرتان في المركز  ملحوظة:
AOB  الزاوية المركزية

�القوسين لهما فإن 
1 1AB  و�

2 2A B  ولكنهما يختلفان في الطوللهما القياس نفسه.  

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٧٤

  
  يتطابق قوسان من دائرة واحدة إذا كان لهما القياس نفسه.

  

)وترين في الدائرة  CDو  ABليكن  ):٤مبرهنة ( , )C O r ،عندئذ .AB CD= 

�إذا وفقط إذا كان  �
AB CD=.  

ABلنفرض أولاً أن  البرهان: CD= ،عندئذ .AOB COD≡△ . ومن ذلك △

�نجد أن  �
AOB COD= ،إذن ،� �

AB CD=.  

  
�ولبرهان العكس، إذا كان  �

AB CD=  فإن� �
AOB COD=  ويكون

AOB COD≡△ AB. إذن، △ CD=.  ����  

  

1A

2A

2B
1B

O

O

A

B

C

D
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  ٢٧٥  الدوائر  

  

. عندئذ، Oنقطتين مختلفتين على دائرة مركزها  Bو  Aلتكن  ):٥مبرهنة (

 ABمن الوتر  ينصف كلاً  Oوالذي يمر بالمركز  ABالعمودي على الوتر المستقيم 

�والقوس 
AB .(الصغير والكبير)  

 ABالوتر  أن ذنإإذا كانت النقطتان طرفي قطر فالعبارة واضحة. لنفرض  البرهان:
ويقطع الدائرة في النقطتين  ABعمودي على الوتر  OMليس قطراً، ولنفرض أن 

C  وD.  

  
OAبما أن  OB=  فإن المثلثين القائمينAOM△  وBOM△ ن، ومن متطابقا

AMذلك نجد أن  MB= ،ّأيضا ،� �
AOM BOM=  و� �

AOD BOD= .

�إذن،  �
AC CB=  و� �

AD DB=.  ����  
  

واحدة من مركز  مسافةيتساوى وتران في دائرة إذا وفقط إذا وقعا على  ):٦مبرهنة (
  الدائرة.

ABلنفرض أن  البرهان: CD= ،عندئذ .AOB COD≡△ ومن ثم  △

  .متساويان ONو  OM همافارتفاعا

A C

B
O

M

D
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٧٦

  
OMولبرهان العكس، نفرض أن  AB⊥  وأنON CD⊥ . ،عندئذ

AM MB=  وDN CN= . وبما أنOM ON=  فإن
OMA OND≡△ AM. من ذلك نجد أن △ DN=  ويكونAB CD=.  ����  

  

)دائرة الوتران متوازيان في  CDو  ABلنفرض أن  ):٧مبرهنة ( , )C O r  وأن
لنسبة للقطر العمودي عليهما. بانفسه تقعان في نصف المستوى  Cو  Aالنقطتين 

�ئذ، القوس الصغير عند
AC  يطابق القوس الصغير�

BD.  

  البرهان:

  

MNبما أن  AB⊥  وMN CD⊥  فإن� �
AM MB=  وأن� �

CN ND=. 

�ولكن  �
MAN MBN= إذن،  دائرة). (نصفا� �

AC BD= .  ����  
  

  

A

B

O

C
N M

D

M

A B

C D

O

N
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  ٢٧٧  الدوائر  

  

)قطر في الدائرة  AB ):١مثال ( , )C O r النقطة .E  هي نقطة تقاطع الوترCD 

�، ABمع القطر  30CEB = ° ،6AE = ،2EB  Oاحسب المسافة من  .=
  .CDإلى 

  الحل:

  
6 2 8AB AE EB= + = + 4OBإذن،  .= فإن  لذا. و =
4 2 2OE = − 30هو مثلث  △EOMالآن، المثلث  .= 60 90° − ° − فيه  °
1

1
2

OM OE= =.  ����  
  

)ثلاث نقاط مختلفة على الدائرة  A ،B ،Cلتكن  ):٢(مثال  , )C O r إذا كان .
AB AC⊥ ن من والمسافتاO  إلىAB  وAC  على التوالي  4و  2هما

  .ACو  ABفاحسب 

  الحل:

�ولأن  ABينصف  OM) العمود ٥من مبرهنة (
CAB  قائمة فهو يوازيAC 

وأن  BCمنتصف  Oوعليه نرى من مبرهنتي نقطتي التنصيف نعلم أن 

2 4AC OM= 2بالمثل . = 8AB ON= =.  

O
A B

C

D

M

E
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٧٨

  
  ����  

  

)قطراً في الدائرة  AOBليكن  ):٣مثال ( , )C O r.  ولتكنC  وD على نقطتين 

)الدائرة  , )C O r  حيثOC  ينصف�
DOB  وOD  ينصف�

COA.  
2DCإذا كان   )أ ( )فاحسب طول قطر الدائرة  = , )C O r.  

ADقطراً فأثبت أن  EOCإذا كان   )ب ( CE�.  
  .COإلى  Bتساوي المسافة من  COإلى  Aة من فأثبت أن المسا  )ج (

  الحل:

  

�لاحظ أن  � � 60BOC COD DOA x= = = ° = °.  
60xمتساوي الساقين فيه  △COD  )أ ( = . وذا فهو متساوي الأضلاع. °

2OCإذن،  DC= 4AB. ومن ثم = =. 

O

A
N

C

B

M
2
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D
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x
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  ٢٧٩  الدوائر  

  

�لدينا  ADCOفي الشكل الرباعي   )ب ( � 2ADC COA x= إذن،  .=

AD OC�. 

 متساوي الأضلاع وطول الضلع يساوي △COBو  △AODبما أن كلاً من   )ج (
ن من ا الارتفاع نفسه. وذا فالمسافتاولذا لهم نصف القطر فإما متطابقان،

A  وB  إلىCO ن.متساويتا  ����  
  

)في الدائرة  ):٤مثال ( , )C O r  ،المبينة في الشكل المرفقMON  ،قطر

OA OB= ،PQ RS� ،OC PQ⊥ ،OD RS⊥ .:أثبت أن  
PQ  )أ ( RS=.  
  .Oمتماثلتان حول  Rو  O ،Qمتماثلتان حول  Sو  P  )ب (
 مستطيل. PQSRالشكل الرباعي   )ج (

 
  

  
  الحل

AOبما أن   )أ ( OB=  وأن� �
COA BOD=  وأن� �

CAO DBO=  فإن
AOC BOD≡△ OC. وذا فإن △ OD= أي أن .PQ RS=. 

  

O
B
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D
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٨٠

OPبما أن   )ب ( OS=  وأنOC OD=  فإنOCP ODS≡△ . ومن △

� نجد أنذلك  �
COP SOD= ولكن .C ،O ،D  على استقامة واحدة

PQ(لأن  RS�.(  ،إذنP ،O ،S .وبالمثل،  على استقامة واحدةQ ،
O ،R .على استقامة واحدة  

PQبما أن   )ج ( RS=  وهما متوازيان فإنPQSR  متوازي أضلاع قطراهPS  و

QR ما قطراإذن  دائرة). متساويان (لأPQSR .مستطيل  ����  
  

)في الدائرة  ):٥مثال ( , )C O r  ،المبينة في الشكل� � 180AB CD+ = � ،

OM AB⊥ ،ON CD⊥. أن  أثبتOMA DNO≡△ △.  

  
OMبما أن  الحل: AB⊥  فإنAM MB= ،وبالمثل .DN NC= ،إذن .

OM  ينصف�
AOB  وON  ينصف�

COD من ذلك نجد أن .  

� �
� � � �

90
2 2 2 2

AOB COD AB CD
AOM DON+ = + = + = °  

�لدينا  △DONولكن في المثلث  � 90DON NDO+ = إذن، . �
� �
AOM NDO=.  ذا فالمثلثان القائمانوAOM△  وNDO△  

  ����  متطابقان.

O

B

A
D

C

M

N

o b e i k a n d l . c o m



  ٢٨١  الدوائر  

  

)داخل الدائرة  △ABCرسمنا المثلث  ):٦مثال ( , )C O r  حيث� 35B = °، 
� 43C = �. احسب قياس كل من °

BAO  و�
CAO.  

  الحل:

  
  لك،كذ متساوي الساقين، △OAB△ ،OBC△ ،OACكل من المثلثات 

� 180 (43 35 ) 102x y BAC+ = = ° − ° + ° = ° . 

�ولكن  43ACB y z= − = �و  ° 35ABC x z= − = 12z. إذن، ° = ° 

�ويكون  47BAO x= = �و  ° 55CAO y= = °.  ����  
  

  [Secants And Tangents]القواطع والمماسات 

)لتكن  ):٨مبرهنة ( , )C O r  دائرة وليكنh .ًمستقيما  
)distإذا كان   )أ ( , )O h r<  فإن المستقيمh  يقطع الدائرة( , )C O r  بنقطتين

)distحيث  , )O h  ترمز للمسافة بينO  والمستقيمh.  
)distإذا كان   )ب ( , )O h r=  فإن المستقيمh  يقطع الدائرة( , )C O r  في نقطة

  واحدة فقط.
)distإذا كان   )ج ( , )O h r>  فإن المستقيمh  والدائرة( , )C O r .لا يتقاطعان  

O
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B
A

y

y
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z
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٨٢

  البرهان:

)distإذا كان   )أ ( , ) 0O h . ومن ثم توجد نقطة واحدة hتقع على  Oفإن  =
اللذين تحددهما على كل من نصفي المستقيم  Bونقطة واحدة فقط  Aفقط 
O  حيثOA OB r= =.   

  
10لنفرض إذن، أن  dist( , )O h r r< = OO. لنفرض أن >  عمودي ′

hليكن . hعلى  hو  ′ Oبدءاً من  hنصفي المستقيم  ′′ عندئذ، توجد . ′
Aقطة وحيدة ن h Bونقطة وحيدة  ∋′ h (انظر الشكل المرفق) حيث  ∋′′

2 2
1O A O B r r′ ′= = −.  

  
,إذن،  ( , )A B C O r∈ ي نقطة لأ. وM h∈  مختلفة عنA  وB  يكون

2 2
1O M r r′ < 2أو  − 2

1O M r r′ > OM. أي أن − r<  أو

A

B

O

h

O

r

r
A

B

O ′
h ′

h ′′

1r
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  ٢٨٣  الدوائر  

  

OM r> ذا فإما أنو .M .ا داخل الدائرةخارج الدائرة أو أ  
  

)distلنفرض أن   )ب ( , )O h r=  وأنOO . عندئذ، hعمودي على  ′
OO r′ )ومن ثم فإن  = , )O C O r′ M. وإذا كانت ∋ O   فإن /=′

  
OM OO r′> )تقع خارج الدائرة  M. ومن ذلك فإن = , )C O r.  

  

)distلنفرض أن   )ج ( , )O h r> عندئذ، لكل .M  على المستقيمh  يكون
dist( , )OM O h r≥ )تقع خارج الدائرة  M. وذا فإن < , )C O r.  ����  

  

)للدائرة  مماس hن المستقيم إنقول  تعريف: , )C O r نقطة تقاطع وحيدة  تإذا وجد
)و  hبين  , )C O r  وتسمى نقطة التقاطع الوحيدة، نقطة التماس. وإذا قطع المستقيم
h  الدائرة( , )C O r  في نقطتين فيسمى المستقيمh  في هذه الحالة قاطعاً للدائرة. وإذا

)الدائرة  hلم يقطع المستقيم  , )C O r  الدائرة.فإنه يسمى مستقيماً خارجاً عن  
  

)للدائرة  مماس h) نلاحظ أن ٨استناداً إلى المبرهنة ( ملحوظة: , )C O r  إذا وفقط إذا
)distكان  , )O h r= كما أن المماس المار بالنقطة .O على نصف  عمودي ′
OOالقطر  ′.  

O

O ′

M
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٨٤

)نقطة خارج الدائرة  Aلنفرض أن  ):٩مبرهنة ( , )C O r  وأنAT  وAT ′ 
Tو  Tمماسان للدائرة عند النقطتين    . عندئذ،′

AT  )أ ( AT ′=.  

AO  )ب (
���	

�ينصف  
TAT ′.  

OA  )ج (
���	

�ينصف  
TOT ′.  

OA  )د (

��	

TTمنصف عمودي للقطعة   ′.  

  البرهان:
  

  

ATOبما أن  AT O′≡△ مباشرة من  الثلاثةفإننا نحصل على صواب العبارات  △

AOأما (د) فهو نتيجة لتطابق  هذا التطابق. T′△  َوAO T′ Oحيث  △′ نقطة  ′
TTو  AOتقاطع  ′.  ����  

  

. إذا كان N ،M ،Pمماسات للدائرة عند النقاط  △ABCأضلاع  ):٧مثال (
13BCو  30محيط المثلث يساوي    .ANفاحسب  =

  

  

OA

T ′

T
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  ٢٨٥  الدوائر  

  

  الحل:

  

ANلاحظ أن  AP x= = ،BN BM y= = ،CM CP z= = .
)2 هو △ABCعندئذ، محيط المثلث  ) 30x y z+ + . أي أن =

15x y z+ + 13BCولكن  = y z= + 2AN. إذن، = x= =.  ����  
  

)مماسات للدائرة  AB ،BC ،CD ،DAفي الشكل المرفق،  ):٨مثال ( , )C O r 
أثبت أن  على التوالي. N ،P ،Q ،Mعند النقاط، 

AB CD BC DA+ = +.  
  

  

  لاحظ أن الحل:

  
AB CD AN NB CQ QD

AM BP PC MD

+ = + + +

= + + +  

O

A

B C

x
x

y

y z

z

C

B

A D

O

Q

N

P

M

P

N

M
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٨٦

  
( ) ( )AM MD BP PC

AD BC

= + + +

= +  ����  
  

)قطر في الدائرة  ABفي الشكل المرفق،  ):٩مثال ( , )C O r .DA ،DE ،BE 

�جد قياس  على التوالي. A ،C ،Bالتماس  نقاطمماسات للدائرة عند 
DOE.  

  

  
�ينصف  ODبما أن  الحل:

AOC  وأنOE  ينصف�
COB فإن  

���� � � �
� �

90
2 2

AOC COB
DOE DOC COE= + = + = ° . 

  

10OA ،5ونصف قطرها  O دائرة مركزها C في الشكل المرفق، ):١٠مثال ( = ،
AD  وCD  مماسان للدائرة عندB  وC.  احسبBC.  
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  ٢٨٧  الدوائر  

  

�مماس للدائرة فإن  ABبما أن  الحل: 90OBA = . وبما أن °
10 1

5
2 2

OB OA= = �فإن  = 30BAO = مماس للدائرة فإن  CDوبما أن  .°
� 90DCA = �. إذن، ° 60ADC = متساوي الأضلاع لأن  △DCB. الآن، °

BD DC=  وأن� 60BDC = BC. إذن، ° CD DB x= = . أيضاً، =

ADC△  30مثلث 60 90° − ° − 15وعليه  °

3
BC x= =.  ����  

  

  [Angle Properties of Circles] خواص زوايا الدوائر

ها اإذا وقع رأسها على الدائرة وكان ضلع ،زاوية مرسومة داخل دائرةالن إنقول 
  ن في الدائرة.وتري

  

للدائرة  الدائرة وأحد ضلعيها مماسرأسها على  عقياس الزاوية التي يق ):١٠مبرهنة (
في الدائرة يساوي نصف قياس  و نقطة التماس والضلع الآخر وترحيث الرأس ه

  القوس المحصور بالضلعين.

  البرهان:

  

  

O

T

A

QP
S
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٨٨

)وتر في الدائرة  TAلنفرض أن  , )C O r  وأنTS عند النقطة  مماسT .رسم ا

OQ  عمودياً علىTA  ويقطع الدائرة عند النقطةP ،الآن .AOT△  متساوي

� ينصف OQ ولذا ارتفاعه الساقين.
AOT،إذن . � � �1 1

2 2
TOQ TOA TPA= =.  

�ولكن  � 90TOQ OTQ+ = �و  ° � 90ATS OTQ+ = من ذلك نجد أن  .°
� �
ATS TOQ= ذا فإنو .� � �1

2
ATS TOQ TPA= =.  ����  

  

ها عاقياس الزاوية المرسومة داخل دائرة (أي رأسها على الدائرة وضل ):١١مبرهنة (
  الأصغر المقابل للضلعين. وتران) يساوي نصف قياس القوس

�فرض أن نل البرهان:
APB  مرسومة داخل الدائرة( , )C O r .رسم المماس اPS.  

  

  عندئذ، 

���� � � � � � �1 1 1

2 2 2
APB SPB SPA PB PA AB= − = − = . 

  

 يقياس الزاوية التي يقع رأسها داخل دائرة يساوي نصف مجموع قياس ):١٢مبرهنة (
  القوسين الصغيرين المقابلين لضلعيها.

O

P

S

A

B
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  ٢٨٩  الدوائر  

  

  البرهان:

  
)وتران في الدائرة  BDو  ACلنفرض أن  , )C O r  يتقاطعان في النقطةP.  

�بما أن 
APB  زاوية خارجة للمثلثAPD△  فإن  

���� � � � � � � �( )1 1 1

2 2 2
APB PAD PDA DC AB DC AB= + = + = + . 

  

ها إما وتران أو مماسان أو اوية التي رأسها خارج دائرة وضلعاقياس الز  ):١٣مبرهنة (
 ي القوسين الصغيرين المقابلينوتر ومماس للدائرة يساوي نصف الفرق بين قياس

  لضلعيها.

  البرهان: 

�لنفرض أن   )أ (
APD  زاوية ضلعاها وتران في الدائرة( , )C O r.  

  
�بما أن 

ABD  خارجة للمثلثDBP△ فإن  

B

A

D C

O
P

B
P

COA

D
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٩٠

� � � � �( )1

2
APD ABD BDP AD BC= − = − . 

�نفرض أن   )ب (
ATD ضلعاها هما المماس  ةزاويAT  الوتر وCD،عندئذ .  

  
� � � � �( )1

2
ATD SAD TDA AD AC= − = − . 

� نفرض أن  )ج (
ATB  زاوية ضلعاها مماسان للدائرة( , )C O r ارسم .TCD 

  . عندئذ، Dو  Cفي النقطتين  مستقيماً يقطع الدائرة

  
  

���� 

� � � � �( ) � �( )
� �( )

1 1

2 2
1

.
2

ATB ATD DTB AD AC DB CB

ADB ACB

= + = − + −

= −  

  

T

C

O

A

D

S

O B

T
A

D

C
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  ٢٩١  الدوائر  

  

  ) نحصل على:١٣من المبرهنة ( ملحوظة:
  .°90قياس أي زاوية مرسومة داخل نصف دائرة يساوي   )أ (
المرسومة داخل دائرة وتقابل القوس الصغير نفسه يجب أن تكون جميع الزوايا   )ب (

  متطابقة.
  

)الدائرة  ):١١مثال ( , )C O r المبينة فيها، � 110AB = ° ،� 50BC = ° ،
� 140CD = زوايا بين الوقياس  ABCD. احسب قياس زوايا الشكل الرباعي °

  . ABCDوأضلاع الشكل الرباعي  قطري

  
  الحل:

� � �

� � �

� � �

� � �

1 1
25 70 95

2 2

1 1
30 70 100

2 2

1 1
30 55 85

2 2

1 1
55 25 80

2 2

A BC DC

B AD DC

C AD AB

D AB BC

= + = ° + ° = °

= + = ° + ° = °

= + = ° + ° = °

= + = ° + ° = °  

140°

60°

110°

50°

O
A

D

C

B

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٩٢

���� 

� �

� �

� �

� �

70

25

30

55 .

DAC DBC

CAB CDB

ABD ACD

ACB ADB

= = °

= = °

= = °

= = °  
  

� امنتصف Eو  Dفي الشكل المرفق،  ):١٢مثال (
AB  و�

AC  ،على التواليF 
 △AFGعلى التوالي. أثبت أن  ACو  ABمع  DEتقاطع  نقطتا Gو 

  متساوي الساقين.

  الحل:

  

�لنفرض أن  �
AD DB x= �وأن  = �

AE EC y=   عندئذ، .=

���� 
� � �( ) �1 1

( )
2 2

AFG x y AD EC AGF= + = + = . 
  

نقطة  M أنن في دائرة. لنفرض وترين متعامدي CDو  ABليكن  ):١٣مثال (

�واقعة على 
BD  أو�

AC أثبت أن .� � 90AMD BMC+ = °.  

G

F

A E

C
B

D

x

x

y

y
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  ٢٩٣  الدوائر  

  

  هي نقطة تقاطع الوترين. الآن، Pنفرض أن  :الحل

  

���� � � � � �1 1
90

2 2
AMD BMC AD BC APD+ = + = = ° . 

  

)في الدائرة  ):١٤مثال ( , )C O r ،BD AC⊥ ،CE AB⊥ ،AF  .قطر
ABCأثبت أن  HNM△ ∼ △.  

  
�ولاحظ أن  CFصل  الحل: 90ACF =   . الآن،°

� � � �90HNM AND FAC AFC= = ° − �وبما أن  =
ABC محيطية  

�منشأة على القوس 
AC  فإن� �

ABC AFC=  وعليه� �
ABC HNM=كذلك .  

� � � �90NHM EHB ABD BAC= = ° − HNM. إذن، = ABC△ ∼ △.����  

M

BA

C

D

P

A

ON

F

C

B

E

D

MH
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٩٤

�في الشكل المرفق،  ):١٥مثال ( �
BD DC= .�

ABC x=  و�
ACB y= .

xحيث  y>.  جد قياس�
ADO.  

  
  متساوي الساقين فإن △OADبما أن  الحل:

� �( ) �

� �

� �

� �

� � �( )
� �( )

1 1
180 90

2 2

1 1
90

2 2

1
90

4

1
90

2

1
90 180

2

1

2

ADO AOD ABD

AB BD

ACB BC

ACB BAC

ACB ABC ACB

ABC ACB

= ° − = ° −

= ° − −

= ° − −

= ° − −

= ° − − ° − −

= −

  

�إذن،  1
( )
2

ADO x y= −.  ����  
  

)مماسان للدائرة  ACو  ABفي الشكل المرفق،  ):١٦مثال ( , )C O r ،

AO BC⊥ أثبت أن .� �
BAO ECF=.  

O

A

B

C

D

y

x
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  ٢٩٥  الدوائر  

  

  

  
  الحل:

���� � � � � � �1
90 .

2
BAO BOA OBC EBC CE ECF= ° − = = = =  

  

  [Areas of Regular Polygons]مساحة المضلعات المنتظمة 

لقد أثبتنا في بداية هذا الفصل أنه توجد دائرة وحيدة تمر بأي ثلاث نقاط 
ليست على استقامة واحدة. وسنبين في الجزء الثاني من هذا الكتاب أنه يمكن رسم 

الدائرة الخارجية للمضلع. أيضاً يمكن رسم دائرة دائرة تحيط أي مضلع منتظم تسمى 
داخل أي مضلع منتظم تسمى الدائرة الداخلية للمضلع. إضافة إلى ذلك فإن 

  الدائرتين الخارجية والداخلية للمضلع المنتظم تشتركان في المركز.
  

  تعريف:

  مركز المضلع المنتظم هو المركز المشترك للدائرتين الخارجية والداخلية. )١(
 قطر المضلع المنتظم هو المسافة بين مركز المضلع وأي رأس من رؤوسه.نصف  )٢(

  

OA

B

C

F

E
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٩٦

) المضلع المنتظم هو المسافة بين المركز وأي ضلع من apothemعامل ( )٣(
  أضلاعه.

وية التي رأسها مركز المضلع وضلعاها الزاوية المركزية للمضلع المنتظم هي الزا )٤(
  لرأسين متجاورين. ناقطرين مرسوم نصفا

  

�)، زاوية مركزية (OA)، نصف القطر (OX)، العامل (Oالمركز (
FOA.(  

  

  مساحة المضلع المنتظم تساوي نصف حاصل ضرب العامل والمحيط. ):١٤مبرهنة (

مضلع  ⋯TUVQلنفرض أن  البرهان:
 p، محيطه s، طول ضلعه aمنتظم، عامله 

من المثلثات المتطابقة،  nبرسم  .Aومساحته 

1ساوي تنجد أن مساحة كل منها 

2
as ،عندئذ .  

���� 
1 1 1

( )
2 2 2

A n as a ns ap= × = = . 

  

طول ضلعه  إذا كانجد نصف قطر وعامل المثلث المتساوي الأضلاع  ):١٧مثال (
  .6يساوي 

O C

DE

F

A X B

O

Q

V

U

a

T X
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  ٢٩٧  الدوائر  

  

  الحل:

  

30هو مثلث  △AOXلاحظ أن المثلث  60 90° − ° − . إذن، °
3

3
3

a = 2و  = 2 3r a= =.  ����  
  

  .9عامله يساوي  إذا كانجد مساحة السداسي المنتظم  ):١٨مثال (

  الحل:

  

30هو مثلث  △AOBالمثلث  60 90° − ° − 1. إذن، ° 9
3 3

2 3
s = . أي =

6أن  3s 6. ومن ذلك نجد أن = 6 3 36 3p = ×   . وذا فإن =

���� 
1 1

9 36 3 162 3
2 2

A ap= = × × = . 

C

O

A B
X

ar

3

O

A B1

2
s

9r
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٢٩٨

  [Circumference of circle]محيط الدائرة 

مضلعات منتظمة مرسومة داخل دوائر  ةالأشكال الأربعة التالية تبين لنا أربع
  متطابقة.

  
ؤدي إلى الزيادة في كل تمن هذه الأشكال نلاحظ أن الزيادة في عدد أضلاع المضلع 

  من:
  العامل، حيث يقترب أكثر فأكثر من نصف قطر الدائرة.  )أ (
  المحيط، حيث يقترب أكثر فأكثر من محيط الدائرة.  )ب (
  المساحة، حيث تقترب أكثر فأكثر من مساحة الدائرة.  )ج (

بجعل عدد أضلاع المضلع يزداد زيادة كافية نستطيع القول إن محيط الدائرة (يرمز له 
لدائرة. كما أن ) هو اية محيطات المضلعات المنتظمة المرسومة داخل اCبالرمز 

اية مساحات المضلعات المنتظمة المرسومة  هي) Aمساحة الدائرة (يرمز لها بالرمز 
  داخل الدائرة.

  

  .ة بين محيط أي دائرة وقطرها عدد ثابتالنسب ):١٥مبرهنة (

Cن أو  d وقطرها Oمحيط الدائرة التي مركزها  Cلنفرض أن  البرهان:  هو محيط ′
Oالدائرة التي مركزها  dوقطرها  ′ ′.  
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  ٢٩٩  الدوائر  

  

  

  

  
وارسم داخل  npومحيطه  nعدد أضلاعه  اً منتظم اً مضلع Oارسم داخل الدائرة 

Oالدائرة  . عندئذ، النسبة بين محيطي ′npومحيطه  n أضلاعهعدد  اً منتظم اً مضلع ′
  المضلعين هي:

n

n

p ns s

p ns s
= =
′ ′ ′

  

AOBوبما أن  A O B′ ′ ′△ ∼ sفإن  △ r

s r
=
′ ′

nإذن،  .

n

p r d

p r d
= =
′ ′ ′

.  

Cمن  ′npو  Cمن  npيزداد زيادة كافية بحيث يقترب  nالآن، بجعل  نجد أن  ′
C d

C d
=
′ ′

C. أي أن  C

d d

′
=
′

Cوذا فإن  .

d
  ����  ثابت لأي دائرة. 

  

  ملحوظات:

Cمن المعلوم أن هذا الثابت  )١(

d
(يساوي تقريباً  πيساوي العدد غير الكسري  

22أو  3.14

7
  لحساب محيط الدائرة:). من ذلك نحصل على القانون التالي 

2C d rπ π= = . 

 

 
  

OO′

A B
A′ B ′

r

s

r ′

s ′
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٠٠

�القوس  قياسإذا كان  )٢(
AB  في دائرة( , )C O r  يساويn°  فإن هذا القياس

 يقابل
360

n  من محيط الدائرة. ولذا فإن طول القوس�
AB يساوي 

2
360

n
rπ× . 

�القوس  قياسو  4على سبيل المثال، إذا كان نصف قطر دائرة يساوي 
AB 

  يساوي طول القوسفإن  °40يساوي 
40 8

2 4
360 9

π
π× × = . 

  

  [Area of a Circle]مساحة الدائرة 

  لإيجاد مساحة الدائرة نستخدم قانون مساحة المضلع المنتظم.
  

)مساحة الدائرة  ):١٦مبرهنة ( , )C O r 2 هيA rπ=. 

)المرسوم داخل الدائرة مساحة المضلع المنتظم  nAلنفرض أن  :البرهان , )C O r 
 .npومحيطه  naوعامله  nالذي عدد أضلاعه و 

1عندئذ، 

2n n nA a p=.  وبأخذn  بما فيه  اً كبير

 من r ،npقرباً كافياً من  naالكفاية بحيث يقترب 

C ،nA  منA  1نجد أن

2
A rC= وبما أن .

2C rπ=  21فإن
(2 )

2
A r r rπ π= =.  ����  

  

O

nar
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  ٣٠١  الدوائر  

  

  :تعريف
)) في الدائرة sectorالقطاع ( )١( , )C O r  المحدودة بنصفي قطر الدائرة  المنطقةهو

  وقوس.
)) في الدائرة segmentالمقطع ( )٢( , )C O r  المحدودة بقوس في الدائرة المنطقةهو 

  الوتر المقابل للقوس.و 

  
  
  
  

2 درجة هو nمساحة القطاع الذي قياس قوسه 
360

n
rπ×. 

من مساحة القطاع  △AOBبطرح مساحة المثلث  اأما مساحة المقطع فيمكن إيجاده
AOB.  

  

 ونصف قطر °90جد مساحة المقطع المقابل لقوس في دائرة قياسه  ):١٩مثال (
  .6 الدائرة

  

OO

A

B

A

B

M

O

A

B

6

6

كل من المنطقتين المظللة وغير 
 المظللة قطاع في الدائرة

 المنطقة المظللة مقطع في الدائرة
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٠٢

290تساوي  AOBمساحة القطاع  الحل:
6 9

360
π π× × =.  

1تساوي  AOBمساحة المثلث 
6 6 18

2
× × =.  

9مساحة المقطع تساوي  18π −.  ����  
  

ونصفي  OPQ: رسمنا في الشكل المرفق، ربع دائرة [Aust.MC 1980] )٢٠مثال (

aمساحتي المنطقتين المظللتين فجد  b و a. إذا كانت OQ و OP همادائرة قطرا

b
.  

  
ف قطر كل صهو ن rهو نصف قطر ربع الدائرة. عندئذ،  2rلنفرض أن  الحل:

   من نصفي الدائرة.
 OPالمرسومتين على  الدائرة تساوي مساحة نصفي الدائرتينلاحظ أن مساحة ربع 

 aمساحة المنطقة من ذلك ومطروحاً  bمضافاً إلى ذلك مساحة المنطقة  OQو 
  ولذا فإن(حسبناها مرتين). 

2 2 2

2 2

1 1 1
(2 )

4 2 2
r r r b a

r r b a

π π π

π π

= + + −

= + −

 

0bإذن،  a− b. ومن ثم = a=  1ويكون
a

b
=.  ���� 

b

a

QO

P
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  ٣٠٣  الدوائر  

  

  مسائل محلولة

)في الدائرة   )١( , )C O r، AOB  قطر. ما قياس الزاويةy ؟  
  °130(د)     °120(ج)     °115(ب)     °110(أ) 

  
�الإجابة هي (د): : الحل 180 (90 25 ) 65BCD = ° − ° + ° = °.  

OBC△  ،متساوي الساقين. إذن� � � 65OBC OCB DCB= = =   . ولذا فإن°
� 65 25 40OBD = °− ° = 40 . وذا فإن° 90 130y = ° + ° = (خارجة  °

  ).△ODBللمثلث 
  

)في الدائرة  yما قياس الزاوية  )٢( , )C O r ؟  
  °60(د)     °55(ج)     °50(ب)     °35(أ) 

  

y°

25°

y°
35°

O

O

C

A

B

A BC

D
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٠٤

OCفإن  ABينصف الوتر  OCالإجابة هي (ج): بما أن : الحل AB⊥ 

�ويكون  90BCO = °. � � 35A B= = ° )OAB△ .(إذن،  متساوي الساقين
180 (90 35 ) 55y = ° − ° + ° = °.  

  

)في الدائرة  )٣( , )C O r ،TA  وTB  مماسان. ما قياس الزاويةy ؟  
  °55(د)     °50(ج)     °45(ب)     °40(أ) 

  
على المماس فإن  هي (أ): بما أن نصف القطر عموديالإجابة : الحل

� 90OAT = �ولذا فإن . ° 180 140 40ATO = °− ° = . إذن، °
� 40y ATO= = °.  

  

) في الدائرة )٤( , )C O r ،AT  وBT 5 ،مماسانr = ،12AT . ما =
  ؟ OTطول 
  15(د)     13(ج)     12(ب)     5(أ) 

y°

50°O

A

T

B

o b e i k a n d l . c o m



  ٣٠٥  الدوائر  

  

  
�قائم الزاوية عند  △OATالإجابة هي (ج): بما أن : الحل

A  فإن
2 212 5 13OT = + =.  

  

)٥( EOD  قطر في الدائرة( , )C O r ،AB  وAC  مماسان للدائرة. ما قياس

�الزاوية 
D ؟  

  °40(د)   °35(ج)     °27.5(ب)     °25(أ) 

  

OBالإجابة هي (ب): : الحل AB⊥  و� 35OAB = إذن،  .°

T

B

A

O

B

O

C

35°

A

D

E

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٠٦

� 180 (90 35 ) 55AOB = ° − ° + ° =   . وذا فإن °
� � �1 1

27.5
2 2

D AB AOB= = = ° . 

  

)في الدائرة  )٦( , )C O r ،ABD  وACE  مماسان عندB  وC  ،على التوالي

BC DE� ،� 35CBO = �. ما قياس الزاوية °
E ؟  

  °70(د)     °65(ج)     °60(ب)     °55(أ) 

  

�الإجابة هي (أ): : الحل � 90OBA OCA= = ° .OBC△  ،متساوي الساقين

�ولذا فإن  � 35OCB OBC= = �. إذن، ° 90 35 55CBA = °− ° = . أيضاً، °

ABC△  متساوي الساقين، ولذا فإن� � 55BCA CBA= = �إذن،  .° 70A = ° .

BCوبما أن  DE�  فإن� � 55D CBA= =   . وذا نجد أن °
� 180 (55 70 ) 55E = °− ° + ° = ° . 

  

)في الدائرة  yما قياس الزاوية  )٧( , )C O r المبينة في الشكل المرفق ؟  

35°

D

E C A

B

O

o b e i k a n d l . c o m



  ٣٠٧  الدوائر  

  

  °40(د)   °30(ج)   °25(ب)     °15(أ) 

  

�الإجابة هي (ب): : الحل 1
80 40

2
AQB = × ° = � . إذن،° 40OBQ = ° 

�إذن،  متساوي الساقين). △OQB(لأن  25PBQ = �و  y. ولكن °
PBQ 

�يقابلان القوس 
PQ ،إذن .� 25y PBQ= = °.  

  

)في الدائرة  )٨( , )C O r ،P  تقع علىAQ ما قياس الزاوية .y ؟  

  
  °55(د)     °45(ج)     °40(ب)     °35(أ) 

360الإجابة هي (د): : الحل 140 220x = °− ° = ولذا فإن  .°
� 1

110
2

BPA x= =   متساوي الساقين فإن △PBQ. وبما أن °

Q

B

A

O

15°
y° 80°

O

x

140°

A P

B

Q

y

Po b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٠٨

� �1 1
110 55

2 2
y PQB BPA= = = × ° = ° . 

  

BACفي الشكل المرفق،  )٩(

����	

. إذا كان Oللدائرة التي مركزها  Aعند مماس  

�وكان  2نصف قطر الدائرة  120BOC = BAوكان  ° CA=  فإنOC 
  :يساوي

  6(د)     4(ج)     3(ب)     2(أ) 

  
OAالإجابة هي (ج): بما أن : الحل BC⊥  وBA CA=  فإنOA  متوسط

OB. إذن، △OBCوارتفاع في المثلث  OC= وبما أن .OA  منصف�
BOC  فإن

� 60AOC = �. من ذلك نجد أن ° 30OCA = . إذن، °
2 2 2 4OC OA= = × =.  

  

يساوي  OAوالقطعة المستقيمة  OBقياس الزاوية بين نصف قطر الدائرة  )١٠(
60° .AB  مماس للدائرة عندB 5. إذا كانOB   ؟ OAفما طول  =
  20(د)     15(ج)     10(ب)     5(أ) 

  

  

O

C

B

A

o b e i k a n d l . c o m



  ٣٠٩  الدوائر  

  

  

  

  الإجابة هي (ب):: الحل

�مماس للدائرة فإن  AB أنبما  90B = �إذن،  .° 30A = . وذا فإن °
2 2 5 10OA OB= = × =.  

  

�في الشكل المرفق،  )١١( 94AB = �و  ° 120CD = x. ما قياس °
ɵ ؟  

  °85(د)     °80(ج)     °73(ب)     °70(أ) 
  

  
  الإجابة هي (ب):: الحل

� � � �( )1 1
(94 120) 107

2 2
AEB DEC AB CD= = + = + = °  

A

BO
60°

5

B
D

A C

x

E
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٣١٠

180إذن،  107 73x = − = °ɵ.  
  

16ABفي الدائرة المرفقة،  )١٢( = ،10CE =، 

  
12CD   ؟ AE. ما طول =

40(ج)     10(ب)     8(أ) 

3
  14(د)     

BAEالإجابة هي (ج): من الواضح أن : الحل DCE△ ∼ △.  

  ومن ذلك نجد أن 

16

12 10

AB AE

CD CE

AE

=

=

  

16إذن،  10 40

12 3
AE

×
= =.  

  

)داخل الدائرة  △ABCرسمنا  )١٣( , )C O r ،DC  مماس للدائرة عندC ،

BCE ،قطعة مستقيمة � 120AC = °. � 70DCE =   ما قياس .°
�
BAC ؟  

  °75(د)     °70(ج)     °60(ب)     °50(أ) 

C

B

A D

E
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  ٣١١  الدوائر  

  

  

�الإجابة هي (ج): لاحظ أن : الحل � �1

2
ABC AC ACD= إذن،  .=

� � 60ABC ACD= = � . ولذا فإن° 180 (60 70 ) 50ACB = ° − ° + ° = ° .

�وذا فإن  70BAC = °.  
  

1تتقاطع الدائرتان  )١٤( 1( , )C O r  2و 2( , )C O r  في النقطتينA  وP .BPC 

�قطعة مستقيمة. إذا كان 
1O AB x=  فإن�

2O CA يساوي ؟  

(أ) 
3

x   (ب)
2

x   (ج)x   (د)3

2

x  
  

  

O
70°

C
EB

D

A

120°

2O1O

C

P
B

A
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٣١٢

�الإجابة هي (ج): لنفرض أن : الحل
2O CA y= ،الآن .

� �
1 1O AB O BA x= �و  = �

2 2O AC O CA y= ، ولكن. =
�
1 180 2AO B x= ° �ولذا فإن  .− 180 2APB x= . وذا فإن قياس القوس −°

�الكبير 
AB 1 في الدائرة 1( , )C O r 360 يساوي (180 2 ) 180 2x x° − ° − = ° + .

  فإن ولذا
� 1

(180 2 ) 90
2

APB x x= ° + = °   ومن ذلك نجد أن. +
� 180 (90 ) 90APC x x= ° − ° + = ° − . 

�ومن ذلك نجد أن  2(90 ) 180 2AC x x= ° − = ° ومن ثم فإن  .−
�

2 180 2AO C x= ° �. ولكن −
2 180 2AO C y= ° . إذن، −

180 2 180 2x y− = �ويكون  �−°
2O CA y x= =.  

  

)١٥( AOB  قطر في الدائرة التي مركزهاO امتداده ويلاقي CD  في النقطةE .

�قياس 
AEC يساوي:  

  °100(د)   °95(ج)   °90(ب)   °80(أ) 

  

EA

M

N

D

O B

C
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  ٣١٣  الدوائر  

  

�الإجابة هي (ب): : الحل � 90ANB AMB= = (كل منهما تقابل نصف  °
DMدائرة). إذن،  AC⊥  وCN AD⊥ ،إذن .B  هي نقطة التقاء أعمدة

AE. ولذا فإن △ACDالمثلث  CD⊥.  ذا يكونو� 90AEC = °.  
  

)في الدائرة  )١٦( , )C O r ،TC  مماس عندT ،MOB  ،قطرOT ABCN� ،
N  نقطة تقاطعMTN  وABCN ،5MT = ،3TC . ما طول =

AM ؟  
  9(د)     8(ج)     6(ب)     5(أ) 

  
  فإن في الدائرة قطر نصفا TOو  MOالإجابة هي (ب): بما أن : الحل

MO TO= ذا فإنو .� �
TMO MTO= وبما أن .TO NB�  فإن

� �
MTO MNB=.  ،إذن� �

TMO MNB=  ويكونMBN△  متساوي الساقين

MBفيه  BN= بما أن .OT NB�  فإنMBN MOT△ من ذلك نجد  .△∽

1أن 
MO MT

OB TN
= 5MT. إذن، = TN= أن  الآن. سنبرهن =

O
AM

B

C

N

T

5

3

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٣١٤

NTC NMA△ ∼ MA. لاحظ أولاً أن △ AB⊥ لأن) BM  أنقطر). وبما 

TC  مماس فإنTO TC⊥ ولكن .TO AC� إذن .TC AB⊥ ذا نجدو .

MAأن  TC�  ويكونNTC NMA△ ∼ . من ذلك نجد أن △
5 1

10 2

TC NT

MA NM
= = 2. وبالتالي فإن = 2 3 6MA TC= = × =.  

  

)في الشكل المرفق  )١٧( , )C O r  1و 1( , )C O r ن عند دائرتان متماستاA  وt  هو
)2. الدائرة الثالثة tنقطة على  Mالمماس المشترك.  , )C M r  تقطع( , )C O r 

1وتقطع  Bو  Aعند  1( , )C O r  عندA  1وB،عندئذ .  
)مماس للدائرة  MB  )أ ( , )C O r  1وMB  1مماس للدائرة 1( , )C O r.  
)مماس للدائرة  MB  )ب ( , )C O r  1ولكنMB  ليس مماساً للدائرة

1 1( , )C O r.  
)ليس مماساً للدائرة  MB  )ج ( , )C O r  1ولكنMB للدائرة  مماس

1 1( , )C O r.  
)ليس مماساً للدائرة  MB  )د ( , )C O r  1وMB  ليس مماساً للدائرة

1 1( , )C O r.  

  

1OO
A

M

B

1B

t

o b e i k a n d l . c o m



  ٣١٥  الدوائر  

  

2MAعندئذ،  .OA ،OB ،OMالإجابة هي (أ): صل : الحل MB r= = ،

OA OB r= MOAإذن،  .= MOB≡△ . من ذلك نجد △
� �
OBM OAM= ولكن .OA AM⊥  ،(نصف قطر ومماس). إذن

MB OB⊥ ذا فإنو .MB  مماس للدائرة( , )C O r.  ،1وبالمثلMB  مماس
)1للدائرة  , )C O r.  

  

)في الدائرة  )١٨( , )C O r ،A ،O ،M ،B ،C  ،على استقامة واحدة

BC AO= .M  منتصفAC  وDM AC⊥ ما قياس .�
ODC ؟  

  °110(د)   °100(ج)   °95(ب)   °90(أ) 

  
AOالإجابة (أ): لاحظ أن : الحل OB BC r= = وأن  =

2

r
OM MB= لدينا  △ODM. الآن، في =

2 2
2 2 3

4 4

r r
DM r= − وفي  .=

DMC△ لدينا  
2 2

2 23 9
3

4 4

r r
DC r= +   لدينا △ODCالآن، في  .=

2 2 2 2 2 23 4DC OD r r r OC+ = + = = . 
�قائم الزاوية عند  △ODCإذن، 

D.  ذا فإنو� 90ODC = °.  

A C
BMO

D

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٣١٦

�منتصف القوس  O .Dمرسوم داخل دائرة مركزها  △ABCالمثلث  )١٩(
BC .

�
ABC x= ،�

ACB y= ما قياس .�
ADO ؟  

x(أ)  y+     (ب)x y−     (ج)1
( )
2
x y−     (د)1

( )
2
x y+  

  

�تنصف القوس  Dبما أن  الإجابة هي (ج):: الحل
BDC  فإنOD  هو المنصف

�ولذا ينصف  BCالعمودي لــ 
BDC كذلك .� �

BDA ACB=  إذ تقابلان نفس

�القوس 
AB،الآن .  

� � �
�

�

�
�

� �
�

� �
� � �( )

2

180

2 2

1

2 2

1
( )
2

BDC
ADO BDO BDA BDA

BAC ABC ACB
BDA BDA

ABC ACB
BCA ABC ACB

x y

= − = −

° − +
= − = −

+
= − = −

= −

 

 

)٢٠( P  نقطة على الدائرة( , )C O r .AB POQ� .2 2( ) ( )PA PB+ 
  يساوي:

A

C

O

B

D

x y

o b e i k a n d l . c o m



  ٣١٧  الدوائر  

  

  24r(د)   23r(ج)     22r(ب)     2r(أ) 
  

  
ABن أالإجابة هي (د): بما : الحل PQ�  فإنPB AQ= . بما أن و

� 90QAP =   فإن °
2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 4PA PB PA AQ QP r+ = + = = . 

  

)٢١( [Aust.MC 1980]  في الشكل المرفقPOS  مستقيم يمر في مركز الدائرة
( , )C O r رسمنا المستقيم .PQR  حيثPQ r= إذا كان .

�
60ROS = �فما قياس  °

OPQ ؟  
  °25(د)   °20(ج)     °15(ب)     °10(أ) 

  
PQ أنالإجابة هي (ج): بما : الحل OQ OR r= =  △QORفإن كلاً من  =

�متساوي الساقين. الآن، إذا كانت  △QOPو  �
P QOP x= = فإن  °

� � 2RQO R x= = 60. إذن، ° 2x x° = �. وذا فإن + 20P x= = °.  

A
P

O
Q

B

Q

R

S
O

P
60°
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٣١٨

)٢٢( [Aust.MC 1981]  في الشكل المرفق، رسمنا دائرة داخل المثلثPQR△ .
7SR = ،4QS = ،4TP  يساوي: △PQR. محيط =

  15π(د)     50(ج)     11π(ب)     30(أ) 
  

  
  الإجابة هي (أ):: الحل

  
QOSلاحظ أن  QOT≡△ 4QTإذن،  △ QS= = ،4PV PT= = ،

7VR SR=   . وذا فإن محيط المثلث يساوي=
4 4 4 7 7 4 30+ + + + + = . 

  

)٢٣( [Aust.MC 1983]  في الدائرة كما هو مبين في الشكل المرفق.  اً رسمنا أوتار
xقياس 
ɵ :يساوي 

P

Q S R

T

P

Q S R

T

V

O

o b e i k a n d l . c o m



  ٣١٩  الدوائر  

  

  °52(د)     °48(ج)     °44(ب)     °40(أ) 

  
44yالإجابة هي (د): : الحل = لأما يقابلان القوس نفسه.  °

180 96 84z = °− ° = 180. إذن، ° 44 84 52x = °− °− ° = °.  
  

)٢٤( [Aust.MC 1978]  المسافة من 26في دائرة قطرها  10رسمنا وتراً طوله .
  :الوتر إلى مركز الدائرة تساوي

  24(د)     13(ج)   12(ب)     10(أ) 

  الإجابة هي (ب):: الحل

  
xوأن  ABنقطة منتصف  Cلنفرض أن  OC= استناداً إلى مبرهنة فيثاغورس .

2نجد أن  213 5 12x = − =.  
  

y

x

96°
44°

z

O B

A

C

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٢٠

)٢٥( [Aust.MC 1984]  ،في الشكل المرفقPQRS  قطر في دائرة نصف قطرها

r .PQ QR RS= ونشأ  QSو  PQدائرتين على  ي. رسمنا نصف=
 محيط المنطقة المظللة ؟ما عن ذلك المنطقة المظللة. 

3(أ) 

2

rπ     (ب)4

3

rπ     (ج)5

3

rπ     (د)2 rπ  

  
2 الإجابة هي (د):: الحل

3
PQ QR RS r= =   محيط المنطقة المظللة .=

1 2
2 2

2 3 3
2

2 2 2

r r
r

r

π π
π

π

             
+ + = . 

  

)٢٦( [AMC8 2012]  أقواس متطابقة ثم  ةإلى أربع 2قطعنا دائرة نصف قطرها
وصلنا هذه الأقواس مع بعض لتكوين شكل النجمة المبين. ما النسبة بين 

 مساحة شكل النجمة إلى مساحة الدائرة الأصلية ؟

4(أ)  π

π

1(ب)     −

π
1π(ج)   

π

3(د)     −

π
  

  
  
  

SRQP

o b e i k a n d l . c o m



  ٣٢١  الدوائر  

  

  

  
طول ضلع هذا المربع  حول شكل النجمة. الإجابة هي (أ): ارسم مربعاً : الحل

أرباع دائرة حول شكل  ةن هذا المربع أربع. يكو 4يساوي طول قطر الدائرة. أي 
ساوي مساحة الدائرة التي نصف قطرها تالنجمة. أي أن مساحة هذه الأرباع الأربعة 

. إذن، مساحة شكل النجمة 16تساوي  المربع. مساحة 4πوهذه المساحة هي  2
16تساوي  4π−ذا فالنسبة بين مساحة شكل النجمةمساحة الدائرة هيو  . و  

16 4 4

4

π π

π π

− −
= . 

  

)٢٧( [AJHSME 1986] AC  قطر الدائرة الكبيرة. مركز كل من الدائرتين
. نصف قطر O ةتماسان عند مركز الدائرة الكبير تو  ACالصغيرتين يقع على 

. ما النسبة بين مساحة المنطقة المظللة 1كل من الدائرتين الصغيرتين يساوي 
  مساحة إحدى الدائرتين الصغيرتين ؟و 

1(أ) 

2
3(ج)     1(ب)     

2
  2(د)     
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٢٢

  
. مساحة πساوي تالإجابة هي (ب): مساحة كل من الدائرتين الصغيرتين : الحل

. الجزء 2πساوي ت AC. مساحة نصف الدائرة أعلى 4πساوي تالدائرة الكبيرة 
الدائرتين الصغيرتين. أي أن  هو نصفا ACلى غير المظلل من نصف الدائرة أع

2π. إذن، مساحة الجزء المظلل يساوي πمساحته تساوي  π π− . وذا فإن =

1النسبة هي 
π

π
=.  

  

)٢٨( [Pascal 2013]  ،في الشكل المرفقABCD  كل من 2مربع طول ضلعه ،
A ،B ،C ،D للة ؟. ما مساحة المنطقة المظ1لدائرة نصف قطرها  مركز  

4(أ)  4π−     (ب)4 π−     (ج)16 4π−     (د)216 π−  

  
 ABCDالإجابة هي (ب): مساحة المنطقة المظللة تساوي مساحة المربع : الحل

CA
1O

C

BA

D

o b e i k a n d l . c o m



  ٣٢٣  الدوائر  

  

. بما 4مساحة الشكل غير المظلل داخل المربع. مساحة المربع تساوي  امطروحاً منه
مربع زواياه قائمة ومن ثم فإن كلاً من المناطق غير المظللة داخل المربع  ABCDأن 

ساوي مساحة دائرة نصف تمعة . ولذا فمساحاا مجت1هي ربع دائرة نصف قطرها 
4. إذن، مساحة المنطقة المظللة تساوي πساوي ت وهذه 1قطرها  π−.  

  

)٢٩( [Cayley 2012]  ،في الشكل المرفقP ،Q ،R  ثلاث نقاط على الدائرة

( ,12)C O .S  نقطة علىOR، SQ PQ⊥، �
135POR = . ما °

  ؟ OPQSمساحة شبه المنحرف 
  144(د)     114(ج)     112(ب)     108(أ) 

  

 .PQ عمودياً على OT وارسم OQ ارسمالإجابة هي (أ): : الحل

12OP OQ= =.  

  
OTPأيضاً،  OTQ≡△ مستطيل. إذن،  TQSO. كما أن △

� 135 90 45TOP = ° − ° = فإن  °180يساوي  △OTPبما أن مجموع زوايا  .°
� 180 90 45 45OPT = − − = متساوي الساقين وقائم. وبما  △OTP. إذن، °

R

QP

O S

R

QP

O S

T

12 12
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٢٤

OTPأن  OTQ≡△ متساوي الساقين وقائم. بما أن  △OTQفإن  △
� � 45TOP TOQ= = �فإن  ° 135 45 45 45QOS = ° − ° − ° = . إذن، °

OQS△  ،متساوي الساقين وقائم. إذنOQS OTQ≡△ وذا فإن مساحة . △

شبه المنحرف تساوي مجموع مساحات ثلاثة مثلثات متطابقة. الآن، لنفرض أن 

OT TP x= 2OP. إذن، = x=.  12ومن ذلك فإن

2 2

OP
x = =. 

  إذن، مساحة شبه المنحرف تساوي

21 3 3 144
3 108
2 2 2 2
OT TP x

  × × = = × =  
. 

  

)٣٠( [Fermat 2011]  في الشكل المرفق، دائرتان تشتركان في المركزO ،PQR 
Q ،PQوتر في الدائرة الكبيرة ومماس للدائرة الصغيرة عند  QR= ،

12PR = ،4QS   . ما طول نصف قطر الدائرة الكبيرة ؟=
  7.2(د)   6.5(ج)   6(ب)   5(أ) 

  

  

. OPهو نصف قطر الدائرة الكبيرة. صل  rالإجابة هي (ج): لنفرض أن : الحل

OPعندئذ،  OS r= OSفإن  PRمنتصف  Q. بما أن = PR⊥ .

RP

O

S

Q
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  ٣٢٥  الدوائر  

  

6PQ = ،4OQ r=   . إذن،−
2 2 2

2 2 2

2 2

( ) ( ) ( )

( 4) 6

8 16 36

OQ PQ OP

r r

r r r

+ =

− + =

− + + =

 

52من ذلك نجد أن 
6.5

8
r = =.  

  

)٣١( [Fryer 2009]  ،في الشكل المرفقK ،O ،M  مراكز أنصاف الدوائر
32OCالمبينة.  = ،36CB   . ما مساحة المنطقة المظللة ؟=

  900π(د)     850π(ج)     800π(ب)     700π(أ) 

  

. O نصف قطر في الدائرة التي مركزها OB و OA كل منالإجابة هي (د):  : الحل
  نولهذا فإ

36 32 68OA OB OC CB= = + = + =  

  ومن ثم فإن
68 32 100

1
50

2

AC AO OC

AK AC

= + = + =

= =
 

  الآن، مساحة المنطقة المظللة تساوي

2 2 2

2 2 2

1 1 1
( ) ( ) ( )

2 2 2
1
[(68) (50) (18) ] 900

2

OB AK MBπ π π

π π

− −

= − − =

 

BMCOKA
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٢٦

)٣٢( [Galois 2009]  ،في الشكل المرفقABCDEF  سداسي منتظم طول ضلعه
  . ما مساحة المنطقة المظللة ؟1مركز دائرة نصف قطرها  ه. كل من رؤوس2

6(أ)  3 2π−     (ب)6 3 π−     (ج)6 3 π+     (د)6 3 2π+  

  
قياس كل من الزوايا الداخلية للسداسي المنتظم  أنالإجابة هي (ج): لاحظ : الحل

120. إذن، كل من المناطق غير المظللة داخل السداسي تقابل °120هو  1

360 3
= 

. إذن، مجموع مساحات المناطق غير المظللة داخل السداسي 1دائرة نصف قطرها 

1تساوي 
3
3
π π× ة عند كل من رؤوس ي. كما أن قياس كل من الزوايا الخارج=

360السداسي هو  120 240° − ° = . ولذا فكل من المناطق الثلاث المظللة خارج °

240السداسي تمثل  2

360 3
دائرة ومن ثم فمجموع مساحاا يساوي  =

2
3 2
3
π π× مثلثات متطابقة طول ضلع   6. مساحة السداسي تساوي مساحة =

1وهي  2كل منها يساوي 
6 2 3 6 3
2

  × × =  
. إذن، مساحة المنطقة المظللة 

  هي

C

BA

F

E D
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  ٣٢٧  الدوائر  

  

6 3 2 6 3π π π+ − = + . 
  

)٣٣( [MAΘ 2012] داخل دائرة  اً رسمنا مثلث( , )C O r  بحيث يكون أحد أضلاعه
  قطراً للدائرة. ما أكبر نسبة بين مساحة المثلث ومساحة الدائرة ؟

4(أ) 

3π
2(ب)     

3π
1(ج)     

π
1(د)     

2π
  

قطر من أقطار  أن رأسين من رؤوس المثلث هما طرفاالإجابة هي (ج): بما : الحل
  نظر الشكل المرفق).االدائرة فإن الرأس الثالث يجب أن يقع على نصف دائرة (

  
النسبة  وذا تكون. rهو نصف قطر الدائرة  △ABCإذن، أكبر ارتفاع للمثلث 

  بين مساحة المثلث والدائرة هي

2

1
2

12
r r

r ππ

× ×
=

×
. 

  

)٣٤( [MAΘ 2012] AB  وتر في الدائرة التي مركزهاO  4ونصف قطرها ،
2OC . ما مساحة المنطقة Cيمس الدائرة الصغرى عند  ACBو  =

  المظللة ؟

13(أ) 
4 3

6

π
13(ب)     −

2 3
6

π
−  

O

B

A

C
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٢٨

13(ج) 
4 3

3

π
13(د)     −

2 3
3

π
−  

  

2OCالإجابة هي (ب): بما أن : الحل 4OBو  = �فإن  = 60COB = ° .

�ومن ثم فإن  120AOB = �. إذن، قياس القوس °
AB  وتكون  °120يساوي

120هي  AOBمساحة القطاع  16
16

360 3

π
π× × =.  

16 استناداً إلى مبرهنة فيثاغورس نجد أن 4 2 3CB = − =. 

1 هي △AOBإذن، مساحة 
4 3 2 4 3

2
× × =. 

16 تساوي ABمساحة المقطع  16 12 3
4 3

3 3

π π −
− يعامد  OCبما أن  .=

AB  وAB  مماس للدائرة الصغرى فإن امتدادOC  يمر بمركز الدائرة الصغرى وعلى
. إذن، πومن ثم فمساحتها تساوي  1 يساوي لصغرىانصف قطر الدائرة هذا فإن 

  مساحة المنطقة المظللة تساوي
1 16 12 3 13

2 3
2 3 6

π π
π

 −  − = −   
. 

  

B

O

A
C
2
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  ٣٢٩  الدوائر  

  

)٣٥( [Aust.MC 1984] QPR  مماس للدائرة الصغيرة عندP  ويقطع الدائرة
مساحة  . الدائرتان تشتركان في المركز.14وطوله  Qو  Rالكبيرة عند 

  المنطقة المظللة تساوي:

49(أ) 

4

π   (ب)49(ج)     49π     (د)196π  

  
الدائرتين الصغيرة  يقطر  هما نصفا 2rو  1rالإجابة هي (ج): لنفرض أن : الحل

7PQالتوالي. بما أن  علىوالكبيرة  فنجد من مبرهنة فيثاغورس أن  =
2 2 2
1 27r r+ 2 أنأي . = 2

2 1 49r r−   الآن، مساحة المنطقة المظللة هي .=

( )2 2 2 2
2 1 2 1 49r r r rπ π π π− = − = . 

  

)٣٦( [Aust.MC 1980]  ،في الشكل المرفقR  وP ن على دائرة مركزها نقطتا
O .50PQ = ،10QR   طول نصف قطر الدائرة ؟ ما. =
  250(د)     240(ج)     130(ب)     120(أ) 

  

  

P

Q

R

O
Q 10

R

P

50
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٣٠

. إذن، xنصف قطر الدائرة هو  أنالإجابة هي (ب): لنفرض : الحل

10OQ x=   . استناداً إلى مبرهنة فيثاغورس لدينا−
2 2 2

2 2

( 10) (50)

20 100 2500

20 2600

2600
130.

20

x x

x x x

x

x

− + =

− + + =

=

= =

 

  

)٣٧( [Aust.MC 1983]  ،في الشكل المرفقPQR△  قائم الزاوية عندQ رسمنا .
أقطارها أضلاع المثلث. أضلاع المستطيل  تكون أنصاف دوائر بحيث

STUV  ،مماسات لأنصاف الدوائر كما هو مبينQR SV TU� و  �

PQ ST VU� 6PQإذا كان  .� 8QRو  = مساحة  فما =
 ؟ STUVالمستطيل 

  156(د)     144(ج)     132(ب)     121(أ) 

  
 △PNMة هي (ج): في الشكل المرفق أبعاد كل من المثلثين القائمين الإجاب: الحل

,3هي  △MLRو  3. إذن، 4,5 4 5y x+ = + 2y ومن ذلك يكون = = 

P

VS

Q 8 R

UT

6

o b e i k a n d l . c o m



  ٣٣١  الدوائر  

  

1xو    . الآن،=

  
3 8 12

6 4 12

TU x

ST y

= + + =

= + + =
 

  .144تساوي  STUVإذن، مساحة المستطيل 
  

)٣٨( [Aust.MC 1981]  رسمنا داخل دائرة مركزهاO  دوائر كما  2ونصف قطرها
  ساوي:فق. نصف قطر أصغر الدوائر الثلاث يهو مبين في الشكل المر 

1(أ) 

3
1(ب)     

2
2(ج)     

3
  1(د)     

  

P

VS

Q 8 R

UT

3

y

x

4

N

M
L

O
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٣٢

  .rالإجابة هي (ج): لنفرض أن نصف قطر الصغرى هو : الحل

  
2OSن أبما  2OTفإن  = r=   فيثاغورس نجد أناستناداً إلى مبرهنة  .−

2 2 2

2 2

(2 ) 1 ( 1)

4 4 1 2 1

2
.
3

r r

r r r r

r

− + = +

− + + = + +

=

 

  

)٣٩( [MAΘ 1990] PT  وPA  مماسان للدائرة عندT  وA ،� 42P = ° .

�ما قياس 
TXA ؟  

  °80(د)   °75(ج)   °72(ب)   °69(أ) 

  

O

P

Q

T
r

r

1
1

1
1

P

A

X

T

S
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  ٣٣٣  الدوائر  

  

�الإجابة هي (أ): لنفرض أن : الحل
TA x=.  ،عندئذ� 360TXA x= . بما −°

�أن 
� � 360 2

2 2

TXA TA x
TPA

− −
= 42فإن  = 180 x= وذا فإن  −

138x   . إذن،=
� �1 1 1

138 69
2 2 2

TXA TA x= = = × = ° . 

  

)٤٠( [Mathcounts 1989] ،في الشكل المرفق RTS UTV≡△ △، � 36R = ° ،
� 42T = �. ما قياس °

RQV ؟  
  °66(د)   °50(ج)   °45(ب)   °33(أ) 

  
  الإجابة هي (د):: الحل

�بما أن  36R = �فإن  °
2 36 72SV = × ° = �. الآن، ° � �( )1

2
T RU SV= − .

)�من ذلك نجد أن  )1
42 72

2
RU° = − �. وذا فإن ° 156RU =   . إذن، °

� � �( )1 1
(360 156 72 ) 66

2 2
RQV RV US= + = ° − ° − ° = ° . 

  

)٤١( [MAΘ 1987]  ،في الشكل المرفقO  ،مركز الدائرة� 40EAD = و  °

Q
T

S

U

R

V
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٣٤

� 120FC = �و  ° 40ED = �. ما قياس °
DAB ؟  

  °42(د)   °40(ج)   °35(ب)   °30(أ) 

  

�الإجابة هي (أ): بما أن كلاً من : الحل
DEC  و�

DFC  زاوية مرسومة في نصف
BE. بما أن °90دائرة فإن قياس كل منهما يساوي  AC⊥  وAF BC⊥ 

CG) فإن ∆ABC(ارتفاعات في  AB⊥.  أي أن� 90DGA =   الآن، .°
� �1 60

2
CDF FC= =  . وذا فإن°

� 60ADG =   إذن،  .°
� �90 30DAB ADG= − = °.  

  

)٤٢( [MAΘ 1990]  ،في الشكل المرفقABCG  وFGDE أضلاع  متوازيا

�نقاط على الدائرة.  A ،B ،C ،D ،E ،Fحيث  �
AB ED+ 

  يساوي:
  °140(د)     °120(ج)     °100(ب)     °80(أ) 

O C

A

G D

F

B

E
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  ٣٣٥  الدوائر  

  

  

  .AC ،CE ،AEالإجابة هي (ج): ارسم : الحل

  

BCبما أن  AD�  فإن� �
CAD ACB= وبما أن .�

�

2

CD
CAD و  =

�
�

2

AB
ACB �فإن  = �

AB CD= وبالمثل نجد أن .� � �
AB CD EF y= = و  =

� � �
AF BC DE x= = 3. وبما أن = 3 360x y+ =   نجد أن °

� � 120x y AB DE+ = + = ° . 
  

)٤٣( [MAΘ 1990] ،في الشكل المرفق ABC△ متساوي الساقين وقائم عند 
�
C .

D  منتصفAB  مركز نصف الدائرة و�
AEB .C  التي  ربع الدائرةمركز

AB ،2وترها  2AB   . ما مساحة المنطقة المظللة ؟=

G C

F

A
B

D
E

G C

F

A
B

D
E

x

y

x

y

x

y
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٣٦

  2π(د)     π(ج)     2(ب)     1(أ) 

  
2الإجابة هي (ب): بما أن : الحل 2AB القائم  △ABCوتر في المثلث  =

2ACالزاوية والمتساوي الساقين فإن  CB=   . وذا فإن =
1

[ ] 2 2 2
2

ABC = × × =△  

2BCمساحة ربع الدائرة هي مساحة ربع دائرة نصف قطرها  . أي =

21
2

4
π π× 2. مساحة نصف الدائرة التي قطرها = 2AB   هي =

( )
21
2

2
π π× × =  

  الآن، مساحة المنطقة المظللة تساوي
2 2π π+ − = . 

  

)٤٤( [Mathcounts 1992]  9طول ضلع المربع المبين في الشكل المرفق يساوي 
  . ما مساحة الشكل المظلل ؟2ونصف قطر الدائرة يساوي 

77(أ)  5π−   (ب)77 3π−     (ج)77 3π+     (د)77 5π+  

  

A

B

C

D
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  ٣٣٧  الدوائر  

  

  الإجابة هي (ب):: الحل

  
 2طول ضلعه  مبين. الجزء غير المظلل هو مربع ارسم نصف قطر الدائرة كما هو

   . إذن، مساحة الجزء المظلل هي2وثلاثة أرباع دائرة نصف قطرها 

2 2 23
9 2 2 77 3

4
π π

 − × × + = −  
. 

  

)٤٥( [AHSME 1963]  في الشكل المرفق، الوترEF  منصف عمودي للوتر
BC  ويقطعه في النقطةM .U  نقطة تقاطعBM  وEA.  عندئذ، مهما

  يشبه المثلث: △EUMفإن  Mو  Bبين  Uكانت النقطة 
  △ABU(د)     △ABM(ج)     △EFC(ب)     △EFA(أ) 

  

  
�بما أن  الإجابة هي (أ):الحل:  � 90EMU EAF= = �و  ° �

AEF UEM= .

B

C

E

F

M

A
U
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٣٨

EUMإذن،  EFA△ ∼ △.  
  

)٤٦( [AHSME 1954] ACB  3قطعة مستقيمة بحيثAC CB= رسمنا .
ورسمنا مماساً مشتركاً للدائرتين بحيث  CBو  ACدائرتين متماستين قطراهما 

 rنصف قطر الدائرة الصغيرة  . إذا كانDعند النقطة  AB امتداديلاقي 
  يساوي: BDفإن 

(أ) 
2

r     (ب)r   (ج)3

2

r     (د)2r  

  الإجابة هي (ب):: الحل

  
  

ZYمركزا الدائرتين. لدينا  Wو  Zلنفرض أن  XY⊥  وWX XY⊥.  

�وبما أن  �
WXY ZYD=  وWX ZY�  فإنWXD ZYD△ ∼ △.  

ZYوبما أن  r=  3فإنWX r= وبما أن .DZ DW

ZY WX
فإن  =

5

3

DB r DB r

r r

+ +
DB. ومن ذلك نجد أن = r=.  

  

DA
Z BW

X

Y

C
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  ٣٣٩  الدوائر  

  

)٤٧( [MAΘ 1990] قطريهما هما  س المشترك لدائرتين متماستين نصفاما طول المما
  ؟ 11و  8

2(ب)   22(أ)  3(ج)     22 4(د)     22 22  

  الإجابة هي (د):: الحل

  

  

ADبما أن  CD⊥  وBC CD⊥  فإننا برسمAE CD�  نرى أنADCE 
8ECمستطيل. الآن،  AD= 8. ولذا فإن = 3EB BC= − . وذا فإن =

2 219 3 4 22CD EA= = − =.  
  

)٤٨( [MAΘ 1992]  بحبل مثبت عند إحدى زوايا مبنى على شكل  اً ربطنا ماعز
فما مساحة  2. إذا كان طول الحبل يساوي 2سداسي منتظم طول ضلعه 

  المنطقة التي تستطيع أن تتحرك فيها الماعز ؟

16(أ) 

3
π     (ب)5π     (ج)8

3
π     (د)2π  

  الإجابة هي (ج):: الحل

B A

D

C

E
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٤٠

  
هي المنطقة المحدودة بقوس الدائرة التي مركزها  فيهاستطيع الماعز التحرك تالمنطقة التي 

B  والضلعينAB  وBC فإن °120. بما أن قياس زاوية السداسي المنتظم هو .
الذي يقع داخل السداسي هي ثلث مساحة  Bمساحة الجزء من الدائرة التي مركزها 

 هيالدائرة. إذن، المساحة المطلوبة 
2

3
22 أي أن مساحة الدائرة.  8

2
3 3
π π× × =.  

  

)٤٩( [AHSME 1985]  في الدائرة( , )C O r  ،المبينةAD  ،قطرABC  ،وتر

5BO = ،� � 60ABO CD= =   ؟ BC. ما طول °
  5(د)     4(ج)     3(ب)     2(أ) 

  

�ن أ. بما OCرسم القطعة االإجابة هي (د): : الحل � 60COD CD= = فإن  °
� 1

60 30
2

CAD = × ° = � أن. وبما ° � �
ACO CAO COD+ فإن  =

C

AB

O
D A

B

C
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  ٣٤١  الدوائر  

  

� 30ACO = �. وبما أن ° �
180CBO ABO+ = �فإن  ° 120CBO =  . إذن،°

� 180 30 120 30BOC = °− °− ° = متساوي  △OBCوذا فإن المثلث . °
5BCالساقين ويكون  OB= =.  

  

)٥٠( [AHSME 1956]  أنشأنا المثلثPAB△  من المماساتPR ،PT ،

AB  للدائرة التي مركزهاO إذا كان .� 40APB = �فما قياس  °
AOB ؟  

  °75(د)   °73(ج)   °72(ب)   °70(أ) 

  
�كل من   OTPRفي الرباعي  الإجابة هي (أ):: الحل

OTP  و�
ORP  قائمة وبما

�فإن  °360أن مجموع زوايا الرباعي يساوي 
140ROT = ) نعلم ٩من مبرهنة ( .°

�أن  �
ROA SOA=  وأن� �

BOT SOB=إذن .،  
� � � �1 70

2
AOB SOA BOS ROT= + = = °.  

  

)٥١( [AHSME 1955]  في الدائرة المرفقة( , )C O r مددنا الوتر ،AB  إلىC 

BCبحيث يكون  r= .COD  ،مستقيم� 20ACO = . ما قياس °
�
AOD ؟  

O

R
A

P S

B

T
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٤٢

  °60(د)     °55(ج)     °50(ب)     °40(أ) 

  
OBالإجابة هي (د): بما أن : الحل BC r= �وأن  = 20C = فإن  °

� 20BOC = �. ولذا فإن ° 40ABO = OB. وبما أن ° OA=  فإن
� 40OAB = �. إذن، ° � � 40 20 60AOD OAB C= + = ° + ° = °.  

  

)٥٢( [Aust.MC 1988]  ،في الشكل المرفقO  مركز الدائرة، إذا كان
�

5OPR = �و  ° 40OQP =   ؟ xفما قيمة  °

  
  °45(د)   °40(ج)   °35(ب)   °30(أ) 

، △OPQعندئذ، كل من  ORالإجابة هي (د): ارسم نصف القطر : الحل

OQR△ ،ORP△  متساوي الساقين. بما أن مجموع زوايا المثلثPQR△  يساوي
40)2فإن  180° 5 ) 180x+ + = 45xن . ومن ذلك نجد أ° = °.  

R

O

Q
P

40°
x

5°

C

A

B

O

D

o b e i k a n d l . c o m



  ٣٤٣  الدوائر  

  

)٥٣( [Aust.MC 1989]  بحبل مثبت عند أحد أركان كوخ مستطيل  اً ربطنا ماعز
. الكوخ محاط بأرض عشبية. ما مساحة 10وطول الحبل  7وعرضه  9طوله 

  الأرض العشبية التي بإمكان الماعز الوصول إليها ؟

155(أ) 

2
π     (ب)229

2
π     (ج)155π     (د)229π  

  
الإجابة هي (أ): لاحظ أن مساحة المنطقة التي يستطيع الماعز الوصول إليها : الحل

   :هي

  
2 2 23 1 1 155
10 1 3

4 4 4 2
π π π π× + × + × = . 

 

)٥٤( [Aust.MC 1989]  ،في الشكل المرفقO مركز الدائرة. ABCD  مربع حيث
CED  مساحة الدائرة هي:و مماس للدائرة. النسبة بين مساحة المربع  

64(أ) 

25π
8 (ب)  

5π
5(ج)     

3π
25(د)     

9π
  

 رأس الماعز

7

9

7

9

3

1

10
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٤٤

  

  ولنفرض .ABنقطة منتصف  Fالإجابة هي (أ): لنفرض أن : الحل

  
هو نصف قطر الدائرة. الآن،  rهو طول ضلع المربع وأن  xأن 

OF EF OE x r= − =  △OFB. وباستخدام مبرهنة فيثاغورس للمثلث −
  نجد أن 

2
2 2

2 2 2

2

( )
4

5
2

4

5
2 0

4

8
0

5

x
r x r

r x xr r

x xr

x x r

= + −

= − +

− =

  − =  

 

O

A B

CED

O

A B

CED

F
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  ٣٤٥  الدوائر  

  

8
.

5
x r=  

  ،من ذلك نجد أن
2
2

2

2 2

8

[ ] 5 64

25

r
ABCD x

r r ππ π

    
= = = . 

  

)٥٥( [Aust.MC 1987]  نصف قطر الدائرة الكبيرة في الشكل المرفق هوr ما .
  مساحة المنطقة المظللة ؟

)2(أ)  4)rπ )2(ب)     − 3)rπ )2(ج)     − 2)rπ )2(د)     − 1)rπ −  

  
كما هو  PQRS ،PTUV ،WXYZنشئ المربعات أالإجابة هي (ج): : الحل
  مبين.

  

 مساحة الدائرة

W

X Y

ZP

U

Q S

R VT
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٤٦

 Cمساحة المنطقة المنقطة وأن  Bمساحة الدائرة الكبيرة وأن  Aأن لنفرض 
  مساحة المنطقة المظللة عندئذ،

2 2 2

4

4[ ]

[ ]

1
[ ]
2
1
(2 ) ( 2)
2

C A B

A PQRS

A PTUV

A WXYZ

r r rπ π

= −

= −

= −

= −

= − = −

 

  

)٥٦( [Aust.MC 1989]  في الشكل المرفق، رؤوس المثلثABC△  هي مراكز
 ة. نصف قطر الدائرة الكبير 13، 9، 8الدوائر الثلاث وأطوال أضلاعه هي 

 يساوي:

  
  7.5(د)    7(ج)    6.5(ب)     6(أ) 

أنصاف أقطار الدوائر حيث هي  x ،y ،zالإجابة هي (ج): لنفرض أن : الحل
z  ،8هو نصف قطر الدائرة الكبيرة. عندئذx y+ = ،9x z+ = ،
13y z+ 7zبحل هذه المعادلات نجد أن  .= =.  

  
  

A B

C

E

D

F
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  ٣٤٧  الدوائر  

  

)٥٧( [Aust.MC 1987]  1في الشكل المرفقC ،2C ،3C أنصاف  ةمراكز ثلاث
نصف قطر كل من  Rمركز الدائرة الصغيرة. إذا كان  4Cدوائر متطابقة، و 

rنصف قطر الدائرة الصغيرة فإن  rو المتطابقة وائر أنصاف الد

R
  يساوي: 

1(أ) 

6
1(ب)     

5
1(ج)     

4
1(د)     

3
  

  
  الإجابة هي (ج):: الحل

  

1 2 4C C C△  قائم الزاوية أطوال أضلاعه هيR r− ،R ،R r+،إذن .  
2 2 2

2 2 2 2 2

2

( ) ( )

2 2

4

1
.
4

R r R R r

R rR r R R rR r

R Rr

r

R

− + = +

− + + = + +

=

=

 

 

)٥٨( [Aust.MC 1985]  عن  6 ويبعد 10رسمنا وتراً في دائرة نصف قطرها
المسافة بين مركزها. بعد ذلك رسمنا وتراً آخر طوله نصف طول الوتر الأول. ما 

  مركز الدائرة ؟الوتر الثاني و 

1C2C 3C

4C

1C2C 3C

4C

R
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٤٨

  84(د)     3π(ج)   9(ب)     8(أ) 

  الإجابة هي (د):: الحل

  
2ACلنفرض أن طول الوتر  x= ،إذن .EF x= ،الآن .AOB△  .قائم الزاوية

ABولذا فإن  x= ،
2

x
ED 2نجد أن،  AOB. في المثلث = 2 26 10x + = .

8xولذا فإن  4و  =
2

x
نجد أن  △EOD. الآن، في =

2 210 4 84OD = − =.  
  

)٥٩( [Pascal 2012]  الشكل المرفق يبين تقاطع دائرتين متطابقتين. مساحة المنطقة
المظللة تساوي مجموع مساحتي المنطقتين غير المظللتين. إذا كانت مساحة 

  فما محيط كل من الدائرتين ؟ 216πالمنطقة المظللة تساوي 

  

CA

O

B

D
E F
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  ٣٤٩  الدوائر  

  

  108π(د)     36π(ج)     27π(ب)     18π(أ) 

بما أن  .rالإجابة هي (ج): لنفرض أن نصف قطر كل من الدائرتين يساوي : الحل
 مساحة الدائرتين متساوية وأن المنطقة المظللة مشتركة بين الدائرتين فإن المنطقتين غير

يساوي مساحة المنطقة المظللة  في المساحة ومجموع مساحتيهما المظللتين متساويتان
. إذن، مساحة كل من المنطقتين غير المظللتين يساوي 216πوهذا يساوي 

1
216 108

2
π π× مساحة أي من الدائرتين تساوي مجموع مساحة المنطقة  .=

216 حدى المنطقتين غير المظللتين. أيالمظللة ومساحة إ 108 324π π π+ = .
2إذن،  324rπ π= 18. ومن ذلك فإنr وذا يكون محيط الدائرة هو  .=

2 36rπ π=.  
  

)٦٠( [Pascal 2010]  ،في الشكل المرفقU ،V ،W ،X ،Y ،Z  على
5UVاستقامة واحدة حيث  VW WX XY YZ= = = = . أنشأ =

كما  UZ ،UV ،VW ،WX ،XY ،YZ هاأنصاف الدوائر التي أقطار 
  هو مبين. ما مساحة المنطقة المظللة ؟

325(أ) 

4
π     (ب)375

4
π     (ج)325

2
π     (د)625

4
π  

  
U ZYXV W
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٥٠

يساوي  dالإجابة هي (أ): مساحة نصف الدائرة التي قطرها : الحل
2

21 1 1

2 2 8
d dπ π

  =  
(وعددها  الصغيرة الدوائرأنصاف كل من مساحة  إذن،  .

21ساوي ت خمسة) 25
(5 )

8 8
π π= مساحة المنطقة المظللة تساوي مساحة نصف .

  مساحة إحدى أنصاف الدوائر الصغيرة. أي أن  ايهالدائرة الكبيرة مضافاً إل

21 25 650 325
(25 )

8 8 8 4
π π π π+ = = . 

  

)٦١( [Pascal 2009]  ،في الشكل المرفقPQ  وRS  قطران متعامدان في دائرة
  . ما مساحة المنطقة المظللة ؟4نصف قطرها 

8(أ)  4π+     (ب)8 8π+     (ج)16 4π+     (د)16 8π+  

  
  الإجابة هي (د): مساحة المنطقة المظللة تساوي : الحل

� �[ ] [ ] [ ] [ ]POS ROQ POR SOQ+ + +△ △ . 
  . إذن،4كل من المثلثين قائم طول كل من ساقيه يساوي نصف قطر الدائرة وهو 

1 1
[ ] [ ] 4 4 4 4 16

2 2
POS ROQ+ = × × + × × =△ △ . 

1مساحة كل من القطاعين يساوي مساحة ربع دائرة لأن 
90 360

4
=   . إذن،×

O

Q

S

P

R
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  ٣٥١  الدوائر  

  

� � 2 21 1
[ ] [ ] 4 4 8

4 4
POR SOQ π π π+ = × + × = . 

16إذن، مساحة المنطقة المظللة تساوي  8π+.  
  

)٦٢( [Cayley 2005]  ،في الشكل المرفق�
AOB  10ربع دائرة نصف قطرها .

PQRO  المظللة يساوي. محيط المنطقة 26مستطيل محيطه:  

  

7(أ)  5π+     (ب)13 5π+   (ج)17 5π+   (د)17 25π+  

الإجابة هي (ج): محيط الشكل المظلل يساوي : الحل
�
AQB AP PR RB+ + � بما أن .+

AOB  فإن  10ربع دائرة نصف قطرها
� 1

(2 10) 5
4

AQB π π= ×  فإنمستطيل  PQRO. بما أن =

10PR QO=   . الآن، =
( ) ( )

( ) ( )

AP RB AO PO BO RO

AO BO PO RO

+ = − + −

= + − +
 

1ولكن 
( ) 13
2

PO RO+ =   إذن، .=
10 10 13 7AP RB+ = + − = . 

  يساوي فإن محيط المنطقة المظللةوذا 
10 7 5 17 5π π+ + = + . 

  

 محيط المستطيل

O

R

B

Q

P
A
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٥٢

)٦٣( [Fermat 2008]  في الشكل المرفق، ثلاث دوائر مراكزهاP ،Q ،R 
  ؟ △PQRعلى التوالي. ما مساحة  1 ،2، 3وأنصاف أقطارها 

  12(د)     10(ج)     6(ب)     4(أ) 

  
3أن  الإجابة هي (ب): لاحظ: الحل 2 5PQ = + =، 3 1 4PR = + = ،

2 1 3QR = + وبما أن  .5 ،4، 3 إذن، أطوال أضلاع المثلث هي .=

2 2 25 4 3= 1 فإن المثلث قائم الزاوية. إذن، +
3 4 6

2
PQR  = × × = △.  

  

)٦٤( [Fermat 2005] في الشكل المرفق، نصف دائرة قطرها XY، PQRS 
12PQمستطيل،  = ،28QR =. STUV  مربع. مساحةSTUV 

  تساوي:
  25(د)     16(ج)     9(ب)     4(أ) 

  

P

Q

R

RQ

X
P S V

Y

UT

O
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  ٣٥٣  الدوائر  

  

 xنصف قطرها و  rهو مركز الدائرة و  Oالإجابة هي (ج): لنفرض أن : الحل
  .2x طول ضلع المربع. المطلوب هو إيجاد

  

14PO لاحظ أن OS=  لدينا △ORS. في المثلث =
2 2 214 12 340r = +   لدينا △OVU. وفي =

2 2 2

2 2

2

(14 )

340 196 28

14 72 0

( 18)( 4) 0

r x x

x x x

x x

x x

= + +

= + + +

+ − =

+ − =

 

4x إذن، 2 . ومن ثم فإن= 16x =.  
  

)٦٥( [Fermat 2004]  على التوالي.  10 ،8 ،6 هيه أطوال أضلاع مثلثلدينا
مساحة المنطقة داخل الدائرة وخارج المثلث تساوي رسمنا دائرة بحيث تكون 

  المثلث وخارج الدائرة. نصف قطر الدائرة يساوي:مساحة المنطقة داخل 

24(أ) 

π
26(ب)     

π
28(ج)     

π
30(د)     

π
  

  

RQ

X
P S V

Y

UT

r

r

14 O

x

14
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٥٤

  

  
 خارجالمثلث و هي مساحة المنطقة داخل  Aالإجابة هي (أ): لنفرض أن : الحل

 Bهي مساحة المنطقة خارج المثلث وداخل الدائرة. عندئذ، بالفرض  Bالدائرة وأن 
Aهي مساحة المنطقة خارج الدائرة وداخل المثلث. ولذا فإن  B+  تساوي مساحة

المثلث. إذن، مساحة الدائرة تساوي مساحة المثلث. الدائرة وتساوي أيضاً مساحة 
2 ولكن 2 26 8 10+  تساوي تهوذا فالمثلث قائم الزاوية مساح .=

1
6 8 24

2
× × 2. إذن، = 24rπ 24r ويكون =

π
=.  

  

)٦٦( [Fermat 2001] متماسة، الدائرتان الصغيرتان رفق ثلاث دوائر في الشكل الم
  ما طول المستطيل ؟ .4 ن. الدوائر محاطة بمستطيل عرضهمتطابقتا

2(أ)  3(ب)   +8 2(ج)   +8 3(د)     +10 10+  
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  ٣٥٥  الدوائر  

  

  
هو  rهو نصف قطر الدائرة الكبيرة و  Rالإجابة هي (ب): نفرض أن : الحل
  كل من الدائرتين الصغيرتين.  قطر نصف

  
2الآن  4R 4 و = 4r 2Rإذن،  .= 1r و =   طول المستطيل هو  .=

1 13R C P r C P+ + = + . 
1 الآن، 2 3C C R r= +   ومن مبرهنة فيثاغورس نجد أن  .=

2 2
1 3 1 8C P = − =  

3 إذن، طول المستطيل يساوي 8+.  
  

)٦٧( [MAΘ 2011]  ،في الشكل المرفقC  مركز الدائرة، طول�
ED 6 يساوي 

�، مترات كيلو 8ABE = °، AB CD

��	 
��	
  ما محيط الدائرة ؟ .�

  370(د)     270(ج)     260(ب)     160(أ) 

4

4
1C

2C

3C

R

R

r

r

r

r

P
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٥٦

  

  

AB أنالإجابة هي (ج): بما : الحل CD

��	 
��	
� فإن � �

ECD ABE=.  ،إذن  
� 8 1

360 45
DE = 6ددمحيط الدائرة يساوي إذن، من محيط الدائرة. = 45 270× =.  

  

)٦٨( [MAΘ 2011]  ثلث المرسمناABC△  داخل دائرة حيثالمتساوي الساقين 
� �

70B C= = ما قياس الزاوية الكبرى للمثلث المنشأ بالمماسات للدائرة  .°
  ؟ A، B، C عند النقاط

  °100(د)   °70(ج)   °40(ب)   °35(أ) 

  الإجابة هي (د):: الحل
  

  

  

B

D

C

A

E

A
F E

140°

C

D

B

40°

70°

140°

70°
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  ٣٥٧  الدوائر  

  

� �2 80BC A= = � عندئذ، .° � 140AB AC= =   . وذا فإن°
� � 1

(220 140 ) 40
2

F E= = °− ° = �. إذن، ° 100D = °.  
  

)٦٩( [MAΘ 2011] ا هيثلاث دوائر متماسة خارجياً. النسب بين مساحا 
121 : 49 : ما محيط المثلث الذي  .10π محيط الدائرة الصغرى يساوي ،25

  رؤوسه مراكز الدوائر ؟
  50(د)     49(ج)     48(ب)     46(أ) 

  الإجابة هي (أ):: الحل

  
  النسبة بين أنصاف أقطار الدوائر هي

121 : 49 : 11 أي .25 : 7 :  10πأن محيط الدائرة الصغرى هو  وبما .5
على  11 ،7 ،5 إذن، أنصاف أقطار الدوائر هي .5 فإن نصف قطرها يساوي

ويكون محيطه  18 ،16 ،12 التوالي. ومن ذلك نجد أن أطوال أضلاع المثلث هي
  .46 يساوي

  

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٥٨

)٧٠( [MAΘ 2011] ABC△ الساق متساوي الساقين حيث AB  هو قطر
5rمع الدائرة. إذا كان نصف قطر الدائرة  BCنقطة تقاطع  D دائرة. = 

4BCو    يساوي: ADفإن  =
4(ج)     4(ب)     2(أ)  7(د)   6 2  

  الإجابة هي (ج):: الحل

  

2 10AB r= 1وبما أن  .=
2

2
BD BC=  قائم فإن △ADBوأن  =

2 210 2 4 6AD = − =.  
  

)٧١( [MAΘ 2011] رسمنا شبه منحرف متساوي الساقين داخل دائرة نصف قطرها 
طول القاعدة  ،8 ومركز الدائرة يساوي المسافة بين القاعدة الكبرى .17

وازيان قطر تن على جهتين مختلفتين من الدائرة و والقاعدتا 10الصغرى يساوي 
 الدائرة. ما مساحة شبه المنحرف ؟

140(أ)  40 160(ب)     +66 40 66+  
180(ج)  40 200(د)     +66 40 66+  

  

D

BA

C
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  ٣٥٩  الدوائر  

  

  

  
 الإجابة هي (ب):: الحل

2 2

1
5

2

17 5 2 66

FC DC

OF

= =

= − =

 

8 إذن، ارتفاع شبه المنحرف يساوي 2 66+. 2 217 8 15EB = − = .
30AB إذن،   وذا فإن. =

( )1
[ ] (10 30) 8 2 66 160 40 66

2
ABCD = + + = + . 

  

)٧٢( [MAΘ 2011]  ،في الشكل المرفقAOD 8 قطر في الدائرة طوله، AB، 
DC، BEC مماسات للدائرة عند النقاط A، D، E ،على التوالي 

� 60B =   ؟ ABCDما مساحة شبه المنحرف  .°

64(أ)  3

3
22(ب)      67(ج)     3 3

3
24(د)      3  

BA

D C

O

F

Eo b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٦٠

  
DC لنفرض أن الإجابة هي (أ):: الحل x=. ،عندئذ CE x= و AF x=. 

CBF△ 30 مثلث 60 90°− °− 8 ولذا فإن .°
3

FB =، 16

3
BC وبما  .=

ABأن  BE= 8 فإن 16

3 3
x x+ = 4 وذا فإن .−

3
x   إذن،. =

1 12 4 64 3
[ ] 8

2 33 3
ABCD

 = + × =  
. 

  

)٧٣( [MAΘ 2011]  ،في الشكل المرفقCA، CB ن للدائرة التي مركزها مماساO 

�على التوالي،  Gو  Dعند  45FG = °، � 90DG = °، 8DG =، 
AD BG=.  ما محيط الشكل المحاط بالقطعتينAD  وAE  والقوس

�
ED ؟  
4(أ)  2π+     (ب)5 2π+     (ج)6 2π+     (د)8 2π+  

60°

8

4 4O
D

C

E

F

A

B

o b e i k a n d l . c o m



  ٣٦١  الدوائر  

  

  

ADبما أن  .OD، OC، OG الإجابة هي (د): ارسم: الحل BG= فإن 
� � 45DE FG= = �بما أن  .° � 90DOG DG= = مربع طول  ODCGفإن  °

8DG قطره 4 إذن، طول ضلعه يساوي .= وذا فإن نصف قطر الدائرة  .2

4 يساوي �كما أن  .2 45EAD = 4 ومن ثم ° 2AD الآن، من تشابه  .=
16AB المثلثات نجد أن 8 ومن ذلك .= 4 2AE = وبما أن  .−
� 45ED = ) فإن طوله يساوي ° )4 2 2

4

π
π

  =  
إذن، محيط الشكل  .

4 المطلوب هو 2 8 4 2 2 8 2π π+ − + = +.  
  

)٧٤( [Euclid 2010] في الشكل المرفق، النقاط B، P، Q، C  واقعة على
مركز  Qو  ACمركز نصف الدائرة التي قطرها  AD. P القطعة المستقيمة

 ،الدائرتيننقطة تقاطع نصفي  BD. R نصف الدائرة التي قطرها
� 40PRQ = �ما قياس  .°

ARD ؟  
  °110(د)     °105(ج)     °100(ب)   °95(أ) 

G
O

E

A
D C

B

F
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٦٢

  

�الإجابة هي (د): لنفرض أن : الحل
PAR x= � وأن °

QDR y= كلاً   بما أن .°

متساوي الساقين. ولذا  △PAR فإنفي الدائرة الكبيرة  قطر نصف PAو  PR من

� فإن �
PRA PAR x= = في الدائرة  قطر نصف QRو  QD كلاً من  وبما أن .°

� ومن ذلكمتساوي الساقين.  △QRDالصغيرة فإن  �
QDR QRD y= = الآن،  .°

 ولذا نجد أن .°180 يساوي △ARDمجموع زوايا المثلث 
( 40 ) 180x x y y+ + + + = 70x أي أن .° y+ =  وذا فإن .°

� 40 70 40 110ARD x y= ° + ° + ° = ° + ° = °.  
  

)٧٥( [Euclid 2007]  في الشكل المرفق قطاع من دائرة مركزهاO  ونصف قطرها
  ما محيط القطاع ؟ .5

5(أ)  π+     (ب)5 2π+     (ج)10 π+     (د)10 2π+  

  
 محيط القطاع هوالإجابة هي (د): : الحل

� � �
5 5 10OA OB AB AB AB+ + = + + = + . 

72بما أن  1

360 5

°
=
°

�فإن  
AB  1يساوي

5
 أي .5 محيط دائرة نصف قطرها 

R

A B P Q C D

O

72°
B

A

5

5
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  ٣٦٣  الدوائر  

  

1
2 5 2

5
π π× × 10 إذن، محيط القطاع يساوي .= 2π+.  

  

)٧٦( [Euclid 2006]  في الشكل المرفقXYZW  دائرتين حيث بمربع يحيطC 
5FEمركز الدائرة الصغيرة،  Hمركز الدائرة الكبيرة و  =، 9BD ما  .=

  ؟ XYZWطول ضلع المربع 
  100(د)     60(ج)   50(ب)     25(أ) 

  

  
  الأولالحل 

AC الإجابة هي (ب): لنفرض أن نصف قطر الدائرة الكبيرة x=.  ،عندئذ
9CD x= 5CE و − x= ECDالآن،  .− ACE△ ∼ لأن  △

� 90AED = �(تقابل نصف دائرة). وإذا كان  °
CDE α=  فإن

� 90DEC α= � و −
CEA α=.  ًأيضا � 90EAC α= ولهذا فالمثلثان  .−

  متشاان ونحصل على 

9 5

5

CD EC

EC AC

x x

x x

=

− −
=

−

  

XW

Z Y

AB

F

E

C H

G

D
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٦٤

2 29 10 25

25

x x x x

x

− = − +

=

 

2 ضلع المربع يساوي قطر الدائرة الكبيرة. أيولذا فإن طول  50x =.  

  الحل الثاني

  باستخدام مبرهنة فيثاغورس نجد أن
2 2 2

2 2 2

2 2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

AD AE ED

AE AC CE

ED CE CD

= +

= +

= +

 

  إذن،
2 2 2 2 2

2 2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

(2 9) 2( 5) ( 9)

AD AC CE CE CD

x x x x

= + + +

− = + − + −
 

25xومن ذلك، نحصل على  2فإن  ومن ثم .= 50x =.  
  

)٧٧( [AMC10A, AMC12A 2002]  45طول قوس قياسه بالدرجات يساوي° 
 .B في دائرة °30يساوي طول قوس قياسه بالدرجات يساوي  Aفي دائرة 

  ؟ Bإلى مساحة الدائرة  Aما النسبة بين مساحة الدائرة 

4(أ) 

9
2(ب)     

3
5(ج)     

6
3(د)     

2
  

هو نصف  sو  Aهو نصف قطر الدائرة  rالإجابة هي (أ): لنفرض أن : الحل
  .B قطر الدائرة

45هو  Aطول قوس الدائرة 
2

360 4

r
r

π
π× =.  

30 هو طول قوس الدائرة 
2

360 6

s
s
π

π× =.  B

o b e i k a n d l . c o m



  ٣٦٥  الدوائر  

  

 ن فإنالطولين متساوياوبما أن 
4 6

r sπ π
2 أي أن .=

3

r

s
وذا فالنسبة بين  .=

 هي إلى مساحة  Aمساحة 
2

2

2 4

93
=.  

  

)٧٨( [AMC10B 2004]  رسمناABC△ داخل دائرة ( , )C O r. D  نقطة على

� ينصف ADالدائرة حيث 
BAC. 7 إذا كانAB =، 8AC =، 

9BC ADفما قيمة  =

CD
  ؟ 

9(أ) 

8
5(ب)     

3
17(ج)     

7
5(د)     

2
  

  الإجابة هي (ب):: الحل

  
� �
ABC ADC=  يقابلان القوس)�

AC.(  أنوبما � �
EAB CAD=  فإن

ABE ADC△ ∼ AD من ذلك نجد أن .△ AB

CD BE
ولكن من مبرهنة منصف  .=

BE نجد أن △ABCالزاوية في المثلث  AB

EC AC
  إذن،  .=

( )
AB AB

BE EC BC BE
AC AC

= × = −  

ABوأيضاً  BC
BE

AB AC

×
=

+
  من ذلك نجد أن. 

B

B
D

CA

O

E
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٦٦

7 8 5

9 3

AD AB AB AC

CD BE BC

+ +
= = = = . 

  

)٧٩( [AMC10A 2005] AB في الدائرة قطر ( , )C O r، C  نقطة علىAB 
2AC حيث BC=. D  وE  نقطتان على الدائرة حيثDC AB⊥ 

]قطر. ما قيمة  DEو  ]

[ ]

DCE

ABD

△

△
  ؟ 

1(أ) 

6
1(ب)     

4
1(ج)   

3
1(د)   

2
  

  

هو قطر في  △ABDو  △DCEالإجابة هي (ج): أحد أضلاع كل من : الحل
 . أي أنبين ارتفاعيهماحتيهما هي النسبة الدائرة. ولذا النسبة بين مسا

[ ]

[ ]

DCE CF

ABD DC
=

△

△
CFOبما أن  . DCO△   فإن △∽

1 1
12 3

1 3

2

AB AB
CF CO AO AC

DC DO DO
AB

−
−

= = = = . 

 

OC

F
BA

E

D
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  ٣٦٧  الدوائر  

  

)٨٠( [AMC10A 2006]  2 تمس دائرة نصف قطرها 1دائرة نصف قطرها. 
ABمماسات للدائرتين كما هو مبين. △ABCأضلاع  AC=.  ما مساحة
  ؟ △ABCالمثلث 

35(أ) 

2
15(ب)      64(ج)     2

3
16(د)      2  

  

  
  الإجابة هي (د):: الحل

  

  

A

CB

1

2

A

CB

1

2 E

D

1O

2O

F
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٦٨

1 لاحظ أن 2ADO AEO AFC△ ∼ △ ∼ 1 من ذلك نجد أن .△ 1

2 2

AO DO

AO EO
= .

1 أي أن

1

1

3 2

AO

AO
=

+
1 ولذا فإن.  3AO واستناداً إلى مبرهنة فيثاغورس نجد  .=

2 أن 23 1 2 2AD = − 1DOAD أيضاً،. =

AF CF
2 . أي أن= 2 1

8 CF
= .

2 ولذا فإن 2CF   . وذا فإن=
1 1
( )( ) ( )(2 ) ( )( )
2 2

8 2 2 16 2

ABC AF BC AF CF AF CF  = = = 

= × =

△
 

 

)٨١( [AMC10B 2006]  ،في الشكل المرفق( ,2)C O  ،دائرةOABC  مربع طول
  ما مساحة المنطقة المظللة ؟ .1 ضلعه

1(أ)  3
3

π
+ )(ب)     − )2 3

2

π
−  

2)(ج)  3)π 1(د)     − 3
3

π
− +  

  
  الإجابة هي (أ): لاحظ أن مساحة المنطقة المظللة هي: الحل

( ) [ ] [ ]DOE DOE DBE− +△ △ . 

  الآن، استناداً إلى مبرهنة فيثاغورس نجد أن

 مساحة القطاع

C

O A

D

E
B
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  ٣٦٩  الدوائر  

  

2 2 2 2( ) ( ) 2 1 3DA CE= = − =  

3DA إذن، CE=  هو △EOCو  △DOAمن الواضح أن كلاً من  .=

30مثلث  60 90° − ° − � حيث ° � 60EOC DOA= =  OABCوبما أن  .°

� مربع فإن 90COA =   إذن، .°
� � � 30EOA COA DOA= − = � و ° � � 30DOE DOA EOA= − = °.  

1ABوبما أن  CB= 3 فإن = 1DB EB= = إذن، مساحة المنطقة  .−
  المظللة هي

( )
2

230 1 1
2 2 2 sin 30 3 1 1 3

360 2 2 3

π
π× × − × × × ° + × − = + − . 

  

)٨٢(  [AMC10B 2007] نصف قطر كل  محاطة بأربع دوائر 1دائرة نصف قطرها
  ؟ rما قيمة  .r منها
1(ب)   2(أ)  2(د)   6(ج)     +2 2+  

  
بين مركز الدائرة  الإجابة هي (ب): يمكن إيجاد طول القطعة المستقيمة: الحل

r

r r

r

1

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٧٠

بطريقتين: من ناحية هذه القطعة تساوي  الدوائر المحيطة إحدىالصغرى ومركز 
1 r+ 2 ومن ناحية أخرى فهو نصف قطر مربع طول ضلعهr. أي 

2 21
4 4 2

2
r r r+ 2 إذن، .= 1r r=  أي أن .+

1
1 2

2 1
r = = +

−
.  

  

)٨٣( [AMC10A 2008] ما مساحة  .6 مثلث متساوي الأضلاع طول ضلعه
المنطقة المكونة من جميع النقاط خارج المثلث وتبعد ثلاث وحدات من نقطة 

  على المثلث ؟
36(أ)  24 54(ب)     +3 9π+     (ج)56 9π+     (د)60 9π+  

3مستطيلات من النوع  ةالإجابة هي (ب): المنطقة مكونة من ثلاث: الحل 6× 
  .3 تقابل دوائر نصف قطر كل منها °120أقواس قياس كل منها  ةوثلاث

  

  
  إذن المساحة هي

2120
3 3 6 3 54 9

360
π π

 °
 × + × = +
 ° 

. 

  

6

3
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  ٣٧١  الدوائر  

  

)٨٤( [AMC10B 2010]  مركز دائرة نصف قطرها  هو 1مركز مربع طول ضلعه
3

3
كما هو مبين في الشكل المرفق. ما مساحة المناطق داخل الدائرة وخارج  

  المربع ؟

1(أ) 
3

π
2(ب)     − 3

9 3

π
(ج)     −

18

π     (د)2

9

π  

  
. مساحة المناطق المظللة 2: طول قطر المربع يساوي الإجابة هي (ب): الحل

� أمثال مساحة القطاع 4المطلوبة هي 
OAB  أمثال مساحة المثلث  4مطروحاً منها

OAB△ لاحظ أن .AC CB= 1 وأن 1
1

2 2
OC = × (نصف طول ضلع  =

3وأن المربع) 

3
OB    . من مبرهنة فيثاغورس نجد أن=

2 2
3 1 3

3 2 6
CB

    = − =      
. 

ABبما أن  AO BO=   متساوي الأضلاع. △ABOفإن  =

�مساحة القطاع 
OAB  تساوي

2
3 60

3 360 18

π
π

     =      
.  

A B

O

C
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٧٢

1تساوي  △OABمساحة المثلث  1 3 3

2 2 3 12
× × =.  

3 إذن مساحة المناطق المظللة هي 2 3
4
18 12 9 3

π π  − = −   
.  

  

)٨٥( [AMC10A 2009] ة بدائرة  الشكل المرفق مكون من أربع دوائر متطابقة محاط
النسبة بين مجموع مساحات الأربع دوائر الصغيرة  كبيرة كما هو مبين. ما

  مساحة الدائرة الكبيرة ؟و 
3(أ)  2 2(ب)     −2 )(ج)     −2 )4 3 2 2(د)     −2 2 2−  

  
الإجابة هي (ج): ارسم بعض أنصاف أقطار الدوائر الصغيرة كما هو مبين .: الحل

هو نصف قطر الدائرة  Rهو نصف قطر كل من الدوائر الصغيرة وأن  rوافرض أن 
  الكبيرة.

  

B

A

D

C

F

E
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  ٣٧٣  الدوائر  

  

 ولذا فإن طول قطره يساوي .2r مربع طول ضلعه ABCDتماثل الشكل، من 

2 2r ،2. إذن 2 2 2 2 2R r r r r r= + + =  . ولذا فإن+
(1 2)R r=   مساحة الدائرة الكبيرة تساوي .+

2 2 2 2(1 2) (3 2 2)A R r rπ π π= = + = +  

24B مجموع مساحات الدوائر الصغيرة تساوي rπ=. ،إذن  
2

2

4

(3 2 2)

4 4 3 2 2
4(3 2 2).

3 2 2 3 2 2 3 2 2

B r

A r

π

π

=
+

−
= = × = −
+ + −

 

  

)٨٦( [AMC10B 2010]  في الشكل المرفق دائرة مركزهاO 156 ومساحتهاπ. 
ABC△  مثلث متساوي الأضلاع حيثBC ،وتر في الدائرة 
4 3OA   ؟ △ABCما طول ضلع المثلث  .=

2(أ)  4(ج)   6(ب)     3   12(د)     3
  

  
هو نصف  rهو طول ضلع المثلث وأن  xالإجابة هي (ب): لنفرض أن : الحل

O

A

C

4 3

D

B
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٧٤

2قطر الدائرة. بما أن  156rπ π= 156 فإنr لاحظ أيضاً أن  .=

OD BC⊥ ومن ثم فإن 
2

x
BD DC= 3 إذن، .=

2
AD x=.  الآن

  د أن باستخدام مبرهنة فيثاغورس نج

( )
22

2

2 2

2

3
156 4 3

2 2

1 3
156 12 48

4 4
12 108 0

( 6)( 18) 0

x
x

x x x

x x

x x

    = + +      

= + + +

+ − =

− + =

 

6x إذن، =.  
  

)٨٧( [AMC10B 2011] في الدائرة التي مركزها O ،EB DC�، AB ED�. 
�

�
4

5

AEB

ABE
�ما قياس . =

BCD ؟  

  °135(د)   °130(ج)   °125(ب)     °120(أ) 

  
�الإجابة هي (ج): لنفرض أن : الحل 4AEB x= وأن � 5ABE x=.  الآن

O
BE

CD

A

o b e i k a n d l . c o m



  ٣٧٥  الدوائر  

  

� 90EAB = 4 إذن، (تقابل نصف دائرة). ° 5 90 180x x+ + ° = وذا فإن  .°

10x �ويكون  = 50ABE = � و ° 40AEB = ABبما أن  .° ED� فإن 
� � 50ABE BED= = � ولكن ،° �

180BED BCD+ =  BEDCإذ أن  °
  إذن، .رباعي دائري

� �180 180 50 130BCD BED= °− = °− ° = ° . 
  

)٨٨( [AMC10A 2004]  مستقيمان مختلفان يمران بالمركز المشترك لثلاث دوائر

8المظللة تساوي  المناطقعلى التوالي. مساحة  3 ،2 ،1 أنصاف أقطارها

13
 

غير المظللة. ما قياس الزاوية الحادة المحصورة بين المستقيمين  المناطقمن مساحة 
180بالراديان ( π°   ) ؟=

(أ) 
8

π     (ب)
7

π   (ج)
6

π   (د)
5

π  

  
هي  Uالمظللة وأن  المناطقهي مساحة  Sالإجابة هي (ب): لنفرض أن : الحل

هي الزاوية الحادة بين المستقيمين. مساحة الدائرة  θغير المظللة وأن  المناطقمساحة 

 راديان

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٧٦

9S إذن، .9π ساويتالكبيرة  U π+ 8 أنوبما  .=

13
S U= فإن 

21
9

13
U π=.  39أي أن

7
U π= 8 وأن 39 24

13 7 7
S π π= × الآن،  .=

  المظللة تساوي: المناطقمساحة 
2 2( ) 2

(4 ) (9 4 ) 3 3
2 2 2

θ π θ θ
π π π π π θ π

π π π

−
× + × − + − = + . 

24 إذن،
3 3

7
θ π π+  وذا فإن .=

7

π
θ =.  

  

)٨٩( [AMC10A, AMC12A 2004]  رسمنا نصف دائرة قطرهاAB  داخل المربع
ABCD 2 الذي طول ضلعه، CE  مماس لنصف الدائرة يقطعAD عند 

E.  ما طولCE ؟  

5(ج)   6(ب)     5(أ) 

2
5(د)    5−  

  
AE الإجابة هي (ج): لنفرض أن: الحل x=. 2 الآنFC BC= =، 

AE EF x=   نجد أن  △CDEباستخدام مبرهنة فيثاغورس في المثلث  .=
2 2 2(2 ) 2 (2 )x x− + = +  

F

E

A O B

CD 2

o b e i k a n d l . c o m



  ٣٧٧  الدوائر  

  

1 من ذلك نجد أن
2

x   وذا فإن .=

5

2
CE FC x= + = . 

  

)٩٠( [AMC10A 2007]  دائرتان مركزاهماA  وB 2 امونصف قطر كل منه. 
O نقطة منتصف AB، 2 2OA =، OC  مماس للدائرة التي مركزهاA 
مماس مشترك للدائرتين. ما  B، EF مماس للدائرة التي مركزها ODو 

  ؟ ECODFمساحة المنطقة المظللة 

8(أ)  2 2
2

π
− 4(ب)     − 2

8

π
+  

4(ج)  8(د)     2 2 4 π− −  
  

  
  الإجابة هي (د): مساحة المنطقة المطلوبة هي: الحل

� �( )[ ] [ ] [ ]ABFE AEC ACO BDO BED− + + +△ △ . 

EF أنمن الواضح  AB�.  ،إذنABFE مستطيل مساحته 

2 ( ) 2 2(2 2) 8 2AO OB× + = × = . 
2مثلث قائم. وبما أن  △ACOفإن  Aمماس للدائرة  OCبما أن  2AO و  =

BA
O

FE

C D

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٧٨

2AC 45 مثلث △ACOفإن  = 45 90° − ° −   إذن، .°
1

[ ] 2 2 2
2

ACO = × =△  

] ومن الواضح أن ] [ ] 2BDO ACO= =△ △.  

�مساحة القطاع 
AEC  تساوي مساحة القطاع�

BFD  1وتساوي

8
أي من مساحة  

1 دائرتيهما. أي أن مساحة كل منهما تساوي
4

8 2

π
π× × إذن، مساحة  .=

  المنطقة المظللة المطلوبة هي

8 2 2 2 8 2 4
2 2

π π
π

 − + + + = − −  
. 

   

o b e i k a n d l . c o m



  ٣٧٩  الدوائر  

  

  مسائل غير محلولة

yقطر. ما قياس  AOBمركز الدائرة،  Oفي الشكل المرفق  )١(
ɵ ؟  

  °65(د)     °60(ج)     °55(ب)     °50(أ) 

  
  

xقطر. ما قياس  AOBمركز الدائرة،  Oفي الشكل المرفق،  )٢(
ɵ ؟  

  
  °35(د)     °30(ج)     °25(ب)     °20(أ) 

  

yهو مركز الدائرة فما قياس  Oإذا كان  )٣( x− ؟  
  °120(د)     °110(ج)   °100(ب)   °80(أ) 

O

120°
10°

C

B

D

A

y

C

A B
O

110°

D

x

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٨٠

  
  

)٤( O ،مركز الدائرة DC AB�.  ما قياس الزاويةy
ɵ ؟  

  °106(د)   °96(ج)   °84(ب)   °80(أ) 

  
  

)٥( O  ،مركز الدائرةN، M تقاطع  نقطتاAC  وAB  مع الدائرة. ما قياس
x
ɵ ؟  

  °35(د)     °30(ج)     °25(ب)     °20(أ) 

110°

O

y

x

A

D

CB

O

y

84°

A B

CD

o b e i k a n d l . c o m



  ٣٨١  الدوائر  

  

  
  

yما قياس  )٦(
ɵ  في الشكل المرفق حيثO  مركز الدائرة ؟هو  

  
  °100(د)   °90(ج)   °75(ب)   °50(أ) 

  

ما قياس  .D مماس للدائرة عند CDEمركز الدائرة،  Oفي الشكل المرفق،  )٧(
x
ɵ ؟  

  

O

C
B

A

230°
x

35°

N

M

O

150°
y

50°

C

B D
A

E

O B

A

x
EC

50°

D

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٨٢

  °60(د)     °50(ج)     °40(ب)     °30(أ) 
  

) في الدائرة )٨( , )C O r، AB  وAC  مماسان عندB  وC  .على التوالي
xقياس 
ɵ :يساوي  

  °31(د)   °28(ج)   °24(ب)     °20(أ) 

  
  

) في الدائرة )٩( , 4)C O، AB  وAC عند  مماسانB  وC ،على التوالي 
AC BC=.  ما طولAD ؟  

4(أ)  6(ب)     3 8(ج)     3 10(د)     3 3  

  
  

xمركز الدائرة، ما قياس  Oفي الشكل المرفق،  )١٠(
ɵ ؟  

28° A

O

B

C

D

x

O

B

AD
C

o b e i k a n d l . c o m



  ٣٨٣  الدوائر  

  

  °62(د)     °60(ج)     °45(ب)     °35(أ) 

  
  

) في الدائرة )١١( , )C O r، AOB قطر ينصف الوتر DC.  ما قيمةx y+ ؟  
  °115(د)    °110(ج)     °100(ب)     °90(أ) 

  
  

)١٢( AB  وAC  مماسان للدائرة التي مركزهاO  عندB  وC  ،على التوالي
5AE =، 10AB   ما طول قطر الدائرة ؟ .=

  

O
45°

80°x°

76°

x
y

26°

O

CD

B

O

A
C

B

E

5

10

A

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٨٤

  20(د)     18(ج)   16(ب)     15(أ) 
  

)مماسان للدائرة  AB، ACفي الشكل المرفق،  )١٣( ,5)C O  عندB  وC  على

� التوالي، 30BAO =   ما مساحة المنطقة المظللة ؟ .°

)(أ)  )23
3 3

3
π−     (ب)( )25

3 3
3

π−  

)(ج)  )23
3 3

3
π+     (د)( )25

3 3
3

π+  

  
  

yمركز الدائرة، ما قيمة  Oفي الشكل المرفق،  )١٤( x− ؟  
  °135(د)   °90(ج)   °80(ب)   °70(أ) 

  
  

)١٥( AB، AC، BC  مماسات للدائرة التي مركزهاO عند M، N، P  على

OA

B

C

Ox°

45°

y°

o b e i k a n d l . c o m



  ٣٨٥  الدوائر  

  

AM التوالي. إذا كان x=، BP y=، CN z=  فما محيط المثلث
ABC△ ؟ 

(أ) 
3

x y z+ (ب)     +
2

x y z+ +  

x(ج)  y z+ )2(د)     + )x y z+ +  
  

)١٦( OB  نصف قطر في الدائرة( , 3)C O .AB مماس للدائرة عند B، 

6OA �ما قياس  .=
AOB ؟  

  °90(د)     °60(ج)     °45(ب)     °30(أ) 
  

)١٧( CA  وCB  مماسان للدائرة التي مركزهاO  عندA  وB  ،على التوالي
إذا   .D في النقطة COيلاقي امتداد  Bالمرسوم من  ACالموازي للقطعة 

4ACكان    ؟ ADفما طول  =
  12(د)     8(ج)     6(ب)     4(أ) 

  

ACلنفرض أن نصف المستقيم  .AB نقطة على دائرة قطرها Cلتكن  )١٨(
���	

 
)يقطع الدائرة  , )C A AB  عندD  ويقطع المماس المنشأ منB عند E.   إذا

�كان  � �
ABC CBD DBE= � فما قياس =

BAC ؟  
  °90(د)     °60(ج)     °45(ب)     °30(أ) 

  

)١٩( POA قطر في الدائرة ( , )C O r. M  نقطة علىPOM
�����	

 حيث 

2OM r=. MNQ  مماس للدائرة عندN  ويلاقي المماس المرسوم منP 
  ؟ QMما طول  .Q عند

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٨٦

2(ب)   3r(أ)  3r     (ج)3 3r     (د)4 3r  
  

)٢٠( M، N، P مختلفة على الدائرة ثلاث نقاط ( , )C O r. 

6MN NP= � و = 120MNP = °. Q نقطة تقاطع ON مع MP. 
  ؟ QOما طول 

  6(د)     5(ج)     4(ب)     3(أ) 
  

)٢١(  [MAΘ 2005]ان كما هو مبين في الشكل، نصف قرصان دائريان متماس
سم. إذا دار  30سم ونصف قطر القرص الصغير  40قطر القرص الكبير 

 دورات فما عدد الدورات التي دارها القرص الكبير ؟ 4القرص الصغير 

  
3(أ) 

4
3(ب)     

2
  4(د)     3(ج)     

  

)٢٢( AC  وBD  قطران متعامدان في الدائرة( , )C O r .M  نقطة على القوس

�الصغير 
AB .E  نقطة تقاطعAM

����	
CBمع  

���	
مع  ABنقطة تقاطع  Fو  

CB ما قياس .�
EFB ؟  

  °70(د)     °60(ج)     °45(ب)     °30(أ) 

o b e i k a n d l . c o m



  ٣٨٧  الدوائر  

  

)٢٣( ABC△  مرسوم داخل دائرة حيث� 70A = ° ،� 50B = . منصفات °
A′ ،Bزوايا المثلث تقطع الدائرة في النقاط  ′ ،C أعمدة المثلث تقطع و  ′

A′′ ،Bالدائرة في النقاط  ′′ ،C �. ما قياس ′′
C A′′   ؟ ′′

  °160(د)     °140(ج)     °120(ب)   °80(أ) 
  

)٢٤( AB  مماس للدائرة( ,6)C O  عند النقطةB إذا كان .� 45OAB = فما  °
  ؟ ABطول 
3(ب)     3(أ)  6(د)     6(ج)     2 2  

  

)على الدائرة تقع  △ABC رؤوس المثلث لنفرض أن )٢٥( , )C O r .COQ ،
BOP  ارتفاعان يلاقيانAB و AC  في النقطتينQ  وP  .على التوالي

3BQإذا كان  4PCو  = AQفما قيمة  = AP+ ؟  
  12(د)     8(ج)     7(ب)     6(أ) 

  

)٢٦( AOB  قطر في الدائرة( , )C O r ،MPN  وتر عمودي علىAOB  ويلاقيه

�. إذا كان Pفي النقطة  20OMP = �فما قياس  °
MON ؟  

  °140(د)     °120(ج)   °90(ب)   °70(أ) 
  

)٢٧( MN  مماس للدائرة( , 3)C O  عندM .AB  وتر في الدائرة يوازيMN .

P  نقطة تلاقيAB  مع امتدادMO
���	

5AM. إذا كان  فما طول  =
OP ؟  

1(أ) 

2
7(ج)     1(ب)     

6
3(د)     

2
  

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٨٨

)1ن الدائرتافي الشكل المرفق، تتقاطع  )٢٨( ,3)C O  2و( ,6)C O  في النقطتينA 

�منصف للزاوية  P ،APو 
BAC .BP

PC
  يساوي: 

1(أ) 

3
1(ب)     

2
2(ج)     

3
5(د)     

6
  

  
  

)٢٩( ( , )C O r  و( , )C O r′ . رسمنا مستقيماً يمر Aدائرتان متماستان عند النقطة  ′
)ويقطع  Aبالنقطة  , )C O r  في النقطةB  و( , )C O r′ Bفي النقطة  ′ ′ .
  عندئذ،

OB(أ)  O B′ OB(ب)     �′ O B′ ′⊥  

�(ج)  �
OBA B AO′ �(د)     /=′ �

OBA O B A′ ′=/  
  

  في الشكل المرفق: )٣٠(

�(أ)  �
E D=     (ب)� �

E F=  

�(ج)  �
E DGC=/     (د)� �

F AGB=/  

2O

1O

CP

B

A

o b e i k a n d l . c o m



  ٣٨٩  الدوائر  

  

  
  

)في الدائرة  )٣١( , 4)C O ،� 60AB = ° ،� 90CD = CD. ما قيمة ° AB+ ؟  
4(أ)  2 4(ب)     −4 4(ج)     2 2   8(د)     +4

  
  

)٣٢( [Aust.MC 1993]  ،في الشكل المرفقO  مركز الدائرة. قيمةx :تساوي  
  °40(د)     °35(ج)     °25(ب)     °20(أ) 

  
  

)٣٣( [Aust.MC 1996] OX  وOY ربع دائرة، رسمنا نصف دائرة  قطري نصفا

DF

C
G

B

A

E

A

B

C

D

O

O

45°

50°
x

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٩٠

ترمز للمثلث، القطاع،  T ،S ،Cكما هو مبين. إذا كانت  XYقطرها 
  تساوي: C إلى مساحة Tالهلال على التوالي فإن مساحة 

3(أ) 

π
13(ج)     1(ب)     

4π
15(د)     

4π
  

  
  

)٣٤( [Aust.MC 1996]  ،النسبة بين محيط الشكل الرباعي إلى في الشكل المرفق
النسبة بين مساحة الشكل الرباعي إلى . 3إلى  4ساوي تمحيط الدائرة 

  مساحة الدائرة تساوي:
3(ب)     πإلى  4(أ)    3إلى  4(د)     9إلى  16(ج)   πإلى  2

  
  

)٣٥( [Aust.MC 1993]  في الشكل المرفق، كل من�
PRSQ  و�

ROS  نصف

RSدائرة،  PQ� المنطقة المظللة:. ما مساحة 1، نصف قطر الدائرة الكبيرة  

1(أ) 

2

π (ب)     −
4

π   (ج)1(د)     1
2

π
−  

C

S

T

Y

XO

o b e i k a n d l . c o m



  ٣٩١  الدوائر  

  

  
  

)٣٦( [Aust.MC 1998]  المثلثPQR△  قائم الزاوية عند�
R .� 45QPR = ° .

�
RS  قوس لدائرة مركزهاP  ونصف قطرهاPR  ويقطعPQ  عند النقطة
S.  إذا كانتA  هي مساحة المنطقة غير المظللة وB  مساحة المنطقة

Aالمظللة فإن 

B
  تساوي: 

(ب)     1(أ) 
8

π     (ج)2

4

π

π−
(د)     

4

π

π−
  

  

)٣٧( [Aust.MC 1996]  رؤوسPRQ△  المتساوي الأضلاع تقع على محيط دائرة
مستطيل. ما  QRSTنقطتان على الدائرة حيث  Tو  S. 1نصف قطرها 

  ؟ QRSTمساحة المستطيل 

  

O
QP

SR

P
45°

R

S

TS

R Q

P

Q

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٩٢

3(أ) 

2
3(ج)   3(ب)   

2
  2(د)     

  

)٣٨( [Aust.MC 1997]  محاط من الأعلى  60نافذة على شكل مربع طول ضلعه
. قوس الدائرة أصغر من نصف دائرة. ما أقصى 50قطرها نصف بقوس دائرة 

  ارتفاع للنافذة ؟
  90(د)     85(ج)     80(ب)     70(أ) 

  

)٣٩( [Aust.MC 1995] PQR△  القائم الزاوية عندQ  والمتساوي الساقين
6PQ QR=   . ما طول نصف قطر الدائرة ؟Oدائرة مركزها بيحيط  =

2(أ)  3(ب)     3 6(ج)     2 3   3(د)     −2
  

)٤٠( [Aust.MC 1994]  أضلاعPQR△  مماسات للدائرة( , )C O r  عند النقاط

S ،T ،U إذا كان .� � �: :TU ST US  5هي : 8 : فما النسبة  11
� � �: :TPU SRT UQS ؟  

7(أ)  : 4 : 8(ب)     1 : 5 : 7(ج)     2 : 3 : 9(د)     2 : 5 : 1  

  
  

)٤١( [Aust.MC 1994]  للدائرة( ,1)C O  والمربعPQRS  المركز نفسه. طول
. مددنا أضلاع المربع لتلاقي الدائرة كما هو مبين. ما مساحة 1ضلع المربع 

S

Q

UP

11

5

8

R

T

o b e i k a n d l . c o m



  ٣٩٣  الدوائر  

  

  المظللة ؟ المناطق

(أ) 
8

π     (ب)3
1

3 2

π
+ 1(ج)     − 3

3

π
+   π(د)     −

  
  

)٤٢( [Aust.MC 1995] PR  وQS  وتران في الدائرة( ,5)C O  يتقاطعان في

�. إذا كان Tالنقطة  20PTQ = �فما طول  ° �
PQ RS+ ؟  

5(أ) 

9

π    (ب)4

5

π    (ج)8

9

π     (د)10

9

π  

  
  

)٤٣( [AMC10B 2012]  و داخل مستطيل كما ه 5رسمنا دائرة نصف قطرها
1 المستطيل إلى عرضه هيمبين في الشكل. النسبة بين طول  : ما مساحة  .2

  المستطيل ؟

P Q

RS

O

O

T

S

R

Q

P

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٩٤

  200(د)     150(ج)     125(ب)     100(أ) 

  
  

)٤٤( [AMC10A 2012] ( ,5)C A  و( , 3)C B  ،دائرتان متماستانDE  مماس

ABويلاقي امتداد  Eو  Dمشترك لهما عند 
���	

ما طول  .C في النقطة 
BC ؟  
  14.4(د)     12(ج)   10.2(ب)     4.8(أ) 

  
  

)٤٥( [AJHSME 1987] ABCD مستطيل، D  ،مركز الدائرةB  نقطة على
4ADالدائرة،  =، 3CD   ؟ المنطقتين المظللتينما مساحة  .=

  

C

B

A

D E

CD

A
B

o b e i k a n d l . c o m



  ٣٩٥  الدوائر  

  

25(أ) 
12

4

π
23(ب)     −

12
4

π
25(ج)     −

4

π     (د)27

4

π  
  

)٤٦(  [AJHSME 1994] أنصاف دوائر أقطارها أضلاع المربع  ةرسمنا أربع
PQRS  ثم رسمنا المربع  كما هو مبين. 4الذي طول ضلعهABCD  بحيث
 المربعهو مبين. ما مساحة  أضلاعه مماسات لأنصاف الدوائر كماتكون 

ABCD ؟  
  64(د)     48(ج)     36(ب)     32(أ) 

  
  

)٤٧( [AMC8 2011] كل من   .1 في الشكل المرفق، نصف قطر الدائرة يساوي
 Bالمظللة داخل الدائرة و  المناطقمساحة  Aالشكلين الرباعيين مربع. 

Aبين المربعين. ما قيمة  المناطقمساحة 

B
  ؟ 

  

D

A B

C

P Q

RS

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٩٦

2π(أ)  3(ب)     −

2

π 2(ج)     −

2

π   π(د)     −
  

)٤٨( [AMC8 2010]  ،في الشكل المرفقC  مركز مشترك للدائرتين، الوترAD 
B، 10AC مماس للدائرة الصغرى عند =، 16AD مساحة ما  .=

  ؟ بين الدائرتينالمنطقة الواقعة 
  100π(د)     81π(ج)     64π(ب)     49π(أ) 

  
  

)٤٩( [Pascal 2007] ( ,1)C D  و( ,2)C D  نفسه المركزلهما D.  مساحة

5المنطقتين المظللتين تساوي 

12
 المناسبمن مساحة الدائرة الكبيرة. ما القياس  

�للزاوية 
ADC ؟  

  °135(د)     °120(ج)     °108(ب)     °90(أ) 

  

C

A D
B

C

D

A

o b e i k a n d l . c o m



  ٣٩٧  الدوائر  

  

)٥٠( [Pascal 2006]  الدوائر الثلاث المبينة في الشكل المرفق متطابقة. محيط كل
  ما محيط المنطقة المظللة ؟ .36 منها يساوي

  36(د)     24(ج)   18(ب)     6(أ) 

  
  

)٥١( [Cayley 2003]  المركز نفسه أنصاف لها في الشكل المرفق، لدينا أربع دوائر
مساحة  Bمساحة الدائرة الكبيرة و  A تكانإذا   .4 ،3 ،2 ،1 أقطارها

Bالمنطقتين المظللتين فإن 

A
  :يساوي 

1(أ) 

4
7(ب)     

16
3(ج)     

8
5(د)     

8
  

  

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٣٩٨

)٥٢( [Cayley 2002]  ،في الشكل المرفقO  مركز الدائرة، زاوية القطاع المظلل
�
AOB  وطول القوس  °90تساوي�

AB  2يساويπ  وحدة. ما مساحة

�القطاع المظلل 
AOB ؟  

  16π(د)     8π(ج)     6π(ب)     4π(أ) 

  
  

)٥٣( [Fermat 2009] في الشكل المرفق، الدائرة والمربع لهما المركز نفسه O 
وتقطع أحد أضلاع المربع بالنقطتين  1والمساحة نفسها. نصف قطر الدائرة 

P و Q.  ما طولPQ ؟  
4(أ)  π−   (ب)2(ج)     1 π−   (د)2  

  
  

)٥٤( [Fermat 2008]  ،في الشكل المرفقz تقع على XY،  أقطار الدوائر الثلاث
XZ، ZY، XY. 12XZ هي =، 8ZY =. A  المناطقمساحة 

A

B

O

2π

O

QP

o b e i k a n d l . c o m



  ٣٩٩  الدوائر  

  

Aغير المظللة.  المناطقمساحة  Bالمظللة، 

B
  يساوي: 

1(أ) 

2
2(ب)     

3
12(ج)     

13
  1(د)     

  
  

)٥٥( [Fermat 2000] A، B، C  مراكز ثلاث دوائر متماسة كما هو مبين في
  :△ABCالتوالي. في المثلث  ىعل 6 ،4 ،2 الشكل، أنصاف أقطارها

�(أ) 
A (ب)     حادة� 90B = �(ج)     ° 90A =   (د) جميع زواياه حادة    °

  
  

)٥٦( [Fryer 2005] الدائرتين الكبيرتين  يقطر  . نصفالها المركز نفسه ثلاث دوائر
مساحة الحلقة بين الدائرتين الكبيرتين تساوي مساحة الدائرة  .12 و 13هما 

YX
Z

B
A

C

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٤٠٠

  الصغيرة. ما طول نصف قطر الدائرة الصغيرة ؟
  9(د)     7(ج)     6(ب)     5(أ) 

  

)٥٧( [Galois 2007]  كما هو مبين في  12وصلنا قطاعين من دائرة نصف قطرها
  ؟ ABCDالشكل المرفق. ما مساحة الشكل 

  48π(د)     36π(ج)     24π(ب)     12π(أ) 

  
  

)٥٨( [MAΘ 2009] ABCD   مربع مرسوم داخل نصف دائرة كما هو مبين. إذا

xفما قيمة  Dوقطر الدائرة يساوي  xكان طول ضلع المربع يساوي 

D
  ؟ 

5(أ) 

10
5(ب)   

5
2(ج)    5

5
  5(د)     

  
  

)٥٩( [MAΘ 2009]  سم ومساحته تساوي 28محيط قطاع دائري يساوي  
  بالسنتمتر ؟. ما طول هذا القطاع ٢سم 49
  26(د)     22(ج)     14(ب)     7(أ) 

A B

CD

60°

60°

x

o b e i k a n d l . c o m



  ٤٠١  الدوائر  

  

)٦٠( [MAΘ 2008]  أضلاعPCD△ مماسات للدائرة التي مركزها O إذا كان .
� 30P = �فما قياس  °

DOC ؟  
  °75(د)     °70(ج)     °65(ب)     °60(أ) 

  

  
  

)٦١( [MAΘ 2008]  1دائرتان( ,20)C O  2و( ,15)C O قطتين. ما تتقاطعان في ن
  الدائرتين ؟قتين غير المشتركتين بين الفرق بين مساحتي المنط

  625π(د)     450π(ج)     175π(ب)     25π(أ) 
  

)٦٢( [MAΘ 2008]  ،في الشكل المرفقAB  قطر في الدائرة التي مركزهاO ،
AD ،DE ،BE  .مماسات للدائرةFD FE× :يساوي  

  
)2(أ)  )DA     (ب)2( )EB     (ج)2( )DO     (د)2( )FO  

30° P

D

C
F

E
A

R

O

O
A B

D

E

F

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٤٠٢

)٦٣( [Aust.MC 1999]  قطر نصف الدائرة الكبيرة يساوي نصف قطر ربع الدائرة
  . ما نصف قطر نصف الدائرة2 هما يساويفي الشكل المرفق وكل من

  ؟ الصغيرة 

2(أ) 

π
7(ب)     

10
2(ج)     

3
(د)     

5

π  

  
  

)٦٤( [Aust.MC 1999] هما المرفق، دائرتان متطابقتان مركزا في الشكلX  وY 
قة تساوي مساحة المنط P. مساحة المنطقة المظللة 1ونصف قطر كل منهما 

  ؟ XY. ما طول Qالمظللة 

(أ) 
4

π   (ب)(د)     1.5(ج)     1.4
2

π  

  
  

)٦٥( [Aust.MC 2001] ABC△  قائم الزاوية عندB  وأضلاعه مماسات للدائرة
7ADعلى التوالي.  D ،E ،Fعند  = ،8DC . ما مساحة =
ABC△ ؟  

P

Q

X Y

o b e i k a n d l . c o m



  ٤٠٣  الدوائر  

  

  60(د)     56(ج)     49(ب)     28(أ) 

  
  

)٦٦( [Aust.MC 2003]  المثلثPQR△  متساوي الساقين فيهPQ QR= .

S  نقطة علىPR  15حيثPS = ،21SR = .PQ و QS و SP 

  QS و RQعلى التوالي.  Z و Y و Xمماسات للدائرة الصغيرة عند 

على التوالي. ما طول  W و V و Uمماسات للدائرة الكبيرة عند  SR و
YV ؟ 

  
  5(د)     4(ج)   3(ب)     2(أ) 

A

7

8

B

F

CE

D

P

XZ

Y

V

U Q

R

W

S

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٤٠٤

)٦٧( [Aust.MC 2001]  ،في الشكل المرفقPQ  ،قطر نصف الدائرة

PS SR= ،� 40QPR = �. ما قياس °
SRP ؟  

  °40(د)     °35(ج)     °30(ب)     °25(أ) 

  
  

)٦٨( [Aust.MC 2004]  أضلاع المربعPQRS  ًمماسات للدائرة وأيضا UT 

1مماس للدائرة، 

4
RU RS= .RT :يساوي  

2(أ) 

9
RQ     (ب)3

10
RQ     (ج)1

3
RQ     (د)2

5
RQ  

  
  

)٦٩( [AMC8 2005]  المثلثABC△  ومتساوي الساقين فيهالزاوية قائم، 
AC BC= ،AC  وBC  مماسان لنصف الدائرة التي مركزهاO 

  ؟ △ABC. ما مساحة 2πومساحتها 
  4π(د)     3π(ج)     8(ب)     6(أ) 

QP
40°

S
R

T

P Q

RS
U

o b e i k a n d l . c o m



  ٤٠٥  الدوائر  

  

  
  

)٧٠( [AMC8 2004]  4عين طول ضلع كل منهما بالشكل المرفق يبين مر 
القطعة  هما. قطر الدائرة هوييتقاطعان في زاويتين قائمتين عند منتصفي ضلعو 

  بين نقطتي التقاطع. ما مساحة المنطقة المظللة في الشكل ؟
16(أ)  4π−    (ب) 16 2π−     (ج)28 4π−   (د)28 2π−  

  
  

)٧١( [AMC10A 2009] 2 في الشكل المرفق، نصف قطر الدائرة الصغيرة يساوي .
مساحة الجزء المظلل إلى مساحة نصف الدائرة الكبيرة  نسبة الكسر الذي يمثل

  هو 

1(أ) 

2
(ب)     

6

π   (ج)2

π
2(د)   

3
  

  

AC

O

B

2

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٤٠٦

)٧٢( [AMC10A 2006]  أراد وائل أن يربط كلبه بحبل مثبت عند أحد أضلاع
قترح عليه صديقه أحمد أن يختار نقطة منتصف أحد ا. 16مربع طول ضلعه 

عتقد أنه بتثبيت اولكنه  Ιالأضلاع ليثبت الحبل كما هو مبين في الشكل 
فإنه سيحصل على مساحة أكبر يتحرك  ΙΙ في الشكل الحبل كما هو مبين

  فيها الكلب. أي الاقتراحين أفضل وما هي المساحة الأكبر ؟
  ΙΙ ،40π(د)     ΙΙ ،36π(ج)     Ι ،38π(ب)     Ι ،32π(أ) 

  
  

)٧٣( [AMC10A, AMC12A 2008] A  وB  نقطتان على دائرة مركزهاO ،
� 60AOB =  OBو  OA. دائرة أخرى تمس الدائرة الأولى داخلياً و °

  مماسان لها. ما النسبة بين مساحة الدائرة الصغيرة إلى الدائرة الكبيرة ؟

1(أ) 

16
1(ب)     

9
1(ج)     

8
1(د)     

6
  

  

)٧٤( [AMC10A 2007]  في الشكل المرفق، أربع دوائر متطابقة نصف قطر كل
 2وكل منها تمس ضلعين من أضلاع المربع وتمس دائرة نصف قطرها  1منها 

  كما هو مبين في الشكل. ما مساحة المربع ؟
22(أ)  12 16(ب)     +2 16 36(د)     48(ج)   +3 16 2+  

4

12

8

8

8
II

8
I

ب
الكل

 

 الحبل

ب الحبل
الكل

 

o b e i k a n d l . c o m



  ٤٠٧  الدوائر  

  

  
  

)٧٥( [AMC10A 2005]  أنشأنا الشكل المرفق برسم قطاعات دائرية حول أضلاع
. ما مساحة الجزء 1متطابقة طول ضلع كل منها متساوية الأضلاع و مثلثات 
  المظلل ؟

1(أ)  3

3 2
π 2(ب)     +

3
π   (ج)π     (د)2 3

3 2
π +  

  
  

)٧٦( [Pascal 2003]  في الشكل المرفق، دائرتان( , )C A R  و( , )C B r  تتقاطعان

�حيث  Qو  Pفي النقطتين  60PAQ = �و  ° 90PBQ = . ما النسبة °
)بين مساحة  , )C A R  إلى مساحة( , )C B r   

4(أ) 

3
3(ب)     

2
2(ج)     

1
3(د)     

1
  

1 1

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٤٠٨

  
  

)٧٧( [Pascal 2002]  ،في الشكل المرفقAOC  قطر نصف الدائرة الأولى التي
ما مساحة  قطر نصف الدائرة الثانية. ABو  1ونصف قطرها  Oمركزها 

  المنطقة المظللة ؟

(أ) 
4

π     (ب)1

2
1(ج)     

2 2

π
3(د)     − 1

4 2

π
+  

  
  

)٧٨( [Pascal 2001] وعرضه  10 هدائرتان متطابقتان محاطتان بمستطيل طولx 

2كما هو مبين في الشكل. إذا كانت المسافة بين مركزيهما تساوي 

3

x  فإنx 

  تساوي:

15(أ) 

4
15(د)     6(ج)     5(ب)     

2
  

  
  

P

B

Q

A

O

B

A C

o b e i k a n d l . c o m



  ٤٠٩  الدوائر  

  

  

  
  

)٧٩( [Pascal 2000] ABCD  10مستطيل فيهAD . مساحة المنطقة =
  . أصغر مسافة بين نصفي الدائرة تساوي:100المظللة تساوي 

2.5(أ)  5π 2.5(ج)     2.5π(ب)   − 5π   5π(د)     +

  
  

)٨٠( [Cayley 2001]  طول ضلع المربعABCD المرسوم داخل الدائرة  
. أضلاع المربع هي أقطار لأنصاف دوائر كما هو مبين. ما مساحة 2يساوي 
  المظللة ؟ المناطق

2(أ)  4π 2(ب)     − 2π   4(د)     π(ج)     −

10

x

A D

CB

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٤١٠

  
  

)٨١( [Cayley 1999]  بحيث 10رسمنا ثلاث دوائر متماسة نصف قطر كل منها 
تقع مراكزها على استقامة واحدة داخل مستطيل ثم أحطنا المستطيل بدائرة 

  أخرى كما هو مبين في الشكل. مساحة الدائرة الكبيرة تساوي:
  1700π(د)     1600π(ج)     1300π(ب)     1000π(أ) 

  
  

)٨٢( [Cayley 1998]  طول ضلع المربعABCD  8يساوي .BC  مماس لدائرة

A

D C

Bo b e i k a n d l . c o m



  ٤١١  الدوائر  

  

  ة ؟. ما طول نصف قطر الدائر Dو  Aوتمر بالنقطتين  Oمركزها 
  6(د)     5(ج)     4(ب)     3(أ) 

  
  

)٨٣( [Fermat 2001]  الدائرتان( , 3)C A  و( ,1)C B  .متماستان كما هو مبين
OC  يمس الدائرتين عندE  وF  وOD  يمس الدائرة( , 3)C A  عندH 

  ؟ ODمماس للدائرتين كما هو مبين. ما طول  OC ،CDوعمودي على 
8(أ)  3(ب)     3 6 6(ج)   +3 3 9(د)   +3 3 3+  

  

A

D C

B

O

A

B

CFEO

H

D

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٤١٢

)٨٤( [Fermat 2000]  رسمنا مماساً من 10دائرتان متماستان نصف قطر كل منها .
مقربة إلى أقرب عدد مركز إحداهما إلى الدائرة الثانية. ما مساحة المنطقة المظللة 

  صحيح ؟
  8(د)     7(ج)     6(ب)     5(أ) 

  
  

)٨٥( [Fermat 2000]  2وعرضه  4دائرة تمس ثلاثة من أضلاع مستطيل طوله 
. ما طول Bو  Aكما هو مبين. يقطع قطر المستطيل الدائرة في النقطتين 

  ؟ ABالوتر 

5(أ) 

5
2(ب)      5

5
3(ج)      5

5
4(د)      5

5
  

  
  

)٨٦( [Fermat 1999] 1( , )C C r  2و( ,9)C C  3و( ,4)C C  متماسة  ثلاث دوائر

2

4

B

A

o b e i k a n d l . c o m



  ٤١٣  الدوائر  

  

lكما هو مبين،  m
� 
	
mحيث  �


	
)1مماس للدائرتين   , )C C r  3و( ,4)C C  

lو 
�

)1مماس للدائرتين   , )C C r  2و( ,9)C C ما طول .r ؟  
  13(د)     12(ج)     11(ب)     10(أ) 

  
  

)٨٧( [Fryer 2009]  ،في الشكل المرفقO ،K ،M دوائرأنصاف  ةمراكز ثلاث .

32OC = ،36CB = .l
�

 Eو  Sمماس للدائرتين الصغيرتين عند  

lعموديان على  MEو  KSحيث 
�

. ما مساحة الشكل الرباعي 
KSEM ؟  

  2040(د)     1080(ج)     960(ب)     600(أ) 

  

1C

3C

2C

m

l

S

E

BMCOKA l
�

o b e i k a n d l . c o m



  الهندسة (الجزء الأول)  ٤١٤

)٨٨( [Galois 2007]  ،في الشكل المرفقAOB  قطاع الدائرة( ,12)C O ،
� 60AOB = °. OY عمودي على AB عند ويقطعه Xما طول . XY ؟  

8(أ)  6 9(ب)     −3 6 10(ج)     −3 6 12(د)   −3 6 3−  

  
  

)٨٩( [Euclid 2006]  ،في الشكل المرفقAB  وBC  ،وتران في الدائرةD  نقطة
ADعلى الدائرة حيث  BC⊥  وE  نقطة على الدائرة حيث

DE BC� ما قياس .� �
EAC ABC+ ؟  

  °100(د)   °95(ج)   °90(ب)   °80(أ) 

  
  

)٩٠( [Euclid 2001] ABC△  25متساوي الساقين فيهAB BC= و  =
30AC = .BC  قطع يقطر في دائرةAB  عندX  ويقطعAC  عند

B

A

Y
X

12

12

O

B
A

D

E

F

C
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  ٤١٥  الدوائر  

  

Y ما طول .XY ؟  
  25(د)     20(ج)   15(ب)     10(أ) 

  
  

)٩١( [Euclid 2000] ABCD  شبه منحرف متساوي الساقين فيه
AB CD x= ). 80تساوي  ABCD. مساحة = , 4)C O  دائرة تمس

  ؟ xالأضلاع الأربعة لشبه المنحرف. ما قيمة 
  10(د)     9(ج)     8(ب)     7(أ) 

  
  

)٩٢( [Euclid 1999]  المماسان للدائرتين( ,5)C A  و( ,2)C B  يتقاطعان بزاوية
  ؟ ABكما هو مبين. ما طول  °90 قياسها

5(ب)     5(أ)  7(د)     7(ج)   2 2  

B

X

A Y C

A D

CB

O
x x
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٤١٦

  
  

)٩٣( [Euclid 1998]  ،في الشكل المرفقDC  قطر في الدائرة الكبيرة التي مركزها
A  وAC  قطر في الدائرة الصغيرة التي مركزهاB .DE  مماس للدائرة

F ،12DCالصغيرة عند    ؟ DE. ما طول =
6(أ)  7(ب)     2 8(ج)     2 9(د)     2 2  

  
  

)٩٤( [AMC10A 2004] A ،B ،C  الدائرةثلاث دوائر متماسة خارجياً وتمس 
D  داخلياً كما هو مبين في الشكل. الدائرتانB  وC  .لدائرة امتطابقتان
A  ركز الدائرة بم تمرو  1يساوي نصف قطرهاD ما طول نصف قطر الدائرة .
B ؟  

AB

CD BA

F
E
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  ٤١٧  الدوائر  

  

1(أ) 

3
2(ب)     

3
7(ج)     

9
8(د)     

9
  

  
  

)٩٥( [AMC10B 2004]  نصف قطر  تمس داخلياً دائرتين 1دائرة نصف قطرها 
هو قطر الدائرة الصغيرة كما هو  ABحيث  Bو  Aعند  2ا مكل منه

  مبين. ما مساحة المنطقة المظللة ؟

  

A

C

B

B

A

2

2

1

D
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  الهندسة (الجزء الأول)  ٤١٨

5(أ) 
3 2

3
π 5(ب)     −

2 3
3
π −  

8(ج) 
3 2

3
π 8(د)     −

2 3
3
π −  
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  ٤١٩  الدوائر  

  

  إجابات المسائل غير المحلولة

  ) ج٥(    ) ب٤(    ) ج٣(    ) د٢(    ) أ١(
  ) د١٠(    ) ج٩(    ) د٨(    ) ب٧(    ) د٦(
  ) د١٥(    ) ج١٤(    ) ب١٣(    ) أ١٢(    ) د١١(
  ) أ٢٠(    ) ب١٩(    ) ج١٨(    ) أ١٧(    ) ج١٦(
  )ب ٢٥(    ) د٢٤(    د) ٢٣(    ) ب٢٢(    ) د٢١(
  ) ب٣٠(    ) أ٢٩(    ) ب٢٨(    ) ج٢٧(    ) د٢٦(
  ) أ٣٥(    ) د٣٤(    ) ب٣٣(    ) د٣٢(    ) ج٣١(
  ) أ٤٠(    ) ج٣٩(    ) أ٣٨(    ) ب٣٧(    ) د٣٦(
  ) أ٤٥(    ) ج٤٤(    ) د٤٣(    ) د٤٢(    ) ج٤١(
  ) ب٥٠(    ) ج٤٩(    ) ب٤٨(    ) ج٤٧(    ) د٤٦(
  ) ج٥٥(    ) ج٥٤(    ) أ٥٣(    ) أ٥٢(    ) ج٥١(
  ) د٦٠(    ) ب٥٩(    ) ب٥٨(    ) د٥٧(    أ )٥٦(
  ) ج٦٥(    ) د٦٤(    ) ج٦٣(    ) د٦٢(    ) ب٦١(
  ) د٧٠(    ) ب٦٩(    ) ج٦٨(    ) أ٦٧(    ) ب٦٦(
  ) ب٧٥(    ) أ٧٤(    ) ب٧٣(    ) ج٧٢(    أ) ٧١(
  ) د٨٠(    ) ب٧٩(    ) ج٧٨(    ) ب٧٧(    ) ج٧٦(
  ) د٨٥(    ) د٨٤(    ) د٨٣(    ) ج٨٢(    ) أ٨١(
  ) ب٩٠(    ) ب٨٩(    ) د٨٨(    ) د٨٧(    ) ج٨٦(
  ) ب٩٥(    ) د٩٤(    ) ج٩٣(    ) د٩٢(    ) د٩١(
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