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Divisibility 

 

    ��� ���� �	
�� ����� �� ������� ������� ������ ���	� ��	��
 ���� !�"�#$� .�&�'�� (�
� )*��  !��+��,�� -,. /	0�1   2 ������ 3*4

!���+��� �� �41 ������ ��,56    78�. 9��: ��1 ��&�1 �;�< => ?��@ ���
� �<�#A$��B��C  �1�D �"#0� . �� ������ ��,56 7E �	F��� !���+���   G�H

�IA�J�� ��+��,�� !�"��0�� K �<��&�&L� M��N� .  O)���#�� P��Q�� �*4 K M�"6
 ������ ��,5R� ��&�&�� .  

  
 ������ ��	
��[Divisibility]  

   S����� ����� T#"�a /A� �	0"��   ),I��� UV S����� �����b  W�,61
 W�,��� 9�*�b a  7�F �:>a  ���A� B����X B�I��Y�b 2    ���� ��C1 �:> )E

 S��Xc   Z�"[a bc=  .    2 \��]�� T�#�& /�A�3 18  7�18 3 6= ×  2
5 20−  . 7�20 ( 5) 4= − ×  . ����� T#"� ^ �:>a  ����� /A� �	0"��b  �R68.

 W�,��� 9�*� W�,6b a��� . 2 \�]�� T�#& /A�3 14���  15 22− �� � .  
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 ���	�  

   7�F �:>b a  > B��Y�E \�"6 �R68. 7b   (�0"�a ( )b divides a > 1E 7b 
 T��� 1E (&�_(divisor or factor)  ���A�a  .  

  ������� ������ /A� �	0"�� �_`�� ��&�&�� ����� a�� 7b� �,06 :  
)e ( 7�F �:>a b  1b c  78.a c  .  

   B̀ ]	.3 6  16 18  78. �*�1 23 18  .  
)g(    7�F �:>a b   1c d   78.ac bd .  

    2 \��]�� T�#& /A�5 10  13 6  .   78�. �*��13 5 15× =   (�0"�
6 10 60× =  .  

)h ( a b  7�F �:> i".1 �:>ma mb   j��k0m ≠  .  2 B̀ ]�	.3 6  �:>
 7�F �:> i".15 3 5 6× ×  .  

)l (  7�F �:>a b  10b ≠  78.a b≤     .�#& /A� 2 \�]�� T5 20−   .
 78. �*�15 20≤ .  

)m( a b  1b a  7�F �:> i".1 �:>a b= ±  .  2B̀ ]�	.2 2−   12 2− 
1 78. n ��2 ( 2)= − − .  

)o ( 7�F �:>a b  1a c  78.( )a bx cy+ ������� ������ ��	p,x y .
 q���� rC1 /A�( )a b c+  1( )a b c−  . 2B̀ ]	.3 6  13 15 

 78. �*�13 (2 6 4 15)× + ×  .  
   s1�� �����(prime number)  S����� ����� �41p >  7�t�_ r� )*��

 �u i".1 1p .  
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   �� ��W� v ��� ���1�� ������15  w413  211  27  25  23  22  .  
 ����	�  

)e(  ����� 7E xkv1   ��R� y�]�� T�I�� K 9�: O�'1 G#0�� z#R&1 B���1E {��
T��I��� �� Ow|� ���1�� ������ �&�'� .  

)g (  ����� �4 ��k��� wC1W�� s1�� �����2 : ��� ��1   ������� ���	}. 9�
���,. ����E w4 ~,��� ���1�� .  

  
 U���� ���1�� ������ a�� /A� �	0"�� ��A��_ !�'�#��� a�� 7b� �,06 :  

)e (   ����� T#"�n  ����� /A� �	0"��2  ����� 7�F �:> i".1 �:>n B��C1� .  
)g(   ����� T#"�n  ����� /A� �	0"��3 G��,� -�	� T#_ �:> i".1 �:>  �����n 

  ������ /A� �	0"��3  .     ������ G���,� -��	� 2B̀ ]�	.576   ��4
5 7 6 18+ + =  ����� /A� �	0"�� T#"� -�	�� �*413   ������. �*�1 2

576  ����� /A� �	0"�� T#"�3  .  
)h ( ����� T#"�n  ����� /A� �	0"��5  w4 3��k� �#�,� �6�F �:> i".1 �:>0  1E

5  .B̀ ]	. ������� �� TF 2375  1370  ����� /A� �	0"�� T#"�5  .  
)l(    ����� T#"�n  /A� �	0"��9  �:>1   ������ G���,� -�	� T#_ �:> i".n 

 /A� �	0"��9  .  
)m (   ����� T#"�n  /A� �	0"��10    )1��0� 3���k� �#�,� �6�F �:> i".1 �:>

B�,IX .  
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)o(   ����� T#"�n  ����� /A� �	0"��11 1 �:>   �1��R��� -��	�� T#_ �:> i".
 ����� G��,�)  �*�Q41 GC�� 2G��& 2GC�� G��,�� !�'��> P1�R� (

 ����� /A� �	0"��11  .  
 ����� G��,� �1�R��� -�	�� 2`]	.894325734n =  �4  

4 3 7 5 2 3 4 9 8 5− + − + − + − + =  
   ����� 7E ��15  /A� �	0"�� T#"� v11 ���� 78. �n  /A� �	0"�� T#"� v

11  .  
)�(    ����� T#"�n  ����� /A� �	0"��2

k   \1E ��� 7�Q�� ����� T#_ �:>k 
 ����� G��,� �� �#�,�n /A� �	0"��2

k  .����� T#"� 2B̀ ]	.n   �	�0"��
 ����� /A�2

4 2= ����� !�,|�1 ��k� �#�,� �� 7�Q�� ����� T#_ �:>n 
����� /A� �	0"��4.  

)�(   ����� T#"�n  ����� /A� �	0"��5k \1E �� 7�Q�� ����� T#_ �:>k  �#�,�
����� G��,� ��n  /A� �	0"��5k  .  

  

 ����)�(  ������ �� )E11  210  29  28  26  25  24  23  22   �t�_ 7�Q� B�
 ���A�894345354n = �  
 ���  

  �
. n ��1 2wC1� �����  /A� �	0"�� T#"�2  .  
 r#��,� -�	�8 9 4 3 4 5 3 5 4 45+ + + + + + + + = .  

 7E ��145  /A� �	0"�� T#"�3  /A�19 /A� �	0"�� T#"� �����.3  /A�19   .  

o b e i k a n d l . c o m
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 /A� �	0"�� T#"� v �����4 ) /A� �	0"�� T#"� v n ��18 ( 7�54   T�#"� v
 /A� �	0"��4  .  

 /A� �	0"�� T#"� v �����5  )1�0� v 3��k� 7�0  1E5 )  T�#"� v �
. n ��1
 /A� �	0"��10 (.  

 /A� �	0"�� T#"� �����6  /A� �	0"�� T#"� r6�2  /A�13  .  
�R��� -�	�� �4 ����� G��,� �1  

      4 5 3 5 4 3 4 9 8 1− + − + − + − + =  
 7E ��11  /A� �	0"�� T#"� v11  /A� �	0"�� T#"� v �����.11  .    �      

  
 ����)�(  �	0"�� T#"�1 G��,� �`� �� 7�Q� GC�� S��X ��� ,�XE �C

 �� TF /A�5  26  2 8  29  .  
 ���  

   /A� �	0"�� ����� T#"� wQ�5  G}�. )1��0� rA���� �kE 7�Q� 7E 5  .
 /A� �	0"�� T#"� wQ�18  �4 rA���� �kE 7�Q� 7E G}�.8  . ����� T#"� wQ�1

 /A� �	0"��9  �4 rA���� �kE 7�Q� 7E G}�.9  .  �	�0"�� T#"� ����� 7E ��1
 /A�8  /A� �	0"��  T#"� �
.2  . /A� �	0"�� T#"� ����� �*4 9�*F3   r�6�

 /A� �	0"�� T#"�9  .    /�A� �	�0"�� T�#"� �
. �*�16 .   ��4 ������ 27:>
5 8 9 360× × =  .                      �  
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 ����)�( ��� �R	0_ �:>B� ���XB� #C��B�  �� ,�XE100 ����� /A�3   7��Q�
 w_�#��2  ����� /A� r�	0_ �R�14  w_�#�� 7�Q�3 �1   ������ /�A� r�	0_ �R5 

 w_�#�� 7�Q�4  . /A� ����� �	0_ w_�� �4 ��7  �  
 ���  

   �4 ����� 7E �,IR�x  .   ������ T�#"� 2*�R�1x +    /�A� �	�0"��
3 4 5 60× × = . 7E ~,6 �*�159x = )xkv  7E100x <  . (  w_��� 7�Q�1

 ����� �	0_59  /A�7   �43 .                �  
  

 ����)�( ��  ����� �	0_ w_��7300004003  ����� /A�5  �  
���  

   7E x��kv7300004003 7300004000 3= +. ����1  ������� 7E
7300004000  ����� /A� �	0"�� T#"�5  ����� �	0_ w_�� 78.7300004003 

 ����� /A�5  )1�0�3  .                    �  
  

 ����)�(  ������ ��� �C739x y #"� ���1 G��,� {� �� �6�Q�� �	0"�� T
 /A�36 .  
 ���  

   ����� 7E ��739x y  /A� �	0"�� T#"�36  �� TF /A� �	0"�� T#"� �
.
4  19  . 7E ~,6 9�: ��9y  /A� �	0"�� T#"�4 . 27:>2y =  1E6y = .

o b e i k a n d l . c o m
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 2B�Y�E-�	�� 7 3 9 19x y x y+ + + + = + +  /A� �	0"�� T#"�9  . 7E ��1x 
 1y 7��#�,�  78.8x y+ = .  

 7�F �:> 27b�2y =  7E ~,R.6x =  . 7�F �:>16y =  7E ~,R.2x = . ��
���� �R��� 7E ~,6 9�: �u P�A$�� 7�""[ �67392  127396  .      �  

  

 ����)�( ��    �������� ��� TF /A� �	0"�� T#"� S��X ��� ,�XE4  111 
 z�#�,�� �� r#��,� ��� 7�Q��11 E 12  �  

 ���  

   ������� 7E Bv1E xkv1  12 P�A$�� 7�""[ v .     ������ T�#"� w�Q�1
 /A� �	0"��4 B��C1� 7�Q� 7E G}�. . �u z�#�,� �� 7�6�Q�� 7��C1W�� 7������

12  122 P�A$�� Z"[ v �u`F1 . 7�12  /A� �	0"�� T#"�4 v rRQ�1  T#"�
 /A� �	0"��11  122  /A� �	0"�� T#"�11  /A� �	0"�� T#"� v rRQ�14  .  

 �� �6�Q�� ������3  w4 G��,�112  2122  2212  2222  .  7�������112  1
212  /A� �	0"�� 7`#"�4  /A� �	0"�� 7`#"� v �	
RQ�111  .  

 7������ ��E122  1222  ����� /A� �	0"�� 7`#"� `.4  .>  ���� => ?��� 27:
 �� 7�Q�4  w4 ������ 3*41 G��,�  

  1112  21212  22112  22212   
   /A� �	0"�� T#"� )*�� �
R�� �� ��k��� �����14  111  �42112 .     �  
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w41 �	0"�� ����'��� w4 ������� ������ ��&�&�� q���� (4E ~�k� 7> :  
  

 ������ ������� [Division Algorithm]   

   7�F �:>a  7�F1 ),IX UV B����X B����b  7���� ��R
. B����X B����
 7���k1 7����Xq  1r  7�""[  

  b qa r= +  20 r a≤ <    .  
 ����� /	0�q  �	0_ ?'��(quotient)  �����b  ����� /A�a   ������ /	0�1r 

 w_��(remainder) �	0"�� .  
  

 ����)! (  7�F �:>n  B̀ ��F B���,�))E2 2n a=  ( �	0_ w_�� 7E �#�L.n  /A�
 �����4  �40  1E1  .  

 ���  

   7E �� �	0"�� ����'��� => B���R�&�2a q r= +  j�k0r =  1E1r = .
7b�2 2 2 2 2 24 4 4( )n a q qr r q qr r= = + + = + +.  

 7E ��10r =  1E1r =  78.2 0r =  1E2
1r =  . 7�Q� �*�12 4n a k= =  1E

2 4 1n a k= = + .                      �  
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 "#$� %&'()� *+����[Greatest Common Divisor] 

   7�F �:>a  1b    �,��|�� (�&�"��. 2B�,IX �u`F {�� z���X �����
 GC�� S��X ��� �FE �4 �	
R�� �F��d 	
�AF (0"�� .7E )Ed   Z"[ :  

)e(d a  1d b   
)g(  7�F �:>c a  1c b  78.c d≤ .  
  
   �����A� �F�� �,�|�� (&�"A� W�,R&a  1b  W�,���gcd( , )a b  . \1�p�

s���� � z#� ������� ������ �� ?�1��� a�#� �F�� �,�|�� (&�"�� �R  

    
a  b  gcd( , )d a b=  

4 5 1 

9 15 3 

8 32 8 

15 35 5 

20 30 10 

  
  ��� �F�� �,�|�� (&�"�� ��H> ��L0� 7>  ~��k� 2 �	
�� T�0�� �� ���

 �F,�|�� ������ ��H> n ������� �� TF (&��_ ���	� ��H8� 7�Q� r��0k �,�
�F,�|�� ������ 3*4 �FE �4 �F�� �,�|�� (&�"�� 7�Q�1 z���	�� z� . ��

A	� �0�� �"�,$�� 3*4 7E S+�����U#F 7������ 7�Q� ���R� �X�� �� � . M�"R&
"�,� '�,Q� /A� �	��� ��� ���A_> ����'��� /��� �	
R� =1�� 2 �����. ,]FE z�

 �	0"�� ����'��� !��$� .  K ���&�&�� �R4��� /A� �	���. ��6�]�� �"�,$�� ��E
P��Q�� �*4 �� y�]�� T�I�� => �
��"6 TC�6 ���1 P�0�� .  
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  ������� Z�"�� /A� �	��� ���A_> ����'��� :  
)e(  7�F �:>b qa r= +  78.gcd( , ) gcd( , )a b a r= .  
)g(gcd( , ) gcd( , ) gcd( , ) gcd ( , )a b a b a b a b= − = − = − − .  
)h (gcd( , 0)a a=  7�Q� ���R�0a >  .  
  

 ,-�	�. ������� [Euclidean Algorithm]   

   7E �,IR�0a r= 1 1b r=  j�k 7����X 7����0a b≥ >  .  ��R�
 /A� T�� �������� �	0"�� ����'��� M��J�&� :  

0 1 1 2r q r r= +   2  2 10 r r≤ <  
1 2 2 3r q r r= +  2  3 20 r r≤ <  

        �  
3 2 2 1n n n nr q r r− − − −= +  2  1 20 n nr r− −≤ <  

   2 1 1n n n nr q r r− − −= +  2    10 n nr r −≤ <  
        1 0n n nr q r− = +  

   �"��$��� 3*4 /	0� ��  ���1"1W�� �"��$�� ."  
v���� /A� \���� �� �� v r6E xk � )1�00     ��� r��R� ���� ���

 7� !��$��0 1 2 ... 0a r r r= > > > ≥ . 7E ~,6 �"��0�� Z�"�� ��1  
0 1 1 2gcd( , ) gcd( , ) gcd( , ) ...a b r r r r= = = 1gcd( , ) gcd( , 0)n n n nr r r r−= = =  

 ����)/ (  �����A� �F�� �,�|�� (&�"�� ��HN ���A_> ����'��� M�J�&�45  1
75  .  

o b e i k a n d l . c o m
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�� �  

   /A� T�� ���A_> ����'��� !��$� *�IR��  

        
75 1 45 30

45 1 30 15

30 2 15 0

= × +

= × +

= × +

  

   7E ���A_> ����'��� => B���R�&� ~,6 �*�1gcd(45, 75) 15= .      �  
  

 ����	�  

)e (  F �:>7�� gcd( , ) 1a b =    �������� 7> \��"R.a  1b    B��#�06 7����1E
(relatively prime)  . 7������ 2 \�]�� T�#& /A�9  214  7� B��#06 7���1E

gcd(9, 14) 1=  .  
)g(   ��6�Q�> xkv> !��$� ���A_> ����'��� M��J�&�����Q� ����C'  (&�"��

 �����A� �F�� �,�|��a  1b �	� w$� G�F,�F .> )E   ���H> ���6�Q�
 �����x  1y  7�Q� j��  

        gcd( , )a b ax by= +   
 \�]�� K �6�C1 2\�]�� T�#& /A�)� ( �����A� �F�� �,�|�� (&�"��45  1

75 .> \�]�� !��$� M��J�&��1 /A� T�� B����C'  

        
15 45 1 30

45 1(75 1 45)

45 2 75 ( 1)

= − ×

= − − ×

= × + × −

  

 7�Q� �*�12x =  11y = −  .  
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)h (  � ���A_> ����'��� M��J�&� �QP�0� gcd( , )a b    ',�Q���  ,$����
B̀ ]	. 2 �F�� ����� �� ������� ,�X�  P�0k (��gcd(45, 75)   /�A�

s���� ��R�� :  

          
gcd(45, 75) gcd(45, 30)

gcd(30, 15)

gcd(15,15)

15

=

=

=

=

  

   \�]�� K �6�C1 �� �� ZI�� �*41)� . (  
   �Q	�� ��   M��J��&�� ������ �� ,]F� �F�� �,�|�� (&�"�� ��H>

 ������� �"�"��1 ���A_> ������� :  
    1 2 1 2 2 1gcd( , , ... , ) gcd( , , ... , , gcd( , ) )n n n na a a a a a a a− −=  

  

 ����)0(   G0k�gcd(35, 45, 75).  
 ���  

   \�]�� K �6�C1)� ( 7Egcd(45, 75) 15= . 7E ~,6 �*�1  
        gcd(35, 45,75) gcd(35,15)=  
  > ����'��� M��J�&�� 7E �� ���A_  
          35 2 15 5

15 3 5 0

= × +

= × +
  

   78. �*�1gcd(35, 45, 75) gcd(35, 15) 5= = .      �  
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 &12$� %&'()� 34�5)�[Least Common Multiple]   

   �,�|�� ¡��Y	A� W�,� �����A� ,�X��a  1b   W�,����( , )lcm a b 
 GC�� S��X ��� ,�XE r6E /A� ¢,£�¤�1m  �� TF /A� �	0"�� T#"�

 �������a  1b  . 7E )E :  
  )e(a m  1a m .  
  )g ( 7�F �:>a n  1b n  j�k0n >  78.m n≤.  
    �������� �	
�� �_`��� M�J�06 ������ ,�X�� �,�|�� ¡��Y�� P�0�

�� ¡��Y��1 �F�� �,�|�� (&�"�� z������A� ,�X�� �,�| :  
        gcd( , ) . ( , )a b lcm a b ab=         )e(  

  

����)�6(  \�]�� K �6�C1)� ( 7Egcd(45, 75) 15= . 7�Q� �*�1  
        45 75

(45, 75) 225
15

lcm
×

= =  .        �  
   ������� �"�"�� M��J�&�� ����� �� ,]F� ,�X�� �,�|�� ¡��Y�� ��H> �Q� :  

  1 2 1 2 2 1( , , ... , ) ( , , ... , , ( , ))n n n nlcm a a a lcm a a a lcm a a− −=  
  

 ����)��( ¡��Y�� ��HN  ������ ,�X��  �,�|��35  245  275   x�kv
 7E Bv1E(45, 75) 225lcm = ) \�]�� K z#� �4 �	F)e¥ . (  ( 7b�  

        (35,45,75) (35, 225)lcm lcm=  
   7E �� ���A_> ����'��� => B���R�&�1  

o b e i k a n d l . c o m
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225 6 35 15

35 2 15 5

15 3 5 0

= × +

= × +

= × +

  

  7�Q� 9�: ��1      35 225
(35, 225) 1575

5
lcm

×
= =.  

              27:>               (35, 45, 75) 1575lcm =.      �  
 &789  

   ���_`���)e (������� ���� ,��]F� ������X ���0�� B̀ ]��	. 2 
gcd(6, 10, 15) 1=  1(6, 10,15) 30lcm =  . �Q�1  

        (6,10, 15)gcd(6, 10,15) 30 6 10 15 900lcm = ≠ × × =  
         �� 7b� M�"6��� ),5R�� ���$�� !�: �A]��� a  (
. /A� �6���0�

  ��	F 2,�X�� �,�|�� ¡��Y��1 �F�� �,�|�� (&�"�� w��
I� TY.E
�6���0� �¦E  ����0�� T�0�� a�� Tk /A� .  

 ����)�� (  7E �,.�a  1b B�,IX �u`F {�� 7����X 7���� .  ��C1 �:>
  7������X 7������x  1y  7���""[1 ax by= + L. 7E ���#�

gcd( , ) 1a b =  .  

 ���  

   7E �,I61 ax by= +    a_��R� /�A� \����� �,�� �,I61  7E
gcd( , ) 1a b d= > . 2*�R�d a  1d b .    7E ~,�6 9��: ���1

( )d ax by+ .7E )E 1d  T���0� �*41 . 27:>1d =  .      �  
 ����)�� (  7�F �:>gcd( , ) 1a b =   7�F1a c   1b c  7E �#�L.ab c .  

o b e i k a n d l . c o m
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 ���  

   7E ��gcd( , ) 1a b =     7�����X 7����� ��C��.x  1y   j��k
1 ax by= + . 7E ��1a c  1b c  7����X 7���� �C��.r  1s 

 j�kc ar=  1c bs=  . 7b�  
            1 ( )c c c ax by= × = +  

          
( )

cax cby

bsax arby

ab sx ry

= +

= +

= +

  

   7E �� 9�: ��1ab c .            �      
 ���	�  

   §,|�� �� O�R��&v� �Q� vgcd( , ) 1a b =  \�]�� K)eh (  2B̀ ]�	. 2
8 48  112 48  �Q�18 12 96× =  ����� (0"� v48 .  

 ����)�� ( 7�F �:>gcd( , ) 1a b =  7�F1a bc  7E �#�L.a c .  

 ���  

   7E ��gcd( , ) 1a b =    7�����X 7����� ��C��.x  1y   j��k
1 ax by= +  .������ ������� K,� P,Y�c  7E ~,6c acx bcy= + .  

   �Q�1a ac  1a bc . 7E �� �*�1( )a acx bcy+ . 78. n ��1
|a c .                  �      
 ���	�  

   §,|��gcd( , ) 1a b =  \�]�� K )'1,+)el. (   2 B̀ ]�	.12 9 8× 
 �Q�112 9�  112 8�.  

o b e i k a n d l . c o m
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 ����)��(  7�F �:>gcd( , )a b d=  7E �#�L.gcd , 1
a b

d d

  = 
 

  .  
 ���  

   7E ��gcd( , )a b d=    7�����X 7����� �C��.x  1y   j��k
d ax by= + .    ������ /�A� �������� K,�� �	0"�1d   7E ~,�6

1
a b
x y

d d
= + . \�]�� M��J�&��1)eg ( 7E ��gcd , 1

a b

d d

  = 
 

 . �  

  

 ����)�� (  

   �:> 7�Fa c   1b c  7E �#�L.( , )lcm a b c  .  
 ���  

   7E �,IR�( , )m lcm a b=  . 7E ��a c   1b c    7����� ��C��.
7����Xx  1y  j�kc ax=  1c by=  . 7b� 2ab

m
d

=  
   j�kgcd( , )d a b=  . 7����X 7���� �C�� �*�1r  1s  7��""[ 

d ar bs= +  . 7E �� 9�: ��  
                      c cd

m ab
=  

          
car cbs

ab

c c
r s

b a

+
=

   = +   
   

  

  S��X ��� �*41 .7:>2 m c .          �      
  

 ����)�!( [RUMO  1995]  7�F �:>m  1n  7�""[ z#C�� z���X �����  
( , ) gcd( , )lcm m n m n m n+ = +   

o b e i k a n d l . c o m
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  ,�b� /A� �	0"�� T#"� �u�kE 7E �#�L. .  
 ���  

   7E �,IR�gcd( , )d m n=  .z���X ����� ��H> �Q� 2*�R� a  1
b j��  7�Q�m ad=  2n bd=  ,gcd( , ) 1a b = .  

   27b�  
    ( ) ( )

( , )
gcd( , )

mn ad bd
lcm m n abd

m n d
= = =  

   �������  K a�������1( , ) gcd( , )lcm m n m n m n+ = +  7E ~,6  

abd d ad bd+ = +  
  ������� OK�Q� 3*41  

 ( 1)( 1) 0a b− − =   
   27:>1a =  1E1b =  .  
   7�F �:>1a =  78.m d=  1n bd bm= = . 7E �� �*�1m n  .  
   7�F �:> ��E1b =  78.n d=  1m ad an= =   7��Q�1n m  K

����� 3*4 .                    �  
  
�:� ;�-4$� �[Representation of Integers] 

 S����� ����� ����F �Q	�� ��876932   '���� /A�  

800000 70000 6000 900 30 2+ + + + +  
 G#0��1 ),|��� M�5RA� �R���J�&� �4 �"�,$�� 3*� ����� ����Q� �R� S	0� )*��

�]	��  ������� T .  E  ,�|�� �R���J��&� )E  M��_')    w�4 2G���,� /	�0�
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0,1,2,3,4,5,6,7, 8,9 .TF ��  3*4G��,��  ���A�  �_ ��  '�#�10 )���  ��	
 ����� K �#�,�� �_�� /A� .( ����� ����F �Q� �*�1876982   '���� /A�  

      5 4 3 2 08 10 7 10 6 10 9 10 8 10 2 10× + × + × + × + × + ×  
 ),|��� M�5R�� T4 �Q�1�4 ������� T�]	�� ��k��� M�5R�� v w4 ���CN�2 j�k 

J�&� 7E �"��67E => �C,� ),|��� M�5RA� �R���   ,|� )1�0� ������ ���XE ���
 2P�0��  �R�A� T
0� �©,��p�1  z�A��#�� ~�� )����� M�5R�� 7E ,F*��� 7��F 

 ª��0�� M�5R��) ��&��60 .(  7��6������ r��J�&� )*�� )����� M�5R�� 7E �	F
)9�0Q��1 /$&��� �Q�,�E K ���� P��� (ª�,|��� M�5R�� �4  !�#&���1 2

�5R�� M�J�0� ���b� w�R]�� M .�"�"�� K2  �� �FE S��X ��� )E 7>1   SA���
)���  M�5R� B�&�&E 7�Q� 7� . ����� ����F �Q� B̀ ]	.76412  y�	]�� M�5R�� K

) ��&��8  (�� /A�s���� ��R :  
        4 3 2 07 8 6 8 4 8 1 8 2 8× + × + × + × + ×  
  �	�A�  T����F ����� ��&E ����Q� M�"6 ������ �IA�J�� !�&�&�� z� W�

 G�Q6 B̀ ]	. 2���A�876412  �4 ��&�� 7�F �:>8  �*�Q41 .   7��F �:> ���E
 �4 ��&��10  G�QR.76412  �� B�+��1076412 ���
0A� 9�:1 .  

  

 ����)�/(  �����  \�k876412 ),|��� M�5R�� => .  
���  

         4 3 2 0

876412 7 8 6 8 4 8 1 8 2 8= × + × + × + × + ×  

        
7 4096 6 512 4 64 1 8 2

28672 3072 256 8 2

32010

= × + × + × + × +

= + + + +

=
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   7�Q� �*�1876412 32010= .              �  
  

 ����)�0(  ����� \�k876412 w&��0�� M�5R�� => .  
 ���  

  Bv1E M�"6    ������ T������876412     7E ��}R� ),�|��� M��5R�� =>
876412 32010= ) \�]�� K z#� �4 �	F)em ( .k`� 2 7b� 7E �5  

  26 36=  236 216=   246 1296=  256 7776=  266 46656= 
7E ~,6                  876412 32010 31104 906= = +  

        

5 3

5 3 2

5 3 2 1 0

6

4 6 4 6 42

4 6 4 6 1 6 6

4 6 4 6 1 6 1 6 0 6

404110

= × + × +

= × + × + × +

= × + × + × + × + ×

=

  

   7�Q� �*�18 676412 404110=  .              �  
 ���	�  

   �� �FE r&�&E M�5R� �R���J�&� �R�10  G��,�� �� ,]FE G��,� => ?���
  ����' M��J�&�� M�"6 j�k U0��� ,���� {�� �*41 M��J�&v� ���|��  ,|���

 2\�]�� T�#& /A� 2 ,|� �� ,]F�� G��,	A�  ���C G��,� ),|� ��0�� M�5R��
) ��&E16  ( M��J�&v� ��|��  w4 :  

      0,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, , , , , ,A B C D E F  
   7E ª�� �*4116 1010A =  216 1011B =   216 1012C =  216 1013D =  2

16 1014E =  216 1015F = .  
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 ����)�6 (  ����� \�k1692DEF ),|��� M�5R�� => .  

 ���  

  4 3 2 0

1692 13 16 14 16 15 16 9 16 2 16DEF = × + × + × + × + ×  
      851968 57344 3840 144 2

913298

= + + + +

=
  

   27:>1692 913298DEF =  .                �  
  

 ;-<�� ;�=> �?@&�[The Units Digit]   

  1E ��� TX�k ��k� �#�,� P�0k �	Y�� !�"��0�� T�0� �� ������
 ����E P,+ TX�k .� 9�: ���NAwA� �� �5k`� �R� :  

)e( �u��k� �#�,� �� TX�k ��k� �#�,� w4 ����� �� TX�k ��k� �#�,� .
 ��k� �#�,� 2B̀ ]	.345789 51324736+  w45  7�9 6 15+ =  �#�,�1

 w4 ����� �*4 ��k�5  . 
)g(    �#�,�� P,�+ TX�k ��k� �#�,� w4 ����� P,+ TX�k ��k� �#�,�

�u��k� .    ���k� ��#�,� 2B̀ ]�	.345789 51324786×   w�44  7�
9 6 54× =  w4 ����� �*4 ��k� �#�,�14 . 

)h(  ��k� �#�,� 2B̀ ]	. 23��k� �#�,� ��,� ��k� �#�,� w4 ��� ��,� ��k� �#�,�
 �����25723436  w46  7�26 36= �k� �#�,�1 w4 ����� �*4 �6  . 
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 ����)��(  �����  ��k� �#�,� �C93 4219 7+ .  
 ���  

   ����� ��k� �#�,� 7E xkv9319  ����� ��k� �#�,� {I6 w4939 . 27b�
29 81= )1�0� 3��k� �#�,�11  .  7E ���193 92 2 469 9 9 (9 ) 9= × = × 

 ��k� �#�,� 7E ~,R.939  w41 9 9× =  .  
   ��kE �#�,� 2 B�Y�E27 49=  w49  .�kE �#�,� �4 2 27 7 7= ×  �#�,� w4

 ��k�9 9 81× =  w411  . 7E ��142 4 10 27 (7 ) 7= ×   ���k� �#�,� 78.
427  ��k� �#�,� w41 9 9× =  w419  .  

   ��k� �#�,� 27:>93 4219 7+  ��k� �#�,� w49 9 18+ =  )1�0�18.� 

    
 ����)�� (  

  �� G��,��   ,|��� G��,�� z� ��0,1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9   7E ��Q� ���
 �T��F ��,� ��k� �#�,� 7�Q�  

 ���  

  �� 7E �� G��,�� ��,  
  20 0=   22

1 1=  22
2 4=  223 9=  224 16=  225 25= 2

26 36= 227 49=  228 64=  229 81= .  G��,��. �*�10  21  24  25  26 
 29 T��F ��,� ��k� �#�,� 7�Q� 7E �Q� . G��,�� ��E12  23  27  28  �Q� `.

 T��F ��,� ��k��#�,� 7�Q� 7E .                �  
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 ����)��( ��  ����� ��k� �#�,�2 213089 15785+  �  
 ���  

   ��kE �#�,�213089  ��k� �#�,� w429  w411   ���k� �#�,�1215785 
 ��k� �#�,� w425  w415 .>7:2  -�	�� ��k� �#�,�2 213089 15785+   w�4

 ��k� �#�,�1 5 6+ =  w416 .              �    

   
 ����)��( ��  ����� ��k� �#�,�3(1 2 3 4 ... 50)+ + + + + .  

 ���  

   7E xkv50 51
1 2 3 ... 50 25 51

2

×
+ + + + = = × 4 ��k� �#�,�1 ����� �*

w45  . ��k� �#�,� 7E ~,6 9�: ��3(1 2 3 ... 50)+ + + +    ���k� ��#�,� w4
35 125=  w415 .                    �  
    ~��"� i« /A� \���A� G�,}��� => ?��� ���  �_ ��k� �#�,� ��HN
�����.  
  

 ����)�� ( C�  ��k� �#�,�20122009  .  

 ���  

   ��k� �#�,� 7E xkv2009  w49  . ��k� �#�,�22009  ��k� �#�,� w4
29 81=  w411  . ��k� �#�,�32009  ��k� �#�,� w41 9 9× =  w419 . �#�,�
 ��k�42009  ��k� �#�,� w49 9 81× =  w411 .          

o b e i k a n d l . c o m
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  �#�,� 7E ~,6 29�: ��  ���A� ��C1W�� ~�"�� ��k�2009  w41   ��#�,�1
w4 ���,I�� ~�"�� ��k�9 . ��k� �#�,� 27:>20122009  w41 .        �  

  

 ����)�� (�� ����� ��k� �#�,� 20112008  �  

 ���  

  ��  ��I� ��k� G��,� i« �� j�#��  �4 T ����� ~�_2008 . ���v1
 7E xkv 9�:  

           ��k� �#�,�2008  w48   
           ��k� �#�,�22008  w44   
           ��k� �#�,�32008  w42   

      ��k� �#�,�42008  w46  
           ��k� �#�,�52008  w48  

��'1� ������� w4 ~�"�� ��k� G��,� 27:>8, 4, 2, 6, 8, ...  )1�0� �<'1� \��4 .  
  27b�          2011 2008 32008 2008 +=  

      4 502 3(2008 ) 2008= ×  
��k� �#�,�4 5022008 × ��k� �#�,� w442008 w416  ��k� �#�,�132008w42 .

 ��k� �#�,� 27:>20112008 ��k� �#�,� w46 2 12× =  w412.      �      
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��	A �B����  

  
)e(   �����A� �F�� �,�|�� (&�"��252  1198 �4 :  

  )E (3    )P (6    )? (9        )� (18   
)g(   ������� !�'�#��� z� �� �;����  '�#��� w4 ���  

  )E(   7������X 7������ ���C��a  1b  7���""[500a b+ =  1
gcd( , ) 7a b =  .  

  )P(gcd( , 1) 1a a + =  S��X ��� TQ�a .  
  )? (gcd( , 2) 1a a − =  )�,. S��X ��� TQ�a .  
  )� (22 ( )a a+  GC�� S��X TQ�a .  

)h(   7�F �:>k  78. B�#C�� B����X B����gcd(6 5, 7 6)k k+ + )1�0� :  
  )E (1    )P (2    )? (5        )� (6   

)l (  ������� ������ ���n   ,�I�� K500 2000n< < �� � /A� �	0"�� T#"�
21 �4 :  

  )E (95    )P (72  )? (23      )� (21  
)m(   �����A� ,�X�� �,�|�� ¡��Y��101  113  �4 :  

  )E (1313 )P (1317    )? (1319   )� (1323  
)o(   7�F �:>gcd( , ) 1a b =  �� �,��|�� (&�"A� �RQ	�� (�"�� w4 �	.  ��F

 �����A�a b+  1a b−  �  
  )E (1  13  )P (1  1 2    )? (2  13      )� (2  17   

o b e i k a n d l . c o m
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)� ( 7�F �:>x  1y �X ������	. 2 z��      ,�0QA� ��#C�� ��	�_ ,�XE

30 36

x y
+ �  

  )E (1

30
  )P(1

36
    )?(1

90
      )� (1

180
  .  

)� ( 7�F �:>a  �	�_ �	. B���,. B����( , 2)lcm a a +  �  
  )E(2a +  )P(1      )? (( 2)a a +    )� (( 2)

2

a a +  
)¬ ( 7�F �:>gcd( , ) 1b c =  7�F1|m b  78.gcd( , )m c  )1�0�  

  )E (c  )P (m  )? (b        )� (1   
)e¥( :> 7�F �n �	. B����X B����  �������� !�'�#��� z� �� �;���� !�'�#���  

  )E(2 3 2n k= +      )P (2 3n k=  1E2 3 1n k= +   
  )?(2

4 2n k= +      )� (2
4n k=  1E2

4 1n k= +  
)ee([AHSME 1951] �� � �FE� (0"� )*�� ������� ������ z� �� S��X ��

 �����3
n n−  S��X ��� TQ�n �  

  )E (2    )P( 3    )?(4        )� (6 

)eg ([AHSME 1951]   '���� /A� )*�� S����� ����� T#"�abcabc  �	0"��
 /A�  

  )E( 7  111  i".  )P (11  113  i".   )? (1001   )� (101   
)eh ([AHSME 1976] �� �6�F �:>� �� TF �	0_ w_� �����1059  21417 

 22312  ����� /A�d  �Q��1 ��1�0��r �	.  �	�_d r− �  
  )E (15   )P (17    )? (19   )� (23 
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)el ( 7�F �:>x  1y  ����� T#"� j�� z���X �����2 3x y+   �	�0"��
 /A�17 	. � /A� �	0"�� T#"� )*�� ������� ������ z� �� �����17 �  

  )E (2 5x y+        )P(9 5x y+  
  )?(9x y+          )� (3 2x y+  

)em ([AIME 1986]  �� GC�� S��X ��� �FEn     ������ T�#"� j���
3 100n +  /A� �	0"��10n +  �  

  )E (870  )P (880    )?( 890    )� (900 

)eo (y�	]�� �����  w&��0�� ���A� OK�Q��63425  �4  
  )E(81453    )P(82453    )? (81463    )� (82253  

)e� ([AHSME 1981]   U��� �#�,��) '�0��� �� ( ���A�  
  312112211122211112222x =  w��0��� M�5R�� K) ��&��9  (w4  
  )E (2      )P( 3      )? (4      )� (5   

)e� ([Mathcounts 1986] �� 	�_� �#�,�� �A   ������ T�� ���12 3A B 
�k� jA B≠  �� TF /A� �	0"�� T#"�4  19  �  

  )E( 3A =  )P(2A =    )? (1A =    )� (0A =  
)e¬ ([Mandelbrot 3]  �� �� �FE GC�� S��X ��� ,�XE1   7��Q� )*��

 )1�0� r�	0_ w_��1    ��� ��FE ��� ������ �� )E /A� r�	0_ �R�1 
 �� ,�XE110 �  

  )E( 2520    )P (2521    )? (2522    )� (2523  
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)g¥ ([Mathcounts 1984]  �� GC�� S��X ��� ,�XEn   /�A� (0_ �:>4 
 /"#�2  /A� (0_ �:>15  /"#�3  /A� (0_ �:>17  /"#�5  �  

  )E (128 )P (130  )? (138   )� (140 

)ge ([AHSME 1967, MAӨ 2009]  ����� �R��2a3 �Q�� G��,� �`� �� 7
 ����� ��326   ®��R�� 7�Q.  G��,� �`� �� 7�Q�� �����5 9b  . T#_ �:>

 �����5 9b  ����� /A� �	0"��9 �	.  �	�_a b+  �  
  )E (2  )P (4    )? (6        )� (8  

)gg ([Mathcounts 2010]  \1E -�	� 7�F �:>20  wC1� GC�� S��X ���
)1�0� -�	� 'E ������� ��C1� ����E ��� .�	.  ���'��  ������ 3*4 �FE

 ���������  
  )E( 104   )P (106  )? (108   )� (110 

)gh (��  ),|��� ����� G��,� -�	�64 255 8×  �  
  )E (6  )P (10  )? (14   )� (18 

)gl ([Mathcounts  2010]  7�F �:>9AB   ��&�� ��� T�]¯ �49   7��F1
7BA  ��&�� ����� �*4 T�]¯ �47 �	.  ������ �*� ),|��� T�]	���  
  )E (31    )P (34  )? (62   )� (86   

)gm ([AHSME 1967]  7E �,IR�12 51 16 (3146)b b b b× × =.  
   7E �,IR�112 15 16b b b bs = + +  .�� �	�_bs �  
  )E (38   )P (40  )? (42   )� (44 

)go ([AMC10A 2003] 7E �,IR� 10AMC  112AMC   ��� B�6�Q� B����
 j�k G��,� �0�10 12 123422AMC AMC+ = .  
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  ��  �	�_A M C+ +  �  
  )E (15    )P (14  )? (13    )� (12 

)g� ([AMC10B  2006] ��  -�	�� K !�,|��� �#�,�  
      7! 8! 9! ... 2006!S = + + + +  
  )E (1    )P (3    )? (4        )� (6   

)g� ([AMC10A 2008]  7E �,IR�n< >   ����A� �#C��� (&��"�� -�	� �4
 GC��� S�����n  ����� ��� ��n  . �� �	�_6<<< >>>  �  

  )E (6   )P (12  )? (24   )� (32 

)g¬ ([AHSME 1971]  z� 7��_���� 7������60  170    ������ 7�	�0"� 7�*A��
48

2 1−  �u  
    )E (61  163    )P (61   165      

)? (63  165    )� (63  167  
)h¥ ([AHSME 1970]    ������� ��� TF �	0_ w_��� 7E �,IR�13511  2

13903  214589  ����� /A�m �1�0�� �
R� TF )1�0�1 �r  . ��  ��FE
 S��X ���m  �9�: Z"[  

  )E (28    )P (49  )? (98   )� (108 

)he ([BritishJMC  1997]  ���A� B�I��Y� {�� ������� ������ �� )E3  �  
  )E (234 )P (3456  )? (45678   )� (567890  

)hg ([BritishJMC 1997]  G��,� ��'E �� 7�Q�� �����86xy   �	�0"�� T#"�
 ������ �� TF /A�3  24  25  . �� �	�_x y+  �  

  )E (4    )P (6    )? (7        )� (9  
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)hh ([BritishJMC   1999]  �� ����� �	0_ w_��7000010  ����� /A�7  �  
  )E (1    )P (2    )? (3        )� (4   

)hl ([BritishJMC  1999]  �� 7�Q�� ����� 7�F �:>8   G���,�1234 678x 
 /A� �	0"�� T#"�11 �	.  �#�,�� �	�_x �  

  )E(1  )P (3  )? (7     )� (9  

)hm ([BritishJMC 2000]  7�Q�� �����   G���,� {�� ��6 41d d   T�#"�
�� /A� �	0"9  . �� � r#��,� -�	�  
  )E ( 18 )P (23  )? (25   )� (27 

)ho ( �� ����� ��k� �#�,�14331436  �  
  )E( 2    )P (4    )? (6        )�( 8 

)h� ( �� ����� ��k� �#�,�20122004 �  
  )E (2    )P (4    )? (6    )� (8    

)h� ( �� ��k� �#�,� �����20111432  �  
  )E (2    )P (4    )? (6    )� (8    

)h¬ ( �� P,Y�� TX�k ��k� �#�,�201 812006 2007× �  
  )E (2    )P (3    )? (4    )� (7    

)l¥ ( �� -�	�� ��k� �#�,�1
4 4
n n++  �  

  )E( 0  )P (1    )? (2    )� (4 

)le ([Hamilton 2006]  ��  r�#��,� GC�� S��X ��� ,�XE G��,� -�	�
 ��  :��L�0  1E1  /A� �	0"�� T#"�1 i".12  �  

  )E (2    )P (3    )? (4    )� (5    
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)lg ([AHSME  1999]  P,Y�� TX�k ®��6 G��,� -�	�1999 20012 5×  �4  
  )E (2    )P (4    )? (5    )� (7    

)lh ([AMC10A 2008]  7�F �:>2 20082008 2k = +  �	.  ������ ��k� �#�,�
2

2
k

k +  �  
  )E (2    )P (4    )? (6    )� (8    

)ll ([MAӨ 2007]  ����� 7�F �:>6 6A B  /A� �	0"�� T#"�72  TX�k �	.
A� �RQ	�� (�"�� ��� P,+ �#�,	A �  

  )E (10    )P (12    )? (14   )� (16 

)lm ([AMC10B 2007]  �Q��n /A� �	0"��  T#"� GC�� S��X ��� ,�XE 
 ������� �� TF4  19  z�#�,�� M�J�0�14  19  /A� )��[ 7E /A� i".

R� TFT_��  /A�  �k�1  ,� �	
 . ����� ���'�� G��,�=1    z	���� ���
 ���A�n  �  

  )E(4444  )P(4494    )? (4944   )� (9944  
)lo ([MAӨ  2009]   ������� �	0_ w_�� 14414 14416 14418× ×  ����� /A�

14  �  
  )E (5    )P (6    )? (7    )� (8    

)l� ([Aust.MC 2003] �� E S��X ��� ,�X GC��n    ������ T�#"� j��
10 1n −  /A� �	0"��63�  

  )E (5    )P (6    )? (8    )�(9    
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)l� ( �����32
2 1+  /A� �	0"�� T#"�  

  )E (97    )P (101    )? (257   )� (641  
)l¬ ( �6�F �:>a  2b  2c    j��k ��#C�� ����X °�����Egcd( , ) 1a b =  1

a b+  /A� �	0"�� T#"�c  78.gcd( , )a c  )1�0�  
  )E (1    )P (2    )? (a    )� (c    

)m¥ ([Aust.MCӨ 2002] IR�� 7E �,N   w_��� 7E1 z�#�,� �� 7�Q� ���
 �	0_272758 /A�N  )1�0�13  �	0_ w_�� 7E1273437  /�A�N 
)1�0�17 .�� �#�,� -�	�N �  

  )E (6    )P (9    )? (10   )� (11  
)me ([MAӨ 2009]  �� �	0_ w_��83 329 5+ ����� /A�6 �  

  )E (2    )P (3    )? (4    )� (5    
)mg ([AMC10B  2002]  �Q��54 25 225 64 N× = j�kN   S���X ���� 

 GC��G��,� -�	�N  )1�0�  
  )E (7    )P (14    )? (21   )� (28  

)mh ([Aust.MC 2002]  �Q��P  �� B�6�Q� B����2002   �	�0"�� T#"�1 �#�,�
 /A�18  . �Q��1Q  G��,� -�	�P  1R  G��,� -�	�Q  1S  -�	�

 G��,�R  . �����S 0� )1�   
  )E (9    )P (18    )? (180   )� (2002  

)ml ([AMC10B 2002] �Q��n   j��k B�#C�� B����X B����1 1 1 1

2 3 7 n
+ + + 

S��X ��� . � �;��� ������� !�'�#��� �� )E  
  )E (n  /A� �	0"�� T#"�2    )P(n  /A� �	0"�� T#"�3   
  )?(21n <          )�(34n >  
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)mm ([Aust,MC 2001] 7E �,IR�m   �,�|�� (&�"�� 7�Q� j�� S��X ���
?1� TQ� �F��  ������ ��24, 42, m    �,��|�� ¡���Y��1 �1�0��

 ������ �� ?1� TQ� ,�X��6, 15, m �1�0�� . �� �	�_m �  
  )E (10    )P (12    )? (15   )� (30  

)mo([Aust.MC 2001]  �	0_ w_�� 7�F �:>x  /A�12  �	0_ w_�� )1�0�x 
 /A�9  )1�0�12  27�F1x /A� �	0"�� T#"�7  78�.    ��	�_ ,��XE

���A� �#C��x � ,�I�� K �"  
  )E(  z�50  160   )P ( z�60   1100   
  )?( z� 100  1150   )� ( z�150  1200   

)m� ([Aust, MC 1997]  GC�� S��X ��� ,�XEn    w_��� 7��Q� j��
 ����� /A� r�	0_7  )1�0�4 ����� /A� r�	0_ w_��112   )1��0�5 

  ,�I�� K �"�:  
  )E ( z�19   131      )P ( z�32  142  
  )? ( z�51  158   )� ( z�60   172   

)m� ([Aust. MC 1993]  S����� ����� �R	0_ �:>8x >  �� TF /A�2  23  2
4  2 5  2 6  27  28  w_�#�� 7�Q� 21  . �� ���A� �	�_ ,�XEx  �  
  )E (840 )P (841   )? (1681   )� (2522   

)m¬ ([Aust.MC 1986]  �� �#C��� ������� ������ ���n   ������ T#"� j��
2 7n +  ����� /A� �	0"��3n +  �  

  )E (0  )P (1    )? (2    )� (3 
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)o¥ ([Aust.MC 1982]  �	p� TX�k 7�F �:>6 3 2 5a b+  /A� �	0"�� T#"�9 
 �	.�	�_ �FE �RQ©  z�#�,�� -�	�a  1b  �  

  )E (2  )P (9  )? (11   )� (17 
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������ �	
�  

)�  ( ����	
� ��� ������ ������252  �198 �� :  
  )� (3    )� (6    )� (9      )� (18   
���  

    � !"�#$�)� .(& !'()*��+ ,�-�./ 0�1 !�2�� 3� �456 7�'
8 :  

          
252 1 198 54

198 3 54 36

54 1 36 18

36 2 18 0

= × +

= × +

= × +

= × +

  

  �9� 0�1 �(� 3gcd(198, 252) 18= .  
  
):  (�( ; !'����� <�*�=	�� >" �( !?@�A� B*�=	��  

  )� (  3�C'CDDE 3���DDF �DD#��a  �b  3�DD��G500a b+ =  �
gcd( , ) 7a b =  .  

  )�(gcd( , 1) 1a a + =  H'CE ��F I9�a .  
  )� (gcd( , 2) 1a a − =  J��6 H'CE ��F I9�a .  
  )� (22 ( )a a+  K#�( H'CE I9�a .  
���  

    � !?@�A� B*�=	��)� ( 3��� L/�500a b+ =  �gcd( , ) 7a b =  3M6
7 b  �7 a 3� N�/ O �(�7 ( )a b+ . 3� J�7 500 I'C�.( �P� .  
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   ���E)� ( 3� !QRST L'
F IUV1 ( ) 1a a= − + + .  ���DE 3����
)� ( 3� W�X/ Ygcd( , 2)a a d− = .  Y PDZ�5Fd a  �( 2)d a −  .

 31&2d   . 3M6 �P[�1d =  ��2d =  . 3� �T�a    3� N�D56 J��D6
1d = .  B��X�� ���E �(�)� ( 3� !QRST L'
F IUV2 ( 1)a a a a+ = + 

�\ IE�R>'����( ����F ��]6 O �(�    ^D
F !_.��� I=��  #�) ��F
2 .  

  
)`  ( 3� �1&k 6 a�=#�( a�C'CE a���F 3Mgcd(6 5, 7 6)k k+ + J��.� :  

  )� (1    )� (2    )� (5      )� (6   
���  

   � !"�#b�)� : ( 3� cRb  
        1 6 (7 6) ( 7) (6 5)k k= × + + − × +  
   3�9� Y �P��gcd(6 5, 7 6) 1k k+ + = .  

  
)d  ( !C'CU�� ���F�� ��Fn  B��X�� e500 2000n< < � I=�f g�� ^
F !_.��

21 �� :  
  )� (95    )� (72  )� (23    )� (21  
���  

!"�#b�   �)� :(�� ��F  �DF ��hf b g�� !=#��� !C'CU�� ���F500 

 ��	�� ^
F !_.��� I=�f�21  ��500
23

21

  =  
  i'R[ ]x  ��F �� j	f
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 b H'CE �F ��h�x . ��hf b g�� !=#��� !C'CU�� ���F�� ��F Y Ik��"

 �F2000  ^
F !_.��� I=�f�21  ��2000
95

21

  =  
 . ���F�� ��F Y31&

 B��X�� e !	8����500 2000n< <  ��95 23 72− = .  
  

)l  ( ����	
� �mE�� ������ nF�o��101  �13  �� :  
  )� (1313 )� (1317    )� (1319  )� (1323  
���  

   � !"�#$�)� :( 3� �p 7�'
8& !'()*��+ q& a���5���  

          
101 7 13 10

13 1 10 3

10 3 3 1

3 1.3 0

= × +

= × +

= × +

= +

  

   3M6 �P��gcd(101, 13) 1= . Y31&101 13
(101, 13) 1313

1
lcm

×
= = .  

  

)r(   3� �1&gcd( , ) 1a b =  �_6 ����	
� ��� ������ ����
� !59_�� �'���
a b+  �a b−  ;  

  )� (1  �3  )� (1  � 2    )� (2  �3    )� (2  �7   
���  

    D� !"�#$�)�: (   3� W�DX5�gcd( , )a b a b d+ − =.   Y PDZ�5F 
( )d a b+  �( )d a b−  .  3� �Dp 0�1 �(( )d a b a b+ + −  �

( )d a b a b+ − + .3� J�Y 2d a  �2d b  .  
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3� cRb  ���D	�� �a  �b      3� a�D	( >'D#�) �D/�9� 3� �D9s b
gcd( , ) 1a b = .  

 ����	�� >" �( t�6 a��R�� 3� �1&a  �b   ����D	�� �( aS 3M6 a����6
a b+  �a b− J��6 . 3M6 O �(�d J��6 .  
 Y31&gcd( , 2) 1d = .  3� �DDp �PDD[�d a  �d b  .  �DD9��

gcd( , ) 1a b = .31&Y 1d = !��u� vP� e .  
   3���	�� 3� �1& �(�a  �b  3� N�56 >���6a b−  �a b+   3�D'#�) .

 3M6 �P[�d  �9'��  #�)2d e= . 3� �T�2d a  �2d b  3� N�56
e a  �e b  . 3� J�1e =  3�9��2d = .  

  
)w ( 3� �1&x  �y  �_6 Y >C'CE ����F     �D.9
� !D=#�( !D_'8 �mE�

30 36

x y
+ ;  

  )� (1

30
  )�(1

36
    )�(1

90
    )� (1

180
  .  

���  

 �#$�  DDD� !DDD")� : ( 3� W�DDDX5�
30 36

x y
z+ =  . YPDDDZ�5F

36 30 (30 36)x y z+ = ×  . I	xz =#�(a�  3�  X9'6 �9s �( �mE��
 I	p36 30x y+ =#�(a�    !D=#�( !D_'8 �mE� �9�� Y �9s �( �mE��

 *���_
�36 30x y+   �gcd(36, 30) 6= . Y31&  
 *���_
� !=#��� N�mU�� !_'���

30 36

x y
+   �6 1

30 36 180
=

×
  .  
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)y ( 3� �1&a  �_6 a����6 a���F !_'8( , 2)lcm a a +  ;  
  )�(2a +  )�(1      )� (( 2)a a +  )� (( 2)

2

a a +  

���  

   $�  � !"�#)� : ( 3� �Ta  3M6 J��6 ��Fgcd( , 2) 1a a + =  .  �PD[�
 3�9�( 2)

( , 2) ( 2)
1

a a
lcm a a a a

+
+ = = +.  

  
)z (& 3� �1gcd( , ) 1b c =  3��|m b  3M6gcd( , )m c  J��.�  

  )� (c  )� (m  )� (b      )� (1   
���  

 $�   D� !"�#)� : (  3� W�DX5�gcd( , )d m c= .  Y PDZ�5Fd c  �
d m . 3� �T�m b  3� N�56d b  . Y31&gcd( , ) 1d b c= = .  

{���� �C5�� ^
F N�+� !���|" ���_��� �P� IR �9s� :  
 3� �Tgcd( , ) 1b c =  3�C'CE 3���F �#�'6r  �s    3�D9� iD'}

1rb sc+ = . 3� �DDDT�|m b  3� N�DDD56b mk=  . YPDDDZ�5F
( ) 1rk m sc+ = . Y31&gcd( , ) 1m c = .  

  
)�~ ( 3� �1&n �_6 a�C'CE a���F A� <�*�=	�� ;!'����� <�*�=	�� >" �( !?@�  

  )�(2 3 2n k= +      )� (2 3n k=  ��2 3 1n k= +   
  )�(2

4 2n k= +      )� (2
4n k=  ��2

4 1n k= +  
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���  

  �� 3��?@�A� 3�f*�=	��)� ( �)� . (  
a���5�DD��  3� �DDp !_DD.��� !DD'()*��+ q&3n k=  ��3 1n k= +  ��
3 2n k= + . 3� �1&3n k=   3MD62 23(3 )n k=  .   3�D �1& �D(�
3 1n k= +  ��3 2n k= +  3M62 3 1n M= + . B*�=	�� 31&)� (  !D?@�+
 B*�=	���)� (!=Z�E .  

 3� N�/ !_.��� !'()*��+ ,��-���" Ya�o��2n k=  ��2 1n k= +  . �1&
 3�2n k=   3MD62 22(2 )n k= .   3�D �1& �D(�2 1n k= +   3MD6

2
4 1n M= +  B*�=	�� 31&)� ( B*�=	��� !?@�+)� (!=Z�E .  

  
)��( [AHSME 1951]  �( �.�� JP�� !'����� ���F�� >" �( H'CE ��F ��

 ��	��3
n n−  H'CE ��F I9�n ;  

  )� (2    )� (3    )�(4      )� (6 

���  

   � !"�#b�)� : ( 3� ab�� cRb  
      3 ( 1) ( 1)n n n n n− = − +  
   !'����( ���F� !�S� ��\ IE�R �P�� .  ����DF J� ��\ IE�R 3� �T

 ^
F !_.��� I=�� >'����(2   ID=�� !'����( ���F� !�S� ��\ IE�R 3��
 ^
F !_.���3  3� N�/3

n n−  ^
F !_.��� I=��(2, 3) 6lcm = .  
  
  

o b e i k a n d l . c o m
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)�: ([AHSME 1951]  B*�U�� ^
F JP�� H'CU�� ��	�� I=��abcabc  !_.���
 ^
F  

  )� (7  �11  t�6  )� (11  �13  t�6  )� (1001   )� (101   
���  

  $�  � !"�#)� : ( 3� cRb  

        310abcabc abc abc= × +  
            

3(10 1)

1001

abc

abc

= +

= ×
   

  
)�` ([AHSME 1976]  ���F�� �( I !_.8  8��" �/� �1&1059  Y1417 

 Y2312  ��	�� ^
Fd  �9��� !���.�(r �_6  !_'8d r− ;  
  )� (15   )� (17    )� (19  )� (23 

���  

   � !"�#$�)� : ( ���F�� �( I !_.�"1059  Y1417   Y2312  ^
F
d  ���& �'|�./1q  Y2q  Y3q  3�9� i'}  

          
1

2

3

1059

1417

2312

q d r

q d r

q d r

= +

= +

= +

  

 3� �p 0�1 �(  

      2 1

3 2

1417 1059 358 ( )

2312 1417 895 ( )

q q d

q q d

− = = −

− = = −
  

o b e i k a n d l . c o m
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  3� N�DD/ �PDD[�358d   �895d   . �DD9��358 2 179= ×  �
895 5 179= ×Y  31&179d =.  3� N�/ !_.��� !'()*��+ ,��-���"�  

          1059 5 179 164= × +  
   Y31&164r = . 3�9� �P[�179 164 15d r− = − = .  

  
)�d ( 3� �1&x  �y  ��	�� I=�� i'} >C'CE ����F2 3x y+   !_D.���

 ^
F17  �_6 ^
F !_.��� I=�� JP�� !'����� ���F�� >" �( ��	��17 ;  
  )� (2 5x y+        )�(9 5x y+  
  )�(9x y+          )� (3 2x y+  
���  

 $�  � !"�#)� : ( 3� cRb  
      9 5 17 17 4(2 3 )x y x y x y+ = + − +  

 3� �T�17 (17 17 )x y+  �17 (2 3 )x y+  3� N�/17 (9 5 )x y+ .  
  
)�l ([AIME 1986]  �( K#�( H'CE ��F ��n     ��D	�� ID=�� iD'}

3 100n +  ^
F !_.���10n +  ;  
  )� (870  )� (880    )� (890    )� (900 

���  

$�  � !"�#)� : (��" 3� �p !_.��� !'()*��+ ,��-�  
      3 2100 ( 10)( 10 100) 900n n n n+ = + − + −  
   3� �1& Y3��3( 10) ( 100)n n+ +  3M6( 10) 900n +  .  

o b e i k a n d l . c o m
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  3� �T�n  3�9� �(�5F �9s �( ��10n +  ���8 �� 3�� �9s �( ��

���	900  ��900  3� N�5610 900n + =  . 3� J�890n = .  

  
)�r (  ���.�� ��	
� �e�9�� ��_k�� ��	��63425  ��  

  )�(81453    )�(82453    )� (81463    )� (82253  
���  

   � !"�#$�)� : ( ��	�� I��C�"63425  3� �p J��	�� ,�Q5�� q&  

        
3 2

63425 3 6 4 6 2 6 5

684 144 12 5

809

= × + × + × +

= + + +

=

  

   J��	�� ��	�� I��C�" 3�� ,��/809   N�D56 ��_k�� ,�Q5�� e !?6�9( q&
 3� !QRST28 64=  �38 512=  3�  

      
3

3 2

8

809 512 297 8 4 64 43

8 4 8 5 8 3

1453

= + = + × +

= + × + × +

=

  

   Y31&    6 83425 809 1453= =   .  
  
)�w ([AHSME 1981]  B�+�� !=f���) *�.'�� �( ( ��	
�  

  312112211122211112222x =   F�.��� ,�Q5�� e) 7����9  ( �  
  )� (2      )�( 3      )� (4      )� (5   

  

o b e i k a n d l . c o m
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���  

   � !"�#$�)� : ( 3� cRb  
                       (12)(11)(22)(11)(12)(22)(11)(11)(22)(22)x =  

  

18 16 14

12 10 8

6 4 2

9 8 7 6 5

4 3 2 1

9

(1 3 2) 3 (1 3 1).3 (2 3 2) 3

(1 3 1) 3 (1 3 2) 3 (2 3 2) 3

(1 3 1) 3 (1 3 1) 3 (2 3 2) 3 (2 3 2)

5 9 4 9 8 9 4 9 5 10

8 9 4 9 4 9 8 9 8

5484584488

= × + × + × + + × + ×

+ × + × + × + × + × + ×

+ × + × + × + × + × + × + × +

= × + × + × + × + ×

+ × + × + × + × +

=

  

   J��.f B�+�� !=f���6 �P��5 .  
  
)�y ([Mathcounts 1986] �( _'8D !=f��� !A ��	�� I	� g��12 3A B  i'R

A B≠  �( I ^
F !_.��� I=��4  �9  ;  
  )�( 6A =  )�(2A =    )� (1A =    )� (0A =  
���  

 $�  � !"�#)� : ( ��	�� 3� �T12 3A B ^
F !_.��� I=��9   ��D_4_6
^
F !_.��� I=�� Kf����9  . Y31&6A B+ + �� ^
F !_.��� I=9 .  �DT�

 �( �� 3�9� 3� �9s b� a��XE J��.� b ��_�� �P� 3�24   3� N�D56
6 9a b+ + = �� 6 18A B+ + = .J� 3�Y 3A B+ = �� 12A B+ = .   

   ��	�� 3� �T�12 3A B  ^
F !_.��� I=��4 ��	�� 3M63B   !_D.��� I=��
^
F4 . 3�9� �P[�2B =  ��6B = .  

  �1& 3�6B =  �3A B+ =  3M63A = − I'C�.( �P�� .  

o b e i k a n d l . c o m
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   3� �1&6B =  �12A B+ =  3M66A =    3� a�Do�� I'C�D.( �P��
A B≠ . Y31&2B = . O �(�1A =  ��10A = .  3� �DT�10A = 

 3� �456 W�6�(1A = .  
  
)�z ([Mandelbrot 3]  �( �( �� K#�( H'CE ��F �mE�1   3�D9� JP��

�_.8  8�" J��.� L1    �D( �D� g�� ���F�� �( J� ^
F L�_.8 �5F1 
 �( �mE��10 ;  

  )� (2520    )� (2521    )� (2522    )� (2523  
���  

  � !"�#$�)� :( 3� W�X5�n ��
|�� ��	�� �� .   ��D	�� ID=�� YPZ�5F
1n −  ���F�� �( I ^
F !_.���2  Y3  Y4  Y5  Y6  Y7  Y8  Y9 .  
   ^
F !_.��� I=�� JP�� ��	�� 3� �T�9  ^
F a�o�� !_.��� I=��3 ��	��� Y

 ^
F !_.��� I=�� JP��8 � �o�� I=�� ^
F !_.��2  �4 . JP�� ��	���
^
F !_.��� I=��2  �3  ^
F !_.���  I=��2 3 6× =  .  

   ��	�� I=�� 3�  X9� Y 31&1n −  ���F�� �( I ^
F !_.���5  Y7  Y
8  Y9 . �� 0�1 ��G K#�( H'CE ��F �mE�5 7 8 9× × × .  
   Y31&1 2520n − =  3M6 O �(�2521n =  .  

  
):~ ([Mathcounts 1984]  �( K#�( H'CE ��F �mE�n   ^D
F �.8 �1&4 

 ^�=�2  ^
F �.8 �1&�5  ^�=�3  ^
F �.8 �1&�7  ^�=�5  ;  
  )� (128 )� (130  )� (138  )� (140 

  

o b e i k a n d l . c o m
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���  

      � !"�#$�)� : (  �D� ��
|�� ��	�� 3� W�X5�n  .  YPDZ�5F2n + 
��  �( I ^
F !_.��� I=�� ���F4  �5  �7  .   H'CDE ��DF �mE�

   �D� 0D�1 ��G4 5 7 140× × = . Y31&2 140n + =   �D9� �PD[� 3
138n = .  

  
):� ([AHSME 1967, MAӨ 2009]  ��	�� �5	�2a3  Kf��( �S� �( 3�9��

 ��	�� �(326   Kf��( �S� �( 3�9�� ��	��  �f�5�� 3�965 9b  . I=8 �1&
 ��	��5 9b  ��	�� ^
F !_.���9 �_6  !_'8a b+  ;  

  )� (2  )� (4    )� (6      )� (8  

���  

 $�  � !"�#)� : ( ��	�� 3� �T5 9b   ��D	�� ^D
F !_.��� I=��9  3��
0 9b≤ ≤ 3� �456             5 9 5 100 10 9

9 9

b b× + × +
=  

                      (50 )
10 1

9

b+
= +  

 a�C'CE a���F 3�9� 3� K� . Y31&50

9

b+  H'CE ��F .  0D�1 �(�
 3� �p4b =  . 3��  

        2 3 5 9 326 549 326 223a b= − = − =  
   3�9� �P[�2a =  3M6 {����"�2 4 6a b+ = + = .  
   
    

o b e i k a n d l . c o m



 @@@@óá�ÕÜa@óïÝibÔ@ @

  

 
٤٦ 

�� ��:  

 3� �T5 9b  ��	�� ^
F !_.��� I=��9  3M65 9b+ +   ^D
F !_.��� I=��
 ��	��9 . 3� �p �P[�4b = .  IDC
� ![��( B*�U" Iu� I_9/ Y 3��
���� .  

  

):: ([Mathcounts 2010]  ��� ��_� 3� �1&20   #�) K#�( H'CE ��F
*� ��_� J��.� !'����( !'#�) ���F� !	" .�_6  !	"*��  ���F�� vP� ��

 ;!'������  
  )� (104   )� (106  )� (108  )� (110 

���  

     $�� !"�#  )� ( 3� ab�� cRb  
        2 4 6 ... 38 40 420+ + + + + =  
   3� W�X5�x �� �mE� �� !	"*�� !'������ !'#�h�� ���F.  YPZ�5F  
      ( 2) ( 4) ( 6) 420x x x x+ + + + + + =  
   3� �p 0�1 �(�4 408x =  . 3�9� �P[�102x = .  vPD� �� Y31&

 �� ���F��6 108x + =.  
  

):` ( �( J��	�� ��	�� Kf��( ��_�64 255 8×  ;  
  )� (6  )� (10  )� (14  )� (18 

���  

 $�  � !"�#)� : ( 3� cRb  

o b e i k a n d l . c o m
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        64 25 64 75 64 115 8 5 2 10 2× = × = ×  
   ��	�� 3� �T�6410    ��D_� 3� N�D56 ��	�� Kf��( ��_� ^
F ���� b

  ��D	�� Kf��( ��_� J��.� ��
|�� ��	�� Kf��(112 2048= .  Y31&
 �� ��
|�� ��_��2 0 4 8 14+ + + =  .  

  
):d ([Mathcounts  2010]  3� �1&9AB  ��F I'k� ��  7����9   3�D�

7BA  7���� ��	�� �P� I'k� ��7 �_6  ;��	�� �P� J��	�� I'k_���  
  )� (31    )� (34  )� (62  )� (86   
���  

 $�  � !"�#)� : ( 3� cRb  

          9 10

7 10

( 9 )

( 7 )

AB A B

BA B A

= × +

= × +
  

  ( 3� �p 0�1 �9 7A B B A+ = + . 3� J�3

4
A B= .   3�D9� �PD[�

4B =  �3A =.  
 Y3��        934 3 9 4 31= × + =  

          743 4 7 3 31= × + =  
   �� ��	
� J��	�� I'k_��� Y31&31 .  

  
):l ([AHSME 1967]  3� W�X5�12 15 16 (3146)b b b b× × =.  

   3� W�X5��12 15 16b b b bs = + +  .�( !_'8bs ;  
  )� (38   )� (40  )� (42  )� (44 

o b e i k a n d l . c o m
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���  

�$  � !"�#)� : ( 3� �T12 15 16 (3146)b b b b× × =  3� N�56  
      3 2( 2)( 5)( 6) 3 4 6b b b b b b+ + + = + + +  

                     

3 2 3 2

3 2

3 2

2

13 52 60 3 4 6

2 12 48 54 0

6 24 27 0

( 9)( 3 3) 0

b b b b b b

b b b

b b b

b b b

+ + + = + + +

− − − =

− − − =

− + + =

  

   3� �T�1b >  3M62 3 3 0b b+ + ≠  3�9��9b = . Y 31&  
  ( 2) ( 5) ( 6) 3 13 3 4bs b b b b b b= + + + + + = + = + +  

                94 4 (44) (44)bb= + = +  
  

):r ([AMC10A 2003]   �D( aS 3� W�X5�10AMC  �12AMC  ��DF 
3�9(  i'R Kf��( !.� �(10 12 123422AMC AMC+ = .  

   �( !_'8A M C+ +  ;  
  )� (15    )� (14  )� (13    )� (12 

���  

 $�  � !"�#)� ( : 3� cRb  
      10 12 123422

00 00 123400

AMC AMC

AMC AMC

+ =

+ =
  

   3M6 �P��1234AMC AMC+ = . 3� J�1234
617

2
AMC = = .  

  3� �T�A YM YC  3� N�D56 ��F Kf��(7C = Y1M = Y6A = .
 Y31&6 1 7 14A M C+ + = + + =.  

o b e i k a n d l . c o m
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):w ([AMC10B 2006]  �( ��_�� e <���	�� !=f�(  
        7! 8! 9! ... 2006!S = + + + +  
  )� (1    )� (3    )� (4        )� (6   
���  

$�  � !"�#)� : (��	�� 3� ab�� cRb !n ��	�� ^
F !_.���  I=��100 
 I9�10n ≥ .��=f�_6 �P[�  ��_�� e <���	��� ��R��  

          10! 11! ... 2006!+ + +  
  � �00  . Y 3��7! 8! 9! 5040 40320 362880 408240+ + = + + =  
  �P[� Y ��_�� �P� <���F !=f�_6) ��_�� O �(�S  (  �4 .  

  
):y ([AMC10A 2008]  3� W�X5�n< >   ��D	
� !=#��� ������� ��_� ��

 K#��� H'CU��n  ��	�� ��F �(n  . �( !_'86<<< >>>  ;  
  )� (6   )� (12  )� (24   )� (32 

���  

   � !"�#$�)� : ( 3� cRb  

        
6 1 2 3 6

6 6 6

6 6 6

< > = + + =

<< >> = < > =

<<< >>> = < > =

  

):z ([AHSME 1971]  >" 3�	8���� 3���	��60  �70    ��D	�� 3�_D.�� 3�P
��
48

2 1−  ��  
    )� (61  �63    )� (61   �65      

)� (63  �65    )� (63  �67  

o b e i k a n d l . c o m
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���  

 $�  � !"�#)� : ( ��	�� I'
C�"48
2 1−  3� �p  

            48 24 242 1 (2 1)(2 1)− = − +  

    
12 12 24

6 6 12 24

12 24

(2 1) (2 1) (2 1)

(2 1) (2 1)(2 1) (2 1)

63 65 (2 1) (2 1)

= − + +

= − + + +

= × + +

  

   �� 3���	�� Y31&63  �65  .  
  
)`~ ([AHSME 1970]    ���DF�� �D( I !_.8  8��" 3� W�X5�13511  Y

13903  Y14589  ��	�� ^
Fm  �]5( I J��.�� !���.�(r  . �(  �D�
 H'CE ��Fm  ;0�1 ��G  

  )� (28    )� (49  )� (98   )� (108 

���  

 $�  � !"�#)� : (3� W�X5�r  ���F�� �( I !_.8  8�" ��a Yb  Y
c  ��	�� ^
Fm  .PZ�5FY   ��D�& �'|�./ !_.��� !'()*��+ ^
F a���5���

 ���F�1q  Y2q  Y3q  i'R  

          
1

2

3

a q m r

b q m r

c q m r

= +

= +

= +

  

   3� �p 0�1 �(�  

o b e i k a n d l . c o m
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1 2

1 3

2 3

( )

( )

( )

a b q q m

a c q q m

b c q q m

− = −

− = −

− = −

  

   <�8��X�� �( I Y 3��a b−  Ya c−  Yb c− I=��  ��	�� ^
F !_.���
m  . 3� �T�( ) ( ) ( ) 0a b a c b c− − − + − =  J� ����( ���8 J� 3M6
8�6> i��k�� ��X�� �.�� 3� K� .� ��� ������ ������ 3�9� �P[� J

>8�6!��.�� ���� ��G H'CE ��F �� ��  .  
   3�9� �(�5F13903a =  Y13511b =  Y14589c =  ^
F IUV8�X��>  
        13903 13511 392

14589 13903 686

− =

− =
  

   3� �p 7�'
8& !'()*��+ ,��-���"�  

           
686 1 392 294

392 1 294 98

294 3 98 0

= × +

= × +

= × +

  

   Y31&gcd(392,686) 98m = =.  
  
)`� ([BritishJMC  1997] ��F�� �( J� ��	
� a�XF�o( �'� !'����� �3  ;  

  )� (234 )� (3456  )� (45678   )� (567890  
  

���  

 $�  � !"�#)� : (�� Kf��( ��_�  � ���F  

o b e i k a n d l . c o m
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  2 3 4 9+ + =  Y3 4 5 6 18+ + + =  Y4 5 6 7 8 30+ + + + =  Y
5 6 7 8 9 0 35+ + + + + =. � ��	��6 �P�� ^
F !_.��� I=�� b JP�� �'R��

3  ��567890  .  
  
)`: ([BritishJMC 1997]  Kf��( �"*� �( 3�9�� ��	��86xy   !_D.��� I=��

 ���F�� �( I ^
F3  Y4  Y5  .�(  !_'8x y+  ;  
  )� (4    )� (6    )� (7        )� (9  

���  

 $�  � !"�#)� : ( ^
F !_.��� ��	�� I=��  9�4    3�D9� 3� KD�y 
��Fa� '#�)a� . ^
F !_.��� ��	��  I=��  9��5  3�9� 3� K�0y =   ��

5y = . 31&0y = . ^
F !_.��� ��	�� I=��  9�3    ID=�� 3� KD�
 Kf���� ��_�8 6 0 14x x+ + + = +  ��	�� ^
F !_.���3 . Y31&  

  1x = �� 4x =  ��7x =  .��  ^
F IUV�  ���DF8610  Y8640  Y
8670. ^
F !_.��� I=�� JP�� �]5'" �( �'R��� ��	���4   �D�8640  .
 Y31&4 0 4x y+ = + = .  

  
)`` ([BritishJMC   1999] �(  ��	�� !_.8  8�"7000010  ��	�� ^
F7  ;  

  )� (1    )� (2    )� (3        )� (4   
���  

$�  � !"�#)� : ( 3� cRb  

o b e i k a n d l . c o m
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  7000010 7000007 3= +  ��	�� 3��7000007  ^
F !_.��� I=��7 .  
   ��  8�=�� Y31&3 .  

  
)`d ([BritishJMC  1999]  �( 3�9�� ��	�� 3� �1&8   KDf��(1234 678x 

 ^
F !_.��� I=��11 �_6  !=f��� !_'8x ;  
  )�(1  )� (3  )� (7     )� (9  

���  

 $�  � !"�#)� : (  ^D
F !_.��� ��	�� I=��  9�11    ID=�� 3� KD4'6
  ���D5��� ��_��8 7 6 4 3 2 1 9x x− + − + − + − = −    ^D
F !_D.���

��	��11 . 3M6 �P��9x = )cRb  3�x !=f�( .(  
  
)`l ([BritishJMC 2000]    KDf��( �D� �( 3�9�� ��	��6 41d d   ID=��

 ^
F !_.���9  .�(  ; L=f��( ��_�  
  )� ( 18 )� (23  )� (25   )� (27 

���  

 $�  � !"�#)� : ( ��	�� I=��  9�6 41d d  ��	�� ^
F !_.���9  K4'6
 ��_�� I=�� 3�2 11d +  ��	�� ^
F !_.���9 . Y31&  

        2 11 18d + =    ��2 11 27d + =  .  
   3� �1&2 11 18d + = M6 33.5d =  3� I'C�.( �P��d !=f�( . Y31&

2 11 27d + =  �� ��	��� Y86841 . �� L=f��( ��_� 3M6 O �(�  
        8 6 8 4 1 27+ + + + =  .  

o b e i k a n d l . c o m
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)`r (�(  ��	�� ��R� !=f�(14331436  ;  

  )� (2    )� (4    )� (6        )�( 8 

���  

 $�  � !"�#)� : ( 3� cRb� !=f�( ��R1436   �6 .  
   ��R� !=f�(21436  ��R� !=f�(  �26   ��6.  ��R� !=f�(31436   �

 ��R� !=f�(6 6×   ��6 �P9�� . ��	
� B�8 J� ��R� !=f�( Y31&1436 
 ��R� !=f�( �X/  �1436   ��6 .  

  
)`w (�(  ��	�� ��R� !=f�(20122004 ;  

  )� (2    )� (4    )� (6    )� (8    
���  

$�  � !"�#)� : ( 3� cRb  
   ��R� !=f�(2004   �4 .  
   ��R� !=f�(22004 � !=f�(  ���R2

4   ��6.  
   ��R� !=f�(32004  ��R� !=f�(  �6 4×   ��4.  
   ��R� !=f�(42004  ��R� !=f�(  �4 4×   ��6 .  
   ��	
� !���X�� N���� ��R� !=f�( 3� �p 0�1 �(2004   �4   N�D����

  � !'#�h��6  .  
  

o b e i k a n d l . c o m
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)`y (�(  ��	�� ��R� !=f�(20111432  ;  
  )� (2    )� (4    )� (6    )� (8    
���  

 $�  � !"�#)� : ( 3� cRb  
   ��R� !=f�(1432  �2 .  
   ��R� !=f�(21432  ��R� !=f�(  �2 2×   ��4  .  
  R� !=f�( ��31432  ��R� !=f�(  �4 2×   ��8  .  
   ��R� !=f�(41432  ��R� !=f�(  �8 2×   ��6 .  
   ��R� !=f�(51432  ��R� !=f�(  �6 2×   ��2.  
   ��	�� N�8 ��R� Kf��( Y31&1432   !D�*�� !	"���(  �2, 4, 8, 6, 2, ... 

 J��.� ��*�� ��@4 . 3� �T�2011 4 502 31432 1432 1432×= ×  
   ��R� !=f�( 3��20081432  ��R� !=f�( �X/  �41432  ��6  !=f�( 3��

 ��R�31432   �8.  ��R� !=f�( 3� q& �
� �5/M620111432   !D=f�(  �
 ��R�6 8×  ��8.  

  
)`z (�(  ��o�� IE�R ��R� !=f�(201 812006 2007× ;  

  )� (2    )� (3    )� (4    )� (7    
���  

 $�  � !"�#)� : ( ��R� !=f�(2012006   �6   B�D8 J� ��R� !=f�( 3�
 v��R� !=f�( ��	�6   �6  . ��R� !=f�( ���b�812007  3� cRb  

   ��R� !=f�(2007   �7.  

o b e i k a n d l . c o m
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   ��R� !=f�(22007  ��R� !=f�(  �7 7×   ��9 .  
   ��R� !=f�(32007  ��R� !=f�(  �9 7×    ��3 .  
   ��R� !=f�(42007 � ��R� !=f�(  3 7×   ��1  .  
   ��R� !=f�(52007  ��R� !=f�(  �1 7×   ��7 .  
   ��	�� N�8 ��R� !=f�( Y31&2007 	"���(  �  !D�*�� !7, 9, 3, 1, 7, ... 

 �DD�*�� ��DD@ 4 .    ��DDR� !DD=f�( 3� N�DD/ 0DD�1 �DD_6
81 4 202007 2007 2007×= ×  ��R� !=f�(  �1 7×    D��7  .  O �D(� 

 ��R� !=f�(201 812006 2007×   � ��R� !=f�(6 7×  ��2 .  
  
)d~ (�(  ��_�� ��R� !=f�(1

4 4
n n++  ;  

  )� (0  )� (1    )� (2    )� (4 

���  

 $�  � !"�#)� : (  
  ab�� cRb ��R� !=f�( 3�4

n  �6 3� �1&n   D�� a�'#�)4   3�D �1&
na����6 . ��R� !=f�( �P��1

4 4
n n++  ��R� !=f�(  �4 6+ ) ��R� !=f�( ��

6 4+ (  ��0.  
 )d� ([Hamilton 2006] �(   LD=f��( K#�( H'CE ��F �mE� Kf��( ��_�

 �( B1�+�(0  ��1  ^
F !_.��� I=��� t�612  ;  
  )� (2    )� (3    )� (4    )� (5    

  

o b e i k a n d l . c o m
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���  

 $�  � !"�#)� :( ^
F ��	�� J��G3  Kf��(1  ��_� 3� I8�� ^
F
� I=�� 3� K� Kf����^
F !_.��3  . ̂ D
F !_.��� I=�� ��	�� 3� �T�4 

g=f�_6   � <���	��� ��R��00  . �� ���F�� vP� �mE� Y31&11100 
 �� L=f��( ��_��1 1 1 0 0 3+ + + + = .  

  
)d: ([AHSME  1999]  ��o�� IE�R �f�/ Kf��( ��_�1999 20012 5×  ��  

  )� (2    )� (4    )� (5    )� (7    
���  

 $�  � !"�#)� : ( 3� cRb  

      1999 2001 1999 1999 2 19992 5 2 5 5 25 10× = × × = ×  
   31& ��  ��	�� Y25000 ... 000    J��D.� *�XDE�� ��F i'R1999 .

 J��.� L=f��( ��_� 3�9� �P[�2 5 7+ =  .  
  
)d` ([AMC10A 2008]  3� �1&2 20082008 2k = +  �_6  ��D	�� ��R� !=f�(

2
2

k
k +  ;  

  )� (2    )� (4    )� (6    )� (8    
���  

 $�  � !"�#)� : ( ��R� !=f�(22008  ��R� !=f�(  �28 64=  ��4 .  
  ��	�� N�8 ��R� Kf��(2 ��*�� ��@ !�*�� !'����( 4   ��  
      2, 4, 8, 6, 2, ...  

o b e i k a n d l . c o m
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   ��R� !=f�_6 �P��2008
2  ��R� !=f�(  �4

2  ��6 .31&Y ��R� !=f�(k 
 ��R� !=f�(  �4 6 10+ =   ��0 .��R� !=f�_6 �P[�2

k  �0 . Y 3��
k  ��	
� nF�o( ��4 ��R� !=f�_6 �P��2

k     ��DR� !D=f�(  D�4
2 

 ��6 . 3� N�/ 0�1 �( ��R� !=f�(2
2

k
k +  ��R� !=f�(  �0 6 6+ = 

  ��6 .  
  
)dd ([MAӨ 2007]  ��	�� 3� �1&6 6A B  ^
F !_.��� I=��72 �_6  IE�R

 !=f�_
� !59_�� �'��� �'� ��\A ;  
  )� (10    )� (12    )� (14   )� (16 

���  

 $�  � !"�#)� : ( 3� �T6 6A B ^
F !_.��� I=��4 ��	�� 3M66B  I=��
^
F !_.���4 . 3M6 �P[�0, 4, 8B =  . 3� �T�6 6A B   !_D.��� I=��

^
F9 Kf���� ��_� 3M66 6 12A B A B+ + + = + +  ^
F !_.��� I=��
9 .1& 3� �0B =  3M612A + ^
F !_.���  I=��9 . �P[�  
3M66A =  ��	�� 3�9��6 6 6660A B = ��   ID=�� b LD/� W�6�( �P

^
F !._���72 . �(�3� �1&4B =  3M616A +   ^D
F !_.��� I=��9 .
3M6 �P[�2A =  ��	�� 3�9��6264 ^
F !_.��� I=�� ��	�� �P��72 .  

   Y a��+�� 3� �1&8B =  3M620A +    ̂ D
F !_D.��� ID=��9   �PD[�
3M67A = ��	�� ^
F IUV�6768   ^D
F !_.��� I=�� a�o�� �P��72 .

 Y31&2A =  ��7A =  �� �_[�\ IE�R�7 2 14× = .  

o b e i k a n d l . c o m
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)dl ([AMC10B 2007]  �9'�n  ^
F !_.���  I=�� K#�( H'CE ��F �mE�

 ����	�� �( I4  �9  >�=f��� ,�-�.��4  �9  ^
F J��G 3� ^
F t�6
( II8��  ^
F B�R�� B�( �_]5 .�(    >_'D�� �D( q�b� !	"*�� Kf����
 ��	
�n  ;  

  )�(4444  )�(4494    )� (4944   )� (9944  
���  

     � !"�#$�)� : (^
F !_.��� I=�� ��	�� 3� �T4 ��=f�_6  Lf���F� v��R�
��44  . �T�/�L ^
F !_.��� I=��9 ^
F !_.��� I=�� L=f��( ��_4_69 .

a��F�U6 <�?�� Kf��( ��_4_6 �P��  *���T ��h� 3� K�1  nF�o( �F
��	��9 .���F�� vP� �mE� ^
F ��UC
��  q& ��D�V7   � <�D	"*�9 
B�R��.   

   �� ���F�� vP� �mE� 3� J�4444444944  .   !D	"*�� KDf����6 �P[�
 � q���4944 .  

  
)dr ([MAӨ 2009]   �( ��	�� !_.8  8�" 14414 14416 14418× ×  ��	�� ^
F

14  ;  
  )� (5    )� (6    )� (7   )� (8    
���  

 $�  � !"�#)� : ( 3� cRb  

o b e i k a n d l . c o m
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14414 7207

14 7

14416 7208

14 7

14418 7209

14 7

=

=

=

  

   !_.8  8�" Y 3��7207  ^
F7  ��4  �  !_.8  8�"7208  ^
F7  ��
5 �  !_.8  8�"7209  ^
F7  ��6  .  
   ��	�� !_.8  8�" Y 31&14414 14416 14418× × ^
F14  !_.8  8�" ��

��	��4 5 6× ×  ^
F14  J��.�  8�=�� �P��8  .  
  
)dw ([Aust.MC 2003] �(  K#�( H'CE ��F �mE�n    ��D	�� ID=�� i'}

10 1n −  ^
F !_.���63;  
  )� (5    )� (6    )� (8    )�(9    
���  

     $�  � !"�#)� : (  3� ab�� cDRb63 7 9= ×  3��10 1 999...9n − = 
��	�� ^
F !_.��� I=��9  . X9� �P��  K#�( H'CE ��F �mE� �p 3�

n  ��	�� I=�� i'}10 1n −  ^
F !_.���7  . B�|	�� ���F�� K��4�"�
 3� N�/510 1 99999− =     ��D	�� ^D
F !_D.��� I=�� b7  �D9�� 

610 1 999999 7 142857− = = ×  ��	�� ^
F !_.��� I=��7 .  3MD6 �P��
 �� ��F �mE�6n =.  

     

o b e i k a n d l . c o m
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)dy ( ��	��32

2 1+  ^
F !_.��� I=��  
  )� (97    )� (101    )� (257   )� (641  
���  

 $�  � !"�#)� :( � cRb 3� ab�4 4 7641 2 5 5 2 1= + = × +  
   3� N�/ 0�1 �(         32 4 28

2 2 2= ×  

          

4 28

28 4 28

28 7 4

28 4

(641 5 ) 2

641 2 5 2

641 2 (5 2 )

641 2 (641 1)

= − ×

= × − ×

= × − ×

= × − −

  

   *����� �9��4(641 1) 641 1m− = + i'Rm H'CE ��F . 31&  

          
32 28

28

2 641 2 641 1

641(2 ) 1

m

m

= × − −

= − −
  

   3� �p �P[�641  �.��32
2 1+ .  

)dz ( �/� �1&a  Yb  Yc    iD'R !D=#�( !C'CE  ����F�gcd( , ) 1a b =  �
a b+  ^
F !_.��� I=��c  3M6gcd( , )a c  J��.�  

  )� (1    )� (2    )� (a    )� (c    
  

���  

     � !"�#b�)� : ( 3� W�X5�gcd( , )a c d=  YPZ�5Fd c  �d a . �T�
 3�( )c a b+  3MDDD6( )d a b+  �|d a  .1& Y3d b . 3� �DDDT�

gcd( , ) 1a b =  3� �4561d = .  

o b e i k a n d l . c o m
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)l~ ([AustMC 2002]  3� W�X5�N  !_.8  8�" 3�� >�=f�( �( 3�9( ��F

272758 ^
FN  J��.�13    !_D.8  8�D" 3��273437  ̂ D
FN 
J��.�17 . �(g=f�( ��_�N ;  

  )� (6    )� (9    )� (10   )� (11  
���  

 $�  � !"�#)� : ( 3� cRb  
      1272758 13 272745 k N− = =      )�(  
      2273437 17 273420 k N− = =      ):(  
   i'R1k  �2k  3�C'CE 3���F . !���	�� ¡�|")� ( !���	�� �(): ( �p

 3�2 1675 ( )k k N= − .  �9��2 273420 675 405 45k N = = × +.  
  31&Y 45 nF�o( ��	
�N  . 3� �T�15N >  3� N�5645N =  .  

  
)l� ([MAӨ 2009] ( � !_.8  8�"83 329 5+ ��	�� ^
F6 ;  

  )� (2    )� (3    )� (4    )� (5    
  
���  

 $�  � !"�#)� : ( 3� cRb  
   !_.8  8�"9  ^
F6  ��3  .  !_.8  8�"29  ^
F6  ��3  .  
   !_.8  8�"39  ^
F6  ���3  .  !_.8  8�" 3� N�/ 0�1 �(839  ^
F6 

 ��3  .  

o b e i k a n d l . c o m
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   !_.8  8�" Y a�o��5  ^
F6 � �5  .  !_.8  8�"25  ^
F6  ��1  .  
   !_.8  8�"35  ^
F6  ��5  .  !_.8  8�"45  ^
F6  ��1  .  
   !_.8  8�" Y31&325  ^
F6  ��1  .  !_D.8  8�" 3�9� �P[�83 329 5+ 

 ^
F6  ��3 1 4+ = .  
  
)l: ([AMC10B 2002]  �9'�64 25 225 64 N× = i'RN    H'CDE ��DF

K#�(. Kf��( ��_�N  J��.�  
  )� (7    )� (14    )� (21   )� (28  
���  

 $�  � !"�#)� : (b 3� cR( )264 25 2
5 8 N× =.  3� N�/ 0�1 �(�  

  64 25 64 75 11 64 645 8 5 2 2 10 2048 10N = × = × = × = × .  
   Kf��( ��_¢ Y31&N  ��2 0 4 8 14+ + + =  .  

  
)l` ([Aust.MC 2002]  �9'�P  �( a�/�9( a���F2002  _D.��� I=��� !=f�( !

 ^
F18  . �9'��Q  Kf��( ��_�P  �R  Kf��( ��_�Q  �S  ��_�
 Kf��(R  . ��	��S   J��.�  

  )� (9    )� (18    )� (180   )� (2002  
���  

    $�  � !"�#)� : ( 3� cRb 9 2002 18018Q ≤ × =.  
   Kf��( ��F 3� N�/ 0�1 �(Q  �F ��h� b5  .  
   Y 3��9 5 45R ≤ × = .  KDf��( ��F Y 31&R    �DF �D�h� b2  3��

45R ≤ .31&Y Kf��( ��_�R  �F ��h� b3 9 12+ =  . 3� �p �P[�

o b e i k a n d l . c o m
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12S ≤ ^
F !_.��� I=���9�( I 3�P  YQ  YR  ^
F !_.��� I=��
9 . Y31&9S = .  

  
)ld ([AMC10B 2002] �9'�n   iD'R a�=#�( a�C'CE a���F1 1 1 1

2 3 7 n
+ + + 

H'CE ��F . ; !?@�+ !'����� <�*�=	�� �( J�  
  )� (n  ^
F !_.��� I=��2    )�(n  ^
F !_.��� I=��3   
  )�(21n <          )�(34n >  
���  

       $�  � !"�#)� :( 3� �T1 1 1 41

2 3 7 42
+ + =  3M641 1 41 1

0 2
42 42 1n

< + < + <  

   Y31&41 1
1

42 n
+ =  .[� 3M6 �P42n = .  

  
)ll ([Aust.MC 2001] 3� W�X5�m   ������ ������ 3�9� i'} H'CE ��F

 ���F�� �( ��) I9� ���24, 42, m    ���D��� nF�Do��� £��.�(
 ���F�� �( ��) I9� �mE��6, 15, m £��.�( .�(  !_'8m ;  

  )� (10    )� (12    )� (15  )� (30  
���  

$�  DD� !DD"�#)� : ( 3� cDDRbgcd(24, 42) 6=  . 3MDD6 �PDD��
gcd(24, ) 6m =  .  

   3� �p 0�1 �(6  �.��m  .  Ya�Do��(6,15) 30lcm = .   3MD6 LD5(�
(6, ) 30lcm m = . 3M6 �P[�m    �.��30 . Y31&30m = .  
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)lr([Aust.MC 2001]  !_.8  8�" 3� �1&x  ^
F12  !_.8  8�" J��.�x 
 ^
F9  J��.��2 3�� Yx ^
F !_.��� I=��7  3MD6    !D_'8 �mDE�

��	
� !=#�(x f�� e ��B��X  
  )� ( >"50  �60   )� ( >"60   �100   
  )� (100  �150    )� ( >"150  �200   
���  

 $�  � !"�#)� : ( 3� �T2x −  ^
F !_.��� I=��9  �12    ID=�� �D]6
 nF�o�� ^
F !_.����_� �mE�� ������ . ^
F !_.��� I=�� J�36  . �(

 3� N�/ 0�1x  <�XF�o( �F ��h�36  *���T2  .  !D59_�� �'��� 3� J�
 ��	
�x   �38, 74, 100, 146, 182, 218, ....  

   ^
F !_.��� I=�� ��F �mE� �9��7   �D� ���F��  vP� >" �(182 .
  � !"�#b� Y31&)� .(  

)lw ([Aust.MC 1997] mE�D K#�( H'CE ��F �n     8�D" 3�D9� i'}
 ��	�� ^
F L�_.87  J��.�4 ��	�� ^
F L�_.8  8�"�12   J��D.�5 

 B��X�� e ���:  
  )� ( >"19   �31      )� ( >"32  �42  
  )� ( >"51  �58   )� ( >"60   �72   
���  

 $�  � !"�#)� : ( 3� �T  
12 5 7 5( 1)n k k k= + = + +  

   !_.8  8�" 3M6n  ^
F7  !_.8  8�" J��.�5( 1)k +  ̂ D
F7 . Y3��
 H'CE ��F �mE� 3� �p K��4���"k  !_.8  8�" 3�9� i'}5( 1)k + 

 ^
F7  J��.�4  ��	�� ��4k = . Y31&12 4 5 53n = × + = .  
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)ly ([Aust.MC 1993]  H'CU�� ��	�� �5_.8 �1&8x >  �( I ^
F2  Y3  Y

4  Y 5  Y 6  Y7  Y8   8�=�� 3�9� Y1  .�(  ��	
� !_'8 �mE�x  ;  
  )� (840 )� (841   )� (1681  )� (2522   
���  

   $�  � !"�#)� : ( ��	�� 3� cRb1x −  �( I ^
F !_.��� I=��2  Y3 
 Y4  Y5  Y6  Y7  Y8  .   ���D��� nF�Do�� ^
F !_.��� I=�� �]6 �P��

 ��� �mE��32 3 5 7 840× × × = .  
��	
� !_'8 �mE� Y31&x   �840 1 841+ = .  

  
)lz ([Aust.MC 1986]  �( ��F !=#��� !C'CU�� ���F��n   ��D	�� I=�� i'}

2 7n +  ��	�� ^
F !_.���3n +  ;  
  )� (0  )� (1    )� (2   )� (3 

���  

 $�  � !"�#)� : ( 3� cRb  

      
2 2

2

7 ( 3) 6 2

( 3) 6( 3) 16

n n n

n n

+ = + − −

= + − + +
  

   3M6 �P[�2 7n + �� I=��^
F !_.�3n +   ��D	�� I=8 �1& t�6� �1&16 
 ^
F !_.���3n +  . 3� �p 0�1 �(1n =  ��5n =  ��13n = . �(�

���F�� vP� ��	6 O  J��.�3 .  
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 �� �� :  

  3� �DDDDDT2( 3) | ( 3 )n n n+ +    �2( 3) | ( 7)n n+ +  3MDDDDD6
( 3) | (3 7)n n+ − . Y a�o��( 3) | (3 9)n n+ +.  Y31&( 3) |16n + . �P[�

 3�9�1n =  ��5n =  ��13n =  .  
  
)r~ ([Aust.MC 1982]  �_x� IE�R 3� �1&6 3 2 5a b+  ^
F !_.��� I=��9 

 �_6 >�=f��� ��_� !_'8 ��a  �b  ;  
  )� (2  )� (9  )� (11  )� (17 

���  

$�  � !"�#)� : (  
          6 3 2 5 600 10 3 200 10 5

9(89 ) ( 7)

a b a b

a b a b

+ = + + + + +

= + + + + +
  

   3� �T0 9a≤ ≤  �0 9b≤ ≤  3M60 18a b≤ + ≤ .  3� �DT�7a b+ + 
 ^
F !_.��� I=��9  3M62a b+ =  ��11a b+ = .� !_'8 ^
F� Y31&  

11  .  
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��	
� �� �����  

  

)�( �( !_'8 gcd(1769, 2378)  ;  
  )� (23    )� (25  )� (27   )� (29  

): ( 3� �1&n �_6 a�=#�( a�C'CE a���F     ����D	
� �D�� ���D��� ������
12 1n +  �30 2n +  ;  

  )�( 1      )� (3  )�(6 1n +    )� (12 1n +  
)` (�( !_'8 (117, 165)lcm  ;  

  )�( 6430  )�( 6435  )� (6440  )�(6445 

)d(  3� �1&gcd( , ) 1a b =  3��|( )c a b+ 3M6 :  
  )� (gcd( , ) gcd( , )a c b c≠ .  
  )�(gcd( , ) 1b c =  �gcd( , ) 2a c =    
  )�(gcd( , ) 1a c =  �gcd( , ) 1b c =  
  )� (gcd( , ) gcd( , ) 1b c a c= =  

)l (�(  ����	
� ��� ������ ������! 1n +  �( 1)! 1n + + ;  
  )�(!n      )�(! 1n +    )� (( 1)!n +  )�(1   

)r( 3� �1&a�_6 a�'#�) a�C'CE a���F  !_'8( , 2)lcm a a + ;   
  )�(( 2)a a +   )�(1

( 2)
2

a a +  )�(a      )� (2a +  
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)w ([HMMT  2002] �( 2 3gcd(2002 2, 2002 2, 2002 2)+ + +;  
  )� (2   )� (3  )� (4   )� (6  

)y (�( �( !=Z�U�� B*�=	�� !'����� <�*�=	�� >" :  
  )�(3

n n− ^
F !_.��� I=��3  ��F I9� H'CEn   
  )�(4

n n−  ^
F !_.��� I=��4 F I9� H'CE ��n  
  )�(6

n n− ^
F !_.��� I=��6  H'CE ��F I9�n   
  )� (8

n n−  ^
F !_.��� I=��8  H'CE ��F I9�n  
 )z ( H'CE ��F I9�n  ��	�� I=�� Y5 35 4n n n− + ^
F !_.��� :  

  )� (79    )�( 81    )�(93   )� (120 

)�~ ([Mathcounts 1986] �(  ��	�� ��R� !=f�(1986 19863 2−   ;  
  )� (4  )� (5    )� (7        )� (9 

)�� ([Mathcounts 1991] .8  8�" 3� �1&��	�� !_n^
F5 J��.�1   �D_6
 ��	�� !_.8  8�"3n  ^
F5  ;  

  )� (1  )� (2  )� (3    )� (4 

)�: ([Mathcounts 1986]  3� �1&21111111111n = �_6    KDf��( ��DF
2(3 )n  ;  
  )� (12  )� (14  )� (20   )� (30 

)�` ([AHSME 1954]  ��	�� �5R�@ �1&8   ����	
� ��� ������ ������ �(
132  �6432 �_6  ; �=��� ��	��  

  )� (2   )� (4  )� (6       )� (8 
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)�d ([AHSME 1956]  3� �1&n   ��D	��6 a�=#�( a�C'CE a���F2 2( 1)n n − 
 ^
F !_.��� �_Z�� I=�� :  

  )� (12  )� (24  )�(12 n−    )�  (12  �24  .  
)�l ([AHSME 1957]    Z�5k�� ��	
� �e�9�� J��	�� ��	��210011  ��  

  )�( 7    )� (11  )� (19   )� (40 

)�r ([AHSME 1957]  �9'�x ab= >����F >�=f�( �( a�/�9( a���F . ��	��
2 2( )x ba−  ^
F !_.��� I=�� 3� �9s b  

  )� (9    )� ( >�=f��� ��\ IE�Ra    �b  
  )� (11   )� ( >�=f��� ��6 �� �� IE�Ra  �b   

)�w ([AHSME 1957] �9'�N       >���D�F >�=f�D( �D( a�D/�9( a���DF
�9'��M �( L'
F IUV JP�� ��	��N I��=�" >�=f���  	8�( . 3� �1&

M N− L/M6 a�=	9(  
  )� ( ��R� !=f�( 3�9f 3� �9s bN  J��.f5  
  )�(��R� !=f�( J��.f 3� �9_�� �(N !=f�( J� !=f��� ��F �(5  
  )� (�#�f7  ��	
� �'8N  
  )� ( �#�f10  ��	
� �'8N  

)�y ([Mathcounts  2009]  ��	
� !=#��� !C'CU�� �������  ��F �196 ;  
  )� (10  )� (9  )� (8    )� (7 

)�z ([Mathcounts 2010] �(  >" ���F�� ��R� Kf��( ��_�0  �50   gD��
 ��	�� ^
F !_.��� I=�f3  ;  
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  )� (33  )� (45  )� (60   )� (78 

):~ ([AHSME 1960]  3� W�X5�m  �n E 3���F  iD'R 3����6 3�C'C
n m<  .�(  ��	
� ���8 ��2 2

m n−  ;!'����� ���F�� >" �(  
  )�(2    )� (4  )� (6      )� (8 

):� (�(  ��	�� ^
F H'CE ��F �"�( !_.8  8�" �'86 ;  
  )� (0,1  t�6  )� (0, 2     )� (0,1, 3    )� (0,1, 3, 4  

):: ([ASMHE 1966]  �( �mE� g�� !=#��� !C'CU�� ���F�� ��F1000  b�
 ����	�� �( J� ^
F !_.��� I=�f5  �7  J��.� :  

  )� (688  )� (686  )� (684  )� (658 

):` ( ����	�� �( I I=8 �1&2a +  �12 b−  ��D	�� ^
F !_.���10   ID=�'6
 ��	��a b+ 
F !_.���^ :  

  )� (2  t�6    )� (5  t�6    )� (10  )� (7 

):d ( ; !'����� <�*�=	�� >" �( !?@�A� B*�=	��  � �(  
  )� ( ��	�� I=��13 4121 101−  ��	�� ^
F !_.���2    
  )�(12 12 121782 1841 1922+ =  
  )� ( ��	�� I=��2 2326 325− ��	�� ^
F !_.���3    
  )� ( ��	�� I=��65314638792  ��	�� ^
F !_.���24    

):l ([AHSME 1968]  �9'�P   !C'CDE ���F� !�S� J� ��\ IE�R ��
!'����( !���6 !=#�( . �.�� H'CE ��F ��P  ��  

  )� (15  )� (6    )� (5      )� (3   

o b e i k a n d l . c o m



 @@@@óá�ÕÜa@óïÝibÔ@ @

  

 
٧٢ 

):r ( �9'�n  i'R a�=#�( a�C'CE a���F1 1 1 1

2 3 7 n
+ + +  H'CDE ��F .  �D(

 !?@�A� B*�=	��!'����� <�*�=	�� >" �( ;  
  )�( I=��n  ��	�� ^
F !_.���2   
  )�(  I=��n !_.���  ��	�� ^
F3   
  )� ( I=��n  ��	�� ^
F !_.���7   
  )� ( ��	��n  ��	�� �( ��84    

):w ([AMC8  2007]  �9'�n  K#��� ��	
� !=#��� ������� ��_� ��n  .
�(  !_'811  ;  
  )� (13    )� (20  )� (24 )� (28 

):y ([AMC10 2000]  �9��I  YM  YO S� !X
�¤ !=#�( !C'CE ���F� !�
 i'R2001I M O× × =  .  !D_'8 ^D
F�  � �(   !D59¥   ��D_4_
�

I M O+ + ;  
  )� (671  )� (111    )� (99    )� (24  

):z (3� �1&n  ��	�� 3M6 a�'#�) a�C'CE a���F( 1)( 2)n n n+ + � !_.��� I=�
^
F  

  )� (2 t�6  )� (3  t�6    )� (8 t�6    )� (24 

)`~ ([AMC10   2000]   �f�/�='6 !'����(1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, ...  .  
   J��.� ��k��� ���� ���R1 � �� 0�1 �	" �R I�  Du� ��D_ ���

 L� >�"�.�� . �(��	�� Kf���� >" �( !=f���  �D]Q� �( �+� 3�9f g�� B
 ;  �f�/�='6 ��F ��R� !=f�_  

  )� (0     )� (4  )� (6   )� (7 
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)`� ([AMC10 2001]  �9'�( )S n  �( )P n    ��D\ IDE�R� ��_� ��
H'CU��  ��	�� Kf��(n {����� ^
F . 3� �1&N ��Fa� /�9(a�  >�=f�( �(

 i'R( ) ( )N P N S N= +  �_6 ��R� !=f�(N ;  
  )� (9    )� (8  )� (6    )� (3    

)`: ( 3� �1&9b c+ =  !_.8  8�" �� �_65 310 10b c× + ×  ��	�� ^
F9 ;  
  )� (0  )� (1  )� (2    )� (3 

)`` (�(  ; !'����� <�*�=	�� �( !?@�A� B*�=	��  
)�(     3� �1&4 1n k= +  3M6 a�=#�( a�C'CE a���F2

1n −  !_.��� I=��
 ��	�� ^
F8  .  

)�(  3
1n −  ^
F !_.��� I=��2

1n n+ + K#�( H'CE ��F I9�n .  
)�(   1nm n m+ + + ^
F !_.��� I=��1n +  ����F I9�>C'CE  

 >=#�(n  �m .  
)�(    2

2n −  ��	�� ^
F !_.��� I=��3 � H'CE ��F I9n .  
)`d ([AMC10  2001] 3� W�X5�n  ���F� !�S� ��\ IE�R ��  !C'CDE

 3�� !'����(n � I=��!_.�� ��	�� ^
F7  . �( !'����� ���F�� >" �( ��	��
 I=�� b 3� �9s JP��n ;L'
F !_.��� .  

  )� (6  )� (21  )� (28   )� (42 

)`l ([AMC12A  2008]  3� W�X5�2

3 6

x x
− H'CE ��F . �(� B*�=	��Z�U� !=

;!'����� <�*�=	�� >" �(  
  )� (x K��� H'CE ��F .  
  )�(x  ��	
� a�XF�o( B*��o��" �'� L59��  #�) ��F3 .  
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  )� (x nF�o(  ��	
�3  �a�'#�) B*��o��" �'� L59� .  
  )� (  3�9� 3� K�x  ��	
� a�XF�o(12 .  

)`r ([AMC12B  2010] �9'�n   !_D.��� I=�� K#�( H'CE ��F �mE� ��
 ^
F20  3�9� i'}2

n  � a�=	9(3
n a�	"�( .�( Kf��( ��Fn ;  

  )� (8   )� (7  )� (6   )� (5 

)`w  ( ��	�� 3� W�X5��� H'CUn  ���F�� �( I ^
F !_.��� I=��3  �5  �
12  . H'CU�� ��	��  
� JP��n   ���DF�� ^
F !_.��� I=���3  Y5  Y
12  ��  
  )� (3n +    )� (5n +    )� (12n +    )� (60n +  

)`y(3� �1&n a�=#�( a�C'CE  ���F �_6 Y    <�*�D=	�� >D" �( !=Z�U�� B*�=	��
 ;!'�����  

  )� (gcd(2 , 3 )n n n=  �gcd( , 2 1) 1n n + =   
  )�(gcd(2 , 3 ) 1n n =  �gcd( , 2 1)n n n+ =  
  )� (gcd(2 ,3 ) gcd( , 2 1) 1n n n n= + =  
  )� (gcd(2 , 3 ) gcd( , 2 1)n n n n n= + =  

)`z ([AHSME 1978]  3� W�X5�1! 2! 3! ... 99!S = + + + +  .�(   ��DR� !=f�(
 ��	��S  ;  

  )� (9      )� (8  )� (5   )� (3 
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)d~ ([AHSME 1969]  3� �1&211000N =   ��D	�� !D_'8  � �_61N − 
 7����2 ;  

  )�(10001    )�(10011    )�(10111    )�(10110  
)d� ([British JMC 2003]    8�D=�� �X/ �� !'����� !	"*�� ���F�� >" �( !�S�

 ��	�� ^
F �]�_.8 �5F9  ^
F L�_.8  8�=6 �"���� �(��9 n
�¤ �]6 .  �D(
 ;��	�� �P�  

  )�(257  )� (554  )� (725   )� (861 

)d: (F�o( �'� !'����� ���F�� �( J� ��	
� a�X4  ;  
  )� (192 )� (212  )� (318   )� (424 

)d` ( �(  ^D
F !_.��� I=��� Kf��( �� �( 3�9( K#�( H'CE ��F �mE�
 �( I8  �9  ;  
  )� (100008    )� (100006  )� (800001  )� (100016 

)dd ( �( ��	�� !_.8  8�"123456789  ��	�� ^
F11  ;  
  )� (3  )� (4    )� (5        )� (6  

)dl (�(  ��	�� ��R� !=f�(14331435  ;  
  )� (0  )� (3  )� (5    )� (9 

)dr ( �( ��	�� ��R� !=f�(14351433  ;  
  )� (2  )� (3    )� (5    )� (7  

)dw ( �( ��o�� IE�R ��R� !=f�(1435 14351433 1477×  ;  
  )�(1  )� (3    )�(6        )� (7 
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)dy ( �( ��R� !=f�(2 2 2(1436 2014 )+  ;  
  )� (2  )� (4    )� (6    )� (8 

)dz ( �( ��_�� ��R� !=f�(200 201 202 2037 7 7 7+ + +  ;  
  )� (0  )� (1  )� (2        )� (7 

)l~ ( �( ��R� !=f�(1 36 6 6n n n+ ++ +  ;  
  )�(4    )� (6  )� (8    )� (9 

)l� ([AMC10  2001]  3� W�X5�n  !'����( !C'CE ���F� �S� ��\ IE�R
 3��n  ��	�� ^
F !_.��� I=��7 . �.�� b 3� �9s !'����� ���Fb� �( J�n ;  

  )� (6  )� (14  )� (21   )� (2  

)l: ([MAӨ 2009]  ��	�� I=��48
2 1− !_.���  >" ����F ^
F t=o��"60  �

70 . �(���	�� ��P� ��_� ; �  
  )� (125 )� (126  )� (127   )� (128 

)l` ([British SMC 2001] .��� I=�� !'����� ���F�� >" �( t�6 �R�� ^
F !_
 ��	��11 . ; �� �(  
  )�(710 11−      )�(710 1−  )� (710 1+      )� (710 11+  

)ld ([Aust.MC 2001]  L�"�� �9s i'} >�=f�( �( 3�9( H'CE ��F ��
 �� >X
�¤ >	"�( ��_4_  

  )�(96  )� (97  )� (98   )� (99 

)ll ([MAӨ 2011]   �(  KDf���� ���)� ��F( , )A B   � ID=�� iD'}  ��D	�
123 782A B  �( I ^
F !_.���2  �3   ;  
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  )� (14    )� (16    )� (18   )� (20 

)lr ([Maclaurin 2006]  �(��_�    ID=�� K#�( H'CE ��F �mE� Kf��(
 ^
F !_.���35  ;!���.�( L=f��( �'��  

  )� (20   )� (25   )� (30  )� (35 

)lw ([MAӨ  2009]   ��	�� �5_.8100 I9� ^
F  I=�� ���R� ����F ��_�
 ^
F !_.���7  ^
F !_.��� I=�� �+���11 . �(���	�� ��P� ��\ IE�R;�   

  )� (2448  )� (2464    )� (2664  )� (2848 

)ly ([Aust.MC  1995]  �( ��_�� ��R� !=f�(17 133 7+ ;  
  )� (0   )� (1  )� (3   )� (7 

)lz ([Aust. MC 1978]  3� �1&( 1) ( 2) ( 3)x n n n= + + +  i'Rn  ��F
K#�( H'CE . �_6	��!'����� ���F�� >" �( �� ��	�� �.�� b �T* JP��x  ;  

  )� (2  )� (3   )� (5   )� (6 

)r~ ([British SMC 2002]  �DD(   ��DDo�� IDDE�R !_DD.8  8�DD"
123456789 987654321×  ��	�� ^
F6 ;  

  )� (1  )� (2   )� (3   )� (4 
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