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Permutations and Combinations 

 

������[Factorial] 

 ��� ������	 �
��	 �
�
� ����� ��� �� ���� ����	 �	 ������ ��  ��!
 ��
" #$� %&'(� �)*�� + �,��-%&�./� 0�1 ��� 2�*3��5 4� + �51 �6

5 4 3 2 1× × × × �	 7����� #$� �51 �858 -���9� 0�1 ��� '9 �51 �6
9 8 7× ×.  

 ;��/� <�
)�� ����� �'�=	 >�?*	 >�@A B�C���� DE6 ��?�F G�H�'n

 I	���C J� I	��'!n) �'�=	 ��@�n ( JA� #$� 2���'  
! ( 1)( 2)( 3) 3 2 1n n n n n= − − − × ×�  

 �C��� ��A�M	� NOP9 8 7× × 7���� �
,�� #$� �'�=/� >��Q�"�C:  
9 8 7 6 5 4 3 2 1 9!

9 8 7
6 5 4 3 2 1 6!

× × × × × × × ×
× × = =

× × × × ×
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! ( 1)! ( 1) ( 2)!n n n n n n= × − = × − × − =�  
 S�M� �	�,�'1n = S� U�A1! 1 0!= ×. 2��A �E�'0! 1=.  
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���	����[Permutations]  

W�	��� DEX ;�F�F Y� �6 W�	��� �	 ����Z ���
F . %&�./� ��
" #$�BAC �6
 W�	�$� ���
FA%B%C. [6' B5��
��� DE6 \�] ��^� �M�/� �	'  

, , , , ,ABC ACB BAC BCA CAB CBA.  

�?��] _��' W�	��� `�C B5��
F ��^� #$� T�
),	 �,	���6� S�M� %T�A��O� .
 ����a� W�	- �	 ��I	- B5��
F %T5.�b{ , , }A B C [6  

, , , , ,AB BA CA AC BC CB  

 cA�� �d�S �	 �A�M	 ����Zn S��' �*$�Q/� ���,��� �	r n≤ ���� I	�,b
 B5��
Fr ����a� ���,� �	S I	���C( , )P n r I	��� '�n rP  '�n

r
P.  
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7���� �
,�� #$� ����� �E6 ��^� �?��� �	 : �	 ���C &'(� �),��� -���9� �Me
 Y'��� 0�3��n) Y'��� ����a� ���,� ��� S(n .( -���9� �Me f �	'

 Y'��� 0�3�� �	 ���C ���
��� �	 g�.�� �),���1n −.  0�1 ��� %�./�C'
 -���9��),���  Y'��� h��.��2n − -���9� 0�1 ��� S� �i S� �� �EM6'
�),���r Y'���1n r− +. S� ��=�� ��
	 �	 �i �Ej'  

!
( , ) ( 1)( 2) ( 1)

( )!

n
P n r n n n n r

n r
= − − − + =

−
�  

 �?�b S�M� k�� ���l� ����� +'r n=S� �i  
!

( , ) !
0!

n
P n n n= =

  
 �	
�)�(  + ��*@� S� mn�6' oIp' _A��' ��q' �p� %r�s��� ��t ��-�

����] o-�� u�@��P �O�' 4�.  
) �(  vw�d W�i� �Me �@��1 mMC 

) �(   �	 4)�� �9x + S�M� S� _A�� ��� �d� w�d W�i� �Me �@��1 mMC
vy���� 

)  (   ��q' -����� �	 g�.�� S�M� S� �p� ��� �d� w�d W�i� �Me �@��1 mMC
.��vy���� �	 g� 

) �(  ��1 mMC �p� ��� �d� w�d W�i� �Me �@ ����C + �A�M� S� #$� mn�6 '
v4)�� ���z '� 

���  

) �(   �6' ���,� ��t B5��
F ��� �6 ����� DE6 + 0�3�� ���5! 120=

. 
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) �(  �C-(�' o�O�' �@��3C _A�� -���9� �Me�  ���C ���9{� |�Qn�4! �	
0�3�� . Y'��� 0�3�� ��� %Sd�1 4! 24× =. 

)  (   ���C ��@
��' o�O�' �@��3C ��q' �p� �	 �� -���9� �Me3! �	
0�3�� . Y'��� 0�3�� ��� %Sd�1 1 3! 6× × =. 

) �(   + mn�6 '� �p� -���9� �Me-���9� ��C' y�@��3C 4)�� ����C  
o�O�' �@��3C ���?,�� + �9{� \=A ����
�� + S�M�� �}�O� .w�d ��C  

 Y'��� y�s�
�� �85.�� ;�F�F 0�1 ���3!. �6 0�3�� ��� %Sd�
2 1 3! 12× × =.  ���� 

 �	
�)�( ;�F�F �A�-� ~���' �*$�� B�����- ;�� ��t  4� + y*$�� r��I�b
 #$� �O�'��
�M	 2�b- �O . \=A S� �A�-� �d� w�d W�i� �Me �@��1 mMC

v`�
�� ��?=�C ;A�� r��I�*�� ~���  

���  

 r��I�*�� ~��� \�' �MeA 'B �} y�@��3C `�
�� ��?=�C ;A��AB  '
BA. �O�' ���� ��z� #$� yC��M�� �� ��,�� �Me %S{� . ��^� ��  ��! �Ej'

 ;�F�F 0�1 ���6 ;��)5 r��I�b ����' B�����-.(  �6 ����� �E6'6! .
�6 ��$3/� 0�3�� ��� %Sd�2 6! 1440× =.  ����  

  

���	����  ��������[Circular Permutations]  

 �85.�� 2'��� B5��
F ���A%B%C �66 [6'  
, , , , ,ABC ACB BAC BCA CAB CBA  
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 V@b y$��
F ���' NO5," �,A�b o���� #$� 2'��� DE6 \�' �A�-� �� �M�'
�}  

  

'  

  
 S(  

  

'  

  

'  

  
T��O�' T������ T5��
F ���F. �������� B5��
��� ��� ��^� �A�-� �d� �	�� o-�)C'

 �	 �A�M	 ����anS�M� ����� �E6 S�b ���,��� �	  
!
( 1)!

n
n

n
= −

  
 �C�@� ���
F Y� S(n�*$�Q/� �� �������� 0��A(� �	.  

  

 ��������[Combinations]  

 cA�� �d�1 2{ , , , }nA a a a= … S��'r n≤���� S�b ��,�� �	 ��br -���9� �6
 ���� ;F�	 ��r ���,� �	A%  �	 ���I� ����Z �1��C �MC JA� Y�A ���

 �6���,�r. 858 �	 �A�M	 �,� -���9� �A�-� �d� %&�./� ��
" #$��  �	 |�Qn�
 |�Qn(� ����Z yC{ , , , , }A B C D Eh�O %B�-��l� DE6 S�b  �� ;�F����

[6 m?	  
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, , , , , , , , ,ABC ABD ABE ACD ACE ADE BCD BCE BDE CDE  
 Y'��� B�-��l� DE6 ��� S� NOP10.  

 B�-��9 ���� o��� I	��r�),�T�  �	 �A�M	 ����Z �	n�),�T�  I	���C

( , )C n r '�n

r

     
 '�n

rC����� B�d �	��� T�=�� #���' . S�� �d�0 r n≤ ≤

S�b  
!

( , )
!( )!

n
C n r

r n r
=

−  
 &�)�� �Me JA� ��O5� %w�d ���- �Me' #$�( , )P n r �	( , )C n r w�d'

-���9�C �6��� k�� ���,��� ;�F�Fr) �6 �?
�F�F 0�1 ���!r .(%Sd�

( , ) ! ( , )P n r r C n r=. S� Y�( , ) !
( , )

! !( )!

P n r n
C n r

r r n r
= =

−
.  

� �!"�  

 S� NOP( , ) ( , )C n r C n n r= −h�Or n≤. S( w�d'  
! !

( , ) ( , )
( )![ ( )]! ( )! !

n n
C n n r C n r

n r n n r n r r
− = = =

− − − −
.  

 -���9� 0�1 ��� S( '�r�),�T�  �	n�),�T�  -���9� 0�1 ��� _*A �6
n r−�),�T�  �	n�),�T�.  

 �	
�)#(  �	 �A�M	 �,� ���MF �A�-�4 yC �	 |�Qn�7 ' y"�,?	6

y�-��� .w�d W�i� �Me �@��1 mMC v  
) �(  �,�$�� ���MF #$� u'�n ���� � �d�. 
) �(   �	 �A�M	 �,�$�� cA�� �d�����-���' ���"�,?	. 
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)  (   T�"�,?	 �s(� #$� Y��� �,�$�� cA�� �d� T��-��� �s(� #$�' T��O�'
T��O�'. 

���  

) �(   -���9� ��  ��
,b �,�$�� ���MF #$� u'�n Y� \=A � �d�4 |�Qn�
 yC �	13T�)Qn .�6 �,M�/� 0�3�� ��� S�M� �Ej' 

13!
(13,4) 715

4! 9!
C = =

×
  

) �(   yC �	 y"�,?	 -��� ����� DE6 +7Y'��� 0�3�� �	 ���C y"�,?	 

7!
(7,2) 21

2! 5!
C = =

×
  

 yC �	 y�-��� -���'6Y'��� 0�3�� �	 ���C y�-���  
6!

(6,2) 15
2! 4!

C = =
×

  

�6 �,�$�� ���MF 0�1 ��� %Sd�  
(7,2) (6,2) 21 15 315C C× = × =.  

)  (  �6 ����� DE6 + �,�$�� -���9� 0�1 ��� 

(7,3) (6,1) (7,2) (6,2) (7,1) (6,3)C C C C C C× + × + ×  
'�  

(13,4) (7,4) (6,0) (7,0) (6,4)C C C C C− × − ×  
��$� +'  Y'��� ����� �E6 y�����665.  ����  

 �	
�)$(  �,��'8 [6' �*$�� u�@A, , , , , , ,A B C D E F G Ho���� V�q #$�.  
) �(  v�?,��MF �Me k�� B���@��/� ��� m� 
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) �(   �3@,��C �� k��' �?,��MF �Me k�� B���@��/� ��� m�Bv 
)  (  v�?,��MF �Me k�� B�.$./� ��� m� 

) �(   S�MF h�� �?,��MF �Me k�� B�.$./� ��� m�B'���� �O� [6v� 

���  

) �(  y�3@,C �e m�@��	 �� .�6 B���@��/� ���b �E�'  -���9� 0�1 ���

 �	 ���),�8 Y'��� �E6' ���,�8!
(8,2) 28

2! 6!
C = =

×
  

) �(   �3@,��C �� B���@��/� S� ��B ���MF �M��b0�3�� �	 ���C B���@��/�
(7,1) 7C =.  

)  (  �M� 858 h$.	�'�-� .�6 B�.$./� ��� %Sd�  -���9� 0�1 ���3 ���,�

 yC �	8 Y'��� �E6' ���,�8!
(8, 3) 56

3! 5!
C = =

×
.  

) �(   S� ��B [6���9{� y"��$� y�3@A ��  ��
,b h$./� �'�- �O� . %Sd�

�6 B�.$./� ���7!
(7,2) 21

2! 5!
C = =

×
.  ����  

  

���	���� �%	&�� �'	() ��*� +�  
[Permutations with Indistinguishable Objects] 

�! ���� ����	 �	 ������ + �j���	 ���,� ���' ����/  �) �� �6I��� �Me P
`�
�� �?=�C (7���� &�./� + w�d <��A'.  

 �	
�),(  ��$M�� 2'�O ;�F�F o����C �?�$� &�)�� �Me k�� B��$M�� ��� �	
summertime v  
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���  

��� �	 �A�M	 ��$M��o  2��� h�O 2'�Om  2���' B��	 �58 -�M	e 
yF�	 -�M	 . �A�M	 ����Z B5��
F ��� ��^� ��$3/� S�M� %�E�' o��� �	

MF \	 2'�O�?b'�O `�C -�� .P %w�d W�i�'85.�� S� NO�  2'�Om  �Me
 Y'��� 0�3�� �	 ���C w�d W�i� �Me' \s��	 o����� �	 Y� + \��F S�

(10,3)C . �,� #@
�� �Ej'7\s��	 . yb��� �	 Y� \�' �Me w�d ��Ce  Y�C
	 Y'��� 0�3�� �	 ���C ��
��� \s��/� DE6 �(7,2)C . #@
F %S{�5\s��	 .

 2��� S{� \=As  Y'��� 0�3�� �	 ���C ���l� \s��/� DE6 �	 Y�C(5,1)C %
 2'��� \=A fu %r %t %i  0�3�� �	 ���C(4,1)C%(3,1)C%(2,1)C%(1,1)C

7����� #$� . ��$M�� B5��
F ��� S� �i ��=�� ��
	 �� T���,�"� %S{�
Summertime Y'���  

(10,3) (7,2) (5,1) (4,1) (3,1) (2,1) (1,1)

10! 7 ! 5! 4! 3! 2! 1!

3! 7 ! 2! 5! 1! 4 ! 1! 3! 1! 2! 1! 1! 1! 0!

10!

3! 2! 1! 1! 1! 1! 1!

C C C C C C C× × × × × ×

= × × × × × ×
× × × × × × ×

=
× × × × × ×

  

 Y'��� ����� �E6'50400.  ����  
 &�./� m���F �Me)� (#$� �)
,�:  
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 �6���,� ��� ����a �*$�Q/� B5��
��� ���n h�O1n �6���,� �	
 ' &'(� V�,�� �	 �j���	2n %g�.�� V�,�� �	 �j���	 �6���,� �	…%kn

 V�,�� �	 �j���	 �6���,� �	knY'���  

1 2

!

! ! !
k

n

n n n× × ×�
  

 �	
�)-(  ��$M�� 2'�O ;�F��C �?�$� &�)�� �Me k�� B��$M�� ��� �	
parallelv  

���  

�6 ��$3/� B5��
��� ���  

  8! 8 7 6 5 4
560

3! 2! 1! 1! 1! 3 2 2

× × × ×
= =

× × × × × ×
.  ����  

  

 �.�/0�� 1�2(�� ��2�3���4�[Stars and Bars Strategy]  

 \�W�F 0�1 ��� ��^� ����F���"P� DE6 >�Q��Fn #$� �j���/� ���,��� �	r

 �*$�Q/� ���'(� �	1 2, , , rA A A… .7���� &�./�C ��
A �@��3�� DE6 <�����:  

 �	
�)5( �C-� �p� -��� S� �Me �@��1 mMC� 858 yC �	 >5s��  �	 ���A�
�F G�*C ���" �O %2�� �O %m"�	 [6 >5s(���C-� �b�  �	 �s(� #$� >5s�

��A �� v  

���  

DE6 S� NOP �C-� -���9� ����	 [6� 858 �	 �A�M	 ����Z �	 ���,��  ���,�
���,��� DE6 -��M�C ������ \	 ���" �O %2�� �O %m"�	 [6 . ��,�� �Me'
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 \�W�F 0�1 ��� ��^� �z� #$� �?���4858 #$� >5s(� [6' �j���	 ���,�� 
%2�� �O %m"�	 [6 �*$�� ���'� ���" �O.  

 �,M�/� B�-��l� ���C S�M� ����/� DEX �n�
/� ����6�� f �	' . ��?���'
���� ��$��  ;F�/� [85.�� S� G�*A1 2 3( , , )A A A ��� %m"�/� >5s� ���� I	��

D-���9� � YE�� ������ ��� %2��� . >5s(� ��A ;�O ����/� S{� m�@A
o-��Q/�.  

) �(  �O�' ��A �	 ��C-(� >5s(� .858 �,��� ����� DE6 +� [6 B�-��9 

(0, 0,4) , (0,4,0) , (4,0,0)  

) �(  858� �9x ��A �	 m$s' ��A �	 >5s� .�" �,��� ����� DE6 +�  B�-��9 

(3,1,0) , (3, 0,1) , (1,3, 0) , (1,0, 3) , (0, 3,1) , (0,1,3)  

)  (  �9{� S��$@��' ��A �	 S��$sS� S�8 ��A �	 . ����� DE6 + �,���3

B�-��9 

(2,2, 0) , (2,0,2) , (0,2,2)  

) �(   �� �	 m$s' ��A �	 S��$s �	���9{� y��,�� . o�9(� ����� [6 DE6
858 #$� �?,	 �)!'� [6 B�-��9 

(2,1,1) , (1,2,1) , (1,1,2)  

�6 >5s� ��C-(� -���9� 0�1 ��� S�M� �Ej'  
3 6 3 3 15+ + + =.  

7���� �
,�� #$� >��,��' �1�n(� ����F���"� >��Q�"�C ����/� �O ��?�F �Me:  
858 �� >��@	 2- #$� >5s(� c��' �
�M/� S� G�*A�  �� ���)*	 r�I��

 ;�l� �	 ������C `�
�� �?=�C)y3��n ( DE6 �	 m�s �� + \��� h��
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�85.�� >5s(� ���A� �	 �O�' ��A >��s(� . ���D�A�� �M��� + y
	 �6.  
m"�/�	5s�  2������	5s�  ���������	5s�  

 -���9� %S{�>5s� ��C-� �C-� \��C m��� -��l� �.� k�� �85.�� r�I�(� + >�i .
B�-��9 \C-� y
� �b�/� �M��� %&�./� ��
" #$�  

∗ ∗ ∗ ∗  
    

     

∗ ∗ ∗  ∗    

    

∗ ∗  ∗ ∗  
  

    

∗ ∗  ∗  ∗  

�C-� -���9� 0�1 ��� S�b �Ej'�  ��C-�' y3��n ;�F�F 0�1 ��� �C�@� >5s�
>�i .�C-� \s��	 -���9� 0�1 ��� �6 Y�� �" yC �	 >�i�  ����� �E6' \s��	
�6  

  6!
(6,4) 15

4! 2!
C = =

×
.  ����  

 �	
�)
6(  ���
� U��6 %��q %JF�9� �	 ��C-� #$� �?��W�F ����' BP��-
3$" %�?b %�p�S� .w�d ��� �Me �@��1 mMC v  

���  

858 �,��� S� G�*A�  ��C-(� o�9(� �	 �� ;�)A �)*� �1�n�  
��q  �p�  �?b  S�3$"  

�"'� TP��- �?,	 �� �.� >�i . \s��	 -���9� 0�1 ��� �6 ��$3/� %Sd�6 >�i
 yC �	9 �E6' \s��	�6 �����  

  9!
(9,6) 84

6!! 3!
C = =

×
.  ����  

 �	
�)

( ������$� �
����� �� �
�
)�� &�$�� ��� m�  
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@ @ÖïÐaínÜaì@Þî†bjnÜa@ @VQ@ @

  

1 2 3 4 60x x x x+ + + =v  

���  

 �?���Z �
��" �� �
�
� ����� ��C-� �6 �����/� DEX ��� S� NOP60 . ��^�'
858 \=A &�$�� ����  B��H�/� �)*� �1�n�  

4x  3x  2x  1x  

 ��  ��!'60 ����� ��.��� ��i60.  -���9� ��� �6 ��$3/� S�M� �EX'60

�s�	T�  yC �	63�s�	T� Y'��� ����� �E6'  

  63 62 61
(63,60) 39711

6
C

× ×
= =  ����  

  
85.�� �$.	(� �O m���F �Me� 7���� �
,�� #$� �@C����:  

  

 -���9� 0�1 ���r �	 �A�M	 ����Z �	 ���,��� �	n ������ \	 ���,��� �	
 \s��	 -���9� 0�1 ��� �6 -��M���Cr Y'��� \s��/� �	 ��� yC �	 >��,�� �	

1n r+ −.  -���9� 0�1 ��� Y�r�),�T�  �6���,� ��� ����Z �	
1n r+ − �6 ����� �E6' ;�F���� o����	 S'�( 1, )C n r r+ −.  

 + <=��" U�9� 0�3C ����F���"P� DE6 >��Q�"� ��A�M	� �� �,6 o-�n�� ��A
�@OP �$.	�.  

  

 7�8	9�� ��)[Number of Paths]  

 �	
�)
�(  ��,�� �	 �M
��� �,���4 5×D�A�� �M��� + �,�
/�  
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VR@ @pbjïØ�Üa@ @

  
        
        
        
        
        

  

 B�-��/� ��� ��^� �6 ��$3/�)0�3�� ( ����� �	 &���$�A ����� ��B

 �X�1 B��3� �M
��� u�39 #$� ��
���C1 0���� D���C)y���� �� ( D���C '�
 &�����)#$�(� �� (V@b . ��  ��� -��/� S�  P'� NOP4 ' ��@b� B��395

- B��39���" .Y'��� -��/� &�3b �E�' 9 . ��@b(� o�3Q$� �AI	- �d� %S{�
 I	���CH I	���C ��"���� o�3l�'V �	 �A�M	 ��$� �� o-�
� �6 -��	 Y� S�b
9 �?,	 \C-� 2'�OH [6 U�9(� ���l�'V . �6 B�-��/� ��� S�M� �Ej'

 �X�1 ��$� 2'�O ;�F�F ���9 2'�O)4 2'�OH '5 2'�OV .( �E6
�� �6���,� ��� ����a �*$�Q/� B5��
��� ��� P� �6 �	 ���9 #$� Y���4

 &'(� V�,�� �	 �j���	 ���,�)H ( '5V�,�� �	 �j���	 ���,�  

 g�.��)V .( Y'��� B�-��/� ��� S�M� �Ej'9!

4 !! 5!×
.  ����  

� �!"�  

 ��,�� �	 �M
��� cA�� �d� JA� NOPm n× �6 B�-��/� ��� S�b( )!

! !

m n

m n

+

×

 Y� %( , )C n m m+ '�( , )C n m n+.  
  

�:�/ 7;�<�9� ��)[Number of Rectangles of a Grid]  

 

 

 

A

B
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@ @ÖïÐaínÜaì@Þî†bjnÜa@ @VS@ @

  

 �	
�)
�( �M
��� + B5�3��/� ��� �	4 5× &�./� + �,�
/�)¡¢(v  

���  

y$C�@�	 y�$� �b��� '� y$C�@�	 y,�- �b��� T�	�� ��
�� ��3��/� S� NOP .
 DEX y$O >�@," �E�'����/�.  

��0� ���: y$C�@�	 y,�- �b��� . ����F k�� B5�3��/� �� ��  ��! �EX'
7���� �
,�� #$� Y�$� ���C : ��� ��' �d� �M
��� S��-� �	 ��- �M�m �	

 ���' ����� �E6 �*"� B���@��/�nye #$� B���@��/� �	 S�b ����� �E6 
 ���(� Y�$��� ����� �6 ����� w�d S�M� k�� �M
��� B5�3��	 ����X 

 Y'���m n×. D�A�� �M��� + y
	 �M
��� B5�3��	 ���b �E�'  
5 1×  5 2×  5 3×  5 4×  

4 1×  4 2×  4 3×  4 4×  

3 1×  3 2×  3 3×  3 4×  

2 1×  2 2×  2 3×  2 4×  

1 1×  1 2×  1 3×  1 4×  

�6 o���(� ����� ���Z S� NOP  
4(1 2 3 4 5) 3(1 2 3 4 5)

2(1 2 3 4 5) 1(1 2 3 4 5)

15(4 3 2 1) 15 10 150

+ + + + + + + + +

+ + + + + + + + + +

= + + + = × =

  

�C�$3/� B5�3��/� ��� �6 �E6'.  
 ��,�� �	 �M
n B5�3��	 ��� ��^� ��� �E6 m���F �Mem n×S�M��  

(1 2 3 )(1 2 3 )

( 1) ( 1) ( 1)( 1)

2 2 4

m n

m m n n mn m n

+ + + + + + + +

+ + + +
= × =

� �

  

=	
�� ��� :y$C�@�	 y�$� �b��� .y39 �� S� ��  y�@b�y�W���	  y39 ��'
 y�W���	 y�"�-T5�3��	 S����  ��W���/� u�3l� �6��� k�� B5�3��/� ���b
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VT@ @pbjïØ�Üa@ @

 ��@b(�' �M
��� B5�3��	 ��� �6 ��"���� ��W���/� u�3l�'�6  
6! 5!

(6,2) (5,2) 15 10 150
4! 2! 3!! ! 2!

C C× = × = × =
× ×

.  

 ��,�� �	 �M
n B5�3��	 ��� S� ��,� T�=�� �@��3�� DE6 m���F �Mem n×

:  
  ( 1,2) ( 1,2)C m C n+ × +.  ����  

���� + ��b�����' ����
��� >��Q�"� #$� �$.	(� �	 ��I/� £�@�C �)*�� �E6 [?,A.  

 �	
�)
�(  S� ���b U�6 J�9( ���6 Je�@�� B���$�� �	 �
1 r��n ���A ��-�
g��.� [*MF �
$� �¤� U��  �	 ���A� ��C-� \�
� �¤� S�' B���$�� �	 \3s
g�¥ Y���� S� -�@b B���$�� �
$��� + �?���� \3s . \�3��� �*$�� �@��1 mMC

vU�6 J�9( ���X� >�@� S� ���A  

���  

85.C B���$�� ���A� yC �)*A� g��.�� �.¦' �1�n� A�¥ �3"��C \3s�� >�i .
� [6 %S{� ����/� %Sd� -���9� 0�1 ��� ��^8 yC �	 \s��	11T��s�	 . �E6

Y'��� �����11!
(11, 8) 165

8!! 3!
C = =

×
.  ����  

 �	
�)
# ( ������$� �
��/� �
�
)�� &�$�� ��� m�

1 2 3 4 60x x x x+ + + =v  

���  

�
��	 �,6 �
�
)�� ����(� S� TP'� NOP . �� ����/� DE6 ���� �Me �M�'
 �j��	 ����	w$��  &�./� + �	�@/�)¡¡ ( \��C1i iy x= − �����/� <
)�b
�����/� §b�MF  
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@ @ÖïÐaínÜaì@Þî†bjnÜa@ @VU@ @

  

1 2 3 4 56y y y y+ + + =  

�6 ����� DE6 + &�$�� ��� S�M�'59!
(59,56) 32509

5 !6! 3!
C = =

×
.  

�>? �@:  �Me7���� �
,�� #$� ����/� DE6 �� �1�n(�' >��,�� >��Q�"�:  
 �,���60T��i  '3�� �1�n�T��O�' T��i \=A S� ;^ �M�' �C���� + �  #$�
C �s(��O�' mi ���' �	 �C P' y3��n �� y �s(� #$�  + V����� �
s

�O�' mi' y���� #)s� -����� #)s� + V����� ��C �s(� #$� . DE6 ��'
>��,�� yC �1�n(� \=A ����Mn�� . Y�* * * * *− − − � �,��� S�M�'59

�s�	T� �85.�� �1�n(� \��� .Y'��� 0�3�� ��� S�M� �Ej'(59, 3)C.  ����  

 �	
�)
$([Aust.MC 1983]  �858 ["�-��� �)*�� �51 ��t o-��H	 r�,8�
 ��$p m?,	�' ���9x ;��@O�?,	 �� �p m?,	 S�,8� J�
�@O . 0�3�� ��� m�

vw�E� �,M�/�  

���  

 ��$p ��E�� �53�� S� G�*,�D�� �
�@O  m6A%B%C.  V@b S��@��1 ��,6
 m?,	 �� ���D�� �
�@O �}'  

) �(  A �
�@O ���B%B �
�@O ���C%C �
�@O ���A 

) �(  A�
�@O ���C%B �
�@O ���A%C �
�@O ���B. 
 -���9� 0�1 ���3 �6 |�Qn� ��t yC �	 |�Qn�

5 4
(5,3) 10

2
C

×
= = . �6 ��$M�� 0�3�� ��� %Sd�2 10 20× =.  ����  

 �	
�)
,([Aust.MC 1981]  ��?	 �"��/ �Me k�� �*$�Q/� 0�3�� ��� m�
�C-� \=� S��  h�� y*¨�	 \C-� ���C ����,� + ���"- m$��� y*¨�/� �	 ��
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VV@ @pbjïØ�Üa@ @

D�� ���"-v  

���  

 ����a� B5��
F �C��MC ����/� DE6 �O �Me{ , , , }A B C D �6���'4! 24=

 �?�b S�M� k�� B5��
��� 2EO f �	'A &'(� 2��� �6) S� Y�Am$��� 
J���"-( %B %g�.�� 2��� �6C %h��.�� 2��� �6D �)
,� \C���� 2��� �6

[6' �C�$3/� B5��
��� #$�  

BCDA  BDAC  BADC  
CDBA  CDAB  CADB  
DCBA  DCAB  DABC  

 �6���'9.  ����  

� �!"�  

 &�./�)¡� (B5��
��� �	 ��A �	 ���9 ���O �6 B5��
��� #��F k��  �	����
)derangements (7���� �
,�� #$� 2��F k��' : ���,�$� >���� ���
���

1,2,3, ,n… JA�M	 + ���,��� DE6 �	 Y� �?�� P h�� ���,��� DEX ���
F �6
[$�(� . %&�./� ��
" #$�23514 ���,�$� >�F ���
F12345 �M�'23541  _��

���,��� DEX T�	�F T5��
F . �6��� ���,�� �	���� B5��
��� ��� S� >�$�/� �	n�6  
1 1 1 1

! 1 ( 1)
1! 2! 3! !

nn
n

 
 − + − + + −
  

�.  

 &�./� #$� �H�)�� DE6 ��
3�C)¡© (��� �6 &�./� + ��$3/� S� �i  B5��
���

�C-( �	����� �6' ���,�1 1 1 1
4! 1 9

1! 2! 3! 4 !

 
 − + − + =
  

.  

 �	
�)
-(  ;$1 &'(� ["�-��� �)*$� �b����' 2E�� ��
"� +15 T�
��1
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@ @ÖïÐaínÜaì@Þî†bjnÜa@ @VW@ @

  

["�-��� mX'�� �� �	�M��� -�@	 �b��� . mX �O��/� |�*�� �� ��,�� ��C'
 \�3��F �'(� %�$��M	 �� -�@/� �	 ;�n \C-� ���' ��$M�� ���	 NOP

 �����"�3 ��A�.��' �514y
��1 �.��.��' �51 ��C����' 6�51. ��� m�
v-�@/� �53�� �?�b ���� S� \�3��� k�� �,M�/� 0�3��  

���  

���,� ��� ����a �*$�Q/� B5��
��� ��� �6 �,M�/� 0�1 ����615 ��C-� �	
 u�¦�1n%2n%3n%4n h�O1 3n =%2 4n =%3 2n =%4 6n =. ����� �E6:  

  15!
6306300

3! 4! 2! 6!
=

× × ×
.  ����  

 �	
�)
5([AIME #2 1992]  ;F��	 _t �	 S�M/� ����� S� &�@A
ABCDE S�� �d� Y���IFA B C D E< < < < . ����(� ��� m�

v;F��	 _t �	 �A�M/� �����I���  

���  

 S( ���*� �
F�	 Y� Y��� P Y���I��� ����� S� TP'� NOP0A =/ �� S�'
 �	 ��� w�d ��C �
F�	A . -���9� 0�1 ���5 �6 �*$�� ���*� �� ;F��	  

9!
(9,5) 126

4! 5!
C = =

×
.  

 T�
�F�F �*$�� ���*� �� ;F��	 _t Y� ;�F�F �Me JA( ��$3/� ����� �6 �E6'
V@b o�O�' �@��3C T�����IF.  ����  
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VX@ @pbjïØ�Üa@ @

��������� ���	���� ��	9� �� ��	) ��2�3���4�  
[General Strategy For Solving Permutation and 

Combination Problems]  

 V¦ ;��3�� I�e S� ��b�����' ����
��� ����	 �O + ���,�� ��( T��� m?/� �	
 �53�� �	 �.M�� S( ��b��F ����	 >ª���
F ����	 [6 �6 %����/� ����	 &'�,��

_M��� '� ��b��F ����	 �z� #$� ����
��� . �A���"P�C ;��3�� >�@� w�d ��C
����/� �� �
"�,/� �H�)��C .����/� V¦ I��� #$� ;��3�� ����F ������� �$«"(�:  

)¡( v��b��F >� ����
F ����	 [6 ����/� �6 

 S��y�3¦ y
�F�F -�
�9 ;��3�� ����� ���,��� _*,�  ��A ���� #$�
����/� .y
�F���� �,
�O �d� [6 ����/� S� w�d ¬��b �O�' -��9 ��z� #$� 

�	 [?b w�d ��� �	' ��b��F ����	����
F ��� .c$«" �d� %w�d <����� 
 2'��� B�
�F�F ��A%B%C S�bABC 'ACB y
�F�F S����

y*$�� .��/�b �E�'����
F ����	 [6 �� .c$«" �d� �	�  0�1 ��� ��
858 -���9��  ����(� yC �	 �����1,2,3,4,5,6 ;�F����C >���6P� S'�

�	 [6 ����/� S�b ����(� DE6 JC -��­ YE����b��F ��� . S� T�=�� NOP
 �E�' %w�d #$� �O��� ®,F S� S'� ;�F���� T��,�� ;$3�F ����/� `�C

 %&�./� ��
" #$� %����
F ����	 [6 ����/� DE?b4 T���� S�MF ;F��	
;F��	 \C-� �	 T�A�M	 . S( T�
�F�F ��=�� ;F��	 \C-� �	 S�M/� ����� �,6

����� 1234 ����� �� 4$��1324.  
� B�-� �d� %T5.�b %����
F ����	 [6 ���I� B�
�F�F ��=�F k�� ����/

858 \�'� �C-�' B�����- ;���  S�MF h�� 2- #$� r��I�b ;��

o b e i k a n d l . c o m



@ @ÖïÐaínÜaì@Þî†bjnÜa@ @VY@ @

  

����
F ����	 [6 �@�5�	 ��A �� �	 ;�M��.  
%;$�(� +  ��$� ����/� c,�=F �d�";�F�F " �d�' ����
F ����	 [?b

 ��$� c,�=F"-���9� "��b��F ����	 [?b.  
)¢( v����	 -��M��� �6 

O���	 ���,��� -��MF S�� �d� 2���� T���� ����/� or��s ;^JC T�  %P >�
 ��b S'����� _$Z &'� r�=�� �� ����/� cA�� �d� %&�./� ��
" #$�

����	 �� -��M��� �,6 <����� JC w��� S�� �d� �	� %5 ��$M� �9��	
 �,6 -��M���b �E�' %J�*A �9�/� �	  �­' �9�F S� �M�/� ��b >�$���

 ����	 JCT��,��.  
)°( ���,� ��,6 �6 v����a� + �j���	 

 ���,� #$� B��O� �d�b �?@�b��F '� �?$���
F ���O ���/� ����a� ®
*F
 B�
�F�F ��� ��^� [6 ����/� cA�� �d� %T5.�b %TP'� �?
�O� �j���	

 ��$M�� 2'�OSUCCESS #$� Y��� ��$� [?b3 2'�OS% yb�O 
C%  2�OU%  2�OE.  
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WP@ @pbjïØ�Üa@ @

���"B ��	9� 

)¡( �b ���),� �	 S�M�F ���I� ����Z ���MF �Me �*$�� �@��1 mMC� �	 �.
 �6���,� ��� ����Z5v  

)¢(  ��$M�� 2'�O ;�F��C �?�$� &�)�� �Me k�� B��$M�� ��� ��
PENCILS u��C:  

) �(   2��� \@� S�E 2��� ��CI.  
) �(   yC S�b�O ��,6 S�M� S�E 'I.  

)°(  2'��� �	 �?,��MF �Me k�� B��$M�� ��� m�ABCDEFG h��
 2'��� S�MFA%B%Cvo-'���	  

)±(  ����,.�� B��$M�� ��� m�) �?
F��	0 '�1 ( &�3�� �	10 �Me k��
\
" S�M� h�� �?,��MF  Y'��� �?
F��	 �	1v  

)²( �C-� �	 �,� ���MF ���A�  yC �	 |�Qn�6 ' _�-�F �«�6 r�=��7

�51 . ;��1 #$� �,�$�� Y��� S� u��C w�d W�i� �Me �@��1 mMC
v�s(� #$� �O�'  

)³( �C-� �	 �,� ���MF ���A�  yC �	 |�Qn�6 ' _�-�F �«�6 r�=��7

�51 .C �p� ;��3�� S�M� P S� u��C w�d W�i� �Me �@��1 mM
_�-���� �«�6 �=�' v�,�$�� + T��	 4"��  

)�(  ��$M�� 2'�O ;�F�F �	 �?,��MF �Me k�� �*$�Q/� B��$M�� ��� ��
ABCDE'�� Y��� P k��T�  y3�,�� �	AB 'CD.  

)©(  _�$� �Me �@��1 mMC5 ' y"�,?	5 u��C o�����	 o���	 &�O r�
1�
v`�
�� ��?=�C -��� S�"�,?	 _$^ P S�  
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@ @ÖïÐaínÜaì@Þî†bjnÜa@ @WQ@ @

  

)´(  _�$� �Me �@��1 mMC5 ' y"�,?	8 P h�� ���@/� �	 4� + r�
1�
v`�
�� ��?=�C ;A�� S�"�,?	 _$^  

)¡µ(  �	 ��'��� �$O�	 &�)b �O� S�M��10 ' B�,C10�P'� . ��$�/� B��-�
 �53�� _�$� B�
��3��' S���' _$^ P h�� �O�' 4� + ���@	 #$�

��-'���	 ����@	 + S��,C '� .vw�d W�i� �*$�Q/� 0�3�� ��� m�  
)¡¡(  �Me �@��1 mMC�F�F;3�C-�' B�����- ;��� �t' r����� ;��� 

 �O���� ����/� ;�� S�MF S� u��C �
�M	 2�b- �O� #$� r��I�b ;��
`�
�� �?=�C ;A��.  

)¡¢(  _$^ S� �Me �@��1 mMC6 P S� u��C o�����	 o���	 &�O |�Qn�
vI�I����
� ;A�� �p� _$^  

)¡°( F858 �	 �������� ��C���� �M$�/� + B�-����� B�O�� >�s-� S�M�� 
>�s-� ��C-�C ���
�	 ��I�$iP� �H$�� 2'�O �	 od�9�	 2'�O . ��� �	

v>�s-(� �	 Y�' 2'��� �	 Y� -��M�C <��F P k�� B�-����� B�O��  
)¡±(  ��?,	 �� \��F y��'�1 #$� ��$�� �'��-� �51 o��� �	 ����Z

��l V@b <��� �M�' �M��� �$�3��	 ��A�.��' ������ �}��O� �51 �
�?�5�� �	 �O�' \$� #$� ��$��C.  

) �(  v�53�� _�$��� �,M�/� 0�3�� ��� m�  
) �(   ��$�� ��?,	 �� ��-�' ����a� ��� �	 ��"' ��" S�� �d�

v����� DE6 + 0�3�� ��� S�M� mMb �*$�� ��'�1 #$�  
)¡²(  �p����
� ����� U��8�C-� %r�,C��  o���	 m?���' B�,C \C-�' �P'�

|�Qn� ��A��.� \��F o�����	 . o���/� &�O r�,C(� _�$� �Me �@��1 mMC

o b e i k a n d l . c o m



WR@ @pbjïØ�Üa@ @

 P h��S���' -'����v  
)¡³( ������$� �
����� �� �
�
)�� &�$�� ��� m�  

1 2 3 4 11x x x x+ + + =v  
)¡�( ��$� �
�
)�� &�$�� ��� m�����  

1 2 3 4 5 100x x x x x+ + + + =  h�O:  
) �(  1 10x ≥  '  0ix ≥ �M�2,3,4,5i =. 
) �(  1 80x ≤  '  0ix ≥ �M�2,3,4,5i =. 
)  (  110 80x≤ ≤  '  0ix ≥  �M�2,3,4,5i =. 

)¡©(  \�W�F S�3$" ��-�100 U�$O �
O#$�  ���"' ��q' �p� ���l� JF�9�
 �.�(� #$� �p� E9�� h�� r�*�6' o-�A'55 #$� ��q E9��' �
O

 �.�(�65�
O .vw�d W�i� �Me �@��1 mMC  
)¡´(  �
�
)�� ����(� ��� m�N ��� ���
� �?�C��� �Me k��10 �����

 ����(� ����Z �	 od�9�	{3,5,7,11}v 
)¢µ( [Aust.MC 1983]  �	 ��s�	 ����	 c" �	 S�M	 B�����- -�
�9�1

 ��6.  [6 ����	 Y� �O �,� �?�$� &�)�� �Me k�� B��-���0 '�1
 '�2 '�3B��-� . ��$� ��-� #$� �)O' -�
�9P� �� �p� >�@F

 Y'��F15 .v��-��� DE6 #$� &�)
$� �,M�/� 0�3�� ��� �	  
)¢¡(  ��,�� �	 �M
n D�A�� y
/� �M���8 8×. 

) �(   �	 B�-��/� ��� m�A ��B �3@,��C �� k��C B��3l� h�O
�j ����/� vV@b #$�(� ��' y���� ��  

) �(   -��/� Y��� P k�� B�-��/� DE6 ��� m�CDv 
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)¢¢( [Aust.MC 1991] �
�
)�� ����(� ��� m�ABC k������� yC��

100 '999 h�OA B C> > v  
)¢°(  [Aust.MC 1991]  �	 �H�� k�� �
��/� �
�
)�� ����(� ��� m�

1000 h��� Y'��� �?
F��	 ���Z S�M6v  
)¢±(  [Aust.MC 1987] �	 �A�M/� �
��/� �
�
)�� ����(� ��� m�4 ;F��	

��/� ���Z S�M� h�� �*$�� ���*� �� Y'��� ;F12v  
)¢²(  [Aust.MC 1985]858 -���9� �Me �@��1 mMC�  �
��	 �
�
� �����

 �*$��x 'y 'z h�O1 30x y z≤ =/ =/ ≤ DE6 ���Z S�M� h��
 ���$� T�*��=	 ����(�3vm?	 �� ;�F����' 

)¢³(  ��$M�� 2'�O �	 �?,��MF �Me k�� �*$�Q/� B��$M�� ��� m�
ASCENDENCE v  

)¢�(  )AHSME 1993( S�MF h�� �?,��MF �Me k�� B�.$./� ��� m�
 �M
n \1�@F �	 �?"'�- u�@A	 ��,�� �4 4× v  
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)¢©(  [TFAOC] �	 �H�� k�� �
��/� �
�
)�� ����(� ��� m�500 k��'
y
�M	 ������ �?�C��� �Me y$	��v  

)¢´(  [AIME 2005]  �p� w$�e4 ' S�$�� ��
6d �j���	 ���@A \3s4 \3s
�@AS�$�� ��=b �j���	 �� .¶A�� �O�  ;A���' o-�� \3@�� DE6 �	 ��

�C��� �9{� . U�9(� 0�b o�O�' \3@�� DE6 \��� �*$�Q/� 0�3�� ��� �	
 P h��y��3s �F-�� ��5�Fv  

)°µ(  [AIME 1990]  �,@$�8�O #$� �9�*,	 B�A���C �M�F h�� V�3

 �	 S�M�� g�.��' &'(� ������ �	 �� %o����3 h��.�� ������' B�A���C
yA���C �	 S�M�� .7���� ;�F���� ��
F�C B�A���
�� _�*,F ��$3/�:  

) �(  JF�A���C �O� _�*,F ���/� ������ TP'� -���.  
) �(   _�*,�C >�@A������ �*"� + \s���� S���
��.  

vB�A���
�� \�] _�*,�� �,M�/� 0�3�� ��� m�  
)°¡(  [AIME 2004]  ;F��	 \C-� �	 S�M/� ����� S� &�@AABCD J�
n ���

 S�� �d� #�b(�A B< 'B C> 'C D<.  ������� �	 �� T5.	
1324'1423�b(� J�
n# .��� m�T� J�
nT�A�M	 #�b(� v ;F��	 \C-� �	  

)°¢(  [AIME 1989] ���� V�q #$� u�@A ��� �,��'o . B��$=/� ��� m�
v�'��� u�@,�� DE6 \�] '� `�C >��Q�"�C �?,��MF �Me k�� �*$�Q/�  

)°°(  [TFAOC]  �-W �-�I	 ��-�15 �9�� �O�' 4� + -�6I�� �	 �$�n
J�·	 �@��O .10 Y-�� �-' B5���� DE6 �	_�l�'  ��s�
�� B5�n

�*A�s . �*A�@�� �	 S��$�n S�MF P S� u��C w�d W�i� J,Me �@��1 mMC
vyF-'���	  
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)°±(  [TFAOC] r��'  #$� Y���10 U�$O �	 B�
OMM '5 �	 B�
O
[n�X� U�$O . `���F' U�$�� J,	 B�8�,F' G-(� #$� r����� V@"

8U�$�� DE6 #$� &�)
$� &�*1� .U�$�� B�
O \�W�F 0�1 ��� m� 
&�*1(� #$� v  

)°²(  [Math counts 1985] ���a� ��Ox �
F�	 �	 

1! 2! 3! 14 ! 15!+ + + + +�v  
)°³(  [MAΘ 1990]  �,���5�F����' B���@��	U���/� + S . ��� ��� �	

v��
��� &�Mn(� B��1�@F �	 J�$� �)! YE�� u�@,�� �	 �M¸  
)°�(  [MAΘ 2011] �p� w$�e8 ' S�)�s6 ' B�A�$3,C10 �	  �'W�

�-���� .�s �-�C >�� ��
� +- �
s �p�  _
$� S� �"-�/� �� J�'�9
y)��s858' �  �-���� �	  �'W�T�A�$3,C' �O�'T� . B�-��l� ��� m�

p( �O��/� �*$�Q/�v�  
)°©(  [MAΘ 2011]  �p� m"-15���@��	 ��3s  �?=�C J�*A &�3�� �	W��	 

 G��� �9{� `�
��' �s-���W��	��s-��� &�3 . �	 ��� ��� �	
 DE6 >��Q�"�C �?,��MF �Me k�� B5�3��/� ���@��/� \3@��v  

)°´(  [MAΘ 2011] ������$� �
��/� �
�
)�� &�$�� ��� �	
2 35a b c+ + =v  

)±µ(  [MAΘ 2010] �*$�� <�F�*	 ��t ��q U�� . S�� �d�A 0�1 ��� �6
 ' �O�' 4� + �?
�F�FB ' o���� &�O �?
�F�F 0�1 ���C ��� �6

<�F�*	 �s5� + �?��' 0�1 ��b  ���sA B

B C
+v  
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)±¡(  [AHSME 1994]  c��' ["-�/� u��,$� [	��l� �*�� +9 + ���@	
 �?�$� _$��� &'(� 4)��3 ' y"-�	6��I���/� �"-�/� �51 �	 .

 y"-�/� �	 �� _�$� �A�-� �d�vw�d W�i� �Me �@��1 mM
b y
��1 yC  
)±¢(  [AMC12A 2003]  �	 �A�M	 ��$� 2'�O ;�F�F �Me �@��1 mMC5

 2'�OA '5 2'�OB�t'�  2'�OC� P h�� 2��� Y��A +
��l��  2��� Y��� P' �'(� ���	�B��l� +�  ���	���A�.��  P'

 2��� Y���C��l� +� o�9(� ���	� v  
)±°(  [AIME 2010]  o�H)�� B��	��� U�O� + �������� >�$��� ��$� S�M�F

7{� ;"��� %r�)OP� %B�������� [6 >��s� �858 �	 . DE6 �	 �� +
�C-� ���� >��s(��  %_�-�F �«�6 r�=���F��	�' S5�-S . ���MF ���A

 �	 �,�6_�-�F �«�6 r�=��% 858�  r��A �58' &��- Y��� S� #$�
�85.�� >��s(� �	 �� �	 ���=� #$� �,�$�� DE6 . k�� S��$�� ��� �	

vu'���� DEj �?,��MF �Me  
)±±(  [MAΘ 2008] 858 �	 �A�M/� B5��
��� ��� m�� 2'�O od�9�	  �	

 ��$M��SACRAMENTOv  
)±²(  [MAΘ 2008]  ��(� �3@A �	 &����� ���A(0,0) [8��O�� U���/� +

 �3@,�� ��(4,4)o�3l� S�MF h��%  -����� '� y���� �� o�O' ��
���
�*"(� '� #$�(� '� . �	 o�3l� S�MF S� �Me %&�./� ��
" #$�(0,0)

 �� ��
��� [6(1,0) '�(0,1) '�( 1,0)− '�(0, 1)−.  
 �	 �,M�/� B�-��/� ��� �	(0,0) ��(4,4)vB��39 ��� �	 �A�M/�  

)±³(  [MAΘ 2008] ��� m�0�1  \�W�F10 %-�C %�p� #$� �j���	 B�A���C
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�� m6�O� E9�� S� u���� P h�� &�]T� vB�A���
�� �	  
)±�(  [MAΘ 2008]  ����/� + B�A���C o����� cA�� �d�)±³ (C �A�$	85.� 

S����:3�p� �z�� B�A���C %3�*�� �z�� B�A���C %40-W� �z�� B�A���C 
�b#$� �?��W��� �,M�/� 0�3�� ��� � v�85.�P�*1(�  

)±©(  [MAΘ 2008] �O�' ��@	 ®)9' �O�' 4� + ���@	 ��t c��'
 ��$�$� ���l� y"-�/� �	 �M�J�$� . ��	I�$� � y"-�/� &��' �,�

�C ��	�s m?,M�' m?,	 �M� �))Q/� ���@/� #$� ��$��C T������� ��$�
���@/� DE6 #$� ./� 0�3�� ��� m� _$^ h�� y"-�/� ��$� �,M�

� #$� m?,	 V@b S�,8��X �))Q/� ����@/�v  
)±´(  [MAΘ 2008] �,���5�C-� #$� �?��W�F ���A B����  ����,�A%B%  

C%D�.�(� #$� yF�M� �?,	 �� \��� . \�W��� �,M�/� 0�3�� ��� m�
v��C-(� ����,)�� #$� B��M�� DE6  

)²µ(  [MAΘ 2008] ��$M�� 2'�O B�
�F�F ���AABBCC�6 
6!

90
2! 2! 2!

=
× ×

 .�	 B�
�F���� ��� m� ��$M�� Y��� k�� �?,�C  

ABCv  
)²¡(  �	 �A�M	 �,� -���9� ���A4 -�@	' _�-�F �«�6 r�=���X  yC �	15

_�-�F �«�6 �=� .v�,�$�� DE6 -���9P �,M�/� 0�3�� ��� m�  
)²¢(  ��-�14 ;�� o-��" %B�-��" �58 >��Q�"�C ��� �� ��6E�� T�)Qn

 �����- o-��"' |�Qn� ���l \��F S���� o-��"' |�Qn� ��
�� \��F
|�Qn� �85.� \��F .vB�-����� ���- m?,Me �@��1 mMC 
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)²°(  [PACAT]  _�$� �A�-�20 S��9� m?,�C T�)Qn h�� ������ ��'�1 #$�

^�O�' ®Qn _$ ���9(� yC .vw�d W�i� �,M�/� 0�3�� ��� �	  
)²±(  [PACAT] #$� Y��� �,� ���MF ���A3 yC �	 |�Qn�6 ' r�
1�4

y��¸ . G��/� `b- �d�A �� m=,� S�;�
3�� Y��� k�� �,�$��  
B%  ;�
3�� ��,�CB �,�$�� B��O� �d� V@b �,�$�� ��� S�M� S� �
@�

 G��/�Cv�?,��MF �M�/� S��$�� ��� ��b  
)²²(  [PACAT]  ��Q$� 0�
" +F _b�,�6�A�)�� �?,�C �,)O� SA 'B .

 S� u��C ���?,�� V9 �� ����� �,)O(� &���� �,M�/� B�
�F���� ��� m�
 �)�A �
s T�����Bv  

)²³(  ��$M�� 2'�O ;�F�F �Me �@��1 mMCMAROUF S�M� P S� u��C
 S�b���M 'Fv��-'���	  

)²�(  2�s' 0�1 ��� m�4 ����� �*3�� 4@� h�� -�C�1 + m¹�?	�' &�*1�
vJF���' >�	�  

)²©(  [PACAT]  �
��/� �
�
)�� ����(� ��� m�n �� ��IF k��
6000000 �?
F��	' [6 ����(�3,4,4,5,6,6,7v  

)²´( [AMC122007]S� &�@�  �
�
)�� ����(� �	 ����ZoI�¸  P cA�� �d�
858 Y� �	 ��� �	 �.�� Y��� ��C���	 �
��	 ����� . B����a� ��� m�

 ���I��oI��/�  �	{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12})�?�b ��  ����a�
����l�(v 

)³µ(  \�W�F �5� ��-�9��C-(� JF�9� #$� U�$O \3s . ��� J,Me �@��1 mMC
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v�s(� #$� ��3s �O�' �� [3�� S� u��C w�d    
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��	9�� ��"@  

)¡( ,� �	 S�M�F ���I� ����Z ���MF �Me �*$�� �@��1 mMC �.��b ���)
 �6���,� ��� ����Z �	5v  

���  

�6 ���),� �	 �A�M/� ���I�� B����a� ���5!
(5,2) 10

2! 3!
C = =

×
.  

858 �	 �A�M/� ���I�� B����a� ���� �6 ���,�5!
(5,3) 10

2! 3!
C = =

×
.  

�C-� �	 �A�M/� ���I�� B����a� ���� �6 ���,�5!
(5, 4) 5

4 ! 1!
C = =

×
.  

�t �	 �A�M/� ���I�� B����a� ���� �6 ���,�5!
(5,5) 1

5! 0!
C = =

×
.  

�6 �.��b ���),� �	 �A�M/� ���I�� B����a� ��� %Sd�  
10 10 5 1 26+ + + =.  

�t �	 �A�M	 ����Z �	 ���I�� B����a� ��� ��^� �Me '�� �,� ��1' ��
 ����� #$� �)
,� �O�' �),� �	 �A�M/�' ����l� ���I�� B����a� ���

�6' ��$3/�52 5 1 26− − =.  

)¢(  ��$M�� 2'�O ;�F��C �?�$� &�)�� �Me k�� B��$M�� ��� ��
PENCILS u��C:  

) �(   2��� \@� S�E 2��� ��CI.  
�yC S�b�O ��,6 S�M   )ب ( S�E 'I.  
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���  

) �(   2��� S� NOPE��$M�� 2'�O &'� S�M� S� �Me P . S�M� �Ej'
������� BP��� �,���: 

�'(� ����� :E.  ����� DE6 +I �Me' &'(� 2��� S�M� S� ;^

 ye #$� ��s�
�� 2'�O ���l� ;�F�FE Y'��� 0�3�� �	 ���C5!.  
��A�.�� ����� :E.  2�
$� S�-��9 ��,6I)g�.�� '� &'(� 2��� (

 Y'��� 0�3�� �	 ���C �?
�F�F �Me ��s�
�� ���l� 2'���'5!.  ��� %Sd�
 �6 ����� DE6 0�12 5!×.  

�.��.�� ����� :E. 858 �����  2��� \��� B�-��9I �
sE.  �Ej'

 �6 ����� DE6 0�1 ���3 5!×.  
��C���� ����� :E.�C-� �����  2�
$� B�-��9I 0�1 ��� f �	'

 �6 ����� DE64 5!×.  
��	�l� ����� :E. �t �����  2�
$� B�-��9I 0�1 ��� S�M�'

 �6 ����� DE65 5!×.  
�"����� ����� :E.  ����� 2'��� \�] ����� DE6 +) f �	'I (

 2��� �
sE Y'��� 0�3�� �	 ���C �?
�F�F �Me'6! 6 5!= ×.  ��� Sd�
�6 0�3��  

(1 2 3 4 5 6) 5! 21 120 2520+ + + + + × = × =.  
3C ����/� DE6 �O �Me JA� NOP7���� �
,�� #$� �?"� �@�� : 0�1 ��� ;�F�F

 �	 �A�M	 ��$� 2'�O72'�O �*$��  �67 !.  DE6 �	 ��$� �� +
 2��� S�M� S� �	� B��$M��E 2��� �
sI 2��� '�I 2��� �
sE.  Y�
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 2��� S�I 2��� �
s S�M�E ��$3/� ����� S�M�' B��$M�� DE6 4)A +

 �67!
2520

2
=.  

) �(   S� �	� ����� DE6 + \@�I �
sE S� '� S�b�O ��?,�C' \@�E �
sI

S�b�O ��?,�C' . k�� ����� 0�1 ��� �i S� S{� [*M�' �,6 S�-��9 �,��$b �EX'
 �?�b \@�I �
sES�b�O ��?,�C' . S�b w�d �@
�� [M�2���E S� �Me P

h��.�� '� g�.�� '� &'(� 2��� S�M� . '� _	�l� '� \C���� 2��� �?b �Ej'
 S�M�' \C���� '� ������I '� g�.�� '� &'(� 2��� �6 ��� \C���� '� h��.��

D�A�� <��	 �6  
I E  %I E  %I E  %I E.  

 Y'��� ���C ��s�
�� ���l� 2'��� ;�F�F �Me BP��� DE6 �	 �� +5!. 
Y'��� 0�3�� ��� %Sd�4 5! 4 5! 8 120 960!× + × = × =.  

)°(  2'��� �	 �?,��MF �Me k�� B��$M�� ��� m�ABCDEFG h��
 2'��� S�MFA%B%Cvo-'���	  

���  

 2'��� ;�F�F �MeA%B%C Y'��� 0�3�� �	 ���C o-'���	 S�MF h��
3!. S{�%  -�
���CABC ��� ��^� w�d ��C ��$3/� S�M� T��O�' T�b�O

2'�O ��t B�
�F�FABC D E F G . Y'��� ����� �E6'5!.  Sd�

 �6 �C�$3/� B�
�F��$� [$M�� �����3! 5! 6 120 720× = × =.  

)±(  ����,.�� B��$M�� ��� m�) �?
F��	0 '�1 ( &�3�� �	10 �Me k��
 h�� �?,��MF\
" S�MF  �?
F��	 �	F Y'��1v  
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���  

 �?
F��	 �	 Y� �b��� T�	�� ��$M�� ��
�FF Y'��1.  ��^� �6 �,6 ��$3/� S� Y�
 -���9� 0�1 ���7 �	 �A�M	 ����Z �	 ���,�10���,� . ��� S�M� �Ej'

Y'��� 0�3��10!
(10,7) 120

7! 3!
C = =

×
.  

)²( �C-� �	 �,� ���MF ���A�  yC �	 |�Qn�6 ' _�-�F �«�6 r�=��7

�51 .u��C w�d W�i� �Me �@��1 mMC  ;��1 #$� �,�$�� Y��� S�
v�s(� #$� �O�'  

���  

�C-� �	 �,� -���9� 0�1 ����  yC �	 |�Qn�13 Y'��� T�)Qn(13,4)C. 
 Y'��� V@b _�-���� �«�6 r�=�� �	 �,�$�� -���9� 0�1 ���(6,4)C.  %Sd�

�6 �s(� #$� �O�' ;��1 #$� Y��� �,� -���9� 0�1 ���  
13! 6!

(13,4) (6,4) 715 15 700
4! 9! 4! 2!

C C− = − = − =
× ×

.  

)³( �C-� �	 �,� ���MF ���A�  yC �	 |�Qn�6 ' _�-�F �«�6 r�=��7

�51 .C �p� ;��3�� S�M� P S� u��C w�d W�i� �Me �@��1 mM
v�,�$�� + T��	 4"�� _�-���� �«�6 �=�'  

���  

,�$�� + 4"�� _�-���� �«�6 �=�' �p� ;��3�� S�� �d� 0�1 ��� S�b T��	 �
��9{� y)Q��� -���9� �6 �(11,2)C.  + �,�$�� r�=�� -���9� 0�1 ��� %Sd�

�6 ����� DE6(13,4) (11,2) 715 55 660C C− = − =.  
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)�(  ��$M�� 2'�O ;�F�F �	 �?,��MF �Me k�� �*$�Q/� B��$M�� ��� ��
ABCDE'�� Y��� P k��T�  y3�,�� �	AB 'CD.  

���  

 ��$M�� 2'�O B�
�F�F ���ABCDE �65!.  ����Z S� S{� G�*,�
 V�,�� Y��� k�� B�
�F����AB[6Y V�,�� Y��� k�� B�
�F���� ����Z S�'

CD[6Z. �� Y��� P k�� B��$M�� ��� %Sd�T�  y3�,�� �	AB 'CD�6
5! Y Z− ∪.  ��
	 �� T���,�"� �M�' r�)s��' y�=����,���  

Y Z Y Z Y Z∪ = + − ∩  
 B��$� ���Y�C-� �	 �A�M	 ��$� B�
�F�F ��� �6�  2'�O) S� -�
��� #$�

AB�O�' 2�O ( Y'��� ����� �E6'4!.  B��$� ��� %�./�C'Z �64!. 
 ���'B��$�Y Z∩ �63!) S� -�
��� #$�AB2�O �O�'  'CD2�O 
�O�'  �6 h��.�� 2���'E (�6 ��$3/� ����� %Sd�  

5! 4! 4 ! 3! 120 24 24 6 78− − + = − − + =.  

)©(  _�$� �Me �@��1 mMC5 ' y"�,?	5 r�
1� o�����	 o���	 &�O
v`�
�� ��?=�C -��� S�"�,?	 _$^ P S� u��C  

���  

 Y'��� o���/� &�O r�
1(� _�$� 0�1 ���4!.  Y� _$^ S� �Me %S{�
y
�
1 Y� yC ��,?	 .�t ���� Y�� �C-� %&'(� ��,?�$� B�-��9�  B�-��9
858 %g�.�� ��,?�$��  -��9' \C���� ��,?�$� S�-��9 %h��.�� ��,?�$� B�-��9

_	�l� ��,?�$� �O�' . �6 y"�,?/� _�$� 0�1 ��� %Sd�5!.  ��� S�M�'
�6 ��$3/� V�,��C |�Qn� o����� _�$� 0�1  
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@ @ÖïÐaínÜaì@Þî†bjnÜa@ @XU@ @

  

4! 5! 24 120 2880× = × =.  

)´(  _�$� �Me �@��1 mMC5 ' y"�,?	8 h�� ���@/� �	 4� + r�
1�
v`�
�� ��?=�C ;A�� S�"�,?	 _$^ P  

���  

 _�$��C >�@A8 Y'��� 0�3�� �	 ���C �O�' 4� + TP'� r�
1�8!.  %S{�
 Y'��� &'(� ��,?/� _�$� 0�1 ���9) �9(� '� &'(� ��@/� + _$^ S� �	�

y
�
1 Y� yC '� .( #@
�� �E�'8 %g�.�� ��,?�$� B�-��97 ��,?�$� B�-��9
 %h��.��6 %\C���� ��,?�$� B�-��95_	�l� ��,?�$� B�-��9 . 0�1 ��� %Sd�

 �6 ��$3/� u����C y"�,?/�' r�
1(� _�$�8! 9 8 7 6 5× × × × ×.  

)¡µ(  �	 ��'��� �$O�	 &�)b �O� S�M��10 ' B�,C10�P'� . B��-�
 �53�� _�$� ��$�/� B�
��3��' P h�� �O�' 4� + ���@	 #$�

��-'���	 ����@	 + S��,C '� S���' _$^ . �*$�Q/� 0�3�� ��� m�
vw�d W�i�  

���  

c,C J�$� _$^ S� '� ��' J�$� _$^ S� �	� %&'(� ��@�$� S�-��9 ���� .�M�  
 �53�� _�$� �Me ��-��l� ��E6 �	 B�
��3��'Y'��� 0�3�� �	 ���C  

10! 10!×.  �6 ��$3/� 0�3�� ��� %Sd�22(10!).  

)¡¡( �F �Me �@��1 mMCF ;�3�C-�' B�����- ;��� �t' r����� ;��� 
 ����/� ;�� S�MF S� u��C �
�M	 2�b- �O� #$� r��I�b ;��

`�
�� �?=�C ;A�� �O����.  
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���  

 ;�F�F 0�13 �6 B�����- ;��3!.  
 ;�F�F 0�14 �6 r����� ;��4!.  
 ;�F�F 0�15 �6 r��I�b ;��5!.  

 ��  ��! %T�=��3!�85.�� \����/� ;�F��� �@��1 .�6 [$M�� 0�3�� ��� %Sd�  
3! 3! 4! 5!× × ×.  

)¡¢(  _$^ S� �Me �@��1 mMC6 &�O |�Qn� P S� u��C o�����	 o���	
vI�I����
� ;A�� �p� _$^  

���  

 _�$� 0�1 ���6 Y'��� o�����	 o���	 &�O |�Qn�5! . _$� �d� %S{�
D-��� #$� '� I�I����
� ye #$� �p� S�M� S� �	�b I�I����
� ;A�� �p� . �E�'

 �����,6 S�-��9 .��-'���	 ��$� I�I����
�' �p� S� G�*A . -�
��� �Me %Sd�
����� |�Qn�% �t�  Y'��� 0�3�� �	 ���C m?��$� �Me' |�Qn�4!.  

�6 ��$3/� 0�3�� ��� %Sd�5! 2 4! 120 48 72− × = − =.  

)¡°(  ��C���� �M$�/� + B�-����� B�O�� >�s-� S�M�F858 �	 ��������� 
>�s-� ��C-�C ���
�	 ��I�$iP� �H$�� 2'�O �	 od�9�	 2'�O . ��� �	

 �	 Y�' 2'��� �	 Y� -��M�C <��F P k�� B�-����� B�O��
v>�s-(�  

���  

 ����� �	 B5��
��� ��� ��^� [6 �,6 ����/�3����Z �	 od�9�	  
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@ @ÖïÐaínÜaì@Þî†bjnÜa@ @XW@ @

  

 �6���,� ���26 ����� �	 B5��
��� ���'4��� ����Z �	 od�9�	  
�6���,�10 . �} S������ S�E6(26,3)P '(10,4)P.�6 B�O�$�� ��� %Sd�  

26! 10!
(26, 3) (10,4) 78624000

23! 6!
P P× = × =.  

)¡±(  ��?,	 �� \��F y��'�1 #$� ��$�� �'��-� �51 o��� �	 ����Z
�51 ���l%  <��� �M�' �M��� �$�3��	 ��A�.��' ������ �}��O�

�?�5�� �	 �O�' \$� #$� ��$��C V@b.  
) �(  v�53�� _�$��� �,M�/� 0�3�� ��� m�  
) �(   ��$�� ��?,	 �� ��-�' ����a� ��� �	 ��"' ��" S�� �d�

'�1 #$�v����� DE6 + 0�3�� ��� S�M� mMb �*$�� ��  

���  

) �(   �	 �A�M	 ����Z -���9� 0�1 ���5��� �	 �A�M	 ����Z �	 �51o 
 U�O� #$� m?��$�' �51y��'�3��  Y'���(10,5)C . _�$� �Me %S{�

 Y'��� 0�3�� �	 ���C o���� #$� �51 ��t4! ���l� _�$� �Me'
 Y'��� 0�3�� �	 ���C �$�3��	 o���	 �	 �O�' \$� #$� ���9{�5! . %Sd�

�6 m?��$� 0�1 ���  
10!

(10,5) 4! 5! 4 ! 5! 725760
5! 5!

C × × = × × =
×

.  

) �(   y�@��3C ��"' ��" -���9� �Me ����� DE6 +��$���  y��'�1 #$�
�C-� -���9� f �	' y�*$���  �	 ���C y��'�3�� U�O� #$� m?��$��� �51

 Y'��� 0�3��(8,4)C. �6 [$M�� ����� S�M� �Ej'  
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2 8!
2 (8, 4) 4! 5! 4! 5! 403200

4! 4 !
C

×
× × × = × × =

×
.  

)¡²(  �p����
� ����� U��8�C-� %r�,C��  o���	 m?���' B�,C \C-�' �P'�
|�Qn� ��A��.� \��F o�����	 . &�O r�,C(� _�$� �Me �@��1 mMC

 P h�� o���/�-'���� v S���'  

���  

 Y'��� 0�3�� �	 ���C o���/� &�O TP'� B�,
�� _�$��C >�@A3! . w�d ��C
 ����4!B�,
�� yC �P'(� _�$��� 0�3�� �	 . r�,C(� _�$� 0�1 ��� %Sd�

�6 ��A��.��3! 4! 144× =.  

)¡³( ������$� �
����� �� �
�
)�� &�$�� ��� m�  

1 2 3 4 11x x x x+ + + =v  

���  

858 \��C�  ' B��H�/� �)*� �1�n�11 ����� ��.��� ��i11 �1�n(� DE6 yC

Y'����
��������
�
)�P�$�����A��i14!
(14,11) 364

11! 3!
C = =

×
.  

)¡�( ������$� �
�
)�� &�$�� ��� m�  

1 2 3 4 5 100x x x x x+ + + + =  h�O:  
) �(  1 10x ≥  '  0ix ≥ �M�2,3, 4,5i =. 
) �(  1 80x ≤  '  0ix ≥ �M�2,3,4,5i =. 
)  (  110 80x≤ ≤  '  0ix ≥  �M�2,3,4,5i =.  

o b e i k a n d l . c o m
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���  

) �(   \��C1 1 10y x= − �� �
�
)�� &�$�� ��� ��^� ��$3/� S�M�
������$� �
�����1 2 3 4 5 100 10 90y x x x x+ + + + = − =.  

Y'��� ����� �E6'94!
(94, 4) 3049501

4! 90!
C = =

×
.  

) �(  7���� �
,�� #$� DE6 &�$�� ��� ���O �Me: 
������$� �
����� �� �
�
)�� &�$�� ��� TP'� ;�!  

1 2 3 4 5 100x x x x x+ + + + =  
 �6 ����� �E6 S� ��,b(104,4)C.������$� �
�
)�� &�$�� ��� �i %S{�

1 2 3 4 5 100x x x x x+ + + + = h�O1 81x ≥ '0ix ≥�M�
2,3,4,5i =. \��C1 1 81y x= − �
�
)�� &�$�� ��� �6 ��$3/� S�M�

������$� �
����� ��  

1 2 3 4 5 100 81 19y x x x x+ + + + = − =  
 Y'��� ����� �E6'(23,4)C.  

������$� �
�
)�� &�$�� ��� %S{�1 2 3 4 5 100x x x x x+ + + + =  h�O

1 80x ≤  '0ix ≥  �M�2,3,4,5i =  �6  

(104,4) (23,4) 27588756 53130 27536626C C− = − =  
)  (   S� S{� G�*,�A h�O &�$�� ��� �61 10x ≥ S�'B &�$�� ��� �6

 h�O1 81x ≥. ����� �6 ��$3/� &�$�� ��� %E��,�  

(94,4) (23,4) 3049501 53130 2996371A B C C− = − = − =  
)¡©(  \�W�F S�3$" ��-�100 U�$O �
O#$�  ��q' �p� ���l� JF�9�

o b e i k a n d l . c o m



YP@ @pbjïØ�Üa@ @

 �.�(� #$� �p� E9�� h�� r�*�6' o-�A' ���"'55 ��q E9��' �
O
 �.�(� #$�65�
O .d W�i� �Me �@��1 mMCvw�  

���  

[6 r�*�6' o-�A' ���"' ��q' �p� ®)O S� G�*,�1x%2x%3x%4x%5x #$�
7����� . �����/� &�$O ��� ��^� �6 ��$3/� %Sd�

1 2 3 4 5 100x x x x x+ + + + = h�O1 55x ≤ '2 65x ≤ '0ix ≥%
3,4,5i =. S� G�*,�D������$� �
����� �� &�$�� ����Z [6 . %E��,�
(104,4)D C=.  S� S{� G�*,�A 'B�����Z �}  h�O &�$��

1 56x ≥ '2 66x ≥ S�' 7����� #$�C�C�$3/� &�$�� ����Z [6 . S� ��
A B φ∩ =S� ��,b  

(104,4) (48,4) (38,4)C D A B C C C= − − = − −.  

)¡´(  �
�
)�� ����(� ��� m�N ��� ���
� �?�C��� �Me k��10

 ����(� ����Z �	 od�9�	 �����{3,5,7,11}v  

���  

 S� G�*,�1C%2C%3C%4C ����(� [63%5%7%11 ���O + 7����� #$�
��=�� . \�W�F 0�1 ��� �6 ��$3/� %E��,�10 u�¦� \C-�º�� �j���	 r��n�

�*$�� . Y'��� ����� �E613!
(13, 3) 286

3! 10!
C = =

×
.  

)¢µ( [Aust.MC 1983]  �	 ��s�	 ����	 c" �	 S�M	 B�����- -�
�9�
1 ��6.  [6 ����	 Y� �O �,� �?�$� &�)�� �Me k�� B��-���0

 '�1 '�2 '�3B��-� . ��$� ��-� #$� �)O' -�
�9P� �� �p� >�@F
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@ @ÖïÐaínÜaì@Þî†bjnÜa@ @YQ@ @

  

 Y'��F15 .v��-��� DE6 #$� &�)
$� �,M�/� 0�3�� ��� �	  

���  

�� S� G�*,� [6 ����� �$«"ª� �?�$� &�)�� �Me k�� B��-�1x%  

2x%3x%4x %5x%6x7����� #$� .��� ��^� �6 ��$3/� %Sd�  
P�$��������$� �
�
)�1 2 3 4 5 6 15x x x x x x+ + + + + = h�O

0 3ix≤ ≤ �M�1, ,6i = ….  S�MF k�� �$«"(� ���� �,M�/� BP��� �-�A

 �?��-�3 . #$� �p� ���� �d� w�d �@
�� S� �Me3 '�4 '�5 ��-� �$«"�
 �?,	 ��3.  

�'(� ����� : �6 �$«"(� DE6 ���3 . #$� �p� �)� ����� DE6 +9 B��-�
858 #$� J�C����  �?,	 �� ��-� �$«"�385.$� B��-� c" #@
��'�  �$«"�

��s�
��.  ���a� S�M� [M�'1585.�� �	 �� ��-� S�MF S� ;��b�  �$«"�
 [6 ��@
�/�2o�O�' �@��3C �6-���9� m�� DE6' .6 + 0�3�� ��� %Sd� ����� DE

�6  
6!

(6,3) 20
3! 3!

C = =
×

.  

��A�.�� ����� :��� DE6  �6 �$«"(�4 . #$� �p� �)� ����� DE6 +12 ��-�
�C-� #$� J�C����  �?,	 �� ��-� �$«"�3 #@
�'3���9{� y��»�$� B��-� .

 [6 �$«"(� �O� ��-� Y�1 [6 �9{� ��-�'2 . ����6 &�»�$� B�-��9
 J��-� YE��1�t f �	'�  J��-� YE�� &�»�$� B�-��92 . ��� S�M� �Ej'

 �6 ����� DE6 0�16 5 30× =.  
�.��.�� ����� : �6 �$«"(� DE6 ���5 .#$� �p� �)� ����� DE6 +15  ��-�
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�*� [6 [@
�/� &�»��� ��-� S�MF' .�6 ����� DE6 0�1 ���
6!

(6,5) 6
5! 1!

C = =
×

. �6 [$M�� 0�3�� ��� %Sd�20 30 6 56+ + =.  

)¢¡(  ��,�� �	 �M
n D�A�� y
/� �M���8 8×.  
) �(   �	 B�-��/� ��� m�A ��B �3@,��C �� k��C h�O

�j ����/� B��3l� vV@b #$�(� ��' y���� ��  
) �(   P k�� B�-��/� DE6 ��� m�S�M�  -��/�CDrI�T� ?,	�v 

  
���  

) �(   �3@,��C T�-'�	 �M
��� #$� -��/�C&'(� ���I� �� m�@�"%  �3@,�� �	
A �3@,�� ��C%  �	 �M
n Y��� ��,5 4× �3@,�� �	 g�.��'C �3@,�� ��B

 ��,�� �	 �M
n �6'3 4×.  Y'��� &'(� rI�$� �,M�/� B�-��/� ��� 7����C'

                
                
                
                
                
                
                
                
 

 

 B

CD

A

o b e i k a n d l . c o m



@ @ÖïÐaínÜaì@Þî†bjnÜa@ @YS@ @

  

9!
126

4! 5!
=

×
 g�.$� B�-��/� ���'7!

35
3! 4 !

=
×

. ��=�� ��
	 �	 7����C'

�	 B�-��/� ��� S� �iA��B + �� k��'CY'���35 126 4410× =. 
) �(   ���O �?"(� �	 ��� -��/� S�M�" k�� B�-��/�DCrI�T�  �?,	

 Y'��� �6���'6! 7 !
630

2! 4! 3! 4!
× =

× ×
 . ��� �	 ����� �E6 ��3C

��$3/� #$� �)! [$M�� B�-��/�  �6'
16!

630 15015 630 14385
8! 8!

− = − =
×

. 

)¢¢( [Aust.MC 1991] �
�
)�� ����(� ��� m�ABC����� yC��100 '
999 h�OA B C> > v  

���  

 S� ��O5� �M�' ����(� ���C ����/� DE6 �O �Me0A =/ '0B =/ S�'
y������� y����� �-�A �EX' �*$�� ;F��/�:  

) �(   �
F�/�0C =:  -���9� �Me ����� DE6 +A 'B ����a� �	

{1,2, ,9}… Y'��� 0�3�� �	 ���C9!
(9,2) 36

2! 7 !
C = =

×
 �?
�F�F f �	'

o��O' �@��3C. 
) �(  0C =/:  -��� ����� DE6 +A 'B 'C ����a� �	{1,2, ,9}… ���C

 Y'��� 0�3�� �	9!
(9,3) 84

3!! 6!
C = =

×
 o��O' �@��3C �?
�F�F' . ��� %Sd�

 �6 �C�$3/� ����(�36 84 120+ =.  

)¢°( [Aust.MC 1991]  �	 �H�� k�� �
��/� �
�
)�� ����(� ��� m�

o b e i k a n d l . c o m



YT@ @pbjïØ�Üa@ @

1000 h��� Y'��� �?
F��	 ���Z S�M6v  

���  

 o-�)�� #$� [6 �C�$3/� ����(�abc h�O6a b c+ + = '
0 , , 9a b c≤ ≤ . �1�n(�' >��,�� ����F���"� >��Q�"�C ����(� DE6 ���

 �68!
(8,2) 28

2! 6!
C = =

×
.  

)¢±( [Aust.MC 1987] �	 �A�M/� �
��/� �
�
)�� ����(� ��� m�4

 Y'��� ;F��/� ���Z S�M� h�� �*$�� ���*� �� ;F��	12v  

���  

 Y'��� ;F��/� DE6 �O� S� NOP1 �6 J�$� �)! ���Z �H�� S�M� P�'
2 3 4 5 14 12+ + + = >. %T�=�� Y'��� ;F��/� DE6 �O�2 S�M� P�'
 �6 J�$� �)! ���Z �H��1 3 4 5 13 12+ + + = >. �6 ��$3/� %S{�

 y*$�� ����� ��^�a 'b h�O9a b+ = . �} S���O��� S5��{4,5} '
{3,6} .�����Z S�MF �Ej'  �} ;F��/�{1,2,3,6} '�{1,2,4,5} . �Me'

���C ��?,	 �� ;�F�F Y'��� 0�3�� �	4! 24= . �6 ����(� ��� %Sd�
24 24 48+ =.  

)¢²( [Aust.MC 1985]858 -���9� �Me �@��1 mMC�  �
��	 �
�
� �����
 �*$��x 'y 'z h�O1 30x y z≤ =/ =/ ≤ ���Z S�M� h��

 ���$� T�*��=	 ����(� DE63vm?	 �� ;�F����' 

o b e i k a n d l . c o m



@ @ÖïÐaínÜaì@Þî†bjnÜa@ @YU@ @

  

���  

 �	 ����a� ����� ��I� �Me1 ��30 �� Y��� �$)*,	 B����Z �58 ��
 #$� �?,	10[6 �����  

{3 : 1 10}

{3 1 : 0 9}

{3 2 : 0 9}

A k k

B k k

C k k

= ≤ ≤

= + ≤ ≤

= + ≤ ≤

  

 ���$� T�*��=	 ����(� ���Z S�M� [M� %S{�3 ����(� DE6 S�MF S� �M��b
�5.�� B����a� �	 �� �	 T��O�' T���� -��� S� '� o�O�' ����Z + T���] .

 �6 �'(� ����� 0�1 ���3 (10,3)C �6 ��A�.�� ����� 0�1 ���'
310 10 10 10× × =.�6 T���] 0�3�� ��� %Sd�  

3 10!
3 (10,3) 1000 1000 360 1000 1360

3! 7 !
C

×
+ = + = + =

×
.  

)¢³(  ��$M�� 2'�O �	 �?,��MF �Me k�� �*$�Q/� B��$M�� ��� m�
ASCENDENCEv  

���  

 B5��
��� ���)�*$�Q/� B��$M�� (��� �	 �A�M	 ����ao 858 h�O ���,�� 
 [6 �6���,� �	E �} S��),�'N �} S��),�'C�6 �*$�� ���,��� [s�C'  

10!
151200

3! 2! 2! 1! 1! 1!
=

× × × × ×
.  

)¢�( )AHSME 1993( S�MF h�� �?,��MF �Me k�� B�.$./� ��� m�
 �M
n u�@A �	 �?"'�- u�@A ��,�� �	4 4×v  

o b e i k a n d l . c o m



YV@ @pbjïØ�Üa@ @

���  

 [6 h$./� �'�- ���3 . S�MF h�� �?,��MF �Me k�� B�.$./� ��� �E$b
 �	 o-��� �?"'�-16 �6 �3@A(16,3)C . B����a� ��� ����� �E6 �	 ��3,"

[6 o�O�' �	�@�"� #$� u�@A �58 �	 �A�M/� ���I��:  
) �(   ����4 ' ��@b� B���@��	4?,	 �� S��3s' ��"�- B���@��	� S�M	 �

u�@A \C-� �	 . �6 �,6 ���I�� B����a� ���10 (4,3)C. 
) �(   �	 �A�M/� B���@��/�3 [6 u�@A4 �M��� + �,�
/� [6'D�A�� 

 

  
�6 B�.$./� ���b �E�'(16,3) 10 (4,3) 4 560 40 4 516C C− − = − − =.  

)¢©( [TFAOC] �	 �H�� k�� �
��/� �
�
)�� ����(� ��� m�500 k��'
y
�M	 ������ �?�C��� �Me y$	��v  

���  

 S� NOP31 1=%32 8=%33 27=%34 64=%35 125=%36 216=%
37 343=%38 512=.�H�� k�� B�
�M/� ���b �E�'  

 �	500 Y'���7 . Y� ���Z S� �i ;������C'�DE6 �	 y*$�� y,8  
 �	 �H��F�
�M/�500 ��� �	3 36 7 559+ = .�
�
)�� ����(� ��� %Sd�  

  �	 �H�(�500y*$�� y
�M	 ������ �?�C��� �Me k��  

   

   

   

 

o b e i k a n d l . c o m



@ @ÖïÐaínÜaì@Þî†bjnÜa@ @YW@ @

  

Y'���7 !
(7,2) 1 1 20

2! 5!
C − = − =

×
.  

 T�=�� ���� %�M�'6 �	 �H�� �����500 y�'���	 y
�M	 ������ �C��M	
 [63 3a a+ h�O1,2,3,4,5,6a = .�6 [$M�� ����� %Sd�20 6 26+ =.  

)¢´( [AIME 2005]  �p� w$�e4 ' S�$�� ��
6d �j���	 ���@A \3s4 \3s
�@AS�$�� ��=b �j���	 �� .¶A�� �O�  o-�� \3@�� DE6 �	 ��

�C��� �9{� ;A���' . o�O�' \3@�� DE6 \��� �*$�Q/� 0�3�� ��� �	
 P h�� U�9(� 0�by��3s �F-�� ��5�Fv  

���  

 + u���� �@
�� h�� U�9(� 0�b o�O�' \3@�� |- �M��b S�$�� �,$6�� �d�
y������� y�����  
�'(� ����� :g��.�� -�� \�] �*"(� �� �?��	 \3s . ����� DE6 W�i� �Me'

V@b o�O�' �@��3C.  
����A�.�� ��� :g��.�� \3@�� U�O� )#$*��� ��3@�� ( \3@�� ��@C' #$�ª� �¹-��

T�=�� #$�ª� �6-�� �?s�b U�9(� . �6��� 0�3C w�d W�i� �Me8 . %S{�
 -���9� �Me4 \3@�� �	 \3s��
6E�� \3@�� S�M�� g��.��  0�3�� �	 ���C

 Y'���(8,4)C .�6 ��$3/� u���� ��@
�� ���@,�� \3@�� |- 0�1 ��� %Sd�
9 8!

9 (8,4) 630
4! 4 !

C
×

× = =
×

.  

o b e i k a n d l . c o m



YX@ @pbjïØ�Üa@ @

)°µ( [AIME 1990]  �,@$�8 �M�F h�� V��O #$� �9�*,	 B�A���C3

 �	 S�M�� g�.��' &'(� ������ �	 �� %o����3 ������' B�A���C
yA���C �	 S�M�� h��.�� . ;�F���� ��
F�C B�A���
�� _�*,F ��$3/�

7����:  
) �(  JF�A���C �O� _�*,F ���/� ������ TP'� -���.  
) �(  ������ �*"� + \s���� S���
�� _�*,�C >�@A.  

vB�A���
�� \�] _�*,�� �,M�/� 0�3�� ��� m�  

���  

 �	 S�M�F �,M�/� 0�3�� ������ �E6 �*"� \s���� S���
�� _�*,F f ���� -���9�
g�¥ w�d -��MF' B��	 . S� G�*,�A%B%C %g�.�� %&'(� o���(� -���9� �.�
7����� #$� h��.�� . ��$M� �,M�/� B�
�F���� ��� ��^�C �6W�i� m�� S{� ����/�
AAABBBCC. Y'��� ����� �E6'  

8! 8 7 6 5 4
560

3! 3! 2! 3 2 2

× × × ×
= =

× × × ×
.  

)°¡( [AIME 2004]  ;F��	 \C-� �	 S�M/� ����� S� &�@AABCD ���
 S�� �d� #�b(� J�
nA B< 'B C> 'C D< .T5.	%  �	 ��

 �������1324 '1423�b(� J�
n# .��� m�(� J�
nT�A�M	 #�bT�  �	
v ;F��	 \C-�  

���  

���*� �� ����� ;F��	 \�] S� TP'� G�*,� . -���9� \�3��A ����� DE6 +4

 �	 ;F��	9 Y'��� 0�3�� �	 ���C ;F��	(9,4)C . ����(� DE6 �	 �M�

o b e i k a n d l . c o m



@ @ÖïÐaínÜaì@Þî†bjnÜa@ @YY@ @

  

 ����6 y�
F�	 -���9P 0�1\C-(� ;F��/� �	 .[6 B�-��l� DE6  
AB%AC%AD%BC%BD%CD.  

 S� �,���b� �d�'A B C D< < < ;F��/� DEX¼A S� \�3��A �,A�b½M¾�T5� �  �	
[6 ����(� DE6' #�b(� J�
n ��� #$� &�)
$� o�O�' �@��3C y�
F�/�:  

:AB ACBD   %:AC ADBC   %:AD ACBD%  
:BC BCAD   %:BD BDAC   %:CD CDAB.  

DE6 + �*$�Q/� ����(� ��� S� U�,b y�'���	 ����� ���' ��O5�'  
 ������65 . �6 �'(� ����� + #�b(� �?�
n ����(� ��� %Sd�

5 9!
5 (9,4) 630

4! 5!
C

×
= =

×
.  

 �
F�/� [6 ����� ;F��	 U�O� S� S{� G�*A0 . -���9� \�3��A ����� DE6 +
 Y'��� 0�3�� �	 ���C U�9(� �5.�� ;F��/�(9,3)C . ;F��	 S� G�*,�

 [6 �����0 B C D< < < .����� ��MA f y�
F�	 -���9�C S{� >�@A . NOP
 �
F�	 S�2P{� T��*� Y'��F S� �Me P ���$� .858 �,��� #@
�� %Sd��  [6 �����
0BC D%0BD C%0CD B.  ����� DE6 + #�b(� �?�
n ����(� ��� S�M�'

�63 9!
3 (9,3) 252

3! 6!
C

×
= =

×
.  

Y'��� #�b(� �?�
n ����(� ��� %Sd�  
630 252 882+ =.  

)°¢( [AIME 1989] ���� V�q #$� u�@A ��� �,��'o . B��$=/� ��� m�
v�'��� u�@,�� DE6 \�] '� `�C >��Q�"�C �?,��MF �Me k�� �*$�Q/�  

o b e i k a n d l . c o m



QPP@ @pbjïØ�Üa@ @

���  

 �	 �A�M	 ����Z Y�3T��O�' T��$=	 ��� �.��b u�@A . ��� ��^� ��$3/� �E�'
 �6���,� ��� k�� ���I�� B����a�3 �6���,� ��� ����Z �	 �.��b10 . �E6

 �6���,� ��� ����Z �	 ���I�� B����a� \�] ��� �6 �����10 J,	 T�O'�3	
 �6���,� ��� k�� ���I�� B����a� ���0 '�1 '�2.�6 B��$=/� ��� %Sd�  

102 (10,0) (10,1) (10,2) 968C C C− − − =.  

)°°( [TFAOC]  �-W �-�I	 ��-�15 �9�� �O�' 4� + -�6I�� �	 �$�n
J�·	 �@��O .10_�l�' Y-�� �-' B5���� DE6 �	  ��s�
�� B5�n

�*A�s . �	 S��$�n S�MF P S� u��C w�d W�i� J,Me �@��1 mMC
vyF-'���	 �*A�@��  

 ���  

 >��Q�"�C w�d' ����/� DE6 �� �1�n(�' >��,�� >��Q�"� �Me5 �1�n�
 y3��n �� yC Y-�� �-' �$�n ��HC �-�I/� >�@� w�d ��C' �*A�@�� B5���

 ��  ��� �Ej' -'����� >�� ��=��4 J��� #@
��' Y-��� �-��� �	 B5�n6

>��,C �?$.e Y-��� �-��� �	 B5�n . -���9� 0�1 ��� �6 0�3�� ��� %S{�6

 yC �	 \s��	6 5 11+ =T��s�	 .�6 ����� �E611!
(11,6) 462

6! 5!
C = =

×
.  

)°±( [TFAOC]  #$� Y��� r��'10 U�$O �	 B�
OMM '5 �	 B�
O
[n�X� U�$O . `���F' U�$�� J,	 B�8�,F' G-(� #$� r����� V@"

8U�$�� DE6 #$� &�)
$� &�*1� . B�
O \�W�F 0�1 ��� m�
v&�*1(� #$� U�$��  

o b e i k a n d l . c o m



@ @ÖïÐaínÜaì@Þî†bjnÜa@ @QPQ@ @

  

���  

 \�W��� �1�n(�' >��,�� �@��1 >�Q��,"10 U�$O B�
OMMA�¥ #$��� 
 \�W�F' &�*1�5A�¥ #$� [n�X� U�$O B�
O�� ' &�*1� �	f  ��
	 >��Q�"�

��$3/� ����� #$� &�)
$� ��=�� .  ��!7 ' ��A��.�� &�*1(� �)*� �1�n�
10 U�$O B�
� >�iMM �6 ����� DE6 0�1 ��� S�M� �Ej'(17,10)C.  

  ��! [n�X� U�$O B�
� �
�,��C'7 ��t' ��A��.�� &�*1(� �)*� �1�n�
 �6 ����� DE6 0�1 ��� S�M�' [n�X� U�$O B�
� >�i(12,5)C.  %Sd�

�6 U�$�� B�
O \�W�F 0�1 ���(17,10) (12,5) 15402816C C× =.  

)°²( [Math counts 1985] ���a� ��Ox �
F�	 �	 

1! 2! 3! 14! 15!+ + + + +�v 

���  

 NOPS�1! 1=%2! 2=%3! 6=%4! 24=%5! 120=%6! 720=.  �E�'
 ����(� �	 �� ��Ox �
F�	 S�b6! ��15! [60 . �
F�	 ��^� ��  ��! f �	'

 ���a� ��Ox1! 2! 3! 4 ! 33+ + + = [6'3.  

)°³( [MAΘ 1990]  �,���5�F����' B���@��	U���/� + S . ��� ��� �	
B��1�@F �	 J�$� �)! YE�� u�@,�� �	 �M¸ v��
��� &�Mn(�  

���  

�3@A + S��1�@�� y��@��	 �� . �6 B���@��/� \1�@F u�@A ���b �E�'
(5,2) 10C = .T5� \3@� m�@��	 �� y�3@A + yF������ �	 . u�@A ��� �E�'

 Y'��� yF������ \	 B���@��/� \1�@F5 2 2 20× × = . \1�@�F T��9�'

o b e i k a n d l . c o m



QPR@ @pbjïØ�Üa@ @

�F������y�3@,C `�
�� ��?=�C \	 S . �6 \1�@��� u�@,� ��� ��� %Sd�
10 20 2 32+ + =.  

)°�( [MAΘ 2011] �p� w$�e8 ' S�)�s6 ' B�A�$3,C10 �	  �'W�
�-���� .�s �-�C >�� ��
� +- �
s �p�  _
$� S� �"-�/� �� J�'�9
y)��s858' �  �-���� �	  �'W�T�A�$3,C' �O�'T� . B�-��l� ��� m�

v�p( �O��/� �*$�Q/�  

���  

Mey)��s -���9� � Y'��� 0�3�� �	 ���C (8,2)C 858 -���9�'�   �'W�
 Y'��� 0�3�� �	 ���C �-���(10,3)CS�$3,C -���9�'  0�3�� �	 ���C

 Y'���6 .Y'��� �p( �O��/� B�-��l� ��� %Sd�  
6 8! 10!

6 (8,2) (10,3) 20160
6! 2! 3! 7 !

C C
×

× × = × =
× ×

.  

)°©( [MAΘ 2011] �p� m"-15���@��	 ��3s  �?=�C J�*A &�3�� �	
W��	  G��� �9{� `�
��' �s-���W��	��s-��� &�3 . �	 ��� ��� �	

 DE6 >��Q�"�C �?,��MF �Me k�� B5�3��/� ���@��/� \3@��v  

���  

 S� G�*,�n B���@��/� ��� �6�s-��� G��� ��W��/� . ���� %Sd�15 n−

 T���@��	 &�3� T��W��	�s-��� .�6 B5�3��/� ���  

o b e i k a n d l . c o m



@ @ÖïÐaínÜaì@Þî†bjnÜa@ @QPS@ @

  

2 2

(15 ) (14 ) ( 1)
(15 ,2) ( ,2)

2 2
(15 )( 1) (14 )

2 2
49 ( 8) 49 ( 7)

2 2

n n n n
C n C n

n n n n

n n

− × − × −
− × = ×

− − − ×
= ×

− − − −
= ×

  

 S�M� �	�,� �Me �	 ��� ����� �E6'7n = '�8n = .S�b �Ej'  
Y'��� �?,��MF �Me k�� B5�3��/� �	 ��� ���

(8,2) (7,2) 28 21 588C C× = × =.  

)°´( [MAΘ 2011] ������$� �
��/� �
�
)�� &�$�� ��� �	
2 35a b c+ + =v  

���  

 S� G�*C1x a= − %1y b= −%1z c= − ��� ��^� �6 ��$3/� S�M�
 ������$� �
����� �� �
�
)�� &�$��2 31x y z+ + = . S� NOPz E9�F

 m�@��0,1,2,3, ,15… . �
����� �� �
�
)�� &�$�� \�] ��^� ��$3/�b �E�'
 BP����$�31, 29, , 1x y x y x y+ = + = + =… . �@��1 >��Q�"�C'

�6 &�$
$� [$M�� ����� S� �i�1�n(�' >��,��  
(32,1) (30,1) (28,1) (2,1)

32 30 28 2 272

C C C C+ + + +

= + + + + =

�

�
  

 �@�>?:  S� G�*A %&'(� ��� + ���1x a= − %1y b= − %
1z c= − #$� �)
,�2 31x y z+ + =.  

 S������ S�M� S� �Me P JA� %S{� NOPx  'yT��	 y���b '� T��	 y��'W .
[�'W �9{�' Y��b �}�O� %Sd� . S�� �d�2 1x t= + S��' T����b2y r=

o b e i k a n d l . c o m
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 #$� �)! �,A�b T���'W2 1 2 2 31t r z+ + + = .Y� S�15t r z+ + = .
 �6 ����� DE6 + 0�3�� ���'(17,2) 136C =.  

 S�M� �	�,� 0�3�� ��� %�./�C'x ' T���'Wy �6 T����b(17,2) 136C = .
 �6 [$M�� &�$�� ��� %Sd�136 136 272+ =.  

)±µ( [MAΘ 2010] �*$�� <�F�*	 ��t ��q U�� . S�� �d�A ��� �6
 ' �O�' 4� + �?
�F�F 0�1B ' o���� &�O �?
�F�F 0�1 ���C �6

<�F�*	 �s5� + �?��' 0�1 ��� b ���s ��A B

B C
+v  

���  

 S� NOP5!A = '4!B = '4!
2

C =. %Sd�5 2 7
A B

B C
+ = + =.  

)±¡( [AHSME 1994]  c��' ["-�/� u��,$� [	��l� �*�� +9 ���@	
 �?�$� _$��� &'(� 4)�� +3 ' y"-�	6 �"-�/� �51 �	

��I���/� . �Me �@��1 mM
b y
��1 yC y"-�/� �	 �� _�$� �A�-� �d�
vw�d W�i�  

���  

����� �53�� _�$� � JA� G�*,� .�t ���� %S{��  \��� �53�� yC ���	�
y"-�/� ���@	 . �6 B�-��l� ���b �E�'(5,3)C . ���� �M�'3! ;�F��� �@��1

y"-�/� .Y'��� 0�3�� ��� %Sd�3! (5,3) 6 10 60C× = × =.  

 _�$� 0�1 ��� �M�'6 �6 4� + �516! . 0�3�� ��� S�M� �Ej'
 �6 ��$3/�6! 60 43200× =.  

)±¢( [AMC12A 2003]  �	 �A�M	 ��$� 2'�O ;�F�F �Me �@��1 mMC

o b e i k a n d l . c o m
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5 2'�OA '5 2'�OB'5  2'�OC 2��� Y��� P h��A

��l� +�  2��� Y��� P' �'(� ���	�B��l� +�  ���	���A�.�� 
 2��� Y��� P'C��l� +� vo�9(� ���	�  

���  

BP�O c" [6' �,M�/� BP��� �-�,".  
 ������'(� :��l��  2��� �?��] �'(� \s��	B . �6 w�E� 0�3�� ���1 .

 2��� ����� DE6 +C��l� ��� S� ;^�  2���' #3"��� \s��	A S� ;^
��l� ���� �9(� \s��	o . �6 w�d W�i� 0�1 ���'1 1× . B�
�F�F ��� %Sd�

 �6 ����� DE63(1) 1=.  
��A�.�� ����� :��l��  2��� �?��] �'(� \s��	C . ���
$� �$8�¸ ����� DE6

 �6 �¹�
�F�F ���' �'(�3(1) 1=.  
�.��.�� ����� : �,��' �d�4 2'�OB 2�O'C�'(� _�l� \s��/� + . DE6 +

�����% ��l��  S�MF S� ;^ ��A�.�� \s��	4 2'�OC 2�O'A��l�'� \s��	
 S�MF S� ;^ o�9(�4 2'�OA 2�O'B . ����� DE6 + B�
�F���� ���'

�63(5,1) (5,1) (5,1) 5C C C× × =.  
��C���� ����� :4 2'�OC 2�O'B��l� \s��/� +� �'(� . �$8�¸ ����� DE6

 �6 �¹�
�F�F ���' �.��.�� ���
$�35.  
��	�l� ����� :858�  2'�OB S�b�O'C��l� +� �'(� \s��	 . o-�)C

�6 ����� DE6 B�
�F�F ��� S� �i �j��	3(5,2) (5,2) (5,2) 10C C C× × =.  
�"����� ����� :858�  2'�OC S�b�O'B��l� +� �'(� \s��	 . ����� DE6

 Y'��� �¹�
�F�F ���' ��	�l� ���
$� �$8�¸310.  

o b e i k a n d l . c o m



QPV@ @pbjïØ�Üa@ @

�6 T���] B�
�F���� ��� %Sd�3 3 32 (1!) 2 5 2 10 2252× + × + × =.  

)±°( [AIME 2010]  o�H)�� B��	��� U�O� + �������� >�$��� ��$� S�M�F
7{� ;"��� %r�)OP� %B�������� [6 >��s� �858 �	 . �	 �� +

�C-� ���� >��s(� DE6�  %_�-�F �«�6 r�=��' S5�-S�F��	� . ���A
 �	 �,� ���MF6_�-�F �«�6 r�=��% 858�  r��A �58' &��- S� #$�

�85.�� >��s(� �	 �� �	 ���=� #$� �,�$�� DE6 Y��� . ��� �	
vu'���� DEj �?,��MF �Me k�� S��$��  

���  

�} S����O �,���:  
) �(  m�s �� �	 o�O�' o��	�' �O�' ��- -���9� . S��$�� ��� ����� DE6 +

[6 

62 2 2 2 2 2 2 64× × × × × = =  
) �(   m�@�� �	 ��-' o��	�' g�.�� m�@�� �	 S�F��	�' >��s(� �O� �	 S5�-

h��.�� . �6 B�-��l� ��� ����� DE6 +1 1 4 4× × = . ��� ���� %�M�'3!

m�@�� -���9P B�-��l� �	 .�6 ����� DE6 + 0�3�� ���b �Ej'4 3! 24× = .

Y'��� S��$�� ��� %Sd�64 24 88+ =.  

)±±( [MAΘ 2008] 858 �	 �A�M/� B5��
��� ��� m��  2'�O od�9�	 �	
 ��$M��SACRAMENTO v  

���  

S����O �,��� . �O�' 2�O #$� ���
��� Y��� S� ��?,	 �'(�A �.�(� #$�
 yb��� #$� ���
��� Y��� S� ��A�.��'A.  ���� �'(� ����� +9 B�-��9
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 ' &'(� 2�
$�8 ' g�.�� 2�
$� B�-��97h��.�� 2�
$� B�-��9 . �Ej'
 ��� S�M� �6 ����� DE6 B�-��99 8 7 504× × =.  

 yb��� -���9� ��C %��A�.�� ����� �	�A ����8 h��.�� 2��� -���9P B�-��9
 [6 B�-��l� DE6 �	 �� ���
�� 0�1 �58'AAZ%AZA%ZAA . ��� %Sd�

 �6 ����� DE6 0�13 8 24× = .�6 [$M�� ����� S�M�'504 24 528+ =.  

)±²( [MAΘ 2008]  ��(� �3@A �	 &����� ���A(0,0) U���/� +
 �3@,�� �� [8��O��(4,4)o�3l� S�MF h��%  y���� �� o�O' ��
���

�*"(� '� #$�(� '� -����� '� . o�3l� S�MF S� �Me %&�./� ��
" #$�
 �	(0,0) �� ��
��� [6(1,0) '�(0,1) '�( 1,0)− '�(0, 1)−.  

 �	 �,M�/� B�-��/� ��� �	(0,0) ��(4,4)��� �	 �A�M/�  
vB��39  

���  

 �	 &����� �Me(0,0) ��(4,4) ��
���C B��39 ���C5 y���� �� B��39
 ' -����� �� o�39'4 '� #$�(� �� B��39 #$�(� �� B��3Q�t

�C-�' �� B��3Qy���� �*"(� �� o�39'. �6 y����� �	 �� B�-��	 ���
10!

1260
4! 5! 1!

=
× ×

. �6 B�-��/� ��� %Sd�2 1260 2520× =.  

)±³( [MAΘ 2008] ��� m�0�1  \�W�F10 %�p� #$� �j���	 B�A���C
�� m6�O� E9�� S� u���� P h�� &�] %-�CT� vB�A���
�� �	  

o b e i k a n d l . c o m
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���  

 y3��n  ��! %�1�n(�' >��,�� �@��1 ��
3�C o�n�
	 �?$O �Me ����	 DE6
 ' |�Qn(� �)*�10B�A���
�� ��.��� >�i .�6 ��$3/� 0�3�� ���b �Ej'  

12!
(12,2) 66

2!! 10!
C = =

×
.  

)±�( [MAΘ 2008]  ����/� + B�A���C o����� cA�� �d�)±³ (C�A�$	85.� 
S����:3 B�A���C�p� �z�� %3 B�A���C�*�� �z�� %4 B�A���C �z��
0-W�  �?��W��� �,M�/� 0�3�� ��� ��b#$� v�85.�� &�*1(�  

���  

 0�1 ��� ��^�C T�=�� ����/� DE6 + �1�n(�' >��,�� �@��1 >��Q�"� �Me
����� #$� ��=�� ��
	 �	 �)
,b �85.�� S���(� �	 �� \�W�F  
(5,2) (5,2) (6,2) 10 10 15 1500C C C× × = × × =.  

)±©( [MAΘ 2008] ��@	 ®)9' �O�' 4� + ���@	 ��t c��'
 ��$�$� ���l� y"-�/� �	 �M� �O�'J�$� . � y"-�/� &��' �,�

 ��$��C ��	�s m?,M�' m?,	 �M� �))Q/� ���@/� #$� ��$��C ��	I�$�
���@/� DE6 #$� T������� . y"-�/� ��$� �,M�/� 0�3�� ��� m�

 _$^ h��� #$� m?,	 V@b S�,8��X y))Q/� ����@/�v  

���  

 _�$� �Me� #$� y"-�/� �	 S�,8 ��X y))Q/� ����@/� 0�3�� �	 ���C
 Y'���(5,2) 10C = ._�$��� V@b S��@��1 ����' �	 �� 85.���  y"-�	

o b e i k a n d l . c o m
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 #$� ���9{�J� ®)� �� ��@	  �}BCA 'CAB.  �6 0�3�� ��� %Sd�
2 10 20× =.  

)±´( [MAΘ 2008] �,���5�C-� #$� �?��W�F ���A B����  ����,�A%B%
C%D�.�(� #$� yF�M� �?,	 �� \��� . �,M�/� 0�3�� ��� m�

 #$� B��M�� DE6 \�W���v��C-(� ����,)��  

���  

�l� B��M�� \�W��� V@b S����O ���F_ . �	 �� + yF�� \�' ��?,	 �'(�
0'�,� + yF�� \�' '� ���9{� ys'�,)�� �O� + o�O�' o��' ys'�,�  

85.�� ����,)�� �	 �� + o�O�' o��'� ��s�
�� .�6 �'(� ����� 0�1 ���
2 (4,2) 12C× = . �6 ��A�.�� ����� 0�1 ���'4 .6 ��$M�� 0�3�� ��� %Sd� �
12 4 16+ =.  

)²µ( [MAΘ 2008] ��$M�� 2'�O B�
�F�F ���AABBCC�6 
6!

90
2! 2!! ! 2!

=
× ×

 . ��$M�� Y��� k�� �?,�C �	 B�
�F���� ��� m�

ABCv 

���  

 ��$M�� S� G�*AABC�O�' 2�O [6 .��^�C�$3/� S�M� �E�'  
 ��C-(� 2'��� B�
�F�F���ABC%A%B%C . �6 ����� �E64! 24=

.S�
�F�F ��,6 �M�'  �} S�j���	 �?,�C �	A B C ABC '

ABC A B C . �6 B�
�F���� ��� �E�'24 1 23− =.  

)²¡(  �	 �A�M	 �,� -���9� ���A4 -�@	' _�-�F �«�6 r�=���X  yC �	15

o b e i k a n d l . c o m
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_�-�F �«�6 �=� .v�,�$�� DE6 -���9P �,M�/� 0�3�� ��� m�  

���  

 �	 �A�M	 �,� -���9� �Me5 |�Qn�)-�@/�' �,�$�� r�=�� ( yC �	15 �=�

���C _�-�F �«�6 Y'��� 0�3�� �	15!
(15,5) 3003

10! 5!!
C = =

×
.  

 Y'��� 0�3�� �	 ���C -�@/� -���9� �Me �,�$�� -���9� ��C5 . ��� %Sd�
�6 0�3��5 3003 15015× =.  

)²¢(  ��-�14 o-��" %B�-��" �58 >��Q�"�C ��� �� ��6E�� T�)Qn ;��
 o-��"' |�Qn� ���l \��F S���� o-��"' |�Qn� ��
�� \��F

|�Qn� �85.� \��F �����- .vB�-����� ���- m?,Me �@��1 mMC  

���  

 |�Qn(� ���14 [6 B�-��" �5.$� U�)@�� �����'15 .� �Me �E�' _�$
� B�-����� + |�Qn(��5.� C��OU 7���� &'��� + �,�
/� BP���:  

;���  S����  ������
��  

6  5  3  
7  5  2  
7  4  3  

�6 �'(� ����� 0�1 ���(14,6) (8,5) (3,3)C C C× ×.  
�6 ��A�.�� ����� 0�1 ���(14,7) (7,5) (2,2)C C C× ×.  
�6 �.��.�� ����� 0�1 ���(14,7) (7,4) (3,3)C C C× ×.  

 Y'��� 0�3�� �	 ���C |�Qn(� _�$� �Me �E�'  

o b e i k a n d l . c o m
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(14,6) (8,5) (14,7) (7,5) (14,7) (7,4)C C C C C C× + × + ×.  

)²°( [PACAT]  _�$� �A�-�20 S��9� m?,�C T�)Qn ������ ��'�1 #$�
�O��)Qn _$^ h�� ���9(� yC . W�i� �,M�/� 0�3�� ��� �	

vw�d  

���  

�9(� S� G�*,� _���� ®Q���' ���O�' ®Qn m6 ��?,�C .  ��! f �	' ��
 _�$�18������ ��'�1 &�O T�)Qn . �6 w�d W�i� 0�1 ���17 !.  �Me ���

 0�3�� �	 ���C ��?,�C _���� ®Q��� k?� �	 �?� Y�C ���9(� _�$�
 Y'���2 .T��9�' �� S�M� S� �Me ���9(� yC _���� ®Q���T�  �	

�� |�Qn(�¿¿18.  �6 |�Qn(� _�$��� [$M�� ����� %Sd�
18 2 17! 2 18!× × = ×.  

)²±( [PACAT] #$� Y��� �,� ���MF ���A3 yC �	 |�Qn�6 ' r�
1�
4y��¸ . G��/� `b- �d�A ;�
3�� Y��� k�� �,�$�� �� m=,� S�
B%  ;�
3�� ��,�CB �,�$�� B��O� �d� V@b �,�$�� ��� S�M� S� �
@�

 G��/�Cv�?,��MF �M�/� S��$�� ��� ��b  

���  

S����O �,��� : ;�
3�� S�M� S� �	�B + T��=� S�M� P S� '� �,�$�� + T��=�
�,�$�� . S�� �d�B G��/� S�b �,�$�� + T��=�C�=�  G��/�' �,�$�� +A

�,�$�� + T��=� _��. #@
� %Sd�5��¸' r�
1�m?,	 -��� S�  + h��.�� �=���
 Y'��� 0�3�� �	 ���C �,�$��7 . �M� � �d� �	�B �,��� #@
�b �,�$�� + T��=�

o b e i k a n d l . c o m
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9 Y'��� 0�3�� �	 ���C m?,	 �858 -��� |�Qn�9!
(9,3) 84

6!! 3!
C = =

×
 .  

 �6 T���] S��$�� ��� %Sd�7 84 91+ =.  

)²²( [PACAT]  ��Q$� 0�
" +F _b�,�6�A�)�� �?,�C �,)O� SA 'B .
 u��C ���?,�� V9 �� ����� �,)O(� &���� �,M�/� B�
�F���� ��� m�

 �)� S�A �
s T�����Bv  

���  

S����O �,���:  �)� S� �	�A �
sB �)� S� '�B �
sA . B�
�F���� ��� %Sd�

 B�
�F�F ��� �6 �,M�/�6 #$� T�	��@	 �,)O�2 . Y�6!
360

2
=.  

)²³(  ��$M�� 2'�O ;�F�F �Me �@��1 mMCMAROUF P S� u��C
 S�b��� S�M�M 'Fv��-'���	  

���  

 ��$M�� 2'�O B�
�F�F ���MAROUF Y'���6! . h�� B�
�F���� ���
 S�b��� S�M�M 'F �6 S�-'���	2 5!×)S�M� S� �MeFM '�MF .(

�-'���� P h�� B�
�F���� ��� %Sd  S�b���M 'F�6  
6! 2 5! 720 240 480− × = − =.  

)²�(  2�s' 0�1 ��� m�4 �*3�� 4@� h�� -�C�1 + m¹�?	�' &�*1�
vJF���' >�	� �����  

���  

 S� G�*,�1 2 3 4, , ,C C C C B�?	(� &�*1� m61 2 3 4, , ,M M M M7����� #$� .
 ;�F�F ��$3/� %Sd�8 u�¦� ��C-�C ���,�i iMC.�6 B�
�F���� DE6 ���  
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8!
2520

2! 2! 2! ! !! 2!
=

× × ×
.  

)²©( [PACAT]  �
��/� �
�
)�� ����(� ��� m�n �� ��IF k��
6000000 �?
F��	'[6  ����(�3,4,4,5,6,6,7v  

���  

 ����� S� ��n��I� ��6000000  S�MF S� ;^ y�5/� �
F�	 S�b6 '�7 . �d�
 y�5/� �
F�	 cA��6c��� ;F��/� ;�F�F �Me JA�b 0�3�� �	 ���C ��s�
��  

! ! !

6!
360

2! !1! 1! 1! 1!
=

× × × ×
.  

 y�5/� �
F�	 cA�� �d� �	�7c��� ;F��/� ;�F�F �Me JA�b  �	 ���C ��s�
��
0�3��  

6!
180

2! 2! 1! 1!! ! !
=

× × ×
  

 ����(� ��� %Sd�n�6360 180 540+ =.  

)²´( [AMC122007]S� &�@�  �
�
)�� ����(� �	 ����ZoI�¸  cA�� �d�
858 Y� �	 ��� �	 �.�� Y�� P� ��C���	 �
��	 ����� . ��� m�

 ���I�� B����a�oI��/�  �	{1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,11,12}) ���?�b 
����l� ����a�(v  

���  

 ����ª� ;F�/� \���� + ��-��� ����� �� yC S�M�" ����/� u�n �	
 ����aoI�¸�s(� #$� S��'��	 S���� . ����a� S� NOP' ���I��oI��/�  �	
����a� o�3�/� �C-� Y�
�"� �.�(� #$� ���,�.  oI��/� ���I�� B����a� ��,"
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 �6 ���A�.�� ��3l�25%20%157����� #$� .�" -���9� �Me �@��1 mMC� 

 S� �A�-� �d� ��,1��� B�������� �@C��	 + ��-���$� �"-�/� �	 �51
v4� �� �	 y
��1 -��� 
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)� ((60,6)C    )� ((25,2) (20,2) (15,2)C C C× ×  

)  ((20,2) (40,4)C C×    )� (2(60,2)C 
   

)±�(  �A��9�10 �"-�/� �	 �51A '15 �"-�/� �	 T�
��1B '20 �	 T�
��1
 �"-�/�C+ ��-���$� ��'�3�� o�� �
�� B��*)F .�" W�b 0�1 ��� �	� 

���� I���/�C �51�  S�M� S� u��C �'(�3 �"-�/� �	 ��I��*�� �	A

v  
)� (3! (10,3) (35,3)C C× ×    )� (3! (10,3) (35,3)P P× ×  
)  (6! (10,3) (35, 3)C C× ×    )� (6! (10,3) (35, 3)P P× ×  

)±©( �­ �*O + ~� �"-�	 + Y�A�8 h��.�� 4)��   ���A�.�� ���)�� �MC
 4)�� �53� ����] o-�� u�@��� -�)/� �	 �"-�/� ���	 ;$1

 m6���'30 m6���' m?�"-�	 \	 T�
��14y"-�	 .�s� m?�$� �� -�)/�
S�"-�/� _$^ S�  [*$l� 4)�� + �53�� 4@� S�' [	�	(� 4)�� +

�53�� 4� ���z' ����C + &�1(� S�
��3�� 4@� S� #$� . �@��1 mMC
v�53�� _�$� �Me  

)� (48 28!×    )� (24 30!×    )  (12 30!×    )� (8 28 !×  
)±´(  �	 �A�M/� B��$M�� ��� �	7 2'��� �	 �?,��MF \�3��F k�� 2'�O

 ��I�$iP�A ��Z'v�s(� #$� -�M	 2�O #$� Y��� k��  
)� (726    )� (726 (26,7)P−  
)  (726 (26,7)C−    )� (726 7 !−  

)²µ( [PACAT]  �,��'12 �	 ����(�C ��s�	 T��"��1 ��12�O�' 4� + .
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 _�$� �A�-�4 _$^ h�� ["��M�� DE6 #$� |�Qn�� #$� ��?,	 S�,8
 ms- ["�M��1 ms- ["�M��'8 P S�'S�)Qn -'���� . 0�3�� ��� m�

 �,M�/�vw�d W�i�  
)� (360    )� (384    )  (432    )� (470  

)²¡( [PACAT]  \��� �,M�/� 0�3�� ��� m�5 + �*$�� ;��3 ����,�
v�s(� #$� o�O�' �
�� 0'�,� �� + \=A h�� �j���	  

)� (20    )� (25    )  (480    )� (600  
)²¢(  B�������� �-�	 U��n�11 #$� �?�W�� S� ��-�' �*$�� ��I	- ���610

m?����F ��� �	 �)*�� + ��I���	 �51 .�/� 0�3�� ��� m� �,M
vo�O�' ���6 �s(� #$� m?,	 ;��1 �� E9�� h�� ����X� \�W���  

)� (10 10!×    )� (11 10!×    )  (10 11!×    )� (11 10!

2

×  

)²°(  ��-�25 B�������� m�s �	 _�-�F �«�6 �=� �O� + r����� &'�,F
��,�)�� m��3/�.  m�3/� ���	 m6�9� %m�3/� + o���	 I�O m?��'�q �,�

 \��F o�O�' o�����	 o���	 ���' >��CmX ��	 �6 �	 �M�' T���]� J��� �b
 \��F o�����	 ����	 �58 �6�6��O�  ��A��.� ��A�.��' |�Qn� o����
|�Qn� ��
�� �.��.��' |�Qn� .��� m�  _�$��� �,M�/� 0�3��25 �=�
v�85.�� ����/� #$� _�-�F �«�6  

)� (25!

560
    )� (25 !

6!
    )  (9! 7 ! 6! ! !× ×    )� (10! 8 7! !! !× ×  

)²±( [PACAT]  �d� �	 �b��	 JA�M	�C S� ;�$��C Y���� 0'EF r��9 �O� #���
b�=	 ;�$�� '� TP'� �b�=	 Y���� 0�-'� cA��T�  Y���� ��� �� TP'�
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Js'EF ���� ;�$��C . �
� -�
�9� G�H�'� J� >�s �
l� r���10 �����
� 0�-'� c*��� �?,	 ��t %;�$��C Y���� �	 ;�$�� �
s �?��� Y���

Y���� 0�-'� �
s ;�$�� �?��� 4��� U�9(� ����� ���l�' . ��� m�
v�
l� �� ����(� DE6 £�@�� �,M�/� 0�3��  

)� (240    )� (252    )  (300    )� (340  
)²²( [PACAT]  ;�F�F 0�1 ���n P h�� 4� + &�*1(� �	-'���� 

 P' S���'-'���F  Y'��� S��,Cm)100m > .( ����a� �� �,*�� �d�
T5*1 �O�'T�  0�1 ��� <
)�;�F�F  �858 D5�� 2���	 �6 ��� &�*1(�
	��C���� ����� &�. . ���s �	nv  
)� (8    )� (9  )  (10    )� (12  

)²³( [PACAT]  ��$M�� 2'�O B�
�F�F ��� �	AMAZED ��s' u��C
 2���E yb��� yCAv  

)� (24    )� (72    )  (120    )� (240  
)²�( [PACAT]  �	 ��I�$iP� �H$�� 2'�O S�M�F11 T��¨�,�	 T�b�O) �H�� P Y�

ox�	 >�	� \�' �d� J$Mn ( [6'A%H%I%M%O%T%U%V%W%X%
Zo�¨�,�	 �� 2'�O [6 2'��� [s�C' . �	 �A�M/� B��$M�� ��� m�
858�  �s(� #$� �?b'�O �O� S�M� h�� �?,��MF �Me k�� �*$�� 2'�O

T��¨�,�	v  
)� (12000    )� (12870    )  (13000    )� (13870  

)²©( [PACAT]  �	 S�M	 ���7 y�
F�/� �	 od�9�	 ;F��	2 '3V@b . m�
���T�  ����(� DE6 yC �	 S�M� ���$� T�*��=	12v  
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)� (1    )� (11    )  (21    )� (47  

)²´( [PACAT]  ;F��	 \C-� B�
�F�F ��� m�0k
F�	'1k
F�	'2 h��
 �
F��$� ��s' &'� S�M�1 �
F��$� ��s' &'� �
s2v  

)� (420    )� (360    )  (320    )� (210  

)³µ( [PACAT]  �,���8 B�
O �	 4$�� ��� #$� Y��� �?,	 �� ����,�
 U�$��) �� o�O�' �
O �	8B�
O .( �	 ��C-� \�W�F �Me �@��1 mMC

 ����,)�� DE6#$� �C-��  |�Qn�)s'�,� E9�� m?,	 ��T� �O�'T� ( h��
 0'�,�' U�$�� B�
O �	 ��� ��� #$� &'(� ®Q��� 0'�,� Y���

 �	 ��� ��� #$� Y��� g�.�� ®Q��� Y��� h��.�� y)Q��� [s'�,�
 �	 ��� ��� #$� Y��� h��.�� ®Q��� 0'�,�' \C����' ��� 0'�,�

v\C����)Q���  
)� (70    )� (150    )  (210    )� (240  
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���"E� CD ��	9�� 7	F	*G  

)¡ (�    )¢ (     )° (     )± (�    )² (   
)³ (�    )� (�    )© (�    )´ (�    )¡µ (�  
)¡¡ (�    )¡¢ (�    )¡° (�    )¡± (�    )¡² (�  
)¡³ (     )¡� (     )¡© (�    )¡´ (�    )¢µ (�  
)¢¡ (     )¢¢ (�    )¢° (�    )¢± (     )¢² (�  
)¢³ (�    )¢� (     )¢© (�    )¢´ (�    )°µ (�  
)°¡ (�    )°¢ (     )°° (�    )°± (�    )°² (�  
)°³ (     )°� (     )°© (�    )°´ (�    )±µ (�  
)±¡ (�    )±¢ (     )±° (�    )±± (     )±² (�  
)±³ (�    )±� (     )±© (�    )±´ (�    )²µ (�  
)²¡ (�    )²¢ (     )²° (�    )²± (�    )²² (   
)²³ (     )²� (�    )²© (�    )²´ (�    )³µ (�  
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