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 
  
  

   المماسات ومعدلات التغير : 1-3بند 
Tangents and Rates of change 

  Tangent lineالخط المماس : أولاً
 قد يعرف البعض الخط المماس لمنحنى  

على أنه الخط المستقيم الذي يقطع المنحنى 
إلا ) 71( كما في شكل pفي نقطة واحدة 

أن هذا التعريف ليس مفيداً لجميع بيانات 
) لأن المستقيم قد يمس .الدوال )fgr عند 

ثم يعود فيقطع المنحنى أو  pنقطة معزولة 
لذلك ) 72(كما في شكل  يمسه مرة أخرى

 ميل المماس عند  نجد من الأفضل تعريف
p ثم إذا أوجدنا الميل m إيجاد أمكننا 

  ،باستعمال معادلة Lمعادلة المماس 
 ( )11 xxmyy )حيث −=− )11, yx   

  .ا ميل المماس عندهp، mإحداثيا 
)لنفرض أن  )( )xfxp  f على بيان ,
 .p ميل المماس عند إيجادوالمطلوب 

• P  

L  

)71(شكل   

• 
L

P

)أ(  

L
• 
P

)ب(  

)72(شكل   
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)نختار نقطة أخرى  )( )tftQ , 
ونرمز للقاطع )) 73(انظر شكل (

PQ بالرمزQL وميل QL 
  وميل المماس عندQmبالرمز 

( )( )xfxp عندما .m بالرمز ,
 يصبح p قريبة جداً من Qتكون 

Qm هو تقريب لقيمة m وكلما 
 تقترب من Qفإذا جعلنا   أكثر كلما تحسن هذا التقريبP من Q اقتربت

p 74( من اليمين نحصل على الوضع المبين في شكل(  
  
  
  
  
  
  
  
  

  )74(شكل 
  

 وفي Pمن Q اقتراب أتناء QL وضاعأحيث توضح الخطوط المتقطعة 
 تقترب Q من جهة اليسار أو قد نجعل Pمن Qنقرب) ب74(الشكل 

 نقط على المنحنى احدها على اليمين والأخر بأخذ أي .  من الجهتينPمن 
  .Pعلى اليسار من  

P  Q  
QL  

L  

( )xfy =  

)أ( )ب(   

P  

Q  

QL  

L  

( )xfy =  

• 

• 

x  

y  

• 
Q  

QL  

x        t 

P  

L  

)73(شكل   
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Mإذا كان  Q لها قيمة تنتهي إليها عندما تصبح Qكن من  يم  أقرب ماP، 
  لنكتب الآن ما شرحناه بالمعادلات،. Lفإن هذه القيمة هي ميل المماس 

( ) ( )
xt

xftfMQ −
−

=  

  .P وQونلاحظ أنه لكي يكون هناك قاطع يجب أن تختلف 
xtأي أن  ) نستطيع أن نجعل، x مستمرة عند fإذا كانت .≠ )( )tftQ , 

)تقترب من  )( )xfxp  تعريف إلىوهذا يؤدي  .x  تقترب منt يجعل ,
) عند L للمستقيم mميل المماس   )( )xfxP ,:  

   
( ) ( )

xt
xftfM

xt →
−

=
→

lim   

  .شريطة أن تكون النهاية موجودة
 فإذا وضعنا ،ويمكن كتابة هذا التعريف بطريقة أخرى أكثر شيوعا

hxt hxt أو −= xtما د وعن=+ oh فإن →   ، وتصبح المعادلة→
)( ( )

h
xfhxfm

oh

−+
=

→
lim  

  
  ):  1(مثال 

)إذا كانت  ) 2xxf =،c عدد حقيقي  
cx عند fأوجد ميل المماس لبيان   ) أ    x=−2وعند  =

) دأوجد معادلة المماس عن ) ب )4,2−p  
   :الحــل

                       ) أ
( ) ( )

h
xfhxfm

oh

−+
=

→
lim  

cxعند  =   
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                          ( ) ( )
h

chccm
oh

22

lim
−+

=
→

  

                 
h

chchc
oh

222 2
lim

−++
=

→
  

                                 
h

hch
oh

22
lim

+
=

→
  

                           ( ) chc
oh

22lim =+=
→

   

  c=−2 أي x=−2 دعن) ب
                                     ( ) ( ) 4222 −=−=−m  

  إذا معادلة المماس
                                         ( )11 xxmyy −=− 

                                ( )244 +−=− xy  
                                    044 =++ yx  

  
  معدل التغير: ثانياً 
) تتغير x كلما تغيرت  فإنهx دالة في fإذا كانت    )xf ولو أن 
( )xfy  من x فإذا تغيرت .y يناظره تغير في x  فإن أي تغير في =

a إلى b فإن التغير في x هو abx −=∆  
) هو  yوالتغير المناظر في  ) ( )afbfy −=∆   

 أيx،  نتيجة تغير yوالنسبة بين التغير في 
x
y

∆
∆  

) خلال الفترة x إلى بالنسبة yهي متوسط معدل تغير  )ba, وإذا رمزنا 
   نكتب،′avyلمتوسط معدل التغير بالرمز 
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                                   ( ) ( )
ab

afbf
x
yyav −

−
=

∆
∆

=′  

  إلى a تغيرت من x أي أن h صغير نسبياً وقدره xر في إذا كان التغي
ha hx فإن  + =∆،  

                                  ( ) ( )
h

afbafyav
−+

=′  

 ضئيل جداً فإن معدل التغير x أي التغير في ، تقترب من الصفرhكانت إذا 
ax عند اللحظييسمى معدل التغير  ) ويرمز له = )ay′  

)أي أن                            ) ( )
h

afbafy
h

av
−+

=′
→

lim
0

   

  . أن تكون النهاية موجودةبشرط
 تمثل موضع نقطة على t، y الزمن xوفي الحالة الخاصة التي تكون 

tx أيx المحور  =، ( )tsy =   
 في t بالنسبة للزمن s هي متوسط معدل تغير ،avvفإن السرعة المتوسطة 

  .فترة زمنية معلومة
 هي معدل التغير t أي السرعة عند لحظة معينة vوالسرعة اللحظية 

  . بالنسبة للزمنs للموضع اللحظي

( )haat +∈ ,   ( ) ( ) ,
h

ashas
av

−+
=υ )  السرعة المتوسطة(  

 ،             ( ) ( ) ( )
h

ashast
h

−+
=

→
lim

0
υ )  السرعة اللحظية(  

  
  ): 2(مثال 

 مترا عن سطح الأرض بحيث يعطى 512سقط جسيم من ارتفاع 
)ارتفاعه عن سطح الأرض  )ts عند زمن tثانية بالقانون ،  
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                                          ( ) 216512 tts −=  
  .سرعة الجسيم عن  ثانية) أ   أوجد 
  .سرعة الجسيم عند إرتطامه بالأرض)   ب  
  .متوسط سرعة الجسيم خلال حركته) جـ  

   :الحــل
                                ( ) ( ) ( )

h
ashast

h

−+
=

→
lim

0
υ  

  t=2وعندما )  أ
                                ( ) ( ) ( )

h
shs

h

222 lim
0

−+
=

→
υ   

      ( )( ) ( )( )
h

h
h

22

0

216512216512
lim

−−+−
=

→
  

         ( )
h

hh
h

645124416512 2

0
lim

+−++−
=

→
   

                                 
h

hh
h

2

0

1664
lim

−−
=

→
  

                                 ( )hh
h

1664lim
0

−−=
→

  

)                             sm) ثانية / متر (  ) 642 −=υ  
)يرتطم الجسم بالأرض عندما ) ب ) 0=ts،أ   

                                  stt 24051216 2 =⇒=+−  
                              ( ) ( ) ( )

h
shs

h

242424 lim
0

−+
=

→
υ  

( )
( ) ( )

h

h

h





 +−−



 ++−

=
→

51224165122416
24

22

0
limυ  
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( ) ( )

h

h

h





 −+−

=
→

22

0

242416
lim  

       [ ] [ ]
h

hh
h

2424242416
lim

0

++−+−
=

→
    

                                 ( )
h

hh
h

+−
=

→

2816
lim

0
  

                                ( )hh
h

+−=
→

2816lim
0

  

    ( ) sm181212824 −≅−=υ  
  t=0السرعة المتوسطة خلال الفترة من ) جـ

  h=24 أيt =24 إلى    

                                                ( ) ( )
24

024 ss
av

−
=υ  

                                  
( )

24

5125122416 2
−



 +−

=  

                                     sm264
24

5120
−=

−
=  

                                                 sm5.90−≅  
  

  ):3(مثال 
 فولت بحيث يعطى 100 هو Rفرق الجهد في دائرة كهربية مقاومتها   
 من قانون أوم، Rمقاومة  خلال الIالتيار

R
I 100

 I بالأوم، R حيث =

  .بالأمبير
  .R=20 وعندما R عند أيR  إلى لتغير  بالنسبة يأوجد المعدل اللحظ
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   :الحــل
   هو                                   R إلى بالنسبة Iمعدل تغير 

( ) ( ) ( )
h

RIhRIRI
h

−+
=′

→
lim

0
 

                                             
h

RhR
h

100100

lim
0

−
+=

→
  

                                     ( )
( )hRhR

hRR
h +

+−
=

→

100100
lim

0
  

                                  ( )hRhR
hRR

h +
−−

=
→

100100100
lim

0
   

                                               ( )hRhR
h

h +
−

=
→

100
lim

0
  

                                                 ( )hRRh +
−

=
→

100
lim

0
  

                                                             ( ) 2
100
R

RI =′  

   يكونR=20وعندما 

                   ohmAmpere          ( )
4
1

20
10020 2 −==′I  

أي أن التيار يتناقص بمعدل 







4
  . أمبير لكل واحد أوم زيادة1
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  1-3تمارين 
  

   ،)6 (إلى) 1(في التمارين من 
) عند fأوجد ميل المماس لبيان ) أ )( )afap   .  باستعمال التعريف,

  .a=2أوجد معادلة المماس عندما ) ب
)1  (( ) xxxf 45 2 −=  )2        (( ) 3xxf =  
)3     (( ) 23 += xxf  )4   (( ) 223 xxf −=  
)5   (      ( ) 4xxf =  )6     (( ) xxf 24 −=  
  

batpإذا كانت ) 7( +=،920=a،( )23.151=b، يعطى تقريبا 
  ،1950 – 1990لعدد السكان بالمليون في الولايات المتحدة أثناء الفترة 

  .t بالنسبة للزمن p لتغير اللحظيدل  أوجد المع.1950يناظر العام 
) 1989عام )              ب.tعند أي قيمة ) أ   )39=t    
 مليون 2.32اثبت أن متوسط معدل التغير السنوي خلال هذه الفترة هو   
  .كل عام  

  

  عند النقطةf أوجد ميل ومعادلة المماس للدالة) 11 (إلى) 8(من في التمارين 
)المعطاة وارسم  )fgr موضحاً عليه المماس عند p  

)8 (( ) ( )2,4, pxxf =  )9 (( ) ( )2,8,3
−−= pxxf  

)10 (( ) 





= 2,

2
1,1 p

x
xf  )11(  ( ) 






=

4
1,2,1

2 p
x

xf       
  

3xyأوجد نقطة المنحنى  ) 12(   .m=27 الذي يكون الميل عندها =
  

معلوم موضع نقطة متحركة كدالة في الزمن ) 16 (إلى) 13(في التمارين 
( )ts حيث tبالثواني ، sأوجد في كل تمرين. بالمتر ،  
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]السرعة المتوسطة في الفترات ) أ   ]2.1,1، [ ]1.1,1، [ ]01.1,1  
  .t=1السرعة عندما ) ب
)13   (( ) ttts 34 2 +=)          14    (( ) 232 ttts −=  
)15     (( ) tts −= 2)          16      (( ) ttts +=  
  

 ويصبح .m160 تسقط أقفاص منتجات غذائية من ارتفاع إنقاذرة ئطا) 17(
t16160 ثانية هو tارتفاع القفص عن سطح الأرض عند   أوجد .−

  .بالأرض وأوجد سرعة ارتطام القفص t=1سرعة القفص عند 
  

  :أوجد ) 19 (،)18(في التمرينين 
  . في الفترة المعطاةx إلى بالنسبة yمتوسط معدل تغير ) أ

  . عند الحد الأيسر للفترةtبالنسبة للزمن  y لتغير اللحظيالمعدل ) ب
)18  ([ ]5.3,3,22 += xy    )19   ([ ]4.2,2,23 2xy −=  
  

 بين نقطتين 0L حقيقة هامة وهي المسافة إلىأدت النظرية النسبية ) 20(
 ،L إلىتنكمش 

2

2

0 1
c

LL υ
 إذا كان النقطتان داخل مركبة تجرى ،=−

) هي سرعة الضوء υ ،cبسرعة  )sm8103×، أوجد المعدل 
  .υ بالنسبة للسرعة L لتغير طول جسم اللحظي

  c9.0=υعندما )                 بυعند أي )  أ  
  

 اللحظي المعدل لإيجاد x إلى بالنسبة yاستعمل تقريب متوسط معدل تغير ) 21(
ax ، عندx إلى بالنسبة yلتغير    .، مستخدما  مرة،   مرة أخرى=

)              أ  
4

cos10
2 +

=
x

xy   ،   21−=a  

)   ب  
1

sincos
2

22

+
+

=
x

xxxy ،       2=a  
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  Definition of Derivative  تعريف المشتقة2-3بند 
 مع معدل التغير أو السرعة أو ميل المماس معا تعاملنا في البند السابق  

  ،نهايات على الشكل

                        ( ) ( )
h

xfhxf
h

−+

→
lim

0
  

  يعادلها أ، ما

                             ( ) ( )
xt

xftf
xt −

−

→
lim  

 . وهي المشتقة،وهذه النهاية هي حجر الأساس للمبادئ الأساسية للحسبان
قة خلال دراستنا للحسبان في المسائل التي تتعرض لمعدلات نقابلنا المشت

 ونحن نقدم في .التغير ومن ثم فلها تطبيقات في معظم فروع العلوم التطبيقية
هذا البند بتعريف مشابه لهذه النهايات للمشتقة ونعطى بعض القواعد البسيطة 

اص  المشتقات بدون حساب النهايات مع بعض الخوإيجادالتي تمكننا من 
  .للمشتقة وترميزاتها

  تعريف المشتقة 
f هي الدالة fمشتقة الدالة "       تعطى بالمعادلة ′

( ) ( ) ( )
h

xfhxfxf
h

−+
=′

→
lim

0
 

  "بشرط وجود هذه النهاية   
)حصلنا على  فإذا ما )xf )إيجاد  نستطيع ′ )af axعند أي نقطة  ′  في =

  .fنطاق الدالة 
ذكرنا في تعريف المشتقة أن النهاية لابد أن تكون موجودة : قابلية التفاضل

) تكون لكي )xf  أما إذا .x قابلة للتفاضل عند f موجودة عندئذ يقال أن ′
 وعندما .x تكون غير قابلة للتفاضل عند fكانت النهاية غير موجودة فإن 
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) نعنى اوجد fأوجد مشتقة   أوfنقول فاضل  )xf   وبالمناسبة نجد أنه.′
)يجب أن نعرف الشكل الآخر لتعريف  )af    وهو ′

                               ( ) ( ) ( )
ax

afxfaf
ax −

−
=′

→
lim  

  :ومن ثم نجد أن من تطبيقات المشتقة التي نحن الآن على علم بها
)ميل المماس للمنحنى : المستقيم المماس) 1 )fgr عند نقطة ( )( )afa, 

)هو  )af ′.  
)إذا : معدل التغير ) 2 )xfy  عند x إلى بالنسبة y معدل تغير لأن ،=

ax ) هو = )af ′.  
at عند زمن pوحالة خاصة تكون سرعة نقطة    =.  
)هي    )as′، حيث ( )ts هو موضع النقطة عند زمن t.  

  

  ):1(مثال 
)إذا كان  ) 1123 2 +−= xxxf فأوجد :  

))  أ )xf )) ب        ′ )4f ))  جـ    ′ )2−′f        د  (( )af ′  
    :الحــل

  باستعمال التعريف    ) أ
                               ( ) ( ) ( )

h
xfhxfxf

h

−+
=′

→
lim

0
  

( )[ ] ( )[ ] ( )
h

xhxxhx
h

11123 22

0
lim

−+−+−−+
=

→
  

                              ( )
h

hhxh
h

1223
lim

0

−+
=

→
  

                                ( ) 1223lim
0

−+=
→

hx
h

  

                                                126 −= x  
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) في x=4بالتعويض عن ) ب  ) 126 −=′ xxf  
                       ( ) ( ) 1212464 =−=′f  

)بالمثل     ) جـ ) ( ) 2412262 −=−−=−′f  
)          )                   د ) 126 −=′ aaf  
  

  ):2(مثال 
)أوجد مشتقة الدالة  )xf من المبادئ الأولية :  

)                -أ ) 2xxf =  

)                -ب )
x

xf 1
=  

)         -جـ ) xxf += 1  
   :الحــل

                                 ( ) ( ) ( )
h

xfhxfxf
h

−+
=′

→
lim

0
  

)                      -أ ) 2xxf =   ،    ( ) ( )2hxhxf +=+    
                              ( ) ( ) ( ) 22 xhxxfhxf −+=−+  

                       222 2 xhxhx −+−=  
                                    22 hxh +=  

                                  ( )hxh += 2  
                                        ( ) ( ) hx

h
xfhxf

+=
−+ 2  

                                        ( ) xhxxf
h

22lim
0

=+=′
→

  

  إذن 
                                                          ( ) xxf 2=′  
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)              -ب )
x

xf 1
=  ،                  ( )

hx
hxf

+
=+

1  

( ) ( )
xhx

xfhxf 11
−

+
=−+  

                           ( )
( ) ( )hxx

hxx
hxx
hxx

+
−−

=
+
−−

=  

                                             
( )hxx

h
+

−
=  

                      ( ) ( )
( )hxxh

xfhxf
+

−
=

−+
=

1  

                               ( ) ( ) 20

11
lim

xhxx
xf

h

−
=

+
−

=′
→

  

)إذن                                               )
x

xf 1−
=′   

  

)           -جـ ) xxf += 1 ،   ( ) hxhxf ++=+ 1  
( ) ( ) xhxxfhxf +−++=−+ 11  
( ) ( )

h
xhx

h
xfhxf +−++

=
−+ 11  

  ( ) ( )
( )xhx

xhx
h

xhx
++++
++++

⋅
+−++

=
11
1111  

                             ( ) ( )
[ ]xhxh

xhx
++++

+−++
=

11
11  

[ ] [ ]xhxxhxh
h

++++
=

++++
=

11
1

11
  

  ( )
xxxhx

xf
h +++

=
++++

=′
→ 11

1
11

1
lim

0
  

)                                              إذن  )
x

xf
+

=′
12
1  
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)أوجد مشتقة الدالة :  )3(مثال )xf 1 عندما=x ،  

                                          
1
1

≥
<

x
x  ,

,
  ( )





−12

2

x
xxf  

    :الحــل

                                   ( ) ( ) ( )
h

xfhxfxf
h

−+
=′

→
lim

0
  

                                    ( ) ( ) ( )
h

xfhfxf
h

−+
=′

→

1
lim

0
  

    نجد أنx=1عند 
                                          ( ) 12

11
limlim ==
→→

xxf
xx

  

                                   ( ) ( ) 112limlim
11

=−=
++ →→

xxf
xx

   

                                                       ( ) 11 =f  
  .x=1 الدالة مستمرة عند ∴

  ،كذلك
                                        :                أولاً

                ( ) ( ) ( )[ ]
h

h
h

fhf

hh

111211
limlim

00

−−+
=

−+
++ →→

  

              2112_2
lim

0
=

−−
=

+→ h
h

h
  

  :ثانيا

                ( ) ( ) ( )
h
h

h
fhf

hh

1111 2

00
limlim

−+
=

−+
−− →→
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h

hh

h

121 2

0
lim

−−+
=

−→
 

                ( ) 22lim
0

=+=
−→

h
h

  

 أي أن ، نجد أن كلا النهايتين من اليمين ومن اليسار متساويتان،من أولاً وثانياً
  ، موجودة،النهاية

                         ( ) ( ) 211
lim

0
=

−+

→ h
fhf

h
  

)إذن                       ) 21 =′f  
  

  ):4(مثال 
)اثبت أن مشتقة الدالة  )xf 2 موجودة عند=x وأوجدها بينما غير 

) أي أن x=3موجودة  )xf 2 قابلة للتفاضل عند=x وغير قابلة 
  .x=3للتفاضل عند 

                    
3

32
2

≥
<≤

<

x
x

x
  

,
,
,

    ( ) [ ]








−

−+−
=

42

242

x
x

xx
xf  

   :الحــل
   x=2عند : أولاً 
             ( ) ( ) 2242

22
limlim =−+−=

→→
xxxf

hh
  

                     ( ) [ ] 2limlim
22

==
++ →→

xxf
hh

  

                                                   ( ) [ ] 222 ==f   
  .x=2إذن الدالة مستمرة عند 
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 ( ) ( ) ( )
h

fhff
h

222 lim
0

−+
=′

→
 

  ،نبحث وجود النهاية
                                

 ( ) ( ) [ ] [ ]
h
h

h
fhf

hh

2222
limlim

00

−+
=

−+
++ →→

 

                              
hh

22
lim

0

−
=

+→
          

                                           0=  

  ( ) ( ) ( ) ( ) [ ]
h

hh
h

fhf
hh

2224222 2

00
limlim

−−+++−
=

−+

→→
  

   
h

hhh
h

224844 2

0
lim

−−+++−−
=

→
  

                              0lim
0

==
→

h
h

  

 ،0 أي أن النهاية موجودة وتساوي ،النهاية من اليسار= النهاية من اليمين 
)  ،الدالة قابلة للتفاضل و ) 02 =′f  

  x=3عند : ثانياً 
                             ( ) [ ] 2limlim

33
==

→→
xxf

hh
  

                     ( ) ( ) 242limlim
33

=−=
++ →→

xxf
hh

  

                                     ( ) ( ) 24323 =−=f  
  x=3 الدالة مستمرة عند ∴
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  د النهايةثم نبحث وجو

                   ( ) ( )
h

fhf
h

33
lim

0

−+
=

→
  

  ،نجد أن

              ( ) ( ) [ ]
h
h

h
fhf

hh

2333
limlim

00

−+
=

−+

→→
  

                    
hh

22
lim

0

−
=

→
  

                               0=  
  و

     ( ) ( ) ( )
h

h
h

fhf

hh

243233
limlim

00

−−+
=

−+
++ →→

  

           
h
h

h

626
lim

0

−+
=

+→
  

                              2=  
  إذن النهاية غير موجودة،2=  والنهاية من اليمين 0=أي أن النهاية من اليسار 

)ومن ثم  )3f   .x=3 غير موجودة والدالة غير قابلة للتفاضل عند ′
)سبق نبحث أن  مما )xf هي دالة مستمرة على R وقابلة للتفاضل ماعدا 

  .x=3عند 
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  القواعد الأساسية للتفاضل
عملية إيجاد المشتقة قد تصبح بالغة الصعوبة إذا ما استعملنا التعريف في حالة 

أمكن إنشاء معادلات عامة  ولكن نحمد االله أنه ،الدوال التركيبية المعقدة
)وقواعد تمكننا من   إيجاد   )xf ′   

   . وفيما يلي نتدرج في ذكر هذه القواعد والمبرهنات.بدون استعمال النهايات
  مشتقة الدالة الخطية ) 1

)إذا      ) baxxf +=   
)فإن         ) axf =′      

  البرهان 

   ( ) ( )[ ] [ ]
h

baxbhxaxf
h

+−++
=′

→
lim

0
 

      a
h
ah

h
==

→
lim

0
       

   مشتقة المقدار الثابت) 2
 ( ) bxf =  إذا                        

( ) 0=′ xf    
  البرهان 

( ) 0lim
0

=
−

=′
→ h

bbxf
h

    

   :ةقاعدة القو) 3
) ، عدد صحيحnإذا كانت   ) أ ) nxxf =   

)  فإن    ) 1−=′ nnxxf  
oxشريطة أن    on عندما ≠ ≤ 
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  البرهان 
   عدد صحيح موجب من السهل إثبات أنnإذا كان 

( )( ) nnnnn axaaxxax −=+++− −−− 121 .....  
  أي أن 

121 ...... −−− +++=
−
− nnn

nn
aaxx

ax
ax  

   التعريف وباستعمال
( ) ( ) ( ) ( ) n

xt
xxf

xt
xftfxf =

−
−

=′
→

,lim  

   
xt
xt nn

xt −
−

=
→

lim  

       ( )121 .......lim −−−

→
+++= nnn

xt
xxtt  

         111 ..... −−− +++= nnn xxx  
         1−= nnx   

knسالب فإن، بوضع  عدد صحيح nوإذا كان  −= ،k ،0 موجب≠x 
  يكون 

                ( )
xt
xtxf

kk

xt −
−

=′
−−

→
lim  

                         
xt
xt kk

xt −

−
=

→

11

lim   

                                
( )xtxt

tx
kk

kk

xt −
−

=
→

lim  

                           
xt
xt

xt

kk

kkxt −
−−

=
→

.1
lim     
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                                 1.1 −−
= k

kk kx
xx

      

                                ( ) 1−−−= kxk  
                                      1−= nnx   

   تظل قاعدة القوة صحيحة لأنn=0وعندما 
                     ( ) 10xxf =،  ( ) ( ) 000 1 ==′≠ −xxfx   

  . لجميع الأعداد الصحيحةnnx−1 هي nxإذا مشتقة
إذا كان الأس هو  ) ب

n
1، nعدد صحيح موجب فإن لأجل ، ( ) nxxf 1= 

)يكون    )
11

1 −
=′ nx

n
xf  

  البرهان 

( ) ( )
h

xhxxf
nn

oh

11

lim
−+

=′
→

   

  ( )( ) nnnnnn vuvuvvuuvu −=++++− −−−− 1221 ...  
vuإذا    ،  فإن≠

1221 ....
1

−−−− ++++
=

−
−

nnnnnn vuvvuuvu
vu   

  
nxv 1=  ،             ( ) nhxu 1+=  بتعويض  

( )

( ) ( ) n
n

nn
n

n
n

nn

xxhxhx
xhx
xhx

1121

11

....

1
−−

+
−

++++

=
/−+/

−+   

ohوبجعل     ينتج أن →
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( )
n

n
n

n
n

n

xxx

xf 111

....

1
−−−

+++

=′  

  

                                       n
n

n
n x

n
nx

1

1
11

+−

− ==   

)                                            إذا            )
11

1 −
=′ nx

n
xf  

 إذا كان الأس على صورة  -جـ
n
m  ،   0≠n  

)إذاً         ) n
m

xxf = ،   ( )
1−

=′ n
m

x
n
mxf  

  )ب (،)أ(نستعمل نفس المتطابقة المستخدمة في البرهان 

) ،بوضع  )n
m

hxu += ،  n
m

x=υ  

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )121 ...

1

−−− ++++++

=
−+

−+

n
n
m

n
m

n
n
mn

n
mmm

n
m

n
m

hxxhxhx
xhx
xhx

  

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1210
...

1
lim

−−−→
++++++

=
−+

−+

n
n
m

n
m

n
n
mn

n
mmm

n
m

n
m

h
hxxhxhx

xhx
xhx

  
  

                                             
( )1

1
−

=
n

n
m

nx

  

                                إذن 
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( )

( ) ( )10

1
lim

−→
=

−+

−+

n
n
mmm

n
m

n
m

h
nxh

xhx
h

xhx
 

( )

( )110

1
lim

−
−

→
=

−+

n
n
mm

n
m

n
m

h
nx

mx
h

xhx
 

  إذن                                    

( )

n
mm

mn
m

n
m

h
xn

xm
h

xhx
−

−

→
=

−+ 1

0
lim  

                                       1−
= n

m

x
n
m   

                                       ( )
1−

=′ n
m

x
n
mxf  

سبق نجد أن مبرهنة القوة صحيحة لجميع القوى الحقيقية صحيحة أو  مما
 ويصبح على . وسوف نثبت فيما بعد صحتها لقيم القوة غير القياسية.قياسية

  ،وجه العموم
) ،  R∈αإذا  ) αxxf     فإن=

                                    ( ) 1−=′ αα xxf  
   ،ومن ثم انظر الجدول التوضيحي
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( )xf  ( )xf ′  

21xx =  
x

x
2

1
2
1 2

1

=
−  

323 xx =  
x

x 3
3
1

3

2
3
2

=
−  

6x  56x  
7  0  

3
1

3
1 −

= x
x

  
4

3
3
4

3

1
3
1

x
x −

=−
−  

11 −= x
x

  2
2 1

x
x −

=− −  

  
   الاستمرارية وقابلية التفاضل-3
  في نطاقها x قابلة للتفاضل عند كل قيمة لـfبين هنا أنه ليس كل دالة سن

 فإنها تكون غير قابلة للاشتقاق عند a غير مستمرة عند fوأنه إذا كانت 
a.ولبحث .ك أن كثير من الدوال المستمرة غير قابلة للتفاضل زد على ذل 

  ،قابلية التفاضل علينا أن نبحث وجود أو عدم وجود النهاية

                                    ( ) ( )
h

xfhxf
h

−+

→
lim

0
  

  مستمرة عندf ومن الناحية الهندسية نستطيع القول أن الدالة .من عدمه
 أما إذا .نقطة على بيانها إن لم يكن هناك أي قفزة أو كسر عند هذه النقطة

 يمر خلال النقطة بطريقة f ذلك نفاضل فإن بيان إلىكانت بالإضافة 
يوضح بعض ) 75( شكل .تدريجية ناعمة بدون أركان أو مماسات رأسية

  .بيانات دوال في الحالات مختلفة
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  )75(شكل 

  
على الرغم أن ليس كل دالة مستمرة تكون قابلة للتفاضل إلا أنه على العكس 

  .كل دالة قابلة للتفاضل تكون مستمرة
  :مبرهنة

   "a فإنها تكون مستمرة عند ،a قابلة للتفاضل عند fإذا كانت " 
   فإن ، قابلة للتفاضلf لنفرض رهان،الب

)موجودة                        ) ( ) ( )
ax

afxfaf
ax →

−
=′

→
lim  

)ولكن                           ) ( ) ( ) ( )
ax

afxf
ax

afxf
−
−

=
→
−  

 مستمرة  عند 
 قابلة للتفاضل

x  

( )xfy =  
y  

a  

a
 

a  

 تغیر تدریجي
وناعم عند     

f
 

  مستمرة  عند  غیر 
 قابلة للتفاضلوغیر  

x  

( )xfy =  

y  

a  a  

 aقفزة عند 

 فاضل وغیر  قابلة للمستمرة  عند  غیر 

x  

( )xfy =  

y  

a  

 aعند ∞ 

f
 

  مستمرة  عند
 قابلة للتفاضلولكن غیر 

x  

( )xfy =  
y  

a  
a
 

a  

       ركن عند
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                      ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ax
ax

afxfafxf −







−
−

=−  

                        ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ax
ax

afxfafxf −







−
−

+=  

     ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ax
ax

afxfafxf
axaxaxax

−⋅







−
−

+=
→→→→

limlimlimlim  

                      ( ) ( ) ( )axafaf
ax

−⋅′+=
→

lim  

)بما أن  )af   ، موجودة′
                                  ( ) ( ) ( ) 0lim ⋅′+=

→
afafxf

ax
  

                                               ( )af=  
  . انتهى البرهانa مستمرة عند ∴

  )قابلية التفاضل على فترة(تعريف 
] أنها قابلة للتفاضل على فترة مغلقة fيقال للدالة "  ]ba, إذا كانت f قابلة 

) للتفاضل على الفترة المفتوحة )ba, ،وكانت النهايتان +L ،Lموجودتان، حيث  
( ) ( ) ( ) ( )

h
bfhbfL

h
xfhafL

hh

−+
=

−+
=

−+ →

−

→

+ limlim
00

,"   

  )76(المشتقة اليسرى انظر شكل L− ، المشتقة اليمنىL+تسمى 
  
  
  
  
  

  )76(شكل 
b  x  

y  

a  

 L = المیل 

( )( )bfbR ,  
• • 

 
( )( )afap ,  

 L+=   المیل 
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  )Cuspالناب (تعريف 
)يقال أن "  )fgr عند " ناب "  لهax  a مستمرة عند f إذا كان =

  :مستمرة وتحقق الشرطين
              ( ) 1−∞→′ xf عندما      ax →  
              ( ) 2−−∞→′ xf عندما   +→ ax  

ax لما −∞أو العكس  →+ لما +∞ ،→ ax"   
  )77(كالمثال الموضح في شكل 

) لاحظ أنه إذا كان ) +∞→′ xf 

→−عندما  ax ،+→ ax لن 
 يكون هناك ناب وإنما فقط مماس

   .رأسي
)وبالمثل لو أن  ) −∞→′ xf من 

  )77(شكل           ) 78(الجانبين كما في الشكلي 
  
  
  
  
  
  
  
  

  )78(شكل 
  

• ( )( )afap ,  

a  
x  

y  

• a  
x  

y  

( )
−

→−∞→′ axxf  
• 

−∞→L  ∞→
+
L  

( )
+

→→′ axxf 0  
( )

−
→→′ axxf 0  
+

−→∞→ ax  

a−  0 

• 

( ) ∞→′ xf  
a  

x  

y  

+

−

→

→

ax

ax  
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)نا الدالة ذتخاإذا  ) 32xxf ) نجد أن ،= ) 3
1

3
2

−

=′ xxfأي    

( ) 33
2

x
xf =′،                                       

( ) −∞=′
−→

xf
x
lim

0
 

  

( ) +∞=′
+→

xf
x
lim

0
 

  كماx، 0=y=0لاحظ أنها مستمرة عند  (x=0 الدالة لها ناب عند  ∴
  ) 79(في شكل 

  
  
  
  
  
  

  )79(شكل 
  

  ترميز المشتقة  
)إذا كان  )xfy   ، فإن المشتقة الأولى يرمز لها بأحد الرموز الآتية=

( ) ( ) ( )xfDyDxf
dx
d

dx
dyyxf xx ,,,,, ′′  

 ،xDيسمى كل من 
dx
d مؤثر تفاضلي وكل من yDxأو  

dx
dy مشتقة y 

  . x إلى بالنسبة y أو تفاضل x إلىبالنسبة 

( ) 32xxf =  

x  

y  
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axإذا كان المراد حساب المشتقة عند     قد نكتب ، مثلا=

axdx
dy

=




  ،  iv      

axdx
dy

=

   ، iii    axx yD =
،  ii   ( )af ′ ،   i  

  فمثلا 
( ) xxDx 22 =            

( ) 3235 35 xx
d
d
x

=  

( ) 5
54 882

t
tt

dt
d

−== −−  

( ) 123
2

2

2

3 ==
== ϑϑ

ϑϑ
ϑd
d  

( ) [ ] 33, 1
2

1

3 ==





=
=

x
x

xx
dx
d  

( ) [ ] ( ) 24812129 31
8

31

8

34 ===





=
=

u
u

uu
du
d  

 فنسميها المشتقة الثانية أو التفاضل الثاني ، إيجاد مشتقة المشتقةإلىقد نحتاج 
f ويرمز لها بالرمز fللدالة ′′،   

( ) ( )[ ] ( )xf
dx
dxfxf ′=′′=′′  

        ( )( ) ( )( )xf
dx
dxf

dx
d

dx
d

2

2
=






=  

( ) ( ) yDxf
dx
dxf x

2
2

2
≡≡′′   

  ) عدد صحيح موجب n، nرقم (وبالمثل نستطيع الترميز للمشتقة الآتية 

)    بالرموز الآتية  )( ) ( ) yDfDxf
dx
dxf n

x
n

xn

n
n ≡≡≡  
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)  رتبة المشتقةnحيث  )( )xf n 1 وكلما كانت>n سميت المشتقات 
  فمثلا إذا كان. بالمشتقات  العليا

   ( ) 372xxf =  
 فإن                                                          

   ( ) 34
3

14 xxf =′  

  ( ) 31
9
56 xxf =′′  

  ( ) 32
27
56 −=′′′ xxf                                       

( )( ) 354
81

112 −−= xxf  

( )( ) 385
243
560 −= xxf  

  .....وهكذا
 
   أساليب التفاضل-4

  .نورد في هذا الجزء بعض القواعد العامة التي تساهم في تبسيط عملية الاشتقاق
      ، ثوابت حقيقية،a،b،c كل من ، دالتين قابلتين للاشتقاقf،g كانإذا
nعدد قياسي فإن :  
  

  )1(مبرهنة 

)                       -                 أ )( ) ( )( )xf
dx
daxfa

dx
d

=  

)  -                 ب ) ( )( ) ( )( ) ( )( )xg
dx
dxf

dx
dxgxf

dx
d

+=+  
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)  -                 جـ ) ( )( ) ( )( ) ( )( )xg
dx
dxf

dx
dxgxf

dx
d

−=−  

  البرهان 
    -أ

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )
h

xfhxfc
h

xfahxfaxfa
dx
d

hh

−+
=

−+
=

→→
limlim

00
  

              ( ) ( ) ( )( )xf
dx
dc

h
xfhxfc

h
=

−+
=

→
lim

0
  

  )أ(انتهى برهان 
  
          -ب

( ) ( )( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
h

xgxfhxghxfxgxf
dx
d

h

+−+++
=+

→
lim

0

 ( ) ( ) ( ) ( )






 −+

+
−+

=
→ h

xghxg
h

xfhxf
h
lim

0
  

( ) ( ) ( ) ( )
h

xghxg
h

xfhxf
hh

−+
+

−+
=

→→
limlim

00
  

                            ( )( ) ( )( )xg
dx
dxf

dx
d

+=  

  )ب(انتهى برهان 
  

  .)ب( يتم البرهان تماماً كما في -جـ
  فمثلاً 

                            ( ) ( ) 3344 84222 xxx
dx
dx

dx
d

===  
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                          ،              ( ) ( ) 225 15355 xxx
dx
d

==  

                          ،          ( ) 2334 15852 xxxx
dx
d

+=+    

                         ،           ( ) 2334 15852 xxxx
dx
d

−=−  

  

  أوجد: )5(مثال 
                            ( )33352 234 +−++− xxxxx

dx
d  

  :الحــل
  

                          ( )33352 234 +−++− xxxxx
dx
d  

                        3
2

12158 23 −++−=
x

xxx  
  

  ):6(مثال 
  أوجد معادلة المماس لبيان الدالة
                               xxy 32 23

−=  
)عند النقطة       )1=x  

  :الحــل
                                  2132 32 −−= xxy  
                               2331

2
3

3
4 −− += xx

dx
dy  

  x=1ميل المماس عند النقطة 
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6

17
2
3

3
4

1
=+==

=xdx
dym  

                                    ،
1

3123
1 −==xy  

                                     132 −=−=  
  ،معادلة المماس

                                          ( )11 xxmyy −=−  
                                        ( ) ( )1

6
171 −=−− xy  

                                           171766 −=+ xy  
                                          023617 =−− yx  

  
  )قاعدة حاصل ضرب دالتين (  :)2(مبرهنة 

( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )
dx

xgdxfxg
dx

xfdxgxf
dx
d

+=+  

  .تفاضل الأول× الثاني + تفاضل الثاني × الأول = أي تفاضل حاصل الضرب 
) لنعتبر :البرهان ) ( )xgxfy =  

( ) ( ) ( ) ( )
h

xgxfhxghxf
dx
dy

h

−++
=

→
lim

0
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
h

xgxfxghxfxghxfhxghxf
h

−+++−++
=

→
lim

0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
h

xfhxfxg
h

xghxghxf
h

−+
+

−+
+=

→
lim

0
 

o b e i k a n d l . c o m



 176 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
h

xfhxfxg
h

xghxghxf
hhhh

−+
⋅+

−+
⋅+=

→→→→
limlimlimlim

0000

( ) ( )( ) ( ) ( )( )xf
dx
dxgxg

dx
dxf +=  

  .انتهى البرهان
  ،ويمكن الصياغة على النحو

                              ( ) 212121 yyyyyy ′+′=′  
  

  ): 6(مثال 
)    إذا كانت ) ( )7114 2523 +−+−= xxxxxy    أوجدdxdy .  
  :الحــل

( ) ( ) ( ) ( )7118311254 232423 +−+−+−+−= xxxxxxxxx
dx
dy

 
    ( )236347 448201125 xxxxxx +−−−+=  
       ( 2345 213333 xxxx +−++  

     )xxxx 568888 234 −+−−  
     xxxxxxx 561535233205 234567 −+−−+−=  

  
  ):7(مثال 

)أوجد نقط بيان المعادلة   )23231 +−= xxxy  التي يكون عندها المماس
  .سياًأفقياً أو رأ
  : الحــل

( ) ( )23
3
132 23231 +−+−= − xxxxx

dx
dy  
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                                    ( ) 32

2
31

3
2332

x
xxxx +−

+−=    

                                      ( )
32

2

3
23323

x
xxxx

dx
dy +−+−

=  

                                                  32

2

3
2127

x
xx

dx
dy +−

=  

=0 لما  ،يكون المماس أفقياً
dx
dy  

                                                   02127 2 =+− xx  
                                                         

7
226 ±

=x  

→∞± لما ،ويكون المماس رأسياً
dx
dy0ى   أي عندما المقام يساو  

                                              0=x  
) إذن يوجد مماس رأسي عند ، مستمرةx، f=0ولما كان عند  )0,0  

  
  )قاعدة خارج القسمة( :3مبرهنة 

( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )2xg

xgxfxfxg
xg
xf

dx
d ′−′

=






  

تفاضل البسط ناقص البسط في × مشتقة خارج القسمة هي المقام  ،ونتذكرها
  .تفاضل المقام مقسوماً على مربع المقام

  البرهان 
)       ،إذا كان ) ( )xgxfy =   
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( )
( )

( )
( )

h
xg
xf

hxg
hxf

dx
dy

h

−
+
+

=
→

lim
0

 

      
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )xghxgh
hxgxfhxfxg

h +
+−+

=
→

lim
0

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )xghxgh

hxgxfxfxgxfxghxfxg
h +

+−+−+
=

→
lim

0
  

         ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( )xghxgh

xghxgxfxfhxfxg
h +

−++−+
=

→
lim

0
  

          
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )xghxg
h

xghxgxf
h

xfhxfxg

h +

−+
−

−+

=
→

lim
0

  

                                      ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )2xg

xgxfxfxg ′−′
=  

  .انتهى البرهان
  

)                                     :نتيجة )
( )

( )( )2
1

xg
xg

xgdx
d ′−

=






  

  فمثلاً

                  
( )2222

1

2
1

1,11

+

−
−=








+
−=








x

x
xdx

d
xxdx

d  

  
  :     )7(مثال 

أوجد  
dx
dy ،     أ-  

32
133

2

34

+
+−

=
x

xxyب       -  
x

y
+

=
1

1  
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   :الحــل

)           -أ )( ) ( )( )
( )22

34232

32

413391232

+

+−−−+
=

x

xxxxxx
dx
dy    

      
( )22

452345

32

4121227361824

+

−+−−+−
=

x

xxxxxxx  

                           
( )22

2345

32

42736612

+

−−+−
=

x

xxxxx  

                          -ب
( ) 






 +

+

−
=

xxdx
dy

2
10

1

1
2

  

                                      
( )212

1

xx +

−
=  

  
  ):8(مثال 

 ، لبيان العلاقةx، 2=x=1أوجد معادلة المماس عند 
2

2
−

=
x

xy.  

  :الحــل
                      ( )( ) ( )

( )22
1222

−

−−
=

x
xx

dx
dy  

                                 
( )22

4
−

−
=

xdx
dy  

)                          x=1عند  )
21

12
−

=y  

                                       2−=y  
 ميل المماس                  ،         

( )
4

21
4

2
1

−=
−

−
==

=xdx
dym  
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   المماس هي معادلة
                   ( )11 xxmyy −=−  

                     ( )142 −−=+ xy  
                      442 +−=+ xy  

                       024 =−+ yx  
   x=2عند 

                    ( )
±∞→

−
=

22
22y  

 لأنها غير قابلة .يوجد مماس  وبالطبع لاx=2الدالة غير مستمرة عند 
  .للتفاضل أصلاً

  
  )قاعدة السلسلة  ( )4(مبرهنة 

)إذا كان "  )ufy = ، ( )xgu     وكلا من=
du
dy،  

dx
du  موجودان فإن  

)الدالة التركيبية  تفاضل )( )xgfy )   هو= ) ( )xguf
dx
du

du
dy

dx
dy ′′=⋅="  

  البرهان 
( )( ) ( )( )

h
xgfhxgf

dx
dy

h

−+
=

→
lim

0
 

      ( )( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )
h

xghxg
xghxg

xgfhxgf
h

−+
⋅

−+
−+

=
→

lim
0

 

      ( )( ) ( )( )
( ) ( )

( ) ( )
h

xghxg
xghxg

xgfhxgf
hh

−+
⋅

−+
−+

=
→→

limlim
00

 

  ،لكن
)  ،h→0عندما   ) ( )xghxg →+  
)بجعل  ) axg =، ( ) thxg =+ أي  ut →     
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( ) ( ) ( ) ( )
h

xghxg
ut

uftf
dx
dy

hut

−+
⋅

−
−

=
→→

limlim
0

 

       ( ) ( )xguf ′′=  
  .انتهى البرهان

  ):9(مثال 

أوجد   
dx
du   23  إذا كانuy =  ،  xxu 22 −=   

  :ــلالح

         22 −= x
dx
du      21     و

2
3 u

dx
du

=  

   ،إذن

                                    
dx
du

du
dy

dx
du

⋅=  

                            ( )22
2
3 21 −= xu  

                      ( ) ( )123
212 −−= xxx  

  أي أن

                    ( ) ( ) ( )222
2
32

212232 −−=− xxxxx
dx
d  

                       ( ) ( )123
212 −−= xxx  

  وعموماً 
nuyإذا كان   =       ،     ( )xgu =  

  فإن 

                    ( )xgun
dx
dy n ′⋅= −1  

  ،أو نكتب
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        ( )[ ] ( )[ ] ( )xgxgnxg
dx
d nn ′⋅= −1  

  
  ):10(مثال 

    أوجد 
dx
dy  .أ  (( )523 64 +−= xxy722 -   ب −+= xxy  

  : الحــل

))        أ ) ( )xxxx
dx
dy 83645 2423 −+−=  

))      ب ) ( )2272
2
1 212 +−+=

−
xxx

dx
dy   

            
72

1
2 −+

+
=

xx
x    

    
  ):  11(مثال 
)أوجد    )xf )           عندما′ ) ( ) ( )65 dcxbaxxf ++=  

dcba                                     ثوابت حقيقية  ,,, .  
  : الحــل

( ) ( ) ( ) ( ) ( )5665 bax
dx
ddcxdcx

dx
dbaxxf +++++=′  

          ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )abaxdcxcdcxbax 4655 56 +++++=  
          ( ) ( ) ( ) ( )[ ]dcxabaxcdcxbax +++++= 5654  
          ( ) ( ) ( )[ ]adcbxdcadcxbax 56654 +++++=  
          ( ) ( ) ( )adcbcaxdcxbax 561154 ++++=  

( )xf    ومن المستحب أن يتذكر الطالب . قد تسمى أيضاً المعامل التفاضلي′
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  ، على النحو21n ،  1−=n،  0=n في الحالات الخاصة nxتفاضل

xتفاضل جذر  ) أ
الجذرضعف

=
1  

                     





 =

x
x

dx
d

2
1  

   تربيعx ناقص واحد على =xتفاضل واحد على ) ب

                     





 −

=







2
11

xxdx
d  

  0= تفاضل المقدار الثابت ) جـ

                      ( ) 





 = 0c

dx
d  

  ،وبإدخال قاعدة السلسلة نجد أن
   الجذر تتح تفاضل ما× واحد على ضعف الجذر = تفاضل الجذر ) 1

                      





 ⋅

−
=

dx
du

u
u

dx
d

2
1  

  تفاضل الدالة× ناقص واحد على مربع الدالة = تفاضل واحد على دالة ) 2

               ( ) ( )[ ]
( )xg

xgxgdx
d ′−

=















2

11  

  
  )12(مثال 

            أوجد 
dx
dy ، 0 ومعادلة المماس لما=x     

( )
1

11 2
32

+
++=

x
xy  
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  : الحــل

( )
( ) ( )

( )
( )













+
−+⋅

+
++

= x
x

xx

x
x

dx
dy 2

1

1213

1
11

1
22

22

2
32

2
  

       
( )

( )
( ) 














+
−+⋅

+
++

= 22

22

2
32

2
1

1132

1
11

1

x
xx

x
x

 

   
( )

( )
( ) 














+

−+

++

+
= 22

42

42

2

1

113

11

1

x

x

x

xx  

        
( )

( ) ( ) 23242

42

11

113

++





 −+

=

xx

xx
 

  x=0عندما 

 211 =+=y  
0=′y  

( )11 xxmyy −=−  
02 =−y  

  .x وهو مستقيم يوازى المحور y=2معادلة المماس 
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  : التفاضل الضمني والتفاضل البارامتري: 3.3بند 
 implicit differentiation :التفاضل الضمني: 1

)  كانإذا   )xf= y   فإنy تسمي دالة صريحة فيx  وكذلك المعادلة 

0=  ( )xf- yلة  تعين نفس الداf.  
xxy  فإذا كتبنا  53 2   xفي دالة صريحة     y نقول          =−
053    المعادلة  3 =+− xxy   تعين نفس الدالة        ( ) xxxf 53 2 −=  

) لو عوضنا لأننا )xf= y نحصل على ،:  
( )

00
05353

05353
23

22

=
=+−−

=+−−

xx

xxxx

  

  x صحيحة مهما كانت لأنهاوهي متطابقة 
053   المعادلة فيولكن  3 =+− xxy نقول أن ،y  تتعين ضمنا من هذه

 يمكن الأحوال جميع فيهي دالة ضمنية وبالطبع ليس  yأو أن . المعادلة
  :  دالة صريحة، فمثلا، المعادلةإلىتحويل الدالة المعرفة ضمنيا 

xyxyxy 22 222 =++−  
 فيوهدفنا ، x فيكدالة صريحة  yولكن يصعب إيجاد  yتتضمن دالة ضمنية 
 تحويلها إلى هو إيجاد مشتقة الدالة الضمنية دون الحاجة 3.4هذا الجزء من البند 

 :  من دالة ضمنية فمثلا المعادلةأكثرلدالة صريحة وأحيانا ما تتضمن المعادلة 

1622 =+ xy  
  : هما  دالتين صريحتينإلىيمكن تحويلها 

216 xy −±=  
): أي ) 216 xxf −=      ،      ( ) 216 xxg −−=  
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 معرفة ضمنيا، نستعمل طريقة تسمى التفاضل الضمني، f تفاضل دالة ولإيجاد
ثم نوجد  ) x(وفيها نفاضل كل حد من حدود المعادلة بالنسبة للمتغير المستقل 

dx
dy  

  :من الناتج مع ملاحظة أن
( ) ( ) y

dy
ydgyg

dx
d ′= .  

  
  ): 13(مثال 
xyxyyx   :  كانإذا   −=+−+ 253 2244  

) قابلة للتفاضل أوجد fضمنيا، و  fتعرف دالة  )xf ′    
  : الحــل

  x إلىفاضل مباشرة بالنسبة 
1210644 33 −′=+′−′+ yxyyyyx  
 إلى الطرف الأيسر وباقي الحدود إلى ′y تحتوى التيأنقل جميع الحدود 

  : الطرف الأيمن
33 4101263 xxyyyyy −−−=′−′−′  

  ,عاملا مشتركا  ′yخذ 
( ) ( )32 4101263 xxyyy ++−=−−′  

  ،′yأوجد 
( )

3
151,

263
4101

2

3

±≠
−−

++−
=′ y

yy
xxy  

  أو

( ) ( )
( )( ) ( ) 263

4101
2

3

−−

++−
=′

xfxf

xxxf  
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  : 14مثال
   :اوجد معادلة المماس لبيان المعادلة  

1543 24 +=−+ xxyy  
  x=1عند النقطة   

  : الحــل
  ،x   إلىفاضل بالنسبة 

5833 3 =−′+′ xyyy  
( ) xyy 834 3 =+′  

4
3

−≠y  034   أو,
34

8 3
3 ≠+

+
=′ y

y
xy  

  x=1  عند   
15432 +=−+ yy  

01032 =−+ yy  
( )( ) 052 =+− yy  

5−=y، 2=y  
  :، هما x=1ذاً يوجد نقطتان عندهما إ

)2,1(1P    ،)5,1(2 −P  
   على الترتيب P1 ،P2عند : ميل المماس

3)2(4
)1(8

31 +
=m  ،

3)5(4
)1(8
32 +−

=m  

35
8

1 =m      ،
479
8

2 −
=m  

  : إذن   هما P1 ،P2معادلتا المماسين عند 
   1Pعند 

( )11 xxmyy −=−  
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( )1
35
82 −=− xy  

887035 −=− xy  
062358 =+− yx  

  2Pوعند 

( )1
497

85 −
−

=+ xy  
882395497 +−=+ xy  

23874978 ++ yx  
  

  ): 15(مثال
)أوجد النقط، الواقعة على بيان الدالة    )xfy  منيا بالمعادلةض والمعرفة =

2522 =+ yx ،0543 يكون عندها المماس موازي للمستقيم التي =++ yx.  
   :الحــل

  xنوجد ميل المماس بالتفاضل مباشرة بالنسبة لـ 
022 =′+ yyx  

xyy 22 −=′  

y
xy −=′ 

  نوجده ولو بنفس الطريقة : المستقيموميل 

4
3043 −=′⇒=′+ yy  

  المستقيم عندما يتساوى الميلان، // المماس 

4
3

−=−
y
x  

3                                     أي،
4xy =  
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2522                      معادلة فيبالتعويض  =+ yx  
25

9
16 2

2 =+
xx  

25
9

25 2

=
x  

92 =x  
  x   ،  3−=x=3                                  إذن

                                       4=y   ،  4−=y  
  يوازيا المستقيم المعلوم ) -3 , -4( ، )3,4( سان عند  المما

  
  ):16(مثال 

   كان إذا 
222 =−++ xyyx  

xdx=0أوجد،     
dy  0ومعادلة المماس عند=x  

   :الحــل
  x: إلىفاضل الطرفين بالنسبة   

( ) 0
2
21

22
=

−

−′
+′+

xy
xyyy 

02222 222 =−′+−′+− xyyxyyxy  
( ) 2222 xyxyxyy −−=+−′  

22

22

xyy
xyx

y
−+

−−
=′  

  ،  x=0من معادلة المنحنى عندما   
20 =++ yy  

1=y  
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  هو ) 0,1( وميل المماس عند النقطة 
( ) ( )

011
0101,00

0 −+
−−

=′==
=

ym
dx
dy

x  

2
1−

=m  
  : معادلة المماس هي

( )11 xxmyy −=−  
( )0

2
11 −−=− xy  

xy −=− 22  
022 =−+ yx  

  

  ):17(مثال
1543إذا كان      34 +=−+ xxyy    اوجدy ′′.  

   :الحــل
51234 23 =−′+′ xyyy  

( ) 51234 23 +=+′ xyy ) 1   (             

34
512

3

2

+
+

=′
y
xy ) 2   (                          

   ، xمرة أخرى نسبة إلى ) 1(بتفاضل 
( ) ( ) xyyyyy 243412 32 =+′′+′′  
( ) 223 122434 yyxyy ′−=+′′  

  ) 2( من ′yبالتعويض عن 

( ) ( )
( )23

22
23

34

512122434
+

+
−=+′′

y

xyxyy  

( )
( )

( )33

222

23 34

51212

34

24

+

+
−

+
=′′

y

xy

y

xy  
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  ): 18(مثال
)إذا كان  ) xyyx =+ 2  
  اثبت أن

                 ( ) 02222
2

2

2
=+






+++

dx
dy

dx
dy

dx
ydyx  

   :الحــل
   ،xفاضل بالنسبة إلى 

( ) ( ) yyxyyx +′=′++ 12  
  فاضل مرة ثانية

( ) ( ) ( ) ( ) yyyxyyyyx ′+′+′′=′+′++′′+ 1122  
( ) yyxyyyyx ′+′′=′++′′+′′ 21222 2  

( ) ( )( ) 01222 2 =′−′++−+′′ yyxyxy  
( ) ( ) 0122 2 =+′+′+′′+ yyyyx 

)  انتهى البرهان ) 02222
2

2

2
=+






+






++

dx
dy

dx
dy

dx
ydyx                                

 
  Parametric Equations: المعادلات البارامترية )2

  نقدم طريقة جديدة لوصف المنحنيات المستوية2-4في هذا الجزء من بند   
 دالة مستمرة fفإذا كانت . ين للمنحنىباستعمال ما يسمى بالمعادلتين البارامتريت

)فإن )fgrللمنحنى المستوى كثر عمومية والتعريف الأ.  يسمى منحنى مستوى
  : هو

  :تعريف
)أزواج مرتبة  من cالمنحنى المستوى هو مجموعة  ) ( )( )tgtf  f بحيث ,

   .                     lمستمرتان على فترة   gو 
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  . وقد اعتدنا للتبسيط استعمال كلمة منحنى فقط بدلا من منحنى مستوى 
) في التعريف السابق يتكون من جميع النقط cوبيان  ) ( ) ( )( )tgtftP ,= 

  . l في الفترة t لقيم xyفي المستوى 
  والمعادلتان ، 

l∈t , ( )tgy = , ( )tfx =  
  . t بالبارامتر c يسميان المعادلتان البارامتريتان للمنحنى

 .t بالوسيط c وأحياناً يقال المعادلتان الوسيطيتان للمنحنى

 من tوللحصول على الصورة الديكارتية لمعادلة المنحنى ، نحذف البارامتر 
  .يتين المعادلتين البارامتر

( ) ( )xgxf 11 −− = 

( )( )xfgy 1−=  
  أو 

( )( )ygfx 1−=  
   منحنى معادلته البارامتريتين هما Cفمثلا إذا كان 

                                 21 ≤≤− t  ,  12 −= ty ,  tx 2=  
  :للحصول على شكل المنحنى دعنا نكون الجدول الآتي

t  1-  
2
1

−  0 
2
1

 1 
2
3

 2 

x  2-  1-  0 1 2 3 4 

y  0 
4
3

−  -1  
4
3

−  0 
4
5

 3 

   .)84(توقيع هذه النقط في المستوى الكارتيزي يؤدي إلى الشكل الواضح في شكل 
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)84(شكل   
 

. دلتين من المعاt الصورة الديكارتية لمعادلة المنحنى دعنا نحذف ولإيجاد

 نجد tبحل الأولى بالنسبة إلى 
2
xt =  

  وبالتعويض في الثانية

1
2

2
−






=

xy  

1
4
1 2 −= xy  

وهي معادلة من الدرجة الثانية سبق دراستها تمثل قطع مكافئ متماثل بالنسبة 
  ) .84(ماً كالمبين في شكل   تماyللمحور

 إيجادإذا أمكن الحصول على الصورة الديكارتية كان من السهل إذن 
dx
dy 

ولكن دورنا الآن الحصول على 
dx
dy بدون التحويل إلى الصورة الديكارتية 

  مثل . التي يصعب غالباً الحصول عليها

21;1,2 2 ≤≤−−== ttytx  

y  

x  

4    3    2  

• 

• 

• 

• • • 
• 

1−=t  

1-     2-  

2=t  

C  

2
3

=t  

1=t  

2
1

=t  0=t  
2
1

−=t  
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( )
( )1

1, 2

2

+
−

=
t
tby    

21
2

t
atx

+
=  

  أ،
                          2311, tty −+=   32ttx −=  

  وهكذا لذلك نورد المبرهنة التالية ،
  

  )مشتقة الدالة المعرفة بارامتريا  ( :مبرهنة 
)إذا علم المعادلتين البارامتريتين " )tfx = ،( )tgy   لمنحنى أملس متصل=

C فإن ميل المماس 
dx
dy للمنحنى عند  ( )yxp    هو ,

0, ≠
dt
dx    

dt
dx

dt
dy

dx
dy

="    

 لترمز ′y أي Primeوقد اعتدنا استعمال الشرطة 
dx
dy ولأن نستعمل النقطة 

dot أي y& ،أ x& لترمزان إلى 
dx
dy ، 

dx
dy أي أن ،.  على الترتيب  

0, ≠x&   
x
yy
&

&
=′  

  استعمال دالة الدالة ، حيث والبرهان يأتي مباشرة ب

x
y

dtdx
dtdy

dx
dt

dt
dy

dx
dy

&

&
==⋅=  

  وللحصول على المشتقة الثانية ،
                            ( )

x
y

dtdx
dtydy

dx
dy

&

⋅′
=

′
=′=′′  

  ويجب ملاحظة أن ،
                                                    

x
yy
&&

&&
≠′′  
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  )19(مثال 
   هو منحنى ممثلاً بارامتريا على النحو Cإذا كان 

Rtttyttx ∈−−=−= ,15,3 23  
  t=2 عند نقطة بارامترها Cأوجد معادلة المماس لـ   ) أ 

  .y أو المحور xأوجد النقطة التي يوازى المماس عندها المحور  ) ب

2أوجد ) جـ

2

dx
yd  

  .Cأوجد المعادلة الديكارتية للمنحنى   ) د
   :الحــل

)                       أ
x
yy
&

&
=′  

                   
33
52

2 −
−

=′
t
ty  

) هما،t=2ميل المماس عند  ) 22323 =−=x،712522 −=−×−=y  
)معادلة المماس ،  )11 xxmyy −=−  
                  ( )2

9
17 −−=+ xy  

                   0619أي =++ yx  

بما أن    ) ب
x
yy
&

&
=′  

   أيy& =0 لما xالمحور // المماس ) 1ب
052عند                        =−t  

                              25=t  

والنقطة هي              





 −

4
29,

8
65  
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   أيx& =0 لما yالمحور // المماس ) 2ب
                  033 2 =−t  

                       1±=t  
  أي أن هناك نقطتان يكون عندها المماس رأسيا هما ،

          ( )5,21 −≡=t   ،   ( )5,21 ≡−=t  

))          جـ )
x
yy
&

′
=′′  

              ( ) ( )( ) ( )( )
( )22

2

33

652233

−

−−−
=′

t

ttty  

                  
( )22

22

19

301266

−

+−−
=

t

ttt  

                       
( )22

2

19

6306

−

−+−
=

t

tt  

                        
( )22

2

13

2102

−

−+−
=

t

tt  

                          ( )
33

13

2102

2

22

2

−
−

−+−

=′′
t
t

tt

y  

   المعادلتين ، منtنحاول حذف ) د
                                    ( )32 −= ttx  
      ،                           152 −−= tty  
                                  152 ++= tyt  

                                ( )25 −+= tytx  
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                                 25 2 −+= ttyx  
                     ( ) ttyty 2155 −+++=   

                    ttyty 25255 −+++=  
                          5523 +++= ytty  

                                    ( )2355 +=−− ytyx     ⇒  
                                    

23
55

+
−−

=
y

yxt  

   ،yبالتعويض في معادلة 

                    1
23

555
23

55 2

−







+

−−
−








+

−−
=

y
yx

y
yxy  

  ومنها
 ( ) ( ) ( ) ( ) 231201055231 2 −≠−−−−=++ yyxyxyy  

  وهي المعادلة الديكارتية للمنحنى
  .نى يوضح بيان المنح) 85(وشكل 

                            
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  )85(شكل 

y  

Rt
tty

ttx
∈







−−=

−=

15

3
2

3
 

( )5,2  







 −

4
29,

8
65  

( )7,2 −  
( )5,2 −−  • 

• 
 

• • 
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  2-4تمارين 
  

 بحيث f، بفرض أن المعادلة تعين دالة قابلة للتفاضل )20(إلى ) 1(من 

( )xfy   ، أوجد =
dx
dy.  

1   (1032 22 =+ yx  
2  (xyyx =− 44 25  
3  (52 223 =++ yyxx  
4  (625 322 =++ yyxx  
5  (0432 222 =−− yxyx  
6  (02 22224 =++−+ xyxxyyxx  
7  (93131 =+ yx  
8  (163232 =+ yx  
9  (3=+ yx  

10 (72 =+ xyx  
11  (62 3 =+− yxyx  

12  (
yx
yxy

−
+

=  

13  (
3
2

−
+

=
xy
yy  

14  (
3
2

−
+

=
xy
xx  

15 (xyyxy 322 +−=  

o b e i k a n d l . c o m



 199 

16  (024222 =−−+ xyxy  

17  (
2
111

=+++
yx

y
y
x

x
  

18  ([ ] 23222 1 yxy −+=  
19 (( ) 2222222 4 bxaayx =−++  
20  (133 =− yx  
  Ρ عند النقطة والعموديأوجد معادلة المماس ) 29(إلى ) 21(من 
21     (016 =+xy  ،  ( )8,2−Ρ  

22     (1
1216

22
=+

yx  ،  ( )3,2Ρ  

23     (54 22 =− xy ،                 ( )3,1−Ρ  
24    (012 223 =−+− yyxx     ،  ( )3,2 −Ρ  
25    (2732 =+ yxy                ،  ( )3,2Ρ  
26    (5645 22 =− yx  ،              ( )3,2−Ρ    
27    (7249 22 =− yx  ،              ( )3,2Ρ      
28    (352 22 =− yx  ،                ( )1,2−Ρ    
29    (4023 22 =− xy  ،              ( )4,2 −Ρ    
02222 اثبت أن معادلة المماس للدائرة،) 30 =++++ cbyaxyx  
)د نقطة عن )11, yxعلى محيطها هي   

( ) ( ) 01111 =++++++ cyybxxayyxx  
  ثبت أن معادلة المماس للقطع الناقص ا) 31

                       0, >> ba  12

2

2

2
=+

b
y

a
x  
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)عند    )11, yxΡ12   هي
1

2
1 =+

b
yy

a
xx  

12  المماس للقطع الزائداثبت أن معادلة ) 32

2

2

2
=−

b
y

a
x   

)عند النقطة    )11, yxΡ 12  هي
1

2
1 =−

b
yy

a
xx  

  

بمركز القطع ) 31تمرين(  على القطع الناقص ياثبت أن إذا مر العمود) 33
  .فإن القطع يكون دائرة ) 0،0(  

  

  أوجد معادلة المماس لبيضة كاسينى ،) 34
                       ( ) 4222222 4 bxaayx =−++  

) عند النقطة a ، 6=b=2عندما    )2,2Ρ  
  

0333 للمنحنى يأوجد معادلتي المماس والعمود) 35 =−+ axyyx  
) عند النقطة a=2عندما    )6,6Ρ  

  

)للمعادلة  ) 35(كرر تمرين ) 36 ) xyayx 2222 2=+  
   ،2=a ،  ( )1,1Ρ  
xyأوجد النقط التي يوازي عندها المماس المستقيم    =.  

  

 عند النقطة والعموديأوجد معادلتي المماس ) 42(إلى ) 37(في التمارين من 
  :عطاةالم
)37  (1,1 22 −=+= tytx ،    22 ≤≤− t  1   ،عند=t  
)38  (1,1 33 −=+= tytx ،     22 ≤≤− t  1  ،عند−=t  

o b e i k a n d l . c o m



 201 

)39  (32,54 2 +=−= tytx ،  Rt   t=2عند           ،  ∋
)40    (2323 , tytx == ،       Rt   t=64         ،   عند  ∋
)41   (43, +== tytx ،      0≥t  4          ،عند=t  
)42    (1222 =−+ xttx ،     2122 =−+ ytty    

   .0 أكبر من t ،  x ، y=−1          عند  
  .المنحنىأوجد الصورة الكارتيزية لمعادلة ) 41(إلى ) 37(في التمارين من  ) 43(
3txأوجد النقطة على المنحنى   )44( −=  ، tty 186 2 −−=  

  0)       ب2)  يكون عندها ميل المماس أ       
ttxأوجد النقطة على المنحنى   )45( += 2  ، 35 2 −= ty  

  -1)         ب4) يكون عندها ميل المماس أ  
  

 التي يكون عندها Cنى أوجد نقط المنح) 48(إلى ) 46(في التمارين من 
22المماس أفقياً أو رأسياً وأوجد  dxyd ثم أرسم بيان C.  

)46 (tty −=
3 , tx 3

= ،  Rt ∈  
)47 (tyttx =−= ,63 2 ، 0≥t  
)48  (ttyttx 5,12 23 −=−= ،  Rt ∈  

) هو المنحنى  Cإذا كان  ) 49( )
22

2

1
6,

1
12

t
ty

t
tx

+
=

+
−

=  

0944اثبت أن         2 =+′+′′ yyy  

3xاثبت أن ،    ) 50(
xyyxy

&

&&&&&& −
yد يجاإ   واستخدم هذه الصيغة في ′′= ′′ 

  .      عند النقطة المعطاة ) 41(إلى ) 37(للتمارين من 
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