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  مقدمة للنھایات: 1-2بند 
)يجاد قيمة دالة لإنحتاج في الحسبان وتطبيقاته  عادة ما    )xf عندما 

فإذا كان . a وليس بالضرورة يساوى a قريبة من عدد معلوم xتكون 
)المطلوب هو  )998.0f ،أ ( )001.1f فنحن إذن نريد حساب ( )xf 

) وليس x=1بالقرب من  )1f . فقد تكون( )1fمثال ذلك لو أن .  غير معرفة  

                                           ( )
1
1

−
+

=
x
xxf  

)نجد أن  )1fغير معرفة   
)أما  )

002.0
998.1998.0 =f  أي ( ) 999998.0 =f  

  ،( )
001.0
001.2001.1 =f أي  ( ) 001.2001.1 =f  

)من أكثر زاد مقدار  xوكلما اقتربت  )xf، فنجد   
             ( ) 00001.200001.1 =f  و   ( ) 0001.20001.1 =f  

)وهكذا أما  )1f غير معرفة نفسها تصل إلى مالانهاية أي .  

)واتخذنا مثال آخر مثل  )
63

2 23

−
−

=
x

xxxf2  بالقرب من،  نجد أن=x،  

( ) 332933363.19997.1 =f،  ( ) 333332000.1999999.1 =f  
( ) 333336000.100002.2 =f، ( ) 333334667.100000.2 =f  
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)بينما  )
0
02 =fغير معرفة أي  .  

)قتربت ا 2 من xقتربت اسبق أنه كلما  وضح مما )xfن العدد  م

3
4333333333.1 يمكن التأكد من ذلك لأننا مجرد حسبنا قيم   ولكن لا=

ولكن نعطى نقاشاً مقدما  . 2 قريبة من xمختلفة اختيارية للدالة لقيم للمتغير 
  لهذه النتيجة دعنا نحلل البسط والمقام لعوامل على النحو التالي 

                          ( ) ( )
( )23

22

−
−

=
x
xxxf  

02وطالما أن  ≠−x ولأن ،x نستطيع حذف 2تساوي   ولا2 قريبة من 
)العامل  )2−x،لتصبح ،  

                         ( )
3

2xxf =  

القطع المكافئ  هو إذا fوبيان 
3

2xy )  محذوفاً من النقطة =  كما 34,2(

  ) . 39(هو واضح في شكل 
  ويتضح من هندسة الشكل أنه كلما 

)،2  من x اقتربت )xf  تقترب من  

3
  . كما كان متوقع 4

  على   دالة معرفةf إذا كانت وعموماً
  هذه الفترة   ينتمي إلىa ،فترة مفتوحة

   بحيث،
axوتظل  ( a من xكلما اقتربت   ) 1   )39(شكل         )≠

)فإن    )xf تقترب من عدد حقيقي L.           

63
2 23

−
−

=
x

xxy  

° 
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)وأنه من الممكن جعل قيمة الدالة  ) 2 )xf  قريبة منL بتمدد كافي وذلك 
axلكن  ( a قريبة بقدر كاف من xباختيار ≠.(   

   فإننا عندئذ يمكننا استعمال الترميز  
                                   ( ) Lxf

ax
=

→
lim  

" The limit of ( )xf   , as x  approaches a  , is  L "      وتقرأ    
)نهاية" أو    )xf عندما تقترب x من a هي L"   
)وقد نكتب                  ) Lxf ax كلما → →  
)وذلك يعني على بيان    )xfأن النقطة  ( )( )xfx, تقترب من النقطة 
  ( )La, قتربت ا كلماx من a.   
  ففي المثالين السابقين نكتب   

=قيمة غير معرفة     
−
+

→ 1
1

lim
1 x

x
x

    ،       
3
4

63
2 23

2
lim =

−
−

→ x
xx

x
  

  

؛ بالبداهة" تؤول إلى" و ،"تقترب من"لنهاية باستعمال جمل ننا عرفنا اإيلاحظ 
  .ولكننا سوف نضمن البند القادم تعريفاً رسمياً للنهاية بعيداً عن هذه المصطلحات

)أحياناً نعرف أن  )xf تقترب من عدد معين كلما اقتربت x من aننا  ولك
) ، عندئذ نستعمل التعبير،نعرف هذا العدد لا )xf

ax
lim
→

 موجودة ويجب 

) ،الانتباه إلى أن حساب )xf
ax

lim
→

ax إن افتراض يجب ،  أي أن ، دائماً≠

)قيمة الدالة  )af خارجة عن الموضوع فليس بالضرورة أن تكون 
( )xf

ax
lim
→

) مساوية  )af ًفمثلاً إذا كانت.  وإن حدث أحيانا،  

                                  
1

1

=

≠

x

x
     ( )







−
−

=
3

1
12

x
x

xf  
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)فإن                   )xf
x
lim

1→
=      

1
12

1
lim −

−

→ x
x

x
  

                    
( )( )

( )1
11

lim
1 −

+−
=

→ x
xx

x
  

                         ( ) 21lim
1

=+=
→

x
x

  

)بينما                           ) 31 =f  
) ، نجد أن إيجاد،في حالة التعبيرات الجبرية البسيط )xf

ax
lim
→

 . هو أمر بسيط 

)فمثلاً عندما  ) 13 += xxf  
( ) ( ) ( ) 1314313limlim

44
=+=+=

→→
xxf

xx
  

=±∋ مثل 4 قريبة جداً من x قيمة اتخذنا إذا لأننا 4x، ∈ عدد موجب 
)قريب جداً من صفر  فإن  ) ( ) 1434 +∈±=∈±f  

                     ∈±=13  
) أصغر فأصغر حتى تصبح تقريباً صفر فإن ∋باتخاذ  ) 1304 =±f، في 

) ،هذه المسألة ) ( )4lim
4

fxf
x

=
→

   

  ،وببساطة يكون
( ) ( ) 534232lim

4
=−=−

→
x

x
    ، 591692

4
lim =+=+

→
x

x
  

           ( ) 1012

3
lim =+

−→
x

x
     ،               45lim

11
=+

→
x

x
  

)إن بعض الدوال الخاصة التي يتحقق فيها تساوي  )af ، ( )xf
ax

lim
→

 

 عندئذ نحسب النهاية ،تسمى دوال مستمرة أو متصلة وسنعود إليها فيما بعد
( )xf

ax
lim
→

ax بالتعويض عن  =.   
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  نستطيع استعمال التعويض المباشر السالف الذكر فمثلاً  لاولكن في دوال أخرى 
( )( )

( ) 1,2
1

21
1

22
≠+=

+
+−

=
−

−+ xx
x

xx
x

xx  

01 فإن ،x≠1وبما أن  ≠−x ومن المسموح به حذف العامل المشترك  
)بين البسط والمقام  )1−x المعادلتين  بياني وينتج عن ذلك أن 

1
22

−
−+

=
x

xxy، 2+= xy مماثلان لبعضهما .  

)  لأن النقطة x=1ماعدا عند  =+2 تقع على بيان المعادلة 3,1( xyولا  

تقع على بيان الدالة 
1

22

−
−+

=
x

xxy 40( كما هو موضح في شكل. (  
  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  ) 40(شكل 

 

( ) 2+= xxf 

( ) 3lim
1

=
→

xf
x

 

( ) 31 =f 
 

( )
1

22

−
++

=
x

xxxg 

( ) 3lim
1

=
→

xg
x

 

( )
0
01 =g 

)      نقطة    محذوفة 3,1(

( )









=

≠
−

++

=

1,2

1,
1

22

x

x
x

xx
xh 

( ) 3lim
1

=
→

xh
x

 

( ) 21 =h 

)                  نقطة    حذفت  3,1(
)              ونقطة    حلت محلها.2,1(

y y y 

x x x 

° ° • 
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  ، أوجد النهايتين):1(مثال

                 
675
252

2

2

2
lim

−−
+−

=
→ xx

xx
x

      ،     
3

9
lim

9 −
−

=
→ x

x
x

             

  الحــل
   بما أن التعويض المباشر يعطي                    

                                   
0
0

675
252

2

2

2
lim =

−−
+−

=
→ xx

xx
x

  

∴   2=x أن 2 ليست في نطاق الدالة أي≠x،02 ≠−x إذن النهاية 
  ،تصبح

                  ( )( )
( )( ) 13

3
35
12

352
122

limlim
22

=
+
−

==
+−
−−

=
→→ x

x
xx
xx

xx
    

  

 في المقدار x=9 التعويض المباشر ،كذلك
3

9
−

−
x

x  

يعطي 
0
0 ،9=xليست في نطاق الدالة ،  

 09أي ≠−x،إذن ،  
  )ضربنا في المرافق ( 

                      ( )( )
( )( )33

39
3

9
limlim

99 +−
+−

=
−

−

→→ xx
xx

x
x

xx
  

                         ( )( )
( )9

39
lim

9 −
+−

=
→ x

xx
x

  

                   6393lim
9

=+=+=
→

x
x
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  أوجد النهايتين):2(مثال

       (i   
x

x
x

sin
lim

0
=

→
         ،  (ii  

x
x

x

sin
lim

0
=

→
،  

) مناسبة وحساب   xباختيار قيم لـ  )xf  
 الحــل

)            للدالة نكون جدول )
x

xxf sin
=  

  ،0 القريبة من xلقيم 
x  xxy sin=  

0.01 0.999983333 
0.001-  0.999999833 

0.0001-  0.999999998 

0 L 
0.0001+  0.999999998 

0.001+  0.999999833 

0.01+  0.999983333 
  

 يعطي x=0نلاحظ أن التعويض المباشر  
0
0sin

lim
0

=
→ x

x
x

 ولكن الجدول 

)الموضح أعلاه  يعطي قيم تقريبية للدالة  )
x

xxf sin
 ،x=0 بالقرب من =

 ويتضح مباشرة من xو التقدير الدائري للزاوية  عدد حقيقي أو هxحيث 
   ،الجدول أنه يمكننا تخمين قيمة النهاية

                  1sin
lim

0
=

→ x
x

x
  

ii( نكون جدول للدالة ( )
1

log10
−x

xxf 1 بالقرب من=x  
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x  ( ) ( )1log −= xxxf  
0.997 0.434947229 
0.998 0.434729356 
0.999 0.434511774 

1 L 
1.001 0.434077479 
1.002 0.433860766 
1.003 0.433644340 

  
001.1999.0نجد أنه لما  << x تكون ( ) 43451.043408.0 << xf  
)تخمين بأن،     ونستطيع ال ) 4343.0lim

1
=

→
xf

x
  

( )( )243451.043408.0 +  
  

4343.0 ،لاحظ أيضاً أن
log

1

10
=








e

  وسنثبت فيما بعد في هذا الكتاب 

     ،أن
                 

ex
x

x 10

10

1 log
1

1
log

lim =
−→
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  sided limits–One النهاية من جانب واحد 
)عند حساب  )xf

ax
lim

→
 بقدر كاف فإذا كانت a تقترب من x فإننا نجعل 

x أكبر من a وبدأنا ننقص منها حتى تقترب من a نقول أننا نحسب ، 
axالنهاية من الجهة اليمنى حيث     ، ونكتب <

                                     ( )xf
ax

lim
+

→

  

axوإذا حسبننا النهاية من الجهة اليسرى ،   تزايد حتى x ، وجعلنا >
   فنكتب النهاية على الصورة aتصبح قريبة من 

                                     ( )xf
ax

lim
→

  
  . بالطريقتين a من xيوضح اقتراب ) 41(وشكل 

  
  
  
  
  
  
  
  

  )41(شكل 
  

 معرفة على الأقل في فترة fولحساب النهاية من اليمين يجب أن تكون 
)مفتوحة  )ca, حيث c عدد حقيقي، ولحساب النهاية من اليسار يجب أن 

 
y y 

( )xfy = 
( )xfy = 

a x 

 
° • 

x x a x 

 
° 

• 

( ) Lxf
ax

=
−→

lim ( ) Lxf
ax

=
+→

lim 

L L 
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y  y  y  

1L  

a  x  a  x  a  x  

( ) 1lim Lxf
ax

=
−→

 

° 
° 

2L  
° 
° 

0 

( ) 2lim, Lxf
ax

=
+→

 

21 LL ≠  

)أ( )ب(   

( ) 1lim Lxf
ax

=
−→

 ( )xf
ax +→

lim,  غير موجودة

1L  
° 

0 0 

2L  

( ) 2lim, Lxf
ax

=
+→

 ( )−
−→

xf
ax

lim  غير موجودة

)جـ(  

) معرفة في فترة fتكون  )ca, لعدد حقيقي c .  الترميزax  يقرأ →
x تقترب من اليسار من a ، 

+
→ ax ، يقرأ x تقترب من اليمين من a .   

)ويكون للنهاية  )xf
ax

lim
→

    وجود فقط إذا كان ،
                                             ( ) ( )xfLxf

axax
limlim

+
→→

==  
                                                                                                        
 ( ) Lxf

ax
=

→
lim  

  أما إذا كان ،
( ) ( ) 21 limlim , LxfLxf

ax
ax

==
+

→
→

  

21وكان  LL ) غير موجودة فإن النهاية 2L أو 1L أ، أي من ≠ )xf
ax

lim
→

   

  تكون غير موجودة
  الذي يوضح حالات تكون فيها النهاية الأخيرة غير موجودة) 42(كما في شكل 

  
  
  
  
  
  

    
  
  
  

  )42(شكل 
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  ):3(مثال
)إذا كانت  ) 4−= xxf خطط بيان ،  fد ما أمكن  وأوج  

))    أ )xf
x

lim
4
+

→

))                  ب )xf
x

lim
4
−

→

    

))  ج )xf
x
lim

4→
))                    د )4f.    

  الحــل 
)تخطيط  )fgr 43( واضح في شكل(  

  
04إن  ، فx<4إذا كان ) أ >−x  

)ومن ثم     ) 4−= xxf هي عدد   
)أي أن  حقيقي،   )xf معرفة ومن ثم   
  0444lim

4

=−=−
+

→

x
x

   

  )               43(                                                    شكل 
  

04 ، فإن x>4إذا كانت ) ب <−x  ومن ثم ( ) 4−= xxf ليست 
)غير موجودة ( عدداً حقيقياً وبالتالي فإن ، )xf

x

lim
4
−

→

.(  

)وبذلك ) جـ )xf
x
lim

4→
) غير موجودة لأن  )xf غير معرفة على فترة 

 وأخرى أكبر من 4 أعداد حقيقية أقل من ، أي فترة تحتوي على4تحتوي 
4.  

)) د )4f تحسب من التعبير الجبري مباشرة ( ) 0444 =−=f  
  

4−= xy  

x  0 
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  ): 4(مثال

)إذا كانت  )
x
xxf ) ، خطط = )fgr وأوجد   

)) ما أمكن ذلك ، أ )xf
x

lim
0
−

→

))     ب )xf
x

lim
0
+

→

))       جـ )xf
x
lim

0→
  

  الحــل 
( )fgr الدالة غير  )44( موضح في شكل  

) حيث x=0معرفة عند  )
0
00 =f  

xx ، فإن x>0عندما ) أ −=  

   ( ) 1−=
−

=
x

xxf،   

)إذن ،      ) 1lim
0

−=
−

→

xf
x

    

  )    44(شكل  
xx فإن x<0عندما  ) ب = ، ( ) 1==

x
xxf                  

)إذن                                    ) 1lim
0

=
+

→

xf
x

   

النهاية من اليسار غير متساويتين ، ينتج أن بما أن النهاية من اليمين و) جـ

  ( )
x
xxf

xx
limlim

00 →→
  . غير موجودة =

  
  
  

° 

° 

0 

1 

1-  

x  

y  
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  ):5(مثال 
   ،fخطط بيان الدالة 

                 
2
2
2

>
=
<

x
x
x

   
;
;
;

     ( )








−

+
=

xx

x
xf

43

10
2

2

  

)ثم أوجد ،  )xf
x

lim
2
−

→

   ،   ( )xf
x

lim
2
+

→

  ،      ( )xf
x
lim

2→
  

  
  الحــل

)البيان  )fgr 45( مخطط في شكل (  
)) أ ) ( ) 42limlim

2
2

=+=
→

→
−

xxf
x

x

  

  
) )ب ) ( ) 443 2

2
2

limlim =−=
→

→
+

xxxf
x

x

  

  )45(شكل                                                         
  

  نجد أن النهايتين اليمنى واليسرى متساويتان) ب( ، )أ(من ) جـ
)               :وينتج أن  ) 4lim

4
=

→
xf

x
                          

)، أيx =2لاحظ أن قيمة الدالة عند   ) 102 =f ليس لها أي دخل في ،
  .حساب النهاية

 
 

° 

• 

2 
x  

y  
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  1-2تمارين 
  

1 (( )32lim
3

+
→

x
x

      2    (( )52

2
lim +

→
x

x
     3          (x

x
lim

4→
  

4        (11lim
6→x

      5        (100lim
7→x

      6 (
( )

( )12

1
lim −

−→
π

x
  

7   (( )1lim
6

−
→πx

      8     (
12
12

1
lim +

+

−→ x
x

x
    9  (

x
xx

x −
−

→ 15

23

5
lim  

10 ([ ]
12

2
lim

2
3 −

+

→
x

x

x

.   

استعمل الاختصارات الجبرية للمساعدة على ) 24(إلى ) 11(في التمارين من 
  إيجاد النهاية إن كانت موجودة 

11  (     
14

12
2

2

3
lim

++
−−

−→ xx
xx

x
  12 (      

3
92

3
lim −

−

→ x
x

x
  

13  (     
752 2

2

1
lim

−+
−

→ tt
tt

t
  14(  

2
162

4
lim

−
−

→ h
h

h
  

15  (   ( )
h

xhx
h

22

0
lim

−+

→
  16(  ( )

h
xhx

h

33

0
lim

−+

→
  

17            (
2
183

2
lim +

+

−→ x
x

x
  18(  

82
4

22
lim

−−
−

−→ zz
z

z
  

19 (
1

3323

1
lim +

+++

−→ x
xxx

x
  20(   

3
362 23

3
lim −

−+−

→ x
xxx

x
  

21      (
127
32

2

2

3
lim

++
−+

−→ rr
rr

r
  22(  

49
7

lim
49 −

−

→ x
x

x
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23         (
4
8

2

3

2
lim

−
−

→ x
x

x
  24(  

2510
5

25
lim

+−
−

→ zz
z

z
 

  
  :ات الآتية إن وجدت يأوجد النها) 35 (–) 25(في التمارين 

))    أ )xf
ax

lim
−

→

))           ب )xf
ax

lim
+

→

))             ج )xf
ax

lim
→

  

25   ( 5−=a  ,        ( ) ( )3
5

−
+

=
x
x

xf  

26    (3=a     ,  ( ) ( )3
5

−
−

=
x
x

xf  

27    (8−=a  ,    ( ) xxxf −+= 8  

28    (0=a     ,              ( ) 2
2
x

xf =  

29    (8=a     ,           ( )
8
12

−
+

=
x
xxf  

30   (
3
7

=a     ,   ( ) 237 xxxf −−=  

31  (5.1=a     ,           ( ) [ ]xxxf +=  
32 (  2=a     ,           ( ) [ ]xxxf +=  

33   (1=a     ,            ( )
1
1

−
+

=
x
x

xf  

34   (1=a     ,            ( )
1
12

−
−

=
x

xxf  
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 وأوجد الموجود من fاستخدام بيان الدالة ) 45(إلى ) 36(في التمارين من 
)النهايات الآتية ، نهاية  )xfعندما :  

      3
−

→x ،  3
+

→x ،   3→x  ،   0
−

→x ،   0
+

→x ،   
0→x  
  

36(  37(  
  
  

  
  
  
  
  
  
  

38(  39(  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

3 
 
2 
 
1 

° 
• 

° 

x
 

0 3 

 
2 
 
1 

° 
• 

° 
3   2    1   0  1-  x

 

y
 

y
 

4    3    2   1      0   

• 

° 

x
 

y
 

 
2 
 
1 

4    3    2   1      0   

• 

° 

4 
 

3 
 

2 
 

1 
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40(  41(  
  
  
  
  
  
  
  

42(  43(  
  
  
  
  
  
  
  

44(  45(  
  
  
  
  
  
 
  

° 

• 

6    5   4   3    2    
1 

2 
 

1 

0 x
 

y
 y

 

x
 

0 ° 

° 

° 
° 

° 
° 
° 

• 
• 

• 
• 

• 

x

y

y

x

° ° 

° ° 

• • 

• • 

1-    2-    3-   
4-  

4    3     2   
  1  

2 
 
1 

y

x
° ° ° ° ° ° ° 

• • • • • • • 

    3     2     
1 

1-  

2 
 

1 

y

x
° 

3 ° 

3 
 

2 
 

1 
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)إرسم )  52(إلى )  46(في التمارين من  )fgr وأوجد النهايات الآتية إن 
  .وجدت 

))    أ )xf
ax

lim
+

→

))           ب )xf
ax

lim
−

→

))            جـ )xf
ax

lim
→

  

46     (1=a,          ( )




≥−
<−=
1,4
1,12

xx
xxxf  

 47   (2,1,1 −=a ,   ( )




>−
≤−=
1,3
1,13

xx
xxxf                  

48     (1=a,          ( )











>−

=

<−

=

1,24
1,4

1,24

xx
x

xx

xf  

49  (1=a  ,         ( )






>−

≤−
=

1,3

1,13

xx

xx
xf  

50   (1=a  ,         ( )






=

≠−
=

1,1

1,1

x

xx
xf        

51  (1=a  ,      ( )










>++

=

<+

=

1,1

1,1

1,2

3

3

xxx

x

xx

xf       

52        (       ( )















>
+

++

=

<
−
−

=

2,
1

23

2,6

1,
2
4

2

2

x
x

xx

x

x
x

x

xf  3,1,2   عندما −=a             
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يجاد قيمة النهاية لإاستعين بجدول مناسب ) 60(إلى ) 53(في التمارين من 
  :يلي  وأثبت ما

53  (    ( ) 72.21 1

0
lim ≈+

→

x

x
x  

54 (  ( ) 4.40321 3

0
lim ≈+

→

x

x
x  

55 (        89.9
2
93

lim
2

≈
−
−

→ x

x

x
  

56 (  6
2

94
1

0
lim =









 −

→

xxx

x
  

57(          39.1
1
22

lim
1

≈
−
−

→ x

x

x
  

58         (         1lim
0

=
→

x

x
x   

59  (  
( )

571.1
1

cos 2

1
lim −≈

−→ x

x

x

π
  

60     (  1
cos

2tan
lim

2
−=

−

→ xx
xx

x
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   Definition of limit تعريف النهاية 2 – 2بند 
 xعندماL تقترب من yسوف نعطى الآن معنى دقيق للجملة ،

   والذي رمزنا له ، aتقترب من
                       Ly

ax
=

→
lim  

   .a قريبة من x بجعل قيم L  أن تبقى قريبة جداً من yبأن نرفع 
   هي عدد موجب حقيقي صغير يكفى لأن تكون∋فإذا كان 

                  ∈+<∈<− LyL  
                   أي<∈− Ly  

 لها سماحية y، القول أن ومن ثم. L عند ∋ لها سماحية yفإننا نقول أن 
−>01.0  يعنيL عند 0.01 Ly أن على بعد أقل من عن 0.01؛ أي L.  

  ،a عند δ يعطي سماحية δبالمثل لنعتبر عدد حقيقي موجب صغير 
ax ≠ .    أيx لها δ سماحية  عند aإذا كان ،   

                                  δδ <−< x0  
axaxa   أ،               ≠+<<− ,δδ       

  سماحية  x بحيث إذا كان لـδ<0 يوجد عدد 0∌>فإذا كان لأي عدد  
    فإن ،L  عند∋ يكون لها سماحية  yفإن 

                                     Ly
ax
=

→
lim  

تكون )    0.999,1001(  في الفترة xولتقريب المفهوم ، إذا كان لجميع قيم 
y 2.9998,3.0002( في الفترة ( أيx و 1 عند 0.001  لها سماحية ، y 

   فإننا مقول أن 3 عند   0.0002لها سماحية  
                                 3lim

1
=

→
y

x
  

  )1-2(كما كنا نخمن قيمة النهاية باستعمال الجدول في البند 
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Lyوثم فإن 
ax
=

→
lim 0 ، يوجد <∋0لكل  يعنى أنه>δ بحيث إذا كان 

δ<−< ax0 فإن <∈− Ly   
  

  تعريف النهاية 
 ، ماعدا أحياناً عند a معرفة على فترة مفتوحة تحتوي على yإذا كانت " 
a نفسها ، وكان L فإن الجملة ، .  عدد حقيقي  

                                    ( ) Lxf
ax

=
→

lim  

>−>δ بحيث إذا كان δ<0 ، يوجد <∋0تعنى أنه لكل  ax0     فإن   
( ) <∈− Lxf"  

>−>δوتسمى المتباينة  ax0 السماحية ،δةني والمتبا( ) <∈− Lxf ،
   .∋السماحية 

  
  :ويمكن كتابة المتباينتين بدون استعمال القيم المطلقة على النحو 

        axaxa ≠+<<− ,δδ للسماحية   δ  
        ( ) ∈+<∈<− LxfL للسماحية           ∈  

  
كما يمكننا صياغة تعريف . يمثل المتباينتان على خطى أعداد ) 46(وشكل 

   :يليالنهاية السابق بطريقة أخرى كما 
"( ) Lxf

ax
=

→
lim0 ، يوجد <∋0نه لكل  تعنى أ>δ بحيث إذا x في  تقع

)الفترة  )δδ +− aa , ،ax ) فإن ≠ )xfتقع في الفترة  ( )∈+∈− LL , "  
)وإذا كان للدالة  )xf نهاية عندما تقترب x من aفإن هذه النهاية وحيدة ، .  
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  )46(شكل 
  

  أثبت باستعمال التعريف الرسمي للنهاية أن : )6(مثال
                                                   ( ) 753lim

4
=−=

→
x

x
  

  الحــل
)نفرض أن  ) 53 −= xxf ،   4=a ،  7=L ونحاول أثبات  

>−>δ بحيث إذا كان δ<0 ،يمكن ايجاد  <∋0أنه لأي عدد  40 x 
)فأن ) <∈−− 753xلي   ،  على النحو التا:  

                                              ( ) <∈−− 753x  
                                              <∈−123x  
                                              ( ) <∈− 43 x  

                                              <∈− 43 x  

                                              
3

4 ∈
<−x  

) ( ° 

δ  δ  

x  δ−a  δ+a  

δ<−< ax0  

 xسماحية ) أ(
 yسماحية ) ب(

° 

∈+L  

∈−L  

( )xf  

∈ 

∈ 

(

(

( ) <∈− Lxf  
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   إذن باختيار 
3
∈

≤δ، نحصل على    

                                              δ<−< 40 x  

                                              
3

40 ∈
<−< x  

                                               <∈−< 430 x  
                                               <∈−< 1230 x  

                      ( ) <∈−−< 7530 x  
  .ت البرهانكملأهذه المتباينات المتكافئة تحقق المطلوب و

  
  ):7(مثال

33lim            اثبت أن  ax
ax

=
→

  

  الحــل
   ،<∋0نفرض أن 

                       <∈− 33 ax  
                        ( )( ) <∈++− 22 aaxxax  
                        <∈++− 22 aaxxax  

                       
22 aaxx

ax
++

∈
<−  

                       20
a

ax ∈
<−<  

2a ، بأخذ <∋0  لكل ∴
∈

=δيكون ،   

                       δ<−< ax0  
∴                     33lim ax

ax
=

→
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 طريقة أخرى للحل
و  ،a<0لنفرض الحالة 

( ) 3xxf = 3aL   ومن ثم أي =
 δ<0  علينا أن نجد <∋0

 لفترة في اxإذا "  بحيث
( )8, +− aa δ   

axو    في الفترة3x فإن ≠
( )∈+∈− 33 ,aa   "   

  )47(شكل                       
=±∋ الأفقيان، رسمنا الخطان )47(بفحص شكل  3ay اللذان يقطعان بيان 

3xyالمعادلة  =                        
33+∋هما   ،x الأفقيان،إحداثياتهما في نقطتين 

a ، ∈−33
a . النقطة

( )3, xxفقيين إذا كانت   على المنحنى بين هذين الخطين الأx تقع في الفترة 
توحة المف





 ∈+∈− 3333

, aa.  

   عدد موجب أصغر من كل من ، δإذا ما اخترنا 
aa −∈+33

   ،  ∈−− 33
aa   03مع بقاء ∈>−a ،  كما هو في

 ، تكون النقطة a عند δ سماحية xإذن عندما يكون لـ ) . 47(الشكل 
( )3, xx الأفقيين واقعة بين الخطين ∈±= 3ay يكون للدالة 3 ، أيx 
   .3a عند ∋سماحية 

) في الفترة xإذا كان "سي يثبت أنه هذا البحث الهند )8,8 +− aa ،
ax ) في الفترة 3x فإن ≠ )∈+∈− 33 , aa " ويمكن تكرار نفس الفحص

33lim وبذلك ثبت المطلوب ، a>0عندما  ax
ax

=
→

  

⋅ 

δ−a δ+a

3 3 ∈+a3 3 ∈−a
a

3a ∈+= 3ay

∈−= 3ay

y

x
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   اثبت باستخدام التعريف أن):8(مثال

2
1
12

1
lim =

−
−

→ x
x

x
  

  الحــل

)نأخذ      )
1
12

−
−

=
x
xxf ، 2=L ، 1=a  

         0∈>   ,   ( ) <∈− Lxf  

         0∈>   ,   <∈−
−
− 2
1
12

x
x        ⇒  

                       <∈
−

+−
1

122

x
xx  

                       ( )
<∈

−
−

1
1 2

x
x  

                       <∈−1x  
    يكونδ∋=  ، <∋0إذن بأخذ 

                          ( ) δ<−<<∈⇒− 102 xxf  
  إذن

               2
1
12

1
lim =

−
−

→ x
x

x
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  2-2تمارين 
  

  . الرسمباستعمالاثبت باستعمال التعريف الرسمي أن النهايات الآتية صحيحة أو 
1(            2lim

2
=

→x
  

2( ( ) 153lim
5

−=−
→

x
x

  

3  (( ) 532lim
1

=+
→

x
x

  

4  (( ) 735lim
2

=−
→

x
x

       

5          (44lim
5

=
→x

  

cc حقيقيتان a ، cلكل   ) 6
ax

=
→

lim  

7   (( ) bacbax
cx

+=+
→

lim لكل الأعداد الحقيقة a ، b ، c.   

8   (22lim ax
ax

=
→

  a<0 حقيقية ، aلكل   ،     

9(  44lim ax
ax

=
→

   a<0 حقيقية ، aلكل   ،       

10 ( ax
ax

=
→

lim ،       لكلa ، 0 حقيقية>a  

11   (ax
ax

33
lim =

→
  a<0يقية ،  حقaلكل   ،   

  a>0 حقيقية ، a لكل 11 ، 9 ، 8كرر التمارين )   12
 أن النهايات الآتية لإثبات) 7(استعمل طريقة الرسم المستعملة في مثال )   13

  .غير موجودة 
   

1
1

lim
1 +

+

−→ x
x

x
 ،  20

1
lim

xx→
  ،  

1
1

lim
1 −→ xx

 ،  1lim
1

−
→

x
x

  

o b e i k a n d l . c o m



 97 

  أساليب ايجاد النهايات : 3-2بند 
وذلك فإن هدف . حقيق أي نهاية باستخدام التعريفنه لمن المجهد لتإ

لنبدأ بأبسط . ات تستخدم لتبسيط مسائل النهاياتهذا البند هو تقديم مبرهن
)الدوال وهي  ) cxf    نجد أن=
                    ( ) 0=−=− cccxf  

) ينتج أن <∋0  لكل 0∋>وحيث أن  )xf نهايتها c  
   .a  من أي عدد حقيق xقتربت اكلما 

                 ( ) ( )1limlim ccxf
axax

==
→→

  

  ، إثبات أنوبالمثل يمكن . أي أن نهاية مقدار ثابت هي المقدار الثابت نفسه 
                 ( )2lim ax

ax
=

→
  

  تعتبران أول مبرهنة في هذا البند )  2(، ) 1(المعادلتان 
  فمثلاً

        88lim
3

=
→x

       ،    77lim
11

=
→x

  

        5lim
5

=
→

x
x

     ،   2lim
2

=
→

x
x

  

،  نهايات معقدة ومركبةلإيجادوهذه المبرهنة على بساطتها سنرى أنها تستخدم 
   :الآتيةباستعمال المبرهنات 

  : مبرهنة
)إذا كان   ) Lxf

ax
=

→
lim  ، ( ) Mxg

ax
=

→
lim موجودتان ، فإن    

        ( ) ( )[ ] ( )3lim MLxgxf
ax

+=+
→

  

              ( ) ( )[ ] ( )4.lim LMxgxf
ax

=
→
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            ( )
( ) ( )50,lim ≠=









→
M

M
L

xg
xf

ax
  

            ( )6 c   أي عدد ( )[ ] ,lim cLxcf
ax

=
→

  

             ( ) ( )[ ] ( )7lim MLxgxf
ax

−=−
→

  

   على النحو 7 إلى -3المعادلات من أي أننا نستطيع تذكر 
  مجموع النهايات = نهاية المجموع ) 3
  .حاصل ضرب النهايتين = نهاية حاصل ضرب دالتين ) 4
  .خارج قسمة النهايتين بشرط عدم انعدان المقام = نهاية خارج القسمة ) 5
  .نهاية الدالة في المقدار الثابت = نهاية مضروب دالة في مقدار ثابت ) 6
  .نهاية الفرق هو فرق النهايتين ) 7

  ): 1(نتيجة
                   ( ) ( )8lim bacbax

cx
+=+

→
  

  لأن ، 
               ( ) baxbax

cxcxcx
limlimlim

→→→
+=+  

                   bxa
cx

+=
→

lim  

                         bac +=  
  ):2(نتيجة

            ( )[ ] ( ) ( )9limlim
n

ax

nn

ax
xfLxf 



==

→→
  

  لأن ،
          ( )[ ] ( ) ( )[ ]..........limlim xfxfxf

ax

n

ax →→
=    
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              ( ) ( )......... limlim xfxf
axax →→

=  

                                                       ( )
n

ax
xf 



=

→
lim  

                                          nL=  
  

  ):9(مثال 
  نهايات الآتية أوجد ال

                   
75
43

lim
2 +

+

→ x
x

x
    ،     3lim x

ax→
  

                ( )5
1

13lim +
−→

x
x

       ، ( )3335 23

2
lim ++

−→
xx

x
  

  الحــل

               
( )

( )
( )
( ) 17

10
725
423

75

43

75
43

lim

lim
lim

2

2

2
=

+
+

=
+

+
=

+
+

→

→

→ x

x

x
x

x

x

x
  

                                                                     3
3

2

3

2
limlim axx
xx

=





=

→→
  

         ( ) ( ) ( ) 3221313 5
5

1

5

1
limlim −=−=



 +=+

−→−→
xx

xx
  

            ( ) ( ) ( ) 3323253335 2323

2
lim +−+−=++

−→
xx

x
  

                 5331240 =++−=  
  

  :مبرهنة
   عدد حقيقي فإنa كثير حدود ،  fإذا كانت ) 1

                                                ( ) ( ) ( )10lim afxf
ax

=
→
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   عدد حقيقي فإنa دالة قياسية ،  qإذا كان ) 2

( ) ( ) ( )11lim aqxq
ax

=
→

 

  : البرهان
  إذا كان 

( ) 0
1

1 ... bxbxbxf n
n

n
n +++= −

−  

( ) ( ) ( ) 0
1

1 limlimlimlim ... bxbxbxf
ax

n
n

ax

n
n

axax →

−
−

→→→
+++=  

      0

1

1 ...limlim bxbxb
n

ax
n

n

ax
n ++



+



=

−

→
−

→
 

         0
1

1 ... babab n
n

n
n +++= −

−  
     ( )af=  

)نفرض ، ) 2(ولبرهان فقرة  )xf ، ( )xhحدود ، ي كثير   

                                                        ( ) ( )
( )xh
xfxq =  

                            ( )
( )

( )
( )
( ) ( )aq
ah
af

xh

xf
xq

ax

ax

ax
===

→

→

→ lim

lim
lim  

  يلي من مبرهنات ، ونترك للطالب برهان ما
   عدد حقيقي صحيح a ،  n<0لأجل 

   عدد حقيقي فرديa ، n>0أو 
                                      ( )12lim ax nn

ax
=

→
  

  ،  أعداد صحيحة موجبةm ، nلأجل 
  

o b e i k a n d l . c o m



 101 

                                    ( )13lim nmnm

ax
ax =

→
  

    عدد حقيقي موجب ،rلأجل 
                                     ( )14lim rr

ax
ax −

→
=  

                     ( ) ( ) ( )15limlim xfxf
ax

nn

ax →→
=  

  
   Sandwich Theoremمبرهنة السندوتش 

)إذا كان لدينا ) ( ) ( )xgxhxf   .a في فترة مفتوحة تحتوي على x لكل ≥≥
   وكان

                        ( ) ( )xgLxf
axax

limlim
→→

==  

  فإن 
                                       ( ) Lxh

ax
=

→
lim  

bhaفإذا كانت      ≤≤   ،   4=a ،    4=b  
44فلابد أن    ≤≤ h  4  أي=h.   

  
  ):10(مثال 

   أنلإثباتوتش دستخدم مبرهنة السنا
                                      01sin 2

2

0
lim =








→ x
x

x
  

  الحــل 
                                        11sin1 2 ≤






≤−

x
  

   ،2x  نستطيع الضرب في x=0بما أن 
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                                 2
2

22 1sin x
x

xx ≤





≤−  

   x→0بأخذ النهاية لما 
                       ( ) 2

020

2

0
limlimlim

1 x
x

x
xxx →→→

<





<−  

                                  01sin0 2
2

0
lim <






<

→ x
x

x
  

  إذن ، 
                                      01sin 2

2

0
lim =








→ x
x

x
  

  
  ):11(مثال 

              أوجد النهايات ،
i(       

x

xx
x 164

332

8
lim

−

+

→

  ii(     943 23

5
lim +−

→
xx

x
  

iii(  ( )21lim
2

−+
+→

x
x

    iv(              
2

2
1lim

c
v

cv
−

+→

  

  الحــل

i(            22
2

264
164

838
164

3 3
2

32

8
lim +=

+
=

−

+
=

−

+

→
xx

xx
x

  

ii(             46492075943 3323

5
lim ==+−=+−

→
xx

x
  

iii(                              ( ) ( ) 122121lim
2

=−+=−+ +

→ +

x
x

  

   .x−2  تقع في نطاق 2+لأن 
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  ): 12(مثال 
                أوجد النهاية ، 

x
xx

x

−−+

→

11
lim

0
  

  الحــل
)واضح أن  )

0
0

0
110 =

−
=fقيمة غير معرفة    

   ولكن إذا ضربنا البسط والمقام في مرافق البسط تصبح
     ( ) ( ) ( )

( )xx
xx

x
xxxf

−++
−++−−+

=
11
11.11  

        ( ) ( )
( )xxx

xx
−++

−−+
=

11
11  

( )
xxx

xxf
xx −++

=
→→ 11

2
limlim

00
 

   من البسط والمقام وتصبحx إذن تحذف x≠0بما أن 
( )

xx
xf

xx −++
=

→→ 11
2

limlim
00

 

     1
11

2
11

2
=

+
=

−++
=

DD
  

  
  ):11(مثال 

  أوجد النهاية الآتية باستخدام مبرهنات النهايات ، إذا كانت موجودة 







 −

+








→
1

1
11

lim
0 hhh

 

  الحــل

    ( ) 





 −

+






= 1

1
11

hh
hf  
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   ( ) ( ) 011
0
10 ×∞=−






=f  

)أي أن  )0f، غير معرفة، وبإجراء بعض الاختصارات الجبرية   

    ( ) ( )
h

h
h

hf
+

+−






=

1
11.1  

  ضرب في المرافق ، 

   
( ) ( )

( )h
h

h
h

h ++
++

+
+−

=
11
11.

1
11.1  

   
( )

( )hh
h

h +++
+−

=
11

11.1  

   
hh

h
h +++

−
=

11
1.1

 

 ( )
hhxx

hf
+++

−
=

→→ 11
1

limlim
00

 

   
2
1

0101
1

−=
+++

−
=   

  
  النهايات التي تشمل المالانهاية

   النهاية اليمنى أو اليسرى إيجادعند 
) قد نجد a عند fلدالة  )xf   

  .دأو متناقصة بلا حدومتزايدة بلا حدود 
  ولتصور ذلك دعنا نعتبر الدالة 

  ( )
1−

=
x

xxf  

  ) 48(شكل              

1 

1 

x  

y  
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( )fgr ويمكننا تبيان أن ،) 48(  موضح في شكل  

                                          غير موجودة       
1lim

1 −→ x
x

x
  

  والجدول الآتي يوضح بعض قيم الدالة
   .x=1لقرب من با

1.03  1.02  1.01  1  0.99  0.98  0.97  x  
34.3  51  101  ?  99-  49-  32.3-  ( )xf  

  

)، x=1 من اليمين نحو x اقتربتنجد أنه كلما  )xfيد بدون  تتزا
)حدود بمعنى أننا نستطيع أن نجعل  )xf كبيرة حسب الرغبة باختيار x 

  حيث تكونx=00001.1مثل  ،1 بالحد الكاف ولكنها أكبر من 1 قريبة من
( ) 00001.100001.1 =f، فنقول ،    

∞=
−+→ 1lim

1 x
x

x
  

→∞    أو 
−1x
x    كلما     +→ 1x  

ى نستعمله صطلاحانما هو رمز إ، و يمثل عدد حقيقيلا) مالانهاية (∞الرمز 
 1 إلى xقتربت او ثم على الرغم من أننا قد نقول كلما . لتبيان سلوك الدالة

بت ترمن اليمين، اق
1−x

x إلى أو تؤول ( ∞  من∞(.  

)نعنى أن ،  إلا أننا لا )[ ]1lim
1

−
+→

xx
x

  . موجودة 

ستعمل بأسلوب مشابه ليعطى دلالة نفل) ناقص مالانهاية) (-∞(أما الرمز 
)على أن  )xf تأخذ قيمة سالبة كبيرة جداً (  تتناقص بدون حدود(  

)، x=9999.0فمثلاً عندما  ) 99999999.0 −=fلذلك نقول أن ،  
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                         −∞=
−−→ 1lim

1 x
x

x
  

→∞−أو 
−1x
x    1→−     كلماx  

  لدالة اختيارية ) 49( النهاية من الجانبين الموضحة في شكل الآن لنعتبر
  
  
  
  
  
  

  

  )49(شكل 
  
f . نسمى الخطانbx = ،ax  Vertical( خطوط رأسية تقاربية =

Asymptotes ( للدالةf . لاحظ أنه لأجل( )xf تقترب من ∞ ،bx →  
)ولأجل . من كلا الجانبين الأيمن والأيسر )xf تقترب من ∞−  ،ax →  
  .من كلا الجانبين الأيمن والأيسر

)إذا كانت نهاية  )xf ومن الجانب الآخر ∞ من أحد الجانبين هي ∞− ،
)، نقول أن )48(كما في شكل  )xf

ax
lim
→

  . غير موجودة

  
  ):12(مثال 

   أوجد  
( )24 4

7
lim

−→ xx
   ، إذا كانت موجودة

a

y

b x
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  الحــل
، 4 قريبة من x إذا كانت

4≠x،  فإن( )24−x موجب 
   .0وقريب من 

)من ثم، فمقلوب  )24−x ،

( )24
1

−x
 في يموجب ومتناه ،

  يوجد عدد حقيقي  لا. الكبر 
أي نهاية للمقدار 

( )24
1

−x
 أو 

( )24
7

−x
 النهاية 4ترب من  تقx  محددة لما

، لأننا نستطيع أن نجعل إذن غير موجودة
( )24

7
−x

 كبيرة كما نريد على 

وبما أن . 4 من الكافي قريبة بالقدر xحسب اختيار 
( )24

7
−x

 تتزايد بدون 

   ، نكتب حدود

( )
∞=

−→
24 4

7
lim

xx
  

)بيان الدالة  )
( )24

7
−

=
x

xf 4الخط ) . 50( موضح في شكل=x هو 

  .fخط تقاربي رأسي للدالة 
  

  ):13(مثال 
  هو موجود من النهايات الآتية  أوجد ما

         
( )32 2

1
lim

−−→ xx
   ،   

( )32 2
1

lim
−+→ xx

   ،  
( )32 2

1
lim

−→ xx
  

   6   5   4   3    2    
1 

1-  

( )
( )24

7
−

=
x

xf
y

 

x
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  الحــل
، النهاية في جميع الحالات الثلاث

غير موجودة لأن المقام يؤول إلى 
  . 2 تؤول إلى xصفر عندما 

وبالتالي يؤول الكسر إلى قيمة غير 
  .محدودة

  )51(شكل                        
   0  قريبة من x  ،  2−x>2 ، 2 قريبة من xعندما ) 1

   وسالب 
( )

−∞=
−−→

3
2 2

1
lim

xx
  

   0  قريبة من x  ،  2−x<2 ، 2 قريبة من xعندما ) 2
   وسالب 

( )
∞=

−+→
3

2 2
1

lim
xx

                                         

  ، نستطيع استنتاج،−∞ والأخرى ∞لأن النهايتين من كل جانب أحدهما ) 3
        غير موجودة 

( )
→

−→
32 2

1
lim

xx
  

بيان المعادلة 
( )32

1
−

=
x

y 2والخط ) . 51( مرسوم في شكل=x هو 

  .خط تقاربي رأسي 
 x عندما تصبح L قطاع من الدوال تقترب قيمتها من عدد الآننناقش 

  .كبيرة جداً 
)لنعتبر الدالة ،  )

x
xxf 32 +

  )52( والموضح بيانها في شكل =

  ورة ولنكتب الدالة على الص
                                   ( )

x
xf 32 +=  

( )
( )32

1
−

=
x

xf  

x
 

y
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)واضح أنه من الممكن جعل  )xf  
  x بقدر كاف باختيار 2قريبة من 

  كبيرة بالقدر الكافي فنكتب ،
               232lim =






 +

∞→ xx
                   

                              
  

  )52(شكل                       
  

، ∞ ، xيمكن التعويض عن   ليست عدد حقيقي وأنه لا∞وتذكر دائماً أن 
فإذا جعلنا .  بأنها تتزايد بدون حدود أو أنها عدد كبير جداً xنحن نفكر في 

تتناقص بدون حدود ، أي جعلناها تأخذ قيمة سالبة متناهية في الكبر فإن 
( )xf 2 تؤول مرة أخرى إلى.   

232lim  فنكتب                  =





 +

−∞→ xx
  

  . بدون حدود xونصيغ الآن تعريفاً دقيقاً للنهاية عندما تزداد 
  

  1تعريف 
) معرفة في فترة لانهائية  fإذا كانت  )∞,c ،cعدد حقيقي  ،L عدد 

  فإن . حقيقي 
              ( ) Lxf

x
=

∞→
lim  

Mx بحيث إذا كان M<0 ، يوجد عدد <∋0تعنى أنه لكل     ، فإن<
               ( ) <∈− Lxf  

  

( )
x

xxf 32 +
=  

y  

x  
0 
1-  
2-  

3 
2 
1 
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  2تعريف 
) معرفة في فترة لانهائية  fإذا كانت  )c,∞− ،cعدد حقيقي  ،Lد  عد

  فإن . حقيقي
               ( ) Lxf

x
=

−∞→
lim  

Nx بحيث إذا كان N>0 ، يوجد عدد <∋0تعنى أنه لكل    ، فإن>
             ( ) <∈− Lxf  

  يات ،ومن النتائج الهامة التي نستعملها في هذا النوع من النها
1         (cc

x
=

±∞→
lim      ،c حقيقي قياسي أي عدد .  

2         (0lim =
±∞→

kx x
c     ،k حقيقي قياسي أي عدد .  

  . معرفة دائماً kx           وبشرط 
  

  ):14(مثال 

جد                 أو
232
124

2

2

lim
++
−+

−∞→ xx
xx

x
    

  الحــل 
   ، نحصل على 2x وات أعلى أس ، xبقسمة البسط والمقام 

             






 ++







 −+

−∞→
2

2

232

124
lim

xx

xx
x

 =
++
−+

−∞→ 232
124

2

2

lim
xx
xx

x
  

                               
002
004

++
−+

=   2=  

 هو خط تقارب أفقي لبيان الدالة y=2وينتج أن 
232
124

2

2

++
−+

=
xx
xxf  
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  ): 15(مثال 
            أوجد النهايتين ،

i(  
23

52
2

3

lim
++

−

∞→ xx
x

x
               ii(  

3
134

2

4

lim
++

−+

−∞→ xx
xx

x
  

  
  الحــل

i(                           
32

3

2

3

213

52

23
52

limlim

xxx

x
xx

x
xx ++

−
=

++
−

∞→∞→

  

          ∞=
++++

+
=

++
−

=
0
2

000
02    

ii(                                        
3

134
2

4

lim
++

−+

∞→ xx
xx

x
     

                    

2

2

2

4

3

134

lim

x
xx

x
xx

x ++

−+

=
∞→

    

                    
2

43

311

134
lim

xx

xx
x ++

−+
=

∞→
   

                 2
1
2

001
004

==
++
−+

= ++

++
   

  . هو خط تقاربي أفقي لبيان الدالة y=2الخط 
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  )3(تعريف 
، فإننا a، ماعدا أحياناً عند a معرفة في فترة مفتوحة تحتوى fإذا كانت 
  لو كتبنا 

( ) ∞=
→

xf
ax

lim  

>−>δ بحيث إذا كان δ<0، يوجد عدد M<0تعنى أنه لكل  ax0فإن ،  
( ) Mxf >  

  :لتعريف ، كما يليوضح عناصر هذا اي) 53(وشكل 
Myخذ أي خط أفقي   كما في =

  . )53(الشكل 
)إذا كان  ) ∞=

→
xf

ax
lim فإنه كلما ،

   في فترة مناسبةxكانت 
 ( )δδ +− aa , ،ax تكون نقط  ،≠

 واقعة فوق الخط fالمنحنى الذي يبين 
  .الأفقي

 M<0 ويمكن تغيير التعريف باستبدال
) و N>0 بـ ) Mxf )بـ  < ) Nxf   )53(شكل       >

)  لنحصل على تعريف ) −∞=
→

xf
ax

lim          

Ny أفقيفإذا اتخذنا أي خط  = ) N فإن )  سالبة ،( )fgr يقع أسفل هذا 
) في فترة مناسبة xالخط كلما كانت  )δδ +− aa , ، ax ≠.   

  
  
  

( ) ∞=
→

xf
ax

lim  
y  

a  
x  

δ+a  δ−a  

My =  
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  ):16(مثال 
  :أوجد النهايات الآتية 

          xx

xx

x 234
532

1lim
−+
−+

+
∞→

    ،        xx

xx

x 234
532

1lim
−+
−+

+
−∞→

  

  الحــل

          x

xx

xx

x 3
234
532

1
lim −+

−+

=
+

∞→
       xx

xx

x 234
532

1lim
−+
−+

+
∞→

  

         x

x

x

x

x






−+

−+







=
∞→

3
23

3
4

3
51

3
2

lim  

0بما أن                
3
2

lim =







∞→

x

x
     ،  ∞=

∞→

x

x
3lim  

إذن                 
3
1

030
010

=
−+
−+

=   xx

xx

x 234
532

1lim
−+
−+

+
∞→

  

  t− ، ∞→t بـ x  يمكننا استبدال x→∞−يجاد النهاية لإ

    
tt

tt

t
2
1

3
34

5
3
1

2
1

lim
−+

−+
=

∞→
   xx

xx

x 234
532

1lim
−+
−+

+
−∞→

  

  t2بضرب البسط والمقام في 
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1

3
2324

25
3
21

lim
−






+×

−





+

=
∞→

t
t

t
t

t

x
  

                        
124

251
lim

−×
−

=
∞→

t

t

t

x  

  t2بالقسمة على 

                            
t

t

t
2
14

5
2
1

lim
−

−
=

∞→
  

                             
4
5

04
50

−=
−
−

=  

  حل آخر

               xx

xx

x 2334
532

lim
−×+
−+

=
−∞→

 xx

xx

x 234
532

1lim
−+
−+

+
−∞→

  

0limباستعمال القاعدة  =
−∞→

x

x
a ،  1>a  

                            
4
5

0034
500

−=
−×+

−+
   النهاية=
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  3-2تمارين 
  

  .ستعمال المبرهناتريف وباأوجد النهايات الآتية إن وجدت بدون استعمال التع
1(  6lim

3→x
   2(  ( )20

21
26lim −

→
x

x
  

3(  
( )2

2

2 2
2

lim
−

−−

→ x
xx

x
  4(             2

3
9lim xx

x
−

−→
  

5(  3lim
6→x

    6(   ( )723 3

2
lim +−

−→
xx

x
  

7(  
65
32

2

2

2
lim

++
−−

−→ xx
xx

x
  8(   3252

5
lim +−

+→
x

x
  

9  (  x
x
lim

4−→
              10(  ( )895 2

4
lim −−

→
xx

x
  

11(    
16
8

4

3

2
lim

−
+

−→ x
x

x
   12( 2343 32

2
lim ++

→
kk

k
  

13(    x
x
lim

3→
  14(   ( )( )22

2
43lim xx

x
−+

→
  

15          (
4

16
lim

16 −
−

→ x
x

x
  16(  ( )( )32

3
943lim vvv

v
−−

→
  

17(    43lim
4

−
→

x
x

  18(  ( )( )9743lim
3

++
→

tt
t

  

19(    ( ) ( )
2

211
lim

2 −
−

→ x
x

x
  20(  

64
107

6

2

2
lim

−
+−

→ x
xx

x
  

21       (( )24lim
2

+−
−→

x
x

  22(  ( )1416.3lim −
→

t
t π

  

23(  ( ) ( )311
3

lim
3 +

+

−→ x
x

x
      24(






 −

+








→ 2
3

2
31

lim
0 hhh
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25(  
34

5
lim

2 +
−

−→ x
x

x
    26(  






 −

→ 7
11

2lim
x

x π
  

27(  
6

1

1
lim 






 +

→ x
x

x
    28(  











−
−

−→ 1
1

1

2

1
lim xx

x
x

  

29(    
13
12

lim
4 +

−

→ x
x

x
    30                (

92
16

lim
4 −

−

→ x
x

x
  

31(    
5

2
4

23

16
lim

+

+

→ x

xx
x

  32(  34

23

8 4
16

lim
x

x
x −−→

  

33        (( )4

1
52lim +−

→
x

x
  34    (  

7816
364

2

2

4
lim

−+
+−

−→ xx
xx

x
  

35(  4523

4
lim −−

−→
xx

x
  36      (  

1
2

5

2

1
lim

−
−+

→ x
xx

x
  

37(    ( )5
2

13lim −
−→

x
x

   38      (
276

32
2

2

21
lim

+−
−

→ xx
x

x
  

39 (  144

2
lim +−

−→
xx

x
  40(  

1
352

2

33

3
lim

−
−+

→ x
xx

x
  

41(    ( )100

3
83lim −

→
x

x
    42(  

8
2

32
lim

−
−

→ x
x

x
  

43(    
π
π

π +
−

→ x
x

x

5

lim  44(  
x

x
x

+−

→

164
lim

0
  

45(  ( )
3
3 2

3
lim −

−
+→ x

x

x
    46(  

( )210 10

10
lim

+

+
−−→ x

x

x
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47(    
4

1624

4
lim +

−
+→ x

x

x
  48(  

3
1021

lim
5 +

−+
+→ x

x

x
  

49(  
23

12
lim

1 −−
−−

+→ xx
xx

x
  50(  

x
xx

x

−−+

→

33
lim

0
     

51(  
4

22
22

lim
−

−+
+→ x

xx

x
   52(  ( )

x
x

x

55

0

11
lim

−+

→
               

53(    [ ]
1

1
lim

5.1 −
−

→ x
x

x
  54(  [ ]x

x
x +

+

→ 1
1

lim
0

        

55  (
23
21

2

33

1
lim

+−
−+

→ xx
x

x
   56              (

ax
ax nn

ax −
−

→
lim        

57(    232

23
lim

xx

xx

x −
−

→
   58      (

1
1623

lim
1 +

+−×

→ x

xx

x
       

59(    xx

xx

x 23
49

lim
0 −

−

→
  60         (

32
735

2

2

lim
++

+

∞→ xx
xx

x
    

61(  3

23

26
723

lim
xx

xx
x +

−+

∞→
  62(  

x
x

x 32
74

lim +
−

−∞→
      

63 (( )( )
( )( )272

143
lim ++

−+

−∞→ xx
xx

x
  64(  

9
353

3

2

lim
+

−+

∞→ x
xx

x
       

65        (
112
3

2

3

lim
−
+−

∞→ x
xx

x
  66          (     

1
22

lim −
+

−∞→ x
x

x
              

67(  ( )72
26 23

lim +
+

∞→ xx
x

x
    68             (

1

34
2lim

+

−

−∞→ x

x
x

        

69(    x
x

sinlim
∞→

  70            (
2

cos
lim +

+

∞→ x
xx

x
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  .أوجد كل النهايات الآتية إذا كانت موجودة 
))      أ )xf

ax

lim
−

→

))         ب )xf
ax

lim
+

→

))       جـ )xf
ax

lim
→

  

71(  5=a ;( ) xxf −= 5    72( 1=a ;  ( ) 133
−= xxf   

73 (2=a ;( ) 38 xxf −=  74( 8−=a ;     ( ) 32xxf =       
     وأوجد النهايتينfارسم بيان .   عدد صحيح nإذا كانت 

                    ( )xf
nx

lim
→

     ،      ( )xf
ax

lim
+

→

  

75   (1+<≤ nxn   ,   ( ) ( )nxf 1−=  
76   (1+<≤ nxn   ,         ( ) nxf =  

77                ( 
nx
nx

≠
=

   ,
,

   ( )




=
0
x

xf  

78              (   
nx
nx

≠
=

   ,
,

   ( )




=
1
0

xf  

79(    ( ) [ ]xxf =   80(  ( ) [ ]xxf −=  
81(    ( ) [ ]xxxf −=  82  (  ( ) [ ] xxxf −=   
  

)استعمل مبرهنة سندويتش لتحقيق النهاية المعطاة  )8386 ←  

83(    ( ) 112

0
lim =+

→
x

x
    84  (

74 240
lim

++→ xx

x
x

  

85(  01sinlim
0

=







→ x
x

x
    86 (01sin 3

4

0
lim =











→ x
x

x
  

)إذا كانت  )87 ) cxf )اثبت أن . c  لعدد حقيقي 0≥≥ ) 02

0
lim =

→
xfx

x
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  يأتي ، اذكر سبب ما) 88

)  أ  













≠








→→→ x
x

x
x

xxx

1sin1sin limlimlim
000

        

x)     ب  
x

x
x xxx

limlimlim
000

11
→→→

+





≠






 +  

)إذا كان   ) 89 ) 0lim ≠=
→

Lxf
ax

)  و   ) 0lim =
→

xg
ax

  

)     اثبت أن  ) ( )[ ]xgxf
ax

lim
→

  .وجودة   غير م

) بحيثMأفرض وجود عدد : إرشاد (  )
( ) M
xg
xf

ax
=

→
lim  

)                واعتبر أن  ) ( ) ( )
( )xg

xgxfxf
axax

.
limlim
→→

=  

  أوجد النهايتين) 90
                   ( )xx

x
−+

∞→
1lim   ،    xxx

x
−+

∞→

2lim  

  أوجد ،) 91

                              
122

534
12

1

lim
+

+−
−

+

∞→
x

xx

x
  

  
 أو −∞،∞أوجد النهايات الآتية على شكل) 99(إلى ) 92(في التمارين من 

DNE )  اختصار كلمةDoes not exist وتعني غير موجودة . (  
))  أ )xf

ax

lim
−

→

)) ب        )xf
ax

lim
+

→

)) جـ         )xf
ax

lim
→

  

92  (4=a ,  ( )
4

3
−

=
x

xf    93(   2=a ,  ( )
x

xf
−

=
2

5                  
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94(  
2
5

−=a,( )
( )352

8
+

=
x

xf  95(  
7
3

−=a ,( )
37

4
+

−
=

x
xf                  

96 (
2
9

−a , ( )
( )2

2

92
3

−
=

x
xxf  97(1−=a ,  ( )

2
2

2

2

−−
=

xx
xxf                  

98( 3=a , ( )
( )23

1
−

=
xx

xf  99( 1−=a ,  ( )
( )21

1
+

−
=

x
xf                  

  
، ارسم  تحقق الشروط المعطاةfالدالة ) 103( إلى )  100(في التمارين من 

  .يقطع أي خط تقارب أفقي   ، مفترضاً أن بيانها لاfالشكل الممكن للدالة 
100         (( ) 1lim =

−∞→
xf

x
     ،     ( ) 1lim =

∞→
xf

x
  

  ،          ( ) −∞=
−→

xf
x
lim

3
      ،  ( ) ∞=

+→
xf

x
lim

3
  

101     (  ( ) 1lim −=
−∞→

xf
x

        ،  ( ) 1lim −=
∞→

xf
x

  

  ،            ( ) ∞=
−→

xf
x
lim

2
     ،   ( ) −∞=

+→
xf

x
lim

2
  

102       (( ) 2lim −=
−∞→

xf
x

     ،  ( ) 2lim =
∞→

xf
x

  

  ،            ( ) ∞=
−→

xf
x
lim

3
  ،  ( ) −∞=

+→
xf

x
lim

3
      

  ،            ( ) ∞=
+→

xf
x
lim

1
  ،  ( ) −∞=

−→
xf

x
lim

1
  

103         (( ) 3lim =
−∞→

xf
x

   ،  ( ) 3lim =
∞→

xf
x

  

  ،               ( ) ∞=
−→

xf
x
lim

1
  ،  ( ) −∞=

+→
xf

x
lim

1
  

  ،            ( ) −∞=
−−→

xf
x
lim

2
 ،  ( ) ∞=

+−→
xf

x
lim

2
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  .أوجد الخطوط التقاربية الرأسية والأفقية ) 117(إلى ) 104( في التمارين 

104(   ( )
4

2
2

2

−
=

x
xxf  105(  ( )

xxx
xf

6
1
23 −+

=  

106           (( ) 24
5

x
xxf

−
=  107(  ( ) 2

2

16 x
xxxf

−
+

=  

108             (( )
1

3
+

=
x

xxf  109(  ( )
32
23

2

2

−+
++

=
xx
xxxf  

110( ( ) ( )( )11
3

2

3

−+
=

xx
xxf  111(  ( )

25
5

2

2

−
−

=
x

xxxf  

112(    ( )
16
4

2 −
+

=
x
xxf  113(  ( )

x
xxf

−
−

=
4
16 23

  

114(  ( )
1
11 2

2

−
+

+=
x
xxf  115(  ( )

532
65

2

2

−+
+−

=
xx

xxxf  

116  (( ) ( )( )21
83

+−
+−

=
xxx

xxf 117(  ( )
31

127
2

2

−−

++
=

x

xxxf  
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  Continuous functions  الدوال المستمرة4-2بند 
الدالة المستمرة أو المتصلة هي الدالة التي يخلو بيانها من كسور أو 
فجوات  أو خطوط تقارب رأسية ، فبيانها عبارة عن منحنى متصل ليس به 

  )54(أى تقطعات مثل الموضح في شكل 
  
  
  
  
  
  

  

  )54(شكل 
  

فهي بيانات لدالة غير مستمرة ) 55(لدالة الموضحة في شكل أما بيانات ا
cxعند ) غير متصلة( =.   
  
  
  
  
  
  
  

  )55(شكل 

x  

y  

 دالة مستمرة 

° 

c  

y  ( )xfy = )أ(   

x  

° 
c  

y  
( )xfy =  

)جـ(  

x  
c  

y  

( )xfy =  
)د(  

x  

)ب(  

° 
c  

y  
( )xfy =  

x  

• 
)ب(  

• 
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))) أ(55(ففي شكل  )cf ب(55( غير معرفة وفي شكل ((( )cf معرفة إلا 
)أن  ) ( )cfxf

cx
≠

→
lim فإن )) جـ(55( أما في شكل( )xf

cx
lim

→
 غير 

))) د(55(موجودة وأخيراً في شكل  )cf غير معرفة بالإضافة إلى أن 
( ) ∞=

→
xf

cx
lim وبيان ( )xf لن يكون من هذه الأنواع إذا حققت f 

  الآتي ثلاثة شروط نذكرها في التعريف 
  .إذا تحققت الشروط الثلاثة الآتية c تكون مستمرة عند عدد fدالة  ":تعريف

)  ) أ(   )cf ب(      . تكون معرفة  (  ( )xf
cx

lim
→

  . موجودة 

)  ) جـ( ) ( )cfxf
cx

=
→

lim"  

  : ممكن كتابتها على النحوcية الدالة عند أى أن شروط استمرار
)قيمة معرفة  ) ( ) ( ) ===

+− →→
cfxfxf

cxcx
limlim  

، لان إذا كانت  c مستمرة عند f أن لإيضاحيكفى ) جـ(فالشرط 
( ) ( )cfxf

cx
=

→
lim فهي يعنى أن ( )cf لابد معرفة وان النهاية ( )xf

cx
lim

→
 

  .يتحققان أوتوماتيكيا) ب(، ) أ(ن والشرطا. موجودة 
  ،ب(،) أ(55( الموضحان في شكل cويطلق على عدم الاستمرار عند 

 من الممكن لأنه removable discontinuity للإزالةعدم استمرار قابل 
  .تمرار بتعريف الدالة بقيمة مناسبة إزالة عدم الاس

  .jump discontinuity قفزة عدم استمراريةفتسمى )) جـ(55(أما في شكل 
)إذا كان  )xf عندما تؤول −∞  أو ∞ تؤول إلى x إلى c  من الجانبين

 c Infinite عندعدم استمرارية لانهائيةنقول أن للدالة )) د(55(كما في شكل 
discontinuity   

  .فيما يلي نذكر بعض الدوال ونناقض استمراريتها على سبيل التوضيح 
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  ـراريتهااستم  بيـــانها  ةالدالـــ

( ) xxf 2=  

  
  
  
  

  )56(شكل

   ،cل قيمة لك
( ) ( )cfcxf
cx

==
→

2lim  

  الدالة مستمرة
  
  

( )
1

22

−
−+

=
x

xxxf  

  
  
  
  

  )57(شكل

   ، نجدc=1عند 
( ) ( ) 3limlim

11
==

+− →→

xfxf
xx

   

إذن الدالة لها ،عدم استمرارية 
قابلة للإزالة إذا عرفنا ، 

( ) 31 =f.   

2
2

=
≠

x
x

,
,

( ) ( )








−
−

=

1
22
42

x
x

xf
  

  
  
  
  
  

  )58(شكل

   ، نجدc=2عند 
( ) ( ) 2limlim

22
==

+− →→

xfxf
xx

   

               ( ) 12 =f  
   عدمc=2 يوجد عند ∴

   للإزالة استمرارية قابلة
) لوعرفنا، ) 22 =f1بدلا من  

( )
x

xf 1
=  

  
  
  
  

  )59(شكل

  c=0عند 
( )xf يكون لانهائي بطريقة 

  0اختيارية كلما اقتربت  من 
 لها عدم استمرارية 0الدالة عند 

  .لانهائية 

( )
x
x

xf =  

  
  
  
  
  

  )60(شكل

  c=0عند 
( ) ( ) 1lim,1lim

00
==

+− →→

xfxf
xx

  

  .النهايتان غير متساويتان
  إذن يوجد قفزة عدم استمرار

   ) 2=مقدار القفزة  ( c=0عند 

  

x  

y  

x

y
 ° 

x  

y  

° • 

x  

y  

x
 

y
 ° 

° 

1+  
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   :مبرهنة
  c هو دالة مستمرة لكل عدد حقيقيfكثيرة الحدود  )1" 

،أي f،g لكثيري حدود qخارج قسمة   )2 
g
fq  هو دالة مستمرة عند =

) ماعدا الذي يحقق الشرط cيقي كل عدد حق ) ocg ="   
) نإ عدد حقيقي، فc كثير حدود،fإذاوالبرهان منطقي لأن  ) ( )cfxf

cx
=

→
lim  

)وإذا كان  ) 0≠cg، فان c في نطاق 
g
fq ) ويكون = ) ( )cqxf

cx
=

→
lim،   

   .c مستمرة عند qأي 
  

  )1(مثال 
) ،              إذا كانت ) 1−+= xxxf  

)أثبت أن  )xf عدد حقيقي أي  مستمرة عندc.  
  :الحــل

  )61( موضح في الشكل fبيان 
   فإن x>0إذا كانت 
( )1−−−= xx( )xf  

  12 +−= x  
10وإذا كانت  >< xفإن   

( ) ( )1−−= xxxf  
          1=  

   فإن x<1كانت وإذا
( ) 1−+= xxxf  

    12 −= x 61(                                  شكل(  

y  

x    2      1  0     1-  
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)وبما أن جميع أجزاء   )xfمستمرة عند أي نقطة في  هي كثيرات حدود 
 وعند x=0 عند الاستمرارية بقي أن ندرس ،الفترة المعرف الأ الجزء

1=x 0عند=x  
  x=0عند 

( ) 112limlim
0

0

=+−=
→

→
−

xxf
x

x

 

( ) 11limlim
0

0

==
→

→
+ x

x

xf  

( ) 1000 −+=f  

1=  

  x=0 الدالة مستمرة عند ∴ 
  x=1وعند 

( ) 11limlim
11

==
−− →→ xx

xf  

( ) 112limlim
11

=−=
→→ +

xxf
xx

 

( ) 1111 −+=f  

1=  
  x=1 الدالة مستمرة عند∴

  . cعند أي عدد حقيقي fوينتج أن الدالة 
  

  )2(مثال 
  ابحث استمرارية الدالة

                  
3
2

32

>
<

<≤

x
x

x
       

,
,
,

     ( )
[ ]









−
−=
1

22

x
x

x

xf  
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  : الحــل
] نعلم أن ] 2=x 32 عند أية نقطة في القترة <≤ x  

  إذن يمكن كتابة الدالة على النحو

3
32

2

>
<≤

<

x
x

x
      ( )









−

−
=

1
2

22

x

x
xf  

  .وكل جزء من الدالة مستمر في الفترة المعرف بها
  . x=3 وعند x=2بقى أن نبحث استمرارية الدالة عند 

  x=2عند 
( ) ( ) 222

22
limlim =−=

→→ −
xxf

xx
 

( ) 22limlim
22

==
→→ + xx

xf  

        ( ) 22 =f  
  .x=2  الدالة مستمرة عند ∴

  x=3عند 
( ) ( ) 222

33
limlim =−=

→→ −
xxf

xx
 

( ) 22limlim
33

==
→→ + xx

xf  

          ( ) 23 =f  
  x=3 الدالة مستمرة عند 

∴ ( )xf  مستمرة على جميع الأعداد الحقيقية R.  
  

  )3(مثال 
  ابحث استمرارية الدالة

                         
( )

( )2,2

2,2

−∈

−∉

x

x
        ( )










=

2
x
x
x

xf  
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   :الحــل
) إلىتنتمي   لاxعندما  )2,2−  2  أي≥x2،  و−≤x     
   يكون،x≤2عندما 

                                                       1+=
+

=
x
x

x
x  

   يكونx≥2وعندما 

                                                       1−=
−

=
x
x

x
x  

  يمكننا إذن إعادة صياغة الدالة على النحو

                                       
2

22
2

≥
<<−

−≤

x
x

x
      ( )






−
=

1
2

1
xxf  

  x=−2وعند 
( ) ( ) 11limlim

22
−=−=

−→−→ − xx
xf                                        

 ( ) 12limlim
22

−==
−→→ +

xxf
xx

   

        ( ) 12 =f  
  x=−1إذن الدالة مستمرة عند 

  x=2د وعن
( ) 12limlim

22
==

→→ −
xxf

xx
  

( ) 11limlim
22

−==
→+−→ xx

xf                                             

      ( ) 12 −=−f  

             2=x     
  x=2 الدالة مستمرة أيضاً عند ∴
∴ ( )xfستمرة على جميع الأعداد الحقيقية م R.  
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  )4(مثال 
)أوجد النقط التي تكون عندها الدالة  )xfغير مستمرة  .  

                                     
0
0
0

<
=
>

x
x
x

      ( )














+
+

+
+

=

2
8

1
1
1

3

x
x

x
x

xf  

   :الحــل

 تكون                 x<0عند 
1
1

1
11

+
+

=
+
+

=
x
x

x
x  

تقع داخل هذه   لاx=−1نقطة عدة الاستمرار(الدالة مستمرة على هذه الفترة 
  )الفترة

  تكون الدالة               x>0عند 
2
83

+
+

x
xغير مستمرة   

   ، لأنx=−2عند النقطة 

)غير موجودة   ) ==−
0
02f  

  .ومستمرة على بقية الفترة
                                                                    x=0عند 

( ) 4
2
83

00
limlim =

+
+

=
→→ − x

xxf
xx

  

( ) 1
1
1

limlim
00

=
+
+

=
→+−→ x

x
xf

xx
   

           ( ) 10 =f                                         
  x=0 الدالة مستمرة أيضاً عند ∴
∴ ( )xf 2 غير مستمرة فقط عند=x، 0=x.  
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  )5(مثال 
  ابحث استمرارية الدالة

0

0

=

≠

x

x
   

,

,
       ( )















=
0

1sin2

x
x

xf  

  x=0عند 
   :الحــل

  ).السندوتش( الحصر  هنا استعمال مبرهنةا، ويناسبنx→0 نبحث نهاية الدالة عند

                            11sin1 <





<−

x
  

  x≠0 ، لأنها دائماً موجبة،2xضرب في 

                      22 1sin x
x

xx <<−  

   صفرإلى xعندما تؤول 

                      01sin0 2 <<
x

x  

                      01sin2

0
lim =

→ x
x

x
  

)ومعطى أن   ) 00 =f  
  .x=0 الدالة مستمرة عند ∴
  

  )6(مثال 
) الدالة  اللتان تجعلانa، bأوجد قيمتي  )xf مستمرة عند a .  
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ax

ax

ax

>

=

<

  

,

,

,

    ( )














+

−
−

=
2

22

5

axbx

ax
ax

xf  

  . عددان حقيقيانa، bحيث 
   :الحــل

             ( )
ax
axxf

axax −
−

=
→→ −

22

limlim  

       ( )( )
( )ax

axax
ax −

+−
=

→
lim  

               ( )ax
ax

+=
→

lim   

                         a2=  
             ( ) 2limlim axbxxf

axax
+=

→→ +
  

                   3aab +=  
                           ( ) 5=af  

)ولكي تكون  )xf مستمرة عند a،  
                     ( ) ( ) ( )xfafxf

axax
limlim

+− →→
==  

                             352 aaba +==  
                     

8
125

2
55 += b   ,

2
5

=a      ⇒  

                      
8
85

2
5

−=b    
4

17
−=b  
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  :تعريف 
] دالة معرفة على فترة مغلقة fإذا كانت  ]ba, فإن f تكون 

]مستمرة على  ]ba,تمرة على  إذا كانت مس( )ba, أنإلى بالإضافة ،   
              ( ) ( )afxf

ax
=

+→
lim  ،     ( ) ( )bfxf

bx
=

−→
lim  

  
  )7(مثال 

)اثبت أن الدالة   ) 28 xxxf −=   
]مستمرة على الفترة المغلقة  ]8,0.  

   :الحــل
  ةيوضح بيان الدال) 62(شكل 

  ( ) 28 xxxf −=  
80إذا كانت  << c،  

) فإن ) 28limlim xxxf
cxcx

−=
→→

  

         28 cc   )62(                           شكل =−
        ( )cc−= 8  

              ( )cf=  
)لأن إذا كان للدالة  ( )xg نهاية عند cx    فإن=

                          ( ) ( )xgxg
cxcx

limlim
→→

=  

) ،بشرط أن ) 0lim >
→

xg
cx

،  

] ويبقى لنا مرجاعة النقطتين الحديتين للفترة cلإذن الدالة مستمرة عند  ]8,0 
  .عمال النهايات من جانب واحدباست

x  

y  

0 8      6      4      2  

4 
 
 
2 

28 xxy −=  
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( ) ( )xxxxxf
xxx

−=−=
+++ →→→

88 limlimlim
0

2

00
 

              ( )0080 f==×= +  

( ) 2

88
8limlim xxxf

xx
−=

+− →→
 

   ( ) +

→
×=−

−
088lim

8
xx

x
 

                             ( )80 f==  
 ومن .x=8يسار عند  ومن الx=0إذن الدالة مستمرة من اليمين عند 

] مستمرة على الفترة fالتعريف السابق ينتج أن الدالة  ]8,0.  
]يمكننا تعريف الاستمرارية على الفترة  )ba, ،أ [ )∞,a إذا كانت f 

axستمرة عند م  f كذلك .a استمراريتها عند إلى في الفترة بالإضافة <
)تكون مستمرة على الفترة  ]ba, ،أ ( ]b,∞ إذا كانت مستمرة على كل نقطة 

bx ،في الفترة bx ومستمرة عند .>  f، g وإذا كانت الدالتان .=
  ،cمستمرتان عند عدد حقيقي 

   ،cفإن الدوال الآتية مستمرة هي الأخرى عند 
gf + ، gf −،  fg وكذلك  gf  بشرط  ( ) 0≠cg.  

نذكر هنا أيضاً عدة مبرهنات يمكن للقارئ برهنتها بسهولة باستعمال 
  .مبرهنات النهايات وهي

)إذا كان ) 1 ) bxg
x

=
→

lim ، كانت f  مستمرة  b  

  فإن 
                 ( )( ) ( )bfxgf

x
=

→
lim  

     ( )





=

→
xgf

cx
lim   
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   ،وينتج من هذه المبرهنة أن
                           ( ) ( )xgxg

cx

nn

cx
limlim

→→
=  

)و                     )( ) ( )





=

→→
xgxg

cxcx
limlim sinsin  

                             ( )( ) ( )





=

→→
xfxf

cx
aa

cx
limlogloglim  

  .وهكذا
) مستمرة عند g و ،c مستمرة  عند fإذا ) 2 )cf فإن الدالة التركيبية 

gof مستمرة عند c.  
   ،نأي أ

                ( )( ) ( ) ( )( )cfgxfgxfg
cxcx

=





=

→→
limlim  

)فإذا كان    ) xxg = ،     ( ) 1273 2 −−= xxxf  
) فإن  .المستمرتان دائماً  ) ( )( )xfgxk =  

 أي( ) ( )( )xgofxk   .  مستمرة أيضاً دائماً=
)أي أن الدالة  ) 1273 2 −−= xxxkمستمرة    

   . )cأي عند أية قيمة حقيقية ( ماً دائ
] مستمرة على فترة مغلقة fإذا ) 3 ]ba,، v عدد بين أي ( )af و

( )bf، فإنه يوجد على الأقل عدد واحد c  في [ ]ba,بحيث يكون  ،  
                                ( ) vcf =  

  القيمة الوسطى تسمى مبرهنة) 3(المبرهنة رقم 
 تأخذ f فإن الدالة المستمرة b إلى a من xوتنص على أنه بينما تتغير "

)كل القيم بين  )af و ( )bf".  
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 ممتدا باتصال وبدون كسور من نقطة fأي إذا كان بيان الدالة المستمرة 
( )( )afa, نقطة إلى ( )( )bfb,، فإن لكل ) 63( كما هو واضح في شكل
) بين vعدد  )af و( )bf، يقطع 

vyالخط الأفقي   على f بيان =
 x الإحداثي .pالأقل نقطة واحدة 

 أيc لنقطة p يكون عنده 
( )( )cfv =.  

  ويتبع من مبرهنة القيمة الوسطى أنه
) إذا كان  )af و( )bfمختلفين في   

  )63(شكل          يقع بين  c الإشارة فإنه يوجد عدد 
a، bبحيث ، ( ) 0=cfأي   

   c لها جذر أو صفر عند fأن 
 فمثلاً f مواضع أصفار الدالة  إيجادوتساعدنا مبرهنة القيمة الوسطى في 

)   ،إذا كان ) 3262 345 −+−+= xxxxxf   
  ، كما يلي2 إلى -4 الصحيحة من الأعداد عند fوحسبنا قيم 

  

2  1  0  1-  2-  3-  4-  x  
17  4-  3-  2  41  72  139-  ( )xf  

  

)بما أن    )xfر حدود فهو إذن مستمر لجميع  كثيx ومن مبرهنة القيمة 
34 حيث 1c، 2c، 3c لها أصفار fالوسطى نجد أن  1 −<<− c، 

01 2 <<− c، 21 3 << c   
] ثلاثة أصفار حقيقية في الفترة fأي أن للدالة  ]2,4−  

  

( )af  

v  

( )bf  

vy =  

( )cf  

x  a  b  c  

y  
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  4 – 2تمارين 
 معطى والمطلوب معرفة نوع عدم الاستمرارية،) 8 (إلى) 1(في التمارين من 

  . أو قفزة أم لانهائيةللإزالةقابلة 
1                               (                2(  
  
  
  
  
  )64(شكل   )63(شكل    
3                                             (   4(  
  
    
  
  

  )66(شكل   )65(شكل   
5                                                (6(  
   
  
  
  

  )68(شكل   )67(شكل   
7                                                (8(  
  
  
  

  
  
  

  )70(شكل   )69(شكل   

y
 

x
 

y
 

x
 

° 
• 

y
 

x
 

• 

° 

y
 

x
 

• 

• • 

• 
• 

° ° ° 

° • 

y
 

x
 

° 
• 

y
 

x
 ° 

• 

y
 

x
 

y
 

x
 

° 
• 
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 ،للإزالة قابلة fصنف عدم الاستمرارية لـ ) 18 (إلى) 9(في التمارين من 
  .قفزة أم لانهائية

)9 ( 
1
1

≥
<

x
x  ;

;
 ( )





−
−=
x

xxf
3

12
  )10 (

1
1

>
≤

x
x  ;

;
( )





−
+=

12
1 3

x
xxf  

)11(
2
2

−=
−≠

x
x ;

;
 ( )



 +

=
2

3x
xf  )12 (

2
2

=
≠

x
x  ;

;
( )



 −

=
3

2x
xf  

)13( 
1
1
1

>
=
<

x
x
x

  
;
;
;

 ( )






 +
=

x

x
xf 2

12

  )14(
1
1
1

>
=
<

x
x
x

  
;
;
;

 ( )








+

−
=

1
1
3 2

x

x
xf   

)15(  ( )
x

xxf
2

=        )16 (( ) [ ]xxxf +−= 1  

)17(( ) 













 −=

− 23
1

2
cossin xxxf π   

)18 (( ) ( )
( )2

2

1
1sin

−

−
=

x
xxf  

  
  .aابحث استمرارية الدالة عند ) 30 ( إلى) 19(في التمارين من 

)19     (( ) 4,352 =+−= axxxf     

)20           (( ) 2,
2

3
−=

+
= a

x
xf  

)21              (( ) 2,
2

1
=

−
= a

x
xf    

)22         (( ) 5,22 −=+= axxf  
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)23   (3, =a  
3;

3;

=

≠

x

x
( )







−
−

=
4

3
92

x
x

xf  

)24   (3, −=a
3;

3;

−=

−≠

x

x
( )







+
−

=
2

3
92

x
x

xf  

)25  (( ) 2,173 2 −=
−

−+= a
x

xxf  

)26              (3, =a
3
3

=
≠

x
x( )





=
,0
,1

xf  

)27       (2, =a
2,
2,

=
≠

x
x( )







−
−

=
1

2
2

x
x

xf  

)28                (8=x;( )
12

3
+

=
x

xxf  

)29       (0=a
0
0

=
≠

x
x( ) ( )





=
0
sin x

xf  

)30 (   0, =a
0,
0,

=
≠

x
x( )





 −

=
1

cos1
x

x
xf  

  

  ) :34(حتى )  31( في تمارين fأوجد نقط عدم استمرار الدالة 

)31 (( )
1032 −+

=
xx

xxf  )32 (( )
8113

3
2 +−

=
xx

xf  

)33( ( ) ( )
32

1
2 −+

−
=

xx
xxf   )34 ( ( )

1
12

2

2

−
+

=
x
xxf  
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  ).42 (إلى) 35( مستمرة على الفترة المعطاة في التمارين من fاثبت أن الدالة 
)35     ([ ]3,3−   ( ) 29 xxf −=  
)36    ([ ]8,4  ( ) 4−= xxf  
)37    (( ]7,∞−  ( ) xxf −= 7  

)38    (( )∞,0  ( )
x

xf 1
=  

)39    ([ )2,1  ( ) [ ]xxxf −=  

)40    (( )3,2  ( )
2

1
−

=
x

xf  

)41    ([ ]3,0  ( ) 23 xxxf −=  

)42    ([ )3,2  ( ) [ ]1
1

+
+

=
x
xxf  

 f التي تكون عندها الدالة cأوجد قيم ) 62 (إلى)  43(في التمارين من 
  .x=2مستمرة عند 

)43 (( )
32

113
2 −−

+
=

xx
xxf  )44  (( )

4
162

−
−

=
x

xxf  

)45 (( ) 123 2 ++−= xxxf  )46  (( )
83

−
=

x

xxf    

)47  (( )
21 x

xxf
−

=  )48  (( )
5
5

+
+

=
x
x

xf  

)49   (( )
12

3

++
=

xx
xxf  )50  (( )

xx
xf

−
= 3

2   

)51  (( ) ( )43
53

2 −+
+

=
xxx

xxf  )52 (( ) ( )12
94 22

−
−−

=
x

xxxf  
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)53 (( )
6

9
−
−

=
x

xxf  )54  (( ) xxf
3
1sec=  

)55 (( ) xxf 2tan=  )56  (( ) xxf cot1+=  
)57 ( ( ) xxf sin=  )58  (( ) ( )( )xxxf −+= 32  

)59  (( ) 12 34 +−= xxxf  )60  (( )
16

9
4

2

−
−

=
x

xxf  

)61  (( )
16

16
2

2

−

−
=

x

x
xf  )62  (( )

xx
xxxf
2

2
2

2

−
−−

=  

 التي تجعل c، dأوجد قيم الثوابت الحقيقية ) 68 (إلى) 63(في التمارين من 
f مستمرة على R.  

)63       (     
2,
2,

>
≤

x
x   ( )





+
−=
2
32

cx
cxxf  

)64            ( 
1,
1,

≥
<

x
x   ( )





−
−=

23
32

cx
xcxf  

)65     (
3,
3,
3,

≥

<

−≤

x
x
x

   ( )











+−

−
=

d
x
x

c

xf
74

9
2

2
  

)66        (
2,

21,
1,

≥
<<−

−≤

x
x

x
   ( )








−
+=
x

dcx
x

xf
5

4
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)67         (
dx

dxc
cx

>
≤<

≤

,
,
,

   ( )








+

+

=
dcx

x

x

xf 2

2

  

)68              (
2,
2,

,

>
=
<

x
x

cx
   ( )








+

+
=

dcx
d

cx
xf  

 في fحقق مبرهنة القيمة الوسطى للدالة ) 74 (إلى) 69(في التمارين من 
]الفترة المذكورة  ]ba, وضح أنه إذا كان أي ( ) ( )bfvaf  فإنه ≥≥

]  في cيوجد عدد  ]ba, بحيث ( ) vcf =.  
)69        ([ ]2,1− ( ) ;13 += xxf  
)70    ([ ]1,2 −− ( ) ;2 2xxxf −=  

)71        ([ ]3,0 ( ) ;9 2xxf −=  
)72             ([ ]2,0 ( ) ;3xxf −=  
)73           ([ ]3,1 ( ) ;2 xxxf −=  

)74 (



− 1,

2
1 ( ) ;22 −+= xxxf  

0123اثبت أن المعادلة ) 75( 345 =+−−− xxxx لها حل حقيقي في  
)الفترة  )1,0.  

   الدالتين بيانياستخدم مبرهنة القيمة الوسطى لتثبت أن ) 76(
  ( ) 24 5xxxf )و  =− ) 642 3 +−= xxxg 3 يتقاطعان بين=x  

  . x=4و
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