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اأول في الجبر المجرد 462 مقرر 

مركب المب�صطات والزمر ال�صباهية Simplicial Complexes and Homology Groupsالف�صل 41

تحفيز
تكون  اأن  يجب  حدّ  اأيّ  واإلى  كافية،  فكرة  عنها  نملك  التي  بالمجموعات  الطبولوجيا  تهتم 
نقطتان فيها قريبتين من بع�سهما؛ لنتمكن من تعريف دالة مت�سلة، فنقول عن اثنتين من هذه 
المجموعات – اأو الف�ساءات الطبولوجية اإنّ لها البنية نف�سها، اإذا وجدت دالة اأحادية غامرة من 
اإحداهما للاأخرى، بحيث اإنّ كلا الدالة ومعكو�سها مت�سل، وبب�ساطة، فهذا يعني اأنّ اأحد الف�ساءين 
يمكن اأن يو�سع، اأو يلوى، اأو ي�سوّه بطريقة اأخرى من غير اأن ي�سق اأو يقطع، ليبدو تمامًا مثل الآخر؛ 
ا لها البنية نف�سها لكرة اأ�سغر، ومحيط الدائرة له بنية محيط المربع  اإذن، الكرة الكبرى طبولوجيًّ
ا  ا�صتمراريًّ متماثلة  المعنى  بهذا  المت�سابهة  البنية  ذات  الف�ساءات  ت�سمى  حيث  وهكذا،  نف�سها، 
)homeomorphic(. ناأمل اأن يدرك الطالب اأنّ مفهوم التماثل الم�صتمر في الطبولوجيا بو�صفه 

مفهوم التماثل )حيث المجموعات لها البنية الجبرية نف�صها( في الجبر. 
الم�صكلة الرئي�صة في الطبولوجيا هي اإيجاد �ضروط �ضرورية وكافية ومفيدة – مختلفة   
ا، بوجه عام، ي�سعب اإيجاد ال�ضروط  عن مجرد التعريف – لف�ساءين ليكونا متماثلين ا�ستمراريًّ
والف�ساء  ا ومفيدة،  ال�ضرورية متوافرة و�سهلة، ولكنّ بع�سها مهمّة جدًّ ال�ضروط  بينما  الكافية، 
وزمر  المقابلة،  ال�سباه  وزمر  ال�سباه،  زمرة  مثل:  الزمر،  من  متعددة  اأنواع  به  تُربط  “الظريف” 

التحاول، وزمر التحاول المقابلة. 
ا، فيمكن اإثبات اأنّ زمر اأحدهما تماثل الزمر المقابلة لها  اإذا كان الف�ساءان متماثلين ا�ستمراريًّ
زمرها  تكون  اأن  ا،  ا�ستمراريًّ متماثلة  لتكون  للف�ساءات  �ضروري  �ضرط  اإذن،  بالآخر؛  المرتبطة 
متماثلة، ويمكن اأن تعك�ض بع�ض هذه الزمر �سفات مفيدة لهذه الف�ساءات، اإ�سافة اإلى ذلك، تُن�سئ 
الدالة المت�سلة من اأحد الف�ساءين اإلى الآخر ت�ساكلًا من زمر اأحدهما اإلى زمر الآخر، ويمكن اأن 

تظهر ت�ساكلات الزمر هذه خ�سائ�ض مفيدة للدوال.   
الفقرات  فقد كان هدف  للقلق،  داعي  ال�سابقة، فلا  الفقرات  فهم  الطالب  ي�ستطع  اإذا لم   
 – ال�سباه  – زمر  الزمر  بع�ض  الف�سل هو و�سف  �سياأتي، وهدف هذا  ال�سابقة مجرد تحفيز لما 
المرتبطة ببع�ض الف�ساءات الب�سيطة – في عملنا – وهي عادة بع�ض المجموعات الجزئية من 

الف�ساء الإقليدي المعروف03. 
اأفكار تمهيدية 

اأولً، نقدّم فكرة المب�سط من الرتبة n الموجه في الف�ساء الإقليدي، حيث n = 0, 1, 2, 3 المب�صط 
الموجه  الأحادي  P، والمب�صط  النقطة  )oriented 0 – simplex( هو مجرد  الموجه  ال�صفري 
 P1 التي ت�سل بين النقطتين ،P1 P2 هو القطعة الم�ستقيمة الموجهة )oriented 1 – simplex(
oriented 2- sim-( اأمّا المب�صط الثنائي الموجه ،P2 اإلى P1 وتظهر وكاأنها تتحرك من ،P22و

للحركة حول  اتجاه محدّد  مع   -1.41 ال�سكل  كما في   – P1P2P3 المثلثة  المنطقة  فهو   ،)plex
اأنّ  الوا�سح  P1P2P3، من  1.41 كالترتيب  ال�سكل  بال�سهم في  المثلث بو�سفه مثالً، وهو محدّد 
الترتيب P1P2P3 مثل الترتيب P2P3P1  وP3P1P2، ولكنه معاك�ض للترتيب P3P2P1 ،P1P3P2 و

 .P2P1P3

�سنتفق على اأنّ:

P1P2P3 = P2P3P1 = P3P1P2 = -P1P3P2 = -P3P2P1 = -P2P1P3 
لحظ اأنّ PiPjPk ي�ساوي P1P2P3، اإذا كانت:
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1 2 3
        i j k

 
 
 

تبديلة زوجية، وت�ساوي P1P2P3 - اإذا كانت التبديلة فردية، كذلك يمكن القول عن المب�سط الأحادي الموجه P1 P2، لحظ 
 .n الموجه هو �سيء له بعد n المب�سط من الرتبة ،n = 0,1,2 كذلك اأنه لـ

            يجــب اأن يكــون تعريــف المب�ســط الثلاثــي الموجــه وا�سحًــا الآن، حيــث يُعطــى المب�ص���ط الثلاث���ي الموج���ه 
)oriented 3- simplex( بو�سفــه متتاليــة مرتبــة P1P2P3P4 لـ اأربعة روؤو�ض لرباعي ال�سطــوح المج�سم، كما في ال�سكل 

2.41، حيث نتفق على اأنّ P1P2P3P4 = ± PiPjPrPs، بح�سب ما اإذا كانت التبديلة 

1   2   3   4
        i j r s

 
 
 

زوجية اأم فردية، وتنطبق تعريفات مماثلة لـ n >3، ولكن �سنتوقف هنا مع الأبعاد التي يمكن اأن نج�سدها، فهذه المب�سطات 
موجهة )oriented(، اأولها توجه )orientation(، اأي، نحن مهتمون بترتيب الروؤو�ض تمامًا، كما نحن مع النقاط الحقيقية، 

حيث تقع هذه الروؤو�ض، مب�سطاتنا كلها �ستكون موجهة، و�سوف ن�سقط ال�سفة من الآن ف�ساعدًا. 

         ال�صكل 1.41

ال�صكل 2.41
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             �سنعرف الآن حدود المب�سط ذي البعد n لـ n= 0, 1,2,3. الم�سطلح حدود حد�سي، نعرف حدود المب�صط ال�صفرى 
)P )boundary of a 0- simplex ليكون المب�سط الخالي، الذي �سنرمز له في هذه المرة بـ “0”. الرمز هو: 

( )0" 0"P∂ =

P1P2 (boundary of a 1- simplex) معرّف بـ : حدود المب�صط -1  

1 1 2 2 1( )P P P P∂ = −

 )boundary of a 2- simplex( اأي، الفرق ال�سوري بين نقطة النهاية ونقطة البداية، ومثلها حدود المب�صط الثنائي
معرّف بـ:

. ( )2 1 2 3 2 3 1 3 1 2    P P P P P P P P P∂ = − +  

الثنائي  المب�سط  من  بالتتابع   Pi كل  باإ�سقاط  عليها  نح�سل  التي  للحدود  ال�سكلي  الجمع  اإنه  بالقول:  تذكره  يمكن  الذي 
ال�سكل  اإلى  وبالرجوع  الثالث،  اأ�سقط  اإذا  و+  الثاني،  اأ�سقط  اإذا   - الأول،  الحدّ  اأ�سقط  اإذا   + الإ�سارة  وجعل   ،P1P2P3

يمكن  اأنه  كذلك  لحظ  لل�سهم،  المحدد  التجاه  في  الحدود  عادة  ن�سميه  ما  حول  الحركة  يقابل  هذا  اأنّ  نرى   ،1.41

الثلاثي المب�صط  حدود  تعريف  اإلى  نتجه  نحن  اإذن،  نف�سها؛  بالطريقة   ( )1 1 2 2 1  PP P P∂ = − المعادلة   تذكر 
)boundary of a 3- simplex( الآتي: 

( )3 1 2 3 4 2 3 4 1 3 4 1 2 4 1 2 3     P P P P P P P P P P P P P P P P∂ = − + −

للمب�صط وجهًا  ي�سمى  المب�سط  حدود  في  الُمجمعات  من  فرد  وكل   ،n > 3 حيث   n∂ لـ م�سابهة  تعريفات  تتحقق    
 P1P4P3 = فاإنّ  اأيّ حال،  لي�ض وجهًا، وعلى   P1P3P4 ولكن   ،P1P2P3P4 P2P3P4 وجه  اإذن،  )face of a simplex(؛ 

 .P1P2P3P4 وجه لـ -P1P3P4

افتر�ض اأنّ لديك مجموعة جزئية من ℝ3 مق�سمة “ب�سورة رائعة” اإلى مب�سطات، على �سبيل المثال �سطح رباعي   
ال�سطوح S في ال�سكل 2.41، الذي يمكن تق�سيمه اإلى اأربعة مب�سطات ثنائية من�سجمة مع بع�سها ب�سورة رائعة؛ اإذن، توجد 
اأو  الأحادية  ال�سطوح، بع�ض المب�سطات  الروؤو�ض لرباعي  اأو  ال�سفرية،  ال�سطوح، بع�ض المب�سطات  لدينا في �سطح رباعي 
حواف رباعي ال�سطوح، بع�ض المب�سطات الثنائية، اأو المثلثات في رباعي ال�سطوح، بوجه عام، لتق�سيم ف�ساء ما “ب�سورة 

رائعة” اإلى مب�سطات، نحتاج اإلى الحقائق الآتية: 

1. كل نقطة في الف�ساء تنتمي على الأقل اإلى مب�سط واحد. 

2. كل نقطة في الف�ساء تنتمي فقط اإلى عدد منتهٍ من المب�سطات.
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ال�صكل 3.41

3.  لكل مب�سطين مختلفين )تبعًا للاتجاه(، اإما األ توجد بينهما نقاط م�ستركة اأو اأحدهما )ربما ما عدا التجاه( وجه للاآخر 
اأو وجه لوجه في الآخر... اإلخ، اأو اأنّ مجموعة النقاط الم�ستركة )ربما ما عدا التجاه( وجه، اأو وجه لوجه... اإلخ، ولكل 
مب�سط، ي�ستثنى ال�ضرط )3( ال�سور مثل تلك المعرو�سة في ال�سكل 3.41، حيث ي�سمّى الف�ساء المق�سم اإلى مب�سطات تبعًا 

 .)simplicial complex( لهذه المتطلبات مركب مب�صطات

ال�صلا�صل، والدورات، والحدود

ال�سكل  S في  ال�سطوح  ح كل تعريف بحالة �سطح رباعي  X، �سنو�سّ الزمر المرتبطة بمب�سط مركب  لن�سف بع�ض   
2.41، الزمرة Cn(X) لل�صلا�صل ذات الرتبة n )الموجهة( ل�X(group Cn(X) of (oriented) n – chains) ، هي الزمرة 
الإبدالية الحرّة المولدة بـالمب�سطات ذات الرتبة n )الموجهة( لـ X؛ اإذن، كل عن�ضر في Cn(X) مجموع منتهٍ على ال�سورة 
iσ مب�سطات ذات رتبة n لـ X  و mi ϵ ℤ، وننجز الجمع لل�سلا�سل باأخذ الجمع الجبري لمعاملات كل  ، حيث  i ii

m σ∑
ظهور في ال�سلا�سل لمب�سط محدد. 

في �سطح رباعي ال�سطوح S، كل عن�ضر في C2(S) يكون على ال�سورة: 4.41 مثال  

1 2 3 4 2 1 3 4 3 1 2 4 4 1 2 3m P P P m P P P m P P P m P P P+ + +

حيث mi∈ℤ، وبو�سفه تو�سيحًا للجمع، لحظ اأنّ:

2 3 4 1 2 3 2 3 4 1 3 4

2 3 4 1 3 4 1 2 3

(3 5 ) (6 4 )
                                                               =9 4 5

P P P P P P P P P P P P
P P P P P P P P P

− + −
− −

على ال�سورة:  1( )C S ويكون العن�ضر في 

1 1 2 2 1 3 3 2 4 4 2 3 5 2 4 6 3 4m P P m P P m P P m P P m P P m P P+ + + + +

ويكون العن�ضر في C0(S) على ال�سورة: 

▲             1 1 2 2 3 3 4 4m P m P m P m P+ + +     
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)1 لكل n = 1, 2, 3. لنعرّف  ) ( )n nC Xσ −∂ ∈ σ مب�سطًا ذا رتبة n، فاإنّ  الآن، اإذا كان 
 ، 0 1( ) ( )C Xσ −∂ ∈ } الزمرة التافهة في عن�ضر واحد؛ وهكذا، �سنح�سل على  }1( ) 0C X− =

ولأنَّ Cn(X) اإبدالية حرة، ولأننا ن�ستطيع تعيين الت�ساكل لمثل هذه الزمرة باإعطاء قيمها على 
∂n تعطي ت�صاكل حدود (boundary homomorphism) وحيدًا، الذي  المولدات، فنرى اأنّ

 .n = 0, 1, 2, 3 حيث ،Cn – 1(X) بـ Cn(X) ويربط " "n∂ �سنرمز له مرة اأخرى بـ 
لدينا:5.41 مثال   

( )n i i i n i
i i

m mσ σ ∂ = ∂ 
 
∑ ∑

على �سبيل المثال:

▲

1 21 1 2 1 3 2 4 1 1 1 3 1 2 4

2 1 3 1 4 2

1 2 3 4

(3 4 5 ) 3 ( ) 4 ( ) 5 ( )
                                            3( ) 4( ) 5( )
                                            2 4 5

PP PP P P P P PP P P
P P P P P P

P P P P

∂ − + = ∂ − ∂ + ∂
= − − − + −
= − − +

         

          يُذكّر الطالب مرة اأخرى، اأنه في اأيّ وقت يكون لديه فيه ت�ساكل، فاإنّ هناك �سيئين مهمّين 
∂n من تلك ال�سلا�سل ذات الحدود 0 والبعد  ا، هما: النواة ومجموعة ال�سور، حيث تتاألف نواة جدًّ
n، اأمّا عنا�ضر النواة فهي الدورات ذات الرتبة n (n – cycles)، والرمز المعتاد لنواة - اأي زمرة 

  ." ( )"nZ X ∂n الدورات ذات البعد n (group of n cycles) – هي 

، فاإن6.41ّ مثال   1 2 2 3 3 1z P P P P P P= + + اإذا كان 

، 1 2 1 3 2 1 3( ) ( ) ( ) ( ) 0z P P P P P P∂ = − + − + − =

، 1 2 2 3 3 12c P P P P P P= + + z دورة اأحادية، وعلى اأيّ حال، اإذا جعلنا  اإذن، 

1 2 1 3 2 1 3 2 3) )( ) ( ) 2( ( 0c P P P P P P P P+−∂ = − + − + = − ≠  فاإنّ 

▲                                                                                              1( )c Z X∉   اإذًا

– حول  – اأو دورة  تقابل دائرة واحدة   6.41 1 في المثال  2 2 3 3 1z P P P P P P= + + اأنّ  لحظ 
 .P3 و ،P2 ،P1 المثلث ذي الروؤو�ض

 – (group of (n – 1) – boundaries) (n – 1) زمرة الحدود ذات الرتبة - n∂ مجموعة �سور 
تتاألف بال�سبط من ال�سلا�سل ذات البعد n، التي تكون حدود ال�سلا�سل ذات البعد n، ويرمز لهذه الزمرة 

بـ :       

. 1" ( )"nB X−
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بالرجوع اإلى المثال 6.41، نرى اأنه اإذا كان:7.41 مثال  

1 2 2 3 3 12P P P P P P+ +

   .P2P3 ّتحد P3 – P2 ّتكون حدودًا �سفرية، لحظ اأن P3 – P1 ّفاإن ،C1(X) سل�سلة اأحادية في�
▲                      

          لنح�سب الآن Zn(X) و Bn(X) لمثال اأكثر تعقيدًا، ففي الطبولوجيا، اإذا كانت الزمرة هي 
الزمرة التافهة المكوّنة فقط من العن�ضر المحايد 0، فاإننا نرمز لها في العادة بـ ”0“ بدلً من 

”{0}“. �سنتبع هذه العادة فيما ياأتي. 
لنح�سب لـ n = 0, 1, 2 الزمر Zn(S) و Bn(S) ل�سطح رباعي ال�سطوح S في ال�سكل 2.41. 8.41 مثال  

اأولً – للحالت الأ�سهل – لأنَّ المب�سط ذا البعد الأكبر في الم�سطح هو المب�سط الثنائي، فاإننا 
نح�سل   على C3(S) = 0؛ اإذن، 

[ ]2 3 3( ) ( ) 0B S C S= ∂ =

وكذلك، لأنَّ C-1(S) = 0 بح�سب تعريفنا، فنرى اأنّ:

0 0( ) ( )Z S C S=

اإذن، Z0(S) الإبدالية الحرّة لها اأربعة مولدات، P1، و P2، و P3، و P4، ومن ال�سهل   
 C1(S) َّملاحظة اأنّ �سورة الزمرة بالت�ساكل مولدة ب�سور المولدات في الزمرة الأ�سلية، ولأن

مولدة بـ P1P2، و P1P3، و P1P4، و P2P3، و P2P4، و P3P4، فنرى اأنّ B0(S) مولدة بـ: 

2 1 3 1 4 1 3 2 4 2 4 3- ,  - ,  - ,  - ,  - ,  -P P P P P P P P P P P P

وعلى اأيّ حال، فاإنّ  B0(S) لي�ست اإبدالية حرّة على هذه المولدات، على �سبيل المثال:                 

 ،P2 – P1 اإبدالية حرّة على B0(S) ّومن ال�سهل ملاحظة اأن ،P3 – P2 = (P3 – P1) – (P2 – P1)
 .P4 – P1 و  ،P3 – P1

لِنَ�سْعَ - الآن - خلف الزمرة الأ�سعب Z1(S). العن�ضر c في C1(S) هو الجمع ال�سكلي   
)1 اإذا وفقط اإذا كان كل راأ�ض  ) 0c∂ = للم�ساعفات ال�سحيحة للحوافّ PiPj، من الوا�سح اأنّ 

تبداأ به ما مجموعها )بح�ساب التكرار( r من الحوافّ في c ، فهو كذلك نقطة النهاية لـ r من 
الحوافّ بال�سبط؛ اإذن: 

1 2 3 3 4 4 2

2 1 4 4 3 3 1

3 1 2 2 4 4 1

4 1 3 3 2 2 1

,
,
,

z P P P P P P
z P P P P P P
z P P P P P P
z P P P P P P

= + +
= + +
= + +
= + +
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اأول في الجبر المجرد 468 مقرر 

كلها دورات اأحادية، وهذه هي بال�سبط حدود المب�سطات الثنائية المفردة، نزعم اأنّ   
، واختر راأ�سًا محدّدًا، وليكن P1؛ لنعمل على الحوافّ التي  1( )z Z S∈ تولد Z1(S). ليكن  iz األـ

 .P1P4 و ،P1P3 و ،P1P2 :نقطة نهاية لها، فهذه الحواف هي P1 تكون
؛ اإذن: z ليكن mj معامل P1Pj في 

2 4 4 2z m z m z+ −

 P1 ؛ اإذن، الحافّة الوحيدة التي يكون فيهاP1P4 اأو P1P2 ّهو دورة كذلك، ولكن ل تحوي الحواف
2 هي ربما P1P3، ولكن هذه الحافة ل يمكن اأن تظهر بمعامل  4 4 2z m z m z+ − راأ�سًا في الدورة 
ل ي�ساوي �سفرًا؛ لأنها في هذه الحالة �ست�سارك في م�ضروب غير �سفري للراأ�ض P1 للحدود، ما 
حوافّ  من  تتاألف    2 4 4 2z m z m z+ − اإذن �سفرًا.  ت�ساوي  الدورة  حدود  اأنّ  حقيقة  يناق�ض 

المب�سط الثنائي P2P3P4، ولأنه في اأيّ دورة اأحادية يظهر كل من P2، و P3 و P4 عددًا
ا التكرار – ، فنرى اأنّ: مت�ساويًا من المرات بو�سفها نقاط بداية ونهاية للحواف في الدورة – عادًّ

2 4 4 2 1z m z m z rz+ − =

 - iz iz – في الحقيقة باأيّ ثلاثة من األـ  حيث r عدد �سحيح؛ اإذن، تُولد Z1(S) باألـ   
iz هي الحدود المختلفة لـ المب�سطات الثنائية – كما لحظنا – فاإننا نرى اأنّ: لأنَّ األـ 

1 1( ) ( )Z S B S=  

ا با�ستخدام ال�سكل 2.41.  على الطالب اأن يرى ماذا تعني هذه الح�سابات هند�سيًّ

 ،P3P1P4 و ،P2P3P4 بالمب�سطات C2(S) - حيث يتولد – الآن ،Z2(S) اأخيًرا، ن�سف  
و P1P2P4، و P2P1P3، فاإذا كان لـ P2P3P4 معامل r1 ولـ P3P1P4 معامل r2 في دورة ثنائية، 

فاإنّ للحافّة الم�ستركة P3P4 معاملًا r1 – r2 في حدودها.

اإذن، يجب اأن يكون r1 = r2، وبمناق�سة م�سابهة، نرى اأنه في اأيّ دورة تكون كل من المب�سطات 
الثنائية الأربعة لها المعاملات نف�سها؛ اإذن، يتولد Z2(S) بـ :

2 3 4 3 1 4 1 2 4 2 1 3P P P P P P P P P P P P+ + +

ا  اأن يترجم هذه الح�سابات هند�سيًّ الطالب  اأخرى، على  Z2(S) دوري غير منتهٍ، مرة  اأنّ  بمعنى 
با�ستخدام ال�سكل 2.41، لحظ اأنّ اتجاه كل مجمّع يربط بالذهاب حول المثلث في اتجاه عقارب 
ال�ساعة، عندما ينظر لها من خارج رباعي ال�سطوح.                                                                    ▲
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الوحدة الثامنة الف�سل 41: مركب المب�سطات والزمر ال�سباهية  469

2  والزمر ال�صباهية 0∂ =

ن�سل الآن اإلى واحدة من اأكثر المعادلت اأهمية في الريا�سيات، �سنن�ضّ عليها فقط في   
.n > 0 ولكنها متحققة لكل ،n = 1, 2, 3 حالة

لتكن X مب�سطة مركبة، ولتكن Cn(X) ال�سل�سلة ذات الرتبة n لـ X، حيث n = 0, 1, 2, 3؛ اإذن، 9.41 مبرهنة  
1n  من Cn(X) اإلى Cn – 2(X) كل �سيء مع 0، حيث n−∂ ∂  يربط تركيب الت�ساكل

. ن�ستخدم الرمز  1( ( )) 0n n c−∂ ∂ =  ، ( )nc C X∈ n = 1, 2, 3 بمعنى اأنه لكل

 . 2" 0"∂ = ، اأو باخت�سار اأكثر  1" 0"n n−∂ ∂ =

σ ذي البرهان  اأنه لكل مب�سط  اأن نتحقق  لأنَّ الت�ساكل يتحدد تمامًا بقيمه على المولدات، فمن الكافي 
∂0 تربط كل  ، فاإذا كانت n = 1، فالنتيجة وا�سحة؛ لأن  ( ( )) 01 nn σ∂ ∂ =− رتبة n ، يكون 

 ،n = 2 سيء بـ 0. عندما�

( )1 2 1 2 3 1 2 3 1 3 1 2

3 2 3 1 2 1

( ) ( )
                        ( ) ( ) ( )
                        0

P P P P P P P P P
P P P P P P

∂ ∂ = ∂ − +

= − − − + −
=

         .)2 تمرينًا ممتازًا للطالب في تعريف م�سغّل الحدود )انظر التمرين n = 3 ستكون حالة�

لـ Bn(X) ،n = 0, 1, 2, 3 زمرة جزئية من Zn(X). 10.41 نتيجة 

)البرهان )nb B X∈ ؛ ولذلك، اإذا كان  [ ]1 1( ) ( )n n nB X C X+ += ∂ لـ n = 0, 1, 2، يكون 

)1 ؛ اإذن: )nc C X+∈ ، حيث 1( )nb c+= ∂ فيجب اأن نح�سل على 

1( ) ( ( )) 0,n n nb c+∂ = ∂ ∂ =

 . ( )nb Z X∈ وهكذا، فاإنّ

        اإذا كانت n = 3، ولأننا غير مهتمين بالمب�سطات ذات البعد الأكبر من 3، 
                                                                                                                     . 3( ) 0B X = فاإنّ

) الزمرة ال�صباهية ذات البعد  n ل� X  11.41 تعريف  ) ( ) / ( )n n nH X Z X B X= ت�سمى زمرة العامل 
■                                  .(n – dimensional homology group of X)

لنح�سب Hn(S) لـ n = 0, 1, 2, 3 ، حيث S هو �سطح رباعي ال�سطوح في ال�سكل 2.41. 12.41 مثال  

لقد اأوجدنا Zn(S) و Bn(S) في المثال 8.41، الآن، C3(S) = 0، وهكذا، فاإنّ كلاًّ من    
Z3(S) و B3(S) ي�ساوي 0، وهذا يوؤدي اإلى اأنّ

3( ) 0H S =

Abstract 1_Book.indb   469 3/4/2014   9:44:02 AM

o b e i k a n d l . c o m



اأول في الجبر المجرد 470 مقرر 

2 دورية غير  ( )H S ؛ اإذن،  2 ( ) 0B S = وكذلك، فاإنّ Z2(S) دورية غير منتهية، وقد راأينا اأنّ
منتهية، اأي اإنّ 

2 ( )H S  

راأينا اأن Z1(S)=B1(S)، وهذا يوؤدي اإلى زمرة العامل Z1(S)/ B1(S) وهي الزمرة التافهة من 
عن�ضر واحد، اأي اإنّ: 

1( ) 0H S =

0 من ( )B S 0 اإبدالية حرّة على  P1، وP2، وP3 وP4، بينما تولدت ( )Z S اأخيًرا، كانت 

 P4-P3 و P2-P1 و, P3-P1 و, P4-P1 و, P3-P2 و, P4-P2 

، تحوي فقط عن�ضًرا واحدًا على ال�سورة  0 0( ) / ( )Z S B S ونزعم اأنّ كل مجموعة م�ساركة في
.P1 

، وافتر�ض اأنّ معاملP2 في z  هو s2، ومعامل P3 هو s3، ومعامل P4 هو s4؛  0 ( )z Z S∈ ليكن
اإذن:

[ ]2 2 1 3 3 1 4 4 1 1( ) ( ) ( )z s P P s P P s P P rP− − + − + − =

اإنّ كل مجموعة م�ساركة  اأي   ، [ ]1 0 ( )z rP B S∈ + فاإنّ  r عدد �سحيح، وهكذا،  حيث 
فاإنّ   ، 1r P′ على كذلك  الم�ساركة  المجموعة  احتوت  واإذا   ، 1rP �سورة  على  عن�ضًرا  تحوي 
0 ، ومن الوا�سح اأنّ  ( )B S )1 تنتمي لـ  ' )r r P− ، وهذا يوؤدي اإلى اأنّ  [ ]1 1 0' ( )r P rP B S∈ +
r  والمجموعة الم�ساركة  r ′= الم�ضروب الوحيد لـ  P1  بحيث يكون حدودًا، هو ال�سفر؛ واإذن، 
1rP بو�سفها ممثلات للمجموعات  ؛ اإذن، يمكننا اختيار 1rP تحوي فقط عن�ضًرا وحيدًا على �سورة 

0 دورية غير منتهية – اأي اإنّ     ( )H S ؛ اإذن، 0 ( )H S الم�ساركة في ح�سابات 

▲                                                         . 0 ( )H S  

                   

ا، ولكننا نعترف باأنها مربكة بع�ض ال�سيء             قد تبدو هذه التعريفات والح�سابات معقدة للطالب، فالأفكار طبيعية جدًّ
اإذا  اأنك  ال�سباه، بمعنى  الح�سابات نموذجية في مبرهنة  هذه  الم�ستخدمة في  المناق�سة  فاإنّ  اأيّ حال،  وعلى  الكتابة،  في 

فهمتها، فاإنك �ستفهم ح�ساباتنا الأخرى كلها، اإ�سافة اإلى ذلك، يمكننا اأن نجعلها هند�سية، تظهر في �سورة الف�ساء. 

�سيكر�ض الف�سل المقبل لمزيد من الح�سابات للزمر ال�سباهية لبع�ض الف�ساءات الب�سيطة المهمّة.
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■ تمارين 41

تمارين مقترحة   

.X سل�سلة ثنائية في مب�سطة مركبة معينة�  c = 2P1P3P4 – 4P3P4P6 + 3P3P2P4 + P1P6P4 ّ1. افتر�ض اأن

) دورة اأحادية؟ )2 c∂ )        ب. هل c دورة ثنائية؟         ج�. هل  )2 c∂ اأ. اح�سب 

، واأثبت اأنها 0، مكملًا اإثبات المبرهنة 9.41. 2 3 1 2 3 4( ( ))P P P P∂ ∂ 2. اح�سب

3. �سف Ci(P)، و Zi (P)، و Bi (P)، و Hi (P) للف�ساء المكوّن فقط من المب�سط ال�سفري P. )في الحقيقة هذه م�ساألة 
�سهلة(.

 .P′ و P المكوّن من المب�سطتين ال�سفريتين المختلفتين X للف�ساء Hi (X) و ،Bi (X) و ،Zi (X) و ،Ci (X) 4. �سف
)ملاحظة: القطعة الم�ستقيمة الوا�سلة بين هاتين النقطتين لي�ست جزءًا من الف�ساء(.

.P1P2 المكوّن من المب�سطة الأحادية X للف�ساء Hi (X) و ، Bi (X) و ، Zi (X) و ، Ci (X) 5. �سف

6. �سع اإ�سارة �سح اأو اإ�سارة خطاأ:

 اأ. كل حدود تكون دورة.

 ب. كل دورة تكون حدودًا.

 ج�. Cn (X) زمرة اإبدالية حرّة دائمًا.

 د. Bn (X) زمرة اإبدالية حرّة دائمًا.

 ه�. Zn (X) زمرة اإبدالية حرّة دائمًا.

 و. Hn(x) اإبدالية دائمًا.

 ز. المب�سط الثنائي هو حدود المب�سط الثلاثي.

 ح. ال�سل�سلة الأحادية هي حدود المب�سط الثنائي.

 ط. ال�سل�سلة الثنائية هي حدود الدورة الثلاثية.

 ي. اإذا كان Zn (X) = Bn (X)، فاإنّ Hn (X) هي الزمرة التافهة بعن�ضر واحد.

 المزيد من التمارين

7. عرّف الم�سطلحات الآتية لتعمم ب�سورة طبيعية تعريفات الكتاب المعطاة للاأبعاد 0، و1، و2، و3.

اأ. المب�سط ذو الرتبة n الموجه.

ب. حدود المب�سط ذي الرتبة n الموجه.

ج�. وجه في مب�سط ذي الرتبة n موجه.

8. بال�ستمرار في فكرة التمرين 7، ما الطريقة ال�سهلة التي يمكن بها الإجابة عن �سوؤال عن تعريف
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:Zn (X) ، 1 و Bn (X) لمركب المب�سطات X، الذي ربما حوى بع�ض المب�سطات ذات  ( ) ( )n n nC X C X−∂ →  ،Cn (X) 
بعد اأكبر من 3؟

 ، ( )nc C X∈ )1   لكل ( )) 0n n c−∂ ∂ = 2 بوجه عام، اأي اإنّ 0∂ = 9. باتباع الأفكار في التمرينين 7 و 8، برهن على اأن 
حيث يمكن اأن تكون n اأكبر من 3. 

10. ليكن X مركب مب�سطات. لمب�سط σ ذي رتبة n )موجه( لـ X، الحدود المقابلة () n ل� (coboundary) هي ال�سل�سلة 
، بحيث اإنّ الجمع ماأخوذ على المب�سطات τ كلها ذوات الرتبة (n + 1)، التي يكون σ وجهًا    , ( +1)nτ∑  ، , ( +1)nτ∑ ذات الرتبة
لها. بمعنى اأنها المب�سطات τ التي تظهر في المجموع، وهي بال�سبط تلك التي تكون σ اأحد مجاميع  n + 1(τ)∂ الاتجاه 

مهم هنا. اإذن، P2 وجه لـ P1P2، ولكن P1 لي�ض كذلك. على اأيّ حال، P1 وجه لـ P2P1. ليكن X مركب مب�سطات يتكوّن من 
المج�سم رباعي ال�سطوح في ال�سكل 2.41. 

     .δ(0)(P4) و  δ)0((P1) اأ. اح�سب

     .δ)1((P3P2) ب. اح�سب

. δ)2((P3P2P4) ج�. اح�سب

11. باتباع فكرة التمرين 10، ليكن X مركب مب�سطات، ولتكن الزمرة C(n)(X) المكوّنة من ال�صلا�صل ذات الرتبة n المقابلة 
.Cn (X) مثل الزمرة (n – cochains)

) بطريقة موازية لتلك التي عرّفنا بها  ) ( ) ( ) ( ) ( )1:  Cn n nX C Xδ +→ اأ. عرّف

∂n: Cn(X) → Cn-1(X)

    .c ϵ C(n)(X) لكل 
( ) ( )1 ( ( ))  0n n cδ δ+ = ب. اأثبت اأنّ δ 2 = 0، اأي اإن ّ

 ،X المقابلة لـ n المكوّنة من الدورات ذات الرتبة  Z(n)(X) 12. باتباع الأفكار في التمرينين 10 و 11، عرّف الزمرة

. ( ) ( ) ( ) ( )n nB X Z X≤ الزمرة B(n) (X) المكوّنة من الحدود ذات الرتبة n المقابلة لـ X، واأثبت اأنّ: 

X. اح�سب لـ   H(n) (X)  ، n البعد  ال�سباهية المقابلة ذات  الزمرة  10، و11، و12، عرّف  التمارين  الأفكار في   13. باتباع 
 H(n) (S) ل�صطح رباعي ال�سطوح S في ال�سكل 2.41.
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ح�صاب الزمر ال�صباهية Computations of Homology Groupsالف�صل 42

المثالثة

افتر�ض اأنك تود ح�ساب الزمر ال�سباهية ل�سطح كرة، فاأول ما يحتمل اأن تقوله – اإذا كنت منتبهًا – اإنّ 
�سطح الكرة لي�ض مركب مب�سطات؛ لأن هذا ال�سطح منحنٍ والمثلث �سطح م�ستوٍ، تذكّر اأنّ الف�ساءين 
الآخر بالثني، بالفتل وهكذا،  اأحدهما من  اأمكن الح�سول على  اإذا  ا  يكونان متماثلين طبولوجيًّ
ا، واأنه مملوء بالهواء، فاإذا كان ال�سطح  تخيّل اأنّ للمب�سط الثلاثي، رباعي ال�سطوح، �سطحًا مطاطيًّ
المطاطي مرنًا، مثل مطاط البالون، ف�سيحوّل نف�سه فورًا اإلى كرة، و�ستظهر الوجوه الأربعة لرباعي 
ال�سطوح “كمثلثات” ر�سمت على �سطح الكرة، وهذا يو�سح ما نعنيه بمثالثة الف�ساء، فم�سطلح 
ا ي�ستخدم في التق�سيم اإلى  المثالثة ل ي�سير بال�ضرورة اإلى التق�سيم لمب�سطات ثنائية فقط، بل اأي�سً
مب�سطات من الرتبة n لأيّ n ≥ 0، فاإذا قُ�سّم الف�ساء اإلى اأجزاء، بحيث اإنه بالقرب من كل نقطة 
يمكن للف�ساء اأن ي�سوّه، ليبدو مثل جزء من الف�ساء الإقليدي n، والأجزاء التي قُ�سّم اإليها الف�ساء 
تظهر بعد هذا الت�سوّه بو�سفها جزءًا من مركب مب�سطات، فاإنّ التق�سيم الأ�سلي للف�ساء هو مثالثة 
للف�صاء (triangulation of the space). تعرّف الزمر ال�سباهية للف�ساء ر�سميًّا تمامًا، كما 

في الف�سل ال�سابق.

الخ�صائ�ص الثابتة

اآليات  اإلى  براهينها  تحتاج  ال�سباهية،  للزمر  ا  جدًّ المهمّة  الثابتة  الخ�سائ�ض  من  اثنتان  هناك 
ا، ولكن من ال�سهل علينا �ضرحها ب�سورة تقريبية. اأولً، تعرّف الزمر ال�سباهية لف�ساء  كثيرة جدًّ
بدللة المثالثة، ولكن في الحقيقة هي زمر مت�ساوية )اأي متماثلة( بغ�ض النظر كيف تمت مثالثة 
اثنتان منها في  المربعة بطرق عدة، تعر�ض  المنطقة  المثال: يمكن مثالثة  �سبيل  الف�ساء، على 
ال�سكل 1.42. الزمر ال�سباهية هي نف�سها بغ�ض النظر عن اأيّ مثالثة ا�ستخدمت في ح�سابها. هذا 

لي�ض وا�سحًا!

ال�صكل 1.42
         لل�سفة الثابتة الثانية، اإذا كان ف�ساء مثالثة يماثل با�ستمرار ف�ساء اآخر )على �سبيل 

المثال، يمكن اأن يحول للاآخر من غير تمزيق اأو قطع(، فاإنّ زمرتي ال�سباه للف�ساءين 
مت�ساويتان )اأي متماثلتين( لكل بعد n، هذا لي�ض وا�سحًا مرة اأخرى، �سن�ستخدم هاتين 

الحقيقتين من غير برهان. 
الزمر ال�سباهية ل�سطح كرة ت�ساوي تلك التي تخ�ضّ �سطحًا رباعي ال�سطوح في المثال 12.41؛ لأنّ 2.42 مثال  

ا.                                                                                        ▲ كلا الف�ساءين متماثلان ا�ستمراريًّ
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الكرات والخلايا نوعان مهمّان من الف�ساءات في الطبولوجيا، لنقدّمهما ونقدم الرموز المعتادة، 
فالكرة ذات البعد Sn  n (n – sphere) ، هي مجموعة النقاط كلها على بعد وحدة واحدة من 

+1n  ذي البعد (n+1) ،اإذن، الكرة الثنائية S 2 هي ما يدعى 
 نقطة الأ�سل في الف�ساء الإقليدي

، S1 هي حدود دائرة، وS0 هي نقطتان، وبالطبع، اختيار 1 للبعد عن  3
 عادة �سطح الكرة في

ا تلك ذات ن�سف  ا، الكرة الثنائية ذات ن�سف القطر 10 تماثل ا�ستمراريًّ نقطة الأ�سل لي�ض مهمًّ
 n ا �سطح مج�سم القطع الناق�ض لل�سبب نف�سه، اأمّا الخلية ذات البعد القطر 1 ، وتماثل ا�ستمراريًّ

n على بعد 1 عن نقطة الأ�سل؛ 
 En (n – cell or n – ball) وهي مجموعة النقاط كلها في

اإذن،E3 هي ما ننظر اإليه عادة بو�سفها كرة م�سمتة، E2 منطقة دائرية، و E1 قطعة م�ستقيمة.
،    3.42 مثال   H0(S تماثل

H2(S و (2
الملاحظات في الأعلى والح�سابات في المثال 2.41 تثبت اأنّ كلتا (2

▲                                                                                                                    . 2
1( ) 0H S = و

الف�صاءات المت�صلة والمتقل�صة 

ا لِـ H0(X) لف�ساء مثالثة X. يكون الف�ساء مت�سلًا اإذا اأمكن ربط اأيّ  هناك تف�سير لطيف جدًّ
نقطتين بطريق )مفهوم لن نعرّفه( يقع تمامًا في الف�ساء، فاإذا كان الف�ساء غير مت�سل، فيمكن 
تق�سيمه اإلى اأجزاء، كل منها مت�سل، ولكن ل يمكن ربط اأيّ اثنين منها بطريق في الف�ساء، حيث 

 .(connected components of the space) ت�سمى هذه الأجزاء مركبات مت�صلة
ا اإلى عدد منتهٍ من المب�سطات، فاإنّ H0(X) يماثل  4.42 مبرهنة   اإذا كان الف�ساء X مثالثيًّ

 هو عدد المركبات  ×... ، ورقم بيتي  m (Betti number)   لعدد العوامل × × ×   

 .X في
الآن، C0(X) زمرة اإبدالية حرّة مولدة بعدد منتهٍ من الروؤو�ض Pi في مثالثة X، وكذلك B0(X) البرهان

مولدة بتعابير على �سورة: 

2 1,i iP P−

1  حافّة في المثالثة. 2i iP P حيث

1iP ب�سل�سلة  1iP يمكن ربطها مع  irP في المركبة نف�سها المت�سلة في X لـ  1iP . اأي راأ�ض نثبّت
منتهية.

1 2 2 3 1
, ,...,

r ri i i i i iP P P P P P
−

من الحواف؛ اإذن:

Pir
= Pi1

+ (Pi2
− Pi1

 ) + (Pi3
− Pi2

 )+· · ·+(Pir
− Pir−1

 ), 

 لي�ست في المركبة نف�سها 
siP . من الوا�سح اأنه اإذا كانت [ ]1 0 ( )ir iP P B X∈ + مثبتًا اأنّ 

؛ لأنه ل توجد حافة ت�سل المركبتين. وهكذا، اإذا  [ ]1 0 ( )is iP P B X∉ +  ، فاإن 
1i

P المت�سلة مع 
اخترنا راأ�سًا واحدًا من كل مركبة مت�سلة، فاإنّ كل مجموعة م�ساركة لـ H0(X) تحوي بال�سبط 
                   .ممثلًا واحدًا، الذي يكون م�ساعفًا �سحيحًا لأحد الروؤو�ض المختارة. تّم اإثبات المبرهنة
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لدينا مبا�ضرة5.42 مثال  

0 ( )nH S  

حيث n > 0؛ لأن Sn مت�سلة عندما n > 0، وعلى اأيّ حال: 

0
0 ( )H S ×  

)انظر الف�سل 41، تمرين 4(. وكذلك 

0 ( )nH E  

▲                                 . 1n ≥ حيث

         يكون الف�ساء متقل�صًا (Contractible) اإذا اأمكن �سغطه اإلى نقطة من غير تمزيق اأو قطع، 
ولكن تبقى دائمًا في الحيز الذي ت�سغله بالأ�سل. �سنذكر فقط ن�ضّ المبرهنة الآتية:

.6.42 مبرهنة  1n ≥ لكل ( ) 0nH X = ا ومثالثة اإلى عدد منتهٍ من المب�سطات، فاإنّ اإذا كان X ف�ساء متقل�سً
من الحقائق المعروفة اأنّ S2 لي�ست متقل�سة، ولي�ض من ال�سهل اإثبات هذه الحقيقة، على اأيّ حال، 7.42 مثال  

ربما ينوي الطالب اأن ياأخذها بو�سفها حقيقة وا�سحة، اأنه ل يمكن �سغط “�سطح الكرة” لت�سبح 
نقطة دون تمزيقها، مبقيًا اإياها دائمًا في الف�ساء الأ�سلي S2 الذي ت�سغله، اإذ اإنه لي�ض من العدل 

 . 2 ولكنها تماثل
2 ( ) 0H S ≠ �سغطها جميعها اإلى “مركز الكرة”. لقد راأينا اأن 

H2(E، حيث يمكننا اأن نعُدّ E3 مج�سمًا رباعي ال�سطوح في 
افتر�ض – على اأيّ حال – اأننا اأخذنا (3

ا  ا مع E3. ال�سطح S لرباعي ال�سطوح هذا متماثل ا�ستمراريًّ ال�سكل 2.41؛ لأنه متماثل ا�ستمراريًّ
 8.41 S2(، التي اختبرنـــاها في المثـــالين  )اأو   S لـ  E3 هي نف�ســـها  لـ  S2، والمب�سطات هنا  مع 
Z2(E كان 

و 12.41، ما عدا المب�سط الثلاثي S الذي ظهر الآن. تذكر اأنّ مولد Z2(S)، وعليه، (3
، وهكذا، فاإنّ: 3

2 ( )B E ، عن�ضر في 3 ( )σ∂ بال�سبط حدود S جميعها بالنظر اإليها في E3، اإنها 
. 3 و 3

2 2( ) ( )Z E B E=

لأنه من الوا�سح اأنّ E3 متقل�ض، فاإنّ هذا متوافق مع المبرهنة 6.42.                                 ▲

بوجه عام، En متقل�ض لكل n ≥1، وهكذا وبا�ستخدام المبرهنة 6.42: 

( ) 0n
iH E =

 .i > 0 لكل
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مزيد من الح�صابات

حت الأمثلة ال�سابقة، فاإنّ  راأينا تف�سيًرا جميلًا لـ H0(X) في المبرهنة 4.42، وكما و�سّ
الف�ساء الم�سكل من الحوافّ في  الدورة الأحادية في ف�ساء مثالثي تتولد بمنحنيات مغلقة في 
المثالثة، ويمكن التفكير في الدورات الثنائية على اأنها مولدة من الكرات الثنائية، اأو اأيّ �سطوح 

ثنائية البعد مغلقة في الف�ساء. ت�سكيل زمرة العامل:  

1 1 1( ) ( ) / ( )H X Z X B X=

الف�ساء، ولم تكن هناك بب�ساطة؛ لأنها  التي تظهر في  اإلى عدّ المنحنيات المغلقة  تقريبًا يوؤدي 
الف�ساء،  الثنائية كلها( في  )اأي مجموعة المب�سطات  البعد  تظهر بو�سفها حدودًا لقطعة ثنائية 
البعد  ثنائية  ال�سطوح  لعدّ  تقريبًا  يوؤدي    2 2 2( ) ( ) / ( )H X Z X B X= ت�سكيل وبالمثل، 
لي�ست  اأنها  بمعنى  الف�ساء،  �سمن  المج�سم”  في  “تملاأ  اأن  يمكنها  ل  التي  الف�ساء،  في  المغلقة 
H1(S، كل منحنى مغلق مر�سوم على �سطح 

حدودًا لمجموعة بع�ض المب�سطات الثلاثية؛ اإذن، لـ (2
، وعلى اأي حال، ال�سطح ثنائي  2

1( ) 0H S = كرة ثنائية يحدّ قطعة ثنائية البعد في الكرة، واإذن، 
 S2 الف�ساء  كامل  �سمن  المج�سم”  “تملاأ  اأن  نف�سها، ل يمكن   S2 الوحيد،  المحتمل  المغلق  البعد 

H2(S اإبدالية حرّة بمولد واحد.    
نف�سه، وهكذا، فاإنّ (2

H1(S اإبدالية حرّة بمولد واحد، اأي تماثل     8.42 مثال  
تبعًا للمناق�سة في الأعلى، يمكن اأن يتوقع المرء اأنّ (1

ا لجزء ثنائي البعد من S1، حيث ترى اأنه ل يوجد جزء ثنائي  ؛ لأن الدائرة نف�سها لي�ست حدًّ  
ا.  البعد في S1. �سنح�سب، ونرى ما اإذا كان هذا �سحيحًا حقًّ

، فاإذا كانت  3 1P P 1 و 2 2 3,P P P P C1(S مولد بـ 
مثالثة S1 معطاة في ال�سكل 9.42. الآن (1

 . 1 2P P ال�سل�سلة الأحادية دورة، فاإنّ حدودها �سفر، وهكذا، فيجب اأن تحوي 

ال�صكل 9.42

Abstract 1_Book.indb   476 3/4/2014   9:44:08 AM

o b e i k a n d l . c o m



الوحدة الثامنة الف�سل 42: ح�ساب الزمر ال�سباهية  477

 .P2 لـ  �سفري  غير  م�ساعفًا  �ستحوي  حدودها  فاإنّ  واإلّ  المرات،  من  نف�سه  العدد   P2P3 و 
ولأنَّ   ، 1 2 2 3 3 1P P P P P P+ + بـ  تولّد   1

1( )Z S اإذن، حافتين؛  لأيّ  تتحقق  م�سابهة  مناق�سة 
حرّة  اإبدالية   H1(S

1) اأنّ  ونرى  ثنائية،  مب�سطات  توجد  فلا   ، 1 1
1 2 2( ) ( ) 0B S C S = ∂ = 

بمولد واحد. اأي اإنّ:

▲                                                                            
1

1( )H S    

.0 < i < n لِـ  ( ) 0n
iH S = ، بينما H0(S  تماثل

n) و Hn(S
n) ،n > 0 يمكن برهان اأنه لـ

          للتوافق مع م�سطلحات الطبولوجيا، �سن�سمي العن�ضر في Hn(X) – الذي هو – مجموعة 
الف�سل  في  والدورات   .(homology class) �صباهيًّا”  “ف�صلًا   Zn(X) في   Bn(X) لـ  م�ساركة 

.(homologous) ال�سباهي نف�سه �صباهيات
لنح�سب الزمر ال�سباهية لمنطقة طوقية م�ستوية X بين دائرتين لهما المركز نف�سه. تظهر المثالثة 10.42 مثال 

في ال�سكل 11.42، وبالطبع؛ لأنّ X مت�سلة، فاإننا ن�ستنتج اأنّ:

0 ( )H X  

  ال�صكل 11.42

 2 1 2 1( )z r P P Q− ∂ ، فاإنّ  z z اأيّ دورة اأحادية، واإذا كان r معامل P1P2 في               اإذا كانت 
اأحادية  اأنه توجد دورة  z، وبال�ستمرار في هذه المناق�سة، نرى  لـ  P1P2 �سباهي  دورة من غير 
z ول تحوي حوافّ على الدائرة الداخلية للطوق، وبا�ستخدام المثلثات “الخارجية”،  �سباهية لـ 
 . i iQ P z′ التي ل تحوي حوافّ  ، ون�سل اإلى  2 ( )i i jQ P Q∂ ن�ستطيع اأن ن�سبط اأكثر بم�ساعفات
z′ بمعامل ل ي�ساوي �سفرًا، فاإنّ P1 �ستظهر بمعامل ل ي�ساوي  5 تظهر في  1Q P ولكن اإذا كانت 
اأن تظهر  1i يمكن  iQ P + z′ دورة، وبالمثل، فلا حافّة  اأنّ  ا حقيقة  ، مناق�سً 1( ')z∂ �سفرًا في 
z �سباهي لدورة مكوّنة من حوافّ فقط في الدائرة الخارجية، وبمناق�سة  حيث i=1,2,3,4 اإذن، 

ماألوفة، مثل هذه الدورة يجب اأن تكون على ال�سورة: 

1 2 2 3 3 4 4 5 5 1( )n Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q+ + + +

 1( )H X   وعندئذٍ، فمن الوا�سح اأن  
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كان  وبالطبع،  الخارجية،  الدائرة  اإلى  اأحادية  دورة  اأيّ  “دفع”  ن�ستطيع  اأننا  اأظهرنا   
باإمكاننا اأن ندفعها اإلى الدائرة الداخلية على حدّ الم�ساواة. 

؛ لأن كل مب�سط ثنائي يحوي في حدوده حافة في  2 ( ) 0Z X = ، لحظ اأنّ  2 ( )H X لـ 
كلتا الدائرتين الداخلية والخارجية للطوق، التي ل تظهر في اأيّ مب�سط ثنائي، وحدود اأيّ �سل�سلة ثنائية 

غير �سفرية يجب اأن تحوي بع�ض الم�ساعفات غير ال�سفرية لهذه الحوافّ. 

 ▲                                                   2 ( ) 0H X =                                                                اإذن  
ال�سكل 12.42 مثال   الكعكة المحلاة، كما في  التي تبدو مثل �سطح   ،X ل�سطح طارة  ال�سباهية  الزمر  �سنح�سب 

a، ثمّ اقطع كامل  اأنك قطعتها عند الدائرة المعلمة  13.42، ولتخيل المثالثة في الطارة، ت�سوّر 
الدائرة المعلمة b، ثمّ مهّدها كما في ال�سكل 14.42، وبعد ذلك ار�سم المثلثات، ول�ستعادة الطارة 
من ال�سكل 14.42، �سل الحافة الي�ضرى b مع الحافة اليمنى b، بحيث ت�سير الأ�سهم في التجاه 
نف�سه، هذا يعطي اأ�سطوانة مع الدائرة a عند كل نهاية، ثمّ اطوِ الأ�سطوانة، و�سل الدائرتين a، ومرّة 

ثانية محافظًا على �سير الأ�سهم في التجاه نف�سه حول الدائرتين.

  H0(X) ≃ ℤ لأن الطارة مت�سلة ، فاإن

1 في  z بم�ساعف حدود المثلث رقم  اأحادية، فبتغيير  z دورة  ، لتكن  1( )H X في 
ال�سكل 14.42، ت�ستطيع اأن تح�سل على دورة �سباهية ل تحوي الجانب/ من المثلث 1، ثمّ بتغيير 
ا اأن تزيل الجانب ׀ من  الدورة الأحادية الجديدة بم�ساعف منا�سب لحدود المثلث 2، يمكنك اأي�سً

2، وبال�ستمرار يمكننا عندها  

ال�صكل 13.42  

ال�صكل 15.42ال�صكل 14.42
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اإزالة / من 3، ׀ من 4، / من 5، ـــ من 6، / من 7، ׀ من 8، ׀ من 9، ׀ من 10، / من 11، ــ من 12، 
z - يمكنها  / من 13، ׀ من 14، / من 15، ׀ من 16، و / من 17. الدورة الناتجة - �سباهية لـ 

فقط اأن تحوي الحوافّ الظاهرة في ال�سكل 15.42، ولكن ل يمكن لمثل هذه الدورة اأن تحوي 
ا من الحوافّ التي رقّمناها في ال�سكل 15.42، اأو لن يكون لها  – بمعامل ل ي�ساوي �سفرًا – اأيًّ
z �سباهية لدورة اأحادية لها حوافّ فقط على الدائرة a اأو الدائرة b )ارجع اإلى  حدود 0؛ اإذن، 

ال�سكل 13.42(. 

من الماأمول بمناق�سة م�سابهة، اأنّ كلّ حافة على الدائرة a يجب اأن تُظهر عددًا مت�ساويًا 
من المرّات، وكذلك الحال �سحيح بالن�سبة اإلى الحواف على الدائرة b؛ وعلى اأيّ حال، الحافة على 
 .a لي�ض من ال�ضروري اإظهارها عددًا م�ساويًا من المرات لتلك الحواف التي تظهر على b الدائرة
b، فاإنّ المثلثات كلها الموجهة  a و  اإذا كان ل�سل�سة ثنائية فقط حدود تحتوي  اإ�سافة اإلى ذلك، 
عك�ض عقارب ال�ساعة يجب اأن تظهر بالمعاملات نف�سها، بحيث ت�سطب الحوافّ الداخلية، وحيث 
اإنّ حدود مثل هذه ال�سل�سلة الثنائية ت�ساوي 0؛ اإذن، كل ف�سل �سباهي )مجموعة م�ساركة( يحوي 

فقط عن�ضًرا واحدًا.  

,ra sb+

)1 اإبدالية حرّة بمولدين ممثلين بالدائرتين a و b؛  )H X حيث r و s اأعداد �سحيحة؛ اإذن، 
ولذلك:

1( )H X ×  

، يجب اأن تحوي الدورة الثنائية المثلث 2 في ال�سكل 14.42، في اتجاه  2 ( )H X         اأخيًرا، لـ
معاك�ض لعقارب ال�ساعة، وبالعدد نف�سه من المرات التي تحوي فيها المثلث 3 – كذلك في اتجاه 
عك�ض عقارب  ال�ساعة – لكي ل تكون الحافّة الم�ستركة/ لهذين المثلثين حدودًا، فهذه التجاهات 
مو�سحة في ال�سكل 16.42، ويتحقق مثل هذا لأيّ مثلثين متجاورين، وكذلك اأيّ مثلث في اتجاه 
عك�ض عقارب ال�ساعة يجب اأن يظهر بالعدد نف�سه من المرّات في دورة ثنائية، ومن الوا�سح اأنّ اأيّ 
م�ساعف للجمع ال�سكلي للمب�سطات الثنائية كلها – في اتجاه عك�ض عقارب ال�ساعة – يكون دورة 
هناك  توجد  ول   ، 2 ( ) 0B X = وكذلك  . لـ مماثلة  منتهية،  غير  دورية   Z2(X) اإذن،  ثنائية؛ 
▲                                                                                      2 ( )H X   مب�سطات ثلاثية، وهكذا

ال�صكل 16.42
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■ تمارين 42

في هذه التمارين، ل تحتاج اإلى كتابة تفا�سيل ح�ساباتك ومناق�ساتك.

ح�صابات

اح�سب الزمر ال�سباهية للف�ساء المكوّن من كرتين اأحاديتين متما�سّتين، اأي ال�سكل الثامن.  .1

اح�سب الزمر ال�سباهية للف�ساء المكوّن من كرتين ثنائيتين متما�سّتين.   .2

اح�سب الزمر ال�سباهية للف�ساء المكوّن من كرة ثنائية مع حلقة طوقية )كما في ال�سكل 11.42(   .3
التي ل تم�ضّ الكرة الثنائية. 

اح�سب الزمر ال�سباهية للف�ساء المكوّن من كرة ثنائية مع حلقة طوقية دائرتها الداخلية هي   .4
الدائرة العظمى للكرة الثنائية. 

اح�سب الزمر ال�سباهية للف�ساء المكوّن من دائرة تلام�ض كرة ثنائية بنقطة واحدة.   .5

اح�سب الزمر ال�سباهية للف�ساء المكوّن من كرة ثنائية ذات مقب�ض )انظر ال�سكل 17.42(.   .6

�سع اإ�سارة �سح اأو اإ�سارة خطاأ:  .7

ا لها زمر �سباهية متماثلة.   اأ. مركبات المب�سطات المتماثلة ا�ستمراريًّ

ا.   ب. اإذا كان لمركبي مب�سطتين زمر �سباهية متماثلة، فاإنّ الف�ساءين متماثلان ا�ستمراريًّ

ا.      ج�. Sn تماثل En ا�ستمراريًّ

 د. Hn(X) تافهة لـ n > 0 ، اإذا كان X ف�ساءً مت�سلًا مع مثالثة منتهية. 

ا مع مثالثة منتهية.  ه�. Hn(X) تافهة لـ n > 0 ، اإذا كان X ف�ساءً متقل�سً

 .n > 0 لـ  ( ) 0n
nH S =  و.  

  .n > 0 لـ  ( ) 0n
nH E =   ز.  

ا.    ح. الطارة تماثل S2 ا�ستمراريًّ

ا.    ط. الطارة تماثل E2 ا�ستمراريًّ

ا كرة عليها مقب�ض )انظر ال�سكل 17.42(.    ي. الطارة تماثل ا�ستمراريًّ
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اح�سب الزمر ال�سباهية لف�ساء مكوّن من �سطحي طارتين بلا نقاط م�ستركة.  .8

ال�صكل 17.42

ال�صكل 18.42

اح�سب الزمر ال�سباهية للف�ساء المكوّن من �سطحي طورتين مكدّ�ستين، مكدّ�سة كما قد يُكدّ�ض   .9
اأنبوبان داخليان. 

اح�سب الزمر ال�سباهية للف�ساء المكوّن من طارة مما�سّة لكرة ثنائية عند نقاط الدائرة   .10
ا.  العظمى جميعها للكرة الثنائية، اأي بالون يرتدي اأنبوبًا داخليًّ

اح�سب الزمر ال�سباهية لل�سطح المكوّن من كرة ثنائية بمقب�سين )انظر ال�سكل 18.42(.   .11

اح�سب الزمر ال�سباهية لل�سطح المكوّن من كرة ثنائية مع n من المقاب�ض )تعميم للتمرينين   .12
6 و 11(. 
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المزيد من الح�صابات والتطبيقات على علم ال�صباهالف�صل 43
More Homology Computations and Applications

ال�صطوح اأحادية الجانب

الزمر ال�سباهية التي اأوجدناها حتى الآن كلها كانت اإبدالية حرّة، بحيث لم تكن هناك   
عنا�ضر غير �سفرية ذات رتب منتهية، ويمكن برهان اأنّها الحالة دائمًا للزمر ال�سباهية ل�سطوح 
مغلقة )اأي �سطح مثل S2، التي ل حدود لها(، التي يكون لها جانبان، ومثالنا الآتي �سيكون ل�سطح 
مغلق اأحادي الجانب، قارورة كلاين (Klein bottle)، و�سيكون لزمرة ال�سباه ذات البعد 1 زمرة 

جزئية ملتوية غير تافهة تعك�ض الفتل في ال�سطح.  
لنح�سب زمر ال�سباه لقارورة كلاين X ، حيث ي�سور ال�سكل 2.43 قارورة كلاين مقطعة اإلى اأجزاء، 1.43 مثال 

تمامًا كما �سوّر ال�سكل 13.42 الطارة مقطعة اإلى اأجزاء، والفرق الوحيد اأنّ الأ�سهم في اأعلى واأ�سفل 
الحافة a للم�ستطيل في اتجاهات متعاك�سة هذه المرة، ول�ستعادة قارورة كلاين من ال�سكل 2.43 
مرة اأخرى، اثنِ الم�ستطيل الوا�سل بين الحافّتين المعلمتين بـ b ، بحيث تتطابق اتجاهات الأ�سهم، 
ما يعطي اأ�سطوانة تظهر م�سوّهة بدفع الجزء الأ�سفل منها قليلًا لأعلى داخل الأ�سطوانة، كما في 
ال�سكل 3.43، فمثل هذا الت�سوّه م�ضروع في الطبولوجيا، ويجب – الآن - و�سل الدائرتين a بحيث 
، بحيث  4

 اأنك في  اأن تتخيل  . يجب  3
 الأ�سهم في التجاه نف�سه. ل يمكن فعل هذا في تدور 

يمكنك ثني عنق القارورة من حول و“خلال” الجانب من غير التقاطع مع الجانب، كما هو ظاهر 
في ال�سكل 4.43، ومع القليل من التفكير، باإمكانك اأن ترى اأنّ ال�سطح الناتج له في الحقيقة جانب 
واحد، بمعنى اأنك لو بداأت من اأيّ مكان، ثمّ اأ�سبحت تطلي “جانبًا واحدًا” ف�ستنتهي بطلاء كل 

�سيء. ل يوجد مفهوم الداخل  في قارورة كلاين. 

ال�صكل 2.43
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   ال�صكل 3.43
ال�صكل 4.43

           ن�ستطيع ح�ساب الزمر ال�سباهية لقارورة كلاين تمامًا كما ح�سبنا الزمر ال�سباهية للطارة 
في المثال 12.42، بتق�سيم ال�سكل 2.43 اإلى مثلثات بال�سبط كما فعلنا بالطارة. 

بالطبع،

0 ( )H X  

اإلى   2.43 ال�سكل  اإذا قمنا بمثالثة قارورة كلاين بتق�سيم  للطارة،  اأوجدنا  X مت�سلة. وكما  لأن 
مثلثات، تكون كل دورة اأحادية �سباهية لدورة على ال�سورة: 

ra sb+
حيث r و s اأعداد �سحيحة، فاإذا كانت ل�سل�سلة ثنائية حدود تحوي a و b فقط، فمرة اأخرى، 
المثلثات كلها الموجهة عك�ض عقارب ال�ساعة يجب اأن تظهر بالمعاملات نف�سها، بحيث اإنّ الحوافّ 
الداخلية �ستلغي بع�سها، وقد كانت حدود مثل هذه ال�سل�سلة الثنائية في حالة الطارة ت�ساوي 0، 
)1 زمرة اإبدالية مولدة بالف�سلين  )H X ولكنها هنا k(2a)، حيث k  عدد مرات ظهور كل مثلث؛ اإذن، 

ال�سباهيين لـ a و b والعلاقتين a + b = b + a و 2a = 0؛ لذلك:

21( )H X ×  

زمرة مع معامل ملتوٍ 2 وعدد بيتي 1. مناق�ستنا ال�سابقة بخ�سو�ض ال�سلا�سل الثنائية تبرهن على 
عدم وجود دورات ثنائية هذه المرة، وهكذا، فاإنّ

▲                                                                  2 ( ) 0H X =   

لي�ض بال�ضرورة ظهور المعامل الملتوي في بع�ض الزمر ال�سباهية ل�سطح اأحادي الجانب ذي   
.(Möbius strip) حدود. ولإكمال المو�سوع، �سنعطي هذا  المثال التقليدي ل�شريط موبيو�س
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ليكن X �ضريط موبيو�ض، الذي يمكن تكوينه باأخذ م�ستطيل ورقي وربط النهايتين المعلمتين بـ a 5.43 مثال 
بن�سف ثنية، بحيث تنطبق الأ�سهم كما هو مو�سح بال�سكل 6.43. لحظ اأنّ �ضريط موبيو�ض �سطح له 
ا مع الدائرة( مكوّن من l  و 'l ، من الوا�سح  حدود، واأنّ حدوده مجرّد منحنًى مغلق )متماثل ا�ستمراريًّ
اأنّ �ضريط موبيو�ض – تمامًا مثل قارورة كلاين – له فقط وجه واحد، بمعنى اأنه لو طلب منك تلوين 

وجه واحد فقط منه، ف�ستنتهي بتلوين كامل ال�سطح، بالتاأكيد؛ لأن X مت�سلة  

0 ( )H X  

z اأيّ دورة اأحادية، وبالطرح ب�سورة متتالية لم�ساعفات منا�سبة للمثلثات 2، و 3، و 4 في  لتكن 
z �سباهية.  ال�سكل 6.43، يمكننا حذف حوافّ/ من المثلث 2، ׀ من المثلث 3، و \ من المثلث 4؛ اإذن، 
 l' وكما في ال�سابق يجب اأن يظهر كلا الحدّين على ،a و l' و l التي تكون حوافّها فقط على ′z لدورة 
العدد نف�سه من المرات؛ ولكن، اإذا كانت c �سل�سلة ثنائية مكوّنة من الجمع ال�سكلي للمثلثات الموجهة 
 ،2 a اإ�سافة اإلى l' و l 2 تتاألف من الحوافّ على ( )c∂ كما هو ظاهر في ال�سكل 6.43، فاإننا نرى اأنّ 
z′ بالعدد نف�سه من المرات، وبطرح م�ساعف منا�سب  ولأنَّ كلتا الحافّتين على 'l ، فيجب اأن تظهر في 
z �سباهية لدورة حوافّها تقع فقط على l و a ، وبمناق�سة �سبيهة، فاإنّ هذه الحوافّ  2 نرى اأنّ  ( )c∂ لـ 
كلها الموجهة ب�سورة ملائمة، يجب اأن تظهر بعدد المرات نف�سه في هذه الدورة الجديدة، وهكذا، فاإنّ 

؛ اإذن: 1( )H X الف�سل ال�سباهي الذي يحوي الجمع ال�سكلي لها يولد 

1( )H X  

تبداأ هذه الدورة المولدة عند Q ، وتذهب حول ال�ضريط، ثمّ تقطعه عند P من خلال a، ثمّ ت�سل 
اإلى نقطة بدايتها. 

z′′ دورة ثنائية، فيجب اأن تحوي المثلثات 1، و 2، و 3، و 4 في ال�سكل 6.43 بعددٍ  فاإذا كانت 
(2 ') 0r a l l+ + ≠(2 ') 0r a l l+ + ≠ (2 ') 0r a l l+ + z)2∂′′ ت�ساوي ≠ ) مت�ساوٍ r من المرات وفي التجاه المعين؛ ولكن، عندها ت�سبح

؛ اإذن،   2 ( ) 0Z X = . و

▲                                                       2 ( ) 0H X =  

    ال�صكل 6.43
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مميّز اأويلر

 X لنتحول من ح�ساب الزمر ال�سباهية اإلى القليل من الحقائق والتطبيقات الممتعة. ليكن  
ا( مكوّنًا من مب�سطات ثلاثية البعد اأو اأقل. ليكن n0 العدد  مركب مب�سطات منتهيًا )اأو ف�ساءً مثالثيًّ
الكلي للروؤو�ض في المثالثة، وn1 عدد الحوافّ، وn2 عدد المب�سطات الثنائية، وn3 عدد المب�سطات 

الثلاثية، فيمكن اإظهار العدد
3

0 1 2 3
0
( 1)i

i
i

n n n n n
=

− + − = −∑

اأويلر  مميّز  العدد  X، حيث ي�سمى هذا  الف�ساء  النظر عن طريقة مثالثة  ب�سورة مت�ساوية بغ�ض 
للف�ساء. �سنن�ضّ فقط على المبرهنة المده�سة الآتية:  ( )Xχ   (Euler characteristic)

مميز اأويلر للف�ساء 7.43 مبرهنة   ( )Xχ ا( بُعده ≤3 . وليكن  ليكن X مركب مب�سطات منتهيًا )اأو ف�ساءً مثالثيًّ
ا لـ Hi(X)، فاإنّ:  عددًا بيتيًّ jβ X، وليكن

3

0
( ) ( 1) j

j
j

Xχ β
=

= −∑

تتحقق هذه المبرهنة كذلك لف�ساء X بُعْدُه اأكبر من 3، بتعميم وا�سح لتعريف مميّز 
اأويلر لبعد اأكبر من 3.

افتر�ض اأن المج�سم رباعي ال�سطوح E3 في ال�سكل 2.41، هنا n2 = 4 ،n1 = 6 ،n0 = 4، و n3 = 1، 8.43 مثال 
وهكذا فاإنّ:  

3( ) 4 6 4 1 1Eχ = − + − =

 . 3
0 ( )H E   3 و 3 3

3 2 1( ) ( ) ( ) 0H E H E H E= = = تذكر اأننا راأينا اأنّ 

، وهكذا 1 1β = 3    و 2 1 0β β β= = = اإذن، 

3
3

0
( 1) 1 ( )j

j
j

Eβ χ
=

− = =∑
 ،n3 = 0 و ،n2 = 4 ،n1 = 6 ،n0 = 4 في رباعي ال�سطوح في ال�سكل 2.41، لدينا S2 لل�سطح

واإذن: 

2( ) 4 6 4 2Sχ = − + =

 3 1 0β β= = اإذن،  ؛  يماثل   H0(S
2) و   H2(S

2) وكلا   ،H3(S
2) = H1(S

2) = 0  وكذلك، 
، وهكذا 2 0 1β β= = و

3
2

0
( 1) 2 ( )j

j
j

Sβ χ
=

− = =∑
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اأخيًرا، لـ S1 في ال�سكل n1 = 3 ،n0 = 3 ،9.42، و n2 =  n3 = 0، واإذن: 

1( ) 3 3 0Sχ = − =

0 1 1β β= = H3(S؛ اإذن، 
1) = H2(S

، و0 = (1 H0(S يماثل 
H1(S و(1

هنا، كلا (1

، ما يعطي: 
2 3 0β β= = و

▲                                            
3

1

0
( 1) 0 ( )j

j
j

Sβ χ
=

− = =∑                                

دوالّ الف�صاءات 

 Hn(X) تربط   f*n
ت�ساكلًا   Y بالف�ساء   X الف�ساء  تربط  التي    f المت�سلة  الدالة  ت�سنع   

اأكثر مّما نودّ تطويره  اآليات  اإلى  n ≥ 0، حيث يحتاج برهان وجود هذا الت�ساكل  Hn(Y) لـ  مع 
هنا، ولكن لنحاول و�سف كيفية ح�ساب هذه الت�ساكلات لبع�ض الحالت الخا�سة، اإذ يمثل الآتي 

حقيقة: 

 ، z لختيار نتيجة  بو�سفها  مفتر�سة   -  ( )f z كانت  واإذا   ،z∈Zn(X) كانت  اإذا   
وو�سعها في Y ب�سورة وا�سحة – يتعيّن اأن تكون دورة من الرتبة n في Y، فاإنّ

( ( )) ( ) ( )n n nf z B X f z B Y∗ + = +

) دورة ذات رتبة n في  )f z z تمثّل ف�سلًا �سباهيًّا في Hn(X)، و  بمعنى اأنه اإذا كانت   
 . z f*n  للف�سل ال�سباهي الذي يحوي 

) تمثّل �سورة الف�سل ال�سباهي  تحت  )f z Y، فاإنّ 

 . ( )f z ح هذا، ونحاول اأن نرى فقط ما نعنيه هنا بـ  لنو�سّ

افتر�ض دائرة الوحدة9.43 مثال

{ }1 2 2( , ) | 1S x y x y= + =

، كما �ساهدنا في ال�سكل 10.43.  ( )cos ,sinθ θ ، لأيّ نقطة في S1 اإحداثيات  2
 في 

1 معطاة بـ : 1:f S S→ لتكن

. ((cos ,sin )) (cos3 ,sin 3 )f θ θ θ θ=

 f مت�سلة، يجب - الآن - اأن تولّد f من الوا�سح اأنّ الدالة

1 1
1 1 1: ( ) ( )f H S H S∗ →
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في  راأينا  كما   ، 1 2 2 3 3 1z P P P P P P= + + ال�سباهي بالف�سل  وتولد   ، تماثل   H1(X
1) هنا، 

  f ّموزّعة على اأبعاد مت�ساوية حول الدائرة، فاإن P3 و ،P2 و ،P1 المثال 8.42، والآن، اإذا كانت
تربط كلاًّ من الأقوا�ض P1P2، و P2P3، و P3P1 مع محيط الدائرة كله، اأي اإنّ 

. 1 2 2 3 3 1 1 2 2 3 3 1( ) ( ) ( )f P P f P P f P P P P P P P P= = = + +

ال�صكل 10.43

اإذن:

1 1

1

1 1 1 2 2 3 3 1 1

1

( ( )) 3( ) ( )

                        3 ( )

f z B S PP P P P P B S

z B S
∗ + = + + +

= +
H1(S بثلاثة اأمثاله، وهذا يعك�ض بو�سوح حقيقة اأنّ f  تلفّ S1 حول نف�سها 

اأي اإنf*1ّ تربط مولد (1
ثلاث مرات.                                                                                                        ▲
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يو�سح المثال 9.43 زعمنا ال�سابق باأنّ ت�ساكلات الزمر ال�سباهية المرتبطة بدالة مت�سلة 
f ، يمكن اأن تعك�ض �سفات مهمّة للدالة. 

اأخيًرا، �سن�ستخدم هذه المفاهيم في ال�ستدلل على برهان مبرهنة برور للنقطة الثابتة   
الم�سهورة (Brouwer Fixed – Point Theorem)، حيث تن�ضّ هذه المبرهنة على اأنّ: للدالة 
، لنرى  ( )f x x= ، بحيث اإنّ nx E∈ المت�سلة f  من En اإلى نف�سها نقطة ثابتة، اأي اإنه يوجد
ماذا يعني هذا لـ E2، منطقة دائرية. ت�سوّر اأنّ لديك �سفحة رقيقة من المطاط �سُدّت على طاولة 
ا، علّم الحدود الخارجية لدائرة المطاط على الطاولة بقلم الر�سا�ض، ثم �سدّ،  ا دائريًّ لتكوّن قر�سً
وا�سغط، واثنِ، وافتل، واطوِ المطاط باأيّ �سورة من غير تمزيقه، ولكن اتركه دائمًاأ داخل الدائرة 
التي ر�سمتها بالر�سا�ض على الطاولة، عندما تنتهي من ذلك، فاإنّ نقطة على المطاط �ستبقى 

تمامًا النقطة نف�سها على الطاولة التي بداأت بها.

ال�صكل 11.43 
البرهان الذي �سنوجزه منا�سب لأيّ n > 1. في حالة n = 1، بالنظر اإلى ر�سمة الدالة            
، نجد اأنّ المبرهنة تن�ضّ بب�ساطة على اأنه لأيّ ممرّ مت�سل ي�سل الجانبين الأيمن  1 1:f E E→

والأي�ضر للمربع، يجب اأن يقطع القطر في مكان ما، كما هو مو�سح في ال�سكل 11.43، وعلى 
الطالب اأن يتخيل بناء برهاننا مع E3 وحدودها S2 و E2 وحدودها S1، حيث يحتوي البرهان 

 .E2 ح البناء في حالة �سكلًا يو�سّ

)مبرهنة برور للنقطة الثابتة(  للدالة المت�سلة  f من En اإلى نف�سها نقطة ثابتة، حيث n ≥ 1. 12.43 مبرهنة 
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عُدّت حالة n = 1 في الأعلى. لتكن f دالة من En اإلى En ، حيث n > 1، و�سنفتر�ض اأنّ f  من غير البرهان
نقاط ثابتة ونتو�سل اإلى تناق�ض. 

ال�صكل 13.43

 ، x )  اإلى  )f x ) لكل x∈En ، فباإمكاننا اأن نعُدّ القطعة الم�ستقيمة من  )f x x≠ اإذا كان
x حتى ت�سل اإلى S n – 1     حدود E n عند النقطة  )  اإلى  )f x لنمدّ هذه القطعة الم�ستقيمة في التجاه من 
، كما هو مو�سح في ال�سكل 13.43،  ( )g x y= ، حيث 1: n ng E S −→ y، هذا يعرّف لنا دالة 
لحظ اأنه اإذا كانت y على الحدود، فاإنّ  g(y) = y، الآن، ولأنَّ f  مت�سلة، فاإن g مت�سلة كذلك ب�سورة 
وا�سحة وجميلة. )الدالة المت�صلة (continuous function) هي – تقريبًا - دالة تربط النقاط 
2x قريبتين كفاية من بع�سهما،  1x و  القريبة كفاية من بع�سها بنقاط قريبة من بع�سها، فاإذا كانت 
) قريبتان كفاية من بع�سهما كذلك، بحيث اإنّ القطعة الم�ستقيمة التي ت�سل  )2f x ) و  )1f x فاإنّ 
 2 2( )y g x= 2x وهكذا، فاإن  ) ، و  )2f x 1x قريبة من القطعة الم�ستقيمة التي ت�سل  ) و  )1f x

؛ اإذن، g مت�سلة، وتربط En بـ Sn – 1 ، وهكذا، فهي تولد ت�ساكلا 1 1( )y g x= قريبة من

1
( 1) 1 1: ( ) ( )n n
n n ng H E H S −

∗ − − −→

 ،n = 3 و n = 2 متقل�سة، وتحققنا من ذلك لـ En ؛ لأنn > 1 حيث ، 1( ) 0n
nH E− = قلنا: اإنّ 

g، ولكنّ الدورة من الرتبة (n – 1) التي 
*(n-1)(0)=0  ت�ساكل، فيجب اأن نح�سل على g

*(n-1) ولأنَّ
Hn – 1(E هو كامل المركب  Sn – 1 مع التجاه ال�سحيح للمب�سطات، 

n) تمثّل الف�سل ال�سباهي 0 في
؛ اإذن:   1ny S −∈ ؛ لأن g(y) = y لكل 1 1( )n ng S S− −= و

g
*(n−1)(0) = Sn−1 + Bn−1(S

n−1).

                                                                        .تناق�ض ، 1
1( )n

nH S −
− الذي هو مولد ≠ 0  لـ 

ا، وناأمل اأن تجده كذلك. وجدنا البرهان ال�سابق جميلًا جدًّ
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■ تمارين 43

تمارين مقترحة

تحقق بالح�سابات المبا�ضرة اأنّ كلتا المثالثتين للمنطقة المربعة X في ال�سكل 1.42 تعطي القيمة   .1
 . ( )Xχ نف�سها لمميز اأويلر

ح المبرهنة 7.43 – كما فعلنا في المثال 8.43 – لكل من الف�ساءات الآتية: و�سّ  .2

اأ. المنطقة الحلقية في المثال 10.42.   

ب. الطارة في المثال 12.42.  

ج�. قارورة كلاين في المثال 1.43.  

هل لكل دالة مت�سلة من منطقة مربعة اإلى نف�سها نقطة ثابتة؟ لماذا نعم؟ اأو لماذا ل؟ هل لكل دالة   .3
مت�سلة من ف�ساء مكوّن من خليّتين ثنائيتين غير متقاطعتين اإلى نف�سه نقطة ثابتة؟ لماذا نعم؟ اأو لماذا 

ل؟

اح�سب الزمر ال�سباهية للف�ساء المكوّن من كرتين ثنائيتين تم�سّان قارورة كلاين بنقطة واحدة.   .4

اح�سب الزمر ال�سباهية للف�ساء المكوّن من قارورتي كلاين وبلا نقاط م�ستركة.   .5

�سع اإ�سارة �سح اأو اإ�سارة خطاأ:  .6

 اأ. كلّ زمرة �سباهية لف�ساء متقل�ض زمرة تافهة بعن�ضر واحدة. 

 Hn(X) يولد ت�ساكلًا من ،Y اإلى مركب مب�سطات  X ب. كلّ دالة مت�سلة من مركب مب�سطات 
 .Hn(Y) اإلى

 ج�. الزمر ال�سباهية كلّها اإبدالية.

 د. الزمر ال�سباهية كلّها اإبدالية حرّة. 

 ه�. الزمر ال�سباهية ذات البعد 0 كلّها اإبدالية حرّة. 

 ( ) 0nH X ≠  و. اإذا كان للف�ساء X مب�سطات من الرتبة n ، ولي�ض لأيّ منها بعد اأكبر من n و 
         فاإنّ Hn(X) اإبدالية حرّة. 

 .(n – 1) سل�سلة ذات رتبة� ،n ز. حدود �سل�سلة ذات رتبة 

 .(n – 1) دورة ذات رتبة ،n ح. حدود �سل�سلة ذات رتبة 

 .n ت�سكل زمرة جزئية من الدورات ذات البعد n ط. الحدود ذات الرتبة 
 ي. تكون الزمرة ال�سباهية ذات البعد n لمركب مب�سطات دائمًا زمرة جزئية من ال�سلا�سل 

.n ذات الرتبة
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المزيد من التمارين

7.  اأوجد مميز اأويلر لكرة ثنائية لها n من المقاب�ض. )انظر الف�سل 42، تمرين 12(. 

 ،a با�ستخدام ال�سكل 14.43 بربط اأن�ساف الدوائر ،X ا يمكننا �سنع م�ستوًى اإ�سقاطي حقيقي طبولوجيًّ  .8
بحيث تجمع النقاط المتقابلة حول القطر معًا، وتتطابق اتجاهات الأ�سهم، ول يمكن عمل هذا في الف�ساء 

، ونقوم بمثالثة هذا الف�ساء X بدءًا بالنموذج  4
 ؛ لذا، يجب على المرء الذهاب اإلى  3

 الإقليدي الثلاثي 
المعرو�ض في ال�سكل 14.43، وح�ساب زمره ال�سباهية. 

ا ليظهر بو�سفه كرة ثنائية لها  يمكن ت�سكيل القر�ض الدائري المعرو�ض في ال�سكل 14.43 طبولوجيًّ  .9
ثقب، كما هو معرو�ض في ال�سكل 15.43. نكوّن م�ستوًى اإ�سقاطيًّا حقيقيًّا من هذه ال�سورة بخياطة الثقب، 

 . 3
 بحيث تُخاط نقاط حافّة الثقب المتقابلة حول القطر معًا، ل يمكن عمل هذا في 

بتعميم هذه الفكرة، تعطي الكرة الثنائية ذات األـ q ثقبًا، التي تُخاط بنقاط حوافّ الثقوب المتقابلة حول القطر 
القبعات  q من  ذات  ثنائية  لكرة  ال�سباهية  الزمر  اأوجد  المتقاطعة.  القبعات  q من  ذات  ثنائية  بو�سفها كرة  بع�سها  مع 
المتقاطعة. )لروؤية المثالثة، اعر�ض الف�ساء مثل القر�ض في ال�سكل 14.43، ولكن مع q – 1 من الثقوب اللازم خياطتها، 

كما و�سف في الأعلى. ثمّ قم بمثالثة القر�ض مع هذه الثقوب(.

ال�صكل 14.43
 ال�صكل 15.43

ال�صكل 16.43 
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 – (closed 2-manifold) ملاحظة: يمكن اإثبات اأنّ كل �سطح مغلق لطيف بما فيه الكفاية – منطوٍ ثنائي مغلق             
ا مع كرة  ا مع كرة ثنائية بعدد h ≥ 0 من المقاب�ض اإذا كان ال�سطح ثنائي الجوانب، ومتماثلًا ا�ستمراريًّ متماثل ا�ستمراريًّ
ثنائية مع q > 0 من القبعات المتقاطعة اإذا كان اأحادي الجانب، والعدد h اأو q – كما قد تكون الحالة – ي�سمّى جن�ص 

 .(genus of the surface) ال�صطح

φ، كما هو مبين في ال�سكل  θ و  يمكن و�سف كل نقطعة P على طارة منتظمة X عن طريق زاويتين   .10

f من Hn(X) اإلى Hn(X) لـ 
*n

) بـ P. �سف الدالة المتولدة  ),  θ φ 16.43، اأي اإنه باإمكاننا ربط الإحداثيين 
n = 0, 1, 2، لكل من الدوال f المعرّفة على الطارة X اإلى نف�سها المعطاة في الأ�سفل، باإيجاد �سور مولدات 

ا، كما فعلنا في المثال 9.43. Hn(X) المو�سوفة في المثال 12.42. ترجم ت�ساكلات الزمر هذه هند�سيًّ

 (( , )) (2 , )f θ φ θ φ= f: المعطى بـ  X X→ اأ.   

(( , )) ( , 2 )f θ φ θ φ= f: المعطى بـ  X X→ ب. 

(( , )) (2 , 2 )f θ φ θ φ= f:  المعطى بـ X X→ ج�.
ا  بالرجوع اإلى التمرين 10، يمكن ربط الطارة X ب�سورة غامرة بدائرتها b )التي تماثل ا�ستمراريًّ  .11

f: المعطاة في الأ�سفل، �سف الت�ساكل    X b→ S1( بت�سكيلة من الدوال. لكل من هذه الدوال

: حيث n = 0, 1, 2، بو�سف �سور مولدات Hn(X) كما في التمرين 10. ( ) ( )n n nf H X H b∗ →

 (( , )) ( ,0)f θ φ θ= f: المعطى بـ  X b→ اأ.

 (( , )) (2 ,0)f θ φ θ= المعطى بـ  :f X b→ ب. 

كرّر التمرين 11، ولكن باإظهار الدالة f بو�سفها دالة من الطارة X  اإلى نف�سها، مولدة الدوال  .12

  . : ( ) ( )n n nf H X H X∗ →

افتر�ض الدالة f  على قارورة كلاين في ال�سكل 2.43، المعطاة بربط النقطة Q على الم�ستطيل في   .13
ال�سكل 2.43 ب�سورة غامرة بالنقطة على b المقابلة لها مبا�ضرة )الأقرب لها(. لحظ اأنّ b كرة اأحادية 

: حيث n = 0, 1, 2، بو�سف �سور مولدات  ( ) ( )n n nf H X H b∗ → ا. اح�سب الدوال المتولدة  طبولوجيًّ
  .Hn(X)

Abstract 1_Book.indb   492 3/4/2014   9:44:22 AM

o b e i k a n d l . c o m



الوحدة الثامنة الف�سل 44: الجبر ال�سباهي  493

الجبر ال�صباهي Homological Algebraالف�صل 44

�صل�صة المركبات والدوالّ 

لو  اأنه  ترى،  الجبر، حيث  اتجاه جديد في  الندفاع في  م�سوؤولة عن  الجبرية  الطبولوجيا  كانت 
∂k ب�سورة  ) ودوال  )kC X كان لديك مركب مب�سطات X، فاإنك تح�سل على �سل�سلة من الزمر

طبيعية، كما هو مبين في المخطط

 
01 2 1

1 1 0( ) ( ) ... ( ) ( ) 0n n
n nC X C X C X C X− ∂∂ ∂ ∂ ∂

−→ → → → →

، ثمّ يمكنك تجريد الجزء الجبري البحت في هذا الموقف، وتعدّ اأيّ متتالية من  1 0k k−∂ ∂ = حيث 
، ولكي  1k ≥ 1 لكل 0k k−∂ ∂ = ، بحيث اإنّ  1:k k kA A −∂ → kA والت�ساكلات الزمر الإبدالية
، فمن المنا�سب اأن تعُدّ متواليات “ثنائية اللانهاية”  1 0k k−∂ ∂ = 1k في ≥ ل تحتاج دائمًا اإلى 
 0k < لكل   0kA = تكون اأن  التطبيقات  في  العادة  جرت  وقد   ، k ∈ لكل   kA الزمر  من 
. درا�سة مثل هذه المتتاليات والدوال لمثل هذه المتتاليات هو مو�سوع الجبر ال�سباهي.  k n> و

A, متتالية ثنائية اللانهاية 1.44 تعريف  ∂ )Chain Complex( ال�صل�صلة المركبة

{ }2 1 0 1 2..., , , , , ,...A A A A A A− −=

اإنّ بحيــث  الت�ســاكلات،  مــن   { }|k k∂ = ∂ ∈ مجموعــة مــع   ، kA الإبداليــة الزمــر  مــن 
■                                                                                            . 1 0k k−∂ ∂ = k:1 و k kA A −∂ →

بو�سفه ت�سابهًا ملائمًا لترميزنا في مبرهنة الزمر، �سنكون مهملين، وندع “A” ترمز لـل�سل�سلة  
ن�ستطيع الآن التقليد بو�سع جبري كامل لبنائنا وتعريفاتنا في الف�سل 41.  ,A ∂ المركبة

. 2.44 مبرهنة  1k −∂ ∂k زمرة جزئية من نواة اإذا كانت A �سل�سلة مركبة، فاإنّ ال�سورة تحت تاأثير
افتر�ض البرهان

1
1 2

k k
k k kA A A−∂ ∂

− −→ →

، وهذا يخبرنا  [ ]1 0k k kA−  ∂ ∂ =  ؛ لأن A �سل�سلة مركبة، بمعنى اأنّ  1 0k k−∂ ∂ = الآن، 
                                       .وهو ما نودّ برهانه ، 1k −∂ ] محتواة في نواة  ]k kA∂ مبا�ضرة باأنّ  

∂k ه���ي زم���رة ال���دورات ذات الرتبة k                           3.44 تعريف  ) لـــ )kZ A اإذا كانــت A �سل�سلــة مركبــة، فــاإنّ النــواة 
 k ه���ي زمرة الح���دود ذات الرتبة [ ]1 1( )k k kB A A+ += ∂ )group of k-cycles(، وال�ســورة 
هي زمرة ال�صباه  ( ) ( ) / ( )k k kH A Z A B A= )group of k-boundaries(، وزمرة العامل
■                                                                  .)k th homology group of A( A �ل  k �األ
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 Y اإلى X تولد الدالة المت�سلة من ،Y و X ذكرنا في الف�سل ال�سابق اأنه لمركبتي مب�سطات          
ت�ساكلًا من Hk(X) اإلى Hk(Y)، حيث تنتج هذه الدالة للزمر ال�سباهية كالآتي: 

لمثالثات منا�سبة لـ X و Y، تولد الدالة f ت�ساكلًا  fk من Ck(X) اإلى Ck(Y)، التي تتمتع بخا�سية 
، اأي اإنّ  k∂ مهمّة، وهي اأنها تتبدل مع

1k k k kf f −∂ = ∂

لنعد اإلى حالة الجبر المجرد، ونرى كيف يولد هذا دالة على الزمر ال�سباهية.
∂' من الت�ساكلات �سل�سلتين 4.44 مبرهنة  ∂  و  )التمهيدية الأ�صا�صية(: لتكن A و ′A مع المجموعتين  

، كما هو مو�سح في  : 'k k kf A A→ مركبتين، وافتر�ض وجود مجموعة f  من الت�ساكلات 
الر�سم التخطيطي. 

2 1 1

' ' ' '
2 1 1

1

1 1

1 1

' ' '
1

... ...

                                      

... ...      

k k k k

k k k k
k

k k k

k k k

k k

A A A
f f f

A A A

+ + −

+ + −
+

∂ ∂ ∂ ∂
+ −

+ −

∂ ∂ ∂ ∂

−

→ → → →

↓ ↓ ↓

→ → → →

افتر�ض- زيادة على ذلك- اأنّ كل مربع منها تبديلي، بمعنى اأنّ: 

'
1k k k kf f− ∂ = ∂

: ( ) ( ')k k kf H A H A∗ → ا لكل k، فاإنّ fk تولد ت�ساكلًا طبيعيًّ

، الآن: البرهان ( )kz Z A∈ لتكن

'
1 1( ( )) ( ( )) (0) 0k k k k kf z f z f− −∂ = ∂ = =

: بِـ  ( ) ( ')k k kf H A H A∗ → ) ، لنحاول تعريف  ) ( ')k kf z Z A∈ وهكذا، فاإنّ

)1(              '( ( )) ( ) ( )k k k kf z B A f z B A∗ + = +                   

 ، ( )kz B A+ kf ح�سنة التعريف، اأي اإنها م�ستقلة عن خيارنا لممثل ∗ يجب علينا اأولً اإثبات اأنّ
1kc يجب اأن A +∈ ، يوجد 1( ) ( )kz z B A− ∈ ، وهكذا 1 ( ( ))kz z B A∈ + افتر�ض اأنّ ، 

. ولكن حينها  1 1( )kz z c+− = ∂

'
1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))k k k k k k kf z f z f z z f c f c+ + +− = − = ∂ = ∂

؛ اإذن،  1 ' 1
' ' ( ')k k kA B A+ +

 
  

∂ = وهذا الحدّ الأخير هو عن�ضر في

1( ) ( ( ) ( '))k k kf z f z B A∈ +
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) يرتبطان  ) ( ) / ( )k k kH A Z A B A= اإذن، الممثلان للمجموعة نف�سها الم�ساركة في
، وهذا يثبت اأنّ ( ') ( ') / ( ')k k kH A Z A B A= بممثلين لمجموعة م�ساركة واحدة في

: ح�سنة التعريف كما في المعادلة )1(. ( ) ( ')k k kf H A H A∗ →

kf: باأخذ fk على ممثلات المجموعات الم�ساركة، ونعرّف عملية الزمرة على  ∗       الآن، نح�سب
زمرة العامل بتطبيق عملية الزمرة للزمرة الأ�سلية على ممثلات المجموعات الم�ساركة، وينتج 

  f k∗ ، اأنّ  ( ')kZ A ) اإلى  )kZ A ) هو ت�ساكل من )kZ A مبا�ضرة عن حقيقة اأنّ تاأثير fk في
                                                                                           . ( ')kH A ) اإلى )kH A ت�ساكل من

– اأنّ   4.44 المعطاة في المبرهنة  ∂' تحقق خا�سية -  ∂، و و   ،f الدوالّ  اإذا كانت مجموعات 
  .)commutes with( ∂ المربعات تبديلية، فاإنّ f تتبدل مع 

ا لمبرهنة 4.44.  بعد تعريف اآخر، �سنعطي ما يبدو تافهًا، ولكنه تو�سيح مهم جدًّ

A,5.44 تعريف   ∂ هي مركب جزئي من ال�صل�صلة المركبة  ', 'A ∂ ال�سل�سلة المركبة 

Ak من  جزئية  زمرة   A′k, k لكل  كان  اإذا   ،(subcomplex of a chain complex) 

الزمرة الجزئية التاأثير نف�سه في عنا�ضر  ∂k لهما  ' و
k∂ اإن اأي   ، '

kc A∈ و لكل 
■                                                                                                                                . kA ' من

kA
كلها  6.44 مثال   الإدخال  دوال  مجموعة   i لتكن   .A من  جزئية  مركبة   A′ ولتكن  مركبة،  �سل�سلة   A لتكن 

  المعطاة بـ ik(c) = c لكل c ϵ A′k. من الوا�سح اأنّ i تتبدل مع ∂؛ اإذن، تتولد لدينا 
i يجب اأن تكون دالة تماثل من  k∗ ، ومن الطبيعي اأن يظن المرء اأنّ ':k k ki A A→ ت�ساكلات

   .Hk(A) اإلى Hk(A′)

ولكن هذا لي�س بال�شرورة �صحيحًا، على �سبيل المثال: افتر�ض الكرة الثنائية S2 بو�سفها مركبًا 
، ما يولد  2 3

2 2 2: ( ) ( )i C S C E→ جزئيًّا من الخلية الثلاثية E3. يعطي هذا 

2 3
2 2 2: ( ) ( )i H S H E∗ →

∗2i دالة تم ؛ اإذن، فمن الممكن األ تكون 3
2 ( ) 0H E = ، بينما  2

2 ( )H S   اإلّ اأننا راأينا اأنّ 
p                                                                                                                                        .اثل
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علم ال�صباه الن�صبي 

افتر�ض اأنّ ′A مركب جزئي من ال�سل�سلة المركبة A. الو�سع الطبولوجي الذي جاء منه هذا هو عدّ المركب الجزئي 
للمب�سطات Y )بالمعنى الوا�سح( من مركب المب�سطات X، عندها، يمكننا بب�ساطة اأن نعُدّ )Ck )Y بو�سفها زمرة 

، ومن الوا�سح اأنّ لدينا  kA ' زمرة جزئية من
kA جزئية من Ck(X)، تمامًا مثل الحالة في الجبر اأن لدينا 

[ ] 1( ) ( )k k kC Y C Y−∂ ≤
   لنتعامل الآن مع حالة الجبر، ونتذكر اأنه باإمكاننا تطبيقه على حالة الطبولوجيا في اأيّ وقت. 

A/' من زمر العامل  A ا من ال�سل�سلة المركبة A، فيمكننا تكوين المجموعة            اإذا كان ′A مركبًا جزئيًّ
A/' تعطي مرة اأخرى �سل�سلة مركبة بطريقة طبيعية، ويجب علينا اأن ن�سنع مجموعة  A AK/A'K، حيث ندّعى اأنّ 

∂ من الت�ساكلات
∂

k : (Ak/A'k ) → (Ak−1/A'k−1)

∂k وا�سحة، اأي عرّف  . محاولة تعريف 1 0k k−∂ ∂ = بحيث اإنّ   
' '

1( ) ( )k k k kc A c A −∂ + = ∂ +
 1 0k k−∂ ∂ = ∂k ح�سنة التعريف، واأنها ت�ساكل، واأن  . يجب علينا اإثبات ثلاثة اأمور ، هي : اأنّ  kc A∈ لكل

، وهكذا، فاإنّ:          1
'( ) kc c A− ∈ ؛ اإذن،  '

kc A+ ∂k ح�سنة التعريف، ليكن c1 كذلك ينتمي اإلى  اأولً، لإثبات اأنّ

؛ اإذن:  1 1
'( )k kc c A −∂ − ∈

'
1 1( ) ( ( ) )k k kc c A −∂ ∈ ∂ +

∂k ح�سنة التعريف.   كذلك. يثبت هذا اأنّ

تثبت المعادلة
' ' '

1 2 1 2
'

1 2 1
'

1 2 1

'
1

(( ) ( )) (( ) )
                                      ( )
                                      ( ( ) ( ))

                                      ( )

k kk k k

k k

k k k

k k

c A c A c c A
c c A
c c A

c A

−

−

∂ + + + = ∂ + +

= ∂ + +

= ∂ + ∂ +

= ∂ + '
2( )k kc A+ ∂ +

∂k ت�ساكل.  اأنّ

اأخيًرا،
' '

1 1 1
' '

1 2 2

( ( )) ( ( ) )

                          ( ( )) 0
k k kk k k

k k k k

c A c A
c A A

− − −

− − −

∂ ∂ + = ∂ ∂ +

= ∂ ∂ + = +

. 1 0k k−∂ ∂ = واإذن،
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             المناق�سة ال�سابقة نموذج للح�سابات العتيادية للعاملين بالجبر ال�سباهي، اإ�سافة اإلى 
اأنّ جمع الأعداد ال�سحيحة و�ضربها اعتيادي لك، وقد قدمناها بتف�سيل كبير، على المرء اأن 
يكون حذرًا بع�ض ال�سيء في متابعة البعد، اأي متابعة الدليل ال�سفلي، وفي الحقيقة، ل يكتب 

المحترفون في الجبر ال�سباهي عادة هذه الأدلة، ولكنهم يعرفون تمامًا مع اأيّ زمرة يعملون، لقد 
اأعطينا الأدلة ال�سفلية كلها لتبقى متابعًا اأيّ الزمر بال�سبط قيد الح�ساب، لنلخّ�ض العمل ال�سابق 

بمبرهنة. 
/ من زمر العامل   7.44 مبرهنة  'A A ا من ال�سل�سلة المركبة A، فاإنّ المجموعة   اإذا كان ′A مركبًا جزئيًّ

∂k بـ  ∂ من الت�ساكلات، بحيث تعرّف k/'  مع المجموعة  kA A        

' '
1( ) ( )        k k k kc A c A −∂ + = ∂ +

، ت�سكل �سل�سلة مركبة.  kc A∈ لكل

 . ( / ')kH A A / �سل�سلة مركبة، فباإمكاننا �سنع زمر �سباهية 'A A         لأنَّ 

) هي الزمرة األ� k ال�صباهية الن�صبية ل� A مقيا�ص ′A. 8.44  تعريف  / ')kH A A زمرة ال�سباه 

■                                              (k th relative homology group of A modulo A′)  

الم�سطلحات  �سن�ستعمل   ،X المب�سطات  مركب  من  جزئي  مركب   Y حيث  الطبولوجيا،  حالة  في 
 C(Y) ال�سباهية الن�سبية المتولدة من المركب الجزئي k العادية في الطبولوجيا، ونرمز للزمرة األـ
وهذا  �سلا�سل Y“ كلها �ستو�سع لت�ساوي 0” ،   .” ( , )kH X Y من ال�سل�سلة المركبة C(X) بـ “ 

ا تقل�ض Y اإلى نقطة. يقابل هند�سيًّ
ليكن X مركب مب�سطات مكوّنًا من حوافّ )م�ستثنيًا الداخل( للمثلث في ال�سكل 10.44، وليكن Y 9.44 مثال

، حيث اإنّ تقل�ض  1
1 1( ) ( )H X H S   ا مكوّنًا من الحافّة P2P3. لقد راأينا اأنّ  مركبًا جزئيًّ

P2P3 اإلى نقطة يوؤدي اإلى اإنهيار حافة المثلث، كما هو م�ساهد في ال�سكل 11.44، ل يزال الناتج 

 . 1( , )H X Y   ي�ساوي S1 طبولوجيًا؛ اإذن، نتوقع مرة اأخرى اأنّ نح�سل على  

، فنرى اأنّ مولدات 2 3 1( )P P C Y∈ ، ولأنَّ 3 1P P 2 و 3P P ، و  1 2P P مولدات  C1(X)  هي 

  . 3 1 1( )P P C Y+ 1 و 2 1( )P P C Y+ C1(X)/C1(Y) هي 

، نح�سب:    1( , )Z X Y لإيجاد

1 1 2 3 1 1 1 1 2 1 3 1 0

2 1 1 3 0

1 0

( ( )) ( ) ( ) ( )
                                        ( ) ( ) ( )
                                        ( ) ( )

nPP mP P C Y nPP mP P C Y
n P P m P P C Y
m n P C Y

∂ + + = ∂ + ∂ +
= − + − +
= − +

)1 هو , )Z X Y ؛ اإذن ، يجب اأن تكون m=n لدورة، وهكذا، فاإنّ مولد 2 3 0, ( )P P C Y∈ لأن 
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1( , )H X Y  ،  فنرى بالتاأكيد اأنّ  1( , ) 0B X Y = ، ولأنَّ  1 2 3 1 1( ) ( )P P P P C Y+ +

  0 ( , )Z X Y 1 تولد 0 ( )P C Y+  لأنَّ 

1 2 1 1 1 2 0 1 0( ( )) ( ) ( ) ( )P P C Y P P C Y P C Y∂ + = − + = + و 

. هذا مميز للزمر ال�سباهية الن�سبية ذات البعد 0 لمركب مب�سطات مت�سل ▲ 0 ( , ) 0H X Y = نرى اأنّ 

ال�صكل 11.44ال�صكل 10.44

12.44 مثال  

 E2

S1

ال�صكل 13.44

H2(E. تذكر اأنّ E2 قر�ض دائري، 
2,S1)ونح�سب ، E2 ا )حدود( من لنعُدّ S1 بو�سفها مركبًا جزئيًّ

S1 اإلى نقطة بتثبيت  13.44(. يمكنك تبيين تقل�ض  S1 حدوده )انظر ال�سكل  اأن نعُدّ  وبهذا يمكن 
خيط مطاط على حوافّ قطعة دائرية من القما�ض، ثم ت�سحب الخيط، بحيث تتجمّع حوافّ الدائرة 
في نقطة واحدة. يكون الف�ساء الناتج كي�سًا مغلقًا اأو S2؛ اإذن بينما H2(E 2) = 0؛ لأن E2 ف�ساء 

متقل�ض، فنتوقع اأن  

2 1
2 ( , )H E S 

لغايات الح�ساب، يمكننا اأن نعُدّ E2 طبولوجيًّا كالمنطقة المثلثة في ال�سكل 10.44 و S1 كحافّة 
  ، 1

1 2 3 2 ( )P P P C S+ 2 بـ  1
2 ( , )C E S للمثلث؛ اإذن، يتولد

1 1
2 1 2 3 2 2 1 2 3 1

1
2 3 1 3 1 2 1

( ( )) ( ) ( )

                              ( ) ( )

PP P C S PP P C S
P P PP PP C S

∂ + = ∂ +

= − + +

، ما يوؤدي اإلى اأنّ  1
2 3 1 3 1 2 1( ) ( )P P PP PP C S− + ∈ ولكن 

1
2 1 2 3 2( ( )) 0PP P C S∂ + =

، ولأنَّ  2 1
2 ( , )Z E S عن�ضر في 1

1 2 3 2 ( )P P P C S+ اإذن،

2 1
2 ( , ) 0B E S =

فنرى اأنّ 
2 1

2 ( , )H E S  

p                                                                                                                                 كما توقعنا

و
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المتتالية ال�صباهية الم�صبوطة لزوج 

�سن�سف الآن المتتالية ال�سباهية الم�سبوطة لزوج، ونعطي تطبيقًا. 

لن نعمل تفا�سيل الح�سابات جميعها، فالح�سابات عادية ومبا�ضرة، و�سنعطي التعريفات اللازمة 
كلها، و�سنترك للطالب اإكمال التفا�سيل في التمارين. 

ا من ال�سل�سلة المركبة A. لتكن  j  مجموعة الت�ساكلات الطبيعية  14.44 تمهيدية   ليكن ′A مركبًا جزئيًّ

، فاإنّ   ': ( / )k k k kj A A A→

1 kk k kj j− ∂ = ∂ ,
.∂  بمعنى اأنّ j يتبدل مع 

�سندع هذه الح�سابات ال�سهلة للتمارين. )انظر التمرين                                            .)12البرهان
ا 15.44 مبرهنة  تولد الدالة jk في التمهيدية 14.44 ت�ساكلًا طبيعيًّ

': ( ) ( / )k k kj H A H A A∗ →
ينتج هذا مبا�ضرة من التمهيدية 14.44 والمبرهنة                                                         .4.44البرهان

، فاإنّ  '( / )kh H A A∈ ا من ال�سل�سلة المركبة A. لتكن ليكن  ′A مركبًا جزئيًّ

 kc A∈ ، حيث '
kz c A= + ، وتبعًا لذلك، '( / )kz Z A A∈ ، حيث  '( / )kh z B A A= +

، وهذا يوؤدي  ( ) 0k z∂ = )لحظ اأننا و�سلنا اإلى c من h بخيارين متتابعين للممثلات(. الآن 
. '

1( ) ( )k kc Z A−∂ ∈ ، يعطينا  1 0k k−∂ ∂ = ، هذا وبالترافق مع   '
1( )k kc A −∂ ∈ اإلى اأنّ 

عرّف 

' '
1: ( / ) ( )k k kH A A H A∗ −∂ →

بـ 

'
1( ) ( ) ( )k k kh c B A∗ −∂ = ∂ +

 ، '( / )kH A A ا. فكّر فيه كما ياأتي: ابداأ بعن�ضر من  ∂∗k معقدًا جدًّ         يبدو هذا التعريف لـ
مثل هذا العن�ضر يمثل - الآن - بدورة ن�سبية من الرتبة k مقيا�ض ′A ؛ وبالقول: اإنها دورة ن�سبية 
' وهي حدود 

1kA − ، لأن حدودها في  '
1kA − من الرتبة k مقيا�ض ′A يكافئ قولنا: اإن حدودها في 

اإذن، بدءًا بـ   ؛   '
1kA − (k-1) في  اأن تكون دورة من الرتبة  ، فهذه الحدود يجب  kA �سيء ما في 

 . '
1( )kH A− )' ، ن�سل اإلى دورة من الرتبة )k-1( تمثل ف�سلًا �سباهيًّا في / )kh H A A∈

.
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ا- ح�سنة التعريف، وهي ت�ساكل 16.44 تمهيدية   ' - التي عرّفناها توًّ
1: ( / ) ( ')k k kH A A H A∗ −∂ → الدالة 

     . '
1( )kH A− )' اإلى / )kH A A من

�سنترك هذا البرهان للتمارين )انظر التمرين                                 .)13البرهان

ki الدالة في المثال 6.44. يمكننا الآن بناء المخطط الآتي:  ∗ لتكن

)1( 

1

1 1 1
1 1 1

... ( ') ( ) ( / ')

( ') ( ) ( / ') ...

k k k

k k k k

i j
k k k

i j
k k k

H A H A H A A

H A H A H A A

∗ + ∗ ∗

∗ ∗ − ∗ − ∗ −

∂

∂ ∂
− − −

→ → →

→ → → →

ت�سكل الزمرة في المخطط )1( مع الدوال المعطاة �سل�سلة مركبة.17.44 تمهيدية 
نحتاج فقط اإلى التحقق من اأنّ اأيّ متتالية من دالّتين متتاليتين تعطي دائمًا 0. نترك هذا البرهان

                                                                                                     .)14 للتمارين )انظر التمرين

لأنَّ المخطط )1( يعطي �سل�سلة مركبة، فباإمكاننا )برعب!( اأن ن�ساأل عن الزمر ال�سباهية لهذه 
ا، اإذ اإنّ   ال�سل�سلة المركبة، فقد كنا نهدف اإلى هذا ال�سوؤال، والإجابة عنه في الحقيقة �سهلة جدًّ

الزمر ال�سباهية لهذه ال�سل�سلة المركبة كلها ت�ساوي 0، وقد تظن اأنّ مثل هذه ال�سل�سلة المركبة 
غير مهمّة. ولكن وعلى خلاف المتوقع،  فاإنّ لمثل هذه ال�سل�سلة المركبة ا�سم خا�ض. 

م�صبوط���ة                            18.44 تعريف   متتالي���ة  مركبــة  ل�سل�سلــة  المكوّنــة   ∂k والت�ســاكلات  Ak الزمــر  متتاليــة  ت�سمــى 
 k اإذا كانــت الزمــر ال�سباهية لل�سل�سلة المركبة كلهــا ت�ساوي 0، اأي اإنه لكل ،)exact sequence(
■                                                                                                          .∂k - 1 ت�ساوي نواة ∂k سورة�

في  لها  الأولية  الخ�سائ�ض  بع�ض  و�سنعطي  الطبولوجيا،  في  ا  جدًّ مهمّة  الم�سبوطة  المتتاليات 
التمارين.

ت�سكل الزمر والدوالّ في ال�سل�سلة المركبة في المخطط )1( متتالية م�سبوطة. 19.44 مبرهنة  

�سنترك هذا البرهان للتمارين. )انظر التمرين                                                                     .)15البرهان

المتتالية الم�سبوطة في المخطط )1(، هي متتالية �صباهية م�صبوطة للزوج )'A , A'(( .)A ,  A( 20.44 تعريف  
■                                                                        . (exact homology sequence of the pair)

لنعطي تطبيقًا للمبرهنة 9.44 في الطبولوجيا، فقد ذكرنا من غير برهان اأنّ:  21.44 مثال

، حيث k ≠ 0, n. وكذلك ذكرنا من  ( ) 0n
kH S = ، ولكن  0 ( )nH S   ) و  )n

nH S     
غير برهان اأنّ:    

 ، nE nE  متقل�سة. لنفتر�ض �سحّة النتيجة بالن�سبة اإلى ، حيث k ≠ 0؛ لأن  ( ) 0E
kH S =

 . nS ون�ستنتج منها النتيجة لـ  

، على �سبيل المثال:         1nE + nS بو�سفها مركبًا جزئيًّا من مركب المب�سطات          يمكننا اأن نعُدّ  
ا حـــدودها، لن�ســـنع nS  طبولوجـــيًّ ، وتكـــافئ ( 1)n + ا المب�سط من الرتبـــة  تكافئ طبولوجيًّ
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، لدينا:    1( , )n nE S+ متتالية �سباهية م�سبوطة من الزوج 

             (2)

   . 1k ≥ ، حيث  1( ) 0n
kH E + = 1nE متقل�سة تعطي  + 1، وحقيقة اأنّ   k n≤ < حيث 

 nS )  و 1)n + 1nE  مب�سطًا من الرتبة  + اأ�ضرنا اإلى هذا في المخطط )2(. باعتبار  
k ؛ ولذلك،  n≤ ، حيث 1( ) ( )n n

k kC E C S+ ≤ بو�سفها حدودًا لها، فاإننا نرى اأنّ 
k ، وقد اأ�ضرنا كذلك اإلى هذا في المخطط )2(. تمامًا كما  n≤ )1 ، حيث  , ) 0n n

kH E S+ =

، مولدة بالف�سل ال�سباهي الذي يحوي  1
1( , )n n

nH E S+
+   في المثال 12.44، يرى المرء اأنّ  

بو�سفه ممثلًا 

1 2 2 1... ( )n
n nP P P C S+ ++

1، تخبرنا المتتالية الم�سبوطة في ال�سف الأخير في المخطط )2( اأنّ  k n≤ <     لـ
؛ لأننا نرى من    ( ) 0n

kH S =

)1 اأن   ) 0n
kH E + =  

1 ، نرى اأنّ )�سورة K+1*∂)=0 ومن اأنّ المتتالية م�سبوطة
1( , ) 0n n

kH E S+
+ =  ولكن من

 .1 k n≤ < ، لكل ( ) 0n
kH S = - (نواة i*k)  = )�سورةK+1*∂)- نح�سل على 

) بالرجوع اإلى المخطط )2( في الأعلى.  )n
nH S   �سل�سلة التبريرات الآتية توؤدي اإلى اأنّ  

 .0 = (j*n+1 1 ، نح�سل على )�سورة
1( ) 0n

nH E +
+ = 1. لأن 

2. اإذن، ومن ال�سبط نح�سل على )نواة n+1*∂) = )�سورة j*n+1) = 0، اأي اإنّ  n+1*∂ دالة تماثل. 

.    (∂*n+1 3. لذلك، )�سورة

.Hn(S
n) =  (i*k نواة)نح�سل على ، 1( ) 0n

nH E + = 4. لأنَّ 

. اإذن، نرى  ( )n
nH S   5. ومن اأنّ المتتالية م�سبوطة، (نواة i*n)  = )�سورةn+1*∂) ، وهكذا

.1 k n≤ < ) ، حيث ) 0n
kH S = ) و )n

nH S   اأنّ  

 핑
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، يمكن ا�ستنتاج هذه الحقيقة كذلك من المتتالية الم�سبوطة 0 ( )nH S   nS مت�سلة،  لأنَّ

p           
0 011 1 1

1 0 0 0

0 0

( , ) ( ) ( ) ( , )i jn n n n n nH E S H S H E H E S∗ ∗∗∂+ + +

= =

→ → →


  
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■ تمارين 44

تمارين مقترحة 

1. لتكن A و B زمرتين مع الجمع، وافتر�ض اأنّ المتتالية: 

0 0fA B→ → →

 . A B م�سبوطة. فاأثبت اأنّ 

2. لتكن C ،B ،A زمرًا مع الجمع، وافتر�ض اأنّ المتتالية: 

0 0i jA B C→ → → →
م�سبوطة. فاأثبت اأنّ:

 .C اإلى B دالة غامرة من j .اأ

 .B اإلى A تماثل من i .ب

 . [ ]/B i A ج�. C تماثل

3. لتكن A، وB، وC، وD زمرًا، ولتكن 
ji k

A B C D→ → →

متتالية م�سبوطة. فاأثبت اأنّ ال�ضروط الثلاثة الآتية متكافئة. 
.B غامرة لـ i .أ

ب. j  تربط ب�سورة غامرة B كلها بـ 0. 

جـ. k دالة اأحادية. 

4. اأثبت اأنه اإذا كان 
g h i j kA B C D E F→ → → → →

متتالية م�سبوطة من زمر الجمع، فاإنّ العبارات الآتية متكافئة: 

اأ. تربط كل من h و j كل �سيء بـ 0 ب�سورة غامرة. 

 .D غامرة لـ C تماثل من i .ب

ج�. g غامرة لـ B و k اأحادية.
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لمزيد من التمارين

ا بالتمرين 39 في الف�سل14  اأظهر هذا الرتباط.   5. المبرهنتان 4.44 و7.44 مرتبطتان جدًّ
) للطارة X والمركب  , )nH X a 6. بح�سابات م�سابهة للمثالين 9.44و 14.44 في الكتاب، اأوجد الزمر ال�سباهية الن�سبية 

الجزئي a- كما هو مبين في ال�سكلين 13.42 و 14.42. )لأنه باإمكاننا اأن نعُدّ هذه الزمر ال�سباهية بو�سفها زمرًا 
�سباهية للف�ساء الناتج عن X بتقلي�ض a اإلى نقطة، يتعيّن اأن تكون هي الزمر ال�سباهية للطارة المتلا�سية(.  

7. لمركب المب�سطات X والمركبة الجزئية a في التمرين 6، كوّن متتالية �سباهية م�سبوطة للزوج (X, a) ، واأثبت 
بح�سابات مبا�ضرة اأنّ هذه المتتالية م�سبوطة. 

8. كرّر التمرين 6 ، حيث X قارورة كلاين في ال�سكل 2.43 وال�سكل 3.43 . )يتعيّن اأن يعطي هذا الزمر ال�سباهية لقارورة 
كلاين المتلا�سية(.

9. لمركب المب�سطات X والمركب الجزئي a في التمرين 8، كوّن متتالية �سباهية م�سبوطة للزوج (X, a)، واأثبت 
بح�سابات مبا�ضرة اأنّ هذه المتتالية م�سبوطة. 

10. اأوجد الزمر ال�سباهية الن�سبية Hn (X, Y)، حيث X المنطقة الحلقية في ال�سكل 11.42 و Y المركب الجزئي المكوّن من 
دائرتي الحدود. 

11. لمركب المب�سطات X والمركب الجزئي Y في التمرين 10، كوّن متتالية �سباهية م�سبوطة للزوج (X, Y)، واأثبت 
بح�سابات مبا�ضرة اأنّ هذه المتتالية م�سبوطة. 

12. اأثبت التمهيدية 14.44

13. اأثبت التمهيدية 16.44

14. اأثبت التمهيدية 17.44 

15. اأثبت المبرهنة 19.44 با�ستخدام الخطوات الآتية: 

 .) j *k نواة( ⊇ ) i *k اأ. اأثبت اأنّ )�سورة
.)i *k سورة�( ⊇ )j *k ب. اأثبت اأنّ )نواة

.) k∗∂ جـ. اأثبت اأنّ )�سورة j *k( ⊆ )نواة 
.)j *k سورة�( ⊇ ) k∗∂ د. اأثبت اأنّ )نواة 

    .)i *k-1 نواة( ⊇ ) k∗∂ ه�. اأثبت اأنّ )�سورة 

 .) k∗∂ و. اأثبت اأنّ )نواة i *k-1( ⊆ )�سورة 

 ، ':k k kg A A→ k:'  و  k kf A A→ 16. لتكن 〈∂ ,A〉 و 〈 '∂ ,'A〉 �سل�سلتي مركبات، ولتكن f وg مجموعتي ت�ساكلات 
بحيث اإنّ كلا f و g تتبدل مع ∂. التحاول الجبري (algebraic homotopy) بين f و g هي المجموعة D من الت�ساكلات  

kc ، نح�سل على:  A∈ بحيث اإنه لكل  '
1:k k kD A A +→  

'
1 1( ) ( ) ( ( )) ( ( ))k k k k k kf c g c D c D c+ −− = ∂ + ∂

 g و f اأي اإذا كانت ،g و f اأثبت اأنه اإذا وجد تحاول جبري بين .) f g D D− = ∂ + ∂ )يمكن اخت�سار هذا ال�ضرط بـ  
.Hk (A') اإلى Hk (A) هو الت�ساكل نف�سه من  kg ∗ kf  و ∗ متحاولة (homotopic)، فاإنّ 
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