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اأول في الجبر المجرد 404 مقرر 

مبرهنات التماثل Isomorphism Theoremsالف�سل 34
هناك كثير من المبرهنات المتعلقة بتماثل زمر العامل المعروفة بمبرهنات التماثل في مبرهنة 
اإليها. تمثّل المبرهنة في  الرجوع  ها لي�سهل  التي �سنعيد ذكر ن�سّ  ،11.14 اأولها المبرهنة  الزمر: 

ال�سكل 1.34

 ال�سكل 1.34 

2.34 مبرهنة

3.34 تمهيدية  

)مبرهنة التماثل الأولى(: ليكن ′ 𝜙𝜙𝜙𝜙G𝜙→𝜙G ت�ساكلًا ذا نواة K، وليكن  𝛾𝛾k: G → G/K الت�ساكل 
 .x ∈𝜙G لكل ϕ(x)=𝜙𝜇𝜇𝜙𝜇𝛾𝛾K(x)) ّحيث اإن ،𝜇𝜇𝜙𝜙G/K → 𝜙𝜙[G]  القانوني، يوجد تماثل وحيد

التماثل  لمبرهنتي  الحد�سي  وفهمنا  برهاننا  في  كبيرة  ب�سورة  الآتية  التمهيدية  �ست�ساعد     
الأخريين. 

 𝜙𝜙 الت�ساكل القانوني، فاإنّ الدالة 𝛾𝛾𝜙𝜙G → G/N وليكن ،G زمرة جزئية ناظمية للزمرة N لتكن 
من مجموعة الزمر الجزئية الناظمية في G، التي تحوي N اإلى مجموعة الزمر الجزئية الناظمية 

في G/N المعطاة بـ  𝜙𝜙𝜇L)𝜙=𝜙𝛾𝛾 [L] ، تكون دالة اأحادية وغامرة. 

البرهان 

4.34 تمهيدية

فــاإنّ  ،N وتحــوي   G مــن  ناظميــة  جزئيــة  زمــرة   L كانــت  اإذا  اأنــه   16.15 المبرهنــة   تثبــت 
المجموعــة  كامــل  فــاإنّ   ،N𝜙 ≤𝜙 L ولأنّ   ،G/N مــن  ناظميــة  جزئيــة  زمــرة   𝜙𝜙𝜇L)𝜙 =𝜙 𝛾𝛾𝛾L]
15.13 المبرهنــة  وبح�ســب  اإذن،   ،x𝜙 ∈𝜙 L لــكل  وذلــك   ،L في  محتــواة   G في   xN  الم�ســاركة 
𝛾𝛾-1𝛾𝜙𝜙𝜇L)] = L. ، وعليــه، فاإذا كانــت L وM زمرتين جزئيتين ناظميتين من G، وكلاهما يحوي 

N، واإذا كانت 𝜙𝜙𝜇L)=𝜙𝜙𝜙𝜇M) = H، فاإنّ L=𝜙𝛾𝛾-1 𝛾H]= M ؛ ولذلك، فاإنّ 𝜙𝜙 اأحادية. 
 ،G زمرة جزئية ناظمية في 𝛾𝛾-1 𝛾H]  ّفاإن ،G/N زمرة جزئية ناظمية من H اإذا كانت  
اإذن،   .  N𝜙⊆𝜙𝛾𝛾-1 𝛾H] اأنّ  ، فنرى   𝛾𝛾−1[{N}] = N و    N𝜙∈𝜙H ولأن  16.15؛  المبرهنة  بح�سب 
، وهذا يثبت اأنّ 𝜙𝜙 غامرة لمجموعة الزمر الجزئية الناظمية في  1 1H H Hφ γ γ γ   − −               

= =
t                                                                                          .G/ N

اإذا كانت H وN زمرتين جزئيتين من الزمرة G، ف�سندع 
  HN = {hn | h ∈ H, n ∈ N}.                                      

نعرف المو�سل )H𝜙∨𝜙N )join لـ H وN ليكون تقاطع الزمر الجزئية كلها في G التي   
 H𝜙∨𝜙N فاإنّ  وبالطبع،   ،HN G وتحوي  زمرة جزئية في  اأ�سغر  H𝜙∨𝜙N هي  اإذن،  HN؛  تحوي 
اأن  يجب  ال�سورة  هذه  زمرة من  اأيّ  لأن  وN؛   H من  كلاًّا  G وتحوي  زمرة جزئية في  اأ�سغر  هي 
تحوي HN. بوجه عام، HN لي�ست بال�ضرورة زمرة جزئية من G، وفي الأحوال كلها، فاإنّ لدينا 

التمهيدية الآتية: 
فــاإنّ  ،G مــن  جزئيــة  زمــرة  اأيّ   H كانــت  واإذا   ،G مــن  ناظميــة  جزئيــة  زمــرة   N كانــت   اإذا 

 .G ناظمية في HN ّناظمية كذلك، فاإن H واإ�سافة اإلى ذلك، فاإذا كانت ،H𝜙∨𝜙N = HN= NH
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الوحدة ال�سابعة الة�سل  4ا: مبرهنات التماثل  405

اأنّ HN زمرة جزئية من G، ومن ذلك تنتج H ∨ N = HN مبا�ضرة. لتكن h1, h2∈ Hالبرهان   �سنثبت 
وn1 , n2 ∈ N، ولأنّ N زمرة جزئية نظامية، فنح�سل على n1h2= h2n3 ، حيث n3 ∈ N. اإذن: 

(h1n1)(h2n2) = h1(n1h2)n2 = h1(h2n3)n2 = (h1h2)(n3n2) ∈ HN, 
وهذا يعني اأنّ HN مغلقة على العملية المعرفة على G، من الوا�سح اأنّ e=ee تنتمي اإلى HN، ولـ

h ∈ H  وn ∈ N، فاإنّ 1= n-1h-1= h-1n4-(hn) ، حيث n4∈N؛ لأنّ N زمرة جزئية نظامية، اإذن، 
اأنّ NH زمرة جزئية، وهكذا،  1∈ HN-(hn)، وهكذا، فاإنّ HN ≤ G. تثبت مناق�سة �سبيهة لهذه 

 .NH = H ∨ N = HN ّفاإن
   افتر�ض الآن اأنّ H ناظمية كذلك في G، ولتكن g∈ G ،n ∈ N ،h ∈ H، اإذن،

t                       .بالتاأكيد G ناظمية في HN ّوهكذا، فاإن ،ghng-1= (ghg-1) (gng-1) ∈ HN 

5.34 مبرهنة

البرهان 

 .G N زمرة جزئية ناظمية في  G، ولتكن  H زمرة جزئية من  )مبرهنة التماثل الثانية(: لتكن 
(HN) / N ≃ H / (H ∩ N) ،اإذن

 G/N اإذن، γ[H]  زمرة جزئية من   .H ≤ G الت�ساكل القانوني، ولتكن   𝛾𝛾𝛾 G → G/N ليكن 
 H على   𝛾𝛾 ق�صر  )ي�سمى  فقط   H عنا�ضر  في   𝛾𝛾 تاأثير  يزوّدنا  الآن   .2 .13 المبرهنة  بح�سب 
، ومن الوا�سح اأنّ نواة هذا الق�ضر هي 

 
𝛾𝛾[H]

 
)restricted(( ت�ساكلاًّا يربط H ب�سورة غامرة مع 

مجموعة عنا�ضر N الموجودة كذلك في H، اأي التقاطع H ∩ N، وترينا المبرهنة 2.34 اأنه يوجد 
 . ( )1: /H H N Hµ γ  

 → تماثل 
؛   𝛾𝛾[H] مع  غامرة  ب�سورة   HN يربط  بت�ساكل  كذلك  يزوّدنا   HN على   𝛾𝛾 ق�ضر  المقابل،  وفي 
 ،N هي HN عند ق�ضرها على 𝛾𝛾 نواة ،n ∈ N لكل G/N في N هي العن�ضر المحايد 𝛾𝛾𝛾n) لأن

. ( )2 : /HN N Hµ γ  
 → وتزوّدنا المبرهنة 2.34 بتماثل 

6.34 مثال 

7.34 مبرهنة 

البرهان

ولأنّ N /(HN) وH/(H ∩ N) تماثلان 𝛾𝛾[H] كليهما، فاإنه يوجد تماثل بينهما، وبالتاأكيد، 
𝜙𝜙𝛾𝛾HN)/N→H/(H∩N)، حيث                     �سيكون تماثلًا. ب�سورة اأكثر و�سوحًا: 

t     𝜙𝜙(hn)N) = 𝜇𝜇1
-1𝛾𝜇𝜇2((hn)N)) = 𝜇𝜇1

-1(h)  = h(H ∩ N)

ليكن N = {0} × ℤ × ℤ  ،H = ℤ × ℤ × {0} ،G= ℤ ×ℤ×ℤ. من الوا�سح اأنّ :
   HN=ℤ × ℤ × ℤ  و H ∩ N = {0} × ℤ × {0} . نح�سل على N ≃ℤ /(HN) وكذلك على 
▲                                                                                                                  .H/ (H ∩N) ≃ ℤ

    اإذا كانت H وK  كلتاهما زمرتين جزئيتين ناظميتين في G و K ≤H، فاإنّ H/K زمرة جزئية 
ناظمية في G/K. تهتم مبرهنة التماثل الثالثة بهذه الزمر. 

بحيث  ،G الزمرة  في  ناظميتين  جزئيتين  زمرتين   Kو  H لتكن  الثالثة(:  التماثل   )مبرهنة 
 .G/ H ≃𝛾G/K) / (H/K) ّفاإن ،K ≤H

، من   a ∈ G بـ  𝜙𝜙𝛾a)= (aK) (H/K)، حيث  𝜙𝜙𝛾 G → 𝛾G/K) / (H/K) معطًى  ليكن 
 .a,b ∈ G ولكل ،(G/K) / (H/K) غامرة لـ 𝜙𝜙 ّالوا�سح اأن
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اأول في الجبر المجرد 406 مقرر 

      
وهكذا، فاإنّ 𝜙𝜙 ت�ساكل، وتتكوّن النواة من تلك العنا�ضر x ∈ G ، حيث اإنّ 𝜙𝜙𝜙x) = H/K،  هذه العنا�ضر 
t                           .G/H ≃𝜙G/K) / (H/K) ّفقط، اإذن، ترينا المبرهنة 2.34 اأن H هي عنا�ضر

لعر�ض المبرهنة 7.34 بطريقة لطيةة يمكننا اأن نعدّ الدالة القانونية 𝛾𝛾H: G → G/H وكاأنها 
حُللت عن طريق زمرة جزئية ناظمية K في K ≤ H ≤ G ،G، لتُعطي 

                                               ,𝛾𝛾H= 𝛾𝛾H/ K 𝛾𝛾K

ا، كما هو مو�سح في ال�سكل 8.34، وهناك طريقة اأخرى لت�سوير هذه المبرهنة،  لتنتج تماثلًا طبيعيًّا
وذلك با�ستخدام الر�سم البياني للزمر الجزئية في ال�سكل 9.34، حيث كل زمرة تكون زمرة جزئية 
ناظمية في G ومحتواة في التي فوقها، وكلما كبرت الزمرة الجزئية الناظمية، �صغرت زمرة العامل؛ 
لذلك، يمكننا التةكير في G وكاأنها �سعةت بـ H، اأي اإنّ G/H وكاأنها اأ�سغر من G عندما �سعةت

 G/H على طول الطريق هبوطًا اإلى G حيث تن�ضّ المبرهنة 7.34 على اأنه يمكن اإ�سعاف ،K بـ 
 ،H/K (H/K)/(G/K) با�ستخدام  اإلى  ثمّ ي�سعف هذا   ،G/K اإلى  اإ�سعافها  الأولى،  بخطوتين: 

 .H بـ G والنتيجة النهائية هي نة�سها )وفق التماثل( كاإ�سعاف

تماثل طبيعي

                                                ال�سكل 8.34    ال�سكل 9.34
لتكن K= 6ℤ <H= 2 ℤ < G= ℤ. إذن: G/ H = ℤ / 2ℤ ≃ ℤ2. الآن G/ K = ℤ / 6ℤ 10.34 مثال

تحوي العنا�ضر 
                     .6ℤ,  1+6ℤ,  2+ 6ℤ,  3+6ℤ,  4+ 6ℤ,  5+ 6ℤ

اإذن،  .2ℤ / 6ℤ في   4+ 6ℤو  ،2+ 6ℤ  ،6ℤ تقع  ال�ست،  الم�ساركة  المجموعات  هذه   من 
اأنّ فاإننا نرى  اأو بدلً من ذلك،  ℤ2 كذلك،   (𝜙2ℤ / 6ℤ / (ℤ/ 6ℤ) تحوي عن�ضرين، وتماثل 

ℤ/ 6ℤ≃ ℤ6، وترتبط 2ℤ/ 6 ℤ  بهذا التماثل مع الزمرة الجزئية الدورية ⟩2⟨ في ℤ6. اإذن،  

▲                                                                   .)ℤ/6ℤ)/(2ℤ/6ℤ) ≃ ℤ6/⟩2⟨ ≃ ℤ2 ≃ ℤ/2ℤ   
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■ تمارين 34 
    ح�سابات 

التماثل،  الرتباط الحقيقي المعطى بهذا  ال�ضروري عادة معرفة  الثلاث، فمن  التماثل  ا�ستخدام مبرهنات  عند   
ولي�ض مجرد حقيقة اأن هذه الزمر متماثلة، تعطينا التمارين ال�ستة الأولى تدريبًا على ذلك. 

 .𝜙𝜙(1) = 2 بحيث ، 1. ليكن 𝜙𝜙: ℤ12 → ℤ3 ت�ساكلاًّا
 .𝜙𝜙 لـ K اأ. اأوجد النواة

ب. عدّد مجموعات الم�ساركة في ℤ12/ K، ذاكرًا عنا�ضر كل مجموعة م�ساركة. 
جـ. اأعطِ الرتباط بين ℤ12/ K وℤ3 المعطى بالدالة 𝜇𝜇 المو�سوفة في المبرهنة 2.34 .

 .𝜙𝜙(1)= 10 بحيث ،    2. ليكن 𝜙𝜙: ℤ18 → ℤ12 ت�ساكلاًّا
 .𝜙𝜙 لـ K اأ. اأوجد النواة

ب. عدّد مجموعات الم�ساركة في ℤ18/ K، ذاكرًا عنا�ضر كل مجموعة م�ساركة. 

 .𝜙𝜙[ℤ18]   جـ. اأوجد الزمرة

د. اأعطِ الرتباط بين ℤ18/ K و  𝜙𝜙[ℤ18]  المعطاة في الدالة 𝜇𝜇 المو�سوفة في المبرهنة 2.34.

 .N= ⟩6⟨و H= ⟩4⟨ لتكن ،ℤ24 3. في الزمرة

 .H ∩ N لهذه الزمر الجمعية( و H+N التي يمكن كتابتها على �سورة( HN اأ. عدّد العنا�ضر في

ب. عدّد العنا�ضر في HN/ N، ذاكرًا عنا�ضر كل مجموعة م�ساركة.

جـ. عدّد مجموعات الم�ساركة في H/ (H∩N)، ذاكرًا عنا�ضر كل مجموعة م�ساركة. 

د. اأعطِ الرتباط بينH/ (H∩N)و HN/ N  المو�سوف في اإثبات المبرهنة 5.34.

 .N= ⟩9⟨ و H= ⟩6⟨ حيث ،ℤ36 4. اأعد التمرين 3 للزمرة

.N = ⟩9⟨  و  H = ⟩4⟨ لتكن ،G = ℤ24 5. في الزمرة

اأ. عدّد مجموعات الم�ساركة في G/ H، ذاكرًا عنا�ضر كل مجموعة م�ساركة. 

ب. عدّد مجموعات الم�ساركة في G/ K، ذاكرًا عنا�ضر كل مجموعة م�ساركة. 

جـ. عدّد مجموعات الم�ساركة في H/ K، ذاكرًا عنا�ضر كل مجموعة م�ساركة. 

د. عدّد مجموعات الم�ساركة في (H/K) /(G/K)، ذاكرًا عنا�ضر كل مجموعة م�ساركة. 

هـ. اأعطِ الرتباط بين G/ H و(H/K) /(G/K) المو�سوف في  اإثبات المبرهنة 7.34.
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اأول في الجبر المجرد 408 مقرر 

 .K= ⟩18⟨و H= ⟩9⟨ حيث ،G= ℤ36 6. اأعد التمرين 5 للزمرة

براهين
 N و ،G زمرتين جزئيتين من الزمرة Nو H 7. اأثبت مبا�ضرة با�ستخدام تعريف الزمر الجزئية الناظمية اأنه اإذا كانت

 .H ناظمية في H ∩ N ّفاإن ،G ناظمية في
 .C= L / Hو ،B= K / H ،A= G/ H ولتكن ،H<K<L بحيث ،G زمرًا جزئية ناظمية في Lو ،Kو ،H 8. لتكن

 .B<C ّواأن ،A زمرتان جزئيتان ناظميتان في C و B ّاأ. اأثبت اأن
ب. اأيّ زمر عامل لـ G تماثل (C/ B) /(A/B)؟ 

اأنّ اأثـــبـــت   . { }K L e=
و  ،K ∨ L= G حــيــث   ،G في  نــاظــمــيــتــين  جــزئــيــتــين  زمـــرتـــين   Lو  K لــتــكــن   .9 

 .G/ L ≃ Kو G/ K ≃ L
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�سلا�سل الزمر Series of Groupsالف�سل 35
ال�سل�سلة الناظمية وتحت الناظمية 

يركز هذا الة�سل على فكرة ال�سل�سلة في الزمرة، التي تعطي فهمًا اأكثر عمقًا لبنية G، حيث تتحقق 
منتهية  الإبدالية  للزمر  الأهمية  بتلك  لي�ست  وهي  الإبدالية،  وغير  الإبدالية  الزمر  لكلتا  النتائج 
التولد؛ ب�سبب مبرهنتنا القوية 12.11، حيث اإنّ الكثير من تو�سيحاتنا �ستكون ماأخوذة من الزمر 

الإبدالية، لت�سهيل الح�سابات. 

للزمــــــــر subnormal or )subinvariant( se� G(1.35 تعريف  الناظميــــــة  ةلل�سل�ســـــلة تحــــــت 
Hi < Hi+1 حيــث   ،G في  الجزئيــة  الزمــر  مــن   H0, H1, … Hn منتهيــة  متتاليــة   ries( 
 G ال�سل�ســـلة الناظميـــة لـــ .Hn= Gو H0={e} وحيــث ،Hi+1 زمــر جزئيــة ناظميــة في Hi و 
 )normal )or invariant( series(  متتاليــة  منتهيــة H0,H1, …., Hn  مــن الزمــر الجزئية 
■                                                                                                .Hn= Gو ،H0={e} ،Hi< Hi+1 : ّحيث اإن ،G الناظمية في

لحظ اأنّ مةهومي ال�سل�سلة الناظمية وتحت الناظمية ينطبقان في الزمر الإبدالية؛ لأن   
العك�ض  الناظمية دائمًا تحت ناظمية، ولكن  ال�سل�سلة  اأنّ  الزمر الجزئية كلها ناظمية، ف�سلًا عن 
لي�ض بال�ضرورة �سحيحًا، وقد عرّفنا ال�سل�سلة تحت الناظمية قبل ال�سل�سلة الناظمية؛ لأن مةهوم 

ال�سل�سلة تحت الناظمية اأكثر اأهمية لعملنا.

مثالن ل�سل�سلتين ناظميتين في ℤ مع الجمع، هما:2.35 مثال
{0} < 8ℤ < 4ℤ < ℤ

و

▲                                                    {0} < 9ℤ < ℤ.         

3.35 مثال 

4.35 تعريف 

5.35 مثال 

لتكن الزمرة D4 لتماثلات المربع، كما في المثال 10.8. ال�سل�سلة: 
{ρ0} < {ρ0,μ1} < {ρ0, ρ2, μ1, μ2} < D4

لي�ست  اإنها   12.8 الجدول  با�ستخدام  نتحقق  اأن  يمكننا  اأنه  ذلك  اإلى  اأ�سف  ناظمية،  تحت  �سل�سلة 
▲                                                                    .D4 لي�ست ناظمية في {ρ0,μ1} سل�سلة ناظمية؛ لأن�

)re� {Hi} )ت�سفية لل�سل�سلة تحت الناظمية )الناظمية  {Kj}  لل�سل�سلة تحت الناظمية )الناظمية(
(finement of a subnormal (normal) series للزمرة G، اإذا كان {Kj} ⊇ {Hi}، اأي اإنّ 
■                                                                                                           .Kj هي اأحد األـ Hi كل

ال�سل�سلة: 
{0} < 72ℤ  < 24ℤ < 8ℤ < 4ℤ < ℤ
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6.35 تعريف 

7.35 مثال

ت�سةية لل�سل�سلة 
{0} < 72ℤ  < 8ℤ  < ℤ

p                                                                                                     .24ℤ4 وℤ ،لقد اأُدرج الحدّان

اإنّ زمر العامل Hi+1/ Hi ذات اأهمية في درا�ستنا لبنية G، وهي معرفة في ال�سلا�سل الناظمية وتحت 
الناظمية؛ لأن Hi ناظمية في Hi+1 في كلتا الحالتين. 

iso�(  نة�سها متماثلتين G للزمرة {Kj}و {Hi} (ككون ال�سل�سلتين تحت الناظميتين )الناظميتين
morphic(، اإذا وجد تقابل بين مجموعتي زمر العامل {Hi+1/ Hi} و{Kj+1/ Kj}، حيث اإنّ زمرتي 

العامل المتقابلتين متماثلتان.                                                                                                       ■
من الوا�سح اأن ال�سل�سلتين تحت الناظميتين )الناظميتين( المتماثلتين، لهما عدد الزمر نة�سه. 

 ،ℤ15 ال�سل�سلتان في
{0} < ⟩5⟨  < ℤ15

و
{0} < ⟩3⟨  < ℤ15

p                  .ℤ3 5⟨ اأو⟨ / {0} تماثل ℤ15/ ⟩3⟨و ،ℤ5 تماثل ⟩3⟨/{0}و ℤ15/⟩5⟨ متماثلتان. كلا

 )Schreier Theorem( مبرهنة �صراير

هذه  متماثلتان.  ت�سةيتان  لهما   G زمرة  في  ناظميتين  تحت  �سل�سلتين  اأيّ  اأنّ  لبرهان  �سنكمل 
بع�ض  اأنّ  المعلوم  اأنه من  اإلّ  ا،  لي�ض �سعبًا جدًّا البرهان  ال�سلا�سل،  اأ�سا�سية في مبرهنة  مبرهنة 
الطلاب يتوهون في اأثناء البرهان، ويميلون لل�سعور باأنهم لن ي�ستطيعوا فهم المبرهنة، �سنعطي 

تو�سيحًا للمبرهنة قبل اأن ندخل اإلى برهانها.
لنحاول اإيجاد ت�سةيات متماثلة لل�سل�سلتين: 8.35 مثال

{0} < 8ℤ < 4ℤ < ℤ
  و

{0} < 9ℤ < ℤ

الموجودتين في المثال 2.35. لتكن الت�سةية: 
{0} < 72ℤ < 8ℤ < 4ℤ < ℤ

{0} < 72ℤ < 18ℤ < 9ℤ < ℤ 8 > {0} ، والت�سةيةℤ < 4ℤ < ℤ  لـ 
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 ،ℤ 72 أوℤو ℤ4، ℤ2، ℤ9، 9 > {0}  في كلتا الحالتين، تحوي التصفيتان أربع زمر عامل تماثلℤ < ℤ   . لـ
الترتيب الذي تظهر فيه زمر العامل مختلف بالتاأكيد.                                                                             ▲

هذه  ت�سمى   .)Zassen Haus( زا�سنهاو�ض  يد  على  طورت  تقنية  بتمهيدية  �سنبداأ           
التمهيدية اأحيانًا تمهيدية الةرا�سة؛ لأن ال�سكل 9.35 – الذي يرافق التمهيدية- له هياأة الةرا�سة. 

 H من  ناظمية  جزئية  زمرة   H* ولتكن   ،G الزمرة  من  جزئية  زمرًا   Kو  H لتكن    
 H* على   4.34 التمهيدية  من  الأولى  العبارة  بتطبيق   ،K من  ناظمية  جزئية  زمرة   K* و 
�سبيهة  مناق�سة  وتثبت  زمرة،   H*(H ∩ K) اأنّ  نرى   ،H من  جزئية  زمرًا  بو�سةها   H ∩ Kو
اأنّ اإثبات  ال�سعب  من  ولي�ض  كذلك،  زمر   K* (H* ∩ K)و  ،K*(H ∩ K)و  ،H*(H ∩ K*)  اأنّ 

با�ستخدام  نة�سها  والمناق�سة   ،)22 التمرين  )انظر   H ∩ K من  ناظمية  جزئية  زمرة   H*∩ K  
اأنّ H ∩ K، تثبت  H* ∩ K و*H ∩ K بو�سةها زمرًا جزئية من  4.34 مطبقة على   التمهيدية 

L= (H* ∩ K)(H ∩ K*) زمرة. اإذن، ينتج لدينا المخطط البياني للزمر الجزئية المعرو�ض في 
ال�سكل 9.35 ، لي�ض من ال�سعب اإثبات علاقات الحتواء المبينة في الر�سم. 

لأنّ كلتــا *H ∩ K وH* ∩ K زمــرة جزئيــة ناظميــة في H ∩ K، تثبــت العبــارة الثانيــة في 
التمهيديــة 4.34 اأنّ L= (H* ∩ K)(H ∩ K*) زمــرة جزئيــة ناظميــة في H ∩ K. لقــد ميّزنــا 
علاقــة الزمــرة الجزئيــة الناظميــة هــذه بالخــط الثقيــل في منت�ســف ال�ســكل 9.35، وندعــي اأنّ 
الخطــين الثقيلــين الآخريــن يرمــزان لعلاقــات زمــر جزئيــة ناظميــة، واأنّ زمــر العامــل الثلاث 
المعطــاة بالزمــر الجزئيــة الناظميــة الثــلاث كلهــا متماثلــة، ولإثبــات هذا، �ســنعرّف الت�ســاكل  
ونواتهــا  (H ∩ K) / L لـــ  غامــرة   𝜙𝜙 اأنّ  ونثبــت   ،  𝜙𝜙: H∗(H ∩ K) → (H ∩ K)/L 

 H*(H ∩ K*)، و�سينتج حينها مبا�ضرة عن المبرهنة 2.34 اأنّ H*(H ∩ K*) ناظمية

ال�سكل 9.35 

في H*(H ∩ K)، واأنّ H*(H ∩ K) / H*(H ∩ K*) ≃ (H ∩ K) / L. ونح�سل على نتيجة 
م�سابهة بالتناظر للزمر على يمين الخط الثقيل في ال�سكل 9.35.

Abstract 1_Book.indb   411 3/4/2014   9:41:39 AM

o b e i k a n d l . c o m



اأول في الجبر المجرد 412 مقرر 

تي:  كالآ معرفًا    𝜙𝜙: H∗(H ∩ K) → (H ∩ K)/L ليكن   
لتكن  التعريف،  بح�سب  ت�ساكل   𝜙𝜙 نّ  اأ �سنثبت   .𝜙𝜙(hx)= xL دع   ،  x ∈ H ∩ K و  h ∈ H* لـ 

نّ فاإ  ،h1x1= h2x2 ذا كان  فاإ  ،x1, x2 ∈ H ∩ K  *h1, h2 ∈ H و

 𝜙𝜙 نّ  فاإ x1L= x2L. وهكذا  ذن،  واإ  ،  h2
−1 h1 = x2x1

−1 ∈ H∗ ∩ (H ∩ K) =H∗ ∩ K ⊆ L
ذن:  اإ  ،x1h2 = h3 x1 نّ  اإ حيث   H* في   h3 فيوجد   ،H في  ناظمية   H* نّ  ولأ التعريف،  ح�سن 

𝜙𝜙((h1x1)(h2x2)) = 𝜙𝜙((h1h3)(x1x2)) = (x1x2)L
= (x1 L)(x2L) = 𝜙𝜙(h1x1)𝜙𝜙(h2x2)

اإذن، 𝜙𝜙 ت�ساكل. 
 .(H ∩ K) / L غامرة لـ 𝜙𝜙 ّمن الوا�سح اأن  

اأخيًرا، اإذا كانت *h ∈ H وx ∈ H ∩ K، فاإنّ 𝜙𝜙(hx)= xL = L ، اإذا وفقط اإذا كانت xL= L، اأو 
اإذا وفقط اإذا كانت x ∈ L، اأو اإذا وفقط اإذا كانت

 ،hx ∈ H*L= H*(H*∩ K) (H ∩ K*) = H*(H ∩ K*) اإذن، Ker(𝜙𝜙) 𝜙 H*(H ∩ K*). لقد 
برهنا التمهيدية الآتية: 

)تمهيدية زا�سنهاو�س(: لتكن H وK زمرًا جزئية من الزمرة G، ولتكن *H و*K زمرًا جزئية ناظمية 10.35 تمهيدية
من H وK، على الترتيب، فاإنّ: 

 .H*(H ∩ K) زمرة جزئية ناظمية في H*(H ∩ K*) .1
 .K*(H ∩ K) زمرة جزئية ناظمية في K*(H*∩ K) .2

H* (H ∩ K) / H* (H ∩ K*) ≃ K*(H ∩ K) / K* (H*∩ K)       .3
≃ (H ∩ K)/[(H∗ ∩ K)(H ∩ K∗)]

11.35 مبرهنة

البرهان

)مبرهنة �صراير(: لأيّ �سل�سلتين تحت ناظميتين )ناظميتين( في زمرة G توجد تصفيتان 
متماثلتان. 

لتكن G زمرة، ولتكن: 
)1(                               { } 0 1 2 .... ne H H H H G= < < < < =
                                                                                و

 )2(                               { } 0 1 2 .... me K K K K G= < < < < =

�سل�سلتين تحت ناظميتين في G. لـ i حيثi ≤ n-1 ≥ 0 ، كوّن �سل�سلة الزمر: 
Hi = Hi (Hi+1 ∩ K0) ≤ Hi (Hi+1 ∩ K1) ≤ · · · ≤ Hi (Hi+1 ∩ Km) = Hi+1.

 يُدرج هذا m-1 زمرة – لي�ست بال�ضرورة مختلةة – بين Hi وHi+1. اإذا �سنعنا هذا لكل i حيث  
i ≤ n-1 ≥ 0، وجعلنا Hi,j= Hi (Hi+1 ∩ Kj)، فاإننا نح�سل على �سل�سلة الزمر: 

 )3(                               
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تحوي ال�سل�سلة )3( هذه nm+1 زمرة – لي�ست بال�ضرورة مختلةة، و Hi,0= Hi لكل i. بح�سب 
بدهية زا�سنهاو�ض، ال�سل�سلة )3( تحت ناظمية، اأي اإنّ كل زمرة ناظمية في الزمرة التي تليها، هذه 

ال�سل�سلة ت�سةي ال�سل�سلة )1(.

j ≤ m-1 ≥ 0، هذا يعطي  Kj,i= Kj(Kj+1 ∩ Hi)، حيث  i≤ n ≥ 0و  بطريقة مماثلة، ن�سع 
ال�سل�سلة تحت الناظمية: 

)4(                                

j، وهذه  لكل   Kj,0 = Kj – و   بال�ضرورة مختلةة  – لي�ست  mn+ 1 زمرة  )4( تحوي  ال�سل�سلة 
ال�سل�سلة ت�سةي ال�سل�سلة )2(.

ونح�سل بح�سب بدهية زا�سنهاو�ض 10.35 على: 

اأو 
)5(                       

لتماثــل  تقابــلًا  تعطــي   )5( العلاقــة  التماثــلات في   .0≤ j ≤ m-1 و   0 ≤i≤ n - 1 حيــث 
اأنّ لحــظ  التقابــل،  هــذا  ولتبيــين  و)4(.   )3( الناظميــة  تحــت  ال�سل�ســلة  بــين  العامــل   زمــر 

 Hi,0 = Hi و Hi,m= Hi+1، بينمــا Kj,0= Kj و Kj,n = Kj+1، حيــث تحــوي كل �سل�ســلة في )3( 
و)4( م�ســةوفة م�ســتطيلة من mn رمزًا ≥ ، وكل ≥ تعطي زمرة عامل، اإ�سافة اإلى اأنّ زمر العامل 
التــي تظهر من ال�ســف r لـ ≥ في ال�سل�ســلة )3( ترتبط بزمر العامل التــي تظهر في العمود r لـ ≥ 
في ال�سل�ســلة )4(، وبحــذف الزمر المكررة من ال�سل�ســلتين )3( و)4(، نح�ســل على �سل�ســلتين تحت 
ناظميتين من الزمر المختلةة، التي تكون ت�ســةيتين متماثلتين لل�سل�ســلتين )1( و )2(. وهذا يثبت 

المبرهنة لل�سلا�سل تحت الناظمية. 

 Kj,i و Hi,j نلاحظ فقط  اأنّ الزمر ،G جميعها ناظمية في  Kj و Hi لل�سلا�سل الناظمية، حيث األـ
Hi,j G، وهكذا ينطبق البرهان نة�سه. ناظمية   المكوّنة في الأعلى كلها تكون ناظمية كذلك في 

وKj,i هذه تنتج مبا�ضرة من الجزء الثاني في البدهية 4.34، ومن حقيقة اأنّ تقاطع الزمر الجزئية 
 t                                                                           .الناظمية في الزمرة يعطي زمرًا جزئية ناظمية

 )Jordan- Hölder Theorem( مبرهنة جوردان – هولدر
ناأتي الآن اإلى اللب الحقيقي للمبرهنة. 

تكون ال�سل�سلة تحت الناظمية {Hi} في الزمرة G �سل�سلة تركيب )Composition Series(  اإذا 12.35 تعريف
كانت زمر العامل Hi +1/ Hi كلها ب�سيطة، وتكون ال�سل�سلة الناظمية {Hi} في G �سل�سلة رئي�سة 
)principal or Chief series(  اإذا كانت زمر العامل Hi +1 / Hi كلها  ب�سيطة.                     ■
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13.35 مثال

14.35 مثال

لحظ اأنه في الزمر الإبدالية ينطبق مةهوما �سل�سلة التركيب وال�سل�سلة الرئي�سة. وكذلك   
فلاأنّ كل �سل�سلة ناظمية هي كذلك �سل�سلة تحت ناظمية، فاإنّ اأيّ �سل�سلة رئي�سة هي كذلك �سل�سلة 

تركيب لأي زمرة، اإبدالية اأم ل. 

اإن  ℤ لا تحوي سلاسل تركيب (وكذلك لا تحوي سلاسل رئيسة)؛ لأنه إذا كانت 
{0} = H0 < H1 < ... < Hn-1 < Hn = ℤ

عندها  ولكن   ،r ∈ ℤ+ حيث   ،rℤ ال�سورة  على   H1 تكون  اأن  فيجب  ناظمية،  تحت   �سل�سلة 
H1/ H0 تماثل rℤ، وهي دورية غير منتهية وتحوي الكثير من الزمر الجزئية الناظمية الةعلية 

 غير التافهة، على �سبيل المثال: 2rℤ؛ اإذن، ل تحوي ℤ �سلا�سل تركيب )وكذلك ل تحوي �سلا�سل 
p                                                                                                                                      .)رئي�سة

ال�سل�سلة
{e} < An < Sn 

حيث n ≤5 �سل�سلة تركيب )وكذلك �سل�سلة رئي�سة( في Sn؛ لأن An/{e}  تماثل An، وهي ب�سيطة 
�سل�سلتا   7.35 ال�سل�سلتان في المثال  ℤ2، وهي ب�سيطة. وبالمثل،  Sn / An تماثل  و   ،n ≤ 5 لكل 
هذا  المثال.  ذلك  في  اأثُبت  كما  متماثلتان،  اإنهما   ،ℤ15 في  رئي�ستان(  �سل�سلتان  )وكذلك  تركيب 
    p                                                                 .يو�سح نظريتنا الرئي�سة، التي �سينُ�ضّ عليها قريبًا
     لحظ اأنه بح�سب المبرهنة Hi+1/ Hi ،8.15 ب�سيطة، اإذا وفقط اإذا كانت Hi زمرة جزئية ناظمية 
اأعظمية في Hi+1؛ اإذن، يجب اأن تكون كل Hi في �سل�سلة التركيب زمرة جزئية ناظمية اأعظمية 
 ،G في Hn-1 ن�سطاد فقط زمرة جزئية ناظمية اأعظمية ،G لبناء �سل�سلة تركيب لزمرة .Hi+1 في
العملية بعدد منتهٍ من  اإذا توقةت هذه  Hn-1، وهكذا،  Hn-2 في  اأعظمية  ثم زمرة جزئية ناظمية 

الخطوات، فنكون قد ح�سلنا على �سل�سلة تركيب. 
    لحظ اأنه بح�سب المبرهنة 18.15، ل يمكن اأن يكون هناك ت�سةية اأبعد من ذلك ل�سل�سلة تركيب. 
لبناء �سل�سلة رئي�سة، يجب علينا اأن ن�سطاد زمرة جزئية ناظمية اأعظمية Hn -1 في G، ثمّ زمرة 
جزئية ناظمية اأعظمية Hn -2 في Hn-1 وهي كذلك ناظمية في G، وهكذا. المبرهنة الرئي�سة كما 

ياأتي: 

15.35 مبرهنة 

البرهان

)مبرهنة جوردان – هولدر(:  اأيّ �سل�سلتي تركيب )رئي�ستين( في زمرة G متماثلتان. 

لهما  فاإنّ   ،11.35 المبرهنة  فبح�سب   ،G في  )رئي�ستين(  تركيب  �سل�سلتي   {Ki}و  {Hi} لتكن 
عدم   18.15 المبرهنة  فتثبت  ب�سيطة،  كلها  فيها  العامل  زمر  لأن  ولكن،  متماثلتين؛  ت�سةيتين 
وجود اأيّ ت�سةية اأبعد من ذلك؛ اإذن، يجب اأن تكون {Hi} و {Ki} متماثلتين.                            ♦                                                  
في الزمر المنتهية، يمكننا اأن نعُدّ �سل�سلة التركيب نوعًا من تحليل الزمرة اإلى زمر عامل   
اأولية، وفي كلتا الحالتين، التحليل  اإلى عوامل  ب�سيطة، ومماثلًا لتحليل العدد ال�سحيح الموجب 

وحيد، تبعًا لترتيب العوامل.
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 ■   نبذة تاريخية 
كان الظهور الأول لما بات يعرف بمبرهنة جوردان- هولدر عام 1869م، بو�سةه تعليقًا على عمل جالوا من خلال   
عــالم الجبر الةرن�ســي المتاألق كامايــل جــوردان )Camille Jordan( )1938 -1922(، فقد كان ال�ســياق الذي ظهرت به في 
درا�سة زمر التباديل المرتبطة بجذور معادلت كثيرات الحدود، حيث اأثبت جوردان اأنه على الرغم من اأنّ متتالية الزمر الجزئية 
الناظمية J ، I،G، ... لزمرة المعادلة لي�ست بال�ضرورة وحيدة، ومع ذلك، فاإنّ متتالية موؤ�ضرات �سل�سلة التركيب هذه وحيدة، وقد 
Treatiseon Substitu-( 1870م اأطروحة في التعوي�ض والمعادلت الجبريــة  أأعطــى جــوردان برهانًا في عمله العظيم عــام

tions and Algebraic Equations(. هذا العمل الأخير – ظل مع ذلك محددًا لما اأ�سبح يطلق عليه الآن زمر التباديل – بقي 
المو�سوع القيا�سي لمبرهنة الزمر �سنوات عدة. 

كان الجزء الخا�ض بهولدر في المبرهنة، اأنّ متتالية زمر العامل في �سل�سلة التركيب وحيدة تبعًا للترتيب، وكان   
اأعُطي  اأن  الزمر بعد  ا في تطور مبرهنة  ا جدًّا اأدى دورًا مهمًّا الذي   ،)Otto Holer 1859 – 1937( اأوتو هولدر  من عمل 
وحدّد بنية  التعريف المجرد الكامل للزمرة، ومن بين م�ساركاته الأخرى، اأنه اأعطى اأول تعريف مجرد “لزمرة العامل”، 

الزمر المنتهية جميعها ذات الرتبة غير المق�سومة بمربع كامل. 

16.35 مبرهنة

البرهان

فيوجد   ،G فعلية في  ناظمية  N زمرة جزئية  واإذا كانت  )رئي�سة(،  تركيب  �سل�سلة   G لـ  اإذا كان 
.N سل�سلة تركيب )رئي�سة( تحوي�

ال�سل�سلة تحت ناظمية N < G >{e} وكذلك هي �سل�سلة ناظمية؛ ولأن G تحوي سلسلة تركيب 
{Hi}، فاإنه وبح�سب المبرهنة 11.35 يوجد ت�سةية لـ  ل�سل�سلة تحت ناظمية تماثل ت�سةية 

{Hi}، اأمّا بو�سةها �سل�سلة تركيب، فلا يوجد لـ {Hi} ت�سةية اأبعد من ذلك. اإذن، يمكن ت�سةية  
N < G >{e} اإلى �سل�سلة تحت ناظمية، حيث اإنّ زمر العامل فيها كلها ب�سيطة – اأي �سل�سلة 
♦                                   G في {Kj} تركيب- ، وتتحقق مناق�سة �سبيهة اإذا بداأنا ب�سل�سلة رئي�سة

�سل�سلة تركيب )وكذلك رئي�سة( في ℤ4 × ℤ9 وتحوي 〉(0,1)〈 ، هي: 17.35 مثال 
                       
حلولها  عن  التعبير  يمكن  التي  الحدود  كثيرات  معادلت  ت�سخي�ض  في  اأ�سا�سي  الآتي  التعريف 

با�ستخلا�ض الجذور.                                                                                                                   

ت�سمى الزمرة G قابلة للحل )Solvable(، اإذا كانت تحوي �سل�سلة تركيب {Hi}، حيث اإنّ زمر 18.35 تعريف 
العامل Hi+1 / Hi كلها اإبدالية.  ■

وبح�سب مبرهنة جوردان – هولدر، نرى اأنه في زمرة قابلة للحل، كل �سل�سلة تركيب {Hi}، يجب 
اأن تكون زمر العامل Hi+1/ Hi اإبدالية.                                                                                        
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الزمرة S3 قابلة للحل؛ لأن سلسلة التركيب 19.35 مثال
 {e} < A3 < S3

لها زمر عامل تماثل ℤ3 وℤ2، التي هي اإبدالية. والزمرة S5 لي�ست قابلة للحل؛ لأن A5 ب�سيطة، 
وال�سل�سلة 

 {e} < A5 < S5

�سل�سلة تركيب، و A5/{e} تماثل A5، وهي لي�ست اإبدالية. يمكن اإثبات اأنّ A5 ذات الرتبة 60 هي 
اأنّ معادلة كثيرة  الةكرة مرتبطة ب�سورة قريبة من حقيقة  اأ�سغر زمرة غير قابلة للحل، وهذه 
حدود من الدرجة 5، لي�ست بوجه عام قابلة للحل با�ستخلا�ض الجذور، بخلاف معادلت كثيرات 
الحدود ذات الدرجة ≤ 4.                                                                                                              ▲

ال�سل�سلة المركزية المت�ساعدة 
�سنذكر �سل�سلة تحت ناظمية لزمرة G يمكن تكوينها با�ستخدام مراكز الزمر. ذكر الة�سل 15 اأنّ 

Z(G) مركز الزمرة G معرف بـ 

      Z(G) = {z ∈ G | zg = gz  لكل  g ∈ G},    

واأنّ Z(G) زمرة جزئية ناظمية في G، فاإذا كان لدينا جدول زمرة منتهية، فمن ال�سهل اإيجاد 
 a لـ  المقابل  ال�سف  العنا�ضر في  اإذا كانت  اإذا وفقط   ،G a في مركز  العن�ضر  و�سيكون  المركز، 
الواقعة اأق�سى الي�سار، معطاة بترتيب العنا�ضر نة�سه في العمود اأ�سةل a الواقعة في اأعلى الجدول. 

فيمكننا   ،G في  ناظمية   Z(G) ولأنّ   ،G مركز   Z(G) وليكن  زمرة،   G لتكن  الآن،   
ولأنّ هذه،  العامل  لزمرة   Z(G/Z(G)) المركز  نجد  واأن   ،G/Z(G) العامل  زمرة   �سنع 

Z(G/Z(G)) ناظمية في G/ Z(G)، واإذا كانت   𝛾𝛾 : G → G/Z(G) الدالة القانونية، فتكون  
𝛾𝛾−1:[Z(G/Z(G))] بح�سب المبرهنة 15.16، زمرة جزئية ناظمية Z1(G) في G، وهكذا يمكننا 

�سنع زمرة العامل G/Z1(G) ونجد مركزها، خذ  𝛾𝛾𝛾-1) لها لتح�سل على Z2(G)، وهكذا.  
ت�سمى ال�سل�سلة 20.35 مثال

                           {e} ≤ Z(G) ≤ Z1(G) ≤ Z2(G) ≤ ...

 G المو�سوفة في المناق�سة ال�سابقة �سل�سلة مركزية مت�ساعدة للزمرة

■                                               .)Ascending Central Series Of The Group G(

مركز S3 هو مجرد العن�ضر المحايد {𝜌𝜌0}. اإذن، ال�سل�سلة المركزية المت�ساعدة لـ S3 هي: 21.35 مثال

{𝜌𝜌0} ≤ {𝜌𝜌0} ≤ {𝜌𝜌0} ≤ ...

اإنّ هذه  اأننا قلنا:  {𝜌𝜌0, 𝜌𝜌2}. )هل تذكر  10.8 هو  D4 لتماثلات المربع في المثال  مركز الزمرة 
الزمرة �ستعطينا اأمثلة جميلة على اأ�سياء كثيرة ناق�سناها؟(؛ لأن D4/{𝜌𝜌0, 𝜌𝜌2} من الرتبة 4 فهي 

اإبدالية، ومركزها هو كل D4/{𝜌𝜌0, 𝜌𝜌2}. اإذن، ال�سل�سلة المركزية المت�ساعدة لـ D4 هي: 

▲                                   {𝜌𝜌0} ≤ {𝜌𝜌0,𝜌𝜌2} ≤ D4 ≤ D4 ≤ D4 ≤ ...                               
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■ تمارين 35

    ح�سابات 
في التمارين 1 اإلى 5، اأعطِ ت�سةيتين متماثلتين لل�سل�سلتين. 

 
 {0} < 25ℤ < ℤ10 > {0}  وℤ < ℤ   .1

   {0} < 245ℤ <49ℤ< ℤ  60 > {0}  وℤ < 20ℤ< ℤ  .2

    {0} < 〈8〉 < ℤ24   〈3〉 > {0}    و < ℤ24   .3

    {0} < 〈24〉 < 〈12〉 < ℤ72    〈3〉 > 〈18〉 > {0}     و < ℤ72  .4

{(0, 0)} < ℤ × (80ℤ) < ℤ × (20ℤ) < ℤ × ℤ {(0 ,0)} و < (60ℤ) × ℤ < (10ℤ) × ℤ < ℤ × ℤ   .5

6.  اأوجد �سلا�سل التركيب كلها لـ ℤ60 وبرهن على اأنها متماثلة. 

7.  اأوجد �سلا�سل التركيب كلها لـ ℤ48 وبرهن على اأنها متماثلة. 

 .ℤ5× ℤ5 8.  اأوجد �سلا�سل التركيب كلها لـ

 .S3 × ℤ2 9.  اأوجد �سلا�سل التركيب كلها لـ

 .ℤ2 × ℤ5 × ℤ7 10. اأوجد �سلا�سل التركيب كلها لـ

 .S3 × ℤ4 11. اأوجد مركز

 .S3 × D4 12. اأوجد مركز

 .S3 × ℤ4 13. اأوجد ال�سل�سلة المركزية المت�ساعدة لـ

 .S3 × D4 14. اأوجد ال�سل�سلة المركزية المت�ساعدة لـ

مفاهيم 

في التمرينين 15 و16، �سحّح تعريف الحد المكتوب بخط مائل دون الرجوع اإلى الكتاب – اإذا كانت هناك حاجة للت�سحيح – 
بحيث يكون ب�سيغة قابلة للن�ضر.  

15. �صل�صلة التركيب لزمرة G هي متتالية منتهية 

{e} = H0 < H1 < H2 < ... < Hn-1 < Hn = G               

 .i= 0, 1, 2, …, n-1 حيث ،Hi+1 زمرة جزئية ناظمية اأعظمية في Hi ّحيث اإن ،G من الزمر الجزئية من
16. الزمرة القابلة للحلّ هي تلك التي لها �سل�سلة تركيب من الزمر الإبدالية.
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17. �سع اإ�سارة �سح اأو اإ�سارة خطاأ:
 اأ. كل �سل�سلة ناظمية هي كذلك تحت ناظمية. 

 ب. كل �سل�سلة تحت ناظمية هي كذلك ناظمية. 
 جـ. كل �سل�سلة رئي�سة هي كذلك �سل�سلة تركيب. 

 د. كل �سل�سلة تركيب هي كذلك �سل�سلة رئي�سة. 
 هـ. كل زمرة اإبدالية لها بال�سبط �سل�سلة تركيب واحدة. 

 و. كل زمرة منتهية لها �سل�سلة تركيب. 
 ز. الزمرة قابلة للحلّ، اإذا وفقط اإذا كان لها �سل�سلة تركيب مع زمر عامل ب�سيطة. 

 ح. S7 زمرة قابلة للحلّ. 
 ط.  يوجد بع�ض الت�سابه بين مبرهنة جوردان – هولدر والمبرهنة الأ�سا�سية في الح�ساب، التي تن�ضّ على 
اأنّ كل عدد �سحيح موجب اأكبر من 1، يمكن تحليله اإلى حا�سل �ضرب اأعداد اأولية وحيدة تبعًا للترتيب. 

 ي. كل زمرة منتهية رتبتها عدد اأولي قابلة للحلّ. 
18. اأوجد �سل�سلة تركيب لـ S3 × S3 . هل S3 × S3 قابلة للحلّ؟ 

19. هل الزمرة D4 لتماثلات المربع في المثال 10.8 قابلة للحلّ؟ 

20. لتكن G هي ℤ36. ارجع اإلى اإثبات المبرهنة 11.35 ولتكن ال�سل�سلة تحت الناظمية )1( هي: 

{0} < ⟩12⟨ < ⟩3⟨ < ℤ36

ولتكن ال�سل�سلة تحت الناظمية )2( هي: 
{0} < ⟩18⟨ < ℤ36

اأوجد ال�سل�سلتين )3( و)4(، واعر�ض زمر العامل المتماثلة كما و�سف في الإثبات. اكتب ال�سل�سلتين )3( و)4( كالم�سةوفة 
الم�ستطيلة المعرو�سة في الكتاب. 

21. اأعد التمرين 20 للزمرة ℤ24 مع ال�سل�سلة تحت الناظمية )1( 

{0} < ⟩12⟨ < ⟩4⟨ < ℤ24

  ولتكن ال�سل�سلة )2(
{0} < ⟩6⟨ < ⟩3⟨ < ℤ24. 

براهين 

 .H ∩ K ناظمية في H* ∩ K ّاأثبت اأن .H ناظمية في H* ّبحيث اإن ،G زمرًا جزئية من Kو ،Hو ،H* 22. لتكن

23. اأثبت اأنه اإذا كانت 

H0 = {e} < H1 < H2 < · · · < Hn = G
.s1 s2 … sn من رتبة منتهية G ّفاإن ،si+1 من رتبة منتهية Hi+1/ Hi واإذا كانت ،G سل�سلة تحت ناظمية )ناظمية( للزمرة�

24. اأثبت اأنه ل يمكن لزمرة اإبدالية غير منتهية اأن تحوي �سل�سلة تركيب. ]م�صاعدة: ا�ستخدم التمرين 23 مع حقيقة اأنّ اأيّ 
زمرة اإبدالية غير منتهية يجب اأن تحوي زمرة جزئية ناظمية فعلية[.
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25. اأثبت اأنّ ال�ضرب المبا�ضر المنتهي لزمر قابلة للحلّ يكون قابلًا للحل. 

لتكن ]م�����ص��اع��دة:  ــك.  ــذل ك للحل  قــابــلــة  تــكــون  لــلــحــلّ  قــابــلــة   G زمرة ــن  م  K الجــزئــيــة  الـــزمـــرة  اأنّ  ــت  ــب اأث  .26 
حيث  ،  K ∩ Hi بين  المختلةة  الزمر  اأنّ  اأثبت   .G في  تركيب   H0 = {e} < H1 < · · · < Hn = G �سل�سلة 

i= 0, …, n ت�سكل �سل�سلة تركيب لـ K. لحظ اأنّ: 

(K ∩ Hi) / (K ∩ Hi-1) ≃ [Hi-1(K ∩ Hi)] / [Hi-1]

.]Hi−1(K ∩ Hi ) ≤ Hi .]  ّواأن ، N= Hi-1و H= K ∩ Hi بح�سب المبرهنة 5.34، حيث

زمــرة   N لتكــن   .G الزمــرة  في  تركيــب  �سل�ســلة   H0 = {e} < H1 < · · · < Hn = G  لتكــن  .27
حيــث   ،Hi N  ،H0 بــين  المختلةــة  الزمــر  اأنّ  اأثبــت  ب�ســيطة.  زمــرة   N اأنّ  وافتر�ــض   ،G في  ناظميــة  جزئيــة 
اأنّ اأثبــت   .4.34 التمهيديــة  بح�ســب  زمــرة   Hi N ]م�ص��اعدة:   .G لـــ  تركيــب  �سل�ســلة  كذلــك  ت�ســكل   i= 0, …, n 

Hi-1 N ناظمية في Hi N. بح�سب المبرهنة 5.34

(Hi N) / (Hi-1 N) ≃ Hi / [Hi ∩ (Hi-1N)]

الزمرة الأخيرة تماثل 
[Hi / Hi-1] / [(Hi ∩ (Hi-1N)) / Hi-1]

بح�سب المبرهنة 7.34. ولكن Hi/ Hi-1 ب�سيطة[.

 ،G زمرة جزئية ناظمية في N لتكن .G سلسلة تركيب لـ  H0 = {e} < H1 < · · · < Hn = G زمرة، ولتكن G 28. لتكن
ولتكن   𝛾𝛾 : G → G/N  الدالة القانونية. اأثبت اأنّ الزمر المختلةة بين 𝛾𝛾 [Hi ]، حيث i= 0,..,n ت�سكل �سل�سلة تركيب في 

G/ N. ]م�صاعدة: لحظ اأنّ الدالة 

ψ: Hi N → 𝛾𝛾[Hi]/ 𝛾𝛾[Hi-1]
المعرفة بـ 

ψ(hi n) = 𝛾𝛾(hi n) 𝛾𝛾[Hi-1]

ت�ساكل نواته Hi-1N. بح�سب المبرهنة 2.34
𝛾𝛾[Hi] / 𝛾𝛾[Hi-1] ≃ (Hi N) / (Hi-1 N)

اأكمل من خلال المبرهنة 5.34، كما هو مو�سح في الم�ساعدة للتمرين 27[.
29. اأثبت اأنّ �سورة الت�ساكل لزمرة قابلة للحلّ تكون قابلة للحلّ. ]م�صاعدة: طبّق التمرين 28 لتح�سل على �سل�سلة تركيب 

ل�سورة الت�ساكل. الم�ساعدات للتمرينين 27 و28 ترينا كيف تبدو �سور زمر العامل في �سل�سلة التركيب[.
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مبرهنات �سيلو  Sylow Theoremsالف�سل 36
كاملة  معلومات   )12.11 )المبرهنة  التولد  منتهية  الإبدالية  للزمر  الأ�سا�سية  المبرهنة  تعطينا 
اإنّ درا�سة الزمر المنتهية غير الإبدالية معقدة اأكثر،  عن الزمر الإبدالية المنتهية جميعها، حيث 

وتعطينا مبرهنات �سيلو بع�ض المعلومات المهمة عنها. 
نعلم اأنّ رتبة الزمرة الجزئية لزمرة منتهية G يجب اأن تق�سم |G|، فاإذا كانت G اإبدالية،   
فتوجد زمرة جزئية من كل رتبة تق�سم |G|، وقد اأثبتنا في المثال 6.15 اأنّ A4- ذات الرتبة 12 – ل 
تحوي زمرة جزئية من الرتبة 6. اإذن، الزمر غير الإبدالية G من الممكن األ تحوي زمرًا جزئية 
من اإحدى الرتب d التي تق�سم |G|؛ “ومعكو�ض مبرهنة لجرانج” ل يتحقق، وتعطينا مبرهنات 
 G ّفاإن  ،|G| تق�سم dقوة لعدد اأولى و d سيلو معكو�سًا �سعيةًا. تحديدًا، اإنها تثبت اأنه اإذا كانت�
تحوي زمرة جزئية من الرتبة d. )لحظ اأنّ 6 لي�ست قوة لعدد اأولي(، وتعطي مبرهنات �سيلو كذلك 
معلومات تتعلق بعدد مثل هذه الزمر الجزئية وعلاقتها مع بع�سها، و�سنرى اأنّ هذه المبرهنات 

ا في درا�سة الزمر المنتهية غير الإبدالية.  مةيدة جدًّا
تعطي براهين مبرهنات �سيلو تطبيقًا اآخر على تاأثير الزمرة في مجموعة، المو�سوف في   
الة�سل 16. في هذه المرة، المجموعة نة�سها م�سنوعة من الزمرة؛ في بع�ض الأحيان المجموعة 
هي الزمرة نة�سها، وهي – اأحيانًا - مجموعة المجموعات الم�ساركة لزمرة جزئية، وفي اأحيان 

اأخرى هي مجموعة زمر جزئية. 

p – الزمر

اأعطى الة�سل 17 تطبيقًا على �سيغة بيرن�سايد، التي تح�سي عدد المدارات في   
مجموعة –G منتهية، حيث تنبع معظم نتائج هذا الة�سل من معادلة تح�سب عدد العنا�ضر في 

مجموعة –G  منتهية. 

 ،G  بالن�سبة اإلى X في x فاإن مدار ،x ∈ X  منتهية. تذكّر اأنه اإذا كان  G– مجموعة X لتكن
. افتر�ض وجود r من المدارات في X بالن�سبة اإلى G، ولتكن

 
Gx = {gx | g ∈ G} :هو 

}x1, x2, …, xr{ تحوي عن�ضًرا من كل مدار في X. كل عن�ضر الآن في X هو بالتحديد في مدار 
واحد. اإذن: 

(1)                                                             
 يمكن اأن تكون هناك مدارات بعن�ضر واحد فقط في X. لتكن 

{g ∈ G لكل x ∈ X | gx = x} = XG .  اإذن، XG هي بال�سبط اتحاد المدارات ذات العن�ضر 
الواحد في X. لنةتر�ض وجود s من المدارات ذات العن�ضر الواحد، حيث s ≤ r ≥ 0. اإذن،   

XG| = s|،  وبإعادة ترتيب ألـ xi – إذا كان ذلك ضروريًّا -، فإنه يمكننا كتابة المعادلة (1) كالآتي: 

    ( 2)                                                  
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1.36 مبرهنة 

البرهان

2.36 تعريف

نح�سل على معظم نتائج هذا الة�سل من المعادلة )2(. �سنعر�ض مبرهنة �سيلو كما في   
)Hungerford [10](، حيث ين�سب الة�سل اإلى )R. J. Nunke( في خطوات البرهان، وين�سب 

 .)J. H. Mckay( اإلى )الة�سل في اإثبات المبرهنة 3.36 )مبرهنة كو�سي

المبرهنة 1.36 الآتية لي�ست مبرهنة عدّ بال�سبط، ولكن لها ا�ستنتاج عددي، فهي تعدّ   
مقيا�ض p، حيث تبدو المبرهنة قوية ب�سورة مذهلة، وفي بقية هذه الوحدة، اإذا اخترنا المجموعة 
ال�سحيحة، وتاأثير الزمرة ال�سحيح فيها، وطبّقنا المبرهنة 36. 1 ، فاإنّ ما نريده يقع تمامًا في 

ا ورائعة.  يدنا! مقارنة بالبراهين الأقدم، فاإنّ المناق�سة جميلة جدًّا

ا.  خلال هذا الة�سل، �سيكون p دائمًا عددًا �سحيحًا اأوليًّا  

 .)p مقيا�ض( |X| ≡ |XG| ّمنتهية، فاإن  G– مجموعة X ولتكن ، pn زمرة من الرتبة G لتكن

با�ستخدام م�سطلحات المعادلة )2(، نعلم اأنّ |Gxi| تقسم |G| بح�سب المبرهنة 16.16 ، وعليه، 
 ،|X| − |XG| تق�سم p ّوهكذا، فاإنّ المعادلة )2( تثبت اأن ،s+ 1 ≤ i≤ r حيث ،|Gxi| تق�سم p ّفاإن
♦                                                                                               .)p مقيا�ض( |X| ≡ |XG| ،اإذن

ا. ت�سمى الزمرة G زمرة –p� group(  p( اإذا كان كل عن�ضر في G ذا رتبة  ليكن p عددًا اأوليًّا
قوّة للعدد الأولي p. والزمرة الجزئية في G هي زمرة جزئية –p  من G اإذا كانت الزمرة الجزئية 
■                                                                                                                  .p – هي نة�سها زمرة

3.36 مبرهنة 

رتبة  من  جزئية  زمرة  تحوي   G المنتهية  الزمرة  اأنّ  اإثبات  الة�سل  هذا  في  هدفنا  إنّ   
�ستثبت مبرهنة كو�سي بو�سةها خطوة اأولى، التي تقول:   .|G| ت�ساوي كل قوة لعدد اأولي يق�سم

 .p تحوي زمرة جزئية من الرتبة G ّفاإن ،|G| يق�سم p اإنه اإذا كان

 p G زمرة منتهية، وليكن  ا. لتكن  اأوليًّا p عددًا  Cauchy’s Theorem( ليكن  )مبرهنة كو�سي 
.p وعليه، زمرة جزئية من الرتبة ،p تحوي عن�ضًرا من الرتبة G ّفاإن ،|G| يق�سم

نكوّن المجموعة X من المتعددات –g1, g2, …, gP(  p( كلها من عنا�ضر G التي تتمتع بخا�سية البرهان
اأنّ حا�سل �ضرب الإحداثيات في G ي�ساوي e، اأي اإنّ: 

X = {(g1, g2, · · · , gp) | gi ∈ G   و   g1g2 · · · gp = e}.

ندّعي اأنّ p تقسم |X|. عند تكوين المتعددات –p  في X، فيمكننا أن ندع g1 , g2 , .. , gn-1 لتكون 
اأيّ عنا�ضر في G، و gp تحدد ب�سورة وحيدة بو�سةها g1g2…gp-1(-1(. اإذن، X| =|G|p−1| ، ولأنّ 

 .|X| تق�سم p ّفنرى اأن ،|G| تق�سم p

لتكن 𝜎𝜎  الحلقة )p,..,1,2,3( في Sp. �سندع 𝜎𝜎 توؤثر في X كالآتي: 

σ (g1, g2, ··· , gp) = (gσ(1), gσ(2), ··· , gσ(p)) = (g2, g3, ··· , gp, g1)  
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اأن اإلى  يــوؤدي   g1(g2g3 ··· gp) = e لأن X ∋ (g2, g3, ··· , gp, g1)؛  اأنّ   لحــظ 
g1 = (g2g3 · · ·gp)−1، وهكــذا، فــاإنّ  g1 = e(g2g3 · · · gp) كذلــك. اإذن، 𝜎𝜎 توؤثر في X، و�ســنعدّ 

تاأثير الزمرة الجزئية 〉𝜎𝜎〈 في Sp على X بالتكرار بطريقة طبيعية. 

   |X|≡|X〈σ〉| ّوهكذا، فباإمكاننا تطبيق المبرهنة 1.36، حيث نعلم اأن ،|〈σ〉| = p ،الآن
 )مقيا�ض p(، ولأنّ p تق�سم |X|، فاإنّ p تق�سم |〉𝜎𝜎〈X| كذلك، لنختبر 〉X〉𝜎𝜎، يُتَرك -الآن-

)g1,g2, .., gp( ثابتًا بـ 𝜎𝜎، واإذن، بكل 〉σ〈، اإذا وفقط اإذا كان g1= g2= .. = gp، حيث نعرف 
على الأقل عن�ضًرا واحدًا في   〉𝜎𝜎〈e,e, …, e( ،X(، ولأنّ p تق�سم  |〉X〉𝜎𝜎|، فيجب اأن يكون هناك 

 (a, a, · · · , a) ∈ ّحيث اإن ،a ≠ e ،a ∈ G اإذن، يوجد عن�ضر  X〉𝜎𝜎〈   عن�ضر على الأقل في p
〉𝜎𝜎〈X، وهكذا  a p = e، واإذن، رتبة a ت�ساوي p، وبالطبع، 〉a〈 زمرة جزئية من G من الرتبة 

 t                                                                                                                                                .p
4.36 نتيجة

البرهان

 .p قوة لـ |G| اإذا وفقط اإذا كان ،  p– زمرة G زمرة منتهية. تكون G لتكن

t                                                                                     .14 سنترك برهان هذه النتيجة للتمرين�

5.36 تعريف

6.36 تمهيدية

مبرهنات �سيلو 

لتكن G زمرة، ولتكن  مجموعة الزمر الجزئية في G جميعها. �سنجعل S مجموعة – G بجعل 
G توؤثر في  بالترافق، اأي اإنه اإذا كانت  ∋ H - اأي – H ≤ G و g ∈ G، فاإنّ g توؤثر في 
H، ما يعطي الزمرة الجزئية المرافقة g H g-1. )لتجنب الإرباك، لن نكتب هذا التاأثير اأبدًا على 
 G GH = {g ∈ G | gHg−1 = H} زمرة جزئية من  اأنّ  ال�سهل الآن روؤية  gh(، من  ال�سورة 
)التمرين 11(، وH زمرة جزئية ناظمية في GH ، ولأنّ GH تتاألف من عنا�ضر G جميعها التي 
H بو�سةها زمرة  G تحوي  GH اأكبر زمرة جزئية في  H ثابتة تحت تاأثير المرافقة، فاإنّ  تترك 

جزئية ناظمية. 

ا هي منظّم H في normalizer( G(، و�سيرمز لها بالرمز  الزمرة الجزئية GH التي نوق�ست توًّا
]N ]H من الآن ف�ساعدًا.                                                                                                               ■

منتهية  جزئية  زمرة   H كانت  اإذا  اأنه  حقيقة  �سن�ستخدم  الآتية،  التمهيدية  اإثبات  في   
اأنه  لحظ  هذا،  ولروؤية   ،h ∈ H لكل    ghg−1 ∈ H كان  اإذا    g ∈ N[H] فاإنّ   ،G الزمرة  في 
الترافق دالة  اإذن،   .G الزمرة  في  الحذف  بخا�سية   h1=h2 فاإنّ   ،  gh1g

−1 = gh2g
−1 كان   اإذا 

 ig : H  → H المعطاة بـ   ig(h) = ghg−1  دالة اأحادية؛ ولأن |H| منتهية، فاإنّ ig دالة غامرة 
 .g ∈ N[H]  و gHg−1 = H  ّاأي اإن ،H اإلى H من

لتكن H زمرة -p جزئية من الزمرة المنتهية G، فاإنّ: 

.)p مقيا�ض(     (N[H] : H) ≡ (G : H)
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■   نبذة تاريخية 

تن�سب مبرهنات �سيلو اإلى الريا�سي النرويجي  )Peter Ludvig Mejdell Sylow( )1918 – 1832(، الذي ن�ضرها   
في بحث مخت�ضر عام 1872م، فقد ن�ضّ �سيلو على هذه المبرهنات م�ستخدمًا زمر التباديل )لأن التعريف المجرد للزمر المجردة 
لم يكن قد اأعُطي بعد(، وقد اأعاد جورج فروبين�ض اإثبات هذه المبرهنات للزمر المجردة عام 1887م، على الرغم من ملاحظته 
اأنّ كل زمرة هي في الحقيقة زمرة تباديل )مبرهنة كيلي ]المبرهنة 16.8[، وقد طبّق �سيلو نة�سه مبا�ضرة المبرهنات على م�ساألة 
حل المعادلت الجبرية، وبرهن على اأنّ اأيّ معادلة ذات زمرة جالوا من رتبة ت�ساوي قوة لعدد اأولي p، يمكن حلها با�ستخلا�ض 

الجذور. 

اأم�سى �سيلو معظم حياته المهنية بو�سةه معلمًا في مدر�سة عليا في هالدن في النرويج، ولم يعيّن في موقع في   
 Niels Henrik( جامعة كري�ستينا اإل عام 1898م، حيث كرّ�ض ثماني �سنوات من عمره لم�ضروع تحرير اأعمال ابن بلده

Able( الريا�سية. 

لتكن  مجموعة مجموعات الم�ساركة الي�ضرى لـ H في G، ولندع H توؤثر في  بالإزاحة من البرهان 
 | | = (G : H) ّلحظ اأن .H- اإذن، ت�سبح  مجموعة  .h(xH) = (hx) H الي�سار، بحيث

تاأثير عنا�ضر  ثابتة تحت  التي تترك  الي�ضرى  الم�ساركة  اأي مجموعات   ، لنحدد   
اإذا كان اإذا وفقط  اأو   ،H= x-1h(xH)∈ اإذا كان  اإذا وفقط   xH= h(xH)  H جميعها. الآن، 

 h ∈ لكل   x-1hx = x-1h(x-1)-1 ∈ H اإذا وفقط  اإذا كان ،h ∈ H لكل xH = h(xH) ،اإذن .H = x-1hxH 
 H، اأو اإذا وفقط اإذا كان   x−1 ∈ N[H]  )انظر اإلى التعليق ال�سابق للتمهيدية(، اأو اإذا وفقط اإذا كان 
 N[H]، وعدد 

 
 x ∈ N[H] . اإذن، مجموعات الم�ساركة الي�ضرى في  هي تلك المحتواة في 

 .| | = (N[H] : H) (N[H] : H)،  وهكذا، فاإنّ  هذه المجموعات الم�ساركة هو 

7.36 نتيجة 

البرهان 

4، وتخبرنا المبرهنة 1.36 الآن باأنّ  لأنّ H زمرة -p، فاإنّ رتبتها قوة لـ p بح�سب النتيجة 36. 

   ♦                                .)p مقيا�ض( ( ): :  G H N H H  
    

≡ | )مقيا�ض p(، اأي اأنّ   | ≡ | |

 
.N[H] ≠ H ّفاإن ،(G: H) يق�سم p فاإذا كان ،G جزئية  من الزمرة المنتهية p- زمرة H لتكن

اإذن،   .1 ت�ســاوي  األ  يجــب  التــي   ، ( ): HN H 
  

تق�ســم   p اأنّ   6.36 التمهيديــة  عــن  ينتــج 
 ♦                                                                                                                           .  H N H 

  
≠

اإننا م�ستعدون الآن لأولى مبرهنات �سيلو، التي توؤكد وجود زمرة جزئية في G من رتبة   
 .|G | ت�ساوي قوة عدد اأولى لأيّ قوة عدد اأولى تق�سم

)مبرهنة �سيلو الأولى( لتكن G زمرة منتهية، وليكن G| = pnm| ، حيث n≤ 1 وp ل تق�سم m، فاإنّ 8.36 مبرهنة
 .1 ≤ i ≤ n لكل pi زمرة جزئية من الرتبة G 1. تحوي

2. تكون كل زمرة جزئية H في G من الرتبة pi ، زمرة جزئية ناظمية في زمرة جزئية من 
.1 ≤ i < n حيث ، pi +1 الرتبة
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3.36(. البرهان )المبرهنة   .p الرتبة  من  جزئية  زمرة  تحوي   G اأنّ  كو�سي  مبرهنة  من  نعلم   .1
 i < n حيث   ،  pi الرتبة  من  جزئية  زمرة  وجود  اأنّ  اإثبات  في  الريا�سي  ال�ستقراء  �سن�ستخدم 
 ،i < n ّولأن pi زمرة جزئية من الرتبة H لتكن .pi+1 يوؤدي اإلى وجود زمرة جزئية من الرتبة
): لأنّ H زمرة  ): HN H 

  
فنرى اأنّ p تق�سم (G: H)، ونعلم من التمهيدية 6.36 اأنّ p تق�سم 

 ، / HN H 
  

، ونرى اأنّ p تق�سم  / HN H 
  

، فيمكننا �سنع  N H 
  

جزئية ناظمية في 
HN / زمرة جزئية K من الرتبة p، اإذا كان H 

  
وبح�سب مبرهنة كو�سي، يوجد لزمرة العامل 

 [ ]{ }1 | ( ) x N H x KK γγ −  
  

= ∈ ∈ فاإنّ القانوني،  الت�ساكل   /:  N H HN Hγ  
  

→   
.pi +1 ومن الرتبة H هذه الزمرة الجزئية تحوي ،G ومن ثم من  N H 

  
زمرة جزئية من 

1 1 iK pγ  
  

− += ، حيث  1 H K N Hγ  
  

  
−≤ ≤ 2. نعيد البناء في الجزء 1، ونلاحظ اأنّ 

اأ�سغر.                 تكون  ربما  التي  الزمرة  في  ناظمية  بالطبع  فاإنها   ،  N H 
  

في  ناظمية   H ولأنّ   ،
t                                                                                                                                   1 Kγ −  

  

9.36 تعريف 

10.36 مبرهنة

البرهان

زمر �سيلو الجزئية -Sylow p� Subgroup( p( في الزمرة G ، هي زمرة جزئية -p اأعظمية في 
G، اأي اإنها زمرة جزئية - p  ، وغير محتواة في زمرة جزئية - p  اأكبر منها.                                                    ■ 

زمر  اأنّ  المبرهنة  تثبت   .8.36 المبرهنة  في  كما   |G|= pnm حيث  منتهية،  زمرة   G  لتكن 
�سيلو الجزئية -p في G هي بال�سبط تلك الزمر الجزئية من الرتبة pn، فاإذا كانت P زمرة �سيلو 
-p وتن�ضّ مبرهنة �سيلو  P هي كذلك زمرة �سيلو جزئية  gPg-1 لـ  -p، فاإنّ كل مرافقة  الجزئية 
الثانية على اأنه يمكن الح�سول على زمر �سيلو الجزئية -p جميعها من P بهذه الطريقة، اأي اإنّ اأيّ 

زمرتي �سيلو جزئيتين -p تكونان مترافقتين. 

 P2و P1 ّفاإن ،G في زمرة منتهية p- زمرتي �سيلو جزئيتين P2و P1 مبرهنة �سيلو الثانية( لتكن(
.G زمرتان جزئيتان مترافقتان في

هنا �سندع اإحدى الزمرتين الجزئيتين توؤثر في مجموعات الم�ساركة الي�ضرى للاأخرى، ون�ستخدم 
P2 توؤثر في   ، ولندع   P11.36. لتكن  مجموعة مجموعات الم�ساركة الي�ضرى لـ المبرهنة 
 كالآتي: y(x P1) = (yx)P1 ، حيث y ∈ P2. اإذن،   مجموعة -p2 . وبح�سب المبرهنة 1.36، فاإنّ 
فاإنّ  وهكذا،   ،p على  الق�سمة  تقبل  ول   |  | = (G:P1)،  )p )مقيا�ض   | P2| ≡ |  | 
|. لتكن  xP1 ∈ P2. اإذن، yxP1= xP1 لكل y ∈ P2 ، وهكذا، فاإنّ x-1yxP1= P1، ولأنّ   P2| ≠ 0 
|P1| = |P2|، ، فيجب اأن نح�سل على P1= x-1P2x، وهكذا، فاإنّ P1 وP2 بالتاأكيد زمرتان جزئيتان 
مترافقتان.                                                                                                                                   ♦

مبرهنة �سيلو الأخيرة تعطي معلومات عن عدد زمر �سيلو الجزئية - p. بع�ض التو�سيحات   
معطاة بعد المبرهنة، والمزيد معطًى في الة�سل المقبل. 
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11.36 مبرهنة 

البرهان 

 p- فاإنّ عدد زمر �سيلو الجزئية ،|G | تق�سم pزمرة منتهية و G مبرهنة �سيلو الثالثة( اإذا كانت(
 .|G| ويق�سم ، p مطابق لـ 1 مقيا�ض

لتكن P اإحدى زمر �سيلو الجزئية -p في G. لتكن  مجموعة كل زمر �سيلو الجزئية -p ، ولندع 
P توؤثر في  بالترافق، حيث اإنّ x ∈ P تر�سل  ∋ T اإلى xTx-1، فبح�سب المبرهنة 1.36 ، 

 . P لنح�سب .)p مقيا�ض(  |  | ≡ | P|   ّفاإن

اإذا كانت T ∈ P، فاإنّ xTx-1 = T لكل x ∈ P. اإذن، P ≤ N[T ]، وبالطبع، T ≤ N[T]  كذلك، 
N[T]، ولكنهما 

 
ولأنّ كلا P وT زمر �سيلو جزئية -p في G، فهي كذلك زمر �سيلو جزئية -p في

عند ذلك ي�سبحان مترافقين في  N[T]  بح�سب المبرهنة 10.36، ولأنّ T زمرة جزئية ناظمية 
في N[T]، فاإنها المرافق الوحيد لنة�سها في N[T]. اإذن، T = P، وهكذا، فاإنّ P= {P} ، ولأنّ  

 .p مطابق لـ 1 مقيا�ض p- فنرى اأنّ عدد زمر �سيلو الجزئية ،)p مقيا�ض(   |  | ≡ | P| = 1

لندع الآن G تؤثر في  بالترافق، فلأنّ زمر �سيلو الجزئية -p كلها مترافقة، فيوجد مدار   
|  بح�سب   | =|p مدار | = (G : GP)  ّفاإن ،P ∈  واإذا كانت ،G واحد فقط في  تحت
المبرهنة 16.16 )في الحقيقة GP هي منظّم P(؛ ولكن )G: GP( يق�سم |G|، وهكذا، فاإنّ عدد زمر 
t                                                                                      .|G| يق�سم p- سيلو الجزئية�

12.36 مثال 

13.36 مثال

زمر �سيلو الجزئية -2 في S3 لها رتبة 2. الزمر الجزئية من الرتبة 2 في S3 في المثال 7.8 ، هي: 
{ρ0,μ1},        {ρ0,μ2},         {ρ0,μ3}.

لحظ  اأنه توجد ثلاث زمر جزئية، واأنّ 1 ≡ 3 )مقيا�ض 2(، وكذلك 3 تق�سم 6 )رتبة S3( يمكننا التحقق 
 ، iρj (x) = ρj x ρj

ب�سهولة اأنّ: iρ2 [{ρ0, μ1}] = {ρ0, μ3}  و iρ1 [{ρ0, μ1}] = {ρ0, μ2}   حيث  1−
مو�سحة اأنها جميعها مترافقة.                                                                                                                 ▲
 ،15 G لن�ستخدم مبرهنات �سيلو في برهان اأنه ل توجد زمرة ب�سيطة من الرتبة 15. لتكن رتبة
فندعي اأنّ G تحوي زمرة جزئية ناظمية من الرتبة 5، وبح�سب المبرهنة 8.36، تحوي G على الأقل 
زمرة جزئية واحدة من الرتبة 5، وبح�سب المبرهنة 11.36 عدد مثل هذه الزمر الجزئية يطابق 
1 مقيا�ض 5، ويق�سم 15، ولأنّ 1، و6، و11 هي الأعداد ال�سحيحة الموجبة الوحيدة الأقل من 15 
وتطابق 1 مقيا�ض 5، ولأنّ العدد 1 هو الوحيد بينها الذي يق�سم 15، فنرى اأنّ G تحوي بال�سبط 
زمرة جزئية واحدة P من الرتبة 5؛ ولكن لكل g ∈ G، يربط التماثل الذاتي الداخلي ig المعرّف على 
G، حيث ig)x( = gxg−1 ، الزمرة الجزئية P ب�سورة غامرة بزمرة جزئية gPg-1، وهي الأخرى من 
الرتبة 5. اإذن، يجب اأن يكون لدينا gPg−1 = P لكل g ∈ G، وهكذا، فاإنّ P زمرة جزئية ناظمية 
في G؛ لذلك، فاإنّ G لي�ست ب�سيطة )�سيثبت المثال 10.37 اأنّ G يجب اأن تكون في الحقيقة اإبدالية؛ 
p                                                                                                     .)ولذلك، فيجب اأن تكون دورية

اإننا على ثقة باأنّ المثال 13.36 اأعطى لمحة عن قوة المبرهنة 11.36. ل تقلل اأبدًا من   
 .p اأهمية مبرهنة تُعدّ �سيئًا، حتى لو كان مقيا�ض
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■  تمارين 36 
  ح�سابات 

املاأ الةراغات في التمارين 1 - 4. 
1.    زمرة �سيلو جزئية -3 في زمرة رتبتها 12 لها رتبة ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ. 

2.    زمرة �سيلو جزئية -3 في زمرة رتبتها 54 لها رتبة ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ. 
المعلومات  )ا�ستخدم  �سيلو جزئية -2.  زمرة  ــــــــــــــــــــــــــ  اأو  ــــــــــــــــــــــــــ  اأن تحوي  24 يجب  الرتبة  الزمرة من      .3

المعطاة فقط في المبرهنة 11.36(. 
ــــــــــــــــــــــــــ زمرة �سيلو جزئية -3 اأو  ــــــــــــــــــــــــــ  اإما  اأن تحوي  255 يجب  الرتبة )17( )5( )3( =  الزمرة من      .4 

و ــــــــــــــــــــــــــ اأو ــــــــــــــــــــــــــ زمرة �سيلو جزئية –5.
         )ا�ستخدم فقط المعلومات المعطاة في المبرهنة 11.36(. 

5.   اأوجد زمر �سيلو الجزئية -3 في S4  كلها، وبيّن اأنها مترافقة. 
6.    اأوجد زمرتي �سيلو جزئيتين -2 في S4، واأثبت اأنهما مترافقتان. 

مفاهيم 
في التمارين 7 اإلى 9،  �سحّح تعريف الحد المكتوب بخط مائل دون الرجوع اإلى الكتاب –اإذا كانت هناك حاجة للت�سحيح – بحيث 

يكون ب�سيغة قابلة للن�ضر. 
 .p هي زمرة بخا�سية اأنّ كل عن�ضر فيها له رتبة p- ا. الزمرة 7.    ليكن p عددًا اأوليًّا

8.    المنظم  N[H]  للزمرة الجزئية H في G هي مجموعة التماثلات الذاتية الداخلية كلها التي تربط H ب�سورة غامرة 
بنة�سها. 

9.     لتكن G زمرة، حيث اإنّ p يق�سم رتبها. زمرة �صيلو جزئية -p في الزمرة، هي اأكبر زمرة جزئية P في G لها خا�سية 
 .p اأنّ رتبتها هي اإحدى قوى

10.   �سع اإ�سارة �سح اأو اإ�سارة خطاأ:

 اأ.    اأيّ زمرتي �سيلو جزئيتين -p في زمرة منتهية مترافقتان.
 ب. تثبت المبرهنة 11.36 اأنّ اأيّ زمرة من الرتبة 15 لها فقط زمرة �سيلو جزئية - 5 واحدة.

.p في زمرة منتهية لها رتبة من قوى p- جـ. كل زمرة �سيلو جزئية 
.p- في اأيّ زمرة منتهية تكون زمرة �سيلو الجزئية p- د. كل زمرة جزئية 

.G يق�سم رتبة p واحدة فقط لكل عدد اأولي p- هـ. تحوي كل زمرة اإبدالية منتهية زمرة �سيلو جزئية 
 .G هو دائمًا زمرة جزئية ناظمية في H للزمرة الجزئية G و.  المنظم في 

 .N[H]  دائمًا زمرة جزئية ناظمية في H ّفاإن ،G زمرة جزئية في H ز. اإذا كانت 

�سيلو الجزئية  اإذا كانت زمرة  اإذا وفقط  G ناظمية،  -p في زمرة منتهية  �سيلو الجزئية   ح.  تكون زمرة 
 .G الوحيدة في p-
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 . N[H] = H ّفاإن ،G زمرة جزئية من Hزمرة اإبدالية و G ط.  اإذا كانت  

 .p- عدد اأولي، ل تحوي زمرة �سيلو جزئية p حيث pn ي.  الزمرة ذات الرتبة 

براهين 
 .G زمرة جزئية في GH = {g ∈ G | gHg−1 = H} ّاأثبت اأن .G زمرة جزئية في الزمرة H 11.  لتكن

اأثبت اأنه اإذا كانت G تحوي بال�سبط زمرة �سيلو   .|G| تق�سم q ≠ pو p زمرة منتهية، ولتكن الأعداد الأولية G 12.  لتكن
جزئية -p فعلية واحدة، فاإنها زمرة جزئية ناظمية، وهكذا فاإنّ G لي�ست ب�سيطة. 

13.   اأثبت اأنّ اأيّ زمرة من الرتبة 45 تحوي زمرة جزئية ناظمية من الرتبة 9. 

14.   اأثبت النتيجة 4.36.

 .N [N [P]] = N [P] ّفاأثبت اأن ،G في p- زمرة �سيلو جزئية P لتكن .|G| ا يق�سم 15.  لتكن G زمرة منتهية، وليكن p عددًا اأوليًّا
]م�صاعدة: ناق�ض اأنّ P هي زمرة �سيلو الجزئية -p الوحيدة في N [N [P]] ، ومن ثم ا�ستخدم المبرهنة 10.36[.

ولتكن P زمرة �سيلو جزئية -p في G، ولتكن H اأيّ زمرة   ،|G| يق�سم p زمرة منتهية، وليكن العدد الأولي G 16. لتكن
   . gHg−1 ≤ P ّحيث اإن ،g ∈ G  فاأثبت اأنه يوجد ،G في p- جزئية

17.   اأثبت اأنّ زمرة من الرتبة 3(35) تحوي زمرة جزئية ناظمية من الرتبة 125. 

18.   اأثبت عدم وجود زمر ب�سيطة من الرتبة (17) (5) (3) = 255. 

 .m < pعدد �سحيح موجب، و r ،عدد اأولي p حيث ،prm 19. اأثبت عدم وجود زمر ب�سيطة من الرتبة

20.   لتكن G زمرة منتهية. افتر�ض G كمجموعة -G، حيث G توؤثر في نة�سها بالترافق. 

اأ. اأثبت اأنّ GG هو المركز Z (G) لـ G. )انظر الة�سل 15(.
ب. ا�ستخدم المبرهنة 1.36 في اإثبات اأنّ مركز زمرة -p. منتهية غير تافهة يكون غير تافه. 

ا. اأثبت اأنّ الزمرة المنتهية من الرتبة pn تحوي زمرًا جزئية ناظمية Hi، حيث 21.   ليكن p عددًا اأوليًّا

 i ≤ n ≥ 0 و Hi| = pi| و Hi ≤ Hi+1، حيث i < n ≥0 ]م�صاعدة: انظر التمرين 20، وخذ فكرة من الة�سل 35[. 
22. لتكن G زمرة منتهية، ولتكن P زمرة جزئية -p ناظمية في G، فاأثبت اأنّ P محتواة في كل زمرة �سيلو جزئية -p في 

 .G
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تطبيقات على مبرهنات �سيلو Applications of the Sylow Theoryالف�سل 37

1.37 مبرهنة

البرهان 

�سنعطي في هذا الة�سل كثيًرا من التطبيقات على مبرهنات �سيلو. اإنه من المثير روؤية   
مدى �سهولة ا�ستنتاج حقائق معينة عن زمر ذات رتب خا�سة، وعلى اأيّ حال، فيجب اأن ندرك اأننا 
نعمل فقط مع زمر منتهية، واأننا حقيقة نحرز تقدمًا ب�سيطًا في الم�ساألة العامة لتحديد بنية الزمر 
التقنيات  فاإنّ  العوامل،  الزمرة تحوي فقط عددًا �سغيًرا من  فاإذا كانت رتبة  المنتهية جميعها، 
المو�سحة في هذا الة�سل، يمكن اأن تكون ذات فائدة في تحديد بنية الزمرة. �سيتم تو�سيح هذا 
اأحيانًا و�سف الزمر كلها )تبعًا للتماثل( من  اأنه من الممكن  40، حيث �سنثبت  اأكثر في الة�سل 
الزمرة  رتبة  كانت  اإذا  حال،  اأي  وعلى  اإبدالية،  لي�ست  الزمر  بع�ض  كانت  لو  حتى  معينة،  رتبة 
اأ�سعب  الم�سكلة بوجه عام  فاإنّ  العوامل،  لها عدد كبير من  اأي  المنتهية مركبة ب�سورة كبيرة، 

بكثير. 

تطبيقات على الزمر -p ومعادلة الف�سول 

كل زمرة ذات رتبة ت�ساوي قوة لعدد اأولي )اأي زمرة -p منتهية( قابلة للحل. 

اإذا كانت رتبة G ت�ساوي pr، فينتج مبا�ضرة من المبرهنة 8.36، اأنّ G تحوي زمرة جزئية Hi من 
الرتبة pi ناظمية في زمرة جزئية Hi+1 من الرتبة pi +1، حيث i < r ≥ 0. اإذن: 

                                           {e} = H0 < H1 < H2 < ... < Hr = G

�سل�سلة تركيب، حيث زمر العامل جميعها من الرتبة p، وهكذا فهي اإبدالية، بل في الحقيقة هي 
دورية. اإذن، G قابلة للحل.                                                                                                ♦

ا�ستخدمت البراهين الأقدم لمبرهنات �سيلو معادلة الة�سول، وقد تّم تجنب ذكر معادلة   
الة�سول ب�سورة وا�سحة في براهين الة�سل 36، مع اأنّ المعادلة )2( هناك هي �سورة عامة لها. 

�سنطور الآن معادلة الة�سول التقليدية لت�سبح ماألوفة لديك. 

لتكن X مجموعة  -G  منتهية، حيث G زمرة منتهية. تخبرنا المعادلة )2( في الة�سل 36 باأنّ: 

)1(                                                            

 X = G (1)، حيث  X. �سنعتمد الآن حالة خا�سة من المعادلة  i في  عن�ضر في المدار   xi حيث 
وتاأثيرG في G بالترافق، وهكذا تنقل g ∈ G العن�ضر x ∈ X = G اإلى gxg-1. اإذن: 

       XG = {x ∈ G | gxg−1  =  x      لكل    g ∈ G}  

= {x ∈ G | xg = gx      لكل    g ∈ G} = Z(G), 
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2.37 تعريف

3.37 مثال

4.37 مبرهنة

البرهان 

5.37 تمهيدية

البرهان

           مركز G، فاإذا جعلنا  |ni= |Gxi و |c= |Z(G)  في المعادلة )1(، فاإننا نح�سل على: 
)2(                                               |G| = c + nc+1 +· · ·+nr 
تق�سم  ni اأنّ  لحظ  نة�سها،  في  الترافق  تاأثير  تحت   G في   i المدار  عنا�ضر  عدد   ni  حيث 

 |G| لـ c+1 ≤ i ≤ r؛ لأننا نعلم في المعادلة )1( اأن Gxi| = (G : Gxi)| ، التي هي من قوا�سم 
 .|G|

 ،G تحت الترافق بـ G كل مدار في .)Class equation( G هي معادلة الف�سول لـ )المعادلة )2
∎                                                                         .)Conjugate Class( G هو ف�سل ترافق في

من ال�سهل التحقق اأنه في S3 في المثال 7.8 تكون ف�سول الترافق 
{ρ0}, {ρ1, ρ2}, {μ1, μ2, μ3}.

 معادلة الة�سول في S3 هي: 
▲                                                                     6 = 1+2 +3.

لتو�سيح ا�ستخدام معادلة الة�سول، نثبت المبرهنة التي طلب التمرين (b) 20 في الة�سل 36 اأن 
نبرهنها. 

يكون مركز زمرة  -p منتهية غير تافهة G غير تافه. 

في المعادلة )2( لـ G، كل ni تق�سم |G|، حيث c+1 ≤ i ≤ r، وهكذا، فاإنّ p تق�سم كل ni، وكذلك 
c ≤ p، ويوجد  c ≤ 1؛ لذلك،  e ∈ Z(G)، وهكذا  c. الآن،  p تق�سم  اإذن،   .|G| تق�سم p نّ  فاإ
 ♦                                                                                                                .a ≠ e بحيث ،a ∈ Z (G)

     نتحول الآن اإلى تمهيدية على ال�ضرب المبا�ضر، التي �ستُ�ستخدم في المبرهنات التي تلي. 

 H ∩ K = {e} اإنّ  حيث   ،Kو  H ناظميتين  جزئيتين  زمــرتــين  ــوي  تح زمـــرة   G  لتكن 
  .H × K تماثل G ،اإذن .H ∨ K = G و

المبـــدل خــــذ    .h ∈ H و   k ∈ K حـــيــــث   ،hk= kh اأنّ  بـــاإثــــبــــات  �ســنـــبـــــداأ 
 ،G في  ناظميتان  جزئيتان  زمرتان   Kو  H ولأنّ   ،  hkh−1k−1 = (hkh−1)k−1 = h(kh−1k−1)
فاإنّ التجميعين في الأقوا�ض يثبتان اأنّ hkh-1k-1 في كلا H وK، ولأنّ H ∩ K ={e}، فنرى اأنّ 

    .hk = kh وهكذا ،hkh-1k-1 = e
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اأول في الجبر المجرد 0ا4 مقرر 

6.37 مبرهنة

البرهان

7.37 مبرهنة

ليكن 𝜙𝜙𝜙𝜙H× K𝜙→𝜙G معرفًّا بـ 𝜙𝜙(h,k) = hk اإذن: 
𝜙𝜙((h, k)(h´ , k´ )) = 𝜙𝜙(hh´ , kk´ ) = hh´ kk´

       = hkh´ k´  = 𝜙𝜙(h, k)𝜙𝜙(h´ , k´ ), 

وهكذا، فاإنّ 𝜙𝜙 ت�ساكل. 

H𝜙∩𝜙K. اإذن،  h وk في  h = k-1، وكلا  نّ  hk= e، وهكذا، فاإ نّ  𝜙𝜙𝜙h,k) = e، فاإ ذا كان  اإ
h= k= e؛ ولذلك، Ker(𝜙𝜙) = {(e, e)}  و𝜙𝜙 اأحادية. 

 𝜙𝜙 ،بالإفترا�ض. اإذن H𝜙∨𝜙K= Gو ،HK= H𝜙∨𝜙K ّبح�سب التمهيدية 4.34، نعلم اأن  
♦                                                                                                                  .H × K𝜙≃𝜙Gو ،G غامرة لـ

                                                                                                             
للعدد الأولي p، كل زمرة من الرتبة p2  اإبدالية. 

اإذا كانت G غير دورية، فاإنّ كل عن�ضر ما عدا e يجب اأن يكون من الرتبة p. ليكن a اأحد هذه 
العنا�ضر؛ اإذن، الزمرة الجزئية الدورية 〈a〉 من الرتبة p ل ت�ستنةذ G، وكذلك ليكن b𝜙∈𝜙G، حيث 
b𝜙∉𝜙〈a〉؛ اإذن، 𝜙∩𝜙〈b〉 = {e}〈a〉؛ لأن العن�ضر c في 𝜙∩𝜙〈b〉〈a〉 ، حيث c ≠ e �سيكون مولدًا 
لكل من 〈a〉 و〈b〉، معطيًا 〈b〉 = 〈a〉، ما يناق�ض الإن�ساء، ومن المبرهنة 8.36، 〈a〉 ناظمية 
 في زمرة جزئية من الرتبة p2 في G، اأي ناظمية في G كلها، وبالمثل 〈b〉 ناظمية في G، الآن
 𝜙∨𝜙〈b〉〈a〉 زمرة جزئية في G، وتحوي ب�سورة فعلية 〈a〉 ، ورتبتها تق�سم p2؛  اإذن، يجب اأن تكون 
𝜙∨〈b〉〈a〉 هي  G كلها؛ اإذن، فر�سيات البدهية 5.37 متحققة، وG تماثل 〈b〉 × 〈a〉؛ ولذلك فهي 
اإبدالية.                                                                                                                                                ♦

المزيد من التطبيقات 

�سنتحوّل اإلى مناق�سة ما اإذا كانت زمر ب�سيطة من رتب معينة موجودة، وقد راأينا اأنّ كل   
زمرة ذات رتبة عدد اأولي تكون ب�سيطة، وكذلك اأثبتنا اأنّ An ب�سيطة حيث n𝜙≤𝜙5 ، واأنّ A5 اأ�سغر 
ا، اإذ اإنّ هناك تخمينًا من بيرن�سايد باأنّ اأيّ زمرة منتهية  زمرة ب�سيطة ذات رتبة لي�ست عددًا اأوليًّا
ب�سيطة ذات رتبة غير اأولية، يجب اأن تكون ذات رتبة زوجية، وقد كان الن�ضر حينما برهن هذا 

  .(Thompson and Feit) [21]

اإذا كانت p وq عددين اأوليين مختلةين وp𝜙<𝜙q، فاإنّ كل زمرة ذات رتبة pq لها زمرة جزئية 
وحيدة من الرتبة q ، وهذه الزمرة الجزئية ناظمية في G، وهكذا فاإنّ G لي�ست ب�سيطة،  واإذا كان 

q ل يطابق 1 مقيا�ض p، فاإنّ G اإبدالية ودورية. 
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الوحدة ال�سابعة الة�سل 7ا: تطبيقات على مبرهنات �سيلو  1ا4

الزمر البرهان  هذه  عدد  واأنّ   ،q- جزئية  �سيلو  زمرة  تحوي   G باأنّ  و11.36   8.36 المبرهنتان  تخبرنا 
الجزئية يطابق 1 مقيا�ض q ويق�سم pq؛ ولذلك، يجب اأن يق�سم p، ولأنّ p < q، فاإنّ الحتمال 
الوحيد هو العدد 1؛ اإذن، توجد زمرة �سيلو جزئية -q واحدة Q في G، حيث يجب اأن تكون الزمرة 
اأي هي  الرتبة نة�سها،  اإلى زمرة من  G؛ لأنها تحت تماثل ذاتي داخلي �ستحمل  Q ناظمية في 

نة�سها؛ اإذن، G لي�ست ب�سيطة. 

 ،p ويطابق 1 مقيا�ض ،pq وعددها يق�سم ،G في p- زمرة �سيلو جزئية P بالمثل، توجد  
 هذا العدد يجب اأن يكون 1 اأو q، فاإذا كان q ل يطابق 1 مقيا�ض p، فاإنّ العدد يجب اأن يكون 1

 ،q له رتبة e مختلف عن Q لأنّ كل عن�ضر في .)p مقيا�ض(  q≢1 ّلنةتر�ض اأن ،G ناظمية في Pو
وكل عن�ضر في P مختلف عن e له رتبة p، فنح�سل علىQ ∩ P = {e}، وكذلك P ∨ Q يجب اأن 
ا ورتبتها تق�سم pq؛ اإذن، Q ∨ P= G وبح�سب البدهية  تكون زمرة جزئية من G تحوي Q فعليًّا
5.37 تماثل Q ×P  اأو ℤq × ℤp؛ اإذن، G اإبدالية ودورية.                                                          ♦

�سنحتاج اإلى تمهيدية اأخرى لبع�ض مناق�سات العدّ الآتية.   

8.37 تمهيدية 

البرهان

اإذا كانت H وK زمرتين جزئيتين منتهيتين في الزمرة G، فاإنّ:  

تذكر اأنّ  HK = {hk | h ∈ H, k ∈ K} . ليكن H| = r|  وK| = s| ، و H ∩ K| = t| . الآن 
 ،h2k2 h1k1 ي�ساوي  اأيّ حال، فمن الممكن اأن يكون  rs عن�ضًرا، وعلى   HK على الأكثر  تحتوي 
 ،h1k1= h2k2 ؛ اأي يمكن اأن يكون هناك بع�ض التداخل، فاإذا كانk1, k2 ∈ Kو h1, h2 ∈ H حيث

فدع 

             x = (h2)−1h1 = k2(k1)−1 

،x ∈ (H ∩ K) ،؛ اإذنx ∈ K ّيثبت اأن  x = k2(k1)−1  و ،x ∈ H ّاأن   x = (h2
-1)h1 يثبت 

 h2 = h1x
و k2 = xk1       و   1−

من الناحية الأخرى، اإذا كانت y ∈ (H ∩ K)، فندع   h3 = h1 y−1  و  k3 = yk1 ؛ اإذن، من 
 ،hiki على �سورة hk ∈ HK ؛ اإذن، يمكن تمثيلk3 ∈ Kو h3 ∈ H حيث ،h3k3= h1k1 ّالوا�سح اأن
حيث hi ∈ H وki ∈ K بعدد من المرات ي�ساوي عدد عنا�ضر H ∩ K، اأي t من المرات؛ لذلك، عدد 
♦                                                                                                  .rs/ t ي�ساوي HK العنا�ضر في

�ست�ستخدم  قيمتها،  من  تقلل  ل  لذلك  الأ�سياء؛  تعدّ  اأخرى  نتيجة  هي   8.37 التمهيدية             
البدهية بال�سورة الآتية: ل يمكن لزمرة منتهية G اأن تحوي زمرتين جزئيتين H وK كبيرتين 
ا ، اأو اأنّ رتبة HK �ستتجاوز رتبة G، وهذا م�ستحيل، على �سبيل المثال:  ا مع تقاطع �سغير جدًّا جدًّا
الزمرة من الرتبة 24 ل يمكن اأن تحوي زمرتين جزئيتين من الرتبة 12 و8 وتقاطعًا من الرتبة 2. 
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اأول في الجبر المجرد 2ا4 مقرر 

9.37 مثال 

10.37 مثال 

11.37 مثال 

12.37 مثال 

تتاألف بقية هذا الة�سل من تمارين عدّة تو�سح تقنيات اإثبات اأنّ الزمر من رتبة معينة جميعها 
�سن�ستخدم حقيقة واحدة  لي�ست ب�سيطة.  اإنها  اأي  اأنّ لها زمرة جزئية ناظمية فعلية،  اأو  اإبدالية، 
ذكرناها �سابقًا في التمارين فقط، الزمرة الجزئية H ذات الدليل 2 في زمرة منتهية G هي دائمًا 
ناظمية؛ لأنه – وبالعدّ- نرى اأنّ مجموعات الم�ساركة الي�ضرى هي فقط H ومجموعة الم�ساركة 
التي تتكوّن من جميع عنا�ضر G التي لي�ست في H، ومجموعات الم�ساركة اليمنى مثلها؛ اإذن، كلّ 

 .G ناظمية في Hمجموعة م�ساركة يمنى هي مجموعة م�ساركة ي�ضرى، و

ل توجد زمرة ب�سيطة من الرتبة pr حيث r >1، حيث p عدد اأولي؛ لأنه وبح�سب المبرهنة 8.36، 
 ،pr وناظمية في زمرة جزئية من الرتبة  pr-1 زمرة جزئية من الرتبة G  تحوي مثل هذه الزمرة
التي يجب اأن تكون G كلها؛ اإذن، الزمرة من الرتبة 16 لي�ست ب�سيطة، اإنها تحوي زمرة جزئية 
ناظمية من الرتبة 8.                                                                                                                   ▲ 

ا(؛ هذا  كل زمرة من الرتبة 15 دورية )وهكذا، فهي اإبدالية، ولي�ست ب�سيطة؛ لأن 15 لي�ض عددًا اأوليًّا
لأنّ (3) (5) = 15، و5 ل تطابق 1 مقيا�ض 3، وبذلك نكون انتهينا بح�سب المبرهنة 7.37.      ▲   

ل توجد زمرة ب�سيطة من الرتبة 20؛ لأن مثل هذه الزمرة G لها زمر �سيلو جزئية -5، وعددها 
يطابق 1 مقيا�ض 5 ، وهو من قوا�سم األـ 20؛ ولذلك فهو 1، زمرة �سيلو الجزئية -5 هذه ناظمية؛ 
لأنها ت�ساوي مرافقاتها جميعها.                                                                                               ▲

ل توجد زمرة ب�سيطة من الرتبة 30، وقد راأينا اأنه اإذا وجدت زمرة �سيلو جزئية -p واحدة فقط، 
حيث p عدد اأولي يق�سم 30، فنكون انتهينا، وبح�سب المبرهنة 11.36، فاإنّ احتمالت عدد زمر 
 G سيلو الجزئية -5 هي 1 اأو 6 ، وتلك لزمر �سيلو الجزئية -3 ت�ساوي 1 اأو 10؛ ولكن، اإذا كان لـ�
زمر �سيلو جزئية -5، فاإنّ تقاطع اأيّ اثنتين منها هو زمرة جزئية ذات رتبة تق�سم 5؛ ولذلك هي 
فقط {e}؛ اإذن، تحوي كل منها 4 عنا�ضر من الرتبة 5، التي ل تنتمي اإلى الأخريات؛ اإذن، يجب 
اأن تحوي G 24 عن�ضًرا من الرتبة 5، وبالمثل، اإذا كانت G تحوي 10 زمر �سيلو جزئية -3، فاإنها 
تحوي على الأقل 20 عن�ضًرا من الرتبة 3، �سيحتاج نوعا زمر �سيلو معًا على الأقل اإلى 44 عن�ضًرا 
في G؛ اإذن، توجد زمرة جزئية ناظمية من الرتبة 5 اأو من الرتبة 3.                                         ▲
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13.37 مثال 

14.37 مثال 

48 تحوي زمرًا  ذات الرتبة   G اأنّ الزمر  48، و�سنثبت بالطبع،  ل توجد زمرة ب�سيطة من الرتبة 
جزئية ناظمية من الرتبة 16 اأو الرتبة 8، وبح�سب المبرهنة 11.36، فاإنّ G تحوي واحدة اأو ثلاث 
 ،16 16، فاإذا كانت هناك زمرة جزئية واحدة فقط من الرتبة  زمر �سيلو جزئية -2 من الرتبة 

.G فاإنها تكون ناظمية في
افتر�ض اأنّ هناك ثلاث زمر جزئية من الرتبة 16، ولتكن H وK اثنتين منها.   

اإذن، يجب اأن تكون رتبة H ∩ K ت�ساوي 8؛ لإنه اإذا كانت H ∩ K ذات رتبة ≥ 4، فاإنه وبح�سب 
 G ّعلى الأقل 64= 4 / (16) (16) عن�ضًرا، ما يناق�ض حقيقة اأن HK التمهيدية 8.37 تحوي
تحوي فقط 48 عن�ضًرا، فاإذن  H ∩ K ناظمية في كل من H  وK (لأنها ذات دليل ي�ساوي 2، 
اأو بح�سب المبرهنة 8.36)؛ اإذن، منظم H ∩ K يحوي كلًاّ من H وK، ويجب اأن يكون ذا رتبة 
H ∩ K ناظمية في  اأن تكون  اإذن، يجب  48؛  48؛ ولذلك، فهو  لـ  16 وقا�سمًا  لـ   1 > م�ساعف 
▲                                                                                                                                               .G

ل توجد زمرة ب�سيطة من الرتبة 36، ومثل هذه الزمرة G تحوي اإما زمرة جزئية واحدة اأو اأربعة 
من الرتبة 9، فاإذا كان هناك منها زمرة جزئية واحدة فقط، فاإنها ناظمية في G، واإذا كان هناك 
اأربعة من هذه الزمر الجزئية، فلتكن H وK اثنتين منها، وكما في المثال 13.37، يجب اأن تحوي 
H ∩ K ثلاثة عنا�ضر على الأقل، اأو اأنّ HK �ستحوي 81 عن�ضًرا، وهذا م�ستحيل؛ اإذن، منظم 
H ∩ K له رتبة م�ساعف < 1 لـ 9 وقا�سم لـ 36؛ اإذن، يجب اأن تكون الرتبة اإما 18 اأو 36، فاإذا 
كانت الرتبة ت�ساوي 18، فاإنّ دليل المنظم ي�ساوي 2؛ ولذلك، فهو ناظمي في G، اأما اإذا كانت الرتبة 
▲                                                                                                       .G ناظمية في H ∩ K ّت�ساوي 36، فاإن

تكون كل زمرة G من الرتبة (17) (5) (3)= 255 اإبدالية )ولذلك، فهي دورية بح�سب المبرهنة 15.37 مثال 
ا(، وبح�سب المبرهنة 11.36، الزمرة  الأ�سا�سية 12.11 ولي�ست ب�سيطة؛ لأن 255 لي�ض عددًا اأوليًّا
G تحوي زمرة جزئية H واحدة فقط من الرتبة 17؛ اإذن، G/H لها رتبة 15 وهي اإبدالية بح�سب 
المثال 10.37، حيث نرى بح�سب المبرهنة 20.15، اأنّ زمرة المبدلت الجزئية C في G محتواة 

في H؛ اإذن وبو�سةها زمرة جزئية من H، فاإنّ رتبة C اإما 1 اأو 17. 

كذلك ترينا المبرهنة 11.36، اأنّ G تحوي اإما 1 اأو 85 زمرة جزئية من الرتبة 3، واإما 1 اأو 51 
 170 3 �ستحتاج اإلى  85 زمرة جزئية من الرتبة  اأيّ حال، فاإنّ  5، وفي  زمرة جزئية من الرتبة 
عن�ضًرا من الرتبة 3، و51 زمرة جزئية من الرتبة 5 �ستحتاج اإلى 204 عنا�ضر من الرتبة 5 في 
زمرة جزئية  توجد  اإذن،  م�ستحيل؛  وذلك   ،G 375 عن�ضًرا في  اإلى  �سيحتاجان  معًا  G، كلاهما 
K رتبتها اإما 3 اأو 5 وناظمية في G؛ اإذن، G /K لها رتبة (17) (5) اأو (17) (3)، وفي كلتا 
 C ّولها رتبة اإما 3، 5، اأو 1، ولأن C ≤ K ،اإبدالية؛ اإذن G/ K الحالتين ترينا المبرهنة 7.37 اأن
   G/C≃G  و ،C = {e}  ،هي 1؛ اإذن C اإمّا 17 اأو 1، فن�ستنتج اأنّ رتبة C تثبت اأنّ رتبة ≤ H
اإبدالية، وتثبت المبرهنة الأ�سا�سية 12.11 اأنّ G دورية.                                                              ▲
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■  تمارين 37 

ح�سابات 
1.   لتكن D4 زمرة تماثلات المربع في المثال 10.8.

اأ.   اأوجد تحليل D4 اإلى ف�سول ترافق. 
 .D4 ب.   اكتب معادلة الة�سول لـ

 2.   بمناق�سات �سبيهة لتلك التي ا�ستخدمت في الأمثلة في هذا الة�سل، اأقنع نة�سك باأنّ كل زمرة غير تافهة ذات رتبة 
غير اأولية واأقل من 60، تحوي زمرة جزئية ناظمية فعلية غير تافهة، وبذلك تكون غير ب�سيطة. ل تحتاج اإلى كتابة 

التةا�سيل. )نوق�ست اأ�سعب الحالت في الأمثلة(. 
مفاهيم 

 3. �سع اإ�سارة �سح اأو اإ�سارة خطاأ: 
 اأ. كل زمرة من الرتبة 159 دورية. 

 ب. كل زمرة من الرتبة 102 لها زمرة جزئية ناظمية فعلية غير تافهة. 
 جـ. كل زمرة قابلة للحل رتبتها اإحدى قوى عدد اأولي. 

 د. كل زمرة ذات رتبة ت�ساوي قوة عدد اأولي قابلة للحل. 
ا اإثبات اأنه ل توجد زمرة ذات رتبة غير اأولية بين 60 و168 ب�سيطة بالطرق   هـ.  �سيكون م�سجرًا جدًّا

المو�سحة في الكتاب. 
 و. ل توجد زمرة ب�سيطة من الرتبة 21. 

 ز. تحوي كل زمرة بـ 125 عن�ضًرا 5 عنا�ضر على الأقل تبدل مع عنا�ضر الزمرة جميعها. 
 ح. تحوي كل زمرة من الرتبة 42 زمرة جزئية ناظمية من الرتبة 7. 
 ط. تحوي كل زمرة من الرتبة 42 زمرة جزئية ناظمية من الرتبة 8. 

 .n ≠ 4عدد اأولي و p حيث ،Anو ℤp ي. الزمر الب�سيطة الوحيدة هي الزمر 
براهين

4.   اأثبت اأن كل زمرة من الرتبة (5) (7) (47) اإبدالية ودورية. 
5.  اأثبت اأنه ل توجد زمرة ب�سيطة من الرتبة 96. 

6.   اأثبت اأنه ل توجد زمرة ب�سيطة من الرتبة 160. 
7.   اأثبت اأنّ اأيّ زمرة من الرتبة 30 تحوي زمرة جزئية من الرتبة 15. ]م�صاعدة: ا�ستخدم اآخر عبارة في المثال 12.37، 

ثم اذهب اإلى زمرة العامل[. 
 .n ≤ 1 لكل Sn 8.   يحدد هذا التمرين ف�سول الترافق في

اأ.  اأثبت اأنه اإذا كانت  σ =(a1, a2, · · · , am) دورة في Sn و τ اأي عن�ضر في Sn، فاإنّ
 .τ σ τ−1 =(τa1, τa2, · · · , τam)

ب.  ناق�ض م�ستخدمًا )اأ( اأنّ اأيّ دورتين في Sn من الطول نة�سه تكونان مترافقتين. 
 ، i= 1, 2, …, s حيث ، ri وذات اأطول Sn من الدورات غير المتقاطعة في s جـ. ناق�ض م�ستخدمًا )اأ( و)ب( اأنّ �ضرب

 .Sn في ri من الدورات غير المتقاطعة وذات اأطول s مترافق مع اأيّ �ضرب اآخر لـ
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الوحدة ال�سابعة الة�سل 7ا: تطبيقات على مبرهنات �سيلو  5ا4

د. اأثبت اأنّ عدد ف�سول الترافق في Sn ي�ساوي p(n)، حيث p(n) ت�ساوي عدد الطرق – باإهمال ترتيب الحدود – 
التي يمكن كتابة n بو�سةها مجموع اأعداد �سحيحة موجبة، ي�سمى العدد p(n) عدد تق�سيمات

 . )number of partitions of n( n       
 .n= 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 لـ p(n) هـ. اح�سب

9.  اأوجد ف�سول الترافق ومعادلة الة�سول لـ S4. ]م�صاعدة: ا�ستخدم التمرين 8[. 

10.  اأوجد معادلة الة�سول لـ S5 و S6. ]م�صاعدة: ا�ستخدم التمرين 8[.

 p حيث ، pn هي كذلك عدد الزمر الإبدالية المختلةة )تبعًا للتماثل( من الرتبة ، Sn 11.  اأثبت اأنّ عدد ف�سول الترافق لـ
عدد اأولي. ]م�صاعدة: ا�ستخدم التمرين 8[.

12.  اأثبت اأنه اإذا كانت n > 2، فاإنّ مركز Sn هو الزمرة الجزئية المكوّنة من التبديلة المحايدة فقط. ]م�صاعدة: ا�ستخدم 
التمرين 8[.
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اأول في الجبر المجرد 6ا4 مقرر 

الزمر الإبدالية الحرة Free Abelian Groupsالف�سل 38

�سنقدم في هذا الة�سل مةهوم الزمر الإبدالية الحرة، ونثبت بع�ض النتائج المتعلقة بها،   
حيث يختم الة�سل بعر�ض للمبرهنة الأ�سا�سية للزمر الإبدالية منتهية التولد )المبرهنة 12.11(. 

الزمر الإبدالية الحرة 

�سنراجع اأفكار مجموعة المولدات لزمرة G والزمر منتهية التولد، كما اأعطيت في الة�سل   
7، و�سنتعامل في هذا الة�سل ب�سورة خا�سة مع الزمر الإبدالية، ون�ستخدم م�سطلحات الجمع، 

كما ياأتي: 
                      0 للعن�ضر المحايد، للعملية: 

 .G والثاني في ℤ 0 حيث 0 الأول فيa= 0

�سن�ستمر با�ستخدام الرمز × لل�ضرب المبا�ضر للزمر بدلً من ا�ستخدام رمز الجمع المبا�ضر.   

لحظ اأنّ {(0,1) ,(1,0)} مجموعة مولدة لـ ℤ × ℤ؛ لأن  n(1, 0) + m(0, 1) = (n,m) لأيّ 
 ℤ × ℤ حيث اإنّ مجموعة المولدات هذه تتمتع بخا�سية اأنّ كل عن�ضر في ،ℤ × ℤ في  (m,n)
 ℤ في mو n اأي اإنّ المعاملات ، n(1, 0) + m(0, 1) يمكن كتابته بطريقة وحيدة على ال�سورة

وحيدة. 
لتكن X مجموعة جزئية من زمرة اإبدالية غير �سةرية G، فاإنّ ال�ضروط الآتية على X متكافئة. 1.38 مبرهنة

ال�سورة على  الحدود(  ترتيب  عدا  )ما  وحيدة  بطريقة   G في   a عن�ضر  كل  كتابة  يمكن   .1 
 .X عنا�ضر مختلةة في xiو ℤ في ni ≠ 0 حيث ، a = n1x1+ n2x2+ …+ nrxr

X .2 تولد G، وn1x1+ n2x2+ … + nrxr = 0 ، حيث ni ∈ ℤ وxi عنا�ضر مختلةة في X ، اإذا 
 .n1= n2 = …= nr= 0 وفقط اإذا كانت

نّ X ∌ 0؛ لأنه اإذا كانالبرهان نّ  X ≠ {0} . ينتج من 1 اأ نّ  G≠ {0}  ، فاإ نّ ال�ضرط 1 �سحيح، فلاأ  افتر�ض اأ
G تولد  x ،1 ومن ال�ضرط ،xj ما �سيناق�ض وحدانية كتابة ،xj= xi + xj ّن   xi = 0 وxj ≠ 0، فاإ

نّ  اأ الآن  افتر�ض   .n1= n2 = …= nr= 0 كانت  ذا  اإ  ،n1x1+ n2x2+ …+ nrxr= 0و
اإذن:  ni ≠ 0؛  لـ  اأ نّ بع�ض  اإ ، حيث   n1x1+ n2x2+ …+ nrxr= 0

x1 = x1 + (n1x1 + n2x2 + ... + nrxr)

 = (n1 + 1)x1 + n2x2 + ... + nrxr

ما يعطي طريقتين لكتابة x1 ≠ 0، ما يناق�ض افترا�ض الوحدانية في ال�ضرط 1؛ اإذن، ال�ضرط 1 
يوؤدي اإلى ال�ضرط 2. 
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الوحدة ال�سابعة الة�سل 8ا: الزمر الإبدالية الحرة  7ا4

�سنثبت الآن اأنّ ال�ضرط 2 يوؤدي اإلى ال�ضرط 1. ليكن a ∈ G، ولأنّ X تولد G، فنرى اأنه   
.a = n1x1+ n2x2+ … + nrxr  :على ال�سورة a يمكن كتابة

افتر�ض اأنه يمكن كتابة a بطريقة اأخرى با�ستخدام عنا�ضر X، فبا�ستخدام معاملات �سةرية في 
التعبيرين عند الحاجة، باإمكاننا افترا�ض اأنهما ي�ستملان على العنا�ضر نة�سها من X ، واأنهما 

على ال�سورة: 
a = n1x1+ n2x2+ … + nrxr

a = m1x1+ m2x2+ … + mrxr

بالطرح، نح�سل على: 

 0 = (n1 - m1)x1 + (n2 - m2)x2 + … + (nr - mr)xr       
 وهكذا، فاإنّ ni – mi =0 بح�سب ال�ضرط 2،  و  ni = mi ، حيث i = 1,2,..., r؛ اإذن، المعاملات 
t                                                                                                                                         .وحيدة

ت�سمى الزمر الإبدالية التي لها مجموعة مولدات X تحقق ال�ضروط في المبرهنة 1.38 زمرة اإبدالية 2.38 تعريف 
حرة )Free Abelian Group(، وت�سمى X اأ�سا�سًا )basis( للزمرة.                                           ∎

ــل، 3.38 مثال ــث ــالم وب لـــهـــا،  اأ�ـــســـا�ـــض  و{(1 ,0) ,(0 ,1)}  حــــرة  ـــة  ـــي ـــدال اإب  ℤ × ℤ  الــــزمــــرة 
{(1 ,0 ,0) ,(0 ,1 ,0) ,(0 ,0 ,1)}  اأ�سا�ض للزمرة الإبدالية الحرة ℤ × ℤ × ℤ، وهكذا؛ اإذن، ال�ضرب 
المبا�ضر المنتهي للزمرة ℤ مع نة�سها زمر اإبدالية حرة.                                                             ▲

الزمرة ℤn لي�ست اإبدالية حرة؛ لأن nx= 0 لكل x ∈ ℤn، وn ≠ 0، ما يناق�ض ال�ضرط 2.                ▲     4.38 مثال
افتر�ض اأنّ زمرة اإبدالية حرة G لها اأ�سا�ض منتهٍ  X = {x1, x2, · · · , xr}، فاإذا كان   

a ∈ G وa ≠ 0، فاإنّ لـ a كتابة وحيدة على ال�سورة: 

 . ni ∈ ℤ حيث a = n1x1+ n2x2+ … + nrxr

الأ�ســا�ض  في  كلهــا   xi العنا�ــضر  ا�ســتخدمنا  قــد   a لـــ  ال�ســابقة  الكتابــة  في  اأننــا  )لحــظ 
اأن  1.38، حيــث يمكــن  1 في المبرهنــة  ال�ــضرط  a في  لكتابــة  X، بو�ســةه مقابــلًا  المنتهــي 
يكــون الأ�ســا�ض غــير منتــهٍ؛ اإذن، في الكتابــة ال�ســابقة لـــ a، يجــب اأن ن�ســمح باحتماليــة اأنّ 
كل اأنّ  اإلى  اأ�ضرنــا   1.38 المبرهنــة  في   1 ال�ــضرط  في  بينمــا  اأ�ســةار،   ni المعامــلات   بع�ــض 

 .)ni ≠ 0 
نعرّف 

 
بـ  ϕ(a) = (n1, n2, …, nr) و ϕ(0) = (0,0,…,0)، اإذ اإنه من ال�سهل التحقق اأنّ ϕ تماثل. نترك 

التةا�سيل للتمارين )انظر التمرين 9(، ونن�ضّ على النتيجة بو�سةها مبرهنة. 
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اأول في الجبر المجرد 8ا4 مقرر 

G تماثل 5.38 مبرهنة  نّ  فاإ العنا�ضر،  r من  بـ  اأ�سا�ض  اإبدالية حرة غير �سةرية ولها  G زمرة  اإذا كانت 
ℤ × ℤ × … × ℤ لـ r من العوامل. 

       اإنها حقيقة اأنّ اأيّ اأ�سا�سين لزمرة اإبدالية حرة G تحويان العدد نة�سه من العنا�ضر، �سنثبت 
 G على الرغم من اأنها �سحيحة اإذا كان كل اأ�سا�ض لـ ،G هذا فقط في حالة الأ�سا�ض المنتهي لـ
ا �سهلًا لعدد العنا�ضر في الأ�سا�ض بدللة  ا؛ فهو يعطي ت�سخي�سً غير منتهٍ. اإنّ البرهان جميل حقًّا

حجم زمرة العامل. 
6.38 مبرهنة 

البرهان

لتكنG ≠ {0}   زمرة اإبدالية حرة ذات اأ�سا�ض منتهٍ، فاإنّ كل اأ�سا�ض لـ G منتهٍ، وكل اأ�س�ض G لها 
العدد نة�سه من العنا�ضر. 

r من العوامل.  G تماثل ℤ × ℤ × … × ℤ لـ  {x1, x2, · · · , xr}؛  اإذن،  G الأ�سا�ض  ليكن لـ 
G، ولأنّ 2G زمرة جزئية من  اأنّ  ال�سهل التحقق  2G = {2g | g ∈ G}، ومن  لتكن 

 G ≃ ℤ × ℤ × … × ℤ لـ r من العوامل، فنح�سل على 
G/2G ≃ (ℤ × ℤ × … × ℤ)/(2ℤ × 2ℤ × … × 2ℤ)

≃  ℤ2 × ℤ2 × … × ℤ2

لـ r من العوامل. اإذا   G/2G| = 2r|، وهكذا عدد عنا�ضر اأيّ اأ�سا�ض منتهٍ X ي�ساوي |log2 |G/2G؛  
اإذن، اأيّ اأ�سا�سين منتهيين لهما العدد نة�سه من العنا�ضر. 

بقي اأن نثبت اأنه ل يمكن اأن يكون هناك اأ�سا�ض غير منتهٍ لـ G. ليكن Y اأ�سا�سًا لـ G، ولتكن      
 ،{y1, y2, · · · , ys} مولدة بـ G زمرة جزئية في H لتكن .Y عنا�ضر مختلةة في {y1, y2, · · · , ys}
ولتكن K زمرة جزئية في G مولدة ببقية عنا�ضر Y، فمن ال�سهل التحقق اأنّ G ≃H × K، وهكذا 

فاإنّ: 
G / 2G ≃ (H × K) / (2H × 2K) ≃ (H / 2H) × (K / 2K).

ولأنّ H/2H| = 2s|، فنرى اأنّ G/2G| ≤ 2s|، ولأنّ لدينا G/2G| = 2r| ، فنرى اأنّ s ≤ r؛ اإذن، 
t                          .s > r اأن تكون مجموعة غير منتهية؛ لأنه يمكننا حينها اأن ناأخذ Y ل يمكن لـ

اإذا كانت G زمرة اإبدالية حرة، فاإنّ مرتبة rank( G( هي عدد العنا�ضر في اأ�سا�ضٍ لـ G. )كل 7.38 تعريف
الأ�س�ض لها عدد العنا�ضر نة�سه(.                                                                                                         ∎ 

اإثبات المبرهنة الأ�سا�سية 

�سنثبت المبرهنة الأ�سا�سية )المبرهنة 12.11( باإثبات اأنّ اأيّ زمرة اإبدالية منتهية التولد   
تماثل زمرة عامل على ال�سورة: 

(ℤ × ℤ × ··· × ℤ)/(d1ℤ × d2ℤ × ··· × dsℤ × {0} × ··· × {0}),

حيث “الب�سط” و“المقام” كلاهما يحويان n عاملًا، وd1 تق�سم d2، التي تق�سم d3، ...، والتي تق�سم 
ds. وهكذا �سينتج التحليل بقوى الأعداد الأولية في المبرهنة 12.11.
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8.38 مبرهنة

 ℤ × ℤ × … × ℤ تماثل زمرة العامل هذه، �سنثبت وجود ت�ساكل من G ّاأن لإثبات   
، و�سنح�سل على   d1ℤ × d2ℤ × ·· ·×dsℤ × {0} × {0} ، ونواته على �سورة   G لـ  غامر 
النتيجة من المبرهنة 11.14. �ستعطي المبرهنات الآتية تةا�سيل هذه المناق�سة، حيث اإنّ هدفنا 

من هذه الةقرة التقديمية، هو روؤية اإلى اأين نحن ذاهبون عندما نقراأ ما ياأتي: 

لتكن G زمرة اإبدالية منتهية التوليد، مولدة بالمجموعة  {a1, a2, · · · , an}، ليكن: 

.G ت�ساكل غامر لـ ϕ ّفاإن ،ϕ: (h1,h2, …, hn) = h1a1 + h2a2+ …+ hnan معرّفًا بـ

من معنى hiai ، حيث hi ∈ ℤ وai ∈ G، نرى مبا�ضرة اأنّ: البرهان 

♦                                  .G غامر لـ ϕ فمن الوا�سح اأنّ الت�ساكل ،G تولد   {a1, · · · , an}  ّلأن
�سنبرهن الآن “خا�سية ال�ستبدال” ، التي تجعل من الممكن �سبط الأ�سا�ض. 

اإذا كان  X = {x1, · · · , xr} اأ�سا�سًا للزمرة الإبدالية الحرة G و t ∈ ℤ، فاإنّ لكل i ≠ j، تكون 9.38 مبرهنة
المجموعة 

Y = {x1, · · · , xj−1, xj + txi , xj , xj+1, · · · , xr}

 .G اأ�سا�سًا كذلك لـ
لأنّ  xj = (−t)xi + (1)(xj + txi) ، فنرى اأنه يمكن ا�ستعادة xj من Y، التي هي من ثم تولد البرهان

G. افتر�ض اأنّ 
n1x1 + nj−1 xj−1 + n j (xj + txi) + nj+1 xj+1 +· · ·+nr xr = 0.

اإذن
n1x1 +(ni + nj t)xi + · · · +nj xj + · · ·+nr xr = 0.

ولأنّ X اأ�سا�ض، فاإنّ n1= ni + n j t = · · · = nj = · · · = nr = 0. لأن
 nj= 0 وni+ nj t= 0، فينتج اأنّ ni= 0 كذلك، وهكذا فاإنّ

 n1 = · · · = ni = · · · = nj = · · · = nr =0، وبهذا يتحقق ال�ضرط 2 في المبرهنة 1.38؛ 
t                                                                                                                             .اأ�سا�ض Y ،اإذن
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10.38 مثال

11.38 مبرهنة

اآخر؛  اأ�سا�ض   {(1, 0), (4, 1)} ، والمجموعة    ℤ × ℤ لـ  اأ�سا�ض   {(1, 0), (0, 1)} المجموعة 
لأن  (1 ,0) + (0 ,1)4= (1 ,4) ؛ ولكن {(1 ,0) ,(0 ,3)} لي�ست اأ�سا�سًا. فعلى �سبيل المثال: 
هنا   .n1, n2 ∈ ℤ حيث   ،n1(3, 0) + n2(0, 1) ال�سورة  على   )2,0( عن  التعبير  يمكننا   ل 
من  بدلً  نة�سه،  اإلى  اأ�سيف  الأ�سا�ض  عنا�ضر  اأحد  وم�ساعف   ،(3, 0) = (1, 0) + 2(1, 0)
اإ�سافته لعن�ضر مختلف في الأ�سا�ض.                                                                                         ▲
يمكن اأن يكون للزمرة الإبدالية الحرة ذات مرتبة منتهية كثير من الأ�س�ض، و�سنثبت اأنه    
اإذا كانت  K ≤ G، فاإنّ K كذلك زمرة اإبدالية حرة ذات مرتبة ل تزيد على مرتبة G، وب�سورة 

م�ساوية في الأهمية، توجد اأ�س�ض لـ G وK مرتبطات ببع�ض ب�سورة لطيةة. 
 

لتكن G زمرة اإبدالية حرة غير �سةرية وذات مرتبة منتهية n، ولتكن K زمرة جزئية غير �سةرية 
.s ≤ n اإبدالية حرّة ومرتبتها K ّفاإن ،G في

 ،d1, d2, …, ds واأعداد �سحيحة موجبة G لـ   {x1, x2, · · · , xn} واإ�سافة اإلى ذلك، يوجد اأ�سا�ض
 .K اأ�سا�ض لـ {d1x1, d2x2, · · · , ds xs} و ،i= 1, …, s-1 لـ di+1 تق�سم di ّحيث اإن

�سنثبت اأنّ لـ K اأ�سا�سًا بال�سورة المو�سوفة، وهذا �سيثبت اأنّ K اإبدالية حرة ذات مرتبة على الأكثر البرهان 
 K يمكن التعبير عن كل عن�ضر غير �سةري في .G اأ�سا�ض لـ   Y = {y1, · · · , yn} ّافتر�ض اأن .n

على ال�سورة: 
k1 y1 + ···+kn yn,

حيث اإنّ بع�ض األـ |ki| ل ت�ساوي �سةرًا من بين الأ�س�ض  Y كلها لـG، اختر واحدة Y1 بحيث تعطي 
وبحيث تكتب عنا�ضر K غير ال�سةرية كلها بدللة عنا�ضر الأ�سا�ض   ،|ki| اأقل قيم غير ال�سةرية

Y1، وباإعادة ترقيم عنا�ضر Y1 عند الحاجة، فيمكننا افترا�ض وجود w1 ∈ K، حيث اإنّ: 

                                                 w1 = d1 y1 + k2 y2 + ... + kn yn

ا، ونكتب با�ستخدام خوارزمية الق�سمة   وحيث d1 > 0 وd1 اأ�سغر معامل �سهل المنال كما و�سف توًّا
kj= d1qj + rj، حيث rj < d1 ≥ 0 لـ  j= 2,…,n ؛ اإذن: 

)1(                                w1 = d1(y1 + q2 y2 + ... + qn yn) + r2 y2 + ... + rn yn.            
اأ�سا�ض     {x1, y2, · · · , yn} .9.38  بح�سب المبرهنة .x1 = y1 + q2 y2 + qn yn الآن دع 
اأنّ فنرى  معامل،  اأ�سغر   d1 بحيث   ،Y1 لـ  واختيارنا   )1( المعادلة  ومن   ،G لـ   كذلك 

  .d1x1 ∈ K ،؛ اإذنr2= …= rn = 0

نعتمد الآن الأ�س�ض على ال�سورة  {x1, y2, · · · , yn}   لـG. كل عن�ضر في K يمكن كتابته على 
ال�سورة: 

h1x1 + k2 y2 + ... + kn yn

ولأنّ d1x1 ∈ K، فباإمكاننا طرح م�ساعف منا�سب لـd1x1  ، ثم ا�ستخدام اأنّ d1 �سغرى   
بين  ومن   ،K في 

 
k2 y2 + ···+kn yn اأنّ  الحقيقة  في  نرى  حيث   ،  d1لـ م�ساعف   h1 اأنّ  لنرى 

 ki  ≠ 0 واحدة التي توؤدي اإلى بع�ض األـ y2 نختار ،{x1, y2, · · · , yn}الأ�س�ض كلها على ال�سكل
K من  اأ�سةارًا دائمًا، وتتولد في هذه الحالة  ki كلها  األـ  اأن تكون  اأقل قيمة. )من الممكن  وذات 
d1x1، ونكون قد انتهينا(. وباإعادة ترقيم عنا�ضر Y2، يمكننا افترا�ض وجود w2 ∈ K، حيث اإنّ                                                      

w2 = d2 y2 + ... + kn yn
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ا، ويمكننا تمامًا كما في الةقرة ال�سابقة، تعديل الأ�سا�ض    حيث d2 < 0 وd2   �سغرى كما و�سةنا توًّا
 d2x2 ∈و d1x1 ∈ K بحيث ،G لـ {x1, x2, y3, · · · , yn} اإلى الأ�سا�ض Y2 = {x1, y2, · · · , yn} 
K، وبكتابة d2= d1q+ r حيث r < d1 ≥ 0، نرى اأنّ  {x1 + qx2, x2, y3, · · · , yn}  اأ�سا�ض لـ 
G و d1x1 + d2x2 = d1(x1 + qx2) + rx2 عن�ضر في K، وباختيارنا لـ d1 لتكون �سغرى، نرى 

 .d2 تق�سم d1 ّوبهذا فاإن ،r= 0 ّاأن
نعتمد الآن الأ�س�ض كلها على ال�سورة {x1, x2, y3, · · · , yn}  لـ G، ونختبر عنا�ضر في   
K على ال�سورة k3 y3 + ·· ·+kn yn، فالنمط وا�سح، وت�ستمر العملية، حتى نح�سل على الأ�سا�ض 
  ks+1 ys+1 + ·· ·+ kn yn  على ال�سورة K حيث العن�ضر الوحيد في ، {x1, x2, · · · , xs , ys+1, · · · , yn}
هو ال�سةر، اأي اإنّ األـ ki كلها اأ�سةار، عندها، ندع xs+1 = ys+1, · · · , xn = yn ، ونح�سل على اأ�سا�ض 
لـG على ال�سورة المو�سوفة في ن�ضّ المبرهنة 11.38.                                                              ♦

    كل زمرة اإبدالية منتهية التولد تماثل زمرة على ال�سورة: 12.38 مبرهنة 

ℤm1 × ℤm2 × ··· × ℤmr × ℤ × ℤ × ··· × ℤ

 .i= 1, …,r-1 لـ   mi+1 تقسم mi حيث
ولغايات هذا البرهان، �سيكون من المقنع ا�ستخدام الترميز  .ℤ/1ℤ = ℤ/ℤ ≃ ℤ1 = {0} ، البرهان

n من العوامل،  n عن�ضر، ولتكن F = ℤ × ℤ × ··· × ℤ  لـ  G زمرة منتهية التوليد بـ  لتكن 
اإذن،  الت�ساكل؛  هذا  نواة   K ولتكن   ،8 .38 المبرهنة  من   ϕ: F → G الت�ساكل  افتر�ض 
K و اأ�سا�ض لـ   }d1 x1, …, ds xs{ نّ  اإ {x1, …, xn}، حيث  F على ال�سورة  اأ�سا�ض لـ  يوجد 

di تق�سم di+1 لـi= 1,…,s-1، وبح�سب المبرهنة G ،11.14 تماثل F/ K؛ ولكن: 

F/K ≃ (ℤ × ℤ × ··· ×ℤ)/(d1ℤ × d2ℤ × ··· × dsℤ ×{0} × ··· × {0})
≃ ℤd1 × ℤd2 × ··· × ℤds × ℤ × ··· ×ℤ.

من الممكن اأن تكون d1 = 1، وفي هذه الحالة ℤd1= {0}، حيث يمكننا حذفها )تبعًا للتماثل( من 
هذا ال�ضرب، وبالمثل، يمكن لـ d2 اأن تكون 1، وهكذا. �سندع m1 لتكون اأول m2 ،di > 1 ت�ساوي األـ 
di اللاحق، وهكذا، وتنتج مبرهنتنا مبا�ضرة.                                                                             ♦

اأثبتنا اأ�سعب جزء من المبرهنة الأ�سا�سية )المبرهنة 12.11(، وبالطبع، يتحقق التحليل   
اأولية، ويخ�ضّ الجزء  اإلى عوامل ذات قوًى   ℤmi

الزمر  اأولية؛ لأننا ن�ستطيع ك�ضر  اأعداد  اإلى قوى 
الأعداد  وقوى  الملتوية،  للمعاملات  بيتي  رقم  وحدانية   12.11 المبرهنة  من  الوحيد  المتبقي 
الأولية، حيث يظهر عدد بيتي بو�سةه مرتبة للزمرة الإبدالية الحرة G/T، حيث T الزمرة الجزئية 
الملتوية في G، ول تتغير هذه المرتبة بح�سب المبرهنة 6.38، ما يثبت وحدانية عدد بيتي، اإلّ 
الإثبات.  ال�سيء في  بع�ض  اأكثر �سعوبة  الأولية  الأعداد  وقوى  الملتوية  المعاملات  اأنّ وحدانية 

�سنعطي بع�ض التمارين التي تظهر وحدانيتها )انظر التمارين 14 اإلى 22(.  
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■ تمارين 38 

 ح�سابات 

 bi ≠ 0 كل ،ai ≠ 0 بحيث اإنّ كل ، ℤ × ℤ × ℤ لـ   {(a1,  a2,  a3),  (b1,  b2,  b3),  (c1,  c2,  c3)} 1.   اأوجد اأ�سا�سًا
وكل ci ≠ 0. )الكثير من الإجابات محتملة(.

2.   هل {(1 ,3) ,(1 ,2)}   اأ�سا�ض لـ ℤ × ℤ ؟ برهن اختيارك. 

3.   هل {(1 ,4) ,(1 ,2)}   اأ�سا�ض لـ ℤ × ℤ؟ برهن اختيارك. 

 x (a, b) + y(c, d) ّم�صاعدة: حل[ .ℤ × ℤ  اأ�سا�سًا لـ {(a, b), (c, d)} ؛ لت�سبح  a, b, c, d ∈ ℤ 4.   اأوجد �ضروطًا على
 .]ℤ في yو x وقرّر متى تقع ،ℝ في = (e, f ) 

مفاهيم 

في التمرينين 5 و6، �سحّح تعريف الحد المكتوب بخط مائل دون الرجوع اإلى الكتاب –اإذا كانت هناك حاجة   
للت�سحيح – بحيث يكون ب�سيغة قابلة للن�ضر. 

 .G هي عدد العنا�ضر في مجموعة مولدة لـ ، G 5. مرتبة الزمرة الإبدالية الحرة

6. الأ�صا�س لزمرة اإبدالية غير �سةرية G، هو مجموعة مولدة X ⊆ G، بحيث اإنّ  n1x1 + n2x2 + ·· ·+nmxm = 0  لعنا�ضر 
 .n1= n2=…= nm= 0    فقط اإذا كانت ni ∈ ℤو xi ∈ X مختلةة

 .r اأن يكون لها كذلك مرتبة r 7. اأثبت بمثال اأنه من الممكن لزمرة جزئية فعلية من زمرة اإبدالية حرة ذات مرتبة منتهية
8. �سع اإ�سارة �سح اأو اإ�سارة خطاأ:

  اأ.   تكون كل زمرة اإبدالية حرة عديمة اللتواء. 

  ب.   تكون  كل زمرة اإبدالية عديمة اللتواء ومنتهية التولد زمرة اإبدالية حرة. 

  جـ.   توجد زمرة اإبدالية حرة بمرتبة ت�ساوي اأيّ عدد �سحيح موجب. 

  د.    تكون الزمرة الإبدالية منتهية التولد زمرة اإبدالية حرّة، اإذا كان عدد بيتي لها ي�ساوي عدد 
العنا�ضر في اإحدى مجموعاتها المولدة. 

 .G تولد Y ّفاإن ،X ≤ Y ≤ G وكانت ،G تولد الزمرة الإبدالية الحرة X هـ.  اإذا كانت  

 .G اأ�سا�ض لـ Y ّفاإن ،X ≤ Y ≤ G وكانت ،G اأ�سا�سًا للزمرة الإبدالية الحرة X و.   اإذا كانت  

  ز.   لكل زمرة اإبدالية حرة غير �سةرية عدد غير منتهٍ من الأ�س�ض. 

  ح.  لكل زمرة اإبدالية حرة ذات مرتبة على الأقل 2، عدد غير منتهٍ من الأ�س�ض. 

  ط.  اإذا كانت K زمرة جزئية غير �سةرية من زمرة اإبدالية حرّة منتهية التولد، فاإنّ K  اإبدالية حرة. 

  ي.  اإذا كانت K زمرة جزئية غير �سةرية من زمرة اإبدالية حرّة منتهية التولد، فاإنّ G/ K اإبدالية حرّة.
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براهين 

9.   اأكمل اإثبات المبرهنة 5.38 )ارجع للعبارتين ال�سابقتين للمبرهنة(. 
10.  اأثبت اأنّ الزمرة الإبدالية الحرة ل تحوي عنا�ضر غير �سةرية ذات رتبة منتهية. 

11.  اأثبت اأنه اإذا كانت G و′G زمرتين اإبداليتين حرّتين، فاإنّ  ’G ×G اإبدالية حرّة. 

12.  اأثبت اأنّ الزمر الإبدالية الحرّة ذات المراتب المنتهية هي بال�سبط الزمر الإبدالية المنتهية التولد، التي ل تحوي عنا�ضر 
غير �سةرية منتهية الرتبة. 

13.  اأثبت اأنّ ℚ مع الجمع لي�ست زمرة اإبدالية حرة. ]م�صاعدة: اأثبت اأنه ل يوجد عددان ن�سبيان مختلةان n/m وr/s، يمكن 
اأن يقعا في مجموعة تحقق ال�ضرط 2 في المبرهنة 1.38[. 

التمارين من 14 اإلى 19 تتعامل مع اإثبات وحدانية قوى الأعداد الأولية، التي تظهر في التحليل اإلى قوى اأعداد   
اأولية للزمرة الجزئية الملتوية T في زمرة اإبدالية منتهية التولد. 

 .T من Tp مع ال�سةر ت�سكل زمرة جزئية ،p ذات الرتبة من قوى T عددًا اأوليًّاا محددًا، فاأثبت اأنّ عنا�ضر p 14.   ليكن

15.  اأثبت اأنه في اأيّ تحليل لـ T لقوى – اأولية، الزمرة Tp في التمرين ال�سابق تماثل ال�ضرب المبا�ضر للعوامل الدورية من 
ا  الرتب قوى العدد الأولي p. ]يختزل هذا م�ساألتنا لإثبات اأنّه ل يمكن اأن يكون  للزمرة Tp تحليلات مختلةة جوهريًّا

ك�ضرب زمر دورية[. 

16. لتكـن G اأيّ زمــرة اإبداليـة، وليكــن n اأيّ عدد �سحيح موجــب، فاأثبـت اأنّG[n] = {x ∈ G | nx = 0} زمرة 
. )G[n] = {x ∈ G | xn = e} با�ستخدام رموز ال�ضرب( .G جزئية من 

 .p وعدد اأولي r ≤ 1 ّلأي  ℤpr [p] ≃  ℤp   ّ17.  بالرجوع اإلى التمرين 16، اأثبت اأن

18.   با�ستخدام التمرين 17، اأثبت اأنّ: 

              

  .ri ≤ 1 ّب�ضرط اأن
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19.   لتكن G زمرة اإبدالية منتهية التولد و Tp الزمرة الجزئية المعرفة في التمرين 14. افتر�ض اأنّ

، حيث  
 r1 ≤ r2 ≤ … ≤ rm ≥ 1  و s1 ≤ s2 ≤ … ≤ sn ≥ 1 ، نحتاج اإلى اإثبات اأنّ m= n و ri = si لـ i= 1, …, n لإكمال 

برهان وحدانية التحليل اإلى قوى – اأعداد اأولية.  
 .n= m ّاأ. ا�ستخدم التمرين 18 في اإثبات اأن

 .rj < sj ّما يكمل البرهان ]م�صاعدة: افتر�ض اأن ،rj = sj ّواأثبت اأن ،i < j لكل ri = si ّوافتر�ض اأن ،r1 = s1 ّب. اأثبت اأن
افتر�ض الزمرة الجزئية  prj Tp = {prj x | x ∈ Tp} ، واأثبت اأنّ هذه الزمرة الجزئية �سيكون لها تحليلان لقوى – اأعداد 
اأولية تت�سمن اأعدادًا مختلةة من العوامل غير ال�سةرية، ثم ناق�ض باأنّ هذا م�ستحيل ح�سب الجزء )اأ( من هذا التمرين[. 

  T  ≃ ℤm1× ℤm2× ·· ·×ℤmr ≃ ℤn1× ّالزمــرة الجزئيــة الملتوية لزمرة اإبداليــة منتهية التولد، وافتر�ــض اأن T لتكــن
ℤn2× ·· ·×ℤns، حيث mi يق�سم mi+1 لـ i= 1,…, r-1 وnj تق�سم nj+1 لـ j= 1, …, s-1، وm1> 1 وn1 > 1. نود اإثبات 

اأنّ r = s و mk = nk، حيث k= 1, …, r، ما يبرهن وحدانية المعاملات الملتوية. يتم هذا للتمارين 20 اإلى 22.
اأنّ  )لحظ  – ملتوية.  اإلى معاملات  التحليل  اأولية من  – اأعداد  قوى  اإلى  التحليل  الح�سول على  ح كيف يمكن  و�سّ   .20

التمارين ال�سابقة تثبت اأنّ التحليل اإلى قوى – اأعداد اأولية وحيد(. 

21. ناق�ض م�ستخدمًا التمرين 20 ، اأنّ mr و ns يمكن ت�سخي�سهما كليهما، كما ياأتي: لتكن p1, …, pt اأعدادًا اأولية مختلةة 
اأولية   – اأعداد  p1    اأعلى قوًى لهذه الأعداد الأولية، التي تظهر في التحليل لقوى 

h1 , · · · , pt
ht ولتكن   ،|T| تق�سم 

.mr = ns = p1
h1 p2

h2· · · pt
ht ،الوحيد(؛ اإذن(

.r = s ّوهكذا، فاإن ،i= 1, …, r-1 حيث ، mr-i= ns-i ّمبرهنًا اأنهما مت�ساويان، واأكمل لتبرهن اأن ns-1و mr-1 22. �سخّ�ض
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الزمر الحرة Free Groupsالف�سل 39
�سنناق�ض في هذا الة�سل وفي الة�سل 40 جزءًا من مبرهنة الزمر، وهو ذو اأهمية عظيمة   
لي�ض في الجبر فقط بل في الطبولوجيا كذلك، وهناك مناق�سة رائعة و�سهلة القراءة للزمر الحرة 

وتمثيلات الزمر في )Crowell and Fox( ]46، الة�سلان 3 و4[. 
الكلمات والكلمات المخت�صرة

لتكن A )لي�ست بال�ضرورة منتهية( مجموعة عنا�ضر ai، حيث i ∈ I. نةكر في A بو�سةها اأبجدية 
n حيث 

ia )alphabet( وفي األـ ai بو�سةها حروفًا )letters( في الأبجدية، اأيّ رمز على ال�سورة 
ة  n هو مقطع )syllable(، واأيّ �سل�سلة منتهية w من المقاطع المكتوبة ب�سورة مترا�سّ =
التي ل تحوي   ،)empty word(  1 الفارغة  الكلمة  نقدّم مةهوم  )word(، وكذلك  كلمة  هي 

مقاطع.

لتكن A = {a1, a2, a3} ؛ اإذن: 1.39 مثال

a2
a2 و 3

3a2
−1a3a1

2a1
−7, a1a3 

4a2
2a3

p                                                                    .ai كلها كلمات، اإذا اتبعنا العرف باأن نعُدّّ ت�ساوي

elementary contrac�) النكما�س الأولي  ووُجِدت طريقتان طبيعيتان لتعديل كلمات معينة،
ai، والنوع الثاني يتكوّن 

m+n  في كلمة بـ   ai
m ai

n يتكوّن النوع الأول من ا�ستبدال ظهور . )tion
1، اأي حذفها من الكلمة، وعن طريق النكما�ض الأولي لعدد  ai  في الكلمة بـ 

0 من تبديل ظهور 
منتهٍ من المرات، يمكن تحويل كل كلمة اإلى كلمة مخت�صرة )reduced word(، وهي التي ل 
ا  يمكن اإجراء مزيد من النكما�سات الأولية لها، لحظ اأنّ النكما�سات الأولية هي تقابل – �سكليًّا

- التعامل مع اأ�س�ض الأعداد ال�سحيحة.  

2.39p                     .a2 مثال
2a3a1

a2  في المثال 1.39 هي 5−
3a2

−1a3a1
2a1

ال�سورة المخت�ضرة للكلمة  7−
يتعيّن اأن يقال هنا وب�سورة نهائية: اإننا �سن�ضرح كثيًرا من النقاط التي ت�ستغرق بع�ض الكتب 
من  كثير  اإلى  تُجزّاأ  التي  الريا�سي  ال�ستقراء  معقدة في  عادة بمناق�سة  برهانها-  �سةحات في 
الحالت، على �سبيل المثال: افتر�ض اأننا اأعطينا كلمة، ونرغب في اإيجاد ال�سورة المخت�ضرة لها، 

فقد تكون هناك ت�سكيلة من النكما�سات الأولية التي يمكن اإنجازها اأولً. 
لنا اإليها اأخيًرا �ستكون نة�سها، بغ�ض النظر  كيف يمكن اأن نعلم اأنّ الكلمة المخت�ضرة التي تو�سّ
عن الترتيب الذي اتبعناه في اأداء النكما�سات الأولية؟ قد يقول الطالب: هذا وا�سح. يق�سي بع�ض 
الموؤلةين جهدًا كبيًرا في اإثبات هذا، حيث يميل الموؤلف هنا اإلى موافقة الطالب، فهو يعُدّ هذا النوع 
، ول يجعله مرتاحًا مع هذا الو�سع اأبدًا، وعلى اأيّ حال، فالموؤلف هو اأول من  من البراهين مملاًّا
الريا�سيين ي�سعرون باأنّ هذه الأ�سياء  اأنّ بع�ض  يعترف باأنه لي�ض ريا�سيًّاا عظيمًا، مع احترام 
تحتاج اإلى مناق�سة كبيرة، �سنميز الحالت عندما نن�ضّ فقط على هذه الحقائق بالعبارة »�سيبدو 

وا�سحًا اأنّ« مع اإبقاء علامتي التن�سي�ض. 
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اأول في الجبر المجرد 446 مقرر 

الزمر الحرة
لتكن مجموعة الكلمات المخت�ضرة كلها والمكوّنة من اأبجديتنا A هي F[A]، �سنجعل F[A] الآن 
للكلمة  ال�سورة المخت�ضرة  لتكون   w1  .w2 w2 في F[A]  عرّف  و   w1 لـِ  زمرة ب�سورة طبيعية. 

ة. المكوّنة من و�سع الكلمتين w1w2 ب�سورة مترا�سّ
اإذا كانت 3.39 مثال 

w1 = a2
3a1

−5a3
2

و 
w2 = a3

−2a1
2a3a2

−2,

.                                         w1 · w2 = a2
3a1

−3a3a2
فاإن2ّ−

الكلمة  توؤدي  التعريف وتجميعية،  F[A] ح�سنة  على  ال�ضرب هذه  اأنّ” عملية  وا�سحًا  “�سيبدو 
الةارغة 1 دور العن�ضر المحايد، و“�سيبدو وا�سحًا اأنه” اإذا اأعطينا كلمة مخت�ضرة 

w ∈ F[A]، واإذا كوّنا الكلمة التي نح�سل عليها، اأولً بكتابة مقاطع w بترتيب معكو�ض وثانيًا 
ا، و ai، فاإنّ الكلمة الناتجة w-1 هي كلمة مخت�ضرة اأي�سً

n
ai  بـ  

-n  با�ستبدال
▲                                          w · w−1 = w−1 · w = 1.

ا هي الزمرة الحرة المولدة من A 4.39 تعريف  الزمرة F[A] التي عرفت توًّا
∎                                                                                             )free group generated by A(

يولد  لم�سطلح  الحالي  ال�ستخدام  اأنّ  لترى  لها؛  ال�سابق  التعريف  واإلى   6.7 المبرهنة  اإلى  ارجع 
متوافقة مع ال�ستخدام ال�سابق. 

بدءًا بزمرة G ومجموعة مولدات {ai| i ∈ I} التي �سنخت�ضرها بـ {ai}، يمكننا اأن ن�ساأل ما اإذا 
كانت G حرة على {ai}. �سنعرّف بال�سبط ماذا يعني هذا. 

اإذا كانت G زمرة مع مجموعة المولدات A = {ai}، واإذا كانت G تماثل F[A] تحت تاأثير الدالة 5.39 تعريف 
𝜙𝜙𝜙 G ® F[A] ، حيث اإنّ ai = (𝜙𝜙𝜙ai، فاإنّ G حرةّ على A )free on A(، و ai مولدات حرة 
)free generators( لـِ G، وتكون الزمرة حرة )free( اإذا كانت حرة على مجموعة غير خالية 
∎                                                                                                                                               .A

المثال الوحيد ال�سابق لزمرة حرة هو  ℤ، التي تكون حرة على مولّد واحد. لحظ اأنّ كل زمرة حرة 6.39 مثال
p                                                                                                                      .تكون غير منتهية
ذكرناها  فقد  النتائج،  هذه  ن�ستخدم  لن  الآتية.  الثلاث  المبرهنات  لإثبات  المراجع  اإلى  ارجع 

بب�ساطة؛ لتعلمنا بهذه الحقائق الممتعة. 

اإذا كانت الزمرة G حرة على A وعلى B كذلك، فاإنّ للمجموعتين A و B عدد العنا�ضر نة�سه؛  اأي 7.39 مبرهنة
اإنّ مجموعتي توليد حرتين لزمرة حرة لهما عدد العنا�ضر نة�سه. 
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الوحدة ال�سابعة الة�سل  9ا: الزمر الحرة  447

G 8.39  تعريف الحـــرة  الزمـــرة  مرتبـــة  هــي   A عنا�ــضر  عــدد  فــاإنّ   ،A علــى  حــرة   G كانــت   اإذا 
 ∎                                                                                                                                  .)rank of the free group G(

في الحقيقة، المبرهنة الآتية هي نتيجة وا�سحة تمامًا من المبرهنة 7.39. 
تكون الزمرتان الحرتان متماثلتين، اإذا وفقط اإذا كان لهما المرتبة نة�سها. 9.39 مبرهنة
الزمرة الجزئية الةعلية غير التافهة من الزمرة الحرة تكون كذلك حرة.  10.39 مبرهنة

لتكن F[{x, y}] الزمرة الحرة على {x, y}. لتكن 11.39 مثال
yk = xk yx-k

حيث k ≤ 0. األـ yk ، حيث k ≤ 0 مولدات حرة للزمرة الجزئية من F[{x, y}] التي تولدها، هذا 
يو�سح اأنه على الرغم من اأنّ الزمرة الجزئية من الزمرة الحرة تكون حرة، ولكن قد تكون مرتبة 
الزمرة الجزئية اأكبر بكثير من مرتبة كامل الزمرة!                                                                   ▲

ت�ساكلات الزمر الحرة 

�سيركز عملنا في الة�سل وقبل كل �سيء على الت�ساكلات المعرّفة على الزمر الحرة، والنتائج هنا 
ب�سيطة ورائعة. 

12.39 مبرهنة

البرهان

لتكن G زمرة مولدة بـ   A = {ai | i ∈ I }  ، ولتكن ¢G اأيّ زمرة، فاإذا كانت  a¢i، حيث i ∈ I اأي 
 ،𝜙𝜙𝜙 G ® G' لي�ست بال�ضرورة مختلةة – فاإنه يوجد على الأكثر ت�ساكل واحد -G¢  عنا�ضر في
بحيث اإنّ  ¢ 𝜙𝜙𝜙ai) = ai، واإذا كانت G حرة على A، فاإنه يوجد بال�سبط ت�ساكل واحد من هذا 

النوع. 

 x ∈ الآن وبح�سب المبرهنة 6.7، فلكل . 𝜙𝜙𝜙ai ) = ai ¢ ّبحيث اإن ،G ¢اإلى G ت�ساكلًا من 𝜙𝜙 ليكن
G، نح�سل على: 

 

ل�ضرب منتهٍ من المولدات ai، وحيث اإنّ األـ aij التي تظهر في ال�ضرب لي�ست بال�ضرورة مختلةة؛ 
اإذن، ولأنّ 𝜙𝜙 ت�ساكل، فيجب اأن يكون: 

اإذن، يتحدد الت�ساكل بالكامل بقيمه على عنا�ضر المجموعة المولدة. هذا يثبت وجود تماثل واحد 
     . 𝜙𝜙𝜙ai ) = ai ¢ ّعلى الأكثر، بحيث اإن
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اأول في الجبر المجرد 448 مقرر 

افتر�ض الآن اأنّ G حرة على A ، اأي اإنّ G = F[A]. لـ 

ψ: G → G¢  عرف  بـ ،G في

�ضربان  يوجد  ول  المخت�ضرة؛  الكلمات  من  بال�سبط  تتكوّن   F[A] لأن  التعريف؛  ح�سنة  الدالة 
G هي   ¢ F[A] مت�ساويان، ولأنّ قواعد الح�سابات المت�سمنة للاأ�س�ض في  �سكليان مختلةان في 
لأيّ     ψ(xy) =  ψ(x) ψ(y)   ّاأن الوا�سح  فمن   ،G في  للاأ�س�ض  المت�سمنة  تلك  نة�سها  ا  �سكليًّا
عن�ضرين x وy في G؛ اإذن، ψ هي بالتاأكيد ت�ساكل.                                                                                   ♦

ربما كان علينا اإثبات الجزء الأول من هذه المبرهنة مبكرًا، بدلً من تحويلها اإلى التمارين. لحظ 
اأنّ المبرهنة تن�ضّ على اأنّ ت�ساكل الزمر يتحدد تمامًا بمعرفة قيمه على كل عن�ضر من مجموعة 
يتحدد  الدورية  الزمرة  ت�ساكل  خا�ض،  وبوجه   ،13 الة�سل  في   46 التمرين  هذا  كان  المولدات. 

تمامًا بقيمته على اأيّ مولد مةرد للزمرة. 

13.39 مبرهنة

البرهان

 .G هي �سورة ت�ساكل لزمرة حرة G ¢  كل زمرة

لتكن G¢  = {ai ¢ | i ∈ I } ، ولتكن A = {ai | i ∈ I } اأيّ مجموعة لها عدد عنا�ضر¢ G نة�سه. 
اإنّ  G، بحيث  بـ¢   G يربط   ψ ت�ساكل  يوجد   ،12.39 المبرهنة  اإذن، وبح�سب  G = F[A]؛   لتكن 
 t                                                         .G ¢هي كل ψ مع G من الوا�سح اأنّ �سورة . ψ (ai ) = ai′

نظرة اأخرى للزمر الإبدالية الحرة 
من المهم األ نخلط بين مةهوم الزمرة الحرة ومةهوم الزمرة الإبدالية الحرة، فالزمرة الحرة على 
اأكثر من مولد ل تكون اإبدالية، وقد عرّفنا في الة�سل ال�سابق الزمرة الإبدالية الحرة بو�سةها زمرة 
1.38. هناك  اأي، مجموعة مولدة تحقق الخ�سائ�ض المذكورة في المبرهنة  اأ�سا�ض؛  اإبدالية ذات 

نظرة اأخرى – من خلال الزمر الحرة – للزمر الإبدالية الحرة، �سن�سةها الآن. 
     لتكن F[A] زمرة حرة على مجموعة مولدة A، �سنكتب F بدلً من F[A] لهذه اللحظة، لحظ 
اأنّ F لي�ست اإبدالية اإذا كانت A تحوي اأكثر من عن�ضر. لتكن C الزمرة الجزئية للمبدلت في F؛ 
اإذن، F/C زمرة اإبدالية، ولي�ض من ال�سعب برهان اأنّ F/C زمرة اإبدالية حرّة باأ�سا�ض، فاإذا �سمّينا 
aC بـ a، فيمكننا النظر اإلى F/C بو�سةها زمرة اإبدالية حرة ذات اأ�سا�ض، وهذا  يُظهر كيف تُبنى 
تبعًا  الطريقة  اأن تبنى بهذه  اإبدالية حرة يمكن  الأ�سا�ض، فكل زمرة  الإبدالية الحرة ذات  الزمرة 
للتماثل، اأي اإنه اإذا كانت G زمرة اإبدالية حرة ذات اأ�سا�ض X، فكوّن الزمرة الحرة F[X]، وكوّن 

 .G مقيا�ض الزمرة الجزئية للمبدلت، فنح�سل على زمرة تماثل F[X] زمرة عامل من
     تتحقق المبرهنات 7.39، 9.39، و10.39 للزمر الإبدالية الحرة اإ�سافة اإلى الزمر الحرة، وفي 
المبرهنة  في  المنتهية  المرتبة  لحالة  بُرهنت  قد   10.39 المبرهنة  من  الإبدالية  الن�سخة  الواقع، 
11.38، وبالمقارنة بالمثال 11.39 للزمرة الحرة، فالحقيقة في حالة الزمر الإبدالية الحرة، اأنّ 
مرتبة الزمرة الجزئية هي على الأكثر مرتبة كامل الزمرة، وقد اأثبتت المبرهنة 11.38 هذا كذلك 

لحالة المرتبة المنتهية.
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■  تمارين 39
  ح�سابات 

اأوجد ال�سورة المخت�ضرة ومعكو�سها لكل من الكلمات الآتية: . 1
ب.  a2a−3b3a4c4c2a−1 أ.    a2b−1b3a3c−1c4b−2

اح�سب حوا�سل ال�ضرب المعطاة في الةرعين )اأ( و )ب( في التمرين 1 في حالة كانت {a, b,c} مجموعة مولدات . 2
تكون زمرة اإبدالية حرة. اأوجد معكو�ض حوا�سل ال�ضرب هذه.

ما عدد الت�ساكلات المختلةة من زمرة حرّة مرتبتها 2 اإلى:  . 3
اأ.   ℤ2              ب. ℤ6          ج. S3؟ 

ما عدد الت�ساكلات المختلةة من زمرة حرّة مرتبتها 3 وغامرة لـ: . 4
 اأ.   ℤ4              ب. ℤ6          ج. S3؟

ما عدد الت�ساكلات المختلةة من زمرة اإبدالية حرّة مرتبتها 2 اإلى: . 5
اأ.   ℤ4              ب. ℤ6          ج. S3؟

ما عدد الت�ساكلات المختلةة من زمرة اإبدالية حرّة مرتبتها 2 وغامرة لـ: . 6
اأ.   ℤ4              ب. ℤ6          ج. S3؟

مفاهيم

في التمرينين 7 و 8، �سحّح تعريف الحد المكتوب بخط مائل دون الرجوع اإلى الكتاب –اإذا كانت هناك حاجة للت�سحيح – 
بحيث يكون ب�سيغة قابلة للن�ضر. 

الكلمة المخت�صرة هي تلك التي ل يظهر فيها مقطعان متجاوران فيهما الحرف نة�سه، وكذلك ل يظهر فيها . 7
مقطع ذو اأ�ض ي�ساوي 0. 

مرتبة الزمرة الحرة هي عدد العنا�ضر في مجموعة مولدات للزمرة. . 8
خذ اإحدى الحالت في هذا الة�سل، التي ا�ستعملت فيها عبارة “�سيبدو وا�سحًا اأن” وناق�ض تةاعلك مع هذه . 9

الحالة. 
�سع اإ�سارة �سح اأو اإ�سارة خطاأ: . 10

 اأ. كل زمرة جزئية فعلية حرّة من زمرة حرّة تكون زمرة حرّة. 
 ب. كل زمرة جزئية فعلية من كل زمرة اإبدالية حرّة تكون زمرة حرّة. 

 ج. �سورة الت�ساكل من زمرة حرّة يكون زمرة حرّة. 
 د. كل زمرة اإبدالية حرّة لها اأ�سا�ض. 

 هـ. الزمر الإبدالية الحرّة ذات المرتبة المنتهية هي بال�سبط الزمر الإبدالية منتهية التولد.
 و. ل تكون الزمرة الحرّة حرّة. 

 ز. ل تكون الزمرة الإبدالية الحرّة حرّة. 
 ح. ل تكون الزمرة الإبدالية الحرّة ذات المرتبة <1 حرّة. 

 ط. اأيّ زمرتين حرّتين متماثلتان. 
 ي. اأيّ زمرتين اإبداليتين حرّتين لهما المرتبة نة�سها متماثلتان. 
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براهين 

اأ�سا�س. 11  bi ∈ G {b1, · · · , bn}، حيث  0. المجموعة المنتهية  التولد مع عن�ضر محايد  اإبدالية منتهية  G زمرة   لتكن 
 .mi ϵ ℤ حيث، mibi = 0 اإذا وفقط اإذا كانت كل ، لـ basis( G( اإذا كانت {b1, · · · , bn} تولد G و    

 .ℤ4 أوجد أساسًا لـ .ℤ4 اأ. اأثبت اأنّ {3 ,2} لي�ست اأ�سا�سًا لـ           
ب. اأثبت اأنّ {1} و{2,3} اأ�س�ض لـ ℤ6. (يثبت هذا اأنه لزمرة اإبدالية منتهية التولد مع التواء، قد يختلف عدد العنا�ضر 

 .)G في الأ�سا�ض، اأي اإنه لي�ض بال�ضرورة ثابتًا للزمرة
جـ. هل الأ�سا�ض للزمرة الإبدالية الحرّة كما عرّفناه في الة�سل 38 اأ�سا�ض بالمعنى الذي ا�ستخدمناه في هذا التمرين؟   

 .bi+1 تق�سم رتبة bi حيث اإنّ رتبة ،{b1, · · · , bn} د. اأثبت اأنه لكل زمرة اإبدالية منتهية لها اأ�سا�ض
في �ضرح الجبر هذه الأيام، تُ�ستخدم غالبًا هذه التقنية )وخا�سة من اأتباع N. Bourbaki( لتقديم كيان جبري جديد، 

وذلك كما ياأتي: 
• �سف الخ�سائ�ض الجبرية التي يمتلكها هذا الكيان الجبري. 	
• برهن على اأنّ اأيّ كيانين جبريين يتمتعان بهذه الخ�سائ�ض يكونان متماثلين، اأي اإنّ هذه الخ�سائ�ض 	

ت�سخّ�ض هذا الكيان. 
• برهن وجود كيان واحد على الأقل من هذا النوع. 	

ح التمارين الثلاثة الآتية هذه التقنية لثلاثة كيانات جبرية، واجهنا كلاًّا منها �سابقًا؛ ولذلك لن ن�سيع هويتها، ولكن  تو�سّ
�سن�ستخدم اأ�سماءً وهمية لها في اأول تمرينين. �سي�ساألنا الجزء الأخير من هذين التمرينين اإعطاء اأ�سماء هذه الكيانات. 

 12. لتكن G زمرة. ت�سمى الزمرة الإبدالية * G زمرة بليب من blip group of G( G( ، اإذا وجد ت�ساكل محدد 
𝜙𝜙  على G غامر لـ * G، بحيث اإنّ اأيّ ت�ساكل ψ من G اإلى اأيّ زمرة اإبدالية ¢ G يمكن تحليله اإلى ψ  = θ𝜙𝜙 ، حيث 

θ ت�ساكل من* G اإلى¢ G )انظر ال�سكل 14.39(. 
الت�ساكلين  اإنّ   .G لـ  بليب  *G1 و*G2 زمرتي  لتكن  ]م�صاعدة:  G متماثلتان.  لـ  بليب  اأيّ زمرتي  اأنّ  اأثبت  اأ.      
المحددين *𝜙𝜙1 : G → G1 و *𝜙𝜙2 : G → G2 يمكن تحليلهما كلٌّ عن طريق زمرة البليب الأخرى بح�سب تعريف 
θ1θ2 ّمن خلال اإثبات اأن ، G1* غامر لـ G2* تماثل من θ1ّاأثبت اأن  𝜙𝜙2 = θ2𝜙𝜙1  و 𝜙𝜙1 = θ1𝜙𝜙2  ّزمرة البليب، اأي اإن 

وθ2θ1 هما الدالتان المحايدتان[. 
 .G لأيّ زمرة G* ب. اأثبت وجود زمرة بليب

جـ. اأيّ المةاهيم التي در�سناها �سابقًا تقابل فكرة زمرة البليب لـ G هذه؟ 

  

G G'
ψ

G*

θϕ

S G'
f

G

g ϕ f

ال�سكل 15.39ال�سكل   14.39

13. لتكن S اأي مجموعة. ت�سكل الزمرة G مع الدالة المحددة g: S → G زمرة بلوب على blob group on S( S( ، فاإذا 
كان لكل زمرة  ¢ G ودالة  ¢f: S →G، فيوجد ت�ساكل وحيد 𝜙𝜙f    من G اإلى ¢G، حيث  اإنّ f = 𝜙𝜙 f  g  )انظر ال�سكل 15.39(.  

 ،S زمرتي بلوب على g2: S → G2 مع G2 و ،g1: S → G1 مع  G1 مجموعة محددة. اأثبت اأنه اإذا كان كل من S اأ. لتكن
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فاإنّ G1 و G2 متماثلتان. ]م�صاعدة: اأثبت اأنّ g1 و g2 دالتان اأحاديتان، واأنّ g1S و g2S تولدان G1 و G2، على الترتيب، 
ثم تابع بطريقة مماثلة لتلك المعطاة في م�ساعدة التمرين 12[.

ب. لتكن S مجموعة. اأثبت وجود زمرة بلوب لـ S. يمكنك ا�ستعمال اأيّ من مبرهنات الكتاب. 
ج. اأيّ المةاهيم التي در�سناها �سابقًا تقابل فكرة زمرة البلوب على S هذه؟ 

14. �سخّ�ض الزمرة الإبدالية الحرّة با�ستخدام خ�سائ�ض بطريقة م�سابهة لتلك الم�ستخدمة في التمرين 13.
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اأول في الجبر المجرد 452 مقرر 

تمثيلات الزمر Group Presentationsالف�سل 40
تعريف 

1 ليكون العن�ضر المحايد في  باتباع معظم ما كتب في تمثيلات الزمر، �سندع في هذا الة�سل 
الزمرة، فةكرة تمثيل الزمرة هي تكوين الزمرة باإعطاء مجموعة من المولدات للزمرة ومعادلت 
اأو علاقات محددة، التي نريد اأن تحققها الموالدات، حيث نريد اأن تكون الزمرة حرّة قدر الإمكان 

على المولدات، تبعًا لهذه العلاقات. 
افتر�ض اأنّ لـ G مولدين x و y ، وهي حرّة ما عدا العلاقة xy = yx، التي يمكننا التعبير عنها بـ 1.40 مثال

xy x-1 y-1= 1. لحظ اأنّ ال�ضرط xy = yx هو بال�سبط ما نحتاج اإليه لجعل G اإبدالية، على الرغم 
من اأنّ xy x-1 y-1    هو مجرد واحد من كثير من المبدلت الممكنة في F[{x, y}]. اإذن، G اإبدالية 
حرة بمولدين، وتماثل F[{x, y}] مقيا�ض زمرتها الجزئية للمبدلت، والزمرة الجزئية لمبدلت 
F[{x, y}] هذه هي اأ�سغر زمرة جزئية ناظمية تحوي xy x-1 y-1؛ لأن اأيّ زمرة جزئية ناظمية 
 تحوي xy x-1 y-1  تعطي زمرة عامل اإبدالية، وهكذا فهي تحوي الزمرة الجزئية للمبدلت بح�سب 
المبرهنة 20.15.                                                                                                                                  ▲                                             

اأننا نريد تكوين زمرة  F[A] زمرة حرّة، وافتر�ض  العامة. لتكن  ال�سابق الحالة  يو�سح المثال 
جديدة ت�سبه F[A] قدر الإمكان، تبعًا لمعادلت محددة نريد تحقيقها، يمكن كتابة اأيّ معادلة 
على اأن يكون الطرف الأيمن منها ي�ساوي 1؛ اإذن، يمكننا كتابة المعادلت لتكون ri = 1 ، حيث  

i ∈ I، و ri ∈ F[A]، فاإذا ا�سترطنا اأنّ ri = 1، ف�سيكون علينا اأن نجد: 

x(ri
n) x-1 = 1

لأيّ x ∈ F[A] و n ∈ ℤ، وكذلك، فاإنّ حا�سل �ضرب عنا�ضر ت�ساوي 1 هو كذلك يجب اأن ي�ساوي 
1؛ اإذن، اأيّ �ضرب منتهٍ على ال�سورة:

حيث األـ rij لي�ست بال�ضرورة مختلةة، �سيكون عليه اأن ي�ساوي 1 في الزمرة الجديدة، ومن ال�سهل 
التحقق من اأنّ مجموعة حوا�سل ال�ضرب المنتهية هذه تكوّن زمرة جزئية ناظمية R في F[A]؛ 
اإذن، اأيّ زمرة ت�سبه F[A] قدر الإمكان، تبعًا لل�ضروط ri = 1، تحقق كذلك r = 1 لكل r ∈ R؛ 
ولكن F[A]/R   ت�سبه F[A] )تذكر اأننا ن�ضرب مجموعات م�ساركة باختيار الممثلين(، ما عدا اأنّ 
R قد ا�سمحلت لت�سكل العن�ضر المحايد 1. اإذن، الزمرة التي ن�سعى وراءها )على الأقل مماثلة لـ(

 ،{ri | i ∈ I } والمجموعة A يمكننا عر�ض هذه الزمرة، وكاأنها مولدة بالمجموعة .F[A]/R
.{ri} التي �سنخت�ضرها بـ
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الوحدة ال�سابعة الة�سل  40: تمثيلات الزمر  ا45

∎ نبذة تاريخية 

الزمرية  المعادلة  على  المعتمدة  الزمر  مبرهنة  “حول  1859م،  عام  كيلي  اآرثر  بحث  في  الزمرة  تمثيل  فكرة  ظهرت 
θn = 1. الجزء الثالث”. 

في هذا المقال، اأعطى كيلي ح�سابًا كاملًا للزمر الخم�ض من الرتبة 8، بذكر عنا�ضر كل منها، وباإعطاء تمثيل كل منها، على 
�سبيل المثال: كان مثاله الثالث ما اأ�سميناه هنا الزمرة الثامنة؛ لحظ كيلي اأنّ هذه الزمرة مولدة بعن�ضرين α و β مع 
العلاقات αβ = βα3 ،β2 = 1 ، α4 = 1، وقد برهن كذلك ب�سورة اأكثر عمومًا باأنّ الزمرة من الرتبة mn مولدة بعن�ضرين 

α, β  مع العلاقات αβ = βαs ، βn = 1 ، αm = 1 ، اإذا وفقط اإذا كان sn ≡ 1 )مقيا�ض m( )انظر التمرين 13(. 

 عام 1878م، عاد كيلي اإلى مبرهنة الزمر، ولحظ اأنّ الم�ساألة المركزية في تلك المبرهنة، هي تحديد الزمر جميعها من 
رتبة n معطاة، وفي بدايات عام 1890م، ن�ضر اأوتو هولدر (Otto Holder) كثيًرا من الأبحاث في محاولة لحلّ م�ساألة 
كيلي، م�ستخدمًا تقنيات مماثلة لتلك التي نوق�ست في الة�سول 36، و 37، و 40، وقد حدّد هولدر الزمر الب�سيطة كلها من 
الرتب الأقل من 200 ، و�سخّ�ض الزمر كلها من الرتب pqr ،pq2 ،p3، و p4 حيث r ، q ، p اأعداد اأولية مختلةة، اإ�سافة اإلى 
 ،G / H وبنية زمرة العامل H اإذا عُلمت بنية زمرة جزئية ناظمية ، G ذلك، طوّر تقنيات لتحديد البنية الممكنة لزمرة
وب�سورة مثيرة للانتباه، لأنّ فكرة الزمر المجرّدة كانت ل تزال اإلى حدّ ل باأ�ض به جديدة في ذلك الوقت، فاإنّ هولدر بداأ 

اأبحاثه ب�سورة نموذجية بتعريف الزمرة، واأكد اأنّ الزمر المتماثلة هي في الجوهر واحدة وال�سيء نة�سه.    

لتكن A مجموعة، ولتكن F[A] ⊇ {ri}. لتكن R اأ�سغر زمرة جزئية ناظمية في F[A]، وتحوي األـ 2.40 تعريف 
ri، في�سمى التماثل 𝜙𝜙 من F[A]/R غامرًا للزمرة G تمثيلاً لـ presentation( G(. المجموعات 

المولدات  A هي مجموعة  المجموعة   .)group presentation( الزمرة  تمثيل  تعطي   {ri}و  A
للتمثيل )generators for the presentation(، وكل ri علائقي )relator(، كل  r ∈ R هو 

نتيجة لـ consequence( {ri}(. المعادلة 

ri = 1 هي علاقة )Relation(، والتمثيل المنتهي )finite presentation( هو ذلك الذي يكون 
فيه كل من A و {ri} مجموعة منتهية.                                                                                         ∎  

 {x, y}  ،1.40 المثال  فةي  كذلك،  لي�ض  الحقيقة  في  ولكنه  معقدًا،  التعريف  هذا  يبدو  قد   
اأو  ،xyx−1 y−1 = 1 والمعادلة  الوحيد،  العلائقي  هو   xyx−1 y−1 و  للمولدات  مجموعتنا   هي 

xy = yx هي علاقة. كان هذا مثالً لتمثيل منتهٍ. 

اإذا كان تمثيل الزمرة له مولدات x j وعلائق ri، فن�ستخدم الترميز:    

(x j : ri) اأو  (x j : ri = 1)

 .(xj : ri) بو�سةها زمرة ذات تمثيل F[{xj}]/R للتعبير عن تمثيل الزمرة، يمكننا اأن ن�سير اإلى
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3.40 مثال

التمثيلات المتماثلة 

ليكن تمثيل الزمرة بـ 

{ri} = {a6}  و  A = {a}

اأي التمثيل 

.(a : a6 = 1)

 .ℤ6 تماثل ، a6 = 1 وعلاقة a هذه الزمرة معرفة بمولد واحد

الآن، افتر�ض الزمرة المعرفة بمولدين a و b، مع b3 = 1 ،a2 = 1 و ab = ba، اأي الزمرة ذات 
التمثيل: 

 .(a, b : a2, b3, aba−1b−1)

ال�ضرط a2 = 1 يعطي a−1 = a. كذلك b3 = 1 تعطي b−1 = b2؛ اإذن، كل عن�ضر في هذه الزمرة 
اأي    ،aba−1b−1 = 1 العلاقة  b، وتمكننا  و   a لـ  �سالبة  لقوًى غير  يمكن كتابته بو�سةه �ضربًا 
ab = ba، من كتابة العوامل كلها التي تت�سمن a اأول،ً ثم العوامل التي تت�سمن b؛ اإذن، كل عن�ضر 

في الزمرة ي�ساوي اأحد ambn ، ولكن a2 = 1 و b3 = 1 تثبت وجود �ستة عنا�ضر مختلةة فقط، 

     1, b,  b2,  a,  ab,  ab2.

لذلك، فاإنّ هذا التمثيل يعطي كذلك زمرة رتبتها 6 ، وهي كذلك اإبدالية، وبح�سب المبرهنة الأ�سا�سية 
▲                                                                                                                                   .ℤ6 12.11، يجب اأن تكون كذلك دورية وتماثل

  يو�سح المثال ال�سابق اأنّ التمثيلات المختلةة يمكن اأن تعطي زمرًا متماثلة، وعندما يحدث هذا، فاإنّ 
لدينا تمثيلات متماثلة )isomorphic presentations(، لتحديد ما اإذا كان تمثيلان متماثلان 
اأُثبت )انظر Rabin [22]) اأنّ عددًا من مثل هذه الم�سائل المرتبطة  ا. لقد  اأمرًا قد يكون �سعبًا جدًّا
بهذه المبرهنة لي�ست بوجه عام قابلة للحل؛ اأي ل توجد طريقة رتيبة وح�سنة التعريف لكت�ساف 
حل للحالت جميعها، حيث تت�سمن هذه الم�سائل غير المحلولة م�ساألة تحديد ما اإذا كان تمثيلان 
متماثلين، ما اإذا كانت الزمرة المعطاة بالتمثيل منتهية، اأو حرة، اإبدالية، اأو تافهة، وم�ساألة الكلمة 

الم�سهورة لتحديد ما اإذا كانت كلمة معطاة w ، هي نتيجة مجموعة علاقات {ri} معطاة.

4.40 مثال 

ظهرت اأهمية هذه المادة في مبرهنتنا 13.39، التي ت�سمن اأنّ كل زمرة لها تمثيل.

لنثبت اأنّ: 
)x، y : y2x = y، yx2 y = x(

 y2xy−1 للعلائق  نتائج   y و    x اأنّ  اإثبات  اإلى  فقط  نحتاج  واحد.  بعن�ضر  التافهة  للزمرة   تمثيل 
yx2 y = x . �سنو�سح كلتا  y2x = y  و  اأن ت�ستنتج من  y = 1 يمكن  x = 1 و  اأنّ  اأو   ،yx2yx−1و

التقنيتين. 
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الوحدة ال�سابعة الة�سل  40: تمثيلات الزمر  455

 ،x−1 y−1 yx ن�ستنتج  y-1. ومن  yx بناءً على المرافقة بـ  y2xy−1، نح�سل على  لـ   بو�سةها نتيجة 
وهكذا، فاإنّ )x−1 y−1( )yx2yx−1(  تعطي xyx−1، وبمرافقة xyx−1 بـ x−1 ، نح�سل على y.  ونح�سل 

 .x هي  y−1)yx(  و ، y-1 على  y من

ال�ضرب  عند   yx = 1 اأنّ  ن�ستنتج   ،y2x = y من  العلائق،  من  بدلً  بالعلاقات  وبالعمل   
على  ونح�سل   ، )yx()xy( = x ّاإن اأي   ،yx2 y = x في   yx =1 بتعوي�ض  ثمّ  الي�سار،  من   y-1  بـ 
xy = x، ثمّ بال�ضرب بـx-1  من الي�سار، نح�سل على y = 1، وبتعوي�ض هذا في yx = 1، نح�سل 

 .x = 1 على
ا  اإلى العمل نة�سه، ولكن بطريقة ما يبدو العمل بالعلاقات طبيعيًّا تحتاج كلتا التقنيتين   
اأكثر لمعظمنا.                                                                                                                                         ▲

5.40 مثال 

تطبيقات 
ننهي هذا الة�سل بتطبيقين. 

اأنّ كل زمرة   12.11 10 تبعًا للتماثل، حيث نعلم من المبرهنة الأ�سا�سية  الرتبة  لنحدد الزمر من 
اإبدالة من الرتبة 10 تماثل ℤ10. افتر�ض اأنّ G غير اإبدالية من الرتبة 10 – بح�سب مبرهنة �سيلو، 
 ،H لـ  مولدًا   a ليكن  دورية.   H تكون  اأن  ويجب   ،5 الرتبة  من   H ناظمية  زمرة جزئية   G تحوي 
 اإذا G/H من الرتبة 2 ، وبذلك تكون مماثلة لـ ℤ2، فاإذا كانت b 𝜖𝜖 G و b ∉ H، فيجب اأن يكون 
b2 ϵ H، ولأنّ كل عن�ضر في H ما عدا 1 له رتبة 5، واإذا كانت b2 ل ت�ساوي 1، فاإنّ b2 �ستكون من 
الرتبة 5، وبذا تكون رتبة b ت�ساوي 10، �سيعني هذا اأنّ G دورية، ما يناق�ض الةر�ض باأنّ G لي�ست 

 .b2 =1 ،اإبدالية؛ اإذن
ا  اأخيًرا، لأنّ H زمرة جزئية ناظمية في G، فاإنّ b H b-1 = H، ولأنّ المرافقة بـ b تعطي تمثلًا ذاتيًّا
 ،a ت�ساوي ba b-1 ّمن الرتبة 5، وهكذا، فاإن H يجب اأن يكون عن�ضًرا اآخر في ba b-1 ّفاإن ،H على
a3 ،a2، اأو a4 ، ولكن ba b-1= a �ستعطي ba = ab، وعندها �ستكون G اإبدالية؛ لأن a  و b تولد G؛ 

اإذن، احتمالت التمثيلات لـ G هي: 
1 .(a, b : a5 = 1, b2 = 1, ba = a2b)

2 . (a, b : a5 = 1, b2 = 1, ba = a3b)
3 .(a, b : a5 = 1, b2 = 1, ba = a4b)

لحظ اأنّ التمثيلات الثلاثة هذه يمكن اأن تعطي زمرًا رتبها على الأكثر 10؛ لأن العلاقة الأخيرة 
 a5 = 1 اإذن،  as bt؛  ال�سكل  على   G في   b و   a لـ  �ضرب  كل  عن  التعبير  من  تمكننا   ba = aib 

و b2 =1 تثبت اأنّ المجموعة  

S = {a0b0, a1b0, a2b0, a3b0, a4b0, a0b1, a1b1, a2b1, a3b1, a4b1}

تت�سمن عنا�ضر G كلها.  

اإنه لي�ض وا�سحًا بعد اأن هذه العنا�ضر في S كلها مختلةة، ما يعني اأن لدينا في الحالت الثلاث كلها 
زمرة رتبتها 10، على �سبيل المثال: تمثيل الزمرة

(a, b : a5 = 1, b2 = 1, ba = a2b)
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يعطي زمرة فيها – وبا�ستخدام قانون التجميع – 
a = b2a = (bb)a = b(ba) = b(a2b) = (ba)(ab)

                                       = (a2b)(ab) = a2(ba)b = a2(a2b)b = a4b2 = a4

a2 = 1. ولكن           اأنّ   ،a5 = 1 a3 =1، ما يوؤدي بالترافق مع  a = a4، وهكذا  اإذن، في هذه الزمرة 
a2 =1، وبالترافق مع a3 =1، يعني اأنّ a = 1؛ اإذن، كل عن�ضر في الزمرة ذات التمثيل 

(a, b : a5 = 1, b2 = 1, ba = a2b)

ي�ساوي اإما 1 اأو b؛ اأي اإنّ الزمرة تماثل ℤ2. درا�سة مماثلة لـ 
(bb)a = b(ba)

في 
(a, b : a5 = 1, b2 = 1, ba = a3b)

 . ℤ2 مرة اأخرى، وهذا يوؤدي كذلك اإلى زمرة تماثل a = a4 ّتثبت اأن

يترك هذا فقط 

(a, b : a5 = 1, b2 = 1, ba = a4b)

بو�سةه مر�سحًا لزمرة غير اإبدالية من الرتبة 10. في هذه الحالة يمكن اإثبات اأن عنا�ضر S جميعها 
اأن  اإثبات  10. كيف يمكن  الرتبة  G من  اإبدالية  التمثيل يعطي زمرة غير  فاإنّ هذا  مختلةة، وبهذا 
اأنه  نعلم  اأننا  ال�سهلة، وهي ملاحظة  الطريقة  G؟  كلها تمثل عنا�ضر مختلةة في   S العنا�ضر في 
توجد على الأقل زمرة غير اإبدالية واحدة من الرتبة 10، الزمرة الزوجية D5، ولأنّ G هي المر�سحة 

 .G ⋍ D5 الوحيدة المتبقية، فيجب اأن نح�سل على
لتكون                        (as bt) (au bv) بتعريف  زمرة   S جعل  لنحاول  ياأتي:  كما  للمعادلة  اأخرى  وطريقة 
ax by، حيث x هو الباقي من ق�سمة s + u (4t) على 5، و y هي باقي ق�سمة t + v على 2، بمةهوم 

خوارزمية الق�سمة )المبرهنة 3.6(، وبكلمات اأخرى، ن�ستخدم العلاقة ba = a4b بو�سةها دليلًا في 
a0b0 توؤدي دور العن�ضر  اأنّ  S، حيث نرى  (au bv) (as bt) لعن�ضرين في  تعريف حا�سل �ضرب 

المحايد، واإذا اأعطينا au bv، فيمكننا تحديد t و s بالتوالي بجعل: 
                       t ≡− v   )مقيا�ض 2(

ثمّ 
                          s ≡ −u(4t)  )مقيا�ض 5(

ما يعطي as bt، المعكو�ض من الي�سار لـ au bv، وهكذا �سنح�سل على بنية للزمرة على S ، اإذا وفقط 
اإذا تحقق قانون التجميع. ي�ساألنا التمرين 13 تنةيذ الح�سابات المبا�ضرة لقانون التجميع واكت�ساف 

�ضرط على S لتكون زمرة مع مثل هذا التعريف لل�ضرب. 
المعيار في التمرين في هذه الحالة يو�سل اإلى �سحّة التكافوؤ. 
     1 ≡ 42  )مقيا�ض 5(. 
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وهكذا، فاإننا نح�سل فعلًا على زمرة من الرتبة 10. لحظ اأنّ 
    1 ≢ 22 )مقيا�ض 5(. 

و
    1 ≢ 32  )مقيا�ض 5(. 

وبهذا، فاإنّ التمرين 13 يثبت كذلك اأنّ: 
(a, b : a5 = 1, b2 = 1, ba = a2b)

و
(a, b : a5 = 1, b2 = 1, ba = a3b)

ل تعطي زمرًا من الرتبة 10.                                                                                                        ▲
لنحدد الزمر كلها من الرتبة 8 تبعًا للتماثل، نعرف الزمر الإبدالية الثلاث: 6.40 مثال

ℤ8,   ℤ2 × ℤ4,   ℤ2 × ℤ2 × ℤ2

با�ستخدام المولدات والعلاقات، و�سنعطي تمثيلات للزمر غير الإبدالية. لتكن G زمرة غير اإبدالية 
من الرتبة 8، ولأنّ G لي�ست اإبدالية، فاإنها ل تحوي عنا�ضر من الرتبة 8؛ اإذن، فاإنّ العنا�ضر كلها 
 ،a, b,∈ G اأو 4، فاإذا كان كل عن�ضر له رتبة 2، فاإنّ لـ ما عدا العن�ضر المحايد لها رتبة اإما 2 

�سنح�سل على 2=1(ab)، اأي اإنّ ab ab =1؛ اإذن، ولأنّ a2=1 و b2=1 كذلك، ف�سنح�سل على: 
ba = a2bab2 = a(ab)2b = ab,

 <a>عن�ضًرا من الرتبة 4. لتكن G غير اإبدالية؛ اإذن، يجب اأن تحوي G ّما يناق�ض فر�سيتنا اأن
 <a> الم�ساركتين  فاإنّ المجموعتين   ،b∉ � a فاإذا كانت �   ،4 الرتبة  G من  زمرة جزئية من 
 G في  ناظمية   <a> ولأنّ   ،a4 = 1 و   G لـ  مولدات   b و   a اإذن،  G؛  كل  ت�ستهلك   b<a> و 
كانت واإذا   ،b2 𝜖𝜖 <a> ولدينا   ℤ2 تماثل   G/<a>  ،)2 دليلها  لأن  اأو  �سيلو،  مبرهنة   )بح�سب 

 .b2 = a2 اأو b2 =1 ،ستكون 8؛ اإذن� b فاإنّ رتبة ،b2 = a3  اأو b2 = a

 <a> زمرة جزئية ترافق b<a>b-1 ولأن ،bab-1ϵ<a> ناظمية، ف�سيكون لدينا <a> ّاأخيًرا، لأن
 bab-1                 ،يجب اأن يكون عن�ضًرا من الرتبة 4؛ اإذن bab-1 ّنرى اأن ،<a> وبذلك تكون تماثل
a = اأو bab-1 = a3. واإذا كان bab-1 ي�ساوي a، فاإنّ ba �ست�ساوي ab، وهذا �سيجعل G اإبدالية؛ 

     ،bab-1 = a3 ،اإذن
وبهذا، فاإنّ ba = a3b. وهكذا ي�سبح لدينا احتمالن لـ G، وهما: 

G1 : (a, b : a4 = 1, b2 = 1, ba = a3b)
و 

G2 : (a, b : a4 = 1, b2 = a2, ba = a3b).
العلاقة مع  الحقائق،  هذه   .G2 في   b3 وهي   G1 في   b هي    b-1ّواأن  ،a-1 = a3 اأنّ   لحظ 
المثالين  في  كما   ،ambn ال�سورة  على   Gi في  عن�ضر  كل  عن  التعبير  من  تمكننا   ،ba = a3b 

3.40 و 5.40، ولأنّ a4 =1 واإما b2 =1 اأو b2 = a2، فاحتمالت العنا�ضر في كل زمرة، هي: 
1,   a,   a2,   a3,   b,   ab,   a2b,   a3b.
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اإذن، G1 و G2 له رتبة على الأكثر 8. لأن G1 زمرة من الرتبة 8 ، فيمكن روؤيته من التمرين 13، 
وبمناق�سة �سبيهة لتلك الم�ستعملة في التمرين 13 تثبت اأنّ G2 لها رتبة 8 كذلك. 

غير  الزمرتين  لأن  اإبدالية؛  غير  كليهما    G2 و   G1 اأنّ  نرى   ،  ba = a3b ≠ ab لأنّ   
 ،4 الرتبة  من  فقط  عن�ضرين  تحوي   G1 اأنّ  تثبت  الح�سابات  اأنّ  حقيقة  عن  فينتج  متماثلتين، 
ندع  حيث   ،4 رتبة  لها   a2 و   1 عدا  كلها  العنا�ضر   G2 في  الآخر،  الجانب  وعلى   .a3 و   a وهما 
 ،(a2b)(a3b) ح�سابات الجداول لهاتين الزمرتين للتمرين 3. وللتو�سيح، افتر�ض اأننا نودّ ح�ساب

فبا�ستخدام ba = a3b ب�سورة متكررة، نح�سل على: 
(a2b)(a3b)  =  a2(ba)a2b  =  a5(ba)ab  =  a8(ba)b  =  a11b2

اإذن، نح�سل في G1 على: 
a11b2  =  a11  =  a3,

ولكن اإذا كنا في G2، فاإننا نح�سل على 
a11b2   =   a13   =   a.

الزمرة G1 هي الزمرة الثمانية، )octic group( وتماثل �سديقتنا القديمة، الزمرة D4 لتماثلات 
اإنها تماثل زمرة ال�ضرب  G2 هي الزمرة المرباعية )quaternion group(؛  المربع، والزمرة 
{i,−i, j,−j, k,−k ,1−,1} للمرباعيات. نوق�ست المرباعيات في الة�سل 24.                         ▲                                           
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■ تمارين 40   

  ح�سابات
اأعطِ تمثيلًا لـ ℤ4 يت�سمّن مولدًا واحدًا؛ مولدين؛ ثلاثة مولدات. . 1
اأعطِ تمثيلًا لـ S3 يت�سمّن ثلاثة مولدات. . 2
اأعطِ الجداول للزمرة الثامنة. . 3

(a, b : a4 = 1, b2 = 1, ba = a3b)
والزمرة المرباعية 

(a, b : a4 = 1, b2 = a2, ba = a3b).
في كلتا الحالتين، اكتب العنا�ضر على الترتيب a, a2, a3, b, ab, a2b, a3b ,1. لحظ اأننا لن نحتاج اإلى ح�ساب 
كافيًا من  عددًا  اأن نح�سب  8، وبمجرد  الرتبة  يعطيان زمرتين من  التمثيلين  اأن هذين  نعلم  كل حا�سل �ضرب، 

حوا�سل ال�ضرب، فاإن البقية �ستكون حتمًا اأنَّ كل �سف وكل عمود في الجدول يحوي العن�ضر مرة واحدة فقط(. 
5.40، وا�ستخدم . 4 14 تبعًا للتماثل. ]م�صاعدة: تتبع خطوات حل المثال  الرتبة  الزمر جميعها من  عيّن 

التمرين 13، الةرع )ب([.
5.40، وا�ستخدم . 5 21 تبعًا للتماثل. ]م�صاعدة: تتبع خطوات حل المثال  الرتبة  الزمر جميعها من  عيّن 

اأنهما  اأثبت  اإبداليتين.  غير  زمرتين  يعطيان  تمثيلين  هناك  اأن  يظهر  قد  )ب(.  الةرع   ،13 التمرين 
متماثلتان[.

مفاهيم
حاجة  هناك  كانت  –اإن  الكتاب  اإلى  الرجوع  دون  مائل   بخط  المكتوب  الحد  تعريف  �سحّح   ،7 و   6 التمرينين  في 

للت�سحيح – بحيث يكون ب�سيغة قابلة للن�ضر. 
النتيجة لمجموعة من العلائق، هي حا�سل �ضرب منتهٍ من العلائق مرفوعة لقوًى. . 6
يكون تمثيلا زمرتين متماثلًا ، اإذا وفقط اإذا وجد تقابل بين مولدات التمثيل الأول ومولدات الثاني، الذي . 7

ينتج - بعد اإعادة ت�سمية المولدات – تقابلًا بين علائق التمثيل الأول مع تلك التي تخ�ضّ الثاني. 
 �سع اإ�سارة �سح اأو اإ�سارة خطاأ:. 8

 اأ. لكل زمرة تمثيل.
 ب. لكل زمرة كثير من التمثيلات المختلةة.

 ج. لكل زمرة تمثيلان غير متماثلين.
 د. لكل زمرة تمثيل منتهٍ. 

 هـ. كل زمرة ذات تمثيل منتهٍ تكون ذات رتبة منتهية. 
 و. لكل زمرة دورية تمثيل بمولد واحد فقط.

 ز. كل مرافق لعلائقي يكون نتيجة لعلائقي.
 ح. اأيّ تمثيلين بالعدد نة�سه من المولدات يكونان دائمًا متماثلين.

الزمرة الجزئية لمبدلت زمرة حرة  للعلائق تحوي  النتائج  اإبدالية، مجموعة  لزمرة    ط. في تمثيل 
على المولت.

 ي. في كل تمثيل لزمرة حرّة يكون األـ 1 العلائقي الوحيد. 
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براهين 
ا�ستخدم طرق هذا الة�سل والتمرين 13، الةرع )ب( في اإثبات عدم وجود زمر غير اإبدالية من الرتبة 15. 

)ارجع كذلك للمثال 10.37(. 
  اأثبت – م�ستخدمًا التمرين 13 – اأنّ . 9

    )a, b : a3 = 1, b2 = 1, ba = a2b(
  يعطي زمرة من الرتبة 6. اأثبت اأنها غير اإبدالية. 

  اأثبت اأنّ التمثيل  . 10
 )a, b : a3 = 1, b2 = 1, ba = a2b(  

 .S3 في التمرين 10 يعطي )تبعًا للتماثل( الزمرة غير الإبدالية الوحيدة من الرتبة 6، وبهذا يعطي زمرة تماثل
  اأثبتنا في المثال 6.15 اأنّ A4 ل تحوي زمرة جزئية من الرتبة 6، ويثبت التمرين ال�سابق اأنّ مثل هذه الزمرة . 11

الجزئية من A4 ، �ستكون مماثلة اإما لـ ℤ6 اأو S3. اأثبت اأنّ هذا م�ستحيل اآخذًا رتب العنا�ضر في الح�سبان. 
  لتكن:    . 12

   S = {aib j | 0 ≤ i < m, 0 ≤ j < n},

اأي اإنّ S تتاألف من ال�ضرب ال�سكلي ai bj  بدءًا بـ a0 b0 وانتهاءً بـ am-1 bn-1. ليكن r عددًا �سحيحًا موجبًا، وعرّف ال�ضرب 
على S بـ 

    (asbt )(aubv) = axby ,

حيث x باقي ق�سمة s + u (rt) على m، و y باقي ق�سمة t + v على n، با�ستخدام خوارزمية الق�سمة )المبرهنة 3.6(. 
اأثبت اأنّ ال�ضرط ال�ضروري والكافي لتحقق قانون التجميع و لـ S لت�سبح زمرة مع هذا ال�ضرب، اأن تكون rn . أ

 .)m 1 ≡  )مقيا�ض

ا�ستنتج من الةرع )اأ( اأنّ تمثيل الزمرة: . ب
     (a, b : am = 1, bn = 1, ba = arb)

  .)m مقيا�ض(  rn ≡ 1 اإذا وفقط اإذا كان ، mn يعطي زمرة من الرتبة
13 . q ≡ 1 و q > p عددان اأوليّان و q و  p حيث ،n = pq انظر النبذة التاريخية في �سةحة 449(. اأثبت اأنه اإذا كان(  

)مقيا�ض p( فتوجد بال�سبط زمرة غير اإبدالية واحدة )تبعًا للتماثل( من الرتبة n. تذكر اأنّ q – 1 عن�ضر غير �سةري 
في ℤq يولد زمرة دورية ℤ*q مع ال�ضرب مقيا�ض q. ]م�صاعدة: ت�سكل حلول xp ≡ 1 )مقيا�ض q( زمرة جزئية من 
 ℤ*q ذات عنا�ضر r, r2, …, rp-1 ,1. في الزمرة ذات التمثيل (a, b : aq = 1, bp = 1, ba = arb) ، نح�سل على

b تولد ⟩b⟨ لـ  j = 1، · · · ، p – 1، وهذا التمثيل يماثل    
i ّوبهذا يكون (    ) ؛ اإذن، ولأن ،bab−1 = ar

(    )

(    )  كلها متماثلة[. اإذن، التمثيلات

Abstract 1_Book.indb   460 3/4/2014   9:41:54 AM

o b e i k a n d l . c o m




