
   

28 لي�س متطلبًا لما بقي من الكتاب. 1 الف�صل 

�سة
لخام

ة ا
حد

الو

 المثاليات وحلقات العامل
Ideals and Factor Rings

 الف�سل 26  الت�صاكلات وحلقات العامل
Homomorphisms and Factor Rings

 الف�سل 27  المثاليات الأولية والأعظمية
Prime and Maximal Ideals

 الف�سل 28  1اأ�صا�صات جروبنر للمثاليات
1Gröbner Bases for Ideals

Abstract 1_Book.indb   315 3/4/2014   9:36:50 AM

o b e i k a n d l . c o m



اأول في الجبر المجرد 316 مقرر 

الت�ساكلات وحلقات العامل Homomorphisms and Factor Ringsالف�سل 26
الت�ساكلات

عَرَّفنا مفاهيم وللحلقات في الف�صل 18؛ لأننا نود الحديث عن ت�صاكلات تعوي�س لكثيرات حدود 
وعن الحلقات المتماثلة، ونعيد بع�س التعريفات؛ لت�صهيل المراجعة. 

تذكر اأنّ الت�صاكل هو دالة تحافظ على التركيب، وت�صاكل الحلقات يربط بين البنية الجمعية وبين 
البنية ال�ضربية لكل منهما.

1.26 تعريف

 

الدالة 𝜙𝜙 من حلقة R اإلى حلقة 'R هي ت�ساكل )homomorphism( اإذا كان:
𝜙𝜙(a + b) = 𝜙𝜙(a) + 𝜙𝜙(b)

و
𝜙𝜙(ab) = 𝜙𝜙(a)𝜙𝜙(b)

■                                                                                               .R في  b و a لكل العنا�ضر
الدالة  اأنّ   11.18 المثال  بيّن  وقد  التعوي�س،  ت�صاكلات   10.18 المثال  في  عَرَّفنا    
𝜙𝜙 : ℤ → ℤn، حيث 𝜙𝜙 (m) هو باقي ق�صمة m على n - هي ت�صاكل، وهذا مثالٌ اآخر ب�صيط لت�صاكل، 

ا. لكنه اأ�صا�صي جدًّ
حلقات، 2.26 مثال  R1 ، R2 ، ... ، Rn لتكن   ))projection homomorphisms( الإ�سقاط  )ت�ساكلات 

ولكل i، الدالة πi : R1 × R2 × … × Rn ⟶ Ri المعرفة بـِ  πi (r1, r2, · · · , rn) = ri هي 
ت�صاكل اإ�صقاط غامر الى المركبة Ri، فالخا�صيتان المطلوبتان متحققتان للت�صاكل πi؛ لأنّ الجمع 
وال�ضرب في ال�ضرب المبا�ضر يح�صب من خلال الجمع وال�ضرب لكل مركبة ب�صورة منف�صلة.      ▲

خ�سائ�ص الت�ساكلات
�صنعمل بطريقتنا خلال ال�ضرح للف�صل 13، لكن لت�صاكلات حلقات.

)رديف المبرهنة 12.13(: ليكن 𝜙𝜙 ت�صاكلًا من حلقة R اإلى ′R، فاإذا كان 0 هو المحايد الجمعي 3.26 مبرهنة
 ،𝜙𝜙 (-a) = - 𝜙𝜙 (a) ّفاإن ،a ϵ R واإذا كان ،R′ هو المحايد الجمعي في 𝜙𝜙 (0) = 0′ ّفاإن ،R في
واإذا كانت S حلقة جزئية من R، فاإنّ𝜙𝜙 [S]  حلقة جزئية من ′R، وفي المقابل، اإذا كانت ′S حلقة 
 𝜙𝜙 (1) ّعن�ضر محايد 1، فاإن R ِاأخيًرا، اإذا كان لـ ،R حلقة جزئية من 𝜙𝜙 -1 [S′ ] ّفاإن ،R' جزئية من
عن�ضر محايد لـِ𝜙𝜙 [R] ، باخت�صار: حلقات جزئية تناظر حلقات جزئية، وحلقات بعن�ضر محايد 

تناظر حلقات بعن�ضر محايد بالن�صبة اإلى ت�صاكل حلقات.
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ليكن 𝜙𝜙 ت�صاكلًا من حلقة R اإلى حلقة ′R؛ لأن – بو�صفها حالة خا�صة – 𝜙𝜙 يمكن اأن ينظر اإليه البرهان
 𝜙𝜙(0) = 0′ ّاأن المبــرهنـــة 12.13  على اأنه ت�صاكل زمرٍ من 〈 + ,R〉 اإلى 〈′+ ,′R〉. تخبــرنــا 
اإذا  باأنه  ا  اأي�صً وتخبرنا   ،𝜙𝜙(-a) = -𝜙𝜙(a) واأنّ   ،R′ لـــِ  للجمــع  يــد  المحــا لعن�صـــر  ا هـو 
كانت S حلقة جزئية من R، فاإنه باعتبار زمرة الجمع  〈+ ,S〉، فالمجموعة 〈′+ ,𝜙𝜙[S]〉 تمثِّل 

زمرة  جزئية لـِ 〈′+ ,′R〉 . واإذا كان 𝜙𝜙(s1) و 𝜙𝜙(s2) عن�ضرين من 𝜙𝜙[S]، فاإنّ: 
𝜙𝜙(s1) 𝜙𝜙(s2) = 𝜙𝜙(s1s2)

و𝜙𝜙(s1s2) ∈ 𝜙𝜙[S]. وعليه، [𝜙𝜙𝜙s1)𝜙𝜙𝜙s2) ∈ 𝜙𝜙𝜙S، وهكذا [𝜙𝜙𝜙S مغلقة بالن�صبة  اإلى ال�ضرب، 
ا، اأنه اإذا كانت  بناءً على ذلك، 𝜙𝜙[S] حلقة جزئية من ′R. في المقابل، تبينِّ المبرهنة 12.13 اأي�صً
 ،a, b ∈ 𝜙𝜙 -1 [S’ ] ليكن  .〈R, +〉 حلقة  جزئية من  〈𝜙𝜙-1[S′],+ 〉 ّفاإن ، R′ حلقة جزئية من S′

وهكذا  ’𝜙𝜙(a) ∈ S و ’𝜙𝜙(b) ∈ S عندئذٍ:
.𝜙𝜙(ab) = 𝜙𝜙(a)𝜙𝜙(b)

لأنّ ′𝜙𝜙(a)𝜙𝜙(b) ∈ S، نرى اأنّ ab ∈ 𝜙𝜙-1[S′] وهكذا 𝜙𝜙-1[S′] مغلقة بالن�صبة اإلى ال�ضرب، وعليه 
.R حلقة جزئية من 𝜙𝜙[S] فاإن

، r ∈ R عن�ضر محايد 1، فاإنّ لكل R ِاأخيًرا، اإذا كان لـ  
𝜙𝜙(r) = 𝜙𝜙(1r) = 𝜙𝜙(r1) = 𝜙𝜙(1)𝜙𝜙(r) = 𝜙𝜙(r)𝜙𝜙(1)،

t                                                                                      . 𝜙𝜙 [R] .ِعن�ضر محايد لـ 𝜙𝜙 (1) وهكذا
في المبرهنة 3.26، لحظ  اأنّ 𝜙𝜙 (1) هو عن�ضر محايد لـِ 𝜙𝜙 [R]، لكن لي�س بال�ضرورة   

لـِ ′R، و�صنطلب اإليك اأن تبيّن ذلك في التمرين 9.

لتكن الدالة 𝜙𝜙 : R → R ت�صاكل حلقات، الحلقة الجزئية4.26 تعريف
𝜙𝜙−1[0′] = {r ∈ R | 𝜙𝜙(r) = 0′}

■               .Ker (𝜙𝜙) ويرمز لها بالرمز ،𝜙𝜙 ِلـ )Kernel( هي النواة          
〈 + ,′R〉 المعطاة  اإلى   〈R, + 〉 الزمر من نَفْ�صُها لت�صاكل  النواة  Ker (𝜙𝜙) هي  الآن،   
من خلال 𝜙𝜙، المبرهنة 15.13 والنتيجة 18.13 لت�صاكلات الزمر تعطينا مبا�ضرة نتائج مُنَاظِرة 

لت�صاكلات حلقات.

)رديف المبرهنة 15.13( ليكن ′𝜙𝜙 : R → R ت�صاكل حلقات، ولتكن H = Ker (𝜙𝜙)، وليكن a 5.26 مبرهنة
ϵ R. عندئذ 𝜙𝜙−1[𝜙𝜙(a)] = a + H = H + a ،  حيث a + H = H + a هي مجموعة الم�صاركة 

.〈H, + 〉  لزمرة الجمع الإبدالية a التي تحوي
ذا 6.26 نتيجة اإ وفقط  ذا  اإ اأحادية  دالة  هو    𝜙𝜙 : R → R حلقـــات  ت�صــاكــل   )18.13 النتيجة  )رديف 

.Ker (𝜙𝜙) = {0} كان
حلقات )خوارج الق�سمة( العامل

اإننا جاهزون الآن لو�صف النتائج الرديفة لحلقات الف�صل 14، ونبداأ بمناظِرةٍ للمبرهنة 1.14.
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لُ مجموعات 7.26 مبرهنة تُ�صَكِّ H، عندئذٍ  𝜙𝜙 : R → R  ت�صاكل حلقات نواته  1.14( ليكن  المبرهنة  )رديف 
الم�صاركة مع الجمع لـِ H حلقة R / H، تُعَرَّف عملياتها الثنائية باختيار الممثلين، اأي اإنّ مجموعَ 

مجموعتي م�صاركة مُعرَّف بـِ
(a + H) + (b + H) = (a + b) + H,

ِ ْب مجموعتي م�صاركة مُعرَّف بـ و�ضرَ
(a + H)(b + H) = (ab) + H.

ا، الدالة μ : R/H → 𝜙𝜙[R] ، المعرفة بـِ  μ(a + H) = 𝜙𝜙(a) هي تماثل. اأي�صً

مرة اأخرى، اأنجز جزء الجمع  لمبرهنتنا في المبرهنة 1.14، ونكمل بفح�س ظواهر ال�ضرب.  البرهان

يجب اأن نبيّن اأولً اأنّ �ضرب مجموعات الم�صاركة باختيار الممثلين ح�صن التعريف، ولعمل ذلك، 
ثِّلٌ لـِ b + H. ليكن  ثِّلٌ لـِ a + H و b + h2 مَُ ليكن h1 h2 ϵ H ، وعليه، فاإنّ a + h1 مَُ

c = (a+h1)(b+ h2) = ab + ah2 + h1b + h1h2

   يجب اأن نثبت اأنّ هذا العن�ضر c يقع في مجموعة الم�صاركة ab +H ولأن 

𝜙𝜙(h) = 0' ت�صاكل و 𝜙𝜙 ولأن .𝜙𝜙(c) = 𝜙𝜙(ab) ّنحتاج فقط اإلى اإثبات اأن ab+H = 𝜙𝜙-1[𝜙𝜙(ab)]

نح�صل لـِ h ϵ H على:
𝜙𝜙(c) = 𝜙𝜙(ab + ah2 + h1b + h1h2)

= 𝜙𝜙(ab) + 𝜙𝜙(ah2) + 𝜙𝜙(h1b) + 𝜙𝜙(h1h2)
= 𝜙𝜙(ab) + 𝜙𝜙(a)0' + 0'𝜙𝜙(b) + 0'0'

(1)                                   = 𝜙𝜙(ab) + 0' + 0' + 0' = 𝜙𝜙(ab). 
وعليه، ال�ضرب باختيار الممثلين ح�صن التعريف.

لإثبات اأنّ R / H حلقة، بقي اأن نثبت اأنّ الخا�صية التجميعية لل�ضرب وقانوني التوزيع   
متحققة في R / H؛ لأنّ الجمع وال�ضرب يح�صب باختيار الُممَثلين، وهذه الخ�صائ�س تنتج مبا�ضرة 

.R من الخ�صائ�س المقابلة في

التعريف،  ح�صنة   4.26 المبرهنة  نَ�سِّ  في  المعرَّفة   μ الدالة  اأنّ   1.14 المبرهنة  تبيّن   
واأحادية، وغامرة لـِ 𝜙𝜙 [R]، وتحقق خا�صية الجمع للت�صاكل، فمن ناحية ال�ضرب، لدينا:

μ[(a+H)(b+H)] = μ(ab+H) = 𝜙𝜙(ab)
                         = ϕ(a) ϕ(b) = μ(a+H)μ(b+H)

t هذه تُكْمِلُ اإثبات اأنّ μ تماثل. 
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المثال 11.18 يبيّن اأنّ الدالة 𝜙𝜙: ℤ → ℤn الُمعرَّفة بـِ 𝜙𝜙 (m) = r هي ت�صاكل ، حيث r هو باقي m عند 8.26 مثال
ق�صمته على n؛ لأن Ker (𝜙𝜙) = nℤ، وتبيّن المبرهنة 7.26  اأنّ ℤ / nℤ حلقة، حيث اإنّه يمكن ح�صاب 
ا،  العمليات على �صفوف البواقي باختيار الُممَثلين، وبعمل العملية المقابلة في ℤ، وتبيّن المبرهنة اأي�صً
�   .ℤn تماثل ℤ / nℤ اأنّ هذه الحلقة

مجموعات  �ضرب  اإنّ  بحيث   ،R حلقة  من   H الجزئية  الحلقات  تلك  فَ  نَ�صِ اأن  فقط  بقي     
الم�صاركة  مجموعات  �ضرب  اأُثْبِتَ  وقد  التعريف.  ح�صن  الممثلين  باختيار   H لـِ  الجمع  مع  الم�صاركة 
 في المبرهنة 7.26  في المعادلة (1) باأنه ح�صن التعريف، ويُعزى نجاح المعادلة (1) اإلى حقيقة اأنّ،

 a, b ϵ فاإنّ لكل .H = Ker(𝜙𝜙) حيث ،h ϵ H اأي اإنه اإذا كان 𝜙𝜙(ah2) = 𝜙𝜙(h1b) = 𝜙𝜙(h1h2) = 0′
R لدينا ah ϵ H وhb ϵ H، وهذا تقترحه المبرهنة 9.26 في الأ�صفل، التي هي مناظرة للمبرهنة 4.14.

)رديف المبرهنة 4.14(: لتكن H حلقة جزئية من الحلقة R . �ضرب مجموعات الم�صاركة مع الجمع لـِ 9.26 مبرهنة 
H ح�صن التعريف من خلال المعادلة:

(a + H)(b + H) = ab + H
.h ϵ H و a,b ϵ R لكل hb ϵ H و ah ϵ H  اإذا وفقط اإذا كان

البرهان

10.26 تعريف

 a + h1 ،؛ ولذلك h1, h2 ϵ H ليكن .h ϵ H ولكل a,b ϵ R لكل hb ϵ H و ah ϵ H ّافتر�س اأولً اأن 
ثِّلَانِ لمجموعتي الم�صاركة a + H و b + H تحويان a و b، عندئذٍ: ا مَُ و b + h2 هما اأي�صً

(a + h1)(b + h2) = ab + ah2 + h1b + h1h2

.(a + h1)(b + h2) ϵ ab + H ّاأن ، H جميعها في  h1h2 و ، h1b ، ah2 لأنّنا نرى من المعطيات
في المقابل، افتر�س اأنّ �ضرب مجموعات الم�صاركة مع الجمع من خلال الممثلين ح�صن   
التعريف، وليكن a ϵ R وخذ في الح�صبان �ضرب مجموعات الم�صاركة H (a + H)، فباختيار 

نه يمكننا   a ϵ (a + H) و ϵ H 0،  نرى اأنّ H = a0 + H = 0 + H = H (a + H)؛ ولأ الُممَثِّلَيْن ِ
 ، h ϵ H لأي  ah ϵ H ّن اأ ا ح�صاب H (a+H)،  باختيار a ϵ (a + H)  واأي  h ϵ H نرى  ي�صً اأ
t  .h ϵ Hلأي  hb ϵ H   ّاأن    H(b + H) ال�ضرب يبداأ مع  م�صابه  ويبيّن برهانٌ 
  الزمر الجزئية الناظمية في مبرهنة الزمر هي بالتحديد نوع البنية الجزئية للزمر المطلوبة  
بالتعامل مع مثلين  التعريف على مجموعات م�صاركة معطاة  لت�صكيل زمرة عامل مع عملية ح�صنة 
اأن  يجب  الحلقات،  مبرهنة  في  المناظرة  الجزئية  البنية  اأنّ    9.26 المبرهنة  تُبَينِّ  حيث  مختارين، 
حيث  ،a, b, ϵ R لكل   Hb ⊆ H و   aH ⊆ H نّ:  اإ بحيث   R حلقة  من   H جزئية  حلقة   تكون 
aH = {ah | h ∈ H} و  Hb = {hb | h ∈ H}، من الآن ف�صاعدًا �صنرمز عادة لبنية جزئية كهذه بـِ 

N بدل H، وتذكر اأننا في الف�صل  15 بداأنا با�صتخدام N لنعني زمرة جزئية ناظمية.

نقول: اإن زمرة الجمع الجزئية N من حلقة R مثالي )ideal( اإذا حققت الخ�صائ�س:
■  a,b ϵ R لكل Nb ⊆ N و aN ⊆ N
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نرى اأنّ nℤ مثالي من الحلقة ℤ ؛ لأننا نعلم اأنها حلقة جزئية و 11.26s(nm) = (nm)s = n(ms) ϵ nℤ مثال
�  .s ϵ ℤ لكل 

لتكن F حلقة الدوال جميعها من ℝ اإلى ℝ، ولتكن C الحلقة الجزئية من F المتكوّنة من جميع الدوال 12.26 مثال
الثابتة في F. هل C مثالي من F؟ لماذا؟

لي�س �صحيحًا اأنّ ال�ضرب لدالة ثابتة مع كل دالة هو مرة اأخرى دالة ثابتة، فمثلًا: ال�ضرب لـِ sin x و 2 الحل
�  .F ا من هو الدالة 2sin x، وعليه، C لي�صت مثاليًّ

 نبذة تاريخية

قَدَّم اإرن�صت اإدوارد كُمر (Ernst Eduard Kummer 1810 – 1893) عام 1847م مفهوم “عدد مركب 
مثالي” حتى يحافظ على مفهوم التحليل الوحيد في حلقات معينة لأعداد �صحيحة جبرية، وبوجه خا�س، 
 ،a0 + a1α + a2α

2 + ... + ap-1α
p-1 اأراد كُمر اأن يكون قادرًا على اأن يحلل اإلى اأعداد اأولية على ال�صكل

xp (p اأولي)، و ai اأعداد �صحيحة عادية، وقد لحظ كُمر اأنّ التعريف الب�صيط 
حيث α جذر مركب لـِ 1 = 

ة؛ فال�ضرب لثنين  للاأعداد الأولية “بو�صفها اأعدادًا غير قابلة للتحليل” ل يقود اإلى النتائج المرجوَّ
اأخرى  اأعدادٍ  على  للق�صمة  قابلًا  يكون  اأن  بحق  يمكن  للتحليل”  القابلة  “غير  الأعداد  هذه  مثل  من 
بدللة علاقات  المثالية”  “الأعداد  و  المثالية”  الأولية  “العوامل  كُمر  عَرَّف  للتحليل”،  قابلة  “غير 
تطابق معينة؛ وهذه “العوامل المثالية” ا�صتخدمت بعد ذلك على اأنها القوا�صم ال�ضرورية للحفاظ على 
التحليل الوحيد، وبا�صتخدامها، كان كُمر في الحقيقة قادرًا على اإثبات حالت معينة من المبرهنة 

.n > 2 الأخيرة لفيرما، التي تن�سّ على اأن لي�س لها حلول اإذا كان

حُدِّدَ ب�صورة   – “عددًا”  لي�س  الذي هو بوجه عام   – ا”  “عددًا مثاليًّ اأنّ  النهاية  اأثبت في   
Richard De-) يق�صمها”، اأمّا ريت�صارد ديديكيند“  ححيدة عن طريق مجموعة الأعداد ال�صحيحة التي
�صمّى  لذلك  المجموعة؛  هذه  مع  المثالي  العامل  ليطابق  الحقيقة  هذه  من  فائدة  اأخذ  فقد   ،(dekind
ا، ووا�صل لإثبات اأنه يحقق التعريف المعطى في هذا الكتاب، اأ�صبح ديديكيند  المجموعة نف�صها مثاليًّ
اأيّ مثالي في حلقة  اأنّ  الأولي و�ضرب مثاليين، وبينَّ  المثالي  تعريف مفهومي  قادرًا على  ذلك  بعد 
اأعداد جبري، يمكن كتابته على نحو وحيد على �صورة �ضرب مثاليات  الأعداد ال�صحيحة لأيّ حقل 

اأولية.

                               
لتكن F كما في المثال ال�صابق، ولتكن N الحلقة الجزئية للدوال f  جميعها، بحيث اإنّ f(2) = 0. هل N 13.26 مثال 

مثالي من F؟ لماذا اأو لماذا ل؟

، وهكذا fg ϵ N.  بالمثل نجد الحل ليكن f ϵ N، وليكن g ϵ F. عندئذٍ 
ا اإثباتها فقط بملاحظة اأنّ N هي النواة لت�صاكل  اأنّ gf ϵ N؛ لهذا ال�صبب N مثالي من F. يمكننا اأي�صً

       �                                                                                                                  .𝜙𝜙2 : F → ℝ  التعوي�س
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الجمع  مع  الم�صاركة  مجموعات  على  التعريف  ح�صن  الممثلين  باختيار  ال�ضرب  اأنّ  علمنا   
لحلقة جزئية N من R، القانون التجميعي لل�ضرب وقانونا التوزيع لمجموعات الم�صاركة هذه تنتج 

مبا�ضرة عن الخ�صائ�س نف�صها في R، فلدينا مبا�ضرة هذه النتيجة للمبرهنة 9.26.

ل 14.26 نتيجة )رديف النتيجة 5.14( ليكن N مثاليًّا من حلقة R، عندئذٍ: مجموعات الم�صاركة مع الجمع لـِ N تُ�صَكِّ
حلقة R / N مع عمليات ثنائية معرَّفة بـِ 

و 

الحلقة R / N في النتيجة ال�صابقة هي حلقة العامل )factor ring( )أو الحلقة الخارجة )quotient ring(( 15.26 تعريف
■  .N  عن طريق R ِلـ

اإذا ا�صتخدمت م�صطلح الحلقة الخارجة، فتاأكد من عدم خلطك له مع مفهوم الحقل لخوارج   
الق�صمة لحلقة تامة، الذي نوق�س في الف�صل 21.

)Fundamental Homomorphism Theorem( مبرهنة الت�ساكل الأ�سا�سية
لإكمال مُناظرتنا مع الف�صلين 13 و 14 نعطي مناظِرَتين للمبرهنتين 9.14 و 11.14.

16.26ِ مبرهنة γ   المعطى بـ : /R R N→ )رديف المبرهنة 9.14( ليكن N  مثاليًّا من حلقة R. عندئذ 
.N هو ت�صاكل حلقاتٍ نواته   γ ( )x x N= +

جزء الجمع اأنُجز في المبرهنة 9.14، وبالعودة اإلى م�صاألة ال�ضرب، نرى اأنّ: البرهان
t                                                    .             

N. 17.26 مبرهنة نواته  ت�صاكل حلقات   𝜙𝜙 :R → R′ ليكن   )11.14 المبرهنة  رديف  الأ�سا�سية؛  الت�ساكل  )مبرهنة 
عندئذٍ: 𝜙𝜙 [R] حلقة،  والدالة μ : R/N → 𝜙𝜙[R]  المعطاة بـ  μ(x + N) = 𝜙𝜙(x)  هي تماثل. اإذا كان    

. 𝜙𝜙(x) = μγ (x)  لدينا ،x ϵ R فلكل  ، γ (x) = x + N   ِهو الت�صاكل المعطى بـ γ : R → R/N

تنتج هذه مبا�ضرة عن المبرهنتين 7.26 و 16.26، وال�صكل 18.26 مناظر لل�صكل t             .10.14البرهان

γ μ

R/N

R
ϕ ϕ[R]

   ال�سكل 18.26
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 ،ℤ/nℤ العامل  حلقة  ت�صكيل  يمكننا  وهكذا   ،ℤ من  مثالي   nℤ اأنّ   11.26 المثال  يبيّن 
ونرى  ت�صاكل،  هو   ،n مقيا�س   m باقي   𝜙𝜙(m) حيث   𝜙𝜙: ℤ → ℤn اأن   11.18 المثال  ويبيّن 
حيث  -  μ : ℤ/nℤ → ℤn الدالة  اأنّ   17.26 المبرهنة  تبيّن  ذلك،  بعد   .Ker(𝜙𝜙) = nℤ  اأن  

 μ(m + nℤ) باقي m مقيا�س n، هي تماثل وح�صنة التعريف.                                                                        �      

بوجه عام، كل ت�صاكل حلقات مجاله R  ين�صئ حلقة عامل R / N ، وكل حلقة عامل   
R / N تن�صىء دالة ت�صاكل من R اإلى R / N. والمثالي في مبرهنة الحلقات يناظر الزمرة الجزئية 

الناظمية وكلاهما هو نوع البنية الجزئية ال�ضروري لت�صكيل بنية العامل.

ليكن  الت�صاكلات.  3.26 على خ�صائ�س  للمبرهنة  اإ�صافة  اأن ن�صيف  الآن  يجب علينا   
لي�س  اأنه  𝜙𝜙[R]، مع  𝜙𝜙[N]  مثالي من  R، عندئذٍ:  ا  من  N  مثاليًّ ت�صاكلًا، وليكن   𝜙𝜙: R⟶R′
ا  من 𝜙𝜙[R] اأو من ′R، فاإنّ 𝜙𝜙-1[N′] مثالي من  ا، اإذا كان ′N  مثاليًّ ا من ′R اأي�صً بال�ضرورة مثاليًّ

R. نترك برهانها اإلى التمرين 22.

 تمارين 26

ح�سابات

فْ جميع ت�صاكلات الحلقات من ℤ × ℤ اإلى ℤ × ℤ  ] لحظ:  اأنه اإذا كان 𝜙𝜙 ت�صاكلًا، فاإنّ  1.      �صِ
ا    𝜙𝜙((1, 0))  =  𝜙𝜙((1, 0)) 𝜙𝜙((1, 0))  و 𝜙𝜙((0, 1))  =  𝜙𝜙((0, 1)) 𝜙𝜙((0, 1))   . خذ  في الح�صبان  اأي�صً

             .[𝜙𝜙 ((1,0)(0,1))
.ℤ2 تحوي حلقة جزئية تماثل ℤn ّجميعها، بحيث اإن n 2.   اأوجد الأعداد ال�صحيحة الموجبة

3.   اأوجد المثاليات Nمن ℤ12 جميعها، واح�صب في كل حالة ℤ12/N ؛ اأي اأوجد حلقة معروفة 
تماثلها الحلقة الخارجة.

4.   اأعطِ جداول الجمع وال�ضرب لـِ   2ℤ/8ℤ.  هل   2ℤ/8ℤ   و ℤ4 حلقات متماثلة؟

مفاهيم

ح تعريف الحدّ المكتوب بخط مائل دون الرجوع اإلى الكتاب –اإن  في التمارين من 5 اإلى 7، �صحِّ
كانت هناك حاجة للت�صحيح – بحيث يكون ب�صيغة قابلة للن�ضر.

.Ker (𝜙𝜙) = {0} ّبحيث اإن ، 𝜙𝜙 :R → R′  ٌهو ت�صاكل R′ اإلى حلقة R 5. التماثل من حلقة
 n ϵ N ولكل r ϵ R بحيث اإنه لكل ،〈R, +〉  هو زمرة جمع جزئية من R من حلقة N 6. المثالي

.nr ϵ N و rn ϵ N لدينا

19.26 مثال
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{ }ø r = ' r( ) 0 | ∈R                                هي R′ بالحلقة R يربط الحلقة 𝜙𝜙 7.   النواة لت�شاكل
دالة   يعطي  وال�صتقاق  كلها،  الرتب  من  م�صتقات  ولها   ℝ اإلى   ℝ من  كلها  الدوال  حلقة   F لتكن    .8 

𝛿𝛿𝛿f(x))=f. هل 𝛿𝛿 ت�صاكل؟ لماذا؟  اربط بين هذا التمرين والمثال 12.26. ' (x) حيث ،𝛿𝛿𝛿𝛿F → F
𝜙𝜙(1) ≠ 0′، لكن 𝜙𝜙(1) لي�س  1 و  R لها عن�ضر محايد  ′𝜙𝜙:R⟶R، حيث  اأعْطِ مثالً لت�صاكل حلقاتٍ    .9

.R′ ِعن�ضًرا محايدًا لـ
10. �صع اإ�صارة �صح اأو اإ�صارة خطاأ:

اأ.  مفهوم ت�صاكل الحلقات مرتبط اإلى حدٍّ بعيد بفكرة حلقة العامل._______
_______  .R′ اإلى مثاليات من R يحمل المثاليات من 𝜙𝜙 :R ⟶R′ ب. ت�صاكل الحلقات
جـ. ت�صاكل الحلقات اأحادي اإذا وفقط اإذا كانت النواة هي {0}._______
_______.ℝ مثالي من ℚ .د
هـ. كل مثالي من حلقة هو حلقة جزئية من الحلقة._______
و. كل حلقة جزئية من كل حلقة هي مثالي من الحلقة._______
ز. كل حلقة خارجة من كل حلقة اإبدالية هي مرة اأخرى حلقة اإبدالية._______
ح. الحلقات ℤ/4ℤ  و ℤ4 متماثلة._______
_______.1 ϵ N جميعها اإذا وفقط اإذا كان R مع عن�ضر محايد 1 هو R من حلقة N ط. مثالي
ي. مفهوم المثالي لمفهوم الحلقة مثل مفهوم الزمرة الجزئية الناظمية لمفهوم الزمرة._______

11. لتكن R حلقة. لحظ اأنّ {0} و R كلايهما مثاليان من R. هل حلقتا العامل R/R و  R/{0} لهما اأهمية 

حقيقية؟ لماذا؟
12. اأعطِ مثالً يبيّن اأنّ حلقة عامل من حلقة تامة يمكن اأن تكون حقلًا.

13. اأعط مثالً يبيّن اأنّ حلقة عامل من حلقة تامة يمكن اأن يكون لها قوا�صم لـِ 0.

14. اأعط مثالً يبيّن اأنّ حلقة عامل من حلقة مع قوا�صم لـِ 0 يمكن اأن تكون حلقة تامة. 

.ℤ × ℤ ا  من 15. اأوجد حلقة جزئية من الحلقة ℤ × ℤ ل تكون مثاليًّ

كان  اإذا  وفقط  اإذا  اإبدالية  هي   N مثالي  مقيا�س   R حلقة  من  الخارجة  الحلقة  اأنّ  ليثبت  طالب  �صُئل   .16

ϵ N (rs – sr) لكل r, s ϵ R. بداأ الطالب بـِ:
. r, s ϵ R/N لكل rs = sr :ٍاإبدالية، عندئذ  R/N ّافتر�س اأن  

اأ.    لماذا كانت قراءة المدر�س لذلك تجعله يتوقع عدم المنطقية لما بعدها؟
ب.  ماذا كان يجب على الطالب اأن يكتب؟
جـ. اأثبت الدعاء. (لحظ “اإذا وفقط اإذا”).
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براهين

R = {a+b، ولتكن ′R تتكوّن من الم�صفوفات كلها من الدرجة 2 × 2  2  |a,b ∈ ℤ} 17.  لتكن

على ال�صكل  لـِ a, b ϵ ℤ. اأثبت اأنّ R حلقة جزئية من ℝ، واأنّ ′R حلقة جزئية من 
ϕ(a + b 2 هو تماثل. M2 (ℤ). بعد ذلك اأثبت اأن ′ϕ : R → R، حيث   = (

ا اأو ير�صل كل �صيء ب�صورة غامرة اإلى 0. 18. اأثبت اأنّ كل ت�صاكل من حقل اإلى حلقة اإما اأحاديًّ

   ψ : R′ → R''  و  𝜙𝜙 : R → R' حلقات، واإذا كان R′′ و ، R′ و ، R اإذا كانت اأنه  19.  اأثبت 

ت�صاكلين، فاإن دالة التركيب  ′′ψ 𝜙𝜙 : R → R هي ت�صاكل. (ا�صتخدم التمرين 49 للف�صل 13). 
 20.  لتكن R حلقة اإبدالية مع عن�ضر محايد بمميز اأولي p. اأثبت اأنّ الدالة 𝜙𝜙p : R → R  المعطاة بـِ

.)Frobenius homomorphism( هي ت�صاكل )ت�ساكل فروبين�ص 𝜙𝜙p (a) = ap

21.  لتكن R و ′R حلقتين، وليكن ′𝜙𝜙 : R → R ت�صاكل حلقات، بحيث اإنّ  𝜙𝜙[R] ≠ {0'}. اأثبت 

.R′ ِعن�ضر محايد لـ 𝜙𝜙 (1) ّلي�س لها قوا�صم لـِ 0، فاإن R′ عن�ضر محايد 1، و R ِاأنه اإذا كان لـ
.R ا من 22.  ليكن  ′𝜙𝜙 : R → R ت�صاكل حلقات، وليكن N مثاليًّ

. 𝜙𝜙 [R]مثالي من 𝜙𝜙 [N] ّاأ. اأثبت اأن

.R′ ا من ب. اأعْطِ مثالً يُثبت اأنّ 𝜙𝜙 [N] لي�س بال�ضرورة مثاليًّ

.R مثاليًا من 𝜙𝜙−1[N′]  اأثبت اأن .R′ اأو من  𝜙𝜙 [R]  ا  اإما من جـ. ليكن ′N  مثاليًّ

اأثبت  n عامل.  لـِ   F × F × … × F اأي مجموعة جزئية من   S F حقلًا، ولتكن  23. ليكن 

f (x1, · · · , xn) ∈ F [x1, · · · , xn]  التي لها كل عن�ضر  NS لكل   نّ المجموعة   اأ
 F [x1,…, بو�صفه �صفرًا (انظر التمرين 28 للف�صل 22) هي مثالي من S في (a1, …, an)

[xn. هذه ذات اأهمية في علم الهند�صة الجبرية. 
24.  اأثبت اأنّ حلقة العامل من حقل اإما حلقة تافهة (�صفر) من عن�ضر واحد اأو تماثل الحقل.

فاإنّ  ،N ≠ R اإنّ  R، بحيث  N مثالي من  و  R حلقة مع عن�ضر محايد  اإذا كانت  اأنه  اأثبت    .25 

  R / N حلقة مع عن�ضر محايد.
.R مثالي من Ia = {x ∈ R | ax = 0} اأثبت اأن .a ϵ R حلقة اإبدالية، وليكن R 26.  لتكن

.R ا مثالي من 27.  اأثبت اأنّ تقاطع مثالياتٍ من حلقة R هو اأي�صً

28.  لتكن R و   ′R حلقتين، وليكن N و ′N مثاليين من R و ′R على الترتيب. ليكن 𝜙𝜙 ت�صاكلًا من 

  ϕ[N] ⊆ N'  اإذا كانت ϕ*: R/N → R'/N'  ا R اإلى ′R. اأثبت اأنّ 𝜙𝜙 ين�صئ ت�صاكلًا طبيعيًّ
(ا�صتخدم التمرين 39 للف�صل 14) .

29.  ليكن 𝜙𝜙 ت�صاكلًا من حلقة R مع عن�ضر محايد وب�صورة غامرة اإلى حلقة غير �صفرية ′R. ليكن 

 .R′ عن�ضر وحدة في 𝜙𝜙 (u) ّاأثبت اأن .R عن�ضر وحدة في u
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30. ي�صمى العن�ضر a من حلقة R متلا�سي القوى )nilpotent(، اإذا كان an = 0 لعن�ضر ما +n ϵ ℤ. اأثبت اأنّ مجموعة جميع 

.R )nilradical of( ِهي مثالي – متلا�سي الجذر لـ R العنا�ضر متلا�صية القوى من حلقة اإبدالية
 ℤ12 ولحظ اأنه اإحدى المثاليات من ،ℤ12 31. بالرجوع اإلى التعريف المعطى في التمرين 30، اأوجد متلا�صي الجذر للحلقة

التي تم اإيجادها في التمرين 3. ما متلا�صي الجذر لـِ  ℤ؟  لـِ ℤ32؟
32. بالرجوع اإلى التمرين 30، اأثبت اأنه اإذا كان N  هو متلا�صي الجذر لحلقة اإبدالية R، فاإنّ متلا�صي الجذر لـِ  R/N  هو 

.{0 + N} المثالي التافه

ا  من R. بالرجوع اإلى التمرين 30، اأثبت اأنه اإذا كان كل عن�ضر في N متلا�صي  33. لتكن R حلقة اإبدالية وليكن N  مثاليًّ

.R هو R ِفاإن متلا�صي الجذر لـ ،R/N هو R/N ِالقوى، وكان متلا�صي الجذر لـ
ــا  من R. اأثبــت اأنّ المجموعة  لــكل a ∈ R، بحيــث اإنّ an ∈ N لعن�ضٍر ما  34. لتكــن R حلقــة اإبداليــة وليكــن N  مثاليًّ

.N )radical of( ِالجذر لـ ،R هي مثالي من ،n ∈ ℤ+

R من حلقة اإبدالية N 35. بالرجوع اإلى التمرين 34، اأثبت باأمثلة اأنه لمثاليات فعلية
.N اأ.  لي�صت بال�ضرورة اأن ت�صاوي

.N ب.  مكن اأن ت�صاوي

36. ما علاقة المثالي  - من التمرين 34- بمتلا�صي الجذر لـِ  R/N (انظر التمرين 30)؟ �صغ كلمات اإجابتك بحذر.

37. اأثبت اأنّ ϕ : ℂ ⟶ M2 (ℝ) المعطى بـِ:

  ϕ(a+bi) = [ ]  
.M2(ℝ) من  ϕ[ℂ] مع الحلقة الجزئية ℂ ِيعطي تماثلًا لـ a, b ∈ ℝ ِلـ

24. ليكن End (〈R,+〉)  حلقة الت�صاكلات الداخلية المو�صوفة في الف�صل  R حلقة مع عن�ضر محايد، ولتكن   38. لتكن 

a ∈ R، وليكن λa : R ⟶ R  معطًى بـِ 
λa(x) = ax

 x ∈ R ِلـ
.〈R, +〉 ِت�صاكل داخلي لـ  λa ّاأ. اأثبت اأن

.End(〈R,+〉) حلقة جزئية من R′ = {λa | a ∈ R} ّب. اأثبت اأن

.R للفرع (ب) تماثل  R′ ّباإثبات اأن R ِلـ (Cayley’s theorem) جـ. اأثبت المناظِرة لمبرهنة كايلي
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المثاليات الأولية والأعظمية Prime and Maximal Idealsالف�سل 27

1.27 مثال

 طلبت التمارين من 12 اإلى 14 في الف�صل ال�صابق، اأن نزوّد باأمثلة لحلقات العامل  R/N، حيث 
ا، و�صنبداأ مع اأمثلة لهذا الو�صع، و�صنزوّد بحلول  R و لهما خ�صائ�س بنائية مختلفة  جدًّ

لتلك التمارين في اأثناء تقدمنا.

كما اأُثبت في النتيجة 12.19 لعدد اأولي p الحلقة ℤp – التي تماثل  ℤ/pℤ- هي حقل.          �

الحلقة ℤ × ℤ لي�صت حلقة تامة؛ لأن: 2.27 مثال

(0, 1)(1, 0) = (0, 0),

من  مثالي   N الآن،   .N = {(0,n) | n ∈ ℤ} لتكن   ،0 لـِ  قوا�صم   (1,0) و   (0,1) اأنّ   تبيّن 
 ℤ × ℤ  و N/(ℤ × ℤ)  يماثل ℤ بالن�صبة   اإلى التقابل  m ↔ [ N+(m,0)]، حيث m ∈ ℤ. وعليه، 
حلقة العامل من حلقة يمكن اأن تكون حلقة تامة على الرغم من اأنّ الحلقة الأ�صلية لي�صت كذلك.         �

لها 3.27 مثال  ℤ6/N و   ℤ6 ا من  مثاليًّ ℤ6 تمثِّل  N = {0,3} من  الجزئية  المجموعة  اأن  روؤية  ال�صهل  من 
ِ كاأنك تبيّن اأنّ:  ثلاثة عنا�ضر،  N ، 0 + N + 1 ، و N + 2، حيث تجمع، وت�ضرب بنمطٍ مُعَينَّ

ℤ6/N ≃ ℤ3 بالن�صبة اإلى التقابل

                              .(2 + N) ↔ 2       (1+N) ↔ 1,   و     (0+N) ↔ 0, 

– لل�صفر  قوا�صم  R تحوي  اإذا كانت  – اأي  تامة  لي�صت حتى حلقة   R اإذا كانت  اأنه   وتبين هذه 
 فما زال محتملًا لـِ  R/N اأن تكون حقلًا.                  �

لحظ اأنّ ℤ حلقة تامة، لكن ℤ/6N ≃ ℤ6  لي�صت كذلك، وقد بيّنت الأمثلة ال�صابقة اأنّ حلقة العامل 4.27 مثال
يمكن اأن تكون لها بنية تبدو اأف�صل من تلك التي للحلقة الأ�صلية، وي�صير هذا المثال اإلى اأنّ بنية 
حلقة العامل قد تبدو اأكثر �صوءًا من تلك التي للحلقة الأ�صلية.                                                                  �                                            

 improper( الفعلي  غير  المثالي  مثاليان:  الأقل  على  لها   R كل حلقة غير �صفرية   
  R/R :{0}، ولهذين المثاليين حلقتا العامل، هما )trivial ideal( والمثالي التافه R )ideal
- التي لها عن�ضر واحد فقط – و  R/{0} - والتي تماثل R، وهاتان الحالتان غير م�صوقتين، 
كما هو للزمرة الجزئية من زمرة، ومثالي غير تافه فعلي )proper nontrivial ideal( من 

 .N ≠ R و N ≠ {0} ّبحيث اإن ،R من N هو مثالي R حلقة
كما  كبيرة،  فائدة  ذات  تكون  اأن  يمكن  تامة  ولحلقات  لحلقات  العامل  حلقات  بينما   
اأ�صارت اإليه الأمثلة في الأعلى، فالنتيجة 6.27 التي تعقب مبرهنتنا الآتية تبين اأنّ حلقة العامل 

لحقل في الحقيقة لي�صت مفيدة لنا.
ا من R يحوي عن�ضر وحدة، فاإنّ N = R.5.27 مبرهنة اإذا كانت R حلقة مع عن�ضر محايد، وكانN مثاليًّ
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rN ⊆ N لكل البرهان R، عندئذ: ال�ضرط  u ϵ N عن�ضر وحدة في  اأنَّ  R، وافتر�س  ا  من  N مثاليًّ  ليكن 
r ϵ R يت�صمن - اإذا اأخذنا r = u -1 و u ϵ N، اأنّ u-1 u = 1 في N، لكن r N ⊆ N لكل r ϵ R توؤدي 
t  .N = R وهكذا ،r ϵ R لكل N هو في r1 = r ّاإلى اأن

ا مثاليات غير تافهة.6.27 نتيجة ل يحوي الحقل  فعليًّ

لأنّ كل عن�ضر غير �صفري في حقل هو عن�ضر وحدة، فينتج مبا�ضرة عن المبرهنة 5.27 اأنّ البرهان
t المثالي من حقل F ، هو اإما {0} اأو F كلها. 

المثاليات الأوّلية والأعظمية

نطرح ال�صوؤال: متى تكون حلقة العامل حقلًا؟ ومتى تكون حلقة تامة؟ 

15 بقدر ب�صيط ليغطي هذه الحالة، حيث حلقة العامل هي  اأن يو�صع التناظر مع الف�صل  يمكن 
حقل.

المثالي الأعظمي من حلقة )R )maximal ideal of a ring هو مثالي M يختلف عن R، بحيث 7.27 تعريف
■ ا.  اإنه ل يوجد مثالي فعلي N من R يحوي M فعليًّ

ا، ونعلم اأنّ ℤ/pℤ تماثل ℤp، وبالتغا�صي عن ال�ضرب لحظة واأن 8.27 مثال ليكن p عددًا �صحيحًا موجبًا  اأوليًّ
  pℤ ،18.15 زمرة ب�صيطة، بناءً على ذلك ومن خلال المبرهنة pℤ ّزمر جمع، نعلم اأن ℤp و ℤ/pℤ ّنعد
يجب اأن تكون زمرة جزئية ناظمية اأعظمية من ℤ؛ ولأنّ ℤ زمرة اإبدالية وكل زمرة جزئية هي زمرة 
 ،ℤ مثالي من الحلقة pℤ ّ؛ ولأنℤ هي زمرة جزئية فعلية اأعظمية من pℤ َّجزئية ناظمية، نرى اأن
في الحقيقة حقلًا،   ℤp ℤp ، واأنّ  اأنّ ℤ/pℤ تماثل الحلقة  ℤ، ونعلم  اأعظمي من  pℤ مثالي  اأنّ  فينتج 
� وعليه، تكون ℤ/pℤ حقلًا. وهذه تو�صح المبرهنة الآتية. 

)رديف المبرهنة 15.18): لتكن R حلقة اإبدالية مع عن�ضر محايد، عندئذٍ: M مثالي اأعظمي من R اإذا 9.27 مبرهنة
وفقط اإذا كان R/M  حقلًا.

فاإنَّ البرهان محايد،  عن�ضٍر  مع  اإبدالية  حلقة   R كانت  اإذا  اأنه  لحظ   .R من  اأعظمي  مثالي   M اأنّ  افتر�س 
اإذا  الحالة  هي  والتي   ،M ≠ R ولأن  محايد،  عن�ضر  مع  �صفرية  غير  اإبدالية  حلقة  ا  اأي�صً   R/M
المحايد  العن�ضر  لي�س   a + M اإنّ  a ∉ M، حيث  R/M ∋ (a + M) مع  ليكن  ا.  اأعظميًّ  M كان 
المجموعة  عندئذٍ:   ،R/M في  �ضربي  معكو�سٌ  له  لي�س   a + M اأنّ  افتر�س   .R/M لـِ   للجمع 
 {R/M ∋ (r + M) | (a + M)(r + M)} = (a + M)(R/M) ل تحوي M + 1. نرى ب�صهولة 
 اأن R/M (a+M) مثالي غير تافه من R/M؛ لأنّ a ∉ M، وهو اأي�صاً مثالي فعلي؛ لأنه ل يحوي
 M + 1. من خلال الفقرة الأخيرة للف�صل 26، اإذا كان  γ : R → R/M هو الت�صاكل القانوني، فاإن 
ا  M ، لكنّ هذه تناق�س فر�صنا اأنّ M مثالي  γ−1[(R/M)(a + M)]  مثالي فعلي من R يحوي فعليًّ

.R/M يجب اأن يكون له معكو�س �ضربي في a + M اأعظمي، وهكذا
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10.27 مثال

11.27 نتيجة

   في المقابل، افتر�س اأنّ R/M  حقل، ومن خلال الفقرة الأخيرة للف�صل 26، اإذا كان N اأي مثالي 
 من R، بحيث اإنّ M ⊂ N ⊂ R  و γ هو الت�صاكل القانوني من R وب�صورة غامرة اإلى R/M ، فاإن
γ [N] مثالي من R/M  مع  γ [N] ⊂ R/M ⊃ {(M + 0)}؛ لكن هذه تناق�س النتيجة 6.27 – 
التي تن�سّ على اأنّ الحقل R/M ل يحوي مثاليات غير تافهة فعلية، وعليه، اإذا كان R/M  حقلًا، 
t فاإنّ M اأعظمي. 

ا، نرى اأنّ المثاليات الأعظمية من ℤ هي  لأنّ  ℤ/nℤ  تماثل ℤn و ℤn حقل اإذا وفقط اإذا كان n اأوليًّ
�  .p للاأعداد ال�صحيحة الموجبة الأولية pℤ بال�صبط المثاليات

الحلقة الإبدالية مع عن�ضر محايد هي حقل اإذا وفقط اإذا كان لي�س لها مثاليات غير تافهة فعلية.

النتيجة 6.27 تبيّن اأنّ الحقل لي�س له مثاليات غير تافهة فعلية.البرهان

  في المقابل، اإذا كانت R حلقة اإبدالية مع عن�ضر محايد، ولي�س لها مثاليات غير تافهة فعلية، فاإنّ 
t {0} مثالي اأعظمي و R/{0} - الذي يماثل R – هو حقل من خلال المبرهنة 9.27. 

 ،N ≠ R مع عن�ضر محايد – للمثاليات R فِ – لحلقة اإبدالية نعود الآن اإلى �صوؤال الوَ�صْ  
بحيث اإنّ  R/N حلقة تامة، في الواقع الإجابة هنا وا�صحة، فحلقة العامل  R/N  �صتكون حلقة 

)  ت�صمن اإما  )( )a N b N N+ + = تامة، اإذا وفقط اإذا كان  

.b + N = N اأو     a + N = N

هذه بال�صبط هي العبارة: R/N لي�س لها قوا�صم لـِ 0؛ لأنّ مجموعة الم�صاركة N توؤدي دَوْرَ الـ 0 
في R/N ، وبالنظر اإلى الممثلين، نرى اأنّ هذا ال�ضرط يكافئ القول: اإنّ ab ϵ N اإما اأن يوؤدي اإلى  

.b ϵ N اأو a ϵ N

جميع المثاليات من ℤ هي على ال�صورة nℤ. لـِ n = 0، لدينا nℤ = {0} و  ℤ/{0}≃ℤ التي هي 12.27 مثال
ا، وعليه،  حلقة تامة، ولـِ n > 0، لدينا ℤ/nℤ ≃ ℤn  و ℤn حلقة تامة، اإذا وفقط اإذا كان n اأوليًّ
المثاليات غير ال�صفرية nℤ، حيث اإنّ   ℤ/nℤ   حلقة تامة هي على ال�صورة pℤ، حيث p اأولي، 
وبالتاأكيد  ℤ/pℤ  في الواقع حقل؛ لذلك، pℤ مثالي اأعظمي من ℤ.  لحظ اأنه ليكون �ضرب اأعداد 
�صحيحة rs في pℤ، فاإنّ العدد الأولي  p يجب اأن يق�صم اإما r اأو s. دور الأعداد الأولية في هذا 
� المثال يجعل ا�صتخدام كلمة اأولي في التعريف الآتي ذا معنى. 

المثالي N ≠ R من حلقة اإبدالية R هو مثالي اأولي )prime ideal( اإذا كان ab ϵ N ت�صمن اأنه 13.27 تعريف
■  .a,b ϵ R ِلـ b ϵ N اأو a ϵ N اإما

لحظ اأنَّ {0} مثالي اأولي من ℤ، وفي الواقع من اأيّ حلقة تامة.   
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اأن 14.27 مثال اإذا كانϵ ℤ × {0} (c,d)(a,b)، فيجب  ℤ × ℤ؛ لأنه  اأولي من  ℤ × {0} مثالي  اأنّ  لحظ 
 نح�صل على bd = 0 في ℤ. هذا ي�صمن اأنه اإما b = 0 وهكذا ϵ ℤ × {0} (a,b) اأو d = 0 وهكذا
ϵ ℤ × {0} (c,d). لحظ اأنّ (ℤ × {0})/(ℤ × ℤ)  تماثل ℤ، الذي هو حلقة تامة.            �

حَتْ من خلال  تت�صمن الملحوظات قبل المثال 12.27 برهانًا للمبرهنة الآتية، التي وُ�صِّ  
المثال 14.27.

ا من R، عندئذٍ:  R/N  حلقة تامة 15.27 مبرهنة لتكن R حلقة اإبدالية مع عن�ضر محايد، وليكن N ≠ R مثاليًّ
.R ا من ا  اأوليًّ اإذا وفقط اإذا كان N مثاليًّ

كل مثالي اأعظمي من حلقة اإبدالية R مع عن�ضر محايد هو مثالي اأولي.16.27 نتيجة
ا من R، فاإنّ R/M  حقل، ومن ثَمَّ حلقة تامة، ولهذا ال�صبب M مثالي اأولي من البرهان اإذا كان M اأعظميًّ

t                                                                                                                               .15.27 خلال المبرهنة

و�صوف  ا،  جدًّ مهمّة  والأعظمية  الأولية  بالمثاليات  المتعلقة  ا  توًّ عر�صت  التي  المادة   
ا اأن نَعْرِفَ  ن�صتخدمها بكثرة، ويجب علينا اأن نحفظ الأفكار الرئي�صة جيدًا في اأذهانِنا، ويجب اأي�صً
تعريفات المثاليات الأولية والأعظمية، ونفهمها، ويجب كذلك تذكر الحقائق الآتية التي اأثبتناها.

لحلقة اإبدالية R مع عن�ضر محايد:

1. المثالي M من R اأعظمي اإذا وفقط اإذا كان R/M  حقلًا.
2. المثالي N من R  هو اأولي اإذا وفقط اإذا كانت R/N  حلقة تامة.

3. كل مثالي اأعظمي من R هو مثالي اأولي.

الحقول الأولية
�صنكمل لبيان اأنّ الحلقتين ℤ و ℤn   ت�صكلان اأ�صا�صًا تبنى عليه جميع الحلقات مع عن�ضر محايد، 
تذكر   ،1 اأي حلقة مع عن�ضر محايد   R لتكن  كلها.  للحقول  م�صابهًا  دورًا  توؤديان   ℤpو  ℚ واأنّ 
| n | لـِ  و  (1-)+… + (1-) + (1-)   ،   n > 0ِلـ n حد   لـِ    1+1+… +1 n نعني    .1 لـِ   اأنه 

.n = 0 ِلـ   n. 1 = 0 بينما ،n < 0 ِحد لـ

17.27 مبرهنة

البرهان

اإذا كانت R حلقة مع عن�ضر محايد 1، فاإنّ الدالة 𝜙𝜙 : ℤ ⟶R المعطاة بـِ:
𝜙𝜙(n) = n · 1 

 .R اإلى  ℤ هي ت�صاكل من  n ϵ ℤ  ِلـ

لحظ اأنّ 
𝜙𝜙(n + m) = (n + m) · 1 = (n · 1) + (m · 1) = 𝜙𝜙(n) + 𝜙𝜙(m)

قانونا التوزيع في R يبيّنان اأنّ: 

nm حد                      m حد              n حد                           
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18.27 نتيجة

وعليه، 1.(nm) = (m.1) (n.1) لـِ n,m > 0 . وب�صورة م�صابهة مع قانوني التوزيع نرى اأنه لكل 
n,m ϵ ℤ، لدينا: 

(n · 1)(m · 1) = (nm) · 1.
وعليه،

t  𝜙𝜙(nm) = (nm) · 1 = (n · 1)(m · 1) = 𝜙𝜙(n)𝜙𝜙(m)

اإذا كانت R حلقة مع عن�ضر محايد وبمميز n > 1، فاإنّ R تحوي حلقة جزئية تماثل ℤn، واإذا 
 .ℤ  تحوي حلقة جزئية تماثل R ّلها ميز 0، فاإن  R كانت

من خلال المبرهنة 17.27 يتبين اأن الدالة 𝜙𝜙𝜙𝜙 ⟶ R المعطاة بـِ 𝜙𝜙 (m) = m .1 لـِ   m ϵ ℤ البرهان
 sℤ هي على ال�صورة ℤ والمثاليات جميعها من ،ℤ تمثل ت�صاكلًا ويجب اأن تكون النواة مثاليّة من
لعن�ضر ما s ϵ ℤ، ومن خلال المبرهنة 15.19 نرى اأنه اإذا كانت R لها ميز  n > 0، فاإنّ النواة 
لـِ 𝜙𝜙 هي nℤ، عندئذٍ: ال�صورة 𝜙𝜙 [ℤ] ≤ R تماثل ℤ/nℤ ≃ ℤn. اأما اإذا كان المميز لـِ R هو 0، فاإنّ 
t  .ℤ تماثل𝜙𝜙[ℤ] ≤ R هي {0}. وعليه، ال�صورة 𝜙𝜙 ِوهكذا النواة لـ ،m ≠0 لكل   m.1 ≠0

الحقل F اإما بمميز اأولي p ويحوي حقلًا جزئيًّا يماثل  ℤp   اأو بمميز 0 ويحوي حقلًا جزئيًّا يماثل 19.27 مبرهنة
   .ℚ

اإذا كان المميز لـِ F لي�س 0، فالنتيجة في الأعلى تبيّن اأنّ F يحوي حلقة جزئية تماثل ℤn وعندئذٍ البرهان
0. اإذا كان F بمميز 0، فاإن F يجب اأن  ا p، واإل فاإن F يكون له قوا�صم لـِ  n يجب اأن يكون اأوليًّ
اأن  F يجب  اأنّ  9.29 تُبيِّنان  8.21 و  ℤ، وفي هذه الحالة النتيجتان  يحوي حلقة جزئية تماثل 
t  .ℚ يحوي حقلًا للخوارج من هذه الحلقة الجزئية، واأنّ هذا الحقل يجب اأن يماثل

■20.27 تعريف  .)prime fields( حقلان اأوّليّان ℚ و ℤp الحقلان

F[x] بنية المثالي من
 R حقل، ونعطي التعريف الآتي لحلقة اإبدالية عامة F ّخلال ما بقي من هذا الف�صل، نفتر�س اأن
مع عن�ضر محايد، على الرغم من اهتمامنا فقط بالحالة R= F[x]. لحظ اأنه لحلقة اإبدالية R مع 

.a يحوي العن�ضر R هي مثالي من { ra | r ϵ R} المجموعة ،a ϵ R عن�ضر محايد و

اإذا كانت R حلقة اإبدالية مع عن�ضر محايد و  a ϵ R، فالمثالي {ra | r ϵ R } لكل م�صاعفات a هو 21.27 تعريف
 ،〉a〈 ويرمز له بالرمز ،a العن�ضر )principal ideal generated by( د بـ المثالي الرئي�ص المولَّ
■  .a ϵ R لعن�ضر ما N = 〉a〈 هو مثالي رئي�س، اإذا كان R من N ومثالي

 كل مثالي من الحلقة  ℤ  هو على ال�صورة nℤ ، وهو مولَّد بالعن�ضر n، وهكذا كل مثالي من ℤ    22.27 مثال
 هو مثالي رئي�س. 

الثابت 23.27 مثال حدّها  التي   ،F[x] في  الحدود  كثيرات  جميع  من  يتكون   F[x] من   〉x〈 المثالي 
 �صفر. 
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F[x] (انظر  الق�صمة في  ا لخوارزمية  الآتية هي تطبيق ب�صيط؛ لكنه مهم  جدًّ المبرهنة 
المبرهنة 1.23)، ومقام اإثبات هذه المبرهنة بالن�صبة اإلى خوارزمية الق�صمة في F[x] كاإثبات اأنّ 

.ℤ زمرة جزئية من زمرة دورية هي دورية بالن�صبة اإلى خوارزمية الق�صمة في

اإذا كان F حقلًا، فكل مثالي من F[x] هو مثالي رئي�س.24.27 مبرهنة  

N≠ {0}، البرهان نّ اأ N= 〈0〉. افتر�ــس  نّ  N= {0}، فــاإ F[x]، فــاإذا كان  ــا مــن  N مثاليًّ ليكــن 
 g(x) ذا كانــت درجــة  N ذا درجــة �صغــرى، فــاإ g(x) عن�ــضًرا غــير �صفــري في  وليكــن 
،5.27 المبرهنــة  خــلال  مــن  وهكــذا  وحــدة،  عن�ــضر  وهــو   g(x) ∊ F نّ  فــاإ  ،0  هــي 

و  اأ كــبر  اأ  g(x) لـــِ  الدرجــة  كانــت  ذا  اإ رئي�ــس.   N نّ  فــاإ وعليــه،   ،N = F[x] = 〉1〈
1.23 المبرهنــة  خــلال  ومــن  فعندئــذٍ:   ،N في  عن�ــضر  اأي   f(x) وكان   ،1  ت�صــاوي 

 f(x) ∊ ،الآن .(r(x) درجة) >  (g(x) درجة) و f(x) = g(x) q(x) + r(x) ، حيث r(x) = 0 اأ
نّ f(x) – g(x) q(x) = r(x) في N من خلال تعريف المثالي؛ ولأن  N وg(x) ∊ N  توؤديان اإلى اأ
r(x)=0. وعليه،  N ذو درجة �صغرى، فيجب اأن يكون لدينا   g(x) عن�ــضر غير �صفري في 
 t  .N= 〈g(x)〉 و f (x) = g (x)q (x)

يمكننا الآن و�صف المثاليات الأعظمية من F [x]. هذه خطوة حا�صمة في اإنجاز هدفنا   
.F يحوي E لها �صفر في حقل ما F [x] في f(x) الأ�سا�سي: لإثبات اأنّ اأيّ كثيرة حدود غير ثابتة

 المثالي {0} ≠ 〈p(x)〉  من F[x] هو اأعظمي اإذا وفقط اإذا كان p(x) غير مختزل على F.25.27 مبرهنة

F [x] ≠ 〈p(x)〉، البرهان عندئذٍ:   ،F[x] من  اأعظمي  مثالي   〈p(x)〉 ≠ {0} نّ  اأ افتر�س   
 〈p(x)〉 نّ  لأ F[x]؛  في   p(x) لـِ  تحليلًا   p(x) = f(x)g(x) ليكن  .p(x) ∉ F وهكذا 
نّ  اأ اإلى  توؤدي   (f(x)g(x)) ϵ 〈p(x)〉 وعليه  اأولي،  مثالي  ا  اأي�صً فهو  اأعظمي،   مثالي 
؛   g(x) لـِ  عاملًا  اأو   f(x) لـِ  عاملًا  اإما   p(x) اإن  اأي  g(x) ∊ 〈p(x)〉؛  اأو   f(x) ∊ 〈p(x)〉
تثبت  وهذه   ،p(x) درجة  من  اأقل   g(x)و  f(x) درجتا  لدينا  يكون  اأن  عندئذٍ  يمكن  ل  لكن 

 .F على  p(x) غير مختزل  نّ  اأ
نّ اإ حيث  مثالي،   N نّ  اأ افتر�س   ،F على  مختزل  كانp(x) غير  اإذا  المقابل،  في             

وهكذا  رئي�س،  مثالي  هو   N   ،24.27 المبرهنة  خلال  ومن   ،〈p(x)〉 ⊆ N ⊆ F [x] 
p(x) = g(x) نّ  اأ اإلى  توؤدي   p(x) ∊ N عندئذٍ:   ،g(x) ∊ N ما  لعن�ضر   N=〈g(x)〉
 g(x) اإما  اأنه  اإلى  توؤدي  التي  مختزل،  غير   p(x) لكن   .q(x) ∊ F[x]؛ ما  لعن�ضر   q(x)
نّ  فاإ  -  F في  �صفري  غير  ثابت  اإنه  اأي   –  0 كانg(x) درجته  فاإذا   ،0 درجته   q(x) اأو 
نّ  فاإ  ،0 درجته   q(x) كان  واإذا   ،〉g(x)〈=N=F[x] وهكذا   ،F[x] في  وحدة  عن�ضر   g(x) 
وعليه،   .N = 〉p(x)〈 وهكذا   ،〉p(x)〈 في  و   c∊ F حيث   ،q(x) = c
t اأعظمي.   〉p(x)〈 وهكذا   ،〉p(x)〈 ⊂N ⊂ F [x] نّ  اأ الم�صتحيل  فمن 

]  26.27 مثال   ] 3
5 3 2x x x+ + اأنّ x3 + 3x + 2 غير مختزل فيℤ5[x] ، وهكذا  يبين المثال 9.23 

 [ ] 2 2x x − ُ اأنّ x2 −2 غير مختزل في ℚ[x]، وهكذا  حقل، وبالِمثْلِ، المبرهنة 11.22 تُبَينِّ
 حقل. �صوف نفح�س لحقًا مثل هذه الحقول بتف�صيل اأكثر. 
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 F[x] تطبيق على وحدانية التحليل في
في الف�صل 23 ذكرنا المبرهنة 27.27 الآتية من غير برهان. (انظر المبرهنة 18.23) . بافترا�س 
كثيرات  اإلى   F[x] في  الحدود  كثيرات  تحليل  اأنّ   23 الف�صل  في  واأثبتنا  المبرهنة،  هذه  �صحة 
رْنَا اإثبات  حدود غير مختزلة هو وحيد، با�صتثناء ترتيب العوامل وعنا�ضر الوحدة في F، وقد اأخَّ
كِنُنَا من اإعطاء برهان ب�صيط من اأربعة  المبرهنة 27.27 لغاية الآن؛ لأنّ الآلية التي طورناها تُمَ

.F[x] اأ�صطر، ويملاأ الفجوة في برهان وحدانية التحليل في
 

27.27r(x)s(x) مبرهنة تق�صــم   p(x) كانــت  فــاإذا   ،F[x] في  مختزلــة  غــير  حــدود  كثــيرة   p(x)  لتكــن 
.s(x) تق�صم p(x) اأو r(x) تق�صم p(x) فاإما  ،r (x), s(x) ∈F[x]ِلـ

من البرهان اأعظمي  هو  الذي   ،r(x)s(x) ϵ 〈p(x)〉 :ٍعندئذ  ،r(x)s(x) تق�صم   p(x) نّ  اأ افتر�س 
اإذن،   ،16.27 النتيجة  اأولي من خلال  مثالي   〉p(x)〈 ال�صبب  لهذا   ،25.27 المبرهنة  خلال 
 r(x) تق�صم    p(x) نّ  اأ تعطي  وهي    r(x) ∊ 〉p(x)〈 اإلى اإما  توؤدي    r(x)s(x) ϵ 〈p(x)〉
u  .s(x) p(x)  تق�صم  نّ  اأ s(x) ∊ 〈p(x)〉  وهي تعطي  اأن  اأو   –

عر�ص اأولي لهدفنا الأ�سا�سي

نختم هذا الف�صل بمخططٍ لإثبات هدفنا الأ�صا�صي في الف�صل 29. لدينا الأفكار جميعها للبرهان، 
وربما باإمكانك اأن تكمل التفا�صيل من هذا المخطط.

الهدف الأ�سا�سي: ليكن F حقلًا، ولتكن f(x) كثيرة حدود غير ثابتة في F[x]. اأثبت اأنه  يوجد حقل 
 .f(x) ِلـ α ويحوي �صفرًا ،F يحوي E

مخطط البرهان 
 .F[x] في  f(x)عاملًا غير مختزل لـ p(x) 1- ليكن

2- ليكن F[x] / 〈p(x)〉  E . (انظر المبرهنتين 5.27 و 9.27).

 ،F[x]/〈p(x)〉 في مجموعة الم�صاركة نف�صها في F 3-  اأثبت اأنه ل يوجد عن�ضران مختلفان من
.E ا من وا�صتنتج اأنه يمكننا اأن نَعدّ F (تبعاً للتماثل) حقلًا جزئيًّ

 ،φα : F[x] ® E اأثبت اأنه لت�صاكل التعوي�س .E في x + 〉p(x)〈 مجموعــة الم�صاركة α 4-  لتكــن
 .E في f(x) ِصفر لـ� α :ّاأي اإن . 𝜙𝜙α(f (x)) =0 لدينا

�صيعطى مثال لحقل يبنى وفق هذا المخطط في الف�صل 29، و�صنعطي جدولي الجمع وال�ضرب   
للحقل ℤ2[x]/〈x2 + x + 1〉 ، ونثبت اأنّ هذا الحقل له اأربعة عنا�ضر، مجموعات الم�صاركة

0 + 〈x2 + x + 1〉 ، 1 + 〈x2 + x + 1〉 ، x + 〈x2 + x + 1〉
  و

( x + 1)  + 〈x2 + x + 1〉

ولنح�صل على  الترتيب،  α على   +  1 و   α  ،1  ،0 لت�صبح  الم�صاركة هذه  ت�صمية مجموعات  نعيد 
الجدولين 20.29 و 21.29 للجمع وال�ضرب في هذا الحقل ذي العنا�ضر الأربعة، لنرى كيف بُني 
α + α =α(1+1) = α0 = 0، وتذكر  2؛ ولذلك،  اأننا في حقل ميزه  هذان الجدولن، تذكر 
.α2 = −α − 1 = α + 1 ،وبناءً على ذلك ،α2+α+1=0 ،؛ ولذلك x2+ x +1 ِهي �صفر لـ α ّا، اأن اأي�صً
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 تمارين 27 
ح�سابات 

 .ℤ6 1. اأوجد جميع المثاليات الأوّلية وجميع المثاليات الأعظمية من
 .ℤ12 2. اأوجد جميع المثاليات الأوّلية وجميع المثاليات الأعظمية من

.ℤ2× ℤ2 3. اأوجد جميع المثاليات الأوّلية وجميع المثاليات الأعظمية من
.ℤ2×ℤ4 4. اأوجد جميع المثاليات الأوّلية وجميع المثاليات الأعظمية من

5. اأوجد جميع العنا�ضر c ∈ ℤ3، حيث اإنّ ℤ3[x] / ⟨x2 + c⟩ حقل.
6. اأوجد جميع العنا�ضر c ∈ ℤ3، حيث اإنّ ℤ3[x] / ⟨x3 + x2 + c⟩ حقل. 

7. اأوجد جميع العنا�ضر c ∈ ℤ3، حيث اإنّ ℤ3[x] / ⟨x3 + cx2 + 1⟩ حقل. 
8. اأوجد جميع العنا�ضر c ∈ ℤ5، حيث اإنّ ℤ5[x] / ⟨x2 + x + c⟩ حقل. 

9. اأوجد جميع العنا�ضر c ∈ ℤ5، حيث اإنّ ℤ5[x] / ⟨x2 + cx + 1⟩ حقل.

مفاهيم 
ح  الحدّ المكتوب بخط مائل، دون الرجوع اإلى الكتاب- اإن كانت  حِّ في التمارين من 10 اإلى 13 �صَ

هناك حاجة للت�صحيح- بحيث يكون ب�صيغة قابلة للن�ضر. 
.R تَوًى في اأيّ مثالي اآخر من 10. المثالي الأعظمي من حلقة R هو مثالي غير مُحْ

11. المثالي الأولي من حلقة اإبدالية R هو مثالي على ال�صورة pR = {pr | r ∈ R} لعن�ضر ما 
 .p اأولي

12.  المثالي الأولي هو حقل لي�س له حقل جزئي فعلي. 

 13.  المثالي الرئي�س من حلقة اإبدالية مع عن�ضر محايد هو مثالي  N ، مع الخا�صية اأنه يوجد
 .a هو المثالي الأ�صغر الذي يحوي N ّبحيث اإن ، a ϵ N

14. �صع اإ�صارة �صح اأو اإ�صارة خطاأ:

اأ. كل مثالي اأولي من كل حلقة اإبدالية مع عن�ضر محايد هو مثالي اأعظمي. 
ب. كل مثالي اأعظمي من كل حلقة اإبدالية مع عن�ضر محايد هو مثالي اأولي. 

جـ. ℚ هي الحقل الجزئي الأولي من ذاتها.    
.ℝ هو ℂ د. الحقل الجزئي الأولي من

ا. هـ. كل حقل يحوي حقلًا  جزئيًّا يماثل حقلًا  اأوليًّ
و. الحلقة مع قوا�صم لل�صفر يمكن اأن تحوي اأحد الحقول الأولية بو�صفها حلقة جزئية. 
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 .ℚ ز. كل حقل ميزه �صفر يحوي حقلًا جزئيًّا يماثل
ح. ليكن F حقلًا، ولأن F[x] لي�س له قوا�صم لـِ 0، فكل مثالي من F[x] هو مثالي اأولي. 

ط. ليكن F حقلًا. كل مثالي من F[x] هو مثالي رئي�س. 
ي. ليكن F حقلًا. كل مثالي رئي�س من F[x] هو مثالي اأعظمي. 

.ℤ × ℤ ا من ا  اأعظميًّ 15. اأوجد مثاليًّ

ا.  ا من ℤ × ℤ ل يكون اأعظميًّ ا  اأوليًّ 16. اأوجد مثاليًّ

ا. ا  فعليًّا غير تافه من  ℤ × ℤ ل يكون  اأوليًّ 17. اأوجد  مثاليًّ

 حقل؟ لماذا؟
 
ℚ[x[/〈x2 − 5x + 6〉  18. هل

19. هل  ℚ[x]/〈x2 − 6x + 6〉 حقل؟ لماذا؟

براهين مخت�صرة 
20. اأعطِ اخت�صارًا بجملة اأو جملتين لجزء “فقط اإذا” للمبرهنة 9.27.

21. اأعطِ اخت�صارًا بجملة اأو جملتين لجزء “اإذا” للمبرهنة 9.27. 

22. اأعطِ اخت�صارًا بجملة اأو جملتين للمبرهنة 24.27.

23. اأعطِ اخت�صارًا بجملة اأو جملتين لجزء “فقط اإذا” للمبرهنة 25.27. 

براهين 

R هو مثالي  اأولي من  اأنّ كل مثالي  اأثبت  اإبدالية منتهية مع عن�ضر محايد.  R حلقة  لتكن   .24
اأعظمي.

25. تخبرنا النتيجة 18.27 باأنّ كلّ حلقة مع عن�ضر محايد تحوي حلقة جزئية تماثل اإما ℤ  اأو 
ℤn  لعن�ضر ما n. فهل من الممكن اأنّ حلقة مع عن�ضر محايد تحوي في اآنٍ واحد حلقتين جزئيتين 

تماثلان   ℤn و ℤm  لـِ n ≠ m؟ اإذا كانت مكنة، فاأعطِ مثالً. واإذا كانت م�صتحيلة فاأثبتها. 
26. باإكمال التمرين 25، هل من الممكن اأنّ حلقة مع عن�ضر محايد تحوي في اآنٍ واحد حلقتين 
جزئيتين تماثلان الحلقين ℤp  و  ℤq  لأوليين مختلفين p و q. اأعطِ مثالً اأو اأثبت اأنها م�صتحيلة. 

27. باتباع الفكرة في التمرين 26، هل من الممكن اأنّ حلقة تامّة تحوي حلقتين جزئيتين تماثلان  
ℤp و ℤq لـِ p ≠ q و p و q كلاهما اأولي؟ اأعطِ �صببًا اأو تو�صيحًا.

28. اأثبت مبا�ضرة من تعريفي المثاليات الأولية والأعظمية اأنّ كل مثالي اأعظمي من حلقة اإبدالية  
R مع عن�ضر محايد هو مثالي اأولي. ]افتر�س اأنّ: M اأعظمي من ab ϵ M  ،R و a ∉ M. ناق�س 
الآتي: اأ�صغر مثالي {ra + m | r ϵ R, m ϵ M} يحوي a و M يجب اأن يحوي 1، عبّر عن 1 على 

.[b ِوا�ضرب بـ ،ra+m ال�صورة
 )simple ring( حلقة ب�سيطة R/N اإذا وفقط اإذا كانت R مثالي اأعظمي من حلقة N ّ29. اأثبت اأن

– اأي اإنه غير تافه، ولي�س له مثاليات غير تافهة فعلية (قارن بالمبرهنة 18.15).
30. اأثبت اأنه اإذا كان F حقلًا، فاإنّ كل مثالي اأولي غير تافهٍ فعلي من F[x] هو اأعظمي.
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كان  اإذا  وفقط  اإذا    g(x) يق�صم   f(x) اأنّ  اأثبت   .f (x), g(x) ∈ F[x] و  حقلًا   F ليكن   .31
.g(x) ∈ ⟨f (x)⟩

32. ليكن F حقلًا، وليكن f (x), g(x) ∈ F[x]  . اأثبت اأنّ: 

 N = {r (x) f (x) + s(x)g(x) | r (x), s(x) ∈ F[x]}
 f(x) ّفاإن ،N ≠ F [x] لهما درجتان مختلفتان و g(x) و f(x) اأثبت اأنه اإذا كان . F[x] مثالي من

 .F لي�س كلاهما غير مختزل على g(x) و
33. ا�صتخدم المبرهنة 24.27 في اإثبات تكافوؤ هاتين المبرهنتين:

المبرهنة الأ�سا�سية في الجبر )Fundamental Theorem of Algebra(: كل كثيرة حدود 
 .ℂ لها �صفر في ℂ[x] غير ثابتة في

 ،f1(x),…, fr(x)∈ℂ[x] ليكن )Nullstellensatz for ℂ[x]( :ℂ[x] ِمبرهنة المواقع ال�سفرية لـ
ا �صفر لكثيرة حدود  وافتر�س اأنّ كل �صفر α ∈ ℂ  لكثيرات الحدود هذه  جميعها هو اأي�صً
يحوي  الذي   ،ℂ[x] من  الأ�صغر  المثالي  في  هي    g(x) لـِ  ما  قوة  عندئذٍ،   .ℂ[x] في   g(x)

                                                            fr (x), …, f1 (x) كثيرات الحدود
و�ضرب،  جمع،  تُعَرِّفُ  الآتية  الثلاثة  التمارين  الحلقة.  في  للمثاليات  الح�صاب  من  نوع  هناك   

وخارج ق�صمة مثاليات. 
34. اإذا كان A و B مثاليين من حلقة R، الجمع )A + B )sum لـِ A و B مُعَرَّف بـِ:

  A + B = {a + b | a ∈ A, b ∈ B}
اأثبت اأنّ A + B مثالي.      ب. اأثبت اأنّ A ⊆ A + B  و B ⊆ A + B . .أأ

35. ليكن A و B مثاليين من حلقة R. ال�صرب AB (product) لـِ A و B مُعَرَّف

 بـِ:  
      
اأثبت اأنّ AB مثالي من R .         ب. اأثبت اأنّ   AB ⊆ (A ∩ B). .أأ

36. ليكن A و B مثاليين من حلقة  R. خارج الق�سمة )A: B )quotient لـِ A على B مُعَرَّف بـِ: 

A:B = {r ∈ R | rb ∈ A لكل b ∈ B}
.R مثالي من A : B ّاأثبت اأن

37. اأثبت اأنّ لحقل F، المجموعة S للم�صفوفات على ال�صورة 

][
 .M2(F) من (left ideal) لكن لي�صت  مثاليًّا  اأي�صر (right ideal) هي مثالي اأيمن a, b ∈ F ِلـ 
 ،M2(F) حلقة جزئية مغلقة بالن�صبة اإلى ال�ضرب من اليمين باأيّ عن�ضر من S َّاأَن اأنْ تثبت  اأي 

ولكن لي�صت مغلقة بالن�صبة اإلى ال�ضرب من الي�صار.
38. اأثبت اأنّ حلقة الم�صفوفات M2 (ℤ2) هي حلقة ب�صيطة – اأي اإنّ M2 (ℤ2) لي�س لها مثاليات 

غير تافهة فعلية.
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اأ�سا�سيات جروبنر للمثالياتGröbner Bases for Ideals 1الف�سل 28
مهتمون  نحن  خا�صة،  حالة  وبو�صفها  الهند�صة،  علم  في  مخت�ضرة  مقدّمة  الف�صل  هذا  يعطي 
كثيرات  من  منتهٍ  لعدد  الم�صتركة  الأ�صفار  لمجموعة  ن�صتطيع  ما  باأب�صط  و�صف  اإيجاد  بم�صاألة 
الكتاب، �صنبداأ ب�ضرد بع�س المبرهنات من  الحدود، وحتى نكمل هدفنا في ف�صل واحد من هذا 
.([23] Adams and Loustaunau) غير برهان، وللدرا�صة الإ�صافية والبراهين نن�صح بكتاب

المتنوعات الجبرية والمثاليات 

ليكــن F حقــلًا، تذكــر اأنّ  F[x1, x2, …, xn] هــي حلقــة كثــيرات الحدود لـِ n من غــير المعينات 
 n ِلـــ  F × F × … × F هــو ال�ــضرب الديكارتــي Fn لنجعــل ،F بمعامــلات في x1 ، x2 ، ...، xn 
ــلَ الكتابة، �صنرمز للعن�ضر (a1, a2, … , an) من Fn بـِ a، بحرف غامق. با�صتخدام  عامــل؛ ولِنُ�صهِّ
 تنظيــم م�صابــه، لنجعــل F[x] = F[x1, x2, …, xn] ، لــكل a ϵ Fn ، لدينــا ت�صــاكل تعوي�ــس 
 𝜙𝜙a: F[x] ⟶ F كما هو في المبرهنة 4.22،  اأي اإنه لـِ f (x) = f(x1, x2, …, xn) ϵ F [x] نُعَرِّف 
𝜙𝜙a(f(x)) = f (a) = f (a1, a2, …, an)، برهان اأنَّ 𝜙𝜙a ت�صاكل ينتج من الخ�صائ�س التجميعية، 
والإبداليــة، والتوزيعيــة للعمليات في F[x] وF، وكما في حالة غير المعين الواحد، العن�ضر a من 
Fn هــو �سفر لــــِ f (x) ϵ F [x]   (zero of) اإذا كان f(a) = 0 ، اإ�صافة اإلى ذلك، �صنخت�ضر فيما 

 .”f “ بـ f(x) صياأتي كثيرة الحدود�

        في هذا الف�صل نناق�س م�صاألة اإيجاد اأ�صفار م�صتركة في F n  لعدد  منتهٍ من كثيرات الحدود   
اإيجاد الخ�صائ�س الهند�صية لمجموعة هذه الأ�صفار الم�صتركة  اإنَّ  اإذ   ،F[x]    f1,  f2, ... , fr في 

جميعها ودرا�صتها هما مو�صوع الهند�صة  الجبرية. 
لتكن S مجموعة جزئية منتهية من F[x]. المتنوعة الجبرية )V(S) )algebraic variety في 1.28 تعريف  

 ■   .S لكثيرات الحدود في Fn هي مجموعة جميع الأ�صفار الم�صتركة في ،Fn

   z ،y ،x في اأمثلتنا التو�صيحية – التي عادة تت�صمن على الأكثر ثلاثة غير معينات – ن�صتخدم
.x3 و x2 ، x1 بدلً من

لتكن S = {2x + y – 2} ⊂ ℝ [x,y]. المتنوعة الجبرية  V(S) في ℝ2 هي خط م�صتقيم مقطعه 2.28 مثال 
                                        ▲ ال�صيني 1 ومقطعه ال�صادي 2.  

نترك للتمرين 29 البرهان المبا�ضر باأنه لـِ r عن�ضر f1 , f 2 , ... , fr    من حلقة اإبدالية   
R مع عن�ضر محايد، المجموعة:

I = {c1 f1 + c2 f2 + … + cr fr | ci ϵ R, i = 1, … , r}

 هي مثالي من R، نرمز لهذا المثالي بـِ 〉 f1, f2, … , fr〉. نحن مهتمون بالحالة

R= F[x] حيث ci و fi جميعها كثيرات حدود في F[x]. نعدّ الـ ci “بو�صفها معاملات كثيرات 
   .f1, f2, ... , fr هو اأ�صغر مثالي يحوي كثيرات الحدود I فمن خلال بنيته، هذا المثالي حدود”. 

ا اأن يو�صف باأنه تقاطع جميع المثاليات التي تحوي كثيرات الحدود هذه.  يمكن اأي�صً

1 لن ي�صتخدم هذا الف�صل في بقية الكتاب
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ا  من حلقة اإبدالية R مع عن�ضر محايد. مجموعة جزئية {b1, b2, … , br} من I 3.28 تعريف  ليكن I مثاليًّ
■   .I = 〈b1, b2, · · · , br〈 اإذا كان ،I ِلـ (basis) هي اأ�سا�ص

          بخلاف الو�صع في الجبر الخطي، لي�س هناك حاجة ل�صتقلالية العنا�ضر في الأ�صا�س، اأو 
وحدانية التمثيل لعن�ضر من المثالي بدللة الأ�صا�س. 

 ليكن f1, f2, … fr ϵ F [x] . مجموعة الأ�صفار الم�صتركة في Fn لكثيرات الحدود4.28 مبرهنة
fi لـِ  i = 1, 2, …, r  هي مجموعة الأ�صفار نف�صها الم�صتركة في Fn لكل كثيرات الحدود في 

.I =  〈f1, f2, · · · , fr〉 كامل المثالي
ليكن:البرهان 

(1)  f = c1 f1 + c2f2 + … + cr fr

اأي عن�ضر في I. وليكن a ∈ Fn  �صفرًا م�صتركًا لـِ  f1, f2, ..., fr  بتطبيق ت�صاكل التعوي�س 𝜙𝜙a على 
المعادلة (1) نح�صل على: 

aaaaa
a

a a
a a

 I لكل كثيرة حدود في  وبالطبع، �صفر   ،I f في  لكل كثيرة حدود  ا �صفر  اأي�صً  a اأنّ  تُبيّن   وهذه 
t  . fi ∈ I ؛ لأنّ كلfi صيكون �صفرًا لكل�

لمثالي I من F[x] جعلنا  V(I) مجموعة الأ�صفار الم�صتركة لكل العنا�ضر في I. يمكننا   
اأن نجمل المبرهنة 4.28 على النحو: 

 (Adams and Loustaunau [23] انظر) .نذكر مبرهنة اأ�صا�س هلبرت من غير برهان 

(مبرهنة اأ�سا�ص هلبرت )Hilbert Basis Theorem( ) كل مثالي من F[x1, x2, · · · , xn] 5.28 مبرهنة
له اأ�صا�س منتهٍ. 

هدفنا: اإذا اأعطيت اأ�صا�س لمثالي I من F[x]، عَدِّله اإن اأمكن لي�صبح اأ�صا�صًا يُظْهِرُ ب�صورة اأف�صل 
 .V(I) وهند�صة المتنوعة الجبرية المرافقة I تركيب

 

تعطــي  المبرهنــة  اأنَّ  ملاحظــة  عليــك  الغايــة،  لهــذه  بــاأداة  الآتيــة  المبرهنــة  تــزوّد       
قــد  وهنــا   ،1.23 المبرهنــة  في  نذكرهــا  لم  التــي  الق�صمــة  خوارزميــة  عــن  معلومــات 
اإذا كان:  .x بــدلً مــن   x ا�صتخدمنــا  1.23، لكــن  الرمــز نف�صــه كمــا في المبرهنــة   ا�صتخدمنــا 

  f (x) = g (x) h(x) في F(x)، فــاإنّ g(x) و h(x) ي�صميــان “قوا�ســـم (divisors)” اأو “عوامل 
 .f(x) ِلـ ”(factors)
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)خا�سية خوارزمية الق�سمة( لتكن  q(x) ،g(x) ،f(x) وr(x) وكثيرات حدود في F[x]، بحيث 6.28 مبرهنة 
اإنّ  f (x) = g(x) q(x) + r (x). الأ�صفار الم�صتركة في Fn لـِ g(x) و f(x) هي نف�صها الأ�صفار 
ا القوا�صم الم�صتركة في F[x] لـِ f(x) و g(x) هي نف�صها القوا�صم  الم�صتركة لـِ r(x) و g(x)، اأي�صً

 .r(x) و g(x) ِالم�صتركة لـ

r(x) في  بـِ   f(x) ا�صتبدال  فاإن   ،F[x] من   I اأ�صا�سٍ لمثالي  g(x) عن�ضرين في  و   f(x) كان  اإذا 
 . I ِالأ�صا�س �صيبقى يعطي اأ�صا�صًا لـ

المعادلةالبرهان لطرفي   ϕa بتطبيق  فاإنه   ،r(x) و   g(x) لـِ  م�صتركًا  �صفرًا   a ∈ Fn كان   اإذا 
 ، f(a) = g(a) q(a) + r(a) = 0q(a) + 0 = 0 :نح�صل على ، f (x) = g(x) q(x) + r(x)
g(x) و f(x). اإذا كان b ∈ F[x] �صفرًا م�صتركًا لـِ f(x) و g(x)، فاإنّ  a �صفر م�صترك لـِ  وهكذا 
 ،r(b) = 0 ّ0 = 0 ونرى اأنq(b) + r(b) وهكذا ، f (b) = g(b) q(b) + r(b) يعطي  ϕb تطبيق

.g(b( = 0 ّاإ�صافة اإلى اأن

نف�صه،  الأعلى  في  البرهان  جوهرية  ب�صورة  هو  الم�صتركة  بالقوا�صم  المتعلق  البرهان   
ويترك للتمرين 30. 

اأخيًرا، ليكن B اأ�صا�صًا لمثالي I، وليكن f(x), g(x) ∈ B ، وليكن،  f(x) = g(x)q(x) + r (x) ، ولتكن 
 S ولتكن .B ʹB المجموعة الناتجة عن B با�صتبدال f(x) بـِ r(x)، وليكن Iʹ المثالي الذي اأ�صا�صه هوʹ 
ا اأنّ S يمكن الح�صول عليها ب�صم f(x)  اإلى  المجموعة الناتجة عن B ب�صم r(x) اإلى B، لحظ اأي�صً
 S ،وعليه .B’ ⊆ S ⊆ I   وهكذا لدينا ،f(x) ϵ Iʹ  ّتبيّن اأن  f(x) = g(x) q(x) + r(x) المعادلة .ʹB
اأ�صا�س لـِ. المعادلة r(x) = f(x) − q(x) g(x)  تبيّن اأنّ r(x) ∈ I، وهكذا لدينا B ⊆ S ⊆ I. وعليه، 
t  .I ِاأ�صا�س لـ B S اأ�صا�س لـِ I؛ لهذا ال�صبب I = Iʹ وʹ 

تو�سيح خطي ماألوف 

الأ�صلوب الأ�صا�صي لحل م�صاألة في الجبر الخطي هو اإيجاد جميع الحلول الم�صتركة لعدد منتهٍ من 
المعادلت الخطية، �صنتخلى في هذه اللحظة عن عادتنا في عدم كتابة “f(x) = 0” لكثيرة حدود 

غير �صفرية، و�صنحل م�صاألة نموذجية، كما نفعل في مقرر درا�صي للجبر الخطي. 
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7.28 مثال 

الحل

)الحل كما في مقرر درا�سي للجبر الخطي( اأوجد جميع الحلول في ℝ3 للنظام الخطي

x + y − 3z = 8

2x + y + z = −5.

ن�ضرب المعادلة الأولى بـ 2-، ون�صيفها للمعادلة الثانية، فنح�صل على النظام الجديد: 
x + y − 3z = 8

−y + 7z = −21

  y ن�صتطيع اأن نجد قيمة ،z كما للنظام ال�صابق. ولأيّ قيمة ℝ3 الذي له مجموعة الحل نف�صها في
المقابلة، وذلك من المعادلة الثانية، ومن ثم نحدد x من المعادلة الأولى، باإبقاء  z  غير  مُعَين 
نح�صل على {4z − 13, 7z + 21, z) | z ∈ ℝ−} بو�صفها مجموعة حل، التي هي خط م�صتقيم 
 يمرّ من خلال النقطة (0, 21, 13-) في ف�صاء اإقليد�س ثلاثي الأبعاد. 

با�صتخدام رموز هذا الف�صل، الم�صاألة في المثال ال�صابق يمكن اأن يعبر عنها على النحو   
الآتي: 

.ℝ
فْ V(〈x + y − 3z − 8, 2x + y + z + 5〈) في 3 �صِ

وقد حللناها باإيجاد اأ�صا�س اأكثر نفعًا، نعني:  
{x + y − 3z − 8,−y + 7z + 21}

لحظ اأنّ العن�ضر الثانيy + 7z + 21− من هذا الأ�صا�س الجديد يمكن الح�صول عليه من كثيرتي 
الحدود في الأ�صا�س الأ�صلي بو�صفه باقي r (x, y, z)  لعملية الق�صمة، اأي اإنّ:

 وعليه، 2x + y + z + 5 = (x + y − 3z − 8)(2) + (−y + 7z + 21)  هو تعبيٌر على ال�صورة 
 r بكثيرة الحدود f ن�صتبدل كثيرة الحدود .f (x, y, z) = g(x, y, z) q(x, y, z) + r(x, y, z)
 ،〈f, g〉 = 〈g, r〉 واأن  V (〈f, g〉) = V (〈g, r〉) ّكما في المبرهنة 6.28، التي ت�صمن لنا اأن
اأيّ حال،  من الوا�صح  ا من خطوة واحدة، على  وقد اخترنا في المثال 7.28 م�صاألة ب�صيطة  جدًّ
اأنَّ الطريقة المقدمة في مقرر درا�صي للجبر الخطي لحل نظام خطي، يمكن اأن يُعَبرَّ عنها بدللة 
تطبيق عملية متكررة لخوارزمية الق�صمة، لتغيير اأ�صا�س مثالي معطًى اإلى اأ�صا�س يو�صح الهند�صة 

للمتنوعة الجبرية المرافقة ب�صورة اأف�صل.
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8.28 مثال

تو�سيح غير معين مفرد
افتر�س اأننا نريد اإيجاد المتنوعة  V(I) في F ، المرافقة لمثالي I  من F[x]، حلقة كثيرات الحدود لغير 
معين مفرد x. من خلال المبرهنة 24.27، كل مثالي من F[x] هو رئي�س، وهكذا  يوجد f (x) ∈ F[x] ، حيث 
اإنّ  〉I =〉  f (x)، وعليه،  V(I) يتكوّن من اأ�صفار كثيرة حدود مفردة،  و{f (x) } من المحتمل اأنه اأ�صا�س 
ح الح�صاب لمثل هذا  المولِّد المفرد f (x)  لـِ I، في  لـِ I بو�صفه اأب�صط ما يمكننا اأن نطلب، ونعطي مثالً يو�صّ
I يحوي اأكثر من كثيرة حدود واحدة،  فلاأن كثيرة الحدود في ℝ [x]  لها   حالة كان الأ�صا�س المعطى لـِ 
فقط عدد منتهٍ من الأ�صفار في ℝ، نتوقع األ يكون هناك اأ�صفار م�صتركة لكثيرتي حدود اأو اأكثر اختيرت 

ب�صورة ع�صوائية في ℝ [x]؛ لكننا بنينا الأ�صا�س في مثالنا بحذر!

فَ المتنوعة الجبرية V من ℝ المتكوّنة من  الأ�صفار الم�صتركة لـِ: لِنَ�صِ
.g(x) = x3 + 3x2 − 6x – 8 و f (x) = x4 + x3 − 3x2 − 5x – 2

ن�صتخدم  لذلك،  اأمكن؛  ما  اأ�صغر  درجتها  حدود  كثيرات  على  يحتوي   ⟨f, g⟩ لـِ  جديد  اأ�صا�س  اإيجاد  نريد 
خوارزمية الق�صمة f (x) = g(x) q(x) + r(x)  في المبرهنة 1.23، حيث r(x)  �صتكون درجتها على الأكثر 

{g,r}بالأ�صا�س {f, g}2، عندئذٍ: ن�صتبدل الأ�صا�س

لأن اأ�صفار 9x2 − 9x − 18 هي نف�صها اأ�صفار x2 − x − 2 ، جعلنا r(x) = x2 – x – 2، واأخذنا الأ�صا�س 
الجديد

{g, r} = (x3 + 3x2 − 6x − 8, x2 − x − 2)
اأ�صا�ــس  اإيجــاد  علــى  قادريــن  الآن  �صنكــون   ،r1(x) الباقــي  علــى  علــى r(x) نح�صــل   g(x) بق�صمــة      

{r(x), r1(x)} يتاألف من كثيرتي حدود درجتاهما على الأكثر 2.

 اأ�صا�صُنا الجديد {r(x), r1(x)}  اأ�صبح  الآن {x2 − x − 2}، وعليه: 
. V = {−1, 2}ّونرى اأن   I = 〈 f (x), g(x)〉 = 〈x2 − x − 2〉 = 〈(x − 2)(x + 1)〉     

نف�صها  ال�صابق هي  المثال  g(x) في  و    f (x) لـِ  الم�صتركة  القوا�صم  باأنّ   6.28 المبرهنة  تخبرنا 
 القوا�صم الم�صتركة لـِ r(x) و r1(x)؛ ولأن r(x) (0) = 0 ، فنرى اأنّ  r(x)  يق�صم 0، وهكذا القوا�صم الم�صتركة
 لـِ f (x)  و g(x) هي فقط تلك القوا�صم لـِ  r(x)، التي بالطبع ت�صمل r(x) نف�صها. وعليه، r(x) ي�صمى   "قا�صمًا 

. g(x) و  f (x)  ِلـ (gcd َاختُ�ضِر) "م�صتركًا اأكبر
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اأ�سا�سات جروبنر
اإلى  بالنظر   .F[x] = F[x1, x2, · · · , xn] من   I لمثالي  متقن  اأ�صا�س  اإيجاد  م�صاألة  �صنعالج 
تو�صيحنا لحالت غير معين واحد خطي، اإنه يبدو من المعقول محاولة ا�صتبدال كثيرات حدود في 
الأ�صا�س بكثيرات حدود درجاتها اأقل، اأو تحوي غير معينات اأقل. اإنه من الحا�صم اأن يكون لدينا 
طريقة نظامية لإتمام ذلك. كل مدر�س للجبر الخطي ي�صادف اأحيانًا طالبًا غير قادر على اإتقان 
اأعمدة الم�صفوفة بنمط ع�صوائي تقريبًا،  اختزال الم�صفوفات، حيث ي�صنع مدخلات �صفرية في 
بدلً من اإنهاء العمود الأول ثم النتقال اإلى العمود الثاني، وهكذا كخطوة اأولى في اإتجاه هدفنا 

�صنعالج م�صاألة تحديد ترتيب لكثيرات الحدود.
. a ∈ F  حيث ،ax1

m1 x2 
m2  . . .  xn

mn  حدودها على ال�صكل F[x] كثيرات الحدود في
خ�سائ�ص الترتيب ل�صروب القوى

1.       .1 ≠ P 1  لكل �ضروب القوى < P 

ل�ضربي قوى Pi  و Pj  تتحقق واحدة فقط من الآتية: .2

.Pj < Pi , Pi = Pj , Pi < Pj       

3. .Pi < Pk ّفاإن ، Pj < Pk و Pi < Pj  اإذا كان

4.   .P لأيّ �ضرب قوى PPi < PPj ّفاإن ،Pi < Pj  اإذا كان

ا على ال�صورة: لنَعدّ �صرب القوى في  F[x]  بو�صفه مقدارًا جبريًّ
.i لكل ℤ 0 في ≤ mi حيث P = x1

m1 x2 
m2  . . .  xn

mn 
لحظ تمثيل جميع xi ومن المحتمل اأن يكون بع�صها لأُ�سِ �صفري. ومن ثم في  F [x,y,z]، يجب 
اأن تكتب xz2 بو�صفه �ضرب قِوى على النحو xy 0z2 . نرغب بو�صف ترتيب كلي < على مجموعة 
Pi < Pj، وليزوّدنا برمز الحجم  اأن نقول  القوى، وذلك حتى نعلم فقط معنى  جميع �ضروب 
اأ�صا�س لمثالي بطريقة نظامية ل�صنع  الن�صبي ل�ضروب القوى، بعد ذلك يمكننا محاولة تغيير 
اأ�صا�س كثيرات حدود فيه، ذوات حدود على ال�صورة ai Pi تكون فيه �ضروب القوى Pi اأ�صغر ما 
يمكن. �صنرمز ل�ضرب القوى الذي فيه جميع الأُ�صُ�س �صفرية بالرمز 1، و�صن�صترط تحقيق الترتيب 
واأنّ  فَ،  وُ�صِ قد  كهذا  ترتيب  اأنّ  افتر�س  ال�صندوق،  في  المذكورة  الخ�صائ�س  القوى  Pi ≠ Pjو Pi  تق�صم Pj ؛ بحيث Pj = PPi ، حيث P > 1. الخا�صية 4 في ال�صندوق، توؤدي اإلى  ل�ضروب 

اأن 1Pi < PPi = Pj، وهكذا Pi < Pj. اإذاً Pi  تق�صم Pj فاإنها توؤدي اإلى اأن Pi < Pj، في التمرين 
.Pj تق�صم Pi َّل توؤدي اإلى اأن Pi < Pj  ّ28 نطلب اأن تُثبت بمثال م�صاد اأن
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اأ�صا�س منتهٍ  لتعديل  اأي عملية تدريجية  اأنّ  اأنّ هذه الخ�صائ�س ت�صمن  اإثبات  من الممكن 
ت�صتبدل  الأ�صا�س، وفي كل خطوة  اأكبر في عن�ضر  تزيد الحجم لأي �ضرب قوًى  التي ل  لمثالي، 

واحدًا ب�صيء اأ�صغر، �صوف تنتهي بعدد محدود من الخطوات.
x، يتوافر ترتيب �ضرب قوًى واحد فقط؛ لأنه من خلال  الوحيد  F[x] مع غير المعين  في 
الخا�صية 1، يجب اأن يكون لدينا x >1، وبال�ضرب ب�صورة متكررة بـ x وبا�صتخدام الخا�صية  4، 
لدينا x<x2,x2<x3 ، ... اإلخ، بعدئذٍ تبيّن الخا�صية  3 اأنّ  ···>x<x2<x3>1 هو الترتيب الممكن 
الأ�صا�س بكثيرات  با�صتبدال كثيرات حدود   ،8.28 المثال  الأ�صا�س في  لنا  عَدَّ اأنّنا  الوحيد، لحظ 

حدود تحوي �ضروب قوًى اأ�صغر.

9.28  مثال

الحل

هناك عدد من الترتيبات المحتملة ل�ضروب القوى في F[x]  مع n غير معين، و�صنقدم          
واحدًا فقط، (lexicographical order) (يرمز له بـِ “lex”). في lex، حيث نُعرِّف:

(2)  x1
s1 x2

s2· · · xn
sn < x1

t0 x2
t2· · · xn

tn  

اليمــين-  اإلى  الي�صــار  مــن  بالقــراءة   –  i دليلــي  رمــز  لأول   si < ti كان  اإذا  وفقــط  اإذا 
فلدينــا  ،xnym بترتيــب  قــوًى  �ــضرب   F[x,y] في  كتبنــا  اإذا  وعليــه،   .si ≠ ti اإنّ   بحيــث 
  y = x0 y1 < x1y0 = x وxy < xy2  ، وبا�صتخــدام lex، فــاإنّ الترتيــب لـــِ n غــير معــيّن يكــون
xn < xn-1 < … < x2 < x1 > 1 ، اختزالنا في المثال 7.28 حيث تخل�صنا اأولً قدر ا�صتطاعتنا من 

كل x “كبيرة” ، وبعدئذٍ y “الأ�صغر” المقابلة للترتيب z < y < x :lex، اأي لتكتب �ضروب القوى 
جميعها على الترتيب  xmynzs. لحالة غير معينين مع y < x ، مخطط ترتيب حدود lex الكلي هو: 

1 < y < y2 < y3 · · · < x < xy < xy2 < xy3 < · · · < x2 < x2 y < x2 y2 < · · ·

حدودها   F[x] في  حدود  كثيرة  لحدود  وا�صحًا  ترتيبًا   P قوى  ل�ضروب  ترتيبٌ  يُحدِثُ 
اأُعطينا  اإذا  الآن ف�صاعدًا،  ومن   ،)term order( حدود  ترتيب  بو�سفه  اإليه  �صن�صير  الذي   ،aP
متناق�س؛  حدود  بترتيب  كُتِبَت   F[x] في  f حدود  كثيرة  كل  اأنّ  ف�صنعُدّ  قوًى،  ل�ضروب  ترتيبًا 
ونرمز  ،  f لـِ  القائد  للحدّ   1t(f ) بـِ  نرمز  حيث  الأعلى،  درجته  (الأول)  القائد  الحــدّ   ولذلك، 

 1p(g) ّحيث اإن ،  F[x] كثيرتي حدود في g و f 1 ل�ضرب القوى للحد القائد، فاإذا كانتp (f ) بـ
يق�صم 1p(f)، فاإنه يمكننا اأن نجري ق�صمة f على g، كما وُ�صحت في الحالتين الخطية وغير معين 
 واحد – لنح�صل على f (x) = g (x) q (x) + r (x)،  حيث 1p (r ) < 1p (f). لحظ لم نقل:

ح ذلك. 1p (r) < 1p (g). المثال الآتي يو�صّ

 
من خلال الق�صمة، اختزل الأ�صا�س {xy2,y2 – y} للمثالي I = 〈xy2, y2 - y〉 من  ℝ [x,y] اإلى 

 . y < x  مع lex اأ�صا�س ذي اأ�صغر حجمٍ لأكبر حدّ، بافترا�س الترتيب

نرى اأنّ y2 يق�صم xy2 ، ونح�صب:
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من اأقلّ  لي�س   1p (xy) = xy اأنّ  لحظ  الق�صمة،  في  ال�صتمرار  ن�صتطيع  ل   xy يق�صم  ل   y2  لأنّ 
هو  I لـِ  الجديد  اأ�صا�صنا   ،1p(xy) < 1p(xy2) لدينا  حال،  اأي  على   .1p(y2 – y) = y2   
  .{xy, y2 − y}

10.28 تعريف

 عنــد التعامــل مع اأكثر مــن غير معين واحد، فاإنــه �صيكون اأكثر �صهولة عمــل اختزال اأ�صا�س 
ب�ــضرب كثــيرة حــدود g(x) للاأ�صا�ــس بكثــيرة حــدود q (x)− واإ�صافتهــا لكثيرة حــدود f(x) ؛  
للح�صــول علــى  r(x)، اإ�صافــة اإلى اأننــا نعمل اختــزال الم�صفوفات في الجبر الخطــي، بدل كتابة 
الق�صمــة ب�صورتها الظاهرة كما عملنا في المثــال ال�صابق، فالبدء بكثيرتي حدود xy2 و y2−y في 
اأ�صا�ــس، يمكننــا اختــزال xy2  ب�ضرب y2−y بـ −x واإ�صافة النــاتج xy2 + xy −  اإلى xy2 ، نح�صل 

على البديل xy لـِ xy2. يمكننا عمل ذلك في اأذهاننا وكتابة النتيجة مبا�ضرة.

بالرجوع مرة اأخرى اإلى المثال 9.28، �صينتج ما ذكرناه اآنفًا اأنه لأيّ كثيرة حدود معطاة  
 .1p(f ) صيق�صم�  y2 اأو xy اإما ، 〉xy, y2 − y〉 في f (x, y) = c1(x, y)(xy) + c2(x, y)(y2 − y)

(انظر التمرين 31)، هذه تو�صح الخا�صية الُمعَرِّفَةُ لأ�صا�س جروبنر

F[x1, x2, … , xn]، مع  لكثيرات حدود غير �صفرية في   {g1, g2, … , gr} المجموعة 
   I = 〈g1, g2, · · · , gr〉 للمثالي    )Gröbner basis( اأ�سا�ص جروبنر  هي   ،> ترتيب حدود 
يق�صم    1p (gi) اإنّ  حيث   ،   1 ≤ i ≤ r،  i يوجد  �صفري  غير    f ϵ I لكل   كان  اإذا  وفقط   اإذا 
n  .1p (f ) 

حنا الح�صاب لأ�صا�س جروبنر من اأ�صا�س معطًى لمثالي، وذلك في الأمثلة 7.28،  بينما و�صّ
 ،(Admas and Loustaunau [23]) 8.28، و 9.28 لم نعطِ خوارزمية محددة. نرجع القارئ اإلى
حيث تتاألف الطريقة من �ضرب كثيرة حدود ما في الأ�صا�س باأيّ كثيرة حدود في F[x]، واإ�صافة 
الناتج اإلى كثيرة حدود اأخرى في الأ�صا�س بطريقة تقلل الحجم ل�ضروب القوى، وقد عالجنا في 
تو�صيحنا الحالة المت�صمنة لق�صمة  f (x)  على g (x)، حيث 1p(g) يق�صم 1p (f )، لكننا ن�صتطيع 
ا ا�صتخدام العملية اإذا كان 1p (g) يق�صم فقط �ضرب قوًى اآخر في f على �صبيل المثال: اإذا  اأي�صً
كان اأ�صا�س فيه العن�ضران  xy – y3 و y2 − 1 ، يمكننا �ضرب y2 − 1 بـِ y  ، واإ�صافة الناتج اإلى 

xy – y3، مختزلين xy – y3 اإلى xy − y، وتبيّن المبرهنة 6.28 اأنّ هذا ح�صاب �صحيح.

 من الممكن اأن تتعجب كيف اأنّ اأيّ اأ�صا�س {g1, g2, … , gr} يمكن اأن يف�صل لي�صبح اأ�صا�س 
 ،I في c1g1 + c2g2 + ·· ·+cr gr ؛ لأننا عندما ن�صكل عن�ضًراI = 〈g1, g2, … , gr〈  ِجروبنر لـ
1p (cigi) لـِ  i = 1,2, … , r. على اأيّ حال، الحذف ل�ضروب القوى  نرى اأنّ 1p (gi) قا�صم لـِ 

يمكن اأن يحدث في الجمع. واإليك تو�صيح ذلك بمثال.
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 ليكن المثالي 〉 I = 〉x2y – 2, xy2 − y  من  ℝ[x,y] ، فكثيرتا الحدود في الأ�صا�س الُمبَينَّ ل 11.28 مثال
يمكن اختزالهما  اأكثر، على  اأيّ حال، المثالي I يحوي y (x2y – 2) – x (xy2 – y ) = xy − 2y، الذي 
�ضرب قواه القائد xy غير قابل للق�صمة على اأيٍ من �ضربي القوى القائدين x2y اأو xy2  للاأ�صا�س 
 المعطى. وعليه، {x2y – 2, xy2 – y}   لي�س اأ�صا�س جروبنر لـِ I، وفقًا  للتعريف 10.28. 

عندما بلغنا و�صعًا ي�صبه ذلك في المثال 11.28، اأدركنا اأنّ اأ�صا�س جروبنر يجب اأن يحوي 
كثيرة حدود ما لها �ضرب قوًى قائد اأ�صغر من �ضروب القوى القائدة لكثيرات الحدود الأخرى 
المثال  في  عملنا  وكما  المعطى،  الأ�صا�س  في  حدود  كثيرتي   g و   f لتكن  المعطى،  الأ�صا�س  في 
11.28، يمكننا �ضرب f  و g ب�ضربي قوى اأ�صغرين قدر الإمكان، حيث اإنّ �ضربي القوى القائدين 
الناتجين �صيكونان ال�صيء نف�صه، الم�شاعف الم�شترك الأ�شغر (lcm) لـِ  1p (f ) و  1p (g)، وبعد 
ذلك اجمع اأو اطرح مع معاملات منا�صبة من F ، حيث اإنّ الحذف يعطي النتيجة، اإذ نرمز لكثيرة 
حدود �صكلت بهذا الأ�صلوب بـ S (f , g )، ونذكر من غير برهان مبرهنة يمكن ا�صتخدامها بو�صفها 

اختبارًا فيما اإذا كان اأ�صا�س ما مُعطى هو اأ�صا�س جروبنر.

الأ�صا�س  G = {g1, g2, · · · , gr }  هو اأ�صا�س جروبنر للمثالي 〉g1, g2 , · · · , gr〈  اإذا وفقط اإذا 12.28 مبرهنة
كان – لكل i ≠ j  - كثيرة الحدود S (gi, gj) ، يمكن اختزالها اإلى �صفر من خلال ق�صمة متكررة 

للبواقي على عنا�ضر من G كما في خوارزمية الق�صمة.  
      كما ذكرنا �صابقًا، من الممكن اأن نف�صل التفكير في اختزال S (gi, gj) ، من خلال متتالية 
من العمليات الموؤلفة من جمع (اأو طرح) م�صاعفات لكثيرات حدود في G، بدلً من كتابة الق�صمة.
ى. بدايةً، اختزل  يمكننا الآن اأن نُبَيّن كيف يمكننا الح�صول على اأ�صا�س جروبنر من اأ�صا�س معطًَ
كثيرات الحدود في الأ�صا�س فيما بينها قدر الإمكان، اختر بعد ذلك كثيرتي حدود gi و gj في الأ�صا�س، 
فَ  ل كثيرة الحدود  S (gi , gj )، وانظر فيما اإذا كانت  S (gi , gj )  يمكن اختزالها اإلى �صفر كما وُ�صِ و�صكِّ
ا، فاإذا كان ذلك بالإمكان، فاختر زوجين مختلفين من كثيرات الحدود، واأعد الإجراءات معهما، اأمّا  توًّ
فَ في الأعلى،  فزِد الأ�صا�س المعطى بهذا  اإذا كانت S (gi , gj) ل يمكن اختزالها اإلى �صفر كما وُ�صِ
العن�ضر  S(gi , gj)، وابداأ من جديد اختزال هذا الأ�صا�س قدر الإمكان، ومن خلال المبرهنة 12.28، 
عندما تكون كثيرات الحدود جميعها S (gi , gj )  لكل  i ≠ j يمكن اختزالها اإلى ال�صفر،  وذلك با�صتخدام 

كثيرات حدود من الأ�صا�س الأخير،  نكون و�صلنا اإلى اأ�صا�س جروبنر، ونختم باإكمال المثال 11.28:

باإكمال المثال 11.28، ليكن I = 〉g1 , g2 〈، g2 = xy2 – y ،g1 = x2y – 2  في ℝ2، ح�صلنا 13.28 مثال
في المثال 11.28 على كثيرة الحدود S(g1 , g2) = xy – 2y ، التي ل يمكن اختزالها اإلى ال�صفر 
g، و�صنختزل الآن الأ�صا�س{x2y – 2, xy2 – y, xy – 2y} بتو�صيح كل خطوة.

2
g و 

1
با�صتخدام 

 {x2 y − 2, xy2 − y, xy − 2y}                            اأ�صا�صيٌّ مَزِيْد
 {2xy − 2, xy2 − y, xy − 2y}                              باإ�صافة (x-) (الثالث)  اإلى الأول

 {2xy − 2, 2y2 − y, xy − 2y}                              باإ�صافة (y -) (الثالث) اإلى الثاني
 {4y − 2, 2y2 − y, xy − 2y}                               باإ�صافة (2-) (الثالث) اإلى الأول
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 (الأول) اإلى الثاني
2
y − 

 
      {4y − 2, 0, xy − 2y}                                     باإ�صافة 

 (الأول) اإلى الثالث
4
x − 

 
x                                     باإ�صافة         

(الأول) اإلى الثالث
 

1
2

 
 
 

x                              باإ�صافة         

 1
2

f y= − 1 هو اأ�صا�س جروبنر، لحظ اأنه اإذا كان , 2
2

y x − − 
 

 من الوا�صح اأنّ  

، التي  ( ) ( ), 2 2
2 2
x xS f g xf yg xy xy y y = − = − − − = − + 

 
وg = x - 2 ، فاإنّ  

. 12
2

y − − 
 

) و  )1 2
2

x − يمكن ب�صهولة اختزالها اإلى ال�صفر بجمع 

في   12,
2

 
 
 

فقط  واحدة  نقطة  تحوي   V(I) الجبرية  المتنوّعة   اأنّ  نرى  جروبنر  اأ�صا�س  من 
                                                                                                                                                           .ℝ2

تاأتي اأهمية اأ�صا�صات جروبنر في التطبيقات من الحقيقة اأنها قابلة للح�صاب ب�صورة روتينية. 
وهذه الأ�صا�صات لها تطبيقات في الهند�صة وعلم الحا�صوب اإ�صافة اإلى الريا�صيات.

n تمارين 28
في التمارين من1 اإلى 4، اكتب كثيرات الحدود في ℝ [x, y, z ]  بترتيب حدود متناق�س با�صتخدام 

.z < y < x  حيث ،   xmynzs  ل�ضروب القوى lex ترتيب
                                                           3y2z5 − 4x + 5y3z3 − 8z7   .2                      2xy3z5 − 5x2yz3 + 7x2y2z − 3x3   .1
                                                                                                 38 − 4xz + 2yz − 8xy + 3yz3.4                 3y − 7x + 10z3 − 2xy2z2 + 2x2yz2   .3

في التمارين من 5 اإلى 8، اكتب كثيرات الحدود في  ℝ [x,y,z] بترتيب حدود متناق�س با�صتخدام 
. x < y < z حيث ،zmynxs ل�ضروب القوى lex  ترتيب

5. كثيرة الحدود في التمرين 1.                         6. كثيرة الحدود في التمرين 2.

7. كثيرة الحدود في التمرين 3.                         8. كثيرة الحدود في التمرين 4.
ترتيب اآخر – deglex- ل�ضروب القوى في F[x] مُعَرَّف كما ياأتي:
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اإذا وفقط اإذا كان اإما  اأو هذان المجموعان مت�صاويان و si < ti لأ�صغر قيمة لـِ 
 .si ≠ ti ّحيث اإن ، i

  .deglex التمارين من 9 اإلى 13، تهتم بالترتيب
9. ا�ضرد – بترتيب ت�صاعدي – اأ�صغر 20 �ضرب قوى في ℝ [x,y,z] لترتيب deglex مع �ضروب 

           .z < y < x   حيث  xm yn zs  قوى
في التمارين من 10 اإلى 13، اكتب كثيرات الحدود بترتيبات حدود متناق�س با�صتخدام الترتيب 

 z < y < x  حيث xm yn zs مع �ضروب قوى deglex

10- كثيرة الحدود في التمرين 1.          11- كثيرة الحدود في التمرين 2.

12- كثيرة الحدود في التمرين 3.          13- كثيرة الحدود في التمرين 4.

حيث  ،lex ترتيب  لها   ℝ [x,y,z] في  القوى  �ضروب  لتكن   ،17 اإلى   14 من  التمارين   في 
 z < y < x. اعمل – اإن اأمكن- اختزالً بخوارزمية الق�صمة من خطوة واحدة لتغيرِّ اأ�صا�س المثالي 

المعطى اإلى اأ�صا�س ترتيب حدّه الأكبر اأ�صغر.
 〉xy + y3, y3 + z, x − y4〈   -15                〉xy2 − 2x, x2 y + 4xy, xy − y2〈 -14

〉y2z3 + 3, y3z2 − 2z, y2z2 + 3〈 -17            〉xyz − 3z2, x3 + y2z3, x2yz3 + 4〈 -16

مع  lex هو   ℝ[w, x, y, z] في  القوى  �ضروب  ترتيب  ليكن   ،19 و   18 التمرينين   في 
z < y < x < w. اأوجد اأ�صا�س جروبنر للمثالي المعطى.

〉w + x − y + 4z − 3, 2w + x + y − 2z + 4,w + 3x − 3y + z − 5〈 -18

〉w − 4x + 3y − z + 2, 2w − 2x + y − 2z + 5,w − 10x + 8y − z − 1〈 -19

.ℝ[x] في التمارين من 20 اإلى 22 اأوجد اأ�صا�س جروبنر للمثالي المعطى من 
〉x4 + x3 − 3x2 − 4x − 4, x3 + x2 − 4x − 4〈   -20

〉x4 − 4x3 + 5x2 − 2x, x3 − x2 − 4x + 4, x3 − 3x + 2〈  -21

〉x5 + x2 + 2x − 5, x3 − x2 + x − 1〈 -22

في التمارين من 23 اإلى 26، اأوجد اأ�صا�س جروبنر للمثالي المعطى من ℝ [x , y] ليكن الترتيب 
          .ℝ[x , y]   ف المتنوعة الجبرية المقابلة في ل�ضروب القوى هو lex مع y < x . اإذا اأمكنك، �صِ

〉x2 y + x, xy2 − y〈  -24                                           〉x2 y − x − 2, xy + 2y − 9〈 .23

〉x2 y + xy2, xy − x〈 .26             〉x2 y + x + 1, xy2 + y − 1〈 .25
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مفاهيم
27. ليكن Fحقلًا. �صع اإ�صارة �صح اأو اإ�صارة خطاأ:

_______ اأ.  كل مثالي من  F [x] له اأ�صا�س منتهٍ.
_______ ب. كل مجموعة جزئية من ℝ2 متنوعة جبرية.
_______ جـ. المجموعة الخالية من ℝ2 متنوعة جبرية.

_______ د. كل مجموعة جزئية منتهية من ℝ2 متنوعة جبرية.
_______ هـ. كل خط في ℝ2  متنوعة جبرية.

_______ و. كل مجموعة منتهية من الخطوط الم�صتقيمة في ℝ2 متنوعة جبرية.
_______ ز.  القا�صم الم�صترك الأكبر لعددٍ منتهٍ من كثيرات حدود في  ℝ [x]  (غير معين 

واحد). يمكن اأن يح�صب با�صتخدام خوارزمية الق�صمة ب�صورة متكررة.
_______ ح. حَ�صَبْتُ اأ�صا�صات جروبنر قبل اأن اأعرف ما هي.

_______ ط. اأي مثالي من F [x] له اأ�صا�س جروبنر وحيد.
_______ ي. المثاليان 〉x,y〈 و 〉x 2, y 2〈  مت�صاويان؛ لأن كليهما يُنْتِجُ المتنوعة الجبرية نف�صها  

 .ℝ2  اأي  {(0,0)} في
.Pj تق�صم  Pi  ّل توؤدي اإلى اأن  Pi < Pj ّاأعطِ مثالً يُبيّن اأن .lex رتبت من خلال  ℝ[x,y]  28.  لتكن

براهين                                                                                
29. اأثبت اأنه اإذا كان  f1 ، f2 ، … ، fr  عنا�ضر حلقة اإبدالية R مع عن�ضر محايد، فاإنّ 

.R هو مثالي من  ، I = {c1 f1 + c2 f2 +· · ·+cr fr | ci ∈ I ,  i = 1, · · · , r }
 F [x] فاإنّ القوا�صم الم�صتركة في ،F[x]  في   f (x) = g(x) q(x) + r (x)  30. اأثبت اأنه اإذا كان

.r(x) و   g(x) لـ F[x] هي نف�صها القوا�صم الم�صتركة في  f(x) و g(x)  ِلـ
31. اأثبت اأنّ {xy, y2 – y}  هو اأ�صا�س جروبنر لـِ 〉xy, y2 − y〈 كما ادُعي بعد المثال 9.28.

32.  ليكن F  حقلًا. اأثبت اأنه اإذا كانت S  مجموعة جزئية غير خالية من Fn، فاإنّ

I (S) = { f (x) ∈ F[x] | f (s) = 0,{ s ∈ S لكل
. F [x] مثالي من    

.S ⊆ V(I (S)) 33. بالرجوع اإلى التمرين 32، اأثبت اأن

.V(I (S)) ≠ S بحيث اإن ، ℝ2 من S  34. بالرجوع اإلى التمرين 32، اأعطِ مثالً لمجموعة جزئية

.N ⊆ I (V(N)) فاإن ، F [x] ا من 35. بالرجوع اإلى التمرين 32، اأثبت اأنه اإذا كان N مثاليًّ

.I (V(N)) ≠ N بحيث اإن ،ℝ[x,y] من N 36. بالرجوع اإلى التمرين 32، اأعطِ مثالً لمثالي
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