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اأول في الجبر المجرد 216 مقرر 

الحلقات والحقول: Rings and Fieldsالف�صل 18
خلال  تبين  وقد  وحيدة،  ثنائية  عملية  عليها  المعرّف  المجموعات  على  ال�صابق  عملنا  تركز 
�صنوات من درا�صتنا للاأعداد ال�صحيحة والحقيقية، اأنّ درا�صة المجموعات المعرّف عليها عمليتان 
ثنائيتان بالغتا الأهمية، و�صيكون هذا النوع من البنية الجبرية محور درا�صتنا في هذا الف�صل، 
الذي �صيكون اإلى حد ما اأكثر ت�صويقًا من الف�صول ال�صابقة؛ لأن البنى الجبرية التي نحن ب�صدد 
درا�صتها ذات علاقة قريبة بالبنى الجبرية التي عملنا عليها في ال�صنوات ال�صابقة، وعلى الرغم 
من  تعقيدًا  اأكثر  الدرا�صة  هذه  تعدّ  اأخرى،  بعبارة  الم�صلمات،  باأ�صلوب  ن�صتمر  ف�صوف  ذلك،  من 

مبرهنة الزمرة؛ لأننا نتعامل مع عمليتين ثنائيتين وم�صلمات اأكثر.  
البنية الجبرية المعرف عليها عمليتان ثنائيتان الأكثر عمومًا، التي �صنقوم بدرا�صتها ت�صمى 

حلقة (ring)، كما يظهر مثال 2.18 الذي يتبع تعريف 1.18، فقد تعاملنا كلنا مع الحلقات منذ 
الدرا�صة البتدائية. 

1.18  تعريف 

تعريفات وخ�صائ�ص اأ�صا�صية
الحلقة (ring) 〈., + ,R〉 هي مجموعة R معرّف عليها عمليتان ثنائيتان + و. التي ن�صميها 

الجمع (addition) وال�ضرب (multiplication)، وتحقق الم�صلمات الآتية: 

. 〈+ ,R〉 زمرة اإبدالية. 
1R

. ال�ضرب تجميعي.
2R

∋ a,b,c قانون التوزيع من الي�صار.    R لكل .
3R

a. (b+c) = (a.b)+ (a.c) (Left distributive law) وقانون التوزيع من اليمين 

c =(a.c) + (b.c) (right distributive law).(a+b) متحققان.                                       ■
الكل يدرك اأنّ اأيّ مجموعة جزئية من مجموعة الأعداد المركبة، بحيث تكون زمرة مع الجمع 2.18 مثال

، ومثال على ذلك:  3R 2R و  ، 1R ومغلقة مع ال�ضرب، فاإنها تحقق الم�صلمات 

〉 حلقات.                                                    ▲ 〉 و 〈., +, , +, .〉 ،〈 , + , .〉 ،〈 , + , .〉
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الوحدة الرابعة الف�صل ل1: الحلقات والحقول  217

■ نبذة تاريخية 

       ن�صاأت مبرهنة الحلقات من درا�صة نوعين محددين من الحلقات، هما: حلقات كثيرات الحدود بـ n من المتغيّرات 
على مجموعة الأعداد الحقيقية اأو المركبة )ف�صل 22(، و“الأعداد ال�صحيحة” لحقل الأعداد الجبرية، حيث اإنّ  اأول من 
قدّم مفهوم الحلقة المرتبط بالمثال 2.18، هو ديفيد هيلبرت (David Hilbert 1862- 1943)، ولكن هذا المفهوم 
لم يظهر قبل العقد الثاني من القرن الع�ضرين، عندما ظهر تعريف كامل ومجرد للحلقة، وقد بُنيت لمبرهنة الحلقات 
ال�صخم  بحثها  (Emmy Noether 1882- 1935) في  نوثير  اإيمي  قبل  من  الم�صلمات  من  ثابتة  قاعدة  الإبدالية 
ال�صل�صلة  �ضرط  هو  البحث  هذا  في  الرئي�س  فالمو�صوع  1921م،  عام  ظهر  الذي  الحلقات”  في  المثاليات  “مبرهنة 
المت�صاعدة من المثاليات، وقد اأثبتت نوثير اأنّ في الحلقة التي يكون فيها لكل �صل�صلة مت�صاعدة من المثاليات عن�ضر 

اأعظم، يكون كل مثالي فيها منتهي التولد. 

ح�صلت اإيمي نوثير على درجة الدكتوراة من جامعة اإيرلنجن في األمانيا عام 1907م، ودعاها هيلبرت للعمل في 
جامعة جوتنجن عام 1915م، ولكن جهوده في تاأمين موقع لها في الجامعة باءت بالف�صل ب�صبب جن�صها، فا�صتكى 
هيلبرت  قائلًا: “ل اأرى اأنّ جن�س المتقدّم للوظيفة عائق للح�صول عليها؛ لأننا في جامعة، ول�صنا في حمام �صباحة”، 
وعلى الرغم من ذلك، تمكنت نوثير من اأن تحا�ضر في الجامعة با�صم هيلبرت، اأخيًرا ح�صلت اإيمي على الموقع الذي 
ت�صتحقه في الجامعة عام 1923م، بعد التغييرات ال�صيا�صية التي تبعت نهاية الحرب العالمية الأولى التي و�صلت اإلى 
جوتنجن، وقد كانت خلال ال�صنوات الع�ضر اللاحقة فاعلة وموؤثرة في تطوير المفاهيم الأ�صا�صية للجبر الحديث، وعلى 
الرغم من ذلك، فقد اأرغمت هي وبع�س اأع�صاء الكلية من اليهود على ترك جوتنجن عام 1933م، فاأم�صت اآخر �صنتين 

من عمرها في كلية براين مور بالقرب من فيلادلفيا. 

التبا�س،  اأيّ  a.b دون حدوث  بدلً من   ab با�صتخدام  الحلقة  داخل  لل�ضرب  نرمز  اأن  ال�صائع  من 
و�صوف نلاحظ اأنه دون الأقوا�س، فاإن ال�ضرب ي�صبق الجمع، وعليه، فاإن قانون التوزيع من الي�صار 

على �صبيل المثال ي�صبح:
a(b+ c) = ab + ac

للدللة  مريحًا  اأ�صلوبًا  �صن�صتعمل  كذلك  المعادلة،  من  اليمنى  للجهة  الأقوا�س  ا�صتخدام  دون 
هذا  ــة  دقّ عــدم  عن  الطرف  و�صنغ�س   ،R بب�صاطة  �صن�صميها  حيث   ،〈R, + , .〉 الحلقة  على 
اأيّ  يكون هناك  〈*,G〉، وذلك عندما ل  بدلً من   G اخت�صارًا  الزمرة  �صمّينا  التعبير، تمامًا كما 
وهي    ,  , 〉 و   , + , . 〉 ف�صاعدًا  الآن  من  تعني    فــاإنّ  وبوجه خا�س،  التبا�س، 
للحلقة الجمعية  الــزمــرة   〈R, +〉 �صتعني  ما  منا�صبة  في  وربمــا   ،2.18 المثال  في   الحلقات 

.(additive group of the ring) R

لتكن R اأيّ حلقة، ولتكن Mn(R) مجموعة الم�صفوفات من الدرجة n ×n ومدخلاتها من الحلقة R، 3.18 مثال
حيث اإن عمليات الجمع وال�ضرب المعرفة على R �صت�صمح لنا بجمع و�ضرب م�صفوفات بالطريقة 
العتيادية، وهذا م�ضروح في الملحق، فيمكننا التحقق ب�ضرعة من اأنّ 〈+ , Mn(R )〉 زمرة اإبدالية، 
ومن الجدير ذكره، اأن تحقق قانون التجميع في �ضرب الم�صفوفات وقانوني توزيع ال�ضرب على 
 R تحتاج اإلى عمل م�صنٍ، ولكن الح�صابات المبا�ضرة تو�صح اأنها تتحقق خ�صائ�س Mn(R) الجمع في
 ، ( )nM   نف�صها، و�صوف نفتر�س من الآن ف�صاعدًا  اأنه معلوم لدينا اأن Mn(R) حلقة، بوجه خا�س

حلقات.  ( )nM   ، ( )nM   ، ( )nM 
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اأول في الجبر المجرد ل21 مقرر 

 ▲                                              .n ≥ 2  ا لـ (لحظ في هذه الحلقات كلها اأن ال�ضرب لي�س اإبداليًّ

f : . نعلم اأن 〈+,F〉 زمرة اإبدالية بالن�صبة اإلى جمع 4.18 مثال   →  لتكن F مجموعة الدوال كلها 
الدوال العادي، 

(f+g)(x) = f(x) + g(x)

�صنعرف ال�ضرب على F بـ 
(fg)(x)= f(x) g(x)

ا  �صفويًّ التحقق  الممكن  ومن   ،f(x)g(x) تكون   x عند  قيمتها  التي  الدالة  هي   fg اأنّ  يعني  وهذا 
σμ ليعني الدالة المركبة  34، لقد ا�صتخدمنا التعبير  F حلقة، و�صنترك تو�صيح ذلك لتمرين  اأنّ 
 ،F في  وتركيبها  الدوال  �ضرب  ا�صتخدمنا  واإذا  التبديلي،  ال�ضرب  ناق�صنا  عندما   σ(μ(x))
الدوال  ا�صتخدامنا لتركيب  الرغم من ذلك، فاإن  للدالة المركبة، وعلى   f ◦ g التعبير  ف�صن�صتخدم 
اإلى  هذا  يوؤدي  ولن  اليونانية،  بالحروف  لها  نرمز  �صوف  التي  الت�صاكلات  من  ا  ح�ضريًّ �صيكون 
f(x)g(x) ا عند �ضرب كثيرات حدود اأيّ ت�صوي�س مع ال�ضرب المعرّف في هذا المثال، وخ�صو�صً
             ▲                                                                                                                                             .

اإلى الجمع، وتتكوّن من 5.18 مثال  بالن�صبة  n زمرة جزئية دورية من  اأنّ  تذكر من مبرهنة الزمرة، 
م�صاعفات الأعداد ال�صحيحة جميعها للعدد ال�صحيح n؛ لأن

التوزيع  وقانوني  التجميع  قانون  ولأن  ال�ضرب،  n مغلقة على  فاإن   (nr) (ns) = n(nrs)  
n هي هذه  n〉 حلقة، ومن الآن ف�صاعدًا �صنعدّ   وهذا يوؤكد لنا اأنّ 〈 . , + ,  متحققان في 
الحلقة في هذا الكتاب.                                                                                                         ▲                                                            

اأنه باقي ق�صمة 6.18 مثال ab على  ال�ضرب   a,b∈    n لـ  فاإذا عرّفنا   ،〈  n , +〉 الدورية الزمرة  لتكن 
ا�صتخدام  〉حلقة، ويمكنك  n +,. 〉  ّاأن اإثبات  n، فيمكننا  ال�صحيحة على  الأعداد  ناتج �ضرب 
 بال�ضرب  n 1= (7) (3)، وت�صمى هذه العملية على  هذه الحقيقة، فعلى �صبيل المثال في:،10
مقيا�ص n (multiplication modulo)، ولن نتحقق هنا من م�صلمات هذه الحلقة؛ لأننا �صنرى 
 ℤn ّاأنّ الم�صلمات متحققة من الف�صل 26 من خلال مبرهنة طُوّرت هناك، ومن الآن ف�صاعدًا، فاإن
▲                                                                                                        . 〈ℤn   , +, . 〉  تعني الحلقة
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الوحدة الرابعة الف�صل ل1: الحلقات والحقول  219

R1 المكوّنة من 7.18 مثال  ×R2  ×  ...  ×Rn R1, R2, … Rn حلقات، فيمكننا تعريف المجموعة  اإذا كان 
على  والجمع  ال�ضرب  عُرّف  وقد   ،ri∈  Ri (r1, r2, …, rn)،  حيث   n المرتبة  من  المتعددات 
ملاحظة  ويمكننا  الزمر(،  مع  فعلنا  )كما  يقابله  ما  مع  حدّ  كل  على   n المرتبة  من  المتعددات 
اأنّ م�صلمات الحلقة متحققة على كل حدّ، ما يوؤدي اإلى اأن المجموعة المكوّنة من المتعددات من 
المرتبة n ت�صكل حلقة تحت الجمع وال�ضرب المعرّف على كل حدّ مع ما يقابله، حيث ت�صمّى هذه 
▲  .Ri للحلقات (direct product)  الحلقة

�صناأخذ في الح�صبان الملاحظات الآتية: �صنعدّ 0 العن�ضر المحايد لعملية الجمع لأيّ حلقة، 
والمعكو�س الجمعي لأيّ عن�ضر a هو a–، و�صن�صير اإلى المجموع 

a+ a + … + a

n من المرّات بـ n.a م�صتخدمًا النقطة، مع ذلك، فاإنّ n.a ل تعني حا�صل �ضرب n مع a في 
الحلقة؛ لأن العدد ال�صحيح n لي�س عن�ضًرا في الحلقة اأبدًا. 

اإذا كان n < 0، فلتكن: 
 n.a = (–a) + (–a) + … + (–a)

     
|n| من المرات، اأخيًرا، نعرف 

0.a  = 0

0  على الجهة اليمنى، وفي الحقيقة، فاإن  R∈ ∋0 على الجهة الي�ضرى من المعادلة و لـ  
0 في جهتي المعادلة.  R∈ ا لـ  المعادلة a= 0 0 متحققة اأي�صً

المبرهنة القادمة تثبت هذه الحقيقة وحقائق اأخرى اأ�صا�صية ومهمّة، �صتلاحظ ا�صتخدامنا القوي 
 في تعريف الحلقة 

1R لقانون التوزيع في اإثبات هذه المبرهنة، حيث تركز الم�صلمة الأولى 
2R على ال�ضرب؛ لذلك لإثبات اأيّ �صيء يعطي العلاقة بين هاتين  على الجمع، وتركز الثانية 

حه في  ، على �صبيل المثال: اأوّل اأمر �صنو�صّ 3R العمليتين، فيجب علينا ا�صتخدام الم�صلمة الثالثة 
المبرهنة 8.18 هو اأن: 0a =0 لأي a في الحلقة R، وهذه العلاقة ت�صمل الجمع وال�ضرب، حيث 

اإنّ ال�ضرب متمثل بـ 0a والجمع بـ 0؛ لذلك �صنطور اأ�صلوبًا ي�صتخدم قانوني التوزيع في اإثبات 
ذلك.

 
اإذا كانت R حلقة والعن�ضر المحايد للجمع،0 فالخوا�س الآتية متحققة لكل a,b ∈ R: 8.18 مبرهنة

  0a  = a0 = 0  -1

a(−b) = (−a)b = −(ab)  -2

(−a) (−b) = ab  -3
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اأول في الجبر المجرد 220 مقرر 

، البرهان 2R و 
 1R بالن�صبة اإلى الخا�صية الأولى، لحظ با�صتخدام الم�صلمتين 

a0 + a0 = a(0 +0) = a0 = 0 + a0

ثم با�صتخدام قانون الحذف لزمرة الجمع 〈+ ,R〉، �صنح�صل على a0 = 0، وبالمثل: 
0a + 0a = (0 + 0)a = 0a = 0 + 0a

ما يوؤدي اإلى 0a = 0، وهذا اإثبات الخا�صية الأولى. 

 – (ab) من اأجل فهم اإثبات الخا�صية الثانية، يجب علينا تذكر- كما ورد في التعريف  اأن         
 ،a(−b) = – (ab) نح�صل على 0؛ لذلك لإثبات اأن ab تعني اأنه العن�ضر الذي عندما ي�صاف اإلى

يجب علينا بال�صبط اإثبات اأن ،a(–b) + ab =0 با�صتخدام قانون التوزيع من الي�صار، 
a(–b) + ab = a(–b+ b) = a0 = 0

لأنّ  a0 = 0 كما بالخا�صية 1، وبالمثل: 
(–a)b + ab = (–a + a) b= 0b= 0

بالن�صبة اإلى الخا�صية الثالثة، لحظ اأنه با�صتخدام الخا�صية الثانية 
(–a) (–b) = – (a(–b))

ومرة اأخرى با�صتخدام الخا�صية الثانية، 

                                       – (a(–b)) = – (– (ab))

 ab العن�ضر هو  0، وهذا  (ab) – نح�صل على  اإلى  اأ�صيف  اإذا  الذي  العن�ضر  ((ab) –) – هو  و 
با�صتخدام تعريف (ab) –، واأن المعكو�س الجمعي في الزمرة وحيد؛ لذلك فاإن:

                                                                  ♦                                                                                                                       .(–a)( –b) = ab 

         من المهم جدًا فهم اإثبات المبرهنة ال�صابقة؛ لأنها �صت�صمح لنا با�صتخدام القوانين العتيادية 
للاإ�صارات. 
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الت�صاكلات والتماثلات

اإلى   R الدالة من الحلقة  الوا�صح كيف نعرف  من خلال عملنا على مبرهنة الزمرة، �صيكون من 
 .R ' الحلقة

φ ت�صاكل (homomorphism)، اإذا تحقق ال�ضرطان 9.18 تعريف  :R → R' الدالة ،R′ و R للحلقتين
 a,b ∈  R ّالآتيان لأي

( ) ( ) ( )a b a bφ φ φ+ = +  -1

¡                                                                               ( ) ( ) ( )ab a bφ φ φ=  -2

φ هو دالة ت�صاكل من الزمرة          ال�ضرط الأول في التعريف ال�صابق هو العبارة التي تقول: اإنّ 
φ تعالج البنية ال�ضربية  الإبدالية 〈 + ,R〉 اإلى 〈 + ,'R〉، والمطلوب في ال�ضرط الثاني: اأن الدالة 
ا ت�صاكل زمري، فاإن النتائج جميعها المتعلقة  φ هي اأي�صً للحلقتين R و 'R في الوقت نف�صه. لأن 
 φ الدالة  خا�س،  وبوجه  للحلقتين،  الجمعية  البنية  اإلى  بالن�صبة  متحققة  الزمرية  بالت�صاكلات 
هي فقط  ( ) ( ){ }ker  |  0 'a R aφ φ= ∈ = (Kernel) واحد لواحد اإذا وفقط اإذا كانت النواة
 ،〈R,+〉 للزمرة φ المجموعة الجزئية }0{ من R، ويمكن تعريف زمرة العامل با�صتخدام الت�صاكل 
الت�صاكل الحلقي، وهذا بالفعل ما �صيحدث،  العامل با�صتخدام  اأنه يمكن تعريف حلقة  يُتوقع  اإذ 
�صنوؤجل مناق�صة ذلك اإلى الف�صل 26، حيث �صتكون معالجة هذا الأمر م�صابهة لمعالجتنا لزمرة 

العامل في الف�صل 14. 
 والمعرّفة في المثال 4.18، 10.18 مثال  اإلى  لتكن F تعني الحلقة التي تحوي الدوال كلها من 

  (evaluation homomorphism) لدينا ت�صاكل التعوي�ص  a∈ اإذ اإنّ لكل عن�ضر 
، عرفنا هذا الت�صاكل للزمرة 〈 + ,F〉 في  f F∈ ) لكل  ) ( )a f f aφ = حيث  :a Fφ →

مثال 4.13، اإلّ اأنّنا لم نتعامل معه في مبرهنة الزمر، و�صوف نتعامل معه كثيًرا فيما تبقى من 
هذا الكتاب، فلاإيجاد الحل الحقيقي لمعادلة كثيرة حدود p(x) = 0، فاإن هذا يكافئ اإيجاد 

، ومعظم ما تبقى من هذا الكتاب يتعامل مع اإيجاد حلول معادلت  aφ (p) = 0 حيث ،a∈

p                  .35 لل�ضرط الثاني اإلى تمرين aφ كثيرات حدود، �صنترك تو�صيح تحقيق الت�صاكل 
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لأيّ عدد �صحيح 11.18 مثال ت�صاكل حلقات   ،n a مقيا�س  ق�صمة  باقي   ( )aφ ، حيث  : nφ →  الدالة 
. لإثبات خا�صية ال�ضرب خذ  ( ) ( ) ( )a b a bφ φ φ+ = + موجب n، ونعلم من مبرهنة الزمر اأن 

 a = q1n + r1 و b = q2n + r2  وبح�صب خوارزمية الق�صمة، فاإن:

) هو باقي الق�صمة r1r2 على n؛ لأن  )abφ ab = n(q1q2n+r1q2+q1r2) + r1 r2، ما يعني اأنّ 

 ( )abφ ) هو الباقي نف�صه لق�صمة  ) ( )a bφ φ ، يبيّن مثال 6.18 اأنّ  ( ) 2b rφ = ) و  ) 1a rφ =

 . ( ) ( ) ( )ab a bφ φ φ= على n؛ لذلك: 
/ وهذا  n   ربما تماثل حلقة العامل  n يمكننا اأن نتوقع من مبرهنة الزمر اأنّ الحلقة

p                                     .26 بالفعل ما �صيكون، �صنناق�س مو�صوع حلقات العامل في الف�صل

اأهمية هي توافر  اأيّ بنية ريا�صية، فاإنّ الفكرة الأ�صا�صية الأكثر  اأنه في حالة درا�صة       ندرك 
نظامين متطابقين بالبنية (structurally identical)، اأي يت�صابهان في كل �صيء عدا  الأ�صماء، 

 .(isomorphism) اإذ ي�صمى هذا المفهوم في الجبر عادة تماثلًا
كما حدث في الزمر، فاإنّ مفهوم اأنّ �صيئين مت�صابهين في كل �صيء عدا  اأ�صماء العنا�ضر �صيقودنا 

اإلى التعريف الآتي: 

: من الحلقة R اإلى الحلقة 'R هو ت�صاكل اأحادي وغامر، 12.18 تعريف R Rφ → ′  (isomorphism) التماثل
■                                       .(isomorphic) عندها تكونان متماثلتين R' و R والحلقتان

         من خلال عملنا في مبرهنة الزمر، نتوقع اأن التماثل يعطينا علاقة تكافوؤ على اأيّ مجموعة 
المعكو�س  لدالة  متحققة  للتماثل  ال�ضرب  خا�صية  اأنّ  نفح�س  اأن  اإلى  ونحتاج  الحلقات،  من 

1 )ل�صتكمال مناق�صة التناظر(.  : R Rφ− ′→

ا اأنه اإذا كان  ''μ: R' → R  تماثل حلقات، فاإنّ خا�صية ال�ضرب متحققة  يجب اأن نفح�س اأي�صً
: )ل�صتكمال مناق�صة التعدي(، طبّق هذا في تمرين 36.  R Rµφ → ′′ في الدالة المركبة 

ϕ: 13.18 مثال  → 2〉 متماثلتان بالن�صبة اإلى الدالة، 〉 و 〈+,  الزمرتان الإبداليتان 〈+, 
، بينما  ( ) 2xy xyφ = φ لي�صت تماثل حلقات؛ لأن  . هنا  x ∈ ) لكل  ) 2x xφ = حيث 

 p                                                                          . ( ) ( ) 2 2 4x y x y xyφ φ = =
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اسئلة ضربية: الحقول

 تملك العن�ضر المحايد في عملية ال�ضرب،   و ، و كثير من الحلقات التي ذكرناها مثل 
ا اأنّ ال�ضرب لي�س اإبداليًّا  2 ل تملك عن�ضًرا محايدًا في عملية ال�ضرب، لحظ اأي�صً وهو 1، لكن 

في حلقات الم�صفوفات الم�ضروحة في المثال 3.18. 

ال�صفرية الحلقة  ت�صمى  }0{ حلقة  اأنّ  على  الدليل  يعطينا  و  0 = (0)(0)   0 + 0 = 0      
وبا�صتخدام  والجمع،  ال�ضرب  لعمليتي  المحايد  العن�ضر  هو   0 الحلقة  هذه  في   ،(Zero ring)
المبرهنة 8.18، فاإن هذه هي الحالة الوحيدة التي يكون فيها 0 هو العن�ضر المحايد في عملية 
اإذا توافرت حلقة تملك  اأنه   13.3 a = 0، وتثبت المبرهنة  اأن   0a = 0 ال�ضرب؛ لأنه ينتج من 
العن�ضر المحايد في عملية ال�ضرب، فاإنه وحيد، حيث نرمز للعن�ضر المحايد ال�ضربي في الحلقة 

بـ 1. 

ا حلقة اإبدالية (Commutative ring)، والحلقة 14.18 تعريف ت�صمى الحلقة التي يكون فيها ال�ضرب اإبداليًّ
التي تملك العن�ضر المحايد في عملية ال�ضرب هي حلقة بعن�ضر محايد (ring with unity)؛ 
                                      ■                                      .(unity) والعن�ضر المحايد في عملية ال�ضرب )1( ي�صمى محايدًا

يبين قانونا التوزيع في حلقة بعن�ضر محايد 1 اأنّ: 
(1 +1 + … + 1 ) ( 1+ 1 + … + 1) = ( 1 + 1 + … + 1)

 nm من المرات           m  من المرات              n  من المرات

اأي اإن 1. (nm) = (m.1) (n.1). المثال القادم تطبيق على هذه الملاحظة. 

r 15.18 مثال s×  rs و  ندَّعى اأنه لعددين �صحيحين r و s، حيث gcd (r,s)= 1، فاإن الحلقتين 
متماثلتان، وبالن�صبة اإلى عملية الجمع، هما زمرتان اإبداليتان دوريتان من الرتبة rs والمولدان 

 ( ) ( ).1 . 1,1n nφ = : معرفة بـ  rs r sφ → ×   لهما 1 و (1,1) على الترتيب؛ لذلك فاإن 
هي تماثل زمر على الجمع، ولفح�س ال�ضرط الثاني في التعريف 9.18، 

 ، r s×  (1,1) في الحلقة  اإلى المحايد  التي �صبقت هذا المثال بالن�صبة  �صن�صتخدم الملاحظة 
ونح�صب 

p                      ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ). 1,1 . 1,1 . 1,1nm nm n m n mφ φ φ= = =                  
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× R1 ×R2 للحلقات هو حلقة اإبدالية اأو يملك عن�ضًرا   ... ×Rn لحظ اأنّ ال�ضرب المبا�ضر       
ا اأو يملك عن�ضًرا محايدًا على الترتيب.  محايدًا اإذا وفقط اإذا كان كل Ri اإبداليًّ

       في الحلقــة R التــي تملــك عن�ــضًرا محايــدًا 1 ≠ 0، المجموعــة *R هــي مجموعــة العنا�ــضر 
غــير ال�صفريــة، اإذا كانــت هــذه المجموعة مغلقــة بالن�صبة اإلى عمليــة ال�ضرب في الحلقــة، فاإنها 
 �صتكــون زمــرة �ضربيــة اإذا وجــد المعكو�ــس ال�ضربــي لــكل عن�ــضر فيهــا. اإن المعكو�ص ال�ضربي
 (multiplicative inverse) للعن�ــضر a في حلقــة R تملك عن�ضًرا محايدًا 1 ≠ 0، هو العن�ضر 
، حيــث ،aa-1 = a-1a = 1 تمامًــا كما في الزمر، فــاإن المعكو�س ال�ضربي لعن�ضر a في  1a R− ∈
 R وحيد اإذا وجد )انظر تمرين 43(، تبين مبرهنة ل1.ل اأنه من الم�صتحيل توافر معكو�س �ضربي
لـــ 0 اإل اإذا كانــت الحلقــة هــي }0{، حيــث اإن  0 = 0+ 0 و 0 = (0) (0)، وهــذا يعنــي اأن 0 هــو 
العن�ــضر المحايــد في عملية الجمع وعملية ال�ــضرب؛ لذلك، يمكننا اأن نركــز مناق�صتنا على توافر 
المعكو�صــات ال�ضربيــة للعنا�ضر غير ال�صفرية في اأيّ حلقة تملك عن�ضًرا محايدًا غير �صفري، وما 
ل يمكــن تجنبــه توافر الكثير من الم�صطلحــات التي يجب تعريفها في هــذا الف�صل )المقدمة( عن 

الحلقات، وقد عرّفنا معظمها. 
لتكن R حلقة تملك عن�ضًرا محايدًا 1 ≠ 0. 16.18 تعريف

العن�ضر u في R هو عن�ضر وحدة (unit) في R، اإذا كان له معكو�س �ضربي في R، فاإذا كان كل 
عن�ضر غير �صفري في R عن�ضر وحدة، فاإن R ت�صمى حلقة ق�صمة (Division ring) اأو حقل 
تخالف (skew – field). الحقل (field) هو حلقة ق�صمة اإبدالية، اإذ اإنّ حلقة الق�صمة غير الإبدالية 
■                                                                                             .(strictly skew – field) ت�صمى حقلًا تخالفيًّا قطعيًّا

، بالطبع 1 و 13 = 1− هما عنا�ضر وحدة؛ ولأن 1 = (5) (3) نرى 17.18 مثال 14  لنجد عنا�ضر الوحدة في 
العنا�ضر في اأمّا بقية  ا،  اأي�صً 5 عنا�ضر وحدة، لذلك 11 = 3− و 9 = 5− عنا�ضر وحدة  3 و  اأن 

اأن  10، فيمكن  لكل من  8 ,7 ,6 ,4 ,2 اأو  فلي�صت عنا�ضر وحدة؛ ولأنه ل يوجد م�صاعف   14  
 2 اإما   14 مع  منهم  لأيّ  الم�صترك  العامل  فاإن  لذلك  14؛  لـ  اأيّ م�صاعف  من  بواحد  اأكبر  تكون 
حيث  ، nm ∈ العنا�ضر  بال�صبط   هي  n في  الوحدة  عنا�ضر  اأنّ   20 الف�صل  �صيبين   ،7 اأو 

 p                                                                                                                      .gcd (m,n) = 1 
 لي�س حقلًا؛ لأن 2 -على �صبيل المثال- لي�س له معكو�س �ضربي؛ لذلك فاإن 2 لي�س عن�ضر 18.18 مثال

 فهما حقلان، �صنقدم في   و  هي 1 و 1− فقط، اأما  عنا�ضر الوحدة في  وحدة في 
p                                                                              .الف�صل 24 مثالً على حقل تخالفي قطعي

     لدينــا مفاهيــم طبيعيــة لحلقــة جزئيــة مــن حلقــة وحقــل جزئــي مــن حقــل، اإذ اإنّ الحلق���ة 
بحيــث  الحلقــة،  مــن  جزئيــة  مجموعــة  هــي   (subring of a ring) حلقــة  مــن  الجزئي���ة 
تكــون حلقــة بالن�صبــة اإلى العمليــات المعرفــة علــى الحلقــة الكليــة، ويعــرف الحق���ل الجزئ���ي 
المقــام:  هــذا  في  ولنقــل  حقــل،  مــن  جزئيــة  لمجموعــة  نف�صهــا  بالطريقــة   (subfield)
مثــل:   ،(algebriac structure) مجموعــة  علــى  محــدودة  جبريــة  بنيــة  توافــرت  اإذا   اإنــه 
زمرة، حلقة، حقل، حلقة تامة، ف�صاء متجهات، وهكذا، فاإن اأيّ  مجموعة جزئية من هذه المجموعة 

ولها البنية الجبرية الطبيعية نف�صها للبنية الجبرية للمجموعة الكلية، ت�صمّى بنية جزئية. 
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 اإذا كان K و L بنية، �صنعدّ  K ≤ L  ترمز  اإلى اأن K بنية جزئية من L، و K < L ترمز اإلى
 K ≤ L، ولكن K ≠ L. �صيعطينا تمرين ل4 معيارًا لمجموعة جزئية S من الحلقة R حتى ت�صكل 

 .R حلقة جزئية من

       اأخيًرا، يجب علينا األ نرتبك عند ا�صتخدامنا للم�صطلحين عن�ضر وحدة (unit) وعن�ضر 
محايد (unity)، فالعن�ضر المحايد يعني العن�ضر المحايد لعملية ال�ضرب، بينما يعني عن�ضر 

الوحدة عن�ضًرا  له معكو�س �ضربي؛ لذلك، فاإن العن�ضر المحايد لعملية ال�ضرب هو عن�ضر 
، لكنه لي�س  وحدة، ولكن لي�س كل عن�ضر وحدة عن�ضًرا محايدًا، فمثلًا: 1− عن�ضر وحدة في 

عن�ضًرا محايدًا، اأي اإنّ: 1 ≠ 1−. 

 ■ نبذة تاريخية

 (Abel اأنّ الحقول كانت معروفة �صمنيًّا في عمل قديم على المعادلت القابلة للحل لأبيل وجالوا  على الرغم من 
اأنّ ليوبولد كرونكر (Kronecher 1823 – 1891) قدّم تعريفًا لما اأ�صماه المجال الن�صبي من  اإلّ   ،and Galois)
 (R', R'', R''', …) خلال عمل خا�س له على المو�صوع نف�صه، الذي ن�ضر اأول مرة عام 1881م، فالمجال الن�صبي هذا
يحوي ... كل واحدة من هذه الكميات التي هي دوال ن�صبية للكميات … ,'''R', R'', R ذات المعاملات ال�صحيحة، 
ومع ذلك، فاإن كرونكر الذي اأ�ضر على اأن اأيّ مو�صوع ريا�صي يمكن بناوؤه بعدد منتهٍ من الخطوات، لم يعر�س المجال 

الن�صبي بو�صفه بنية متكاملة فح�صب، ولكن بو�صفه منطقة تقع فيها مجموعة من العمليات على عنا�ضرها. 

ريت�صارد ديدكند  (Richard Dedekind 1831 – 1916) مخترع تعريف العدد الحقيقي، عدّ الحقل بنية متكاملة، 
الأعداد:  مبرهنة  عن   )Dirichlet( در�صلت  لكتاب  الثانية  للطبعة  ملحقه  في  1871م  عام  الآتي  التعريف  ن�ضر  اإذ 
“نعني بالحقل اأيّ نظام من عدد لنهائي من الأعداد الحقيقية اأو المركبة، بحيث اإنّ الجمع والطرح وال�ضرب والق�صمة 

لأيّ عددين من هذا النظام، فاإنّه ينتج عدد من هذا النظام”. 

1850م في محا�ضراتهما  الأفكار المختلفة في هذا المو�صوع قبل عام     تعامل كل من كرونكر ويدكند مع هذه 
 (Heinrich Weber الجامعية، اإذ اإنّ اأول تعريف مجرد للحقل �صبيه لما هو متوافر في هذا الكتاب، قدمه هنريك ويبر

(1913 – 1842 في بحث له عام 1893م. 

تعريف ويبر مختلف عن تعريف يدكند، فقد �صمل الحقول التي تحوي عددًا منتهيًا من العنا�ضر، اإ�صافة اإلى اأنه �صمل 
حقولً اأخرى، مثل حقول الدوال التي هي لي�صت حقولً جزئية من حقل الأعداد المركبة.
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n تمارين 18 

حسابات

في التمارين  1 اإلى 6، اح�صب ناتج ال�ضرب في الحلقة المعطاة: 

24 1. (16) (12) في 

15 3. (4−) (11) في 

5 9×  5. (3,5) (2,3) في 

32 2. (3) (16) في

26 4.(8−) (20) في 

4 11×  6. (4− ,2) (3,5−) في 

في التمارين7 اإلى 13، قرر فيما اإذا كانت العمليات الآتية من الجمع وال�ضرب معرفة )مغلقة( على المجموعة، ثم اأعطِ بنية 
الحلقة، وبيّن ال�صبب اإذا لم ت�صكل حلقة، اأما اإذا �صكلت حلقة، فاذكر اإذا كانت حلقة اإبدالية، اأو اإذا كانت تملك عن�ضًرا محايدًا 

اأو اإذا كانت حقلًا. 

n مع الجمع وال�ضرب العتيادي.   .7

+ مع الجمع وال�ضرب العتيادي.
  .8

× مع الجمع وال�ضرب على المركبات.    .9

2 مع الجمع وال�ضرب على المركبات. ×   .10

} مع الجمع وال�ضرب العتيادي.  }2 | ,a b a b+ ∈
 
.11

} مع الجمع وال�ضرب العتيادي.  }2 |  ,a b a b+ ∈
 
.12

r مع الجمع وال�ضرب العتيادي.  ∈ 13. مجموعة الأعداد المركبة التخيلية النقية ri  لكل 

في التمارين 14 اإلى 19، �صف عنا�ضر الوحدة في الحلقة المعطاة: 

5  .16             ×   .15                  .14

4  .19    × ×    .18                 .17

. 2 2( )M  20. خذ حلقة الم�صفوفات 

اأوجد رتبة الحلقة (order)، اأي عدد العنا�ضر فيها.  أ. 

اذكر عنا�ضر الوحدة في الحلقة جميعها.  ب. 

، حيث R و 'R حلقتان تملكان عن�ضًرا محايدًا 0≠1 و '0 ≠1′،  : 'R Rφ → 21. اإذا كان ممكنًا، اأعطِ مثالً لت�صاكل 

 . ( )1 1'φ ≠ ) و  )1 0'φ ≠ وحيث 
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. هل  ( )nA M∈  ، حيث det (A) هو محددة الم�صفوفة A لكل  ) اإلى  )nM  22. )جبر خطي( لتكن الدالة det من  
det ت�صاكل حلقات؟ لِمَ هو ت�صاكل حلقات؟ واإذا لم يكن ت�صاكل حلقات، فَلِمَ هو لي�س كذلك؟

 .  اإلى  23. �صف ت�صاكلات الحلقات كلها من 

 . ×   اإلى  24. �صف ت�صاكلات الحلقات كلها من 

. × اإلى   25. �صف ت�صاكلات الحلقات كلها من 

؟  × اإلى  ×   26. ما عدد ت�صاكلات الحلقات من 

 . 3 ( )M  27. ليكن حلّ المعادلة X 2 =I3 في الحلقة

X 2 =I3  يوؤدي اإلى ،X 2 – I3 = 0 الم�صفوفة ال�صفرية، �صينتج 0 = (X+ I3) (X– I3) عندها اإما X= I3 اأو X= –I3. حلّل 

ذلك.

هل هذا الإثبات منطقي؟ اإذا كان الجواب ل، فحدّد اأين الخطاأ في الإثبات، واإذا كان ممكنًا، فاأعطِ مثالً يناق�س الجواب. 

14 عن طريق تحليل كثيرة الحدود التربيعية. قارن  28. اأوجد الحلول جميعها  للمعادلة  x2 + x – 6 = 0 في الحلقة 
بتمرين 27. 

مفاهيم

في التمرينين 29 و 30، �صحّح تعريف الحدّ المكتوب بخط مائل دون الرجوع اإلى الكتاب –اإذا كانت هناك حاجة 
للت�صحيح -  بحيث يكون ب�صيغة قابلة للن�ضر. 

29. الحقل F حلقة فيها العن�ضر المحايد لي�س �صفرًا، حيث مجموعة العنا�ضر غير ال�صفرية في F، هي زمرة تحت عملية 
ال�ضرب. 

30. عن�صر الوحدة في الحلقة عن�ضر مقداره 1. 

.b ≠ 0 و a ≠ 0 ولكن ،ab= 0 حيث ،bو a 31. اأعطِ مثالً على حلقة فيها عن�ضران

32. اأعطِ مثالً على حلقة فيها العن�ضر المحايد 0 ≠1، لها حلقة جزئية فيها العن�ضر المحايد 0 ≠ ′1 و '1 ≠ 1. 

 .[ 6 [م�ساعدة: خذ ال�ضرب المبا�ضر اأو حلقة جزئية لـ 

33. �صع اإ�صارة �صح اأو اإ�صارة خطاأ:

ـــــــــــــــــ اأ. كل حقل حلقة. 

ـــــــــــــــــ ب. كل حلقة لها عن�ضر محايد في عملية ال�ضرب. 

ـــــــــــــــــ ج�. كل حلقة فيها عن�ضر محايد، يكون فيها على الأقل عن�ضرا وحدة. 

ـــــــــــــــــ د. كل حلقة فيها عن�ضر محايد، يكون فيها على الأكثر عن�ضرا وحدة. 
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ا، وذلك بالن�صبة اإلى العملية  ـــــــــــــــــ ه�.  من الممكن لمجموعة جزئية من حقل اأن تكون حلقة لكنها لي�صت حقلًا جزئيًّ
نف�صها. 

ـــــــــــــــــ و. قانونا التوزيع على الحلقة غير مهمين. 

ـــــــــــــــــ ز. ال�ضرب في الحقل اإبدالي. 

ـــــــــــــــــ ح. العنا�ضر غير ال�صفرية في الحقل ت�صكل زمرة تحت عملية ال�ضرب. 

ـــــــــــــــــ ط. الجمع في اأيّ حلقة اإبدالي. 

ـــــــــــــــــ ي. كل عن�ضر في  الحلقة له معكو�س جمعي. 

براهين

34. بيّن اأن ال�ضرب المعرّف على مجموعة الدوالّ F في المثال 4.18 يحقق الم�صلمتين R2 و R3 للحلقة. 

aφ في المثال 10.18 تحقق متطلبات ال�ضرب للت�صاكل.  35. بيّن اأنّ دالة التعوي�س 

36. اأكمل المناق�صة التي ذكرت بعد تعريف 12.18؛ لتو�صيح اأنّ التماثل يعطي علاقة تكافوؤ على مجموعة من الحلقات. 

37. بيّن اأنه اإذا كانت U مجموعة عنا�ضر الوحدة كلها في الحلقة 〈 . , + ,R〉 التي فيها عن�ضر محايد، فاإن 〈 . ,U〉 زمرة. 

)تحذير: تاأكد اأن U مغلقة بالن�صبة اإلى عملية ال�ضرب(. 

38. بيّن اأن a2 – b2 = (a + b) (a − b) لكل a و b في الحلقة R، اإذا وفقط اإذا كانت R اإبدالية. 

39. لتكن 〈 + ,R〉 زمرة اإبدالية. بيّن اأن 〈 . , + ,R〉 حلقة، اإذا عرفنا ab = 0 لكل

 . a,b ∈ R

 غير متماثلتين.   و 3 غير متماثلتين، وبيّن اأنّ الحلقتين  2 و 40. بيّن اأنّ الحلقتين 

p يكون ا. بيّن اأنه في الحلقة 41. قِوى الطالب المبتدئ (Freshman exponentiation) ليكن p عددًا اأوليًّ

. [م�ساعدة: لحظ اأنّ مفكوك ثنائي الحدّ العتيادي لـ p (a+ b)  متحقق في الحلقة  , pa b ∈ p = a p + b p (a+b) لكل 
 

الإبدالية]. 

42. بيّن اأنّ العن�ضر المحايد في الحقل الجزئي هو العن�ضر المحايد نف�صه في الحقل الكلي،  بخلاف الحلقات، كما في تمرين 
 .32

43. بيّن اأنّ المعكو�س ال�ضربي لعن�ضر الوحدة في حلقة فيها عن�ضر محايد يكون وحيدًا. 

. a2 = a اإذا كان ،(idempotent) ي�صمّى مت�صاوي القوى R  في الحلقة a 44. العن�ضر

بيّن اأنّ مجموعة العنا�ضر مت�صاوية القوى كلها في حلقة اإبدالية مغلقة على عملية ال�ضرب.  أ. 

 . 6 12×  ب.  اأوجد العنا�ضر مت�صاوية القوى كلها في الحلقة 
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45. )جبر خطي( تذكر اأنه للم�صفوفة A من الدرجة m×n ، المنقول AT (transpose)، هي الم�صفوفة التي يكون العمود 
رقم j فيها هو ال�صف رقم j من A. بيّن اأنه اإذا كانت A م�صفوفة من الدرجة m × n بحيث ATA ذات معكو�س، فاإن 

م�صفوفة الإ�صقاط P = A(ATA)-1 AT (Projection matrix) هي عن�ضر مت�صاوي القوى في حلقة الم�صفوفات من 
 .n × n الدرجة

n   بيّن اإذا كان a و b عن�ضري معدومي  +∈ 46. العن�ضر a في R ي�صمى معدوم القوى (nilpotent)، اإذا كان an = 0 لـ
ا.  القوى في حلقة اإبدالية، فاإن a+ b معدوم القوى اأي�صً

 .R في x2 = 0 اإذا وفقط اإذا كان 0 هو الحل الوحيد لـ ،R 47. بيّن اأنه ل يوجد اأي عن�ضر معدوم القوى غير �صفري في

48. بيّن اأنّ المجموعة الجزئية S من الحلقة R هي ح لقة جزئية من R، اإذا وفقط اإذا كانت ال�ضروط الآتية متحققة:  

0 ∈  S     

a,b ∈  S لكل (a – b) ∈  S     

a,b ∈  S لكل ab ∈  S     

 .R هي حلقة جزئية من R 49. بيّن اأنّ تقاطع حلقات جزئية في

 .F هو حقل جزئي من F بيّن اأنّ تقاطع حقول جزئية في الحقل      

 .R هي حلقة جزئية من Ia ّبيّن اأن .Ia = }x∈ R| ax = 0{ وليكن ،R عن�ضًرا ثابتًا في a حلقة، وليكن R  50. لتكن

51. لتكن R حلقة، وليكن a عن�ضًرا ثابتًا في R، ولتكن Ra تعني الحلقة الجزئية من R، التي تمثل تقاطع الحلقات الجزئية 
a المولدة من R هي الحلقة الجزئية من Ra انظر تمرين 49(، الحلقة( a التي تحوي R كلها من 

(subring of R generated by a). بيّن اأنّ الزمرة الإبدالية 〈+, Ra〉 مولدة )كما في الف�صل 7( من المجموعة 

 .{ }|na n +∈

52. )مبرهنة الباقي ال�صينية لتطابقين( خذ عددين �صحيحين موجبين r و s، حيث: ق.م.اأ (r,s) =1. ا�صتخدم التماثل في 
 . x n≡  ) s و )مقيا�س x m≡  ) r حيث )مقيا�س ،x يوجد عدد �صحيح ,m n ∈ المثال 15.18 لتبيّن اأنه لـ 

53. اأ. اذكر التعميم لمثال 15.18 واأثبته لل�ضرب المبا�ضر لـ n من العوامل.

i, لكل i = 1, 2, … , n، وليكن ia b +∈ ب. اأثبت مبرهنة الباقي ال�صينية: خذ 

i = 1, 2,  … n لـ x ≡ ai ) bi حيث )مقيا�س ، x +∈ gcd (bi, bj)= 1 لـ i ≠ j. عندها يوجد 
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54. اعتبر 〈 . , + ,S〉، حيث S مجموعة و + و . عمليات ثنائية على S حيث  〈+ ,S〉 زمرة 〈 . ,*S〉 زمرة، حيث *S تحوي 
 a,b, c لكل (a+b)c = (ac)+ (bc) و a(b+c) =(ab) + (ac) عدا العن�ضر المحايد في عملية الجمع S العنا�ضر كلها في

.∈S

بيّن اأنّ 〈 . , + ,S〉 حلقة ق�صمة. [م�ساعدة: طبق قانوني التوزيع على (a +b) (1+ 1) لتثبيت اأنّ الجمع اإبدالي]. 

55. الحلقة R حلقة بولينية (Boolean ring)، اإذا كان a2 = a لكل  a∈R، اأي اإنّ كل عن�ضر مت�صاوي القوى. بيّن اأنّ 
الحلقة البولينية اإبدالية. 

) تحوي  )SP 56. )خا�س بالطلاب الذين يملكون بع�س المعرفة لقوانين مبرهنة المجموعة(. لأي مجموعة S دع 
)  تعرف  على النحو الآتي:  )SP المجموعات بالطلاب كلها من S. لندع العمليات الثنائية + و . على 

 ( ) ( )A B A B A B+ = − =  } |x x A∈ x  اأو  B∈ لكن
 x A B∉ ( ) { 

و

.A B A B= 

, ( )A B S∈P   لـ 

) فيها اأربعة عنا�ضر].  )SP ) حيث S= {a,b}. [م�ساعدة:  )SP اأ. اأوجد جدولي الجمع وال�ضرب على،

) هي حلقة بولينية. )انظر تمرين 55(.   ), ,.S +P  ،S ب.  بيّن اأنه لأي مجموعة
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 الحلقات التامة Integral Domainsالف�صل 19

على الرغم من اأننا لن نعالج كثيرات الحدود بطريقة مو�صعة قبل الف�صل 22، اإلّ اأننا 
�صن�صتخدمها ب�صكل مب�صط في هذا الف�صل بدافع التحفيز. 

قوا�صم ال�صفر والحذف

اإن من اأهم الخ�صائ�س الجبرية لنظام الأعداد العتيادي اأنّ حا�صل �ضرب عددين ي�صاوي 
�صفرًا،  اإذا كان على الأقل اأحدهما �صفرًا، وقد ا�صتخدمنا هذه الحقيقة مرات عدّة في حلّ 

المعادلت، وربما دون اأن ندرك اأننا ن�صتخدمها. افتر�س – على �صبيل المثال - اأنه طلب منّا اأن 
نحلّ المعادلة: 

x2- 5x+6 = 0

فاإنّ اأول �صيء نفعله هو تحليل الطرف الأي�ضر من المعادلة: 

x2 - 5x + 6 = (x- 2) (x- 3).

 x هي 2 و3. لماذا؟ ال�صبب، لأنه اإذا ا�صتبدلنا x وبعدها ن�صتنتج اأنّ القيم المحتملة الوحيدة لـ
باأي عدد a، فاإنّ ناتج ال�ضرب

.a - 3 = 0 اأو a - 2 = 0 هو 0، اإذا وفقط اإذا كان )a - 2( ) a- 3( 

.1.19 مثال 12 حلّ المعادلة x2- 5x+ 6 = 0 في 

اإنّ تحليل x 2-5x +6 = (x- 2) (x- 3) يبقى �صحيحًا، اإذا اعتقدنا اأنّ x تمثِّل اأي عدد من ℤ12  الحل
، ولكن كذلك 12a∈ ولي�س فقط 0a = a0 = 0 لكل 

(2)(6) = (6)(2) = (3)(4) = (4)(3) = (3)(8) = (8)(3)

= (4)(6) = (6)(4) = (4)(9) = (9)(4) = (6)(6) = (6)(8)

= (8)(6) = (6)(10) = (10)(6) = (8)(9) = (9)(8) = 0

ا 6 و11؛ لأن  في الحقيقة نجد اأنه لي�س 2 و3 هما فقط حلّا معادلتنا، ولكن اأي�صً
▲                                  . 12 0 = (3)(4) = (3-6)(2-6) و0 = (8)(9) = (3-11)(2-11) في 

اإذا كان a و b عن�ضرين من الحلقة R لي�س اأي منهما �صفرًا، حيث ab=0، فاإن a وb تق�صم 2.19 تعريف
ال�صفر )اأو قوا�صم ال�صفر(.                                                                                                             ■                              

. لحظ  12        يبينِّ مثال 1.19 اأنّ العنا�ضر 9, و8, و6, و4, و3, و2 و10 هي قوا�صم 0 في 
، ولي�صت اأوليَّة بالن�صبة اإلى العدد 12، اأي اإنّ  12 اأنّ هذه الأعداد هي فقط الأعداد التي في 

القا�صم الم�صترك الأكبر لأي عدد من هذه الأعداد والعدد 12 لي�س 1. مبرهنتنا القادمة مثال 
على الحالة العامة.
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12 التي لي�صت اأولية 3.19 مبرهنة n هي بال�صبط العنا�ضر غير ال�صفرية من  قوا�صم األـ 0 في الحلقة 
 .n ا مع ن�صبيًّ

، حيث m ≠ 0، ودع القا�صم الم�صترك الأكبر بين m وn هو d ≠1، البرهان nm ∈ خذ 

 m( n
d

)= ( m
d

)n   فاإن

 ( m
d

)n=0 و

. n في 
 

0nm
d
  = 
 

لأنه من م�صاعفات n؛ لذلك، فاإن

n اأ�صفارًا، لذلك m قا�صم لـ 0.
d

بينما لي�س m ول 

 ،ms= 0 حيث ns ∈ nm اأولى بالن�صبة اإلى n، اإذا كان  ∈ من جهة اأخرى، لنفر�س اأن 
 ،m اأولى بالن�صبة اإلى n ّلأن . فاإن n تق�صم ms حا�صل �ضرب m وs، وهما عن�ضران في 

      . n تو�صح الخا�صية الموؤطرة 1 التي تبعت مثال 9.6 اأنّ n تق�صم s ؛ لذلك، فاإن s=0 في 

.4.19 نتيجة p ا، فاإنه ل يوجد قوا�صم لـ 0 في  اإذا كان p عددًا اأوليًّ
هذه النتيجة تاأتي مبا�ضرة من المبرهنة                                                                           .3.19البرهان

       ن�صير اإلى اأهمية اأخرى لمفهوم قوا�صم ال�صفر تظهر في المبرهنة المقبلة، خذ الحلقة R، وخذ 
 ،ab= ac اإذا كان ،R متحققة في )Cancellation  laws) قوانين الحذف a, b, c ∈ R 

حيث: a ≠ 0، فاإن b=c و ba = ca حيث: a ≠ 0 فاإن b =c. هذه هي قوانين الحذف لعملية 
ال�ضرب، وبالطبع قوانين الحذف لعملية الجمع متحققة في R ؛ لأن 〈+ ,R〉 زمرة. 

5.19 مبرهنة

البرهان

قوانين الحذف متحققة في الحلقة R، اإذا وفقط اإذا لم يكن في الحلقة R قوا�صم لـ 0. 

 b اأو a علينا اأن نبيّن اأن .a,b ∈ R لـ ab =0 ّحلقة تحقق قوانين الحذف، افتر�س اأن R لتكن
تكون 0، واإذا كانت  a≠ 0، فاإن ab = a0 توؤدي اإلى b =0 با�صتخدام قوانين الحذف، وكذلك 

اإذا كان b ≠ 0، فاإن a = 0، ما يعني اأنه ل توجد قوا�صم لـ  0  في R اإذا تحققت قوانين الحذف. 

 .a≠ 0 حيث ،ab = ac ّحلقة لي�س فيها قوا�صم لـ 0، افتر�س اأن R َّمن جهة اأخرى، افتر�س اأن
فاإن:                         

 ab- ac= a (b-c) = 0   

لأن a ≠ 0 ؛ ولأن الحلقة R لي�س فيها قوا�صم لـ 0، فاإن b-c = 0  اأي b =c. وباتباع الخطوات 
                                         .b =c فاإن ،a ≠ 0 حيث ،ba = ca نف�صها يمكن اإثبات اأنه اإذا كان
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افتر�س اأنَّ الحلقة R لي�س فيها  قوا�صم لـ 0، فاإن المعادلة ax =b، حيث a ≠ 0، لها حل وحيد 
x في R على الأكثر؛ لأنه اإذا كان  ax1=b و ax2=b فاإن ax1 = ax2، با�صتخدام المبرهنة 

 aعلى عن�ضر محايد 0 ≠1، و R لي�س فيها قوا�صم لـ 0. اإذا احتوت R لأن x1= x2 5.19، فاإن
هو عن�ضر وحدة في R، حيث a-1 هو المعكو�س ال�ضربي لـ a، فاإن الحل x للمعادلة ax= b هو 

a-1b حقلًا، فمن الم�صهور اأن نرمز لـ R اإبدالية، وبوجه خا�س اإذا كانت R عندما تكون .a-1b 

. هذه الق�صمة ل يجب ا�صتخدامها  b
a

وba-1 )هما مت�صاويان؛ لأن R اإبدالية( با�صتخدام الق�صمة  
b ترمز اإلى a-1b اأو اإلى 

a
اإذا كانت الحلقة R غير اإبدالية؛ لأنه في هذه الحالة ل نعلم اإذا كانت 

ba-1، وبوجه خا�س، المعكو�س ال�ضربي a-1 للعن�ضر غير ال�صفري a في حقل يمكن كتابته على 

. 1
a

ال�صورة 

       
الحلقات التامة

اإن الأعداد ال�صحيحة هي نظام الأعداد الأكثر �صهرة، باعتبار الخ�صائ�س الجبرية، فاإننا نناق�س 
 هي حلقة اإبدالية فيها عن�ضر محايد، ول تحوي قوا�صم لـ 0، بالتاأكيد هذا ما كان  حقيقة اأنَّ 

وراء ال�صم المعطى لمثل هذه البنية في التعريف المقبل. 

Iintegral domain حلقة اإبدالية فيها عن�ضر محايد 0≠1 ول تحوي قوا�صم لـ 0.                  ■6.19 تعريف 

لذلك، اإذا كانت معاملات كثيرة حدود في حلقة تامة، فن�ستطيع اأن نحل معادلة كثيرة حدود عن 
اإلى عوامل خطية بالاأ�سلوب الاعتيادي، من خلال جعل كل معامل  طريق تحليل كثيرة الحدود 

ي�ساوي 0. 

       في �صل�صلتنا من البنى الجبرية، تقع الحلقة التامة بين الحلقات الإبدالية ذات العن�ضر المحايد 
اأنّ قوانين الحذف لل�ضرب متحققة في   5.19 بيّنت المبرهنة  والحقول، كما �صوف نو�صح، وقد 

الحلقة التامة.  

n لي�صت حلقة تامة اإذا كانت n عددًا 7.19 مثال p حلقات تامة لأي عدد اأولي p، ولكن   و لحظنا اأنّ 
R ال�صفريتين  R× S للحلقتين غير  ال�ضرب المبا�ضر  اأنّ  التفكير لحظة، يت�صح  اأولي، وعند   غير 

وS لي�س حلقة تامة، فقط لحظ اأنه لأي r ∈ R و s ∈ S، بحيث اإن كليهما ل ي�صاوي �صفرًا، فاإن 
▲                                                                                                                   .)r,0( )0,s( = )0,0(
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8.19 مثال

الحل

تحتوي على قوا�صم  ( )2 2M  2 حلقة تامة، فاإن حلقة الم�صفوفة  بيّن اأنه على الرغم من اأنّ 
لل�صفر. 

نحتاج اإلى اأن نلاحظ اأنَّ :   

p
                                                       

1  0 0  0 0  0
  .

0  0 1  0 0   0
     

=     
     

 مبرهنتنا المقبلة تو�صح اأنّ بنية الحقول ما زالت هي الأكثر تحديدًا )اأي الأغنى( فيما قمنا 
بتعريفه.                                             

اأي حقل F هو حلقة تامة.9.19 مبرهنة
لتكن a, b ∈ F، وافتر�س اأنّ a ≠ 0. اإذا كان ab=0، فاإن:البرهان

( )1 1   0 = 0ab
a a

   =   
   

وعليه، فاإن

1 10   ( )     1  ab a b b b
a a

    = = = =        

 F وهذا يعني اأنّ الحقل ،F في b= 0 يوؤدي اإلى a ≠ 0 حيث ،a b = 0  ّاإذن، فقد و�صحنا اأن
ل يحوي قوا�صم لل�صفر، وبالطبع، فاإن F هو حلقة اإبدالية، ويملك عن�ضًرا محايدًا، وعليه، فاإن 
                                                                                                                          .مبرهنتنا اأثُبتت

       يعطي ال�صكل 10.19 ر�صوم فن البيانية التي تبين العلاقات بين البنى الجبرية المعرف 
عليها عمليتان ثنائيتان والتي هي محور اهتمامنا، و�صنطلب منك في تمرين 20 اأن تعيد ر�صم 

هذا ال�صكل مرة اأخرى، بعد اأن ت�صيف له حلقات الق�صمة.
، و�صتك�صف لنا النتيجة التي تعقب   و ، و        الحقول المعلومة لدينا حتى الآن هي 

المبرهنة المقبلة عن بع�س الحقول منتهية الرتبة، اإذ اإنّ اإثبات المبرهنة المقبلة ذو نكهة 
خا�صة، ويعتمد على العدّ، الذي يُعدّ من اأهم التقنيات القوية في الريا�صيات.
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الشكل 10.19 مجموعة من الحلقات 
كل حلقة تامة منتهية تكون حقلًا.11.19 مبرهنة

افتر�س اأنّ البرهان
0, 1, a1, …, an

 b ∈ D يوجد ،a ≠ 0 حيث a ∈ D ونريد اأن نبين اأنه لـ ،D هي عنا�ضر الحلقة التامة المنتهية
بحيث ab=1.  خذ

a1, aa1,..., aan

فاإن   تامة،  حلقة  اأي  في  متحققة  الحذف  قوانين  ولأنّ  D؛  في  مختلفة  العنا�ضر  هذه  اأن  ندَّعي 
اأيّ من هذه العنا�ضر  0، فلي�س  D لي�س فيها قوا�صم لـ  ai= aj، كذلك لأنّ  aai= aaj  يوؤدي اإلى 

اأن  a1, aa1,…, aan هي العنا�ضر نف�صها  0، وبا�صتخدام مبداأ العد )counting( نجد   ي�صاوي 
a1, ... an ,1 ولكن بترتيب معين، وهذا يعني اأنه اإما a1= 1 اأي a= 1 اأو aai= 1 لعدد i، ما يعني 

  اأن a لها معكو�س �ضربي. 

p حقل.12.19 نتيجة ا، فاإن  اإذا كان p عددًا اأوليًّ

p حلقة تامة بح�صب المبرهنة                   11.19البرهان هذه النتيجة تاأتي مبا�ضرة من حقيقة اأن 

، فاإننا نتكلم عن حلقة م�صفوفات  ( )n pM  بينت النتيجة ال�صابقة اأنه عندما ندر�س الحلقة 
على حقل )field(، وفي مادة الجبر الخطي لم�صتوى البكالوريو�س ا�صتخدمنا في معظم تلك المادة 
خ�صائ�س حقل الأعداد الحقيقية اأو الأعداد المركبة، اإ�صافة اإلى اأنّ بع�س المفاهيم، مثل اخت�صار 
الم�صفوفة لحل اأنظمة المعادلت الخطية، والمحددات، وقانون كريمر، والقيم الذاتية، والمتجهات 
با�صتخدام  متحققة  قطرية،  م�صفوفة  اإلى  الم�صفوفة  لتحويل  الت�صابهية  والتحويلات  الذاتية 
الجبر  في  ولكن  للحقل،  الح�صابية  الخوا�س  على  فقط  تعتمد  لأنها  حقل؛  اأي  على  الم�صفوفات 
الخطي الذي يحتوي على بع�س مفهوم المقدار، مثل اأ�صغر المربعات لتقريب الحلول اأو اأ�صا�صات 

متعامدة معايرة، فاإن هذه المفاهيم لها معنًى فقط اإذا ا�صتخدمنا الحقول التي فيها
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فكرة المقدار.

العلاقة  من الحدود
.ℤp تبين اأنه ل يمكن اأن يكون هناك مفهوم طبيعي للمقدار في الحقل

مميزة الحلقة

 خذ اأي حلقة R، يمكننا اأن نت�صاءل: هل يوجد عدد �صحيح موجب مثل n، حيث n.a= 0 لكل
a ∈ R، حيث n.a يعني n ،a+ a+ ... + a مرة، كما تقدم �ضرحه في الف�صل 18، على �صبيل 

 . m المثال: العدد ال�صحيح m يملك هذه الخا�صية في الحلقة 
اإذا توافر لحلقة مثل R عدد �صحيح موجب n، بحيث n.a= 0 لكل a∈ R، فاإن اأ�صغر عدد 13.19 تعريف

 ،)characteristic of the ring( R صحيح موجب يحقق هذه الخا�صية ي�صمى مميز الحلقة�
واإذا لم يوجد مثل هذا العدد ال�صحيح الموجب، فاإن الحلقة  R مميزها 0.                                   ■

       �صن�صتخدم في المقام الأول مفهوم المميز للحقول، حيث يطلب منا تمرين 29 اأن نبين اأنّ 
 .p ا مميز الحلقة التامة اإما 0 اأو عددًا اأوليًّ

 كلها مميزها 0.                                        ▲  14.19 مثال  و ، و ، و n هو n، بينما  مميز الحلقة 

من الوهلة الأولى يبدو اأن معرفة مميز الحلقة عمل �صاق، اإلّ اإذا كان من الوا�صح اأنّ الحلقة 
ا نحتاج اإلى اأن نختبر كل عن�ضر a في الحلقة كما هو من�صو�س عليه في  مميزها 0. هل حقًّ

التعريف 13.19؟ تبين مبرهنتنا الأخيرة في هذا الف�صل، اأنه اإذا توافر عن�ضر محايد في الحلقة، 
فيكفي اأن نختبر a= 1 فقط.         

                      

n فاإن مميز الحلقة R 15.19 مبرهنة +∈ لتكن R  حلقة تحتوي على عن�ضر محايد، واإذا كان n.1 ≠ 0 لكل 
هو 0، اأما اإذا توافر + n ∈ ℤ حيث  n.1= 0، فاإن اأ�صغر عدد �صحيح n له هذه الخا�صية �صيكون 

.R مميز الحلقة
، بحيث n.a = 0  لكل البرهان n +∈ n فبالتاأكيد ل يمكن اأن يوجد  +∈  اإذا كان n.1 ≠ 0 لكل ،

a ∈ R، لذلك وبا�صتخدام التعريف 13.19؛ فاإن مميز R هو 0. 

افتر�س اأنه يوجد عدد �صحيح موجب n حيث n.1 = 0، فاإنه لأي a ∈ R �صيكون 

   n.a= a + a+ ... + a = a (1+ 1+ … +1) = a (n.1) =  a0= 0 وبذلك تثبت 
                                                                                                                       .مبرهنتنا مبا�ضرة
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n تمارين 19

حسابات

 . 12 1. اأوجد الحلول جميعها للمعادلة x3- 2 x2 -3x = 0 في 

 . 23 7 والحقل  2. حلّ المعادلة 3x= 2 في الحقل 

 . 6 3. اأوجد الحلول جميعها للمعادلة x2+ 2x+ 2 = 0 في 

. 6 4. اأوجد الحلول جميعها للمعادلة x2 + 2x+ 4= 0 في 

في التمارين 5  اإلى 10، اأوجد مميز الحلقة المعطاة. 

 3 3×   .7   ×   .6     2  .5

6 15×   .10   3 4×   .9   3 3×   .8

طه.  11. لتكن الحلقة الإبدالية R مع عن�ضر محايد ومميزها 4. لـ  a, b ∈ R، اح�صب 4(a+b) وب�صِّ

طه.  12. لتكن الحلقة الإبدالية R مع عن�ضر محايد ومميزها 3. لـ a, b ∈ R، اح�صب a + b(9( وب�صِّ

طه. 13  لتكن الحلقة الإبدالية R مع عن�ضر محايد ومميزها 3. لـ a, b ∈ R اح�صب a + b(6( وب�صِّ

  . ( )2M  2  1 قا�صم لل�صفر في 
2  4
 
 
 

14. اأثبت اأنّ الم�صفوفة 

مفاهيم

في التمرينين 15 و16، �صحح تعريف الحد المكتوب بخط مائل دون الرجوع اإلى الكتاب –اإذا كانت هناك حاجة 
للت�صحيح - بحيث يكون ب�صيغة قابلة للن�ضر. 

15. اإذا كان ab = 0، فاإن a و b قوا�سم لل�سفر. 

 .R  مميز n فاإن ،R في الحلقة a لكل n.a= 0 16. اإذا كان

17. �صع اإ�صارة �صح اأو اإ�صارة خطاأ: 

ا.  n تحتوي على قوا�صم لل�صفر اإذا لم يكن n عددًا اأوليًّ ــــــــــــــــــــــــــــ اأ.  

ــــــــــــــــــــــــــــ ب.  يكون كل حقل حلقة تامة.

.n هو n ــــــــــــــــــــــــــــ ج�. مميز 

 .1≤ n لكل n  تماثل الحلقة  ــــــــــــــــــــــــــــ د. الحلقة 

ــــــــــــــــــــــــــــ ه�. قانون الحذف متحقق في اأي حلقة تماثل حلقة تامة.
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ــــــــــــــــــــــــــــ و. كل حلقة تامة مميزها 0 غير منتهية.

ــــــــــــــــــــــــــــ ز.  ال�ضرب المبا�ضر لحلقتين تامتين يعطي حلقة تامة.

ــــــــــــــــــــــــــــ ح. في حلقة اإبدالية فيها عن�ضر محايد، ل يكون لقا�صم ال�صفر معكو�س �ضربي. 

. n حلقة تامة جزئية من  ــــــــــــــــــــــــــــ ط. 

.   حقل جزئي من  ــــــــــــــــــــــــــــ ي. 

18. كل منطقة من المناطق ال�صت المرقمة في ال�صكل 10.19 تمثل نوعًا محددًا من الحلقات. اأعطِ مثالً على حلقة 
تقع في كل منطقة من المناطق ال�صت، على �صبيل المثال: الحلقة المتوافرة في المنطقة 3 يجب اأن تكون اإبدالية 

)لأنها داخل دائرة الإبدالية( ولها عن�ضر محايد، لكنها لي�صت حلقة تامة. 

19. )خا�س بالطلاب الذين در�صوا مادة الجبر الخطي(. خذ الحقل F، واأعطِ خم�س �صفات مختلفة لعن�ضر A في 
Mn(F)، ليكون قا�صمًا لل�صفر. 

20. اأعد ر�صم ال�صكل 10.19 ليحوي المجموعة الجزئية التي تمثل حلقات الق�صمة. 

براهين مختصرة

21. اأعطِ جملة مخت�ضرة لإثبات الجزء »اإذا« في المبرهنة 5.19. 

22. اأعطِ جملة مخت�ضرة لإثبات المبرهنة 11.19.

براهين

23. ي�صمى العن�ضر a في الحلقة R مت�صاوي القوى (idempotent( اإذا كان a2= a. بيّن اأنّ حلقة الق�صمة تحتوى 
فقط على عن�ضرين مت�صاويي القوى. 

.D هو حلقة تامة جزئية في D 24. اأثبت اأنّ تقاطع حلقات تامة جزئية من حلقة تامة

25. اأثبت اأنّ الحلقة المنتهية R التي فيها عن�ضر محايد 0 ≠1، ول توجد فيها قوا�صم لـ 0 هي حلقة ق�صمة. )في 
الواقع هي حقل على الرغم من اأنّ اإثبات الخا�صية الإبدالية لي�س بالأمر الهين. انظر المبرهنة 10.24(. 

ا  [ملاحظة:  لتبين اأن a ≠ 0 عن�ضر وحدة، عليك اأن تبين اأن “المعكو�س ال�ضربي من الي�صار” لـ a ≠ 0 في R هو اأي�صً
»معكو�س �ضربي من اليمين«]. 

 b ∈ R يوجد عن�ضر وحيد a ∈ R فيها عن�ضران على الأقل، افتر�س اأنه لكل عن�ضر غير �صفري R 26. خذ حلقة
بحيث

..aba= a            

اأ. اأثبت اأنّ R لي�س فيها قوا�صم لل�صفر. 

 .bab= b ّب. اأثبت اأن

ج�. اأثبت اأنّ R فيها عن�ضر محايد. 
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د. اأثبت اأنّ R حلقة ق�صمة. 

 .D هو مميز D 27. اأثبت اأنّ مميز حلقة تامة جزئية من حلقة تامة

} حلقة تامة جزئية من D محتواة في اأي حلقة تامة  }.1 |    n n ∈  28. اأثبت اأنه اإذا كانت D حلقة تامة، فاإن 
 .D جزئية من

 .p ا 29. اأثبت اأنّ مميز الحلقة التامة D اإما 0 اأو عددًا اأوليًّ

.[D في )m.1( )n.1( ّفخذ ،mn هو D م�ساعدة: اإذا كان مميز]

 R فيها عن�ضر محايد، ولها مميز S يمكن تكبيرها )اإذا لزم الأمر( اإلى حلقة R ح هذا التمرين اأنّ اأي حلقة 30. يو�صّ

nR اإذا كان مميز R ي�صاوي n. ليكن الجمع على S هو  × S  اإذا كان مميز R ي�صاوي 0، و R= × نف�صه، خذ 
الجمع العتيادي على المركبات، و�صنعرِّف ال�ضرب بـ  

  (r1 , n1) . (r2, n2) = (r1r2+ n1. r2+ n2. r1, n1 n2)

حيث اإنّ معنى n.r كما هو م�ضروح في الف�صل ل1. 

اأ. اأثبت اأنّ S حلقة. 

ب. اأثبت اأنّ S فيها عن�ضر محايد. 

ج�.  اأثبت اأنّ S و R لهما المميز نف�صه. 

ا وب�صورة غامرة  )  لـ r ∈ R تربط R تماثليًّ )   ( ,0)r rφ → 𝜙𝜙 :R المعطاة بالعلاقة                           = S د.  اأثبت اأنّ الدالة
 .S مع حلقة جزئية من
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مبرهنتا فيرما واأويلر Fermat’s and Euler’s Theoremsالفصل 20

مبرهنة فيرما

a تقابل a  لكل  n+  /  بينهما تماثل طبيعي، حيث المجموعة الم�صاركة  n  n و نعلم اأنّ الزمرتين الجمعيتين  
يمكن ت�صكيله عن طريق اأخذ مجموعة من الممثلين  / n  ، اإ�صافة اإلى ذلك فاإن، جمع المجموعات الم�صاركة من  na∈
/  يمكن تحويلها اإلى حلقة  n  ، ثم ح�صاب المجموعة الم�صاركة لناتج الجمع، اإذ من ال�صهولة ملاحظة اأن  وجمعها في 
ح الحالة  عن طريق �ضرب المجموعات الم�صاركة بالأ�صلوب نف�صه، اأي ب�ضرب مجموعة من الممثلين المختارين، حيث �صنو�صّ

العامة لهذا فيما بعد، بينما نو�صح الحالة الخا�صة الآن. نحتاج اإلى اأن نثبت فقط، اأنّ �ضرب المجموعات الم�صاركة ح�صن 
 . التعريف؛ لأن العملية التجميعية على ال�ضرب وقانوني التوزيع يتبعان مبا�ضرة من خ�صائ�س الممثلين المختارين من 

b. عندها:  n+  a و  n+  لإثبات ذلك، اختر الممثلين a + rn  و b + sn  بدلً من a و b من المجموعتين الم�صاركتين 

( )( ) ( )a rn b sn ab as rb rsn n+ + = + + +

ab؛ لذلك، فاإن ال�ضرب ح�صن التعريف، وعليه، ت�صكل المجموعات الم�صاركة حلقة تماثل  n+  ا عن�ضر في  وهو اأي�صً
 . n الحلقة 

الآتي هو حالة خا�صة من تمرين 37 في الف�صل 18. 

مجموعة العنا�ضر غير ال�صفرية في اأي حقل ت�صكل زمرة بالن�صبة اإلى عملية ال�ضرب المعرفة على الحقل.

         ℤp بوجه خا�س، العنا�ضر من

1,2,3,…, 1 p −

1p بالن�صبة اإلى عملية ال�ضرب مقيا�س p؛ لأن رتبة اأي عن�ضر في زمرة يق�صم رتبة الزمرة،  − ت�صكل زمرة من الرتبة 
p تماثل حلقة المجموعات الم�صاركة  ، وبا�صتخدام حقيقة اأنّ  p ، فاإن b p – 1 = 1 في 

pb∈ b و  0≠ نرى اأنه لـ 
a∈  لي�س في المجموعة الم�صاركة  a المو�صوفة في الأعلى، ف�صنرى من الوهلة الأولى اأنّه لأي  p+  على ال�صورة 

+p  0 فاإن: 

  )p 1 )مقيا�س 1(mod )pa p− ≡

هذه العلاقة �صتعطينا في الحال ما يُ�صمّى المبرهنة ال�صغرى لفيرما. 

)المبرهنة ال�صغرى لفيرما( )Little theorem of Fermat( 1.20 المبرهنة

، اأي اإنّ   1 1pa − − ا ل يق�صم a، فاإن p يق�صم   اإذا كانت a ∈ ℤ و p عددًا اأوليًّ
.)p مقيا�س( a ≡ 0 1 )مقيا�س p( لـ   1pa − ≡

pa )مقيا�س p( لأيّ عدد اأولي p. 2.20 نتيجة a≡ a∈، فاإن  اإذا كانت 
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mod)0 البرهان  )a p≡ mod)0 )مقيا�س p(، اأما اإذا كانت  )a p≡ هذه النتيجة م�صتقة من المبرهنة 1.20 في حالة  
                                                   .p فاإن كلا الجانبين يخت�ضر اإلى 0 مقيا�س )p مقيا�س(

∎ نبذة تاريخية 

ظهر ن�س المبرهنة 1.20 من ر�صالة من بييردي فيرما )Pierre de Fermat 1601- 1665( اإلى بيرنارد فيرنيكل 
دي بي�صي )Bernard Frenicle de Bessy( موؤرخة بتاريخ 18 اأكتوبر عام 1640م. 

,2 يوجد على الأقل  ,..., ,...,ta a a ت مبرهنة فيرما على اأنه لأيّ عدد اأولي p ولأيّ متوالية هند�صية  حيث ن�صّ
، يوجد اإ�صافة اإلى ذلك، T يق�صم p-1 و p وكذلك يق�صم كل الأرقام   1Ta − Ta من المتوالية، بحيث p يق�صم  عدد

 . 1KTa −

)اإنه لأمر غريب اأن يف�صل فيرما في ملاحظة �ضرط عدم ق�صمة p لـ a، وربما �صعر باأنه لأمر وا�صح اأنّ النتيجة تف�صل 
في هذه الحالة(. 

لم يكتب فيرما اإثبات هذه النتيجة في ر�صالته اأو اأي مكان اآخر، وفي الحقيقة، فاإنه لم يذكر هذه المبرهنة مرة 
اأخرى، ولكن اهتمامه بهذه النتيجة جاء من خلال درا�صته للاأعداد التامة. )العدد التام هو عدد �صحيح موجب 

m بحيث ي�صاوي مجموعة قوا�صمه الأقل منه، على �صبيل المثال:  3+2+1=6 هو عدد تام(، وقد اأو�صح اإقليد�س 
ا، كان ال�صوؤال في اإيجاد طريقة لتحديد فيما  عدد تام اإذا كان 2n – 1 عددًا اأوليًّ ( )–  12 2 –  1n n )Euclid( اأن 

ا اأم ل، اإذ لحظ فيرما اأنّ 2n – 1 عدد مركب اإذا كان n عددًا مركبًا، وبعدها ا�صتق من  2 عددًا اأوليًّ –  1n اإذا كان 
2 تكون على �صورة 2kn + 1، ومن  –  1n ا، فاإن القوا�صم المحتملة لـ  المبرهنة النتيجة الآتية: اإذا كان n عددًا اأوليًّ

372 قابل للق�صمة على 1 + 2.3.37 = 223. –  1 هذه النتيجة ا�صتطاع اأن يبين على �صبيل المثال: اأن 

لنح�صب باقي ق�صمة  103ل على 13، با�صتخدام مبرهنة فيرما �صيكون عندنا:3.20 مثال

▲                                                      

103 12 8 7 8 7 7 7

3 3

8 (8 ) (8 ) (1 )(8 ) 8 ( 5)
(25) ( 5) ( 1) ( 5) 5(mod13).
≡ ≡ ≡ ≡ −

≡ − ≡ − − ≡

103 12 8 7 8 7 7 7

3 3

8 (8 ) (8 ) (1 )(8 ) 8 ( 5)
(25) ( 5) ( 1) ( 5) 5(mod13).
≡ ≡ ≡ ≡ −

≡ − ≡ − − ≡ )مقيا�س 13(
      

4.20 مثال:

الحل

غير قابل للق�صمة على11. 11.2132 – ح اأن 1  و�صّ

با�صتخدام مبرهنة فيرما، فاإن 1 ≡ 210 )مقيا�س 11)، وعليه، فاإن 
11.213 10 1.121 3 1.121 3

3

2 1 (2 ) .2 1 1 .2 1

2 1 8 1 7(mod11).

   − ≡ − ≡ −   
≡ − ≡ − ≡

11.213 10 1.121 3 1.121 3

3

2 1 (2 ) .2 1 1 .2 1

2 1 8 1 7(mod11).

   − ≡ − ≡ −   
≡ − ≡ − ≡ (مقيا�س 11(

Abstract 1_Book.indb   241 3/4/2014   9:33:32 AM

o b e i k a n d l . c o m



اأول في الجبر المجرد 242 مقرر 

اأي اإنّ باقي قم�صة 1 – 211.213 على 11 ي�صاوي 7 ولي�س 0، )العدد 11,213 عدد اأولي، وقد 
اأثبت اأنّ 1 – 211.213 عدد اأولي، وتُعرف الأعداد الأولية 2p – 1 حيث p عدد اأولي باأعداد مر�صين 

▲  .)Mersenne Primes)  الأولية
5.20 مثال

الحل

بيّن اأنه لأي عدد �صحيح n، العدد n33 – n قابل للق�صمة على15. 

تبدو اأنها نتيجة غير معقولة، فهي تعني اأنّ 15 يق�صم 2 – 233 و 3 − 333 و  4 − 433 وهكذا.

       الآن،3.5=15، �صن�صتخدم مبرهنة فيرما في اإثبات اأنّ n33 – n قابل للق�صمة على كلا 
 .n33 – n = n(n32 – 1) ّلحظ اأن ،n العددين 3 و5 لأي عدد

       اإذا كان 3 يق�صم n، فبالتاأكيد 3 يق�صم n(n32 – 1)، ولكن اإذا كان 3 ل يق�صم n، فاإنه 
با�صتخدام مبرهنة فيرما،   n2  ≡ 1 )مقيا�س 3(، وعليه، فاإنّ:

)مقيا�س 3( 32 2 16 161 ( ) 1 1 1 0(mod3)n n− ≡ − ≡ − ≡   

.n32 – 1 وهذا يعني اأنّ 3 يق�صم

اإذا كان n ≡ 0 )مقيا�س 5( فاإن n33 – n ≡ 0 )مقيا�س 5( اأما اإذا كان

 n ≢ 0 )مقيا�س 5(، فبا�صتخدام مبرهنة فيرما،  n4 ≡ 1 )مقيا�س 5( وعليه، فاإنّ:

n32 – 1 ≡ (n4)8 – 1 ≡ 18 – 1 ≡ 0 )مقيا�س 5(

▲                                                               .n مقيا�س 3( لأيّ عدد( n33 – n ≡ 0 ّوهذا يعني اأن

6.20 المبرهنة

تعميم أويلر
قدم اأويلر تعميمًا لمبرهنة فيرما، و�صيكون تعميمه هذا نتيجة للمبرهنة المقبلة، التي اأثبتت عن 

طريق العد (Counting)، م�صتخدمين المبداأ نف�صه الذي ا�صتخدم في اإثبات مبرهنة 11.19. 

، التي هي لي�صت قوا�صم لل�صفر تمثل زمرة تحت  n المجموعة Gn للعنا�ضر غير ال�صفرية في 
 .n ال�ضرب مقيا�س
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اإذا كانالبرهان  a,b ∈ Gn n، خذ  مقيا�س  ال�ضرب  عملية  مغلقة تحت   Gn اأنّ  اإثبات  اأولً  علينا   يجب 
 .(ab) c = 0 حيث ، n ab ∉ Gn، فاإنه يوجد c ≠ 0 في 

الآن،  c = 0 (ab) يوؤدي اإلى a(bc) = 0، لأن b ∈ Gn  و c ≠ 0 فاإنه با�صتخدام تعريف المجموعة 
bc ≠ 0 ،Gn، وعليه، فاإن a(bc) = 0 يوؤدي اإلى اأن a ∉ Gn، وهذا يناق�س الفر�س. لحظ اأنّنا 

بيّنا م�صبقًا اأنه لأيّ حلقة، تكون مجموعة العنا�ضر التي هي لي�صت قوا�صم لل�صفر مغلقة بالن�صبة 
n  حلقة، فاإن بنية ℤn  ل تختلف عن بنية اأيّ حلقة. اإلى عملية ال�ضرب؛ ولأن 

و�صنثبت الآن اأن Gn زمرة، بالطبع ال�ضرب مقيا�س n يحقق الخا�صية التجميعية و Gn ∋ 1، بقي 
علينا اأن نثبت اأنه لأيّ

 a ∈ Gn يوجد b ∈ Gn حيث ab = 1. افتر�س اأنّ: 
1, a1, …, ar

هي عنا�ضر Gn، والعنا�ضر
11, ,  ..., . ra aa a a

aai يوؤدي اإلى a(ai – aj) = 0، ولأن a ∈ Gn، اأي لي�صت اأحد 
  = aaj هي عنا�ضر مختلفة؛ لأن

قوا�صم ال�صفر، فاإن ai – aj = 0 اأيّ ai = aj؛ ولهذا وعن طريق العد، �صنجد اأنه اإما a.1 = 1 اأو 
aaj يجب اأن يكون 1 لأحد عنا�ضر ai ∈ Gn؛ لذلك، فاإن a له معكو�س �ضربي.                          ♦

لحظ اأنّ الخا�صية الوحيدة لـ ℤn الم�صتخدمة في المبرهنة ال�صابقة، عدا  اأنّها حلقة فيها عن�ضر 
ا، وقد وظفنا مبداأ العدّ في كلتا المبرهنتين  11.19 و6.20، وهو مبداأ  محايد، فهي منتهية اأي�صً

ب�صيط، ولكنه من بين اأقوى الأدوات الم�صتخدمة في الريا�صيات.

) بعدد الأرقام ال�صحيحة الموجبة التي هي اأقل  ) nϕ خذ عددًا �صحيحًا موجبًا n، ودعنا نعرّف 
(1) 1ϕ = من اأو ت�صاوي n، والتي هي اأولية بالن�صبة اإلى n، لحظ اأنّ 

12 واأولية بالن�صبة اإلى 7.20 مثال اأو ت�صاوي  اأقل من  n = 12، الأعداد ال�صحيحة الموجبة التي هي  لتكن 
▲                                                                                    φ (12) = 4 12 هي 1، 5، 7 و11؛ لذلك

، التي هي لي�صت قوا�صم  n با�صتخدام المبرهنة φ(n) ،3.19 هو عدد العنا�ضر غير ال�صفرية في 
ϕ ت�صمى فاي لأويلر (Euler phi-function( يمكننا الآن  + += →  لل�صفر، هذه الدالة 

اأن ن�صف تعميم اأويلر لمبرهنة فيرما.

ا مع n، فاإن a φ(n) – 1 قابل للق�صمة على n، 8.20 مبرهنة )مبرهنة اأويلر(، اإذا كان a عددًا �صحيحًا اأوليًا ن�صبيًّ
.)n مقيا�س( . a φ(n) ≡ 1  اأي اإن
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ا مع n، فاإن المجموعة الم�صاركة a + nℤ من nℤ التي فيها a، تحوي عددًا البرهان ا ن�صبيًّ اإذا كان a اأوليًّ
 .n ا مع ا ن�صبيًّ �صحيحًا b < n واأوليًّ

n لممثلي  اأنّ ال�ضرب بين المجموعات الم�صاركة عن طريق ال�ضرب مقيا�س  با�صتخدام حقيقية 
هذه المجموعات هو ح�صن التعريف، فاإن 

)n مقيا�س( ( ) ( )n na bϕ ϕ≡   

با�صتخدام المبرهنتين 3.19و 6.20، يُنْظَر اإلى b على اأنه عن�ضر في المجموعة ال�ضربية Gn من 
الرتبة φ(n)، التي تحوي φ(n) من العنا�ضر من ℤn كل منها اأولي بالن�صبة اإلى n، وعليه، فاإنّ:

)n مقيا�س(  ( ) 1nbϕ ≡

ما يعني اأن مبرهنتنا قد اأثُبتت.                                                                 ¿
a 9.20  مثال مثل  عددًا �صحيحًا  اأخذنا  اإذا  اإنه  اأي   ،φ(12) = 4 اأنّ   7.20 مثال  راأينا في   ،n = 12 لتكن 

فاإن  ،a = 7 كان  اإذا  المثال:  �صبيل  على   ،)12 )مقيا�س   a4 ≡ 1  فاإن  ،12 اإلى  بالن�صبة  ا   اأوليًّ
1 + (200)12 = 2401 = 2(49) = 74؛  لذلك، فاإن 1 ≡ 74  )مقيا�س 12( وبالطبع، فاإن اأ�صهل طريقة 
 لح�صاب 74 )مقيا�س 12(، دون ا�صتخدام مبرهنة اأويلر، هي ح�صابها في ℤ12، حيث نعلم في ℤ12 اأن

5- = 7 ؛ لذلك:

                              1 = 52 = 2(5-) = 72   و 1 = 12 = 74                                  ▲

)m مقيا�ص( ax ≡ b تطبيق على

 )m مقيا�س( ax ≡ b با�صتخدام المبرهنة 6.20، ن�صتطيع اأن نجد حلول التطابق الخطّي          
كلها، نف�صل اأن نتعامل مع معادلة في ℤm، ومن ثم نف�ضر النتائج بو�صفها تطابقات.

ا مع m، لأي عدد b ∈ ℤm ، المعادلة 10.20 مبرهنة  ا ن�صبيًّ ليكن m عددًا موجبًا �صحيحًا، وخذ a ∈ ℤm اأوليًّ
. ℤm لها حل وحيد في ax = b

با�صتخدام المبرهنة 6.20، فاإن a عن�ضر وحدة في ℤm و s = a-1b هو بالتاأكيد حل للمعادلة، البرهان
                              .صنرى اأنه الحل الوحيد� a-1 من الي�صار بـ ax = b وب�ضرب طرفي المعادلة

في حالة تف�صير هذه المبرهنة بو�صفها تطابقات �صنخرج بالنتيجة الآتية:

ا، فاإنه لأي عدد �صحيح b، الأعداد ال�صحيحة 11.20 نتيجة اإذا كان a و m عددين �صحيحين اأوليين ن�صبيًّ
.m تقع بال�صبط في �صف بواقي واحد مقيا�س )m مقيا�س( ax ≡ b التي تمثل حلولً للتطابق

المبرهنة 10.20 تخدم بو�صفها تمهيدية للحالة العامة.
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. gcd (a,m) = d. المعادلة ax = b لها حل 12.20 مبرهنة , ma b ∈ ليكن m عددًا �صحيحًا موجبًا، وخذ 
، اإذا وفقط اإذا كان d يق�صم b. عندما d يق�صم b �صيكون للمعادلة بال�صبط d من الحلول  m في 

. m في 

ms البرهان ∈ ، اإل اإذا كان d يق�صم b، افتر�س اأن  m اأولً، �صنثبت اأنه ل يوجد حل للمعالة ax = b في 
 ،m و a يق�صم كلاًّ من d ّولأن ،b = as – qm ،؛ لذلك هو حل للمعادلة، فاإن as – b = qm في 
 s ما يعني اأنّ الحل ،b ؛ ولذلك فهو يق�صم b = as – qm فاإنه يق�صم الجانب الأيمن من المعادلة

متوافر فقط، اإذا كان d يق�صم b، افتر�س الآن، اأنّ d يق�صم b، وخذ

a = a1d,          b = b1d,         m = m1d

ال�صــورة علــى  �صياغتهــا  اإعــادة  يمكــن    في   as – b = qm المعادلــة  فــاإنّ   وعليــه، 
d(a1s – b1) = d qm1، ونــرى اأنّ as – b مــن م�صاعفــات m، اإذا وفقــط اإذا كان a1s – b1 مــن 

m هي بال�صبط العنا�ضر التي تُقراأ  م�صاعفات m1، ما يعني اأنّ الحلول s للمعادلة ax = b في 
 الذي يمثل الحل 

1ms ∈ ،  وخذ الآن 
1m مقيا�س m1، التي تكون حلولً للمعادلة a1x = b1 في

 s التي تختزل اإلى m  كما في المبرهنة 10.20، الأعداد في 
1m الوحيد للمعادلة a1x = b1 في 

m كما ياأتي: مقيا�س m1 هي بال�صبط العنا�ضر التي تُح�صب في 

1 1 1 1, , 2 , 3 ,..., ( 1)s s m s m s m s d m+ + + + −

                                                                  . m وهذا يعني اأنه يوجد d من الحلول للمعادلة في 

تقدم لنا المبرهنة 12.20 النتيجة التقليدية الآتية لإيجاد حلول اأي تطابق خطي.
ليكن d القا�صم الم�صترك الأكبر للعددين الموجبين a و m، يوجد حل للتطابق )مقيا�س ax ≡ b )m 13.20 نتيجة

اإذا وفقط اإذا كان d يق�صم b، في هذه الحالة، تكون حلول المعادلة هي الأعداد ال�صحيحة التي توجد 
 .m من �صفوف البواقي المختلفة مقيا�س d بال�صبط في

ح اإثباتنا للمبرهنة 12.20 حلول المعادلة )مقيا�س ax ≡ b )m ب�صورة اأكبر  في الواقع، و�صّ
مما ن�صت عليه النتيجة ال�صابقة، حيث بيّنت المبرهنة اأنه اإذا وجد اأيّ حل s، فاإن حلول المعادلة 

، 1
mm
d

= ، حيث  ( )1( )s km m+ +   جميعها هي العنا�ضر التي توجد في �صفوف البواقي 
ا باأنه يمكننا  و k ياأخذ القيم ال�صحيحة كلها من 0 اإلى d – 1، اإ�صافة اإلى اأنها تخبرنا اأي�صً

، ومن ثم حل المتطابقة 1
bb
d

= و
 1

aa
d

=  اإيجاد هذا الحل s عن طريق اإيجاد 
 ،m1 ببواقيهما مقيا�س b1 و a1 ولحل هذه المتطابقة يمكننا ا�صتبدال )m1 مقيا�س( a1x ≡ b1 

.
1m ثمّ حلّ المعادلة a1x = b1 في
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اأوجد الحلول جميعها للمتطابقة 12x ≡ 27 )مقيا�س 18(.14.20 مثال

القا�صم الم�صترك الأكبر بين 12 و 18 هو 6، اإلّ اأنّ 6 ل تق�صم 27. با�صتخدام النتيجة ال�صابقة، ل الحل
يوجد اأي حل.                                                                                                                            ▲

اأوجد الحلول جميعها للمتطابقة 15x ≡ 27 )مقيا�س 18(. 15.20 مثال 

القا�صم الم�صترك الأكبر بين 15 و18 هو 3 و3 يق�صم 27. الحل

3، ونح�صل على المتطابقة  14.20، �صنق�صم كل �صيء على  ا�صتكمالً لما هو م�ضروح قبل مثال 
اإنّ العنا�ضر  ، حيث  6 5x = 3 في  اإيجاد حلول المعادلة  6(، التي تعادل   5x ≡ 9 )مقيا�س 

6 هي 1 و 5، والمعكو�س ال�ضربي لـ 5 هو 5 في هذه الزمرة. ما  التي تمثل عنا�ضر وحدة في 
6 هو x = (5-1)(3) = (5)(3) = 3، وعليه، فاإن حلول المتطابقة  يعني اأنّ حلّ المعادلة في 

 15x ≡ 27 )مقيا�س 18( هي الأعداد ال�صحيحة المتوافرة في �صفوف البواقي:

{ }
{ }
{ }

3 18 ..., 33, 15,3,21,39,... ,

9 18 ..., 27, 9,9,27,45,... .

15 18 ..., 21, 3,15,33,51,... ,

+ = − −

+ = − −

+ = − −







، والحلول كافة في �صفوف  18 15 تقع في   ،9  ،3 الحلول الثلاثة  3d = اأنّ  13.20، لحظ  كما هو مو�صح في النتيجة 
3 مقيا�س 6؛ لأنها جاءت من الحل 6+   البواقي الثلاثة مقيا�س 18 المكتوبة في الأعلى، يمكن جمعها في  �صف الباقي 
▲                                                                                                                                                 . 6 x = 3 للمعادلة 5x = 3  في 
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n تمارين 20 

حسابات

ح هذا باإيجاد المولِّد لهذه  �صنرى لحقًا اأنّ الزمرة ال�ضربية للعنا�ضر غير ال�صفرية لحقل منتهٍ هي زمرة دورية، و�صّ
الزمرة للحقل المنتهي المعطى

17  .3            11  .2       7  .1

473 على23. با�صتخدام مبرهنة فيرما، اأوجد باقي ق�صمة 

4937 على 7. 5. با�صتخدام مبرهنة فيرما، اأوجد باقي ق�صمة 

172 مقيا�س 18]. ) على 19. [م�ساعدة: �صتحتاج اإلى اأن تح�صب باقي ق�صمة )1722  + 1 6. اح�صب باقي ق�صمة 

.n ≤ 30 لـ ( )nϕ 7. ا�صنع جدولً للقيم 

، حيث p عدد اأولي. ( )2pϕ 8. اح�صب 

، حيث p و q عددان اأوليان. ( )pqϕ 9. اح�صب 

10007 على 24. 10. ا�صتخدم تعميم اأويلر لمبرهنة فيرما في اإيجاد باقي ق�صمة 

في التمارين 11 اإلى 18،  �صف الحلول جميعها للمتطابقة المعطاة كما فعلنا في المثالين 14.20، و15.20.

2x ≡ 6  .11 )مقيا�س 4(

36x ≡ 15 .13 )مقيا�س 24(

39x ≡ 125 .15 )مقيا�س 9(

155x ≡ 75 .17 )مقيا�س 65(

22x ≡ 5 .12 )مقيا�س 15(

45x ≡ 15  .14 )مقيا�س 24(

41x ≡ 125 .16 )مقيا�س 9(

39x ≡ 52 .18 )مقيا�س 130(

. p مقيا�س (p – 2)! ا ≥ 3، ا�صتخدم تمرين 28 في اإيجاد باقي ق�صمة 19. ليكن p عددًا اأوليًّ

20. ا�صتخدم تمرين 28 في اإيجاد باقي ق�صمة !34 مقيا�س 37. 

21. ا�صتخدم تمرين 28 في اإيجاد باقي ق�صمة !49 مقيا�س 53.

22. ا�صتخدم تمرين 28 في اإيجاد باقي ق�صمة !24 مقيا�س 29.
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 مفاهيم

23. �صع اإ�صارة �صح اأو اإ�صارة خطاأ:

 . p والأولية a لكل الأعداد ال�صحيحة )p مقيا�س( a p – 1 ≡ 1    .اأ ������������������������

������������������������ ب.  a p – 1 ≡ 1 )مقيا�س p( لكل الأعداد ال�صحيحة a، حيث a ≢ 0 )مقيا�س p( و p عدد اأولي. 

. n +∈ ������������������������ ج�.  φ(n) ≤ n لكل 

n +∈ ������������������������ د.  φ(n) ≤ n – 1 لكل 

 .n والأولية بالن�صبة اإلى n هي الأعداد ال�صحيحة الموجبة الأقل من n ������������������������ ه�. عنا�ضر الوحدة  في 

n يكون دائمًا عن�ضر وحدة. ������������������������ و. حا�صل �ضرب عن�ضري وحدة في 

، يمكن اأن يكون عن�ضر وحدة. n ������������������������ ز. حا�صل �ضرب عددين كل منهما لي�س عن�ضر وحدة في 

n لي�س عن�ضر وحدة اأبدًا. ������������������������ ح. حا�صل �ضرب عن�ضر وحدة واآخر لي�س عن�ضر وحدة من 

������������������������ ط. كل تطابق ax ≡ b )مقيا�س p(، حيث p عدد اأولي لها حل.

������������������������ ي. افتر�س اأنّ d هو القا�صم الم�صترك الأكبر للعددين الموجبين a و m. اإذا كان d يق�صم b، فاإن التطابق 
ax ≡ b )مقيا�س m(، له بال�صبط d من الحلول غير المتطابقة.

. اأيُّ زمرةٍ من الرتبة 4 تماثل هذه الزمرة؟ 12 24. اكتب جدول ال�ضرب للزمرة ال�ضربية لعنا�ضر الوحدة في 

براهين مخت�ضرة

25. اأعطِ جملة واحدة موجزة لإثبات المبرهنة 1.20.

26. اأعطِ جملة واحدة موجزة لإثبات المبرهنة 8.20.

براهين

27. بيّن اأنّ 1 و p – 1 هما العن�ضران الوحيدان في الحقل ℤp، اللّذان لكل منهما المعكو�س ال�ضربي نف�صه. [م�ساعدة: حلّ 
.[.x2 – 1 = 0 المعادلة

ا،  28. با�صتخدام تمرين 27، اأثبت مبرهنة ويل�صون (Wilsons Theorem)، التي تن�س على اأنه اإذا كان p عددًا اأوليًّ
فاإن 1– ≡ !(p – 1) )مقيا�س p(. [الن�صف الآخر من المبرهنة ين�س على اأنه اإذا كان n عددًا �صحيحًا اأكبر من 1 

 n اإذا كان n مقيا�س (n – 1)! عدد اأولي. فقط فكّر: ماذا �صيكون باقي ق�صمة n ّفاإن )n مقيا�س( (n – 1)! ≡ –1 بحيث
ا].     لي�س عددًا اأوليًّ
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29 . ا�صتخدم مبرهنة فيرما في اإثبات اأنه لأيّ عدد �صحيح موجب n، العدد ال�صحيح

 n37 – n قابل للق�صمة على383838. [م�ساعدة: (2)(3)(7)(13)(19)(37) = 383838].

.n لأيّ عدد �صحيح موجب n37 – n 30 . بالعودة اإلى تمرين 29، اأوجد عددًا اأكبر من 383838 يق�صم
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 حقل خوارج الق�صمة للحلقة التامةالف�صل 21 
The Field of Qutients of an Integral Domain

�ضربــي،  معكو�ــس  لــه  فيهــا  �صفــري  غــير  عن�ــضر  كل  بحيــث  تامــة،  حلقــة  توافــرت  اإذا 
فهــي اإذن حقــل، مــع ذلــك، هنــاك الكثــير مــن الحلقــات التامــة، مثــل ℤ ل ت�صــكل حقــلًا، لكــن 
هــذه لي�صــت م�صكلــة كبــيرة؛ لأن الغر�ــس مــن الف�صــل هــو اإثبــات اأنّ اأيّ حلقــة تامــة يمكــن 
 جعلهــا محتــواة في حقــل محــدد، يطلــق عليــه ا�صــم حق���ل خ���وارج الق�ص���مة لحلق���ة تام���ة
(a field of quotients of the integral domain)، هذا الحقل �صيكون اأ�صغر حقل يحتوي 
الحلقــة التامــة، كما �صوف نبين، على �صبيل المثال: الأعداد ال�صحيحة محتواة في الحقل ℚ، الذي 
يمكــن التعبير عــن عنا�ضره على اأنها خوارج الق�صمــة للاأعداد ال�صحيحة، حيــث اإنّ بنيتنا لحقل 
خــوارج الق�صمــة لحلقة تامــة ت�صابه تمامًا بنيتنا للاأعــداد الن�صبية من الأعــداد ال�صحيحة، وهذه 
البنيــة موجــودة في اأيّ كتــاب لمبــادئ الريا�صيات اأو تفا�صــل وتكامل متقدم، ويعــدّ اإتمام هذا 
البنــاء اأف�صــل تمرين في ا�صتخدام تعريفات ومفهوم التماثل، التي �صنناق�صها ب�صيء من التف�صيل 
علــى الرغــم من اأنه ممــل، غير اأنه من الممكن اأن نجعل الدرا�صة ممتعــة باأن نتحرك في كل خطوة 

.ℤ من ℚ بالطريقة نف�صها التي نتحرك بها لبناء

البناء

خذ الحلقة التامة D، التي �صنحاول اأن نو�صعها اإلى حقل خوارج الق�صمة F. الخطوات المخت�ضرة 
المبا�ضرة التي �صنقوم بها هي على النحو الآتي:

نعرف عنا�ضر F كيف تكون.  .1

.F نعرف العمليتين الثنائيتين؛ الجمع وال�ضرب على  .2

العمليتين  هاتين  اإلى  بالن�صبة  حقل  هو   F اأنّ  لإثبات  كافة؛  الحقل  �ضروط  من  تحقق   .3
الثنائيتين.

اأثبت اأنّ F يحتوي D بو�صفها حلقة تامة جزئية منه.  .4

الخطوات 1، 2، 4 ممتعة جدًا، ولكن الخطوة 3 هي عمل روتيني طويل، �صنبداأ الآن بالبناء.

ل حا�صل ال�ضرب الديكارتي الخطوة )1(: افتر�س اأنّ D حلقة تامة معطاة، و�صكِّ

�صننظر اإلى الزوج المرتب (a, b) على اأنه يمثل �صكليًّا خارج الق�صمة (formal quotient a/ b)، اأي اإنه اإذا كان D = ℤ، فاإنّ 

 D × D ؛ ولذلك �صنقترح اأن نقل�سℚ اأما الزوج المرتّب (0 ,2) فلا يمثل اأيّ عن�ضر في ، 2
3

الزوج المرتب (3 ,2) �صيمثل لنا العدد 
قليلًا، افتر�س اأنّ S هي مجموعة جزئية من D × D معطاة بالعلاقة: 

   ما زالت S لي�صت هي حقلنا المن�صود؛ لأنه في الحقيقة عندما D = ℤ، فاإن الأزواج المرتبة المختلفة (different( من الأعداد 
 S ال�صحيحة، مثل (3 ,2) و(6 ,4) يمكن اأن تمثل العدد الن�صبي نف�صه  )لحقًا �صوف نعرف متى يمثل عن�ضران مختلفان في

ا العن�ضر نف�صه في F، اأو كما �صوف نرى، �صنعرف متى يكون عن�ضران في S متكافئين(.  فعليًّ
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العن�ضران (a, b) و (c, d) متكافئان في S (equivalent)، ويعبر عن ذلك بـ  (c, d) ~ (a, b)، اإذا 1.21 تعريف
▄                                                                                                        .ad = bc وفقط اإذا كان
لحظ اأنّ هذا التعريف معقول؛ لأنّ الخا�صية (c, d) ~ (a, b) هي المعادلة ad = bc، التي تحوي 

اأنّ هذه   ،D = ℤ ا في حالة اأي�صً عنا�ضر من D، وت�صمل عملية ال�ضرب المعلومة على D، لحظ 

؛ لأن (4)(3) = (6)(2)،  2
3

 = 4
6

c فمثلًا 
d

a و 
b

الخا�صية تعطينا التعريف الطبيعي للم�صاواة بين 

2 على اأنه يمثل خوارج الق�صمة كلها للاأعداد 
3

ويمكن اأن ينظر اإلى العدد الن�صبي الذي �صوف نعبر عنه بـ 

 . 2
3

ال�صحيحة، التي تخت�ضر  اإلى اأو تكافئ 

2.21 تمهيدية

البرهان

العلاقة ~ بين عنا�ضر من المجموعة S كما و�صفت في الأعلى، هي علاقة تكافوؤ.

يجب علينا  اأن نفح�س الخ�صائ�س الثلاثة لعلاقة التكافوؤ.

منعك�صة (Reflexive)  (a, b) ~ (a, b)  لأن ab = ba، لحظ اأنّ ال�ضرب على D اإبدالي.

متناظرة (Symmetric( اإذا كان (c, d) ~ (a, b)، فاإنّ ad = bc؛ ولأنّ ال�ضرب على D اإبدالي، 
.(c, d) ~ (a, b) ّوعليه، فاإن ،cb = da ّنجد اأن

 .cs = dr و ad = bc فاإن ،(c, d) ~ (r, s) و (a, b) ~ (c, d) اإذا كان )Transitive) متعدية
با�صتخدام هذه العلاقات وحقيقة اأنّ ال�ضرب على D اإبدالي نجد اأنّ: 

asd = sad = sbc = bcs = bdr = brd

والآن لأنّ d ≠ 0 و D حلقة تامة، فيمكننا ا�صتخدام قانون الحذف، وهذه هي الخطوة الأهم،  
   .(a, b) ~ (r, s) ؛ لذلك، فاإنas = br صتوؤول اإلى العلاقة� asd =  brd وعليه، فاإن العلاقة

با�صتعرا�س المبرهنة 22.0 نعلم الآن اأنّ ~  تجزِّئ المجموعة S اإلى �صفوف تكافوؤ، ولتجنب 
 (a, b) بدلً من [(a, b)] و�صع خطوط عر�صية طويلة فوق تعبيرات ممتدة، �صوف ن�صتخدم
للتعبير عن �صف التكافوؤ لـ (a, b) في S تحت العلاقة ∽، و�صننهي الخطوة 1 الآن بتعريف 
المجموعة F على اأنها المجموعة التي تحوي �صفوف التكافوؤ كلها [(a, b)] لـ  

الخطوة )2(: التمهيدية المقبلة �صتخدمنا بتعريف الجمع وال�ضرب على F، لحظ اأنه اإذا كان     
D = ℤ و [(a, b)] هو ℚ∍(a/b)، فاإن التعريف المقبل يقدم لنا عمليات الجمع وال�ضرب 

 .ℚ العادية على
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اإذا كان [(a, b)] و [(c, d)] في F، فاإنّ المعادلت: 3.21 تمهيدية 

و 

.F تعطي عمليات ح�صنة التعريف للجمع وال�ضرب على

 لحظ اأولً اأنه اإذا كان [(a, b)] و [(c, d)] في F، فاإن (a, b) و (c, d) في S، ما يعني b ≠ 0البرهان
وd ≠ 0؛ لأنّ D حلقة تامة، فاإن ،bd ≠ 0 ما يعني اأنّ كلاًّ من )ad + bc , bd( و (ac, bd) في 
S. )لحظ اأنّ اأهم حقيقة ا�صتخدمناها هي: اأنّ D لي�س فيها قوا�صم لل�صفر(، وهذا يعني اأنّ الجانب 

.F الأيمن – على الأقل – في كلتا المعادلتين يقع في

بقي علينا اأن نبيّن اأنّ الجمع وال�ضرب المعرف على F ح�صن التعريف، وهذا يعني اأنه يجب علينا 
F. لإنهاء هذا  S، فاإن النتيجة نف�صها �صتظهر في  اآخرين من  اإذا تّم اختيار ممثلين  اأنه  اأن نبين 

، علينا اأن نثبت اأن الأمر، افتر�س اأن  و 

و

، وهذا يوؤدي اإلى  ، ما يعني اأنّ  الآن، 

بالأ�صلوب نف�صه   يوؤدي اإلى

 ، للح�صول على »مقام م�صترك« للاأزواج المرتبة الأربعة     
، ثم باإ�صافة المعادلتين الناتجتين اإلى  ون�ضرب المعادلة الأولى بـ  والمعادلة الثانية بـ 

:D بع�صهما نح�صل على المعادلة الآتية في

ثم با�صتخدام الم�صلمات المختلفة على الحلقة التامة نرى اأنه: 
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البرهان

لذلك، فاإنّ:

، وبهذا ننتهي من الجمع على  ما يوؤدي اإلى اأنّ  
F، اأمّا بالن�صبة اإلى ال�ضرب على F، فب�ضرب المعادلتين  و  ببع�صهما 

نح�صل على: 

وهذا يوؤدي اإلى: 
(a1c1, b1d1) ~ (ac, bd)

          .وهكذا يكتمل الإثبات ، اأي اإنّ 

من المهم اأن نفهم معنى التمهيدية ال�صابقة واأهمية اإثباتها، وعندها تكتمل الخطوة )2(.  

الخطوة )3(: تعدّ الخطوة 3 خطوة روتينية، ولكن من الجيد لنا اأن نقوم بهذه الخطوة ب�صيء 
من التف�صيل، اإذ ل ن�صتطيع اأن نقوم بها اإل اإذا كنا قد فهمنا ما قمنا به �صابقًا؛ ولذلك، فاإنّ 
قيامنا بهذه الخطوة �صيعزز فهمنا لهذا البناء، �صن�صع قائمة بالأ�صياء التي يجب اأن نثبتها، 

حيث �صنثبت بع�صها، ونترك البقية للتمارين. 
1. الجمع في F اإبدالي.

ا با�صتخدام  با�صتخدام تعريف الجمع [(c, d)] + [(a, b)] هو [(ad + bc, bd)]، اأي�صً
تعريف الجمع [(a, b)] + [(c, d)] هو [(cb + da, db)]. نحتاج اإلى اأن نبيّن اأنّ 

، ولكنه �صحيح، لأنه با�صتخدام الم�صلمات على D، فاإنّ 
                                                                                       .bd = db و ad + bc = cb + da

2. الجمع عملية تجميعية.

.F 3. [(1 ,0)] هو العن�ضر المحايد لعملية الجمع على

.F في [(a, b)] 4.  هو المعكو�س الجمعي لـ

5. ال�ضرب على F عملية تجميعية.

6. ال�ضرب على F اإبدالي.

.F 7. قانونا التوزيع متحققان في

.F 8. [(1 ,1)] هو العن�ضر المحايد لعملية ال�ضرب على
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 [(b, a)] و D في a ≠ 0 9. اإذا كان  لي�س العن�ضر المحايد في عملية الجمع، فاإن
.[(a, b)] هو المعكو�س ال�ضربي لـ

. اإذا كان a = 0، فاإنّ:البرهان لتكن 

لذلك،

وهذا يعني اأنّ [(0, 1)] = [(a, b)]، ولكن با�صتخدام الفقرة الثالثة، فاإن [(1 ,0)] هو العن�ضر 
 ،F لي�س العن�ضر المحايد لعملية الجمع في [(a, b)] المحايد لعملية الجمع، ما يعني اأنه اإذا كان

.F في [(b, a)] وبهذا، فاإنه من المعقول الحديث عن ،a ≠ 0 ّفاإن

، ولكن  ab = ba  في D، وهذا يعني والآن، 

 1 = (ba) 1 (ab)، و 

لذلك، 

                                            .و [(1 ,1)] هو العن�ضر المحايد لعملية ال�ضرب كما في الفقرة الثامنة

وهذا ينهي الخطوة 3
اأنه  نو�صح  اأن  علينا  الأمر،  هذا  نبين  ولكي   ،D تحوي   F اأنّ  نبيّن  اأن  علينا  بقي   :)4( الخطوة 
 i اإلى  بالن�صبة   D �صورة  ت�صمية  اأعدنا  فاإذا   ،F من  جزئية  تامة  وحلقة   D بين   i تماثل  يوجد 
با�صتخدام اأ�صماء العنا�ضر في D، فنكون قد انتهينا، التمهيدية المقبلة �صتقدم لنا هذا التماثل، 
حيث �صن�صتخدم الحرف i في هذا التماثل اإ�صارة اإلى دالة الواحد لواحد )انظر اإلى الهام�س �صفحة 

 .F داخل D 4(؛ �صنحقن

،  تماثل بين D وحلقة جزئية من F.  4.21 تمهيدية  الدالة   المعطاة  بالعلاقة 
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لـ a و b في D فاإن: البرهان

كذلك:

. اإ�صافة اإلى ذلك، لذلك، فاإن: 

بينما 

 . لذلك، 
، فاإن  بقي علينا اأن نثبت فقط اأن i هو واحد لواحد، فاإذا كان 

لذلك،  يعني اأنّ a1 = 1b؛ ما يعني اأنّ 
a = b

                                .F حلقة تامة جزئية من i[D] ،وبالطبع ،i[D] اإلى D تماثل من i ّاأي اإن

       لأن  متحقق ب�صورة 
وا�صحة في F، فاإننا نكون قد اأثبتنا المبرهنة المقبلة.

اأي حلقة تامة D يمكن تو�صيعها اإلى )اأو طمرها في( حقل F، بحيث كل عن�ضر في F يمكن التعبير 5.21 مبرهنة    
.)D ي�صمى حقل خارج الق�صمة على F هذا الحقل( .D عنه بو�صفه خارج ق�صمة عن�ضرين في

(Uniqueness) الوحدانية

قلنا في البداية اإنّ F يمكن اأن يعدّ اإلى حد ما اأ�صغر حقل يحتوي D، وهذا الأمر مح�صو�س؛ لأن 
، حيث b ≠ 0، تثبت لنا  كل حقل يحوي D، فلا بدّ اأن يحوي العنا�ضر a/ b لكل 

 ،D ا، بو�صفه حقلًا خارج الق�صمة على المبرهنة المقبلة اأنّ كل حقل يحوي D  يحوي حقل جزئيًّ
ا، اأنّ اأيّ حقلي خارج ق�صمة على D متماثلان. وتثبت اأي�صً

ليكن F حقلًا خارج ق�صمة على D، وليكن L اأيّ حقل يحوي D، فتوجد دالة   6.21 مبرهنة
 .a ∈ D  حيث   لكل ،L مع حقل جزئي من F تعطي تماثلًا لـ
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الحقل الجزئي والر�صم التخطيطي في �صكل7.21 قد ي�صاعدك على ت�صور الو�صع لهذه المبرهنة.البرهان

b، على  D∈ a على  D∈ F تعني خارج ق�صمة  ، حيث   a bF �صورة اأيّ عن�ضر في F هي: 

، حيث اإنّ   a bL a  ب�صورة غامرة مع  bF اأن تعدّ اأنها عنا�ضر في F، ونريد بالطبع اأن نربط 

التعريف.L يعني خارج ق�صمة عنا�ضر من L، اإذ �صيكون العمل الرئي�س اإثبات اأنّ مثل هذه الدالة ح�صنة 

علينا اأن نعرف ψ: F ⟶ L، و�صنبداأ بتعريف

a D∈ ψ(a) ⟶ a لـ 

a  للعن�ضرين a و b ≠ 0 ،b، من D، لنحاول اأن  bF x هو خارج ق�صمة  F∈ كل عن�ضر 
: نعرف ψ بـ 

 يجب اأن نبيّن اأنّ هذه الدالة ψ منطقية وح�صنة التعريف؛ ولأن ψ محايد على D، لـ b ≠ 0، فاإن
ψ(b) ≠ 0؛ لذلك، فاإنّ: تعريفنا لـ   بـ   منطقي. اإذا كان   

 ،D محايد على ψ لكن لأن ، في F، فاإن ad = bc في D؛ لذلك،

  و  

لذلك،

 

في L، ما يعني اأنّ ψ ح�صن التعريف.
المعادلتان 

ال�صكل 7.21
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و 

.D محايدة على ψ ّومن خلال حقيقة اأن ،F على ψ متحققتان ب�صهولة من خلال تعريف

، فاإن: اإذا كان 

لذلك،

/ وهذا يعني اأن ψ واحد  /F Fa b c d= لأن ψ محايدة على D، ن�صتنتج اأنّ ad = bc، لذلك  
لواحد.

                                                                                  .   a D∈ من التعريف،  ψ (a) = a لكل 
كل حقل L يحوي الحلقة التامة D، فاإنه يحوي حقل خارج الق�صمة على D.8.21 نتيجة

في اإثبات المبرهنة 6.21 كل عن�ضر في الحقل الجزئي ψ [F] من L، هو خارج الق�صمة في L البرهان
                                                                                                                    .D لعنا�ضر

اأيّ حقلي خارج ق�صمة للحلقة التامة D متماثلان.                           9.21 نتيجة
افتر�س -كما في المبرهنة 6.21- اأنّ L هو حقل خارج الق�صمة لـ D؛ لذلك، فاإن كل عن�ضر x في L البرهان

، فاإن L هو الحقل ψ [F] كما في برهان  ,a b D∈ ، حيث   a bL يمكن اأن يُعبرَّ عنه على �صورة 
                                                                                             .F المبرهنة 6.21، وهو بهذا يماثل
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■ تمارين 21 

ح�صابات 

1. �صف حقل خارج الق�صمة F للحلقة التامة الجزئية: 

من ℂ. "�صف" تعني اكتب عنا�ضر ℂ التي ت�صنع حقل خارج الق�صمة D في ℂ . )عنا�ضر D ت�صمى الأعداد ال�صحيحة 
لجاو�س(. 

2. �صف )كما في التمرين 1( حقل خارج الق�صمة F للحلقة الجزئية التامة: 

 . ℝ في  

مفاهيم 

اإلى ت�صحيح- بحيث يكون قابلًا  اإذا احتاج  الكتاب-  اإلى  3. �صحّح تعريف الم�صطلح المكتوب بخط مائل دون الرجوع 
للن�ضر. 

حقل خارج الق�سمة للحلقة التامة D هو الحقل F، الذي يمكن اإدخال D فيه، بحيث كل عن�ضر غير �صفري من D هو 
 .F عن�ضر وحدة في

4. �صع اإ�صارة �صح اأو اإ�صارة خطاأ:

 .ℤ حقل خارج الق�صمة لـ ℚ .اأ ��������������������������������

 .ℤ حقل خارج الق�صمة لـ ℝ .ب ��������������������������������

 .ℝ حقل خارج الق�صمة لـ ℝ .�ج ��������������������������������

 .ℝ حقل خارج الق�صمة لـ ℂ .د ��������������������������������

 .D يماثل D حقلًا، فاإن اأيّ حقل خارج ق�صمة على D ه�. اإذا كان ��������������������������������

 F ل يوجد فيه قوا�صم لل�صفر ا�صتخدمت بقوة مرات عدة في بناء حقل خارج الق�صمة D ّو.  حقيقة اأن ��������������������������������
 .D للحلقة التامة

 .D على F هو عن�ضر وحدة في حقل خارج الق�صمة ،D ز. كل عن�ضر في الحلقة التامة ��������������������������������

 .D على F هو عن�ضر وحدة في حقل خارج الق�صمة ،D ح. كل عن�ضر غير �صفري في الحلقة التامة ��������������������������������

ا  �������������������������������� ط.  حقل خارج الق�صمة 'F للحلقة التامة الجزئية 'D من الحلقة التامة D يمكن اأن يعدّ حقلًا جزئيًّ
.D لحقل خارج الق�صمة على
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 .ℚ يماثل ℤ ي. كل حقل خارج ق�صمة على ��������������������������������

ا حقل  ا 'D من حلقة تامة D. يمكن اأن يكون اأي�صً ح بمثال اأنّ حقل خارج الق�صمة 'F على حلقة تامة جزئية فعليًّ 5. و�صِّ
 .D خارج الق�صمة على

براهين

6. اأثبت الفرع الثاني للخطوة 3. يمكنك ا�صتخدام اأيّ فرع �صابق في الخطوة 3. 

7. اأثبت الفرع الثالث للخطوة 3. يمكنك ا�صتخدام اأيّ فرع �صابق في الخطوة 3. 

8. اأثبت الفرع الرابع للخطوة 3. يمكنك ا�صتخدام اأيّ فرع �صابق في الخطوة 3. 

9. اأثبت الفرع الخام�س للخطوة 3. يمكنك ا�صتخدام اأيّ فرع �صابق في الخطوة 3. 

10. اأثبت الفرع ال�صاد�س للخطوة 3. يمكنك ا�صتخدام اأيّ فرع �صابق في الخطوة 3. 

11. اأثبت الفرع ال�صابع للخطوة 3. يمكنك ا�صتخدام اأيّ فرع �صابق في الخطوة 3

12. لتكن R حلقة اإبدالية غير �صفرية، ولتكن T مجموعة جزئية غير خالية من R مغلقة بالن�صبة اإلى ال�ضرب، ول تحوي 
ال�صفر ول قوا�صم له. ابداأ بـ R × T، واإل اتبع بال�صبط طريقة البناء في هذا الف�صل، يمكننا اأن نبين اأنّ الحلقة R يمكن 
تو�صيعها اإلى حلقة جزئية لخوارج الق�صمة )Q )R, T( )Partial ring of quotients، فكر في هذا مدة 15 دقيقة، اأو 

راجع البناء؛ لترى اأنّ الأمور ما زالت تعمل. بوجه خا�س، و�صح ما ياأتي: 

أ. )Q )R, T يملك العن�ضر المحايد حتى لو اأنّ R ل تملك. 

ب. في )Q )R, T، كل عن�ضر غير �صفري في T عن�ضر وحدة. 

13. اأثبت با�صتخدام تمرين 12 اأنّ كلّ حلقة اإبدالية غير �صفرية تحوي عن�ضر a لي�س من قوا�صم ال�صفر، يمكن تو�صيعها 
اإلى حلقة اإبدالية تحوي العن�ضر المحايد. قارنه بتمرين 30 في الف�صل 19.

؟  14. بالرجوع اإلى تمرين 12، ما عدد عنا�ضر الحلقة 

، عن طريق و�صف حلقة جزئية من ℝ تماثلها.  15.  بالرجوع اإلى تمرين 12، �صف الحلقة  

، عن طريق و�صف حلقة جزئية من ℝ تماثلها.  16. بالرجوع اإلى تمرين،12 �صف الحلقة 

17. بالرجوع اإلى تمرين 12، افتر�س اأننا اأ�صقطنا �ضرط اأنّ T ل توجد فيها قوا�صم لل�صفر، واأبقينا فقط على اأن T لي�صت 
خالية، ول تحوي 0، ومغلقة بالن�صبة اإلى ال�ضرب، اإذ اإن محاولة تو�صيع R اإلى حلقة اإبدالية تحوي العن�ضر المحايد، 

بحيث كل عن�ضر غير �صفري في T هو عن�ضروحدة، يجب اأن تف�صل اإذا حوت T عن�ضًرا من قوا�صم ال�صفر؛ لأن قا�صمًا 
لل�صفر ل يمكن  اأن يكون عن�ضر وحدة، حاول اأن تكت�صف اأنه اإذا بداأت بـ R × T، فاأين اأول م�صكلة �صتقع لهذا البناء 

ح اأول �صعوبة تظهر. [م�ساعدة: اإنها  الموازي للبناء الذي في هذا الكتاب؟ بوجه خا�س، لـ  و =T، و�صّ
في الخطوة 1]. 
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حلقات كثيرات الحدود Rings of Polynomialsالف�صل 22 

كثيرات الحدود في غير معين

الكل يملك فكرة عملية عما تعنيه كثيرة حدود في x، حيث المعاملات من الحلقة R، ون�صتطيع 
ن كيف نجمع ون�ضرب كثيرات حدود، اإ�صافة اإلى اأننا نعلم ما تعنيه درجة كثيرة حدود،  اأن نخمِّ
ونتوقع اأنّ المجموعة من كثيرات الحدود، حيث المعاملات من الحلقة R نف�صها هي حلقة تحت 
، وعلى الرغم  عمليات الجمع وال�ضرب العتيادية على كثيرات الحدود، و R حلقة جزئية من 
من ذلك، �صنتعامل مع كثيرات الحدود بطريقة مختلفة عن الأ�صلوب المتبع في الجبر في مرحلة 

الدرا�صة الثانوية اأو في التفا�صل والتكامل، اإذ اإنّ هناك اأ�صياء قليلة نريد اأن نقولها. 
      في المقام الأول، �صن�صمي x غير معين )indeterminate( بدلً من متغير، افتر�س- على 
التي   ،1x هي  الحلقة   في  الحدود  كثيرات  واإحدى   ،ℤ المعاملات  حلقة  اأنّ  المثال-  �صبيل 
الآن  من  لذلك،  ؛  من  اآخر  عن�ضر  اأيّ  اأو   2 اأو   1 لي�صت   x فاإنّ  والآن،   ،x بب�صاطة  �صنكتبها 
اأخرى،  كما كنا نفعل في مقررات درا�صية   ”x= 2“ اأو   ”x= 1“ اأ�صياء مثل  ف�صاعدًا لن نكتب 
مثل  تعبيًرا  نكتب  لن  كذلك  التغيير،  هذا  على  نوؤكد  متغير، كي  بدلً من  x غير معين   و�صن�صمي 
، فنحن معتادون  “x2 -4= 0”؛ لأنه بب�صاطة: x2- 4 لي�س كثيرة الحدود ال�صفرية في حلقتنا 
و�صنم�صي الكثير من الوقت فيما تبقى من كتابنا  في الحديث عن “حلّ معادلة كثيرة حدود”، 

للحديث عن هذا الأمر، اإلّ اأننا �صن�صير اإليه بـ “اإيجاد �صفر كثيرة الحدود”. 
نحاول باخت�صار اأن نكون حري�صين في مناق�صتنا للتركيبات الجبرية، على األ نقول في �صياق 

ما: اإن هناك اأ�صياء مت�صاوية، وفي �صياق اآخر: اإنها غير مت�صاوية. 

■ نبذة تاريخية

ديكارت  رينيه  خلال  من  المعين  غير  لتمثل  الهجائية  الأحرف  نهاية  من  اأخرى  وحروف   x ا�صتخدام  كان 
 )Francios Viete 1540- 1603) ا�صتخدم فران�صيو�س فايت  (Rene'Descartes 1596- 1650(، وقبل ذلك 
ظهور  اأول  عن  م�صوؤولً  ديكارت  كان  فقد  المعلومة،  للكميات  ال�صاكنة  والأحرف  المعينات  لغير  العِلَّة  اأحرف 
كتابه في  ملحقًا  بو�صفه  ن�ضر  الذي   ،)The Geometry) “الهند�صة”  بحثه  في   )3.23 )نتيجة  العامل   لمبرهنة 
التحليلية؛ حيث  الهند�صة  اأول ظهور لمفاهيم  ا  اأي�صً العمل  (1637( (Discourse on Method)، وقد حوى هذا 

ا.  اأو�صح ديكارت كيف يمكن و�صف المنحنيات الهند�صية جبريًّ
ولد ديكارت لعائلة غنية في لهاي في فرن�صا؛ ولأن �صحّته كانت دائمًا غير م�صتقرة، اأ�صبحت عنده عادة  اأن يم�صي نهاره في 
ال�ضرير، في هذه الأوقات اأنهى معظم عمله الخ�صب ،(Discourse on Method( وهي محاولة منه لإظهار الإجراءات 
المميزة  لـ “البحث عن الحقيقة في العلوم”، كانت الخطوة الأولى في هذا العمل، رف�س كل �صيء فيه قليل من ال�صك وعدّه 
اأنا  فقد و�صع المبداأ الأول في الفل�صفة: “اأنا اأفكر اإذن  ر هو “�صيء”،  خطاأً مطلقًا، ولكن لأنه من ال�ضروري اأنَّ من يفكِّ
موجود”، واأهم الأجزاء التي تّم ت�صليط ال�صوء عليها في كتابه (Discourse on Method( كانت ثلاثة ملاحق، هي 
: الب�ضريات، والهند�صة، وعلم الأحوال الجوية، وفي الواقع قدّم ديكارت في هذه الملاحق اأمثلة على كيفية تطبيقه لطريقته. 

ومن اأهم الأفكار التي اكت�صفها ديكارت في عمله ون�ضرها: قانون الجيب لنعكا�س ال�صوء، واأ�ص�س مبرهنة المعادلت، 
والتف�صير الهند�صي لقو�س المطر. 

دُعيَ ديكارت اإلى �صتوكهولم عام 1649م من قبل كر�صتينا ملكة ال�صويد؛ لتعليمها، ول�صوء الطالع، طلبت منه الملكة 
اأن ي�صحو في �صاعات ال�صباح الباكر، وذلك عك�س عادته القديمة المتاأ�صلة معه، ثمّ اأُ�صيب بعدها بوقت ق�صير بمر�س 

ذات الرئة، وتوفي عام 1650م. 
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       اإذا كان هناك �صخ�س ل يعلم �صيئًا عن كثيرات الحدود، فلي�س بالأمر ال�صهل و�صف طبيعة 
كثيرة حدود في x بدقة، حيث المعاملات من الحلقة R، فاإذا عرّفنا كثيرة حدود بالمجموع 

)Finite Formal Sum( ال�صكلي المنتهي

 0+ a1x + 0 x20 و+a1x فاإننا ن�صع اأنف�صنا في م�صكلة ب�صيطة، بالتاأكيد ،ai ∈ R حيث
مختلفان بالمجموع ال�صكلي، ولكننا �صنعدّهما كثيرة الحدود نف�صها. الحل العملي لهذه الم�صكلة 

 )infinite formal Sum( يكمن في تعريف كثيرة الحدود بالمجموع ال�صكلي اللانهائي

0 1
0

... ...,i n
i n

i
a x a a x a x

∞

=

= + + + +∑

حيث كل ai = 0 عدا عدد منتهٍ من قيم i، ل م�صكلة الآن  بوجود اأكثر من مجموع �صكلي يمثل 
كثيرة حدود واحدة.

لتكن R حلقة، تُعرّف كثيرة الحدود (f(x) )polynomial حيث المعاملات من R على اأنها 1.22 تعريف 
المجموع ال�صكلي اللانهائي 

0 1
0

... ...,i n
i n

i
a x a a x a x

∞

=

= + + + +∑
   (coefficients) هي معاملات ai .i عدا عدد منتهٍ من قيم ai = 0 وكل ،ai∈ R حيث

f(x)، فاإذا كان لبع�س i ≥ 0 �صحيح اأنه ai ≠ 0، فاإنّ اأكبر قيمة i لها هذه الخا�صية ت�صمى 
درجة (f(x) )degree، واإذا كان كل ai = 0، فاإن درجة f(x) غير معرفة1.                              ■

f(x)=a0+a1x+…+anx فيها 
n+… ولتب�صيط العمل مع كثيرات الحدود، نفتر�س اأنه اإذا كانت

a0 + a1x +…+ anx، كذلك اإذا وجد في R عن�ضر 
n بـ  f(x) فيمكننا اأن نرمز لـ ،i >n لـ ai=0

محايد 0 ≠ 1، ف�صنكتب الحدّ 1xK في اأيّ مجموع على ال�صكل xK، على �صبيل المثال: في   
�صنكتب كثيرة الحدود 1x +2 بـ x+2. اأخيًرا، �صنوافق على اأنه يمكننا حذف 0xi اأو a0 اإذا كان 
a0 = 0 من المجموع ال�صكلي، ولكن لي�س كل ai= 0؛ لذلك، x ،2 ،0 و x2+2 هي كثيرات حدود 

. اأي عن�ضر في R هو كثيرة حدود ثابتة.  معاملاتها من 
الجمع وال�ضرب على كثيرات الحدود التي معاملاتها من الحلقة R معرفة بطريقة ماألوفة لدينا، 

اإذا كان: 

0 1( ) ... ...n
nf x a a x a x= + + + +

 و

0 1( ) ... ...,n
ng x b b x b x= + + + +

فاإن جمع كثيرات الحدود هو: 

1  تعرف درجة كثيرة الحدود ال�صفرية في بع�س الأحيان بـ 1-، وهو اأول عدد �صحيح اأقل من 0، اأو تعرف بـ ∞− لذلك، فاإن درجة 
 g(x) و f(x)  �صتكون مجموع رتب  g(x) و f(x)  اإذا كان اأحدهما �صفرًا.
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 ،cn= an+ bn حيث ، 0 1( ) ( ) ... ...n
nf x g x c c x c x+ = + + + +

و�ضرب كثيرات الحدود هو:   

 . 0

n
n i n ii

d a b −=
=∑ ، حيث  0 1( ) ( ) ... ...n

nf x g x d d x d x= + + + +  

لحظ اأنَّ ci و di كلاهما �صفر، اإل لعدد منتهٍ من قيم i؛ لذلك، فاإن كلا التعريفين لهما معنى، 

، اإذا كانت R غير اإبدالية،  0

n
i n ii

b a −=∑ 0  ممكن األ ي�صاوي 

n
i n ii

a b −=∑ ولحظ اأن

وبا�صتخدام تعريفي الجمع وال�ضرب �صيكون عندنا المبرهنة الآتية: 

المجموعة  من كثيرات الحدود في غير المعين x، والمعاملات من الحلقة R هي حلقة تحت 2.22 مبرهنة
جمع و�ضرب كثيرات الحدود، اإذا كانت R اإبدالية، فاإن  كذلك، واإذا كانت R تحوي العن�ضر 

 . المحايد 0 ≠ 1، فاإن 1 هو العن�ضر المحايد في 

من الوا�صح اأنّ  زمرة اإبدالية،  وكذلك فاإن قانون التجميع على عملية ال�ضرب وقانوني البرهان 
ال�صيء، حيث �صنو�صح بتقديم برهان قانون  التوزيع مبا�ضران، ولكن الح�صابات مرهقة بع�س 

التجميع. 

بتطبيق م�صلمات الحلقة على ai,bj,ck ∈ R نح�صل على: 

0 0 0 0 0 0

0 0 0
                                                      

       

n
i j k n k

i i k i n i k
i j k n i k

s n
s

i n i s n
s n i

a x b x c x a b x c x

a b c x

∞ ∞ ∞ ∞ ∞

−
= = = = = =

∞

− −
= = =

           =           
            

  =   
  

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

0

0 0 0

                                              

                                                     

                               

s
i j k

s i j k s

s m
s

s m j m j
s m j

a b c x

a b c x

∞

= + + =

∞

− −
= = =

 
=  

 
  

=   
   

∑ ∑

∑ ∑ ∑

0 0 0

0 0 0

                     

                                                  

m
i m

i j m j
i m j

i j k
i j k

i j k

a x b c x

a x b x c x

∞ ∞

−
= = =

∞ ∞ ∞

= = =

   =    
     

     =      
      

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

j

Abstract 1_Book.indb   262 3/4/2014   9:33:42 AM

o b e i k a n d l . c o m



الوحدة الرابعة الف�صل 22: حلقات كثيرات الحدود  263

        التعبير الرابع له علامتا جمع، ويجب اأن يرمز لقيمة حا�صل ال�ضرب الثلاثي
  f(x)g(x)h(x) لكثيرات الحدود هذه مع ال�ضرب التجميعي. )بالأ�صلوب نف�صه نرمز

.)hو g ،f للدوال الثلاث )f o g o h( )x( بقيمة التركيب التجميعي f(g(h(x))) لـ

يمكن اإثبات قانوني التوزيع ب�صورة م�صابهة )انظر تمرين 26(. 

اأو�صحت الملاحظات التي �صبقت ن�س المبرهنة اأنّ   حلقة اإبدالية اإذا كانت R اإبدالية، 
، من خلال تعريف ال�ضرب على  والعن�ضر المحايد 0 ≠ 1 في R هو العن�ضر المحايد لـ 

                                                                                                                                            .

لذلك، فاإن  هي حلقة كثيرات الحدود لغير المعين x، حيث المعاملات �صحيحة،  هي 
حلقة كثيرات الحدود في x، حيث المعاملات ن�صبية، وهكذا. 

في  لدينا: 3.22 مثال

، نجد اأن:  ما زلنا نعمل في 

p                 ( 1) ( 1) (1 1) (1 1) 0 0 0.x x x x+ + + = + + + = + =

، وهي حلقة كثيرات  اإذا كانت R حلقة وx وy غير معينين، فاإنه يمكن ت�صكيل الحلقة 
الحدود في y والمعاملات كثيرات الحدود في x، وكل كثيرة حدود في y حيث معاملاتها كثيرات 
x، حيث معاملاتها  لتكون كثيرة حدود في  اإعادة كتابتها بطريقة طبيعية  x، يمكن  حدود في 
كثيرات حدود في y كما يو�صح تمرين 20، هذا يوؤدي اإلى اأنّ  تماثل طبيعي   

على الرغم من اأنّ الإثبات الدقيق ممل.

الحلقة   عن  نعبر  و�صوف  بينهما،  الطبيعي  التماثل  با�صتخدام  الحلقتين  هاتين  نعرف  �صوف 
 .R والمعاملات من yو x بحلقة كثيرات الحدود بغير المعنيين 

R تعرف  xi والمعاملات من  n من غير المعينات  الحلقة   لكثيرات الحدود في 
ب�صورة م�صابهة. 

          �صنترك لتمرين 24 اإثبات اأنه اإذا كانت D حلقة تامة، فاإن  حلقة تامة، وبوجه خا�س، 
اإذا كان F حقلًا، فاإن  حلقة تامة، لحظ اأنّ  لي�س حقلًا؛ لأن x لي�س عن�ضر وحدة في 
، اأي اإنه ل توجد كثيرة حدود  ∋f(x)، حيث xf(x) = 1، وبا�صتخدام المبرهنة21.5 
عنه  يُعبّر  اأن  يمكن  في   عن�ضر  فاأي  لـ،   F(x) الق�صمة  خارج  حقل  تركيب  يمكن 
g(x) ≠ 0، وب�صورة م�صابهة نعرف ، حيث  f(x)/g(x) لكثيرتي حدود في   بخارج الق�صمة 

، هذا الحقل 1,  ..., xnF x    F(x1, …, xn ) ليكون حقل خارج الق�صمة لـ 

 F (x1, …, xn) هو حقل الدوال الن�صبية في n من غير المعينات على F. ولهذه الحقول وظيفة 
مهمة في الهند�صة الجبرية. 

ت�صاكلات التعوي�ص 

نحن الآن م�صتعدون لموا�صلة تو�صيح كيفية ا�صتخدام الت�صاكلات في درا�صة ما ن�صير اإليها دائمًا 
با�صم )معادلة كثيرة حدود(، لتكن E وF حقولً، حيث F حقل جزئي من E، اأي اإن F≤ E، وتوؤكد 
اأ�صا�صية لأكثر ما  اأدوات  التي �صتكون   ،E اإلى  المبرهنة المقبلة توافر ت�صاكلات مهمة من  

تبقى من هذا العمل.  
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4.22 مبرهنة

البرهان

،E عن�ضًرا في  𝛼𝛼 وليكن ،E ا من  )الت�صاكلات التعوي�صية لمبرهنة الحقول(: ليكن F حقلًا جزئيًّ
وx غير معين. الدالة  معرفة بـ 

 حيث   هي ت�صاكل من  اإلى E. كذلك 

. الت�صاكل  هو تعوي�س   a F∈ ا بالدالة المحايدة، اأي اإنّ  لـكل  و  ينقل F تماثليًّ
   .𝛼𝛼 �ل

الحقل الجزئي والمخطط الدالي في �صكل5.22 قد ي�صاعدنا على ا�صتي�صاح هذا الو�صع. 

الخطوط المتقطعة التي ت�صير اإلى عن�ضر في المجموعة المبرهنة هي ا�صتنتاج مبا�ضر   

 ال�صكل 5.22

، والدالة  ح�صنة التعريف، اأي اإنها ل تعتمد على  لتعريفاتنا للجمع وال�ضرب على 
تمثيلنا لـ   بالمجموع المنتهي 

0 1 ... n
na a x a x+ + +

لأن المجموع المنتهي الذي يمثل  f(x)  يمكن تغييره فقط باإ�صافة الحدود 0xi اأو اإلغائها، التي 
. توؤثر في قيمة 

 ، 0 1 0 1( ) ... , ( ) ...n m
n mf x a a x a x g x b b x b x= + + + = + + + اإذا: 

 ، و 
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فاإن:            

بينما:

 : با�صتخدام تعريف الجمع على كثيرات الحدود فاإن ci= ai + bi، نرى اأنَّ
ϕ𝛼𝛼 (f(x)+ g(x)) = ϕ𝛼𝛼 (f(x)) + ϕ𝛼𝛼 (g(x))

وبالرجوع اإلى ال�ضرب نرى اأنه اإذا 
                                

فاإن: 
                                         

بينما: 

 : ، نرى اأنَّ
0

j
j i j ii

d a b −=
=∑ وبا�صتخدام تعريف ال�ضرب على كثيرات الحدود 

لذلك ϕ𝛼𝛼  ت�صاكل. 

 ،a∈ F وكما هي معرفة على كثيرة الحدود الثابتة            ،  حيث  ϕ𝛼𝛼𝛼بتطبيق 
ا بو�صفها دالة محايدة، ومرة اأخرى با�صتخدام  ؛ لذلك،ϕ𝛼𝛼 تنقل F تماثليًّ يعطي 

تعريف،ϕ𝛼𝛼 فاإنّ: 

                                                               

ن�صير اإلى اأنّ هذه المبرهنة متحققة، وبالإثبات نف�صه اإذا كانت F و E فقط حلقتين اإبداليتين مع 
توافر العن�ضر المحايد بدلً من حقلين، ومع ذلك، �صنهتم ب�صورة رئي�صة في حالة اأنهما حقلان.

من ال�صعب تاأكيد اأهمية هذه المبرهنة، فهي اأ�صا�صية للاأعمال المقبلة كلها في مبرهنة الحقول، 
ا، بحيث يمكن تبرير ت�صميتها بملاحظة بدلً من مبرهنة، وربما كان من الخطاأ  وهي ب�صيطة جدًّ

ا، بحيث يمكن اأن نعتقد بحماقة  كتابة الإثبات؛ لأن �صورة كثيرة الحدود تجعلها تبدو معقدة جدًّ
اأنها مبرهنة �صعبة.
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، و E هي  في المبرهنة 4.22، وليكن ت�صاكل التعوي�س6.22 مثال لتكن F هي 

   معرفًا بالقاعدة:

لذلك، كل كثيرة حدود تنتقل ب�صورة غامرة اإلى الحد الثابت.                                                   �

، و E هي  في المبرهنة 4.22، وليكن ت�صاكل التعوي�س  7.22 مثال لتكن F هي 
معرفًا بالقاعدة: 

لحظ اأن: 

، بالطبع:  لذلك، x 2 + x – 6 تقع في النواة N لـِ 
x 2 + x – 6 = (x – 2) (x + 3)

و�صبب اأنّ   هو                                          �
، و E هي  في المبرهنة 4.22، وليكن ت�صاكل التعوي�س8.22 مثال لتكن F هي 

. معرفًا بالقاعدة:  

،لحظ اأن: و 

                                                        �                                                                                          . لذلك، x2 + 1 تقع في النواة N لـ 
لتكن F هي   و E هي  في المبرهنة 4.22، وليكن ت�صاكل التعوي�س9.22 مثال

  معرفًا بالقاعدة:

يمكن اإثبات اأنّ  اإذا وفقط اإذا كان ai = 0 لـ i = 0,1,…,n؛ 
 ،π دالة واحد لواحد، وهذا يبين اأن كثيرات الحدود كلها  في ϕπ هي }0{، و ϕπ لذلك، فاإن نواة
�           .ϕπ(x ( = π بطريقة طبيعية، حيث  [x] ذات  المعاملات الن�صبية تماثل حلقات اإلى
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الطريقة الجديدة

نكمل العلاقة بين اأفكارنا الجديدة والمفهوم الأ�صا�صي لحل معادلة كثيرة حدود، فبدلً من 
الحديث عن حل معادلة كثيرة حدود، ن�صتخدم التعبير "اإيجاد �صفر لكثيرة حدود".

 ليكن F حقلًا جزئيًّا من الحقل E، و α عن�ضًرا في E، لتكن10.22 تعريف
0 في F [x ]، وليكن   ت�صاكل تعوي�س،  1( )    n

nf x a a x a x= + + … +  
كما في المبرهنة 4.22، ولتكن )f )α  ترمز اإلى: 

                                                           ■                                                                    f (x)  �ل )zero) صفر� α فاإن ،f )α( = 0 اإذا كان

       با�صتخدام هذا التعريف، يمكننا اأن نف�ضر الم�صكلة التقليدية لإيجاد الأعداد الحقيقية r كلها، 
حيث r 2+ r – 6 = 0 عن طريق فر�س  و، ثم اإيجاد كل  حيث: 

، فكلتا الم�صكلتين لهما الجواب نف�صه؛ لأن  اأي اإنّ اإيجاد اأ�صفار x 2 + x – 6 كلها في 

اأننا نجحنا فقط في جعل م�صكلة ب�صيطة تبدو معقدة، وفي الحقيقة، فاإنّ ما فعلناه         يبدو 
هو اأن نعبرِّ عن الم�صكلة بلغة التحويلات، ويمكننا الآن ا�صتخدام ميكانيكية التحويل كلها التي 

طوّرناها، ثم ن�صتمر في تطوير حلها.

هدفنا الأ�صا�ص

�صنوا�صل المحاولة لو�صع عملنا الم�صتقبلي في منظور معين، فالف�صلان 26 و27 مترابطان في 
مبرهنة  في  والت�صاكلات  العامل  زمر  عن  للمادة  وم�صابهة  الحلقات،  مبرهنة  حول  مو�صوعات 
الزمر، ومع ذلك، فاإنّ هدفنا في تطوير هذه المفاهيم الم�صابهة للحلقات �صيكون مختلفًا تمامًا 
في  والت�صاكلات  العامل  مفاهيم  الزمر  مبرهنة  في  ا�صتخدمنا  اإذ  الزمر،  مبرهنة  في  هدفنا  عن 
درا�صة بنية زمرة معطاة، وفي تحديد اأنواع بنى الزمر ذات الرتبة المحددة التي يمكن توافرها، 
حيث �صنتحدث عن الت�صاكلات وحلقات العامل في الف�صل 26 وعيننا على اإيجاد اأ�صفار كثيرات 
الحدود، التي هي واحدة من اأقدم الم�صائل واأكثرها جوهرية في الجبر، لنتحدث عن هذا الهدف في 
�صوء تاريخ الريا�صيات، با�صتخدام لغة “حل معادلت كثيرة حدود” التي تعوّدنا عليها، �صنبداأ 
بمدر�صة فيثاغور�س للريا�صيات قرابة 525 قبل الميلاد، فقد ا�صتغل الفيثاغوريون على افترا�س 
 u فتوجد وحدة م�صافة ،b و a اأنّ الم�صافات جميعها قابلة للقيا�ص؛ اأي اإنه اإذا اأُعطينا م�صافتين
وعددان �صحيحان n و m، بحيثa = (n) (u) و b = (m) (u)، فقد ذكروا بمفهوم الأعداد وفي 

اعتقادهم، اأنَّ الأعداد كلها اأرقام �صحيحة؛ لأنَّ u وحدة م�صافة واحدة.
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فكرة اأنّ كل �صيء قابل للقيا�س يمكن اإرجاعها اإلى فكرتنا، وهي تن�س على اأنّ الأعداد كلها 
اأعداد ن�صبية، فمثلًا: اإذا كان a و b عددين ن�صبيين، فاإن كلاًّ منهما هو  م�صاعف �صحيح 

، فاإن  19
15

b = 7 و 
12

a = لمقلوب الم�صاعف الم�صترك الأ�صغر لمقاميهما، على �صبيل المثال: 
.  و 

ه لأيّ مثلث قائم، حيث  عرف الفيثاغوريون، بالطبع، ما ي�صمى الآن مبرهنة فيثاغور�س، اأي اإنَّ
�صلعاه اأطوالهما a و b والوتر طوله c، فاإن

a 2 + b 2 = c 2.

11.22 مبرهنة

البرهان 

ا مَن امتلك حق اإيجاد قيمة الوتر لمثلث قائم الزاوية فيه �صلعان مت�صاويان في الطول،  هم اأي�صً
، فتخيل  2 لِنقل: كلٌّ منهما طوله وحدة واحدة، �صيكون طول الوتر لهذا المثلث كما نعلم 

بعدها رعبهم وفزعهم عندما ياأتي واحد من مجتمعهم – طبقًا لبع�س الق�ص�س هو فيثاغور�س 
ها طبقًا لم�صطلحنا في المبرهنة الآتية: نف�صه – بالحقيقة المده�صة التي ن�صّ

2 لي�س عددًا  كثيرة الحدود x 2 – 2 لي�س لها اأ�صفار في مجموعة الأعداد الن�صبية، اأي اإنَّ 
ن�صبيًّا.

، عندئذ، 
2

2m
n

  = 
 

m حيث   عدد ن�صبي باأب�صط �صورة، واأن 
n

افتر�س اأنّ 

، 2 2 2m n=

حيث m 2 و 2n2 عددان �صحيحان؛ فلاأن m 2 و2n 2 هما العدد ال�صحيح نف�صه؛ ولأنّ 2 هو عامل 
 m2 لكن بو�صفه مربعًا كاملًا، فاإنّ عوامل ،m 2 اأنّ 2 يجب اأن يكون اأحد عوامل لـ n 2 2، نرى 
 2 2n2 لها العامل  اإذن   ،2 اأن تملك مرتين العامل  m2 يجب  m مكررة مرتين؛ لذلك،  هي عوامل 
مرتين؛ ولذلك، n 2 تملك العامل 2، وعليه، فاإنّ n لها العامل 2. ا�صتنتجنا من m2 = 2n2 اأن كلاًّ 
m  في اأب�صط �صورة؛ لذلك، فاإنّ 

n
من m و n قابل للق�صمة على 2، وهذا يناق�س الحقيقة اأنّ الك�ضر 

                                                                                             .  لأيّ 
2

2 m
n

 ≠  
 

الحدود كثيرة  معادلة  حل  عن  ال�صوؤال  نحو  ال�صحيح  الطريق  في  الفيثاغوريون  �صار   لذلك 
 x 2 – 2 = 0. نحيل الطالب اإلى )Shanks( [36، وحدة 3] لأخذ المحبوب والمبهج في مع�صلة 

فيثاغوري�س واأهميتها في الريا�صيات.
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■ نبذة تاريخية

حلّ معادلت كثيرة حدود كان هدف علماء الريا�صيات منذ قرابة 4000 عام، فقد طوّر البابليون نماذج من 
التركيبات التربيعية لحلّ معادلت تربيعية، على �صبيل المثال: لحلّ المعادلة x 2 – x = 870، �صجع الموؤلف البابلي 

 ، 129
2

1870  الذي هو 
4

1 واإ�صافته اإلى 870، فالجذر التربيعي لـ 
4

 
 
 

1 وتربيعه  1
2

 
 
 

طلابه على اأخذ ن�صف 

1 للح�صول على 30 بو�صفه جوابًا، ما لم يناق�صه الموؤلف كان: ماذا نفعل اإذا كان الجذر التربيعي في 
2

ي�صاف اإلى 

ا؟  هذه العملية لي�س عددًا ن�صبيًّ

اكت�صف علماء الريا�صيات ال�صينيون، منذ قرابة 200 قبل الميلاد، طريقة م�صابهة لما ت�صمى الآن طريقة هورنر في 
حل المعادلت التربيعية بالطرق العددية؛ لأنهم ا�صتخدموا النظام الع�ضري، فقد كان باإمكانهم با�صتخدام هذا المبداأ 

اأن ي�صلوا بالح�صاب اإلى اأبعد ما يكون، متجاهلين التفريق بين الحلول الن�صبية وغير الن�صبية. 

في الواقع و�صّع ال�صينيون تقنيتهم العددية هذه لحلّ معادلت كثيرة حدود من رتب اأعلى.

وفي العالم العربي، طوّر ال�صاعر الإيراني – عالم الريا�صيات – عمر الخيام )1048 – 1131( طرقًا لحلّ معادلت 
ا، عن طريق اإيجاد نقاط التقاطع التقريبية للقطوع المخروطية المختارة، بينما ا�صتخدم �ضرف  تكعيبية هند�صيًّ

الدين الطو�صي )توفي عام 1213م( تقنيات الح�صبان؛ ليحدِّد ما اإذا كان  للمعادلة التكعيبية  جذر حقيقي موجب اأم 
ل، وقد كان الإيطالي جيرولمو كاردانو (Girolamo Cardano 1501 – 1576)  اأول من ن�ضر اإجراءً لحل معادلة 

ا.  تكعيبية جبريًّ

اأنّ  ال�صالبة، ما يعني  الأعداد  توافر  اأهمية  للزمرة، علّقنا على  الممتع  تعريفنا         من خلال 
المعادلت مثل x + 2 = 0 يمكن اأن يكون لها حل، وقد �صبّب تعريف الأعداد ال�صالبة نوعًا محددًا 
تفاحة،   13

11
واحدة، وتفاحتين وحتى  تفاحة  اإذ يمكننا تخيل  الفل�صفية،  الدوائر  الرعب في  من 

ولكن كيف ن�صير اإلى �صيء، ونقول: هذا 17- تفاحة؟

واأخيًرا، قادتنا المعادلة x2 + 1 = 0  اإلى تعريف العدد i، واأظهر ال�صم “العدد التخيلي” الذي 
اأُعطىَ لـ i كيف كانت النظرة لهذا العدد، فكثير من الطلاب حتى يومنا هذا يقودهم ال�صم للنظر 
اإلى i مع بع�س من ال�صك، بينما قُدِّمت لنا الأعداد ال�صالبة في مرحلة مبكرة من تطور الريا�صيات، 

حيث قبلناها من غير �صوؤال.

      اأول ما تعرفنا كثيرات الحدود في  جبر المرحلة الثانوية للمبتدئين، كان ال�صوؤال الأول وقتها: 
للمبتدئين  اإلى عوامل كثيرات حدود؟ وبعدها في الجبر  والتحليل  وال�ضرب  نتعلم الجمع،  كيف 
والكتاب الثاني في الجبر للمرحلة الثانوية، فقد ركز ب�صدة على حلّ معادلت كثيرة حدود، وهذه 
المرحلة  في  ركزنا  اأنّنا  في  الفرق  اإنّ  اإذ  اهتمامنا،  مو�صع  �صتكون  التي  بال�صبط  المو�صوعات 
الثانوية على كثيرات الحدود التي معاملاتها اأعداد حقيقية، و�صنعمل على كثيرات الحدود التي 

معاملاتها من اأيّ حقل.
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       وحيث اإننا طوّرنا اآلية الت�صاكلات وحلقات العامل في الف�صل 26، ف�صوف نوظفها مع هدفنا 
اأيّ حقل،  ≥ 1، حيث معاملاتها من  الدرجة  لأيّ كثيرة حدود معطاة من  اأنه  لنبين  الأ�صا�صي؛ 
يمكن اإيجاد �صفر لكثيرة الحدود هذه في حقل ما يحوي الحقل المعطى، وبعد تطوير هذه الآلية 
ا، وفي الحقيقة �صيكون تحفة رائعة من  في الف�صلين 26 و 27، ف�صيكون اإنجاز هذا  الهدف �صهلًا جدًّ
الريا�صيات، واإذا عدنا بتفكيرنا اإلى التاريخ، ف�صنجد اأنه ذروة اأكثر من 2000 عام من الم�صاعي 

الريا�صية للعمل على معادلت كثيرات الحدود.

بعد اإنجاز هدفنا الأ�صا�صي، �صنق�صي ما تبقى من وقتنا في درا�صة طبيعة هذه الحلول لمعادلت 
كثيرات الحدود، اإذ ل يجب علينا الخوف من الخو�س في هذا الأمر، فقد تعاملنا مع مو�صوعات 

ا اأكثر من مبرهنة الزمر. م�صابهة في الجبر للمرحلة الثانوية، وهذا العمل �صيكون طبيعيًّ

       ختامًا، ن�صير اإلى اأنّ اآلية حلقات العامل والت�صاكلات الحلقية لي�صت �ضرورية لنا لإنجاز هدفنا 
والت�صاكلات  العامل  حلقات  ذلك،  مع   .[27, p.29]  Artin انظر المبا�ضر  وللاإثبات  الأ�صا�صي، 
الحلقية هي اأفكار اأ�صا�صية يجب اأن نتم�صك بها، ثم �صيتبعها هدفنا الأ�صا�صي ب�صهولة عند درا�صتها.
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 ■  تمارين 22

ح�صابات

في التمارين 1 اإلى 4، اأوجد حا�صل جمع و�ضرب كثيرات الحدود المعطاة في حلقة كثيرة الحدود المعطاة:

. g (x) = 2 x2 – 4 x +2 ،f (x) = 4 x -5 .1 في 

. g (x) = x + 1 ،f (x ) = x + 1 .2 في 

. g (x) = 3 x2 + 2 x + 3 ،f (x) = 2 x2 + 3 x + 4 .3 في 

 . g (x) = 3 x 4 + 2x + 4 ،f (x) = 2 x 3 + 4 x 2 + 3 x + 2 .4 في 

؟ )ي�صمل 0(. 5. ما عدد كثيرات الحدود من الدرجة ≤ 3 في 

؟  )ي�صمل 0(. 6. ما عدد كثيرات الحدود من الدرجة ≤ 2 في 

في التمرينين 7 و ل،  في المبرهنة 4.22. اح�صب ت�صاكل التعوي�س الآتي:
    .7

 .8

في التمارين 9 اإلى 11،   في المبرهنة 4.22. اح�صب ت�صاكل التعوي�س الآتي:

 .9

 .10

11.  [م�ساعدة: ا�صتخدم مبرهنة فيرما].
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في التمارين 12 اإلى 15، اأوجد الأ�صفار جميعها في الحقل المنتهي المعطى لكثيرة الحدود المعطاة، التي معاملاتها 
تنتمي اإلى ذلك الحقل. [م�ساعدة: اإحدى الطرق هي بب�صاطة تجربة جميع القيم الممكنة!].

x2 + 1 في                               x3 + 2 x  + 2  .13 في   .12

14.  في  

. f (x) g (x)  حيث  f (x) = x3 + 2 x2 + 5 و g(x) = 3 x2 + 2x في   .15

لح�صــاب  فيرمــا  مبرهنــة  ا�صتخــدم   .4.22 المبرهنــة  في  كمــا  تعوي�ــس  .  لتكــن  ت�صــاكل  16

: 17. ا�صتخدم مبرهنة فيرما لح�صاب الأ�صفار جميعها لكثيرة الحدود في الحقل 

 

مفاهيم

في التمرينين ل1 و 19،  �صحّح تعريف الحدّ المكتوب بخط مائل دون الرجوع اإلى الكتاب –اإن كانت هناك حاجة للت�صحيح – 
بحيث يكون ب�صيغة قابلة للن�ضر.

18. كثيرة الحدود التي معاملاتها من الحلقة R هو المجموع ال�صكلي اللانهائي:

.i = 0,1,2,…  لـ ia R∈ حيث 

، و ت�صاكل   (f (x))=0  هو  بحيث f (x) و�سفر ،f (x ) ∈ F [x] حقلًا، ولتكن F 19. ليكن
. التعوي�س الذي ينقل x اإلى 

20. ليكن العنصر 

. . اكتب f (x,y )، بو�صفه عن�ضًرا في  في 

. اأوجد �صتة عنا�ضر في نواة الت�صاكل  21. ليكن ت�صاكل التعوي�س 

22. اأوجد كثيرة حدود من درجة > 0 في ℤ4 [x ]، بحيث تكون عن�ضر وحدة. 

23. ضع إشارة صح أو إشارة خطأ:

كان  اإذا  وفقط  اإذا   ،0 هي  الحدود    ــــــــــــــــــــــــــــــ أ.  كثيرة 

 .i = 0,1,..,n  ِلـ ai = 0
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ــــــــــــــــــــــــــــــ ب. اإذا كانت R حلقة اإبدالية، فاإنّ R [x] اإبدالية.

ــــــــــــــــــــــــــــــ جـ.  اإذا كانت D حلقة تامة، فاإنّ D [x] حلقة تامة.

ــــــــــــــــــــــــــــــ د. اإذا كانت R حلقة تحوي  قوا�صم لل�صفر، فاإنّ R [x] تحوي قوا�صم لل�صفر. 

 ــــــــــــــــــــــــــــــ هـ.   اإذا كانت R حلقة و f (x) و g (x) في R [x] من الدرجتين 3 و 4 على الترتيب، فاإنّ

.R [x] يمكن اأن تكون من الرتبة ل في  f (x) g(x)

 f ّمن الدرجتين 3 و 4 على الترتيب، فاإن R [x] في g (x) و f (x) اأيّ حلقة و R ــــــــــــــــــــــــــــــ و.  اإذا كانت

g (x) (x) دائمًا من الدرجة 7.

لـ   �صفر  فاإنّ    ، لـِ   �صفر  هو    ∈ E و   E من  ا  جزئيًّ حقلًا   F كان   ــــــــــــــــــــــــــــــ ز.  اإذا 

. h (x ) = f (x ) g (x) لكل 

.F هي بال�صبط عنا�ضر الوحدة في F [x] حقلًا، فاإنّ عنا�ضر الوحدة في F  ــــــــــــــــــــــــــــــ ح. اإذا كان

.R [x] لي�س قا�صمًا لل�صفر في x ّحلقة، فاإن R ــــــــــــــــــــــــــــــ ط. اإذا كانت

.R هي بال�صبط قوا�صم ال�صفر في R [x] حلقة، فاإن قوا�صم ال�صفر في R ــــــــــــــــــــــــــــــ ي. اإذا كانت

براهين

24. اأثبت اأنه اإذا كانت D حلقة تامة، فاإنّ D [x] حلقة تامة.

25. لتكن D حلقة تامة و x غير معين.

.D [x] أ. �صف عنا�ضر الوحدة في

.ℤ [x] ب. اأوجد عنا�ضر الوحدة في

.ℤ7 [x] جـ. اأوجد عنا�ضر الوحدة في

26. اأثبت قانون التوزيع من الي�صار لـ R [x]، حيث R حلقة و x غير معين. 

27. ليكن F حقلًا مميزه �صفر، ولتكن D دالة ال�صتقاق لكثيرة الحدود المكونة، حيث: 

D (a0 + a1x + a2x
2 +…+ anx

n) = a1 + 2. a2 x +…+n. an x
n-1

اأ. بيّن اأنّ D : F [x] ⟶ F [x] هي ت�صاكل زمر من 〈+ ,F [x]〉 اإلى نف�صها. هل D ت�صاكل حلقات؟

.D ب. اأوجد نواة
.D تحت F [x] ج�. اأوجد �صورة

.E حقلًا جزئيًّا من الحقل F 28. ليكن

اأ. عرّف ت�صاكل التعوي�س
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1 Eα ∈ ]        حيث   ]
1 ,... 1: ,...,

na a nF x x Eφ →

طبقًا لما ورد في مبرهنة 4.22. 

2 3 4
3,2 1 2 1 2( 3 )x x x xφ− + ب. اإذا كان E = F = ℚ. اح�صب 

) بطريقة م�صابهة للتعريف في  ) [ ]1 n 1, , , , nf x x F x x… ∈ … ج�. عرّف المفهوم �صفر كثيرة الحدود 
.f (x ) الكتاب لـ �صفر

 .R اإلى R هي مجموعة الدوال كلها التي تنقل RRحلقة، و R 29. لتكن

لـ  ϕ , ψ ∈ RR، عرّف الجمع ϕ + ψ بـ 

       ( )( ) ( ) ( )r r rφ ψ φ ψ+ = +                                        

وال�ضرب ϕ.ψ  بـ

( . )( ) ( ) ( )r r rφψ φ ψ=

لـ r ∈ R، لحظ اأنّ ).( لي�صت التركيب الدالي. بينِّ اأنّ 〈. ,+ ,RR〉 حلقة. 

 ،f(x) ∈ F[x] فاإذا وجد ،F هو دالة كثيرة الحدود على FF في ϕ حقلًا، والعن�ضر F 30. بالرجوع اإلى تمرين 29، ليكن
 .a∈F لكل ϕ(a) = f (a) حيث

 .FF ت�صكل حلقة جزئية من F لدوال كثيرة الحدود على PF اأ. بيّن اأنّ المجموعة 

ب. بيّن اأنّ الحلقة PF ل تماثل بال�ضرورة F[x]. [م�ساعدة: بيّن اأنه اإذا كان F حقلًا منتهيًا، PF و F[x] لي�س 
لهما العدد نف�صه من العنا�ضر]. 

31. ارجع اإلى التمرينين 29 و 30 لإجابة الأ�صئلة الآتية: 

؟ 3
3


 2 ؟
2


 اأ. ما عدد العنا�ضر في

〉 با�صتخدام المبرهنة 12.11، المبرهنة الأ�صا�صية للزمر الإبدالية منتهية  3
3


 〉 و〈+ , 2
2


 ب. �صنّف 〈+ ,
التوليد. 

. F
FP F⊆ . [م�ساعدة: بالطبع  F

FF P= ج�. بيّن اأنه اإذا كان F حقلًا منتهيًا، فاإن 

افتر�س اأنّ عنا�ضر F هي a1, …, an. لحظ اأنه اإذا كان: 

1 1 1( ) ( )...( )( )...( ),i i i nf x c x a x a x a x a− += − − − −

مْ فيها باختيار c ∈ F. ا�صتخدم هذا لتبين اأن كل دالة على F هي دالة كثيرة  فاإنّ fi(aj) = 0 لـ j ≠ i، وقيمة fi(ai) يُتَحكَّ
الحدود].
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الف�صل 23

1.23 مبرهنة

Factorization of Polynominls over a Field تحليل كثيرات الحدود على حقل

تذكر اأننا مهتمون في اإيجاد اأ�صفار كثيرات الحدود، ليكن F و E حقلين بحيث F ≤ E، وافتر�س 
g(x), h(x) ∈ F[x]، ولتكن لـ   f(x) = g(x) h(x) F[x]، بحيث  f(x) ∈ F[x] تتحلل في   اأنّ 

 a ∈ E. والآن، بالن�صبة اإلى ت�صاكل التعوي�س ϕa، فاإنّ: 

( ) ( ( )) ( ( ) ( )) ( ( )) ( ( )) ( ) ( ).f f x g x h x g x h x g hα α α αα φ φ φ φ α α= = = =

اإيجاد  h(a) =0. محاولة  اأو   g(a) = 0 اإذا  وفقط  اإذا   ،f(a) = 0 فاإنّ   ،a ∈ E كان  اإذا  لذلك، 
�صفر f(x) تخت�ضر اإلى م�صاألة اإيجاد �صفر لأحد عوامل f(x). هذا اأحد اأ�صباب اأهمية درا�صة تحليل 

كثيرات الحدود. 

 F[x] خوارزمية الق�صمة داخل

  اأ�صا�صية لعملنا في هذا الف�صل، لحظ الت�صابه مع خوارزمية الق�صمة لـ  اأداة  المبرهنة الآتية 
المعطاة في المبرهنة 3.6، التي تّم تف�صيل اأهميتها باإ�صهاب. 

 )خوارزمية الق�صمة ل� F[x](: لتكن 

1
1 0( ) ...n n

n nf x a x a x a−
−= + + +

و 

1
1 0( ) ...m m

m mg x b x b x b−
−= + + +

 .m > 0 و F عن�ضران غير �صفرين في bm و an حيث ،F[x] كثيرتي حدود في

 ،f(x) = g(x) q(x) +r(x) تحققان ،F[x] في r(x) و q(x) عندئذ، توجد كثيرتا حدود وحيدتان
 .g(x) لـ m اأقل من الدرجة r(x) اأو درجة r(x) = 0 حيث اإما

] اإذا كانت S ∋ 0، فاإنه يوجد البرهان ]{ }( ) ( ) ( ) | ( )S f x g x s x s x F x= − ∈ لتكن المجموعة  
q(x)=s(x) وباأخذ ،f(x) = g(x)s(x) ،؛ لذلكf(x)- g(x)s(x) = 0 بحيث ، ( ) [ ]s x F x∈

و r(x) = 0، نكون قد انتهينا، واإلّ لتكن r(x) عن�ضر ذو اأ�صغر درجة في S. فاإن 

( ) ( ) ( ) ( )f x g x q x r x= +

 : لبع�س q(x) ∈ F[x]. يجب علينا اأن نبين اأنّ درجة r(x) اأقل من m. افتر�س اأنَّ

1
1 0( ) ...t t

t tr x c x c x c−
−= + + +
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حيث cj ∈ F و ct ≠ 0. اإذا كانت  t ≥ m، فاإنّ: 

)1(  

( ) ( ) ( ) ( / ) ( ) ( ) ( / ) ( )t m t m
t m t mf x q x g x c b x g x r x c b x g x− −− − = −

وهذه الأخيرة �صتكون على ال�صورة 

 r(x)- )ct x
t + حدود من درجة اأقل(

 التي هي كثيرة حدود من درجة اأقل من t، درجة r(x)، بينما كثيرة الحدود في المعادلة 
)1( يمكن كتابتها على �صورة 

( ) ( ) ( ) ( / ) t m
t mf x g x q x c b x − − + 

لذلك، هي في S وهذا يناق�س حقيقة اأنّ r(x) اختيرت لتكون �صاحبة اأ�صغر درجة في S؛ ولذلك، 
فاإنّ درجة r(x) اأقل من الدرجة m لـ g(x). لإثبات  الوحدانية، اإذا كان: 

1 1( ) ( ) ( ) ( )f x g x q x r x= +

و 

2 2( ) ( ) ( ) ( ),f x g x q x r x= +

فاإنه بالطرح يكون لدينا: 

[ ]1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )g x q x q x r x r x− = −

اإذا  لأنه اإما r2(x)- r1(x) =0 اأو درجة r2(x) – r1(x) اأقل من درجة g(x)، فاإنها تتحقق فقط 
 ،r2(x)- r1(x)= 0 وعليه، يجب اأن يكون عندنا .q1(x) = q2(x) ؛ لذلك q1(x)- q2(x)= 0  كان
                                                                                                                        .r1(x) = r2(x) اأي

       يمكننا ح�صاب كثيرات الحدود q(x) وr(x) في المبرهنة 1.23 با�صتخدام الق�صمة الطويلة، كما 
] في المرحلة الثانوية.  ]x كنا نق�صم كثيرات حدود في 

، ونق�صم 2.23 مثال  5[ ]x لنعمل على كثيرات حدود في 
4 3 3( ) 3 2 4 1f x x x x x= − + + −

لة �صهلة المتابعة،  على g(x)= x2- 2x +3 ؛ لإيجاد q(x) و r(x) في المبرهنة 1.23، الق�صمة المطوَّ
4x – (–3x) = 2x :حيث على �صبيل المثال ، [ ]5 x ولكن تذكر اأننا في 
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3.23 نتيجة

البرهان 

لذلك: 

p                                               ( ) 3r x x= + )2    و ) 3q x x x= − −

 f(x) عاملًا لـ x- a اإذا وفقط اإذا كان ،f(x) ∈ F[x] هو �صفر a ∈ F مبرهنة العامل(:  العن�ضر(
 .F[x] في

افتر�س اأن a ∈ F  و f(a) = 0، با�صتخدام المبرهنة 1.23 يوجد q(x), r(x) ∈F[x]، حيث:

( ) ( ) ( ) ( )f x x a q x r x= − +

 اإذ  اإما r(x) =0 اأو درجة r(x) اأقل من 1؛ لذلك، يجب اأن يكون عندنا r(x) = c لـ c ∈ F، وعليه، 
فاإنّ: 

( ) ( ) ( )f x x a q x c= − +

بتطبيق ت�صاكلنا التعوي�صي ϕa :F[x] →F للمبرهنة 4.22 نجد: 

0 ( ) 0 ( )f a q a c= = +

 .f(x) لـ  x- a عامل  ولذلك  f(x) = (x – a) q(x)؛  فاإنّ  وعليه،   .c = 0 تكون  اأن   لذلك، يجب 
وبالعك�س، اإذا كان x- a عاملًا لـ f(x) في F[x]، حيث a ∈ F، فاإنّ تطبيق ت�صاكلنا التعوي�صي 
                                       .f(a) = 0q(a) = 0 وبهذا نح�صل على   f(x) = (x-a)q(x)  على ϕa

] لحظ اأنّ 1 هو �صفر لـ 4.23 مثال  ]5 x بالعمل مرة اأخرى في ،

. [ ]4 3
5( 3 2 4)x x x x+ + + ∈      

لذلك، با�صتخدام نتيجة 3.23 �صنكون قادرين على تحليل x4 +3x3 +2x +4  اإلى
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. لنجد ناتج التحليل با�صتخدام الق�صمة المطولة.  [ ]5 x  q(x)(x-1) في 

] لأنه يمكن  ]5 x 4  في  3 3 23 2 4 ( 1)( 4 4 1)x x x x x x x+ + + = − + + + لذلك: 
؛ لذلك، ن�صتطيع اأن نق�صم كثيرة الحدود هذه على  3 24 4 1x x x+ + + م�صاهدة اأنّ 1  �صفر لـ  

x – 1 ونح�صل على: 

لأن 1 ما زال  �صفرًا لـ  x2+4، ن�صتطيع اأن نق�صم مرة اأخرى على x – 1 ونح�صل على: 

�                                         . [ ]5 x 4  في  3 33 2 4 ( 1) ( 1)x x x x x+ + + = − + لذلك: 

النتيجة المقبلة تبدو م�صهورة.
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عدد اأ�صفار كثيرة الحدود غير ال�صفرية f(x) ∈ F[x] من الدرجة n، ل يزيد على n في الحقل F. 5.23 نتيجة
:البرهان تبيّن النتيجة ال�صابقة اأنه اإذا كان a1 ∈ F �صفرًا لـ f(x)، فاإنَّ

1 1( ) ( ) ( )f x x a q x= −

حيث بالطبع، درجة q1(x) هي n- 1، وال�صفر a2 ∈ F لـ q1(x) يوؤدي اإلى التحليل 

. 1 2 2( ) ( )( ) ( )f x x a x a q x= − −

بال�صتمرار في هذه الطريقة، ن�صل اإلى: 

1( ) ( )...( ) ( )r rf x x a x a q x= − −
 حيث لم يبقَ لـ  qr(x) اأ�صفار في F؛ ولأن درجة f(x) هي n، فاإنه على الأكثر n من العوامل

ا، اإذا كان   (x – ai) يمكن اأن تظهر على الجانب الأيمن من المعادلة الأخيرة؛ لذلك r ≤ n. اأي�صً
 b ≠ ai لـ i=1, …, r و b ∈ F، فاإنّ:

1( ) ( )...( ) ( ) 0r rf b b a b a q b= − − ≠

لأن F لي�س لها قوا�صم لـ 0 ولي�س اأيّ من b - ai  اأو qr(b) �صفرًا تبعًا لبنائهم؛ لذلك، ai لـ 
                                                                       .f(x) لـ F هي الأ�صفار كلها في i=1,…, r ≤ n

 ،F للعنا�ضر غير ال�صفرية للحقل F* تركز نتيجتنا الأخيرة على بناء الزمرة ال�ضربية       
بدلً من التحليل في F[x]، ربما يبدو مده�صًا من الوهلة الأولى اأنّ مثل هذه النتيجة تنتج عن 
خوارزمية الق�صمة على F[x]، ولكن تذكر النتيجة التي تقول: الزمرة الجزئية من زمرة دورية 

 . هي دورية، تنتج من خوارزمية الق�صمة على
اإذا كانت G زمرة جزئية منتهية من الزمرة ال�ضربية 〈. ,*F〉 للحقل F، فاإن G دورية. بوجه 6.23 نتيجة 

خا�س، الزمرة ال�ضربية للعنا�ضر غير ال�صفرية للحقل المنتهي هي دورية. 

با�صتخدام المبرهنة 12.11، بو�صفها زمرة اإبدالية منتهية، تماثل G ال�ضرب المبا�ضر البرهان

 على اأنها زمرة دورية 
id 1  حيث كل di هو قوة لعدد اأولي، لنفكر في كل  2 ...d d dr× ×  

 ،i = 1, …, r لـ di الم�صاعف الم�صترك الأ�صغر لكل m في المفهوم ال�ضربي، لتكن di من الرتبة
1m ؛ لأن di يق�صم m؛ 

ia = ؛ لذلك،  1di
ia = ، فاإن 

ii da ∈ لحظ اأنّ m ≤ d1d2 … dr. اإذا كان 
، وعليه، فاإن كلّ عن�ضر في G هو �صفر لـ xm- 1. لكن G يملك 1mα =  لذلك لكل a ∈ G، عندنا 
 d1d2 … dr من العنا�ضر، بينما يمكن اأن يكون لـ xm- 1  على الأكثر m من  الأ�صفار في الحقل 
F كما في النتيجة 5.23؛ لذلك m ≥ d1d2 … dr؛ وبهذا m = d1d2 … dr، وعليه، فاإنّ الأعداد 
الأولية الم�صمولة في قوى الأعداد الأولية d1, d2, … , dr مختلفة، والزمرة G تماثل الزمرة الدورية 
                                                                                                                                          . m
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تطلب منا التمارين 5  اإلى ل اإيجاد المولدات كلها للزمر الدورية لعنا�ضر الوحدة لبع�س الحقول 
المنتهية، وحقيقة اأنَّ الزمرة ال�ضربية لعنا�ضر الوحدة لحقل منتهٍ دورية تّم تطبيقها في الت�صفير 

الجبري. 

كثيرات الحدود غير المختزلة

لنا،  اأهمية كبرى  التي �صتكون لها   F[x] اإلى نوع من كثيرات الحدود في  القادم ي�صير  تعريفنا 
ولكن  الثانوية،  المرحلة  في  نفعله  ما  نفعل  ا  فعليًّ فنحن  تقريبًا،  معروفًا  المفهوم  يبدو  وربما 

بو�صع اأكثر عمومًا. 
ت�صمى كثيرة الحدود غير الثابتة f(x) ∈ F[x]  غير مختزلة على F، اأو كثيرة حدود غير مختزلة 7.23 تعريف 

g(x) بو�صفه حا�صل �ضرب f(x) اإذا كان من غير الممكن التعبير عن ،)irreducible) F[x] في
h(x) لكثيرتي حدود g(x) و h(x) في F[x]، حيث كلتا درجتيهما اأقل من درجة f(x)، فاإذا كانت 
  F مختزلة على   f(x) F، فاإن  f(x) ∈ F[x] كثيرة حدود غير ثابتة، ولي�صت غير مختزلة على 
■                                                                                                                             .)reducible)

لحظ اأنّ التعريف ال�صابق ركز على المفهوم غير مختزلة على F ولي�س فقط المفهوم غير مختزلة، 
اإذا عُرِ�صت  اإنّ كثيرة الحدود f(x) ربما تكون غير مختزلة على F، لكنها ربما تكون مختزلة  اإذ 

داخل حقل اأكبر E يحوي F. �صنو�صح هذا.

، هذا يبين اأنّ 8.23 مثال  ] لي�س لها اأ�صفار في  ]x ح المبرهنة 11.22 اأنّ  x2 – 2  الموجودة في  تو�صّ
a,b,c,d∈  �صيوؤدي  x2 – 2 غير مختزلة على؛ لأنّ اأي تحليل x2 – 2 =(ax +b)(cx +d) لـ 

؛ لأنّ  ] مختزلة على  ]x ، بينما x2 – 2  الموجودة في   اإلى توافر اأ�صفار لـ x 2– 2 في 

 ▲                                                          . ( )2x − ( )2x + ] اإلى   ]x x2 – 2  تتحلل في 

غير  العنا�ضر  بال�صبط  هي   ،F[x] في  الوحدة  عنا�ضر  اأنّ  نتذكر  اأن  بالهتمام  جدير  لأمر  اإنه 
ال�صفرية في F؛ لذلك، يمكننا تعريف كثيرة الحدود غير المختزلة f(x) على اأنها كثيرة حدود غير 
ثابتة، بحيث لأي تحليل f(x) = g(x)h(x) في F[x] اإما g(x) اأو h(x) عن�ضر وحدة.                                        
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اإذا كانت 9.23 مثال   ، 5 .  ] غير مختزلة على  ]5 x f(x) = x3 + 3x +2 الموجودة في  اأنّ  لنبين 
اأقل، فاإنه يوجد على  اإلى كثيرتي حدود ذوات درجة   [ ]5 x x3 + 3x +2 تتحلل في 

 0 f(a) �صيكون  . لكن  5a∈ x –a لبع�س   f(x) على �صورة  لـ  الأقل عامل خطي واحد 
 f(2) =1  ،f(-1) = -2  ،f(1) = 1  ،f(0) = 2 اأنّ  لّ  اإ  ،3.23  با�صتخدام النتيجة 

 ، 5 f(x) غير مختزلة على  ؛ لذلك،  5 اأ�صفار في  f(x) لي�س لها  اأنّ  وf(2) = -2  يبينِّ 
اإلى  بالن�صبة  جيدة  ب�صورة  يعمل  الأ�صفار،  اإيجاد  طريق  عن  الختزال  لغير  الختبار  هذا 

 ▲ العنا�ضر.        من  قليل  عدد  فيه  منتهٍ  على حقل  والتكعيبية  التربيعية  الحدود  كثيرات 

ا في عملنا من الآن ف�صاعدًا، وم�صكلة تحديد هل  كثيرات الحدود غير مختزلة �صتوؤدي دورًا مهمًّ
كثيرة حدود معطاة f(x) ∈ F[x] هي غير مختزلة على F ربما تكون �صعبة.

الأهمية لبع�س الحالت الخا�صة، وقد  الآن بع�س الختبارات لعدم قابلية الختزال ذات  نقدم 
قُدِّمت تقنية واحدة لتحديد عدم القابلية للاختزال لكثيرة حدود تربيعية اأو تكعيبية في المثالين 

8.23 و9.23، و�صن�صوغها في مبرهنة. 
لتكن f(x) ∈ F[x]، ولتكن f(x) من الدرجة 2 اأو 3، فاإنّ f(x) مختزلة على F، اإذا وفقط اإذا 10.23 مبرهنة

.F توافرت لها  اأ�صفار في

اأقل البرهان  h(x) g(x) ودرجة  f(x) = g(x)h(x)، بحيث كل من درجة  f(x) مختزلة، حيث  اإذا كانت 
اإذا-   .1 الدرجة  من   h(x) اأو   g(x) اإما  تكعيبية،  اأو  تربيعية  اإما   f(x) لأنَّ  اإذن؛   ،f(x) رتبة  من 
ا- g(x) من الدرجة 1، فاإنه با�صتثناء العامل المحتمل من g(x) ،F على �صورة  x – a. اإذن،   فر�صً

 .F لها �صفر في f(x) ،؛ لذلكf(a) = 0 ّالذي يوؤدي اإلى اأن g(a) = 0

 في المقابل، تو�صح النتيجة 3.23 اأنه اإذا كان f(a) = 0 لـ a ∈ F، فاإنّ x – a هو اأحد عوامل 
                                                                                                                       .مختزلة f(x) ،؛ لذلكf(x)

. اأهم �ضرط �صنقدّمه   [ ]x  لكثيرات الحدود في �صنتحول اإلى بع�س �ضروط اللااختزال على 
موجود في المبرهنة القادمة، ولن نثبت هذه المبرهنة هنا؛ فهي ت�صمل اإلغاء المقام، وتوؤدي اإلى 

قليل من الفو�صى.  
) ، فاإن f(x) تتحلل اإلى حا�صل �ضرب كثيرتي حدود ذوات درجات اأقل 11.23 مبرهنة ) [ ]f x x∈ اإذا كانت 

 . [ ]x ، اإذا وفقط اإذا كان لها تحليل لكثيرات حدود من الدرجة r وs نف�صها في  [ ]x r وs في 
البرهان محذوف هنا.                                                                                                                 البرهان

، حيث a0 ≠ 0، واإذا f(x) لها �صفر في12.23 نتيجة [ ]x 1 في 
1 0( ) ...n n

nf x x a x a−
−= + + + اإذا كان 

  .a0 يق�صم mو  ، فاإنّ لها �صفر m في 
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اأول في الجبر المجرد 2ل2 مقرر 

] با�صتخدام البرهان ]x ، فاإن f(x) لها عامل خطي x – a في  اإذا كانت f(x) لها �صفر a في 
النتيجة 3.23، وبا�صتخدام المبرهنة 11.23، فاإنّ f(x) تتحلل، بحيث يكون لها عامل خطي في 

: m ∈ ؛ لذلك، يجب اأن تكون لبع�س  [ ]x

1
0( ) ( )( ... / )nf x x m x a m−= − + −

                                                                            .a0 تق�صم m ّوعليه، فاإن ، ولذلك، a0/m في 
، حيث x2 – 2 تتحلل ب�صورة 13.23 مثال تعطينا النتيجة 12.23 برهانًا اآخر لعدم اختزال x2 – 2 على 

 با�صتخدام المبرهنة 10.23،  ، اإذا وفقط اإذا كان لها �صفر في  [ ]x غير بدهية في 
، اإ�صافة اإلى  ، اإذا وفقط اإذا كان لها �صفر في  وبا�صتخدام النتيجة 12.23، لها �صفر في 

ه لي�س اأيّ من هذه الأعداد  ذلك، الحتمالت هي فقط القوا�صم ±1 و ±2 لـ 2، ويبين الفح�س اأنَّ
 ▲                                                                                                                           .x2-2 صفرًا لـ�

لن�صتخدم المبرهنة 11.23 لنبين اأنّ: 14.23 مثال
4 2( ) 2 8 1f x x x x= − + +

، فاإن  [ ]x ، فاإذا كانت f(x) لها عامل خطي في  ] غير مختزلة على  ]x  الموجودة في 
ه اإما   لـِ 1، اأي اإنَّ ، وبا�صتخدام النتيجة 12.23 هذا ال�صفر �صيكون قا�صمًا في  لها �صفرًا في 

±1. لكن f(1) = 8 و f(-1) =8؛ لذلك، هذا التحليل م�صتحيل. 

، فبا�صتخدام المبرهنة 11.23 يكون لها  [ ]x اإذا كانت f(x) تتحلل اإلى عاملين تربيعيين في 
التحليل: 

2 2( )( )x ax b x cx d+ + + +

 : . بم�صاواة المعاملات لقوى x، نجد اأنَّ [ ]x في 

a + c = 0و  bd =1,  ad + bc = 8, ac + b +d = -2

. من bd =1 نرى اأنه اإما b = d = 1 اأو b = d = -1. في  , , ,a b c d ∈ للاأعداد ال�صحيحة 
 الأحوال جميعها، b = d ومن ad + bc = 8، ن�صتنتج اأنَّ d(a+ c) =8، لكن هذا م�صتحيل؛ لأنّ

ا م�صتحيل، و f(x) غير مختزلة على  a + c = 0؛ لذلك، التحليل اإلى كثيرتي حدود تربيعتين اأي�صً
  ▲                                                                                                                                                .

ننهي خا�صيتنا اللااختزالية بخا�صية اأيزن�صتاين الم�صهورة عن اللااختزال. 

ا مقدمة في التمرين 37.  خا�صية اأخرى مفيدة جدًّ
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الوحدة الرابعة الف�صل 23: تحليل كثيرات الحدود على حقل  3ل2

: 15.23 مبرهنة ا، افتر�س اأنَّ عددًا اأوليًّ p ∈ )خا�صية اأيزن�صتاين(: لتكن 

  ai=0 لكن )p 0 )مقيا�س (mod )na p≡ ] و ]x )0 )مقيا�س p2(  في  ) ...n
nf x a x a= + +    

 .غير مختزلة على f(x) ّفاإن ،)p2 2 )مقيا�س
0 0 (mod )a p≡ )مقيا�س p( لكل i < n،  حيث 

با�صتخدام المبرهنة 11.23 نحتاج فقط اإلى اإثبات اأنّ f(x) ل تتحلل اإلى كثيرات حدود ذوات البرهان
. اإذا كان:  [ ]x درجات اأقل في 

0 0( ) ( ... )( ... )r s
r sf x b x b c x c= + + + +

)p2 مقيا�س( 2
0 0 (mod )a p≡ ، حيث br ≠ 0 و cs ≠ 0 و r, s < n، فاإن  [ ]x هو تحليلها في 

)p 0  )مقيا�س 0 (mod )b p≡ توؤدي اإلى اأنّ كلاًّ من c0 و b0 ل يطابقان 0 )مقيا�س p(، افتر�س اأن 

)p مقيا�س( , 0 (mod )r sb c p≡ 0 )مقيا�س p( يوؤدي اإلى  0 (mod )a p≡ و c0 ≡ 0 )مقيا�س p( الآن، 

 .an = brcs :ّلأن

mod) 0 )مقيا�س p(. فاإنّ:  )kc p≡ لتكن m اأ�صغر قيمة لـ k، بحيث 

0
0 1 1

            ,
...  

           
m

m m m
r m r

b c r m
a b c b c

b c r m−
−

≥
= + + +  <

عندما
عندما

 
حقيقة اأنَّ ل b0 ول cm يطابق 0 )مقيا�س p(، بينما cm-1, … , c0 كلها تطابق 0 )مقيا�س p(  توؤدي 
ma 0  )مقيا�س p( ؛ لذلك، m = n، وبناءً على ذلك، s = n مناق�س لفترا�صنا اأنّ ≡  اإلى اأنَّ 

 s < n؛ اأي اإنّ تحليلنا لي�س تافهًا.                                                                                  ♦  

ا اإثباتًا اآخر على اأنّ x2 – 2 غير  لحظ اأنه اإذا اأخذنا p = 2، فاإن خا�صية اأيزن�صتاين تعطينا اأي�صً
  . مختزلة على 

باأخذ p = 3، من مبرهنة 15.23 نرى اأنّ: 16.23 مثال
5 4 225 9 3 12x x x− − −

 ▲                                                                                                                 . غير مختزلة على 
كثيرة الحدود17.23 نتيجة  

1 21( ) ... 1
1

p
p p

p
xx x x x
x

− −−
Φ = = + + + +

−
 

 .p لأي عدد اأولي  غير مختزلة على 
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اأول في الجبر المجرد 4ل2 مقرر 

، فقد اأ�ضرنا بعد البرهان [ ]x مرة اأخرى با�صتخدام المبرهنة 11.23 نريد فقط اأن نعدّ التحليلات في 
مبرهنة 5.22، اإلى اأنَّ اإثباتها حقيقةً يبيّن اأنّ ت�صاكلات التعوي�س يمكن ا�صتخدامها فقط في 

] . من  ] [ ]1 :x x xφ + →  الحلقات الإبدالية، ونريد هنا اأن ن�صتخدم الت�صاكل التعوي�صي 
] ∋ f(x). ليكن     ]x )1   بـ f(x + 1) لـ  ( ))x f xφ + الطبيعي لنا اأن نرمز لـ 

1 ...
1( 1) 1( ) ( 1)

( 1) 1

p p
p

p

p
x x px

xg x x
x x

− 
+ + + + −  = Φ + = =

+ −

p لـ r < p > 0 هو المعامل الثنائي الحد p!/[r!(p-r)!]، وهو قابل للق�صمة على p؛  rx x− معامل 
لأن p يق�صم !p، بينما ل يق�صم !r اأو !(p-r) عندما r < p > 0؛ لذلك: 

1 2( ) ...
1

p pp
g x x x p− − 

= + + + 
 

تحقق خا�صية اأيزن�صتاين للعدد الأولي p، وبهذا فهي غير مختزلة على ℚ، لكن اإذا كان: 

، فاإنّ:  [ ]x ) في  )p xΦ ) هو تحليل غير بدهي لــ  ) ( ) ( )p x h x r xΦ =

( 1) ( ) ( 1) ( 1)P x g x h x r xΦ + = = + +

) يجب اأن تكون غير مختزلة على  )p xΦ ؛ لذلك  [ ]x �صيعطي تحليلًا غير بدهي لـ g(x) في 
♦                                                                                                                                            .

 .p في النتيجة 17.23 ت�صمى كثيرة الحدود الدورية من الرتبة ( )p xΦ كثيرة الحدود

.F[x] وحدانية التحليل في

 F[x] يمكن اأن تتحلل اإلى حا�صل �ضرب كثيرات حدود غير مختزلة في F[x] كثيرات الحدود في
بطريقة جوهرية فريدة. لـ f(x), g(x) ∈ F[x] نقول: اإنّ g(x) يق�صم f(x) في F[x]، اإذا وجد 

 .f(x)= g(x)q(x) بحيث ،q(x) ∈ F[x]

 الموؤطرة، التي جاءت بعد مثال9.6.                            لحظ الت�صابه بين المبرهنة الآتية والخا�صية )1( لـ 
لتكن p(x) كثيرة حدود غير مختزلة في F[x]، اإذا كان p(x) يق�صم r(x)s(x) لـ ∋ r(x), s(x) 18.23 مبرهنة  

 .s(x) يق�صم p(x) اأو r(x) يق�صم p(x) فاإنه اإما ،F[x]

�صنرجئ برهان هذه المبرهنة اإلى الف�صل 27 )انظر المبرهنة 27.27(.                                       ♦البرهان 
 اإذا كانت p(x) غير مختزلة في F[x] وp(x) يق�صم حا�صل ال�ضرب r1(x) ··· rn(x)  19.23 نتيجة

لـ ri(x) ∈ F[x]، فاإنّ p(x) يق�صم ri(x) على الأقل لـ i واحدة.   
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الوحدة الرابعة الف�صل 23: تحليل كثيرات الحدود على حقل  5ل2

ن�صل اإلى النتيجة با�صتخدام ال�صتقراء الريا�صي، ومن المبرهنة 18.23.                                   ♦ البرهان

اإذا كان F حقلًا، فاإنّ كل كثيرة حدود غير ثابتة f(x)∈ F[x] يمكنها اأن تتحلل في F[x] اإلى 20.23 مبرهنة
حا�صل �ضرب كثيرات حدود غير مختزلة، اإذ اإنّ كثيرات الحدود غير المختزلة هذه وحيدة، عدا 

.F الترتيب وال�ضرب بعنا�ضر وحدة )اأي ثابت غير �صفري( في

لتكن f(x) ∈ F[x] كثيرة حدود غير ثابتة، فاإذا كانت f(x) اختزالية، فاإنّ f(x) = g(x)h(x)، البرهان
 .f(x) كلتاهما اأقل من رتبة h(x) ورتبة g(x) حيث رتبة

اإذا كان كلا g(x) وh(x) غير مختزلة، نتوقف هنا، واإلّ، على الأقل اأحدهما يتحلل اإلى كثيرات 
حدود من درجات اأقل، وبال�صتمرار في العمل ن�صل اإلى التحليل: 

، 1 2( ) ( ) ( )... ( )rf x p x p x p x=

.i= 1, 2, … , r غير مختزلة لـ pi(x) حيث

بقي علينا اأن نثبت الوحدانية، افتر�س اأنّ: 

1 2 1 2( ) ( ) ( )... ( ) ( ) ( ).... ( )r sf x p x p x p x q x q x q x= =

 p1(x) ،19.23 اإلى كثيرات حدود غير مختزلة، فاإنه با�صتخدام النتيجة f(x) هما تحليلان لـ
يق�صم بع�س qj(x)، ولنفتر�س اأنه q1(x)؛ لأنّ q1(x) غير مختزلة، فاإنّ

1 1 1( ) ( )q x u p x=

 q1(x) بدلً من u1p1(x) ولهذا هو عن�ضر وحدة، وبتعوي�س ،F في u1 لكن ،u1 ≠ 0 حيث
وبالحذف، نح�صل على: 

2 1 2( )... ( ) ( ).... ( )r sp x p u q x q x=X

باأ�صلوب م�صابه، قل: q2(x)= u2p2(x)؛ لذلك، 

. 3 1 2 3( )... ( ) ( )... ( )r sp x p x u u q x q x=

ا اإلى:  وبال�صتمرار بهذا النمط ن�صل فعليًّ

. 1 2 11 ... ( )... ( )r r su u u q x q x+=
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اأول في الجبر المجرد 6ل2 مقرر 

21.23 مثال

 .1 = u1u2 … ur ا هذا فقط ممكن اإذا كان s = r؛ لذلك، المعادلة هي فعليًّ

وهكذا، فاإنّ العوامل غير المختزلة pi(x) و qj(x) هي نف�صها، عدا احتمالية الترتيب وعوامل 
♦                                                                                                                .F عنا�ضر وحدة من

]5 هو 3(x+1)(x - 1)، اإذ  ]x في المثال 4.23 تحليل لـ x4 + 3x3 +2x +4 اإلى عواملها في 
، اأي للثوابت  5[ ]x ]5 وحيدة فقط لعنا�ضر الوحدة في  ]x اإنّ هذه العوامل غير المختزلة في 
 � 3 2( 1) ( 1) ( 1) (2 2)(3 3)x x x x x− + = − − + . على �صبيل المثال: 5 غير ال�صفرية في 
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الوحدة الرابعة الف�صل 23: تحليل كثيرات الحدود على حقل  7ل2

■ تمارين 23

ح�صابات 

في التمارين 1 اإلى 4، اأوجد q(x) و r(x) كما وُ�صفتا في خوارزمية الق�صمة، بحيث:

 .g(x) اأو درجتها اأقل من درجة ،r(x) = 0 حيث ،f(x) = g(x)q(x) +r(x) 

. 7[ ]x f(x) = x6+ 3x5 + 4x2 – 3x + 2 .1 و g(x) = x2+ 2x −3 في 

. 7[ ]x f(x) = x6 +3x5 +4x2 – 3x +2 .2 و g(x) = 3x2 +2x −3 في 

. 11[ ]x f(x) = x5 – 2x4 + 3x – 5 .3 و g(x)= 2x + 1 في 

. 11[ ]x f(x) = x4 + 5x3 – 3x2 .4 و g(x) = 5x2 – x + 2 في 

في التمارين 5 اإلى ل، اأوجد مولدات الزمرة ال�ضربية الدورية جميعها لعنا�ضر الوحدة في الحقل المنتهي المعطى )راجع 
النتيجة 16.6(. 

 23  .8      17  .7       7  .6      5  .5

. اأوجد هذا التحليل.  [ ]5 x 9. كثيرة الحدود x4 +4 يمكن تحليلها اإلى عوامل غير مختزلة في 

. اأوجد هذا التحليل.  7[ ]x 10. كثيرة الحدود x3 + 2x2 +2x +1 يمكن تحليلها اإلى عوامل غير مختزلة في 

. اأوجد هذا التحليل.  11[ ]x 11. كثيرة الحدود 2x3 +3x2 -7x -5 يمكن تحليلها اإلى عوامل غير مختزلة في 

؟ لماذا؟ عبرٍّر عنها بو�صفها حا�صل �ضرب كثيرات حدود غير  5[ ]x 12. هل x3 + 2x +3 كثيرة حدود غير مختزلة في 
 . 5[ ]x مختزلة في 

؟ لماذا؟ عبرِّ عنها بو�صفها حا�صل �ضرب كثيرات  5[ ]x 13. هل 2x3 + x2 +2x +2 كثيرة حدود غير مختزلة في 
 . 5[ ]x حدود غير مختزلة في 

؟ ؟ على  . هل f(x) غير مختزلة على  14. بيّن اأنّ f(x) = x2 +8x −2 غير مختزلة على 

 .f(x) بدل مًن g(x) = x2 +6x +12  15. اأعد تمرين 14 لـ

 . 16. تحقق من اأنّ x3 + 3x2 – 8 غير مختزلة على 

. 17. تحقق من اأنّ x4 – 22x2 +1 غير مختزلة على 
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اأول في الجبر المجرد لل2 مقرر 

. ] تحقق خا�صية اأيزن�صتاين للااختزالية على  ]x في التمارين 18 اإلى 21، حدّد فيما اإذا كثيرة الحدود في 

8x3+ 6x2 -9x + 24 .19        x2 – 12 .18

2x10 – 25x3 +10x2– 30 .21      4x10 -9x3 + 24x – 18 .20

22. اأوجد اأ�صفار 6x4 +17x3 +7x2 + x – 10 في جميعها. )هذه م�صاألة جبرية مملّة للمرحلة الثانوية، ويمكن 
اأن ت�صتخدم القليل من الهند�صة التحليلية وعلم التفا�صل والتكامل لر�صم الدالة، اأو ا�صتخدم طريقة نيوتن لترى اأف�صل 

المر�صحين ليكونوا اأ�صفارًا(.

مفاهيم 

في التمرينين 23 و24،  �صحّح تعريف الحدّ المكتوب بخط مائل دون الرجوع اإلى الكتاب –اإذا كانت هناك حاجة 
للت�صحيح- بحيث يكون ب�صيغة قابلة للن�ضر. 

 g(x), لأي كثيرتي حدود f(x) ≠ g(x)h(x) اإذا وفقط اإذا كان ،F غير مختزلة على الحقل f(x)∈ F[x] 23. كثيرة الحدود
 .h(x) ∈ F[x]

24. كثيرة الحدود غير الثابتة f(x) ∈ F[x] غير مختزلة على الحقل F، اإذا وفقط اإذا كان اأي تحليل لها في F[x]، اأحد 
 .F العوامل في

25. �صع اإ�صارة �صح اأو اإ�صارة خطاأ: 

 . ــــــــــــــــــــــــــ اأ. x–2 غير مختزلة على 

 .3 غير مختزلة علىx – 6  .ــــــــــــــــــــــــــ ب

. ــــــــــــــــــــــــــ ج�. x2 – 3 غير مختزلة على 

 .ℤ7 غير مختزلة على x2 + 3 .ــــــــــــــــــــــــــ د

.F[x] هي بال�صبط العنا�ضر غير ال�صفرية في F[x] حقل، فاإن عنا�ضر الوحدة في F ــــــــــــــــــــــــــ ه� . اإذا كان

 .F هي بال�صبط العنا�ضر غير ال�صفرية في F[x] حقل، فاإن عنا�ضر الوحدة في F  ــــــــــــــــــــــــــ و.  اذا كان

ــــــــــــــــــــــــــ ز.  كثيرة الحدود f(x) من الدرجة n، بحيث معاملاتها من الحقل F، يمكن اأن يكون لها على الأكثر n من 
 .F ≤ E حيث ،E  الأ�صفار في اأي حقل

 .F لها على الأقل �صفر واحد في الحقل F[x] ــــــــــــــــــــــــــ ح�. كل كثيرة حدود من الدرجة 1 في

 .F يمكن اأن يكون لها على الأكثر عدد منتهٍ من الأ�صفار في الحقل F[x] ــــــــــــــــــــــــــ ط. كل كثيرة حدود في

 . [ ]p x 26. اأوجد الأعداد الأولية p كلها، بحيث x + 2 اأحد عومل x4 +x3 +x2 –x + 1 في
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في التمارين 27 اإلى 30، اأوجد كثيرات الحدود غير المختزلة كلها من الدرجة المبينة في الحقل المعطى. 

. 2[ ]x 28. درجة 3 في    . 2[ ]x 27. درجة 2 في 

. 3[ ]x 30. درجة 3 في    . 3[ ]x 29. درجة 2 في 

، حيث p عدد اأولي. [م�ساعدة: اأوجد عدد كثيرات  [ ]p x 31. اأوجد عدد كثيرات الحدود التربيعية غير المختزلة في 
الحدود المختزلة التي �صيغتها x2 + ax +b، ثمّ عدد التربيعيات المختزلة، ثم اطرح هذا من العدد الكلي للتربيعيات].

 

براهين مخت�ضرة

32. اأعطِ برهانًا مخت�ضًرا للنتيجة 5.23. 

33. اأعطِ برهانًا مخت�ضًرا للنتيجة 6.23. 

براهين 

.a ∈ p ] مختزلة، لأي ]p x 34. بيّن اأنه لأيّ عدد اأولي p، كثيرة الحدود xp +a في 

1 �صفر لـ 
a f(x) = a0 +a1x + … + anx في F[x]، فبينِّ اأنّ 

n صفر لـ� a ≠ 0حقلًا،  و F 35. اإذا كان
.

1 0  n
n na a x a x−+ + … +

 36. )مبرهنة الباقي(: لتكن f(x) ∈ F[x]، حيث F حقل، ولتكن a ∈ F. بينَّ اأنّ الباقي r(x) عندما تق�صم f(x) على
 .f(a) طبقًا لخوارزمية الق�صمة، هو ،x – α 

.a ∈  m:  الت�صاكل الطبيعي المعطى بـ )باقي ق�صمة a على σm(a) =)m لـ  mσ →  37. لتكن

]  المعطى بـ  ] [ ]:m mx xσ →  اأ. بيّن اأنّ 

0 1 0 1( ... ) ( ) ( ) ... ( )n n
m n m m na a x a x a a x a xσ σ σ σ+ + + = + + +

. [ ]m x ] اإلى  ]x  هو ت�صاكل غامر من 
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]  اإلى  ]m x ) ل يتحلل في  )( )m f xσ ، كلتاهما من الدرجة n و  ( )( )m f xσ ] ∋ f(x) و  ]x ب. بيّن اأنّه اإذا كانت
. [ ]x حا�صل �ضرب كثيرتي حدود من درجات اأقل من n، فاإن f(x) غير مختزلة في 

ا m الذي يب�صط  . [م�ساعدة: جرب عددًا اأوليًّ [ ]x ج�. ا�صتخدم الجزء )ب( لتبين اأنّ x3 +17x +36 غير مختزلة في 
المعاملات].
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Noncommutative Examplesالف�صل 24  اأمثلة غير اإبدالية 1 

المثال الوحيد الذي قدّمناه �صابقًا على حلقة غير اإبدالية، هو: الحقلة Mn(F) وتحوي الم�صفوفات 
كلها من الدرجة  n ×n، بحيث المدخلات من الحقل F، وعلى الأغلب لن نفعل �صيئًا للحلقات غير 
ا  الإبدالية وحقول الق�صمة؛ لنبين اأنه توجد حلقات غير اإبدالية اأخرى مهمّة وب�صورة طبيعية جدًّ

في الجبر، �صنقدم اأمثلة مختلفة على هذه الحلقات. 

حلقات الت�صاكل الداخلية

 لتكن A اأيّ زمرة اإبدالية، حيث ي�صمّى الت�صاكل من A اإلى نف�صها ت�صاكلًا داخليًّا  
  (endomorphism( على A، ولتكن مجموعة الت�صاكلات الداخلية على A كلها End(A)؛ 
 End(A) اإلى نف�صها هو مرة اأخرى ت�صاكل، ونعرّف ال�ضرب على A لأنّ تركيب ت�صاكلين من

ا.  با�صتخدام دالة التركيب، وبهذا يكون ال�ضرب تجميعيًّ

لتعريف الجمع، خذ ϕ, ψ ∈ End(A)، علينا اأن ن�صف القيمة لـ (ϕ + ψ) على كل a ∈A. عرّف 

( ) ( ) ( ) ( )a a aφ ψ φ ψ+ = +

لأن:

( )
[ ] [ ]
[ ] [ ]
( ) ( )

( ) ( ) ( )

                       = ( ) ( ) ( ) ( )

                       = ( ) ( ) ( ) ( )

                       = ( ) ( )

a b a b a b

a b a b

a a b b

a b

φ ψ φ ψ

φ φ ψ ψ

φ ψ φ ψ

φ ψ φ ψ

+ + = + + +

+ + +

+ + +

+ + +

 .End(A) هي مرة اأخرى موجودة في ϕ + ψ  ّنرى اأن

لأنّ A اإبدالية، عندنا: 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )a a a a a aφ ψ φ ψ ψ φ ψ φ+ = + = + = +

لكل a ∈ A؛ لذلك، ϕ + ψ = ψ + ϕ والجمع على End(A) اإبدالي،  ونح�صل على الخا�صية 
التجميعية على الجمع من: 

1  لن ي�صتخدم هذا الف�صل في بقية الكتاب. 
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[ ]

[ ]

[ ( )]( ) ( ) [ ( )]
( ) ( ) ( )

[ ( ) ( )] ( )
( )( ) ( )
( ) ( ).

a a a
a a a
a a a

a a
a

φ ψ θ φ ψ θ
φ ψ θ
φ ψ θ
φ ψ θ
φ ψ θ

+ + = + +

= + +

= + +
= + +

= + +

[ ]

[ ]

[ ( )]( ) ( ) [ ( )]
( ) ( ) ( )

[ ( ) ( )] ( )
( )( ) ( )
( ) ( ).

a a a
a a a
a a a

a a
a

φ ψ θ φ ψ θ
φ ψ θ
φ ψ θ
φ ψ θ
φ ψ θ

+ + = + +

= + +

= + +
= + +

= + +

اإذا كان e العن�ضر المحايد لعملية الجمع على A، فاإن الت�صاكل 0 المعرف بـ 

0( )  a e=

لكل  a ∈ A يكون العن�ضر المحايد لعملية الجمع في End(A). اأخيًرا، لـ 

End(A),φ ∈

ϕ- معرف بـ 

( )( ) ( )a aφ φ− = −

موجود في End(A)؛ لأنّ: 

[ ]( )( ) ( ) ( ) ( )
                 ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

a b a b a b
a b a b

φ φ φ φ
φ φ φ φ

− + = − + = − +

= − − = − + −

وϕ+ (-ϕ)= 0 ؛ لذلك: 〈 + ,End (A)〉 زمرة اإبدالية.

ا  نا لم ن�صتخدم حقيقة اأنَّ دوالنا هي ت�صاكلات اإلّ لنبينِّ اأنَّ ϕ + ψ و ϕ- هي اأي�صً لحظ اأنَّ
ت�صاكلات؛ لذلك، المجموعة AA المكونة من الدوال جميعها من A اإلى A هي زمرة اإبدالية تحت 

ا عملية تجميعية جميلة على  تعريف الجمع نف�صه بال�صبط، وبالطبع، التركيب الدالي يعطى اأي�صً
ال�ضرب في AA، ومع ذلك، نحتاج حقيقة اإلى اأن هذه الدوال في End(A) هي ت�صاكلات الآن؛ 

لإثبات قانون التوزيع من الي�صار على End(A)، فبا�صتثناء قانون التوزيع من الي�صار هذا، فاإن 
 ،a ∈ A ولتكن ،End(A) في ɵ و ϕ و ψ تحقق م�صلمات الحلقة جميعها، لتكن , ,. AA +

فاإنّ:

( ( ))( ) (( )( )) ( ( ) ( ))a a a aθ φ ψ θ φ ψ θ φ ψ+ = + = +

لأنّ ɵ ت�صاكل 
( ( ) ( )) ( ( )) ( ( ))

                       ( )( ) ( )( )
                       ( )( ).

a a a a
a a

a

θ φ ψ θ φ θ ψ
θφ θψ
θφ θψ

+ = +
= +
= +
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 ،AA اأمّا قانون التوزيع من اليمين، فلا يمثل اأي م�صكلة، حتى في ،ɵ(ϕ+ ψ) = ɵϕ + ɵψ :لذلك
وياأتي من: 

(( ) )( ) ( )( ( )) ( ( )) ( ( ))
                     ( )( ) ( )( ) ( )( ).

a a a a
a a a

ψ θ φ ψ θ φ ψ φ θ φ
ψφ θφ ψφ θφ

+ = + = +
= + = +

وبذلك نكون قد اأثبتنا المبرهنة الآتية: 
المجموعة End(A) من الت�صاكلات الداخلية على الزمرة الإبدالية A ت�صكل حلقة بالن�صبة اإلى 1.24 مبرهنة

جمع الت�صاكلات و�ضربها )التركيب الدالي(. 
 مــرة اأخــرى، لنبــين ال�صلــة الوثيقــة في هــذا الف�صــل، علينــا اأن نقــدم مثــالً مو�صحًا علــى اأن

ــا، وهذا من   End (A) لي�صــت بال�ــضرورة اإبداليــة؛ لأنّ التركيــب الدالي لي�س علــى العموم اإبداليًّ
الممكــن توقعــه، لكن End (A) ربما تكــون اإبدالية في بع�س الحالت، بالفعــل، فتمرين 15 يُقرّ 

اإبدالية. ( ) End ,  +
 
باأنّ

×, التي نوق�صت في الف�صل 11. من البدهي اأن تتحقق من اأنّ 2.24φ مثال +  لتكن الزمرة الإبدالية 
×, End، والمعرفان بــ  +  وψ عن�ضران في

( )( ) ( ),  0,  m n nψ = ) و )( ),  ( ,0)m n m nφ = +  

، و ψ ت�صحق العامل الأول؛  ×  لحظ اأنّ ϕ تر�صل كل �صيء ب�صورة غامرة اإلى العامل الأول لـ 
لذلك: 

( )( , ) ( ,0) (0,0)m n m nψφ ψ= + =

بينما :

( )( , ) (0, ) ( ,0)m n n nφψ φ= =

▲                                                                                                                    .φψ ψφ≠ لذلك، 

] الزمرة الجمعية للحلقة F[x] من كثيرات 3.24 مثال ],F x + ليكن F حقلًا مميزه �صفر، ولتكن
الحدود التي معاملاتها من F، ولهذا المثال دعنا نرمز للزمرة الجمعية بـ F[x] لتب�صيط 

المفهوم، اإذ يمكننا اأن نعدّ End (F[x]). اأحد عنا�ضر End (F[x]) يوؤثر في اأي كثيرة حدود 
في F[x]، عن طريق �ضربها بـ x، وليكن هذا الت�صاكل الداخلي هو X؛ لذلك، 

2 2 3 1
0 1 2 0 1 2( ··· ) ···n n

n nX a a x a x a x a x a x a x a x ++ + + + = + + + +
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عن�ضر  اآخر من End (F[x]) هو ال�صتقاق ال�صكلي بالن�صبة اإلى x. )ال�صيغة الم�صهورة “م�صتقة 
 (F[x] حا�صل الجمع هو حا�صل جمع الم�صتقات” ت�صمن اأنَّ ال�صتقاق  ت�صاكل داخلي على

ليكن Y هذا الت�صاكل، وبهذا

2 1
0 1 2 1 2( ··· ) 2 ···n n

n nY a a x a x a x a a x na x −+ + + + = + + +

يطلب منا تمرين 17 اأن نبين اأنّ YX – XY = 1، حيث 1 العن�ضر المحايد )الدالة المحايدة( في      
F يعطينا  اأي عن�ضر من  F[x] في  YX ≠ XY، �ضرب كثيرات الحدود في  End (F[x])؛ لذلك، 
Y وال�ضرب  X و  End (F[x]) المولَّدة من  End (F[x])، الحلقة الجزئية من  ا عن�ضًرا في  اأي�صً
p                          .وهي  مهمة في ميكانيكا الكم ،(Weyl algebra) هي جبر وايل F بعنا�ضر من

حلقات وجبريات الزمر 

غير  المحايد  العن�ضر  فيها  اإبدالية  حلقة   R ولتكن  �ضربية،  زمرة   G = }gi | i ∈ I { لتكن 
ال�صفري، ولتكن RG مجموعة اأ�صكال الجمع 

i i
i I

a g
∈
∑

لـ gi ∈ G , ai ∈ R،  حيث ai كلها عدا عدد منتهٍ منها �صفر. عرِّف حا�صل جمع عن�ضرين من 
RG بـ 

( )i i i i i i i
i I i I i I

a g b g a b g
∈ ∈ ∈

   + = +   
   
∑ ∑ ∑

 في 
                      

( )i I i i ia b g∈ +∑ تحقق من اأنّ 0 = ( ai + bi) عدا عدد منتهٍ من الموؤ�ضرات  i؛  لذلك، 

 .
                      

0i I ig∈∑ RG,  زمرة اإبدالية،  حيث العن�ضر المحايد للجمع  + RG، ومن البدهي اأنّ 

       �ضرب عن�ضر في RG معرف با�صتخدام ال�ضرب في G و R على النحو الآتي: 

j k i

i i i i j k i
i I i I i I g g g

a g b g a b g
∈ ∈ ∈ =

    =          
∑ ∑ ∑ ∑

، ونعيد ت�صمية الحدّ
                      

i I i ib g∈∑  على المجموع 
                      

i I i ia g∈∑
 
ا المجموع   بب�صاطة نوزّع �صكليًّ

،i كلها 0 عدا عدد منتهٍ من bi و ai ؛ لأنG في gj gk = gi حيث ajbkgi ، بـ   aj gjbkgk
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 يحوي فقط عددًا منتهيًا  لمجاميع غير �صفرية
                      

k igjg g j ka b=∑ المجموع  

اأخرة عدد منتهٍ من المجاميع  R، ومرة  روؤيتها بو�صفها عن�ضًرا في  ajbk ∈ R، وبذلك يمكن   

 غير �صفرية، 
                      

k igjg g j ka b=∑
 .RG بهذا يكون الجمع مغلقًا على

       قانونا التوزيع ياأتيان مبا�ضرة من تعريف الجمع والطريقة العتيادية، التي ن�صتخدم بها 
العملية التوزيعية لتعريف ال�ضرب، بالن�صبة اإلى العملية التجميعية على ال�ضرب:

                                                     

                    

h j k i

i i i i i i i i j k i
i I i I i I i I i I gjgk gi

h j k i
i I g g g g

a g b g c g a g b c g

a b c g

∈ ∈ ∈ ∈ ∈ =

∈ =

         + =          
            

 
=   

 

∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑

                                

                                                    

h j i

h j i i i
i I g g g i I

i i i i i i
i I i I i I

a b g c g

a g b g c g

∈ = ∈

∈ ∈ ∈

    =           
     =      
     

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑

بهذا نكون قد اأثبتنا المبرهنة الآتية:
فاإنّ 4.24 مبرهنة   ال�صفري،  غير  المحايد  العن�ضر  فيها  اإبدالية  حلقة   Rو �ضربية،  زمرة  اأيّ   G كانت  اإذا 

حلقة.   , ,.RG +

بالن�صبة اإلى اأيّ g ∈G، عندنا العن�ضر 1g في RG، واإذا عرّفنا )اأعدنا ت�صمية( 1g بـ g، نرى اأنّ
اإذا  لذلك،  ا؛  نظامًا جزئيًّا �ضربيًّ بو�صفها  ب�صورة طبيعية   G نعدّها تحوي  اأن  RG., يمكن 

كانت G لي�صت اإبدالية، فاإن RG حلقة غير اإبدالية. 

الحلقة RG المعرفة في الأعلى هي حلقة الزمرة (group ring( لـ G على R. اإذا كان F حقلًا، 5.24 تعريف
∎                                                            .F على Gلـ )group algebra) جبر الزمرة FG فاإن
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لنقدم جداول الجمع وال�ضرب لجبر  الزمرةℤ 2G، حيث }G = }e, a دورية من الرتبة 2، فعنا�ضر 6.24 مثال 
Z2G هي: 

1e + 1a 1 وe + 0a ،0e + 1a ،0e + 0a

اإذا رمزنا لهذه العنا�ضر بطريقة طبيعية وا�صحة بـ 

،e + a و ،e ،a ،0

الجدول 8.24الجدول 7.24

على الترتيب، نح�صل على الجدولين24. 7 و 8.24، على �صبيل المثال: لترى اأنّ

 0 = (e + a)(e + a)، لدينا: 
(1e + 1a)(1e + 1a) = (1 + 1)e + (1 + 1)a = 0e + 0a

الحالة هي  هذه  فاإنّ  فعلية،  وب�صورة   ،0 لـ  قوا�صم  فيه  ربما  الزمرة  جبر  اأنّ  يبين  المثال   هذا 
دائمًا.                                                                                                                                               ▲                              

المرباعيات 

 (Hamilton) اإبدالية لغاية الآن، والمرباعيات لهاميلتون  لم نقدم مثالً على حلقة ق�صمة غير 
مثال قيا�صي على حقل تخالفي قطعي. 
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■ نبذة تاريخية 

1843م،  عام  المرباعيات   (William Rowan Hamilton 1805–1865) هاملتون  روان  ال�صيرويليام  اكت�صف 
 .)ℝ3 عندما كان يبحث عن طريقة ل�ضرب ثلاثيات العدد )متجهات في

قبل �صت �صنوات طوّر الأعداد  المركبة ب�صورة مجردة بو�صفها اأزواجًا مرتبة (a, b) من الأعداد الحقيقية، حيث الجمع 
('a + a', b + b) = ('a' , b) + (a, b)، وال�ضرب (aa' − bb', ab' + a' b) = ('a' , b) . (a, b)؛ بعدها بحث 
ا، ويكون طول المتجه الناتج عن حا�صل ال�ضرب هو حا�صل  عن �ضرب م�صابه لثلاثة متجهات، بحيث يكون تجميعيًّ
�ضرب اأطوال العوامل، وبعد محاولت فا�صلة عدة ل�ضرب متجهات من ال�صكل a + bi + cj )حيث j, i, 1 متعامدة 
ب�صورة تبادلية(، وبينما كان ي�صير على طول القنال الملكي في دبلن، اأدرك في 16 اأكتوبر عام 43ل1م اأنه  محتاج 
ا على بقية العنا�ضر الثلاث، فلم ي�صتطع “اأن يقاوم الندفاع... ليكتب ب�صكين  اإلى “رمز تخيلي” جديد k يكون عموديًّ

على حجر من ج�ضر بروغام” ال�صيغ الأ�صا�صية المعرفة في �صفحة 225 ل�ضرب هذه المرباعيات.

كانت المرباعيات اأول مثال معلوم عن حقل تخالفي قطعي، بعدها اكتُ�صفت اأمثلة اأخرى ب�صورة تتابعية، وقد لوحظ 
Joseph Henry ا، وعام 1909م قدّم جوزف هنري ماكلاجان ويدربيرن اأنه لي�س اأي منها منتهٍيًّ

(MaclaganWedderburn 1882–1948) ومن بعده قدم مدر�س في جامعة برين�صتون، اأول اإثبات للمبرهنة 
.10.24

×, هي زمرة  × × +    . الآن،  × × ×           لتكن المجموعة ℍ لهاميلتون هي 
 بالن�صبة اإلى الجمع مع نف�صها  بالن�صبة اإلى عملية الجمع على المركبات؛ ال�ضرب المبا�ضر لـ 

 .ℍ لنعيد ت�صمية عنا�ضر محددة من ،ℍ اأربع مرات، وهذا يعطي عملية الجمع على

�صنجعل: 
1 = (1, 0, 0, 0),   i = (0, 1, 0, 0)

j = (0, 0, 1, 0),   k = (0, 0, 0, 1)

اإ�صافة اإلى ذلك، نوافق على اأن نجعل: 

a1 = (a1, 0, 0, 0),   a2 i = (0, a2, 0, 0) ،
a3 j = (0, 0, a3, 0),   a4k = (0, 0, 0, a4)
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من خلال تعريفنا للجمع، عندنا: 

(a1, a2, a3, a4) = a1 + a2i + a3 j + a4k

لذلك: 
(a1 + a2i + a3 j + a4k) + (b1 + b2i + b3 j + b4k)

= (a1 + b1) + (a2 + b2)i + (a3 + b3) j + (a4 + b4)k

ولتعريف ال�ضرب على ℍ، نبداأ بتعريف

،a ∈ ℍ 1  لـa = a1 = a

،i 2 = j 2 = k2 = −1

ik = −jو ،k j = −i ،ji = −k ،ki = j ،jk = i ،i j = k 

لحظ الت�صابه مع ما يُ�صمّى ال�ضرب الت�صالبي على المتجهات، فهذه ال�صيغ �صهلة التذكر اإذا 
فكرنا في المتتالية :

.i, j, k, i, j, k

ال�ضرب من الي�صار اإلى اليمين لعن�ضرين متتاليين هو العن�ضر الآتي من اليمين، وال�ضرب من 
اليمين اإلى الي�صار لعن�ضرين متاليين هو �صالب العن�ضر الآتي من الي�صار، بعدها نعرّف ال�ضرب 

كما يجب ليحقق قانوني التوزيع، وهو: 
(a1 + a2i + a3 j + a4k)(b1 + b2i + b3 j + b4k)

= (a1b1 − a2b2 − a3b3 − a4b4) + (a1b2 + a2b1 + a3b4 − a4b3)i

+ (a1b3 − a2b4 + a3b1 + a4b2) j

+ (a1b4 + a2b3 − a3b2 + a4b1)k.

؛ لذلك، فال�ضرب  2 ( )M         يبين تمرين 19 اأنّ المرباعيات تماثل حلقة  جزئية من 
تجميعي.

ا؛ ولذلك، ℍ بالتاأكيد لي�س حقلًا، وبالعودة اإلى  لأن i j = k و ji = −k، نرى اأنّ ال�ضرب لي�س اإبداليًّ
توافر المعكو�س ال�ضربي، ليكن a = a1 + a2i + a3 j + a4k، حيث لي�س كل ai = 0، فالح�صاب 

يبين اأنَّ
(a1 + a2i + a3 j + a4k)(a1 − a2i − a3 j − a4k) = a1 

2+ a2 
2+ a3 

2+ a4 
2
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اإذا افتر�صنا 

1 2 3 4  ka a a i a j a= − − −  و 
2 2 2 2 2

1 2 3 4  a a a a a= + + +

نرى اأنَّ 

31 2 4
2 2 2 2 2

aa a aa i j k
a a a a a

     
= −   −   −  

     
     

حنا المبرهنة الآتية: المعكو�س ال�ضربي لـ a. وبذلك نعدّ اأنف�صنا قد و�صّ
9.24 مبرهنة 

10.24 مبرهنة 

البرهان

ا بالن�صبة اإلى الجمع وال�ضرب.  ا قطعيًّ المرباعيات ℍ ت�صكل حقلًا تخالفيًّ

لحظ اأنّ  }G = }±1,±i,±j,±k هي زمرة من الرتبة ل تحت ال�ضرب الرباعي. 

هذه الزمرة تتولد من i و j، حيث :

ji = i3 j ،j2 = i2 ،i4 = 1

(Wedder-  ووجد حقول تخالفية منتهية قطعًا، وهذا هو محتوى المبرهنة ال�صهيرة لويبدربيرن
(burn التي �صنذكرها من غير برهان. 

)مبرهنة ويدربيرن( كل حلقة ق�صمة منتهية حقل. 

u                                                       .انظر اآرتن، ني�صبت وثرال [24] لإثبات مبرهنة ويدربيرن 
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■ تمارين 24

ح�صابات 

في التمارين 1 اإلى 3، لتكن }G = }e, a, b زمرة دورية من الرتبة 3، حيث العن�ضر المحايد e. اكتب العن�ضر في جبر 
الزمرة  ℤ5G على �صورة: 

. 5, ,r s t ∈  re + sa + tb لـ  

(2e + 3a + 0b)(4e + 2a + 3b) .2   (2e + 3a + 0b) + (4e + 2a + 3b) .1

(3e + 3a + 3b)4 .3

. ia ∈ في التمارين 4 اإلى 7، اكتب العن�ضر في ℍ على �صورة  a1 + a2i + a3 j + a4k لـ 

i 2 j 3k ji5 .5     (i + 3 j )(4 + 2 j − k) .4

[(1 + 3i)(4 j + 3k)]−1 .7      (i + j )−1 .6

8. بالرجوع اإلى الزمرة S3، المعطاة في مثال 7.8 اح�صب حا�صل �ضرب: 
(0ρ0 + 1ρ1 + 0ρ2 + 0μ1 + 1μ2 + 1μ3)(1ρ0 + 1ρ1 + 0ρ2 + 1μ1 + 0μ2 + 1μ3)

 . 2 3S في جبر الزمرة 

9. اأوجد مركز الزمرة〈 .,*ℍ〉، حيث *ℍ هي مجموعة المرباعيات غير ال�صفرية. 

مفاهيم 

 بالن�صبة اإلى الجمع   وعن بع�صهما،  كل منهما حقل مماثل لـ  10. اأوجد مجموعتين جزئيتين من ℍ مختلفتين عن 
 .ℍ وال�ضرب الم�صتقين من

11. �صع اإ�صارة �صح اأو اإ�صارة خطاأ: 

 .F ولأيّ حقل n ّلأي ( )nM F ــــــــــــــــــــــ اأ. ل يوجد قوا�صم لـ 0 في 

ــــــــــــــــــــــ ب. كل عن�ضر غير �صفري في M2(ℤ2) عن�ضر وحدة. 

 .A دائمًا حلقة فيها العن�ضر المحايد ≠ 0 لأي زمر اإبدالية End(A) .�ــــــــــــــــــــــ ج

  .A لي�صت اأبدًا حلقة فيها العن�ضر المحايد ≠ 0 لأي زمرة اإبدالية End (A) .ــــــــــــــــــــــ د
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ــــــــــــــــــــــ ه�. المجموعة الجزئية Iso (A) من End (A) ـ تحوي التماثلات الغامرة من A اإلى Aـ ت�صكل حلقة جزئية من 
 .A لأيّ زمرة اإبدالية End (A)

ــــــــــــــــــــــ و. R 〈 ℤ , +〉 تماثل 〈. , + , ℤ〉 لأيّ حلقة اإبدالية R فيها العن�ضر المحايد.
ــــــــــــــــــــــ ز. حلقة الزمرة RG للزمرة الإبدالية G، هي حلقة اإبدالية لأي حلقة اإبدالية R فيها العن�ضر المحايد. 

ــــــــــــــــــــــ ح. ت�صكل المرباعيات حقلًا.

ــــــــــــــــــــــ ط. 〈. , *ℍ〉 زمرة، حيث *ℍ مجموعة المرباعيات غير ال�صفرية. 

ــــــــــــــــــــــ ي. لي�صت اأي حلقة جزئية من ℍ حقلًا.

ح كلاًّ مما ياأتي بمثال: 12. و�صّ

   اأ. كثيرة حدود من الدرجة n، حيث معاملاتها من حقل تخالفي قطعي، يمكن اأن يكون لها اأكثر من n من الأ�صفار في 
الحقل التخالفي. 

  ب. زمرة جزئية �ضربية منتهية من حقل تخالفي قطعي، ممكن األ تكون دورية. 

براهين 

 ϕ ّقا�صم لـ 0 من اليمين. بينِّ اأن ϕ ّالمعطى في المثال 2.24، الذي بينَّ اأن End ( ),× +  φ العن�ضر في  13. لتكن 
ا قا�صم لـ 0 من الي�صار.  اأي�صً

14. بينِّ اأنّ M2(F) فيها على الأقل �صتة عنا�ضر وحدة لأي حقل F. اأوجد عنا�ضر الوحدة هذه. [ م�ساعدة: في F على 
الأقل عن�ضران: 0 و 1 ]. 

) End تماثل طبيعي )قانوني( 〈،. ,+, ℤ〉 و )End )〈ℤn , + 〉 تماثل طبيعي ),+ 15. بينِّ اأنّ 

 .)〈ℤn ,+ , . 〉(     

.〈ℤ2 × ℤ2, +, . 〉 ل تماثل End)〈ℤ2 × ℤ2,+ 〉( ّ16. بينِّ اأن

 .YX−XY =1 ّ17. بالعودة اإلى مثال 3.24، بينِّ اأن

 .R لأي حلقة R تُماثل RG ّزمرة من عن�ضر واحد، بينِّ اأن  G = }e{ 18. اإذا كانت

19. توجد م�صفوفة K ∈ M2(ℂ)، بحيث ϕ : ℍ → M2(ℂ) المعرفة بـ 

1 0 0 1 0
( )

0 1 1 0 0
i

a bi ci dk a b c dk
i

φ
     

+ + + = + + +     −     
 .ϕ[ℍ] اإلى ℍ تعطي تماثلًا من ،a, b, c, d ∈ ℝ لكل
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 .K اأ.  اأوجد الم�صفوفة

ب.  ما المرباعيات الثمانية التي يجب فح�صها، لنرى اأنّ ϕ هي حقيقةً ت�صاكل؟ 

ج�. ما ال�صيء الآخر الذي يجب فح�صه، لنبينِّ اأنّ ϕ تعطي تماثلًا من ℍ اإلى ϕ[ℍ]؟
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الحلقات والحقول المرتبةOrderd Rings and Fields 3الف�صل 25

 .  وعلى اأي  مجموعة جزئية من  نحن خبراء بعلاقة التباين < على المجموعة 

)نذكرك باأنّ العلاقات نوق�صت في الف�صل 0، انظر تعريف 7.0(. نلاحظ اأنّ < تعطينا ترتيبًا على 
الترتيبات على الحلقات والحقول، حيث �صنفتر�س  الف�صل، �صندر�س  الأعداد الحقيقية، وفي هذا 

خلاله اأنّ الحلقات التي �صنناق�صها فيها العن�ضر المحايد غير ال�صفري 1. 

في الأعداد الحقيقية، ،a<b اإذا وفقط اإذا كان b−a موجبًا؛ لذلك، فاإنّ علاقة الترتيب < على 
 مفهومة تمامًا، اإذا علمنا ما الأعداد الموجبة.

�صن�صتخدم فكرة و�صف عنا�ضر محددة بالموجبة لتعريف مفهوم الحلقة المرتبة. 

الحلقة المرتبة (ordered ring( هي حلقة R مع مجموعة جزئية لي�صت خالية P من R وتحقق 1.25 تعريف 
الخا�صيتين الآتيتين: 

 .P في ab و a + b كلا ،a, b ∈ P لكل )closure) اإغلاق

تثليث (trichotomy(  لأي a ∈ R، واحد وفقط واحد من هذه الأمور يتحقق:

.−a ∈ P ،a = 0 ،a ∈ P

n                                                                                 .)positive) ”موجبة“ P ت�صمّى عنا�ضر 

       من ال�صهولة اأن ترى اأنه اإذا كانت R حلقة مرتبة، حيث المجموعة P هي العنا�ضر الموجبة، 
 ،S تحقق متطلبات مجموعة العنا�ضر الموجبة في الحلقة P ∩ S فاإن ،R حلقة جزئية من S و
  )induced ordering) انظر تمرين 26(. هذا هو الترتيب المحدث( .S وهذا يعطي ترتيبًا على

 .R من الترتيب المعطى على

2.25 مثال

دائمًا  نعدّها  التي  العنا�ضر  مجموعة    و    و   ، للحلقات  اأنّ  الأولى  الوهلة  من  نلاحظ 
الحلقات  لهذه  الماألوف  الترتيب  اإلى هذا  �صن�صير  والتثليث،  الإغلاق  فيها �ضرطا  يتحقق  موجبة، 
والترتيب المحدث للحلقات الجزئية منها بالترتيب الطبيعي، و�صنقدم الآن مفهومًا غير ماألوف. 

لتعريف  طبيعيان  طريقان  هناك  الموجبة،  العنا�ضر  من   P والمجموعة  مرتبة  حلقة   R لتكن 
الترتيب على حلقة كثيرة الحدود R[x]، حيث �صن�صف مجموعتين محتملتين، Plow و Phigh من 

العنا�ضر الموجبة، وكثيرة الحدود غير ال�صفرية في R[x] تكتب على �صورة: 

3 هذا الف�صل ل ي�صتخدم في باقي الكتاب.
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1
1( ) ...r r n

r r nf x a x a x a x+
+= + + +

ر تبة على  واأعلى  ال�صفريين لأقل  anx  هما الحدّان غير 
n و   ar x

r
an؛ لذلك،   ≠0 و   ar  ≠0 حيث 

الترتيب، لتكن Plow  هي مجموعة f(x) كلها، حيث ar ∈ P، و لتكن Phigh هي مجموعة f(x) كلها، 
حيث an ∈ P. اإن متطلبات الإغلاق والتثليث التي يجب على Plow   و Phigh تحقيقها لتعطي ترتيبًا 
على R[x]، تنبع من الوهلة الأولى من الخ�صائ�س نف�صها على P وتعريف الجمع وال�ضرب في 

، حيث الترتيب معطًى بـ Plow، فكثيرة الحدود [ ]x R[x]،  وبالتطبيق على 

، وبا�صتخدام الترتيب المعطى بـ   f (x) = −2x + 3x4 لي�صت موجبة؛ لأن 2- لي�س موجبًا في 
p                                                                       . Phigh، كثيرة  الحدود نف�صها، �صتكون موجبة؛ لأن 3 موجب في 

       افتر�س اأنّ P هي مجموعة العنا�ضر الموجبة في الحلقة المرتبة R، وليكن a عن�ضًرا غير 
ا في P ؛  اأو a – في P؛ لذلك، با�صتخدام  الإغلاق a2 = (−a)2 اأي�صً  a فاإنه اإما ،R صفري من�
12=1 موجب، با�صتخدام  R موجبة. بوجه خا�س،  ولذلك، مربعات العنا�ضر غير ال�صفرية من 
�صفرًا  لي�س  لذلك،  P؛  دائمًا في  الجمع  من  منته  عدد  لأي   1 + 1 + ·· ·+1 اأنّ  نرى  الإغلاق، 
اأن  ال�صفرية يجب  العنا�ضر غير  ولأنّ مربعات  المرتبة مميزها �صفر؛  الحلقة  فاإنّ  اأبدًا، وعليه، 
 هو الترتيب الوحيد الممكن، والأعداد  الحقيقية  تكون موجبة، نرى اأنّ الترتيب الطبيعي على 
الموجبة هي بال�صبط مربعات الأعداد الحقيقية غير ال�صفرية، وهذه المجموعة ل يمكن تو�صيعها 
 هو  دون تدمير التثليث؛ ولأن 1+…1+1 يجب اأن تكون موجبة، فاإنّ الترتيب الممكن على 
اإعادة  طريق  عن  يمكننا  لذلك،  �صفر؛  مميزها  كلها  المرتبة  فالحلقات  ا،  اأي�صً الطبيعي  الترتيب 

 بو�صفها حلقة جزئية مرتبة.  التعريف )الت�صمية(، اأن نعدّ كل حلقة مرتبة تحوي 

 ،P في b اأو –b واإما P في a اأو –a فاإنه اإما ،P عنا�ضر غير �صفرية من b و a اإذا كانت       
وبو�صفها نتيجة منطقية من الإغلاق، فاإنه اإما ab اأو ab– في P، اإذ ل يمكن اأن يكونab �صفرًا 

با�صتخدام التثليث، وعليه، فاإنّ الحلقة المرتبة لي�صت لها قوا�صم لل�صفر. 

نلخ�س هذه ال�صتنتاجات في  مبرهنة ونتيجة. 

لتكن R حلقة مرتبة. مربعات العنا�ضر جميعها غير ال�صفرية في R موجبة، R مميزها 0، ول 3.25 مبرهنة 
توجد فيها قوا�صم لل�صفر.

 من R  هو الترتيب 4.25 نتيجة  مدخلة في اأي حلقة مرتبة R، والترتيب المحدث على  يمكننا اأن نعدّ 
 هو الترتيب الطبيعي.  ، الترتيب الوحيد الممكن على  الطبيعي على 

اأن يكون مرتبًا؛ لأن كلاًّ من   الأعداد المركبة ل يمكن   من  اأنّ الحقل   3.25 ح المبرهنة  تو�صّ
ا، اأنه ل توجد حلقة منتهية يمكن اأن تكون مرتبة؛ لأن  12=1  و i2=1−  مربعان، وتو�صح اأي�صً

مميز اأي حلقة  مرتبة �صفر. 

Abstract 1_Book.indb   304 3/4/2014   9:34:12 AM

o b e i k a n d l . c o m
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المبرهنة القادمة تعرّف العلاقة < في حلقة مرتبة، وتقدم خ�صائ�صها . 

تعريف < م�صتقة من المفهوم الذي ين�سّ على اأنه في الأعداد الحقيقية،  a<b اإذا وفقط اإذا كان 
ا، اأنّ الترتيب يمكن تعريفه بدللة  علاقة < ذات الخ�صائ�س  ح المبرهنة اأي�صً b−a موجبًا، تو�صّ

المذكورة اأدناه.
لتكن R حلقة مرتبة، حيث P مجموعة العنا�ضر الموجبة، لتكن <، وتقراأ “اأقلّ من”، علاقة على 5.25 مبرهنة  

)1(                                         (b −  a) ∈ P اإذا وفقط اإذا كان a >  b معرفة بـ R

 .a, b, c ∈ R. لها الخ�صائ�س الآتية لكل  < لـ a, b ∈ R . العلاقة

التثليث (Trichotomy( واحد وفقط واحد من هذ الأمور تتحقق: 

.a  < b, a = b, b  < a

 . a  c< >b    c، فاإن  التعدي (Transitivity( اإذا كانت a   <b و 

 a +      b < a + c فاإن ،   b < c اإذا كانت )Isotonicity) التواتر

 .ba ca< ab و  ac< ، فاإنّ 0  < aو   b < c واإذا كانت         

فاإنّ  الثلاثة،  ال�ضروط  هذه  تحقق   R �صفرية  غير  حلقة  على   > علاقة  اأُعْطيت  اإذا  وبالعك�س، 
العنا�ضر الموجبة في تعريف  }P = }x ∈ R | 0 < x تحقق خا�صيتين لمجموعة  المجموعة 

1.25، والعلاقة P< المعرفة في ال�ضرط )1( بالن�صبة اإلى P هي العلاقة < المعطاة. 
− b). البرهان  a) ∈ P تعني a < b مجموعة العنا�ضر الموجبة، ولتكن P حلقة مرتبة، حيث R لتكن

�صنثبت  الخ�صائ�س الثلاث  لـ <. 

 التثليث: لتكن a,b ∈ R، با�صتخدام خا�صية التثليث على P في تعريف 1.25 ومطبقةً على
b−a، بال�صبط واحد من: 

(b −  a) ∈ P, b −  a = 0, (a −  b) ∈ P

متحقق: تترجم هذه بدللة < اإلى 
a < b, a = b, b < a

على الترتيب. 

− c)، وبا�صتخدام الإغلاق على   b) ∈ P و (b −  a) ∈ P ّفاإن ،b < c و a < b التعدي: لتكن
P  تحت الجمع، يكون لدينا: 

(b −  a) + (c −  b) = (c −  a) ∈ P

 .a < c ،لذلك

 (a + c) −  (a + b) = (c −  b) ∈ P ّوهكذا، فاإن ،(c −  b) ∈ P اإذن ،b < c التواتر: لتكن
 a(c −  b) كلّ من ،P فبا�صتخدام الإغلاق على ،a  >  0 كذلك، اإذا كان . a + b < a + c اإذن

 .ba < ca  و ab  < ac ،اإذن ،P في (c −  b)a = ca – ba و = ac – ab
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u.)27 صنترك الجزء “وبالعك�س” من المبرهنة بو�صفه تمرينًا �صهلًا ومماثلًا. )انظر تمرين�       

       با�صتعرا�س المبرهنة 5.25، �صن�صعر الآن بحرية ل�صتخدام < لترمز اإلى الحلقة مرتبة الرموز 
≥ و ≤  معرّفة عادة بدللة < و= . اأي اإنّ   ،<

 ،a > b اأو a=b تعني اإما a ≤ b ،a > b تعني b > a

 .b=a اأو b < a تعني اإما a ≥ b                            
ه لأمر تو�صيحي باأن نفكر فيما تعنيه الترتيبات على R[x] المعطاة  بـ 6.25 مثال لتكن R حلقة مرتبة، اإنَّ

Plow و Phigh في المثال 2.25 بدللة العلاقة < في المبرهنة 5.25. 

، كذلك،  0a > a موجب اإذن، x−  ،R 0 فيa > ه لأي  باأخذ Plow   في الح�صبان، نلاحظ اأنَّ
  (xi − x j ) ∈ Plow ولدينا ،R في a 0 لكل x a< < 0x موجبة، اإذن، x >0 ؛ لذلك x= −

. وحيدات الحدّ لها الترتيب:  i j< ، اإذن، x j < xi  اإذ كان  i j< عندما 
6 5 4 3 20 ...x x x x x x a< < < < < < <

لأي عدد موجب a ∈ R. باأخذ R =ℝ، نرى اأنه في هذا الترتيب على ℝ [x] يوجد عدد ل نهائي 
من العنا�ضر الموجبة، التي هي اأقل من اأي عدد حقيقي موجب!

7.25 تعريف 

�صنترك النقا�س الم�صابه لـ > بالن�صبة اإلى الترتيب على R[x] المعطى بـ Phigh اإلى تمرين 1.   ▲

ح هذا المفهوم، تذكر   المثال ال�صابق مهم؛ لأنه يقدم ترتيبًا  غير اأرخميدي، و�صنقدم تعريفًا يو�صّ
اأنه يمكننا اأن نعدّ ℤ  حلقة جزئية من اأيّ  حلقة مرتبة. 

الترتيب على الحلقة R الذي له هذه الخا�صية: 

ترتيب  na > b هو  n، بحيث  R، يوجد عدد �صحيح موجب  b في  و   a لأي عن�ضرين موجبين 
 ■                                                                                 .)Archimedian ordering) اأرخميدي

       الترتيب الطبيعي على ℝ اأرخميدي، بينما الترتيب على ℝ [x] المعطى بـ Plow، الذي نوق�س 
ا؛ لأنه لأي عدد �صحيح موجب n لدينا Plow ∋ (nx − 17)، اإذن  في مثال6.25 لي�س اأرخميديًّ

.n ∈ ℤ+  لكل nx < 17

�صنقدم مثالين ن�صف بهما اأنواع الحلقات المرتبة والحقول، التي تهمنا في عملٍ اأكثر تطورًا. 
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22 8.25 مثال  الف�صل  في  الحدود  كثيرة  عرّفنا  وقد  حلقة،   R لتكن  ال�صكلية(:  القوى  مت�صل�صلة  )حلقات 
من  منتهٍ  عدد  عدا  اأ�صفار   ai كل  حيث   

0
i

ii
a x∞

=∑ ال�صكلي، المجموع  اأنها  على   R[x] في 
،x ال�صكلية في القوى  مت�صل�صلة  ai �صفرًا، ف�صنح�صل على  ا من  اأيًّ لي�س �صفرًا، واإذا لم ن�صترط   ai 

مع  نتعامل  ل  لأننا  عرفية؛  ب�صورة  ت�صتخدم  �صكلي،  )ال�صفة   .R الحلقة  من  المعاملات  حيث 
المت�صل�صلات المتقاربة(. بال�صبط ال�صيغ نف�صها التي �صن�صتخدمها لتعريف الجمع وال�ضرب على 
جمع  معظمنا  مار�س   .22 الف�صل  في  الحدود  كثيرات  على  الم�صتخدمة  هي  المت�صل�صلات،  هذه 
المت�صل�صلات و�ضربها عند درا�صة التفا�صل والتكامل، فهذه المت�صل�صلات تمثل حلقة يرمز لها بـ 

R [[x]]، التي تحوي R [x] بو�صفها حلقة جزئية. 

الترتيب  و�صّعنا  بال�صبط كما   ،R [[x]] التريب على  تو�صيع  R حلقة مرتبة، فيمكننا  اإذا كانت 
على R [x] م�صتخدمين المجموعة Plow للعنا�ضر الموجبة. )ل يمكننا اأن ن�صتخدم Phigh. لم ل؟( 
ووحيدات الحدّ لها الترتيب نف�صه الذي عر�صناه في المثال 6.25.                                              ▲

 )حقول مت�صل�صلات لورنت ال�صكلية Formal Laurent Series Fields (: بال�صتمرار في 9.25 مثال
، حيث N اأي عدد  i

ii N
a x∞

=∑ فكرة مثال 8.25، نفتر�س F حقلًا، ولتكن المت�صل�صلة ال�صكلية 
i حيث ai كلها 

ii
a x∞

=−∞∑ �صحيح موجب، �صفر اأو �صالب، وai ∈ F. )بالتماثل، يمكننا اأن نعدّ
- عدا عدد نهائي من ai- �صفر للقيم ال�صالبة من i، اإذ اإننا خلال درا�صة التفا�صل والتكامل لدوال 
وبالجمع  المتغيرات التخيلية، نواجه مت�صل�صلات من هذا النوع الم�صماة “مت�صل�صلات لورنت”(، 
F((x)). معكو�س  بـ  ا على حقل يرمز له  الطبيعي على هذه المت�صل�صلات نح�صل فعليًّ وال�ضرب 
العنا�ضر والك�صور يمكن  ح�صابها  x هي المت�صل�صلة  ··· + x−1 + 0 + 0x + 0x2 معكو�صات 
(x−1 −  1 + x −  x2 + x3 + ···)/ با�صتخدام ق�صمة المت�صل�صلات، و�صنح�صب اأول ثلاثة حدود لـ

(··· + x3 + 2x4 + 3x5) في ℝ ((x)) للتو�صيح.
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اأول في الجبر المجرد ل30 مقرر 

 R [[x]] في    Plow لـــ  المو�صــح  التناظــر  ن�صتخــدم  اأن  فيمكننــا  مرتبًــا،  حقــلًا   F كان  اإذا 
ــا ترتيــب وحيــدات الحــد  لنعــرف الترتيــب علــى F ((x)). و�صنطلــب منــك في تمريــن 2 رمزيًّ

 · · ·  ,x−3, x−2, x−1, x0 = 1, x, x2, x3· · · كما فعلنا لـ R[x] في مثال 6.25. 

لحظ اأنّ F((x)) تحوي- بو�صفه حقلًا جزئيًّا-  حقل خوارج الق�صمة على F[x]، وبذلك ن�صتق 
p                                                                                        .ترتيبًا على حقل خوارج الق�صمة هذا

       لتكن R  حلقة مرتبة،  ولتكن '𝜙𝜙 :R → R  تماثل حلقات. اإنه لأمر وا�صح ب�صورة بدهية مع 
اإعادة التعريف )اإعادة الت�صمية(، اأنّه يمكن ا�صتخدام الدالة 𝜙𝜙 لحمل الترتيب على R اإلى الترتيب 
اإلى  الإثبات  ال�صك، حيث نترك  اإثباتها لمنع  . نلخ�س ذلك على �صورة مبرهنة، ويجب   R' على 

التمرين 25. 
لتكن R حلقة مرتبة، حيث P هي مجموعة العنا�ضر الموجبة، وليكن '𝜙𝜙 :R → R  تماثل حلقات، 10.25 مبرهنة 

 ،R' متطلبات تعريف 1.25  لمجموعة العنا�ضر الموجبة لـ  P' =ϕ[P] حيث تحقق المجموعة الجزئية
اإ�صافة اإلى ذلك، في الترتيب على 'R  المعطى من 'P، عندنا ϕ(a) <' ϕ(b) في 'R، اإذا وفقط اإذا كان 

 .R في  a < b

11.25 مثال

من   ϕ طريق”  عن  المحدث  “الترتيب  ال�صابقة  المبرهنة  في  المو�صوف   R' على  الترتيب  لِنُ�صَمِّ 
 .R الترتيب على

:ϕπ حيث:  [ ]x →   ن�سَّ مثال 9.22 على اأنّ  ت�صاكل التعوي�س ،

0 1 0 1( ... ) ...n n
n na a x a x a a aφ π π+ + + = + + +

الحلقة  هذه  اإلى  نرمز   .ϕ [ℚ[x]] اإلى   ℚ[x] من  بتماثل  يزوّدنا  فهو  وبذلك،  لواحد،  واحد  هو 
2.25 للمثالين    Plow المجموعة  م�صتخدمين  بترتيب   [ ]x زودنا  اإذا   . [ ]π بـ   الم�صورة 

] الم�صتق من φπ مختلف تمامًا عن الترتيب الطبيعي )الوحيد(  ]π و6.25، فاإنّ الترتيب على 
p                                                      ! ، ففي الترتيب Plow، � اأقل من اأي عن�ضر في  على 

       اأي تماثل من حلقة R على نف�صها ي�صمى تماثلًا ذاتيًّا )automorphism( على R، حيث 
توافر تماثل  اإذا   ،R لتقديم ترتيبات مختلفة على حلقة مرتبة   10.25 ا�صتخدام المبرهنة  يمكن 

ذاتي على R ل ينقل المجموعة P من العنا�ضر الموجبة اإلى نف�صها. نقدم هذا المثال: 
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m + n{ حلقة. 12.25 مثال 2  |m, n ∈  يبيّن تمرين 11 في الف�صل 18 اأنّ: }

2 موجب،  ا من ℝ ، حيث  ا م�صتقًّ ، اإذ اإنّ لها ترتيبًا طبيعيًّ 2 
  لنرمز لهذه الحلقة بـ 

ϕ(m + n هي  2 ) = m −  n 2 : ، معرّفة بـ  2 2φ    →     لكن، ندَّعي اأنّ 
، �صنترك التحقق من خا�صية  2 

 
تماثل ذاتي، ومن الوا�صح اأنها واحد لواحد وغامر على 

) ، نرى اأنّ  الترتيب المحدث من ϕ �صيكون  2) 2φ = − الت�صاكل اإلى تمرين 17؛ ولأن 
m + n موجب،  2 ، العن�ضر  2 

 
−2 موجب! في الترتيب الطبيعي على  واحدًا، حيث 

n 2، اأو اإذا كان m موجبًا  2 < m2 موجب و m كلاهما موجبًا، اأو اإذا كان  n و m اإذا كان 
وm2 < 2n2. �صنطلب اإليك في تمرين 3 اأن تعطينا ال�صفات المناظرة للعنا�ضر الموجبة في 

▲                                                                                      .ϕ المحدث من 2 
 

الترتيب على 

         با�صتعرا�س المثالين 11.25 و 12.25؛ اللذين قدّما ترتيبين على حلقتين جزئيتين من 
 تقبل ترتيبًا اآخر غير الترتيب الطبيعي،  لي�س هما الترتيبين المحدثين، نت�صاءل فيما اإذا كانت 

ح اأنَّ هذا م�صتحيل.  مبرهنتنا الأخيرة تو�صِّ
لتكن D حلقة تامة مرتبة، حيث P مجموعة العنا�ضر الموجبة، وليكن F حقل خوارج الق�صمة 13.25 مبرهنة

على D. المجموعة 

  P' = }x ∈ F | x = a/b  حيث  a, b ∈ D و  ab ∈ P{ 

 P' ،اإ�صافة اإلى ذلك ،D الم�صتق من الترتيب المعطى على F ح�صنة التعريف، وتقدِّم ترتيبًا على
هي المجموعة الجزئية الوحيدة من F التي لها هذه الخا�صية. 

لتو�صيح اأنّ 'P ح�صنة التعريف، افتر�س اأنّ 'x = a/b = a'/b لـ a, b, a', b' ∈ D    البرهان

ح .a′b' ∈ P. من  'a/b = a'/b، نح�صل على ab′ = a′b، وبال�ضرب  وab ∈ P، علينا اأن نو�صّ
 .ab ∈ P وبافترا�س ،b2 ∈ P الآن .(ab) b' = a' b2 نح�صل على ،b في

ه اإما 'a و 'b كلاهما  −= a (−b)= (−a)b للحلقة، نرى اأنَّ  (ab) با�صتخدام التثليث والخ�صائ�س
في P اأو كلاهما لي�س في P، وفي كل حالة، نح�صل على a' b' ∈ P. نبداأ بالإغلاق على ′P، لتكن 

x + y = (ad + bc)/ ،الآن . cd  ∈ P  و   ab∈ P  ،اإذن ،P′ عن�ضرين من  y= c/d  و  x= a/ b
ا في P و P مغلقة على  bd  و  bd = (ab)d2 + b2(cd)(ad + bc) في P؛ لأنَّ المربعات اأي�صً

 acbd = (ab)(cd) ّ؛ لأنP' في xy = ac/ bd  ا الجمع وال�ضرب؛ لذلك،'P ∋ (x + y) . اأي�صً
.P وبهذا هي في ،P هي حا�صل �ضرب عن�ضرين من
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ه لـ x = a/b، حا�صل ال�ضرب ab يحقق فقط واحدًا من بالن�صبة اإلى التثليث، نريد فقط اأن نلاحظ اأنَّ
ab ∈ P, ab = 0, ab ∉ P

با�صتخدام التثليث على P. بالن�صبة اإلى 'P تترجم هذه اإلى 'x=0  ،x ∈ P، و'x ∉ P  على الترتيب. 

اأو�صحنا اأنّ 'P تقدم ترتيبًا على F. بالن�صبة اإلى a ∈ D، نرى اأنَّ a = a/1 في 'P، اإذا وفقط اإذا كان 
 .P' عن طريق F هو بالفعل الترتيب المحدث من D ؛ لذلك، الترتيب المعطى علىP في a1=a

 P'' التي تحقق �ضروط التعريف 1.25، بحيث ،F هي  مجموعة العنا�ضر الموجبة من  P'' ّاأخيًرا، افتر�س اأن
.D = P ∩، لتكن ''x = a/b ∈، P حيث a, b ∈ D، فاإن xb2 = ab يجب اأن يكون في ′′P؛ لذلك، 

 .P'' ⊆ P' ولذلك ،x ∈ P′ اإذن .ab ∈ (P′′ ∩ D) = P

ه يجب اأن يكون عندنا بعدها ''P'= P؛ لذلك، تعطينا 'P الترتيب الوحيد على  يو�صح قانون التثليث اأنَّ
                                                                     ♦                                                                              .D الذي يحافظ على الترتيب الأ�صلي لعنا�ضر F

■ تمارين 25

ح�صابات 

1.  لتكن R حلقة مرتبة. �صف ترتيب  عن�ضر موجب في R ووحيدات الحدّ  ,x, x2, x3, ··· , xn في R[x]، كما 
 .R[x] للمثال 25. 6 على اأنها مجموعة العنا�ضر الموجبة في Phigh فعلنا في مثال 6.25، با�صتخدام المجموعة

2.  ليكن F  حقلًا مرتبًا، وليكن F((x)) حقل مت�صل�صلات لورنت ال�صكلية، حيث المعاملات من F، التي نوق�صت في 
المثال 9.25. �صف ترتيب وحيدات الحدّ · · ·  ,x−3, x−2, x−1, x0 = 1, x, x2, x3· · · با�صتخدام الترتيب على 

F((x)) المو�صوف في ذلك المثال. 

−2 موجب. �صف بدللة  ، بحيث  { }2  2 | ,m n m n  = + ∈  
3.  و�صف مثال 12.25 الترتيب على 

2 با�صتخدام ذلك الترتيب. 
 

m وn، العنا�ضر الموجبة جميعها في 

عليها الترتيب المعطى بـ  [ ]x في التمارين 4 اإلى 9، لتكن 
i. Plow              ii. Phigh

، ب، ج، د، هـ لكثيرات الحدود المعطاة بترتيب يتبع  اأ الرموز   (ii)، رتّب  (i) و  2.25 في كل حالة  المو�صوف في المثال 
الترتيب الت�صاعدي لكثيرات الحدود، كما و�صف بالعلاقة < للمبرهنة 25.5. 

−5 + 3x .3 − 45. اأx .ب−x + 7x2 .جx − 7x2 .4 + 2 دx2.�ه
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ه�. 3x3 − 4x5−د. 8x2 + x5ج�. 5x + 7x2 − 11x4−ب. 53x − 8x3. اأ. 1-

−3 + 5x2 .2−6. اأx + 5x2 + x3 .6ج�. 5−بx3 + 8x4 .8دx4 − 5x5 .�ه

−2x2 + 5x3 .7. اأx3 + 4x4 .2 بx − 3x2 .�3−جx − 4x2 .2دx − 2x2 .�ه

4x − 3x2 .84. اأx + 2x2 .4بx − 6x3 .�5جx − 6x3 .3دx − 2x2 .�ه

x − 3x2 + 5x3 .3 − 92. اأx2 + 5x3 .بx − 3x2 + 4x3 .�جx + 3x2 + 4x4 .دx + 3x2 − 4x3 .�ه

 لها الترتيب المو�صوف في المثال 9.25 رتّب الرموز اأ، ب، جـ، د، هـ للعنا�ضر  ((x)) في التمارين 10 اإلى 13، لتكن
المعطاة بترتيب يتبع الترتيب الت�صاعدي لتلك العنا�ضر، كما هو مو�صوف بالعلاقة < للمبرهنة 5.25.

1
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مفاهيم 

ح  . و�صّ
3 1 32

2
i − +

  
 

، يماثل اأ�صغر حقل جزئي من  يحوي  3 2  يحوي  14. يمكن اإثبات اأنَّ اأ�صغر حقل جزئي من 

 يحوي عنا�ضر  ـ اأنّه يمكن اإيجاد ترتيب على حقل جزئي من  لِمَ يُبين لنا ـ على الرغم من اأنه ل يوجد ترتيب على 
لي�صت اأعدادًا حقيقية؟

15. �صع اإ�صارة �صح اأو اإ�صارة خطاأ:

 . ــــــــــــــــــــــ اأ. هناك ترتيب وحيد ممكن على الحلقة 

 فقط  بطريقة وحيدة.  ــــــــــــــــــــــ ب. يمكن ترتيب الحقل 

 يمكن ترتيبه فقط بطريقة وحيدة.  ــــــــــــــــــــــ ج�. اأي حقل جزئي من 

 فقط بطريقة وحيدة.  ــــــــــــــــــــــ د. يمكن ترتيب الحقل 

 .R بطريقة م�صتقة من الترتيب على R[x] حلقة مرتبة، فاإنه يمكن ترتيب R ــــــــــــــــــــــ ه�. اإذا كانت

 .b < na بحيث ،n ∈ ℤ+ يوجد a, b ∈ R اأرخميدي، اإذا كان لكل R ــــــــــــــــــــــ و. الترتيب على الحلقة

  .b < na وبحيث ،n ∈ℤ + 0 يوجد < a  بحيث  ،a, b ∈ R اأرخميدي، اإذا كان لكل R ــــــــــــــــــــــ ز. الترتيب على الحلقة

ــــــــــــــــــــــ ح. اإذا كانت  R حلقة مرتبة و a ∈ R، فاإن a– ل يمكن اأن تكون موجبة.

ــــــــــــــــــــــ ط. اإذا كانت R حلقة مرتبة و a ∈ R، فاإنه اإمّا a اأو a – موجبة.

ــــــــــــــــــــــ ي. كل حلقة مرتبة فيها عدد ل نهائي من العنا�ضر.

16. �صف الترتيب على الحلقة ℚ [π] المو�صوفة في المثال 11.25 بحيث π اأكبر من كل عدد ن�صبي. 

براهين 

ϕ(m + n، ت�صاكل.  2 ) = m −  n 2 ، حيث  : 2φ   →  
ح اأنَّ الدالة  17.  بالعودة اإلى المثال 12.25، و�صِّ

 R مجموعة العنا�ضر الموجبة، ولتكن <  العلاقة على P حلقة مرتبة، حيث المجموعة R في التمارين 18 اإلى 24، لتكن
المعرفة في المبرهنة 25.5، اأثبت العبارة المعطاة. 

)الإثباتات جميعها يجب اأن تكون بدللة تعريف 1.25 والمبرهنة 5.25، على �صبيل المثال: يجب عليك األ  تقل: “نعلم اأنَّ 
.)”ab  < 0 0، فاإن < b و a < 0 صالب �ضرب موجب هو �صالب؛ لذلك، اإذا كان�

 .0 <  a فاإن ،a ∈ P 18. اإذا كان

 .cd ∈ Pاأو c=d=0 فاإنه اإما ،ac= bd و a, b ∈ P 19. اإذا كان

 .–b < –a ّفاإن ،a < b 20. اإذا كان
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 .ab < 0 ّ0، فاإن < b و a < 0 21. اإذا كان

22. اإذا كان R  حقلًا و b, a  موجبين، فاإنّ a/b موجب. 

 .1 < 1/a ّ0، فاإن < a < 1 حقلًا و R 23. اإذا كان

 .1/a < 1− 24. اإذا كان R حقلًا و a < 0 > 1−، فاإنّ 

25. اأثبت المبرهنة 10.25 في الكتاب. 

26. بينِّ اأنه اإذا كانت R حلقة مرتبة والمجموعة P مجموعة العنا�ضر الموجبة وS حلقة جزئية من R، فاإن

 .S وبذلك تعطينا ترتيبًا على ،S تحقق متطلبات العنا�ضر الموجبة في الحلقة  P ∩ S 

27. بينِّ اأنه اإذا كانت العلاقة < على الحلقة R تحقق خ�صائ�س التثليث، والتعدي والتواتر المن�صو�س عليها في المبرهنة 
5.25، فاإنه توجد مجموعة جزئية P من R، تحقق �ضروط مجموعة العنا�ضر الموجبة في التعريف 1.25 بحيث اإن العلاقة 

P>، والمعرفة بـ a <P b  اإذا وفقط اإذا كانت b - a ∈ P هي نف�صها العلاقة < .

.a=b ّعدد �صحيح موجب، فاإن n و a, b ∈ R حيث ،a2n+1 = b2n+1 حلقة تامة مرتبة. بينِّ اأنه اإذا كان R 28. لتكن

29. لتكن R حلقة مرتبة، ولتكن الحلقة R [x, y] من كثيرات الحدود في متغيرين، حيث المعاملات من R. ي�صف المثال 
2.25 طريقتين لترتيب R [x]، وفي  كل واحد منها، يمكننا ال�صتمرار وترتيب [y] (R [x]) بطريقتين متناظرتين باإعطاء 
 R [y] اإذا رتّبنا R [x, y] توجد هناك اأربع طرق اأخرى للو�صول اإلى ترتيب على .R [x, y] اأربع طرق للو�صول اإلى ترتيب
بدايةً، وبعدها [x](R [y]). بينَّ اأنَّ الترتيبات الثمانية على R [x, y]  كلها مختلفة.  [م�ساعدة: يمكن لك اأن تبداأ باأن تعدّ 

اإما x < y اأو y < x في كلّ من هذه الترتيبات، وا�صتمر في هذا الأ�صلوب].
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