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 Homomorphisms الت�شاكلات   

دوال ربط البنية

لتكن��Gو�'�Gزمرتين،��شوف�نهتم�بالدوال�من��Gاإلى�'�Gالتي�تربط�بنية�الزمرة��Gببنية�الزمرة�
بنيوية� معرفة�خ�شائ�س� الزمرتين�من�خلال� اإحدى� عن� معلومات� عادة� تعطينا� كهذه� فدالة� �،G'
للاأخرى،�وتماثل '�ϕ:G → G-�اإن�وجد�– هو�مثال�على�دالة�ربط�البنية،�فاإذا�علمنا�كل��شيء�
عن�الزمرة�G،�وعلمنا�اإن�ϕ�ّتماثل،�فاإننا�نعلم�ب�شورة�مبا�شرة�كل��شيء�عن�بنية�الزمرة�'G؛�لأنها�
باإ�شعاف� تعميمًا،� اأكثر� البنية�ب�شورة� ربط� دوال� الآن� �شنناق�س� �.G ن�شخة�عن� بنائية� ناحية� من�
الجزء� هي� فال�شروط� وغامرة،� اأحادية� الدوال� تكون� اأن� ا�شتراط� بعدم� التماثل،� �شروط� من� بع�س�
�،G′و�Gالبحت�لمبرهنة�المجموعات�في�تعريفنا�للتماثل،�ول�تمت�ب�شلة��للعمليات�الثنائية�على�
فالعمليات�الثنائية�تعطينا�الجبر،�وهي�بوؤرة�درا�شتنا�في�هذا�الكتاب،�و�شنبقي�في�تعريفنا�خا�شية�

واحدة�فقط�من�خ�شائ�س�التماثل،�وهي�الت�شاكل؛�لرتباطها�بالعمليات�الثنائية.

اإذا�تحققت�خا�شية� �،)homomorphism( ت�شاكل� هي� � �G' � الزمرة� اإلى� �G الزمرة� من� �ϕ الدالة�
الت�شاكل��

��)1(���������������������������������������������������������������ϕ(a b) = ϕ(a) ϕ(b)  ��������������������������������������������

¡ �.�a, b ∈ Gلكل�

�ab1(��يحدث�ال�شرب�(في�المعادلة��.�ϕ:�G  → G′ للت�شاكل� )لنفح�س�الفكرة�وراء�المطلوب )1 �
في�الطرف�الأي�شر�في�G،�بينما�يحدث�ال�شرب���ϕ(a) ϕ(b)في�الطرف�الأيمن�في�′G؛�ولهذا�تعطي�المعادلة�

)1(�علاقة�بين�هاتين�العمليتين�الثنائيتين،�وعليه،�بين�بنيتي�الزمرتين.

لأي�زمرتين��Gو�′�Gيوجد�ت�شاكل�واحد�على�الأقل�′𝜙𝜙: G → G،�ي�شمّى�الت�شاكل التافه   �
اإنّ�′�eهو�العن�شر� g ∈ G،�حيث� بـ′𝜙𝜙(g) = e �لكل� )trivial homomorphism(،�والمعرف�
المحايد�في�′G،�وتوؤول�المعادلة�)1(�اإلى�المعادلة�ال�شحيحة�′e′ = e′e،�وبا�شتخدام�هذا�الت�شاكل�
الزمرة�الأخرى،�والمثال� اأو�′�Gيمكن�الح�شول�عليها�من� �G التافه،�فلا�توجد�معلومات�عن�بنية�
الآتي�يبيّن�كيف�اإنّ�ت�شاكل��𝜙𝜙ير�شل��Gب�شورة�غامرة�اإلى�′G،�يمكن�اأن�يعطي�معلومات�عن�بنية�

�.G′

�G′اإبدالية،�فاإن��Gشنبرهن�اأنه�اإذا�كانت�����،G′اإلى��Gت�شاكلًا�غامرًا�من�الزمرة��𝜙𝜙𝜙: G → G′  ليكن��
اإبدالية.�ليكن�′ �a′ , b ′ ∈ Gيجب�اأن�نثبت�اإنّ�′a′b′ = b′a؛�لإن𝜙𝜙�ّغامر�لـِ�′G،�يوجد���a,b ∈ G،�حيث�

اإنّ:�′�𝜙𝜙(a) = aو� ′𝜙𝜙(b) = b؛�ولإن�G�ّاإبدالية،�نح�شل�على�ab = ba،�وبا�شتخدام�الخا�شية�)1(�
�نح�شل�على

▲ �′a′b′ = 𝜙𝜙(a) 𝜙𝜙(b) = 𝜙𝜙(ab) = 𝜙𝜙(ba) = 𝜙𝜙(b)𝜙𝜙(a) = b′a،�وعليه،�فاإنّ�'�Gاإبدالية.�

�شوف�يبين�المثال��16.13كيف�اإنّ�معلومات�عن�′�Gيمكن�اأن�تعطي�معلومات�عن��Gوذلك�من�
خلال�ت�شاكل�′𝜙𝜙: G → G.�وفيما�ياأتي�اأمثلة�على�ت�شاكلات�لبع�س�الزمر:

1.13 تعريف

2.13 مثال 

الف�شل 13
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165�� �الف�شل�13:�الت�شاكلات الوحدة�الثالثة

لتكن��Snزمرة�التناظر�على��nحرف،�وليكن� �𝜙𝜙: Sn → ℤ2معرّف�بـِ:
ا�������� اإذا�كان��σتبديلًا�زوجيًّ

ا اإذا�كان��σتبديلًا�فرديًّ
( )

0
1

φ σ


= 


اأثبت�اإن𝜙𝜙�ّ ت�شاكل.

يجب�اأن�نثبت�اأنّ 𝜙𝜙(σμ) = 𝜙𝜙(σ) + 𝜙𝜙(μ)  لكل�σ,μ�∈ Sn،�لحظ�اإنّ�العملية�في�الجهة�اليمنى�من�
هذه�المعادلة�كتبت�بالجمع؛�لأنها�تحدث�في�الزمرة�ℤ2.�يمكن�اإثبات��شحة�هذه�المعادلة�بفح�س�

اأربع�حالتٍ�فقط،�هي:

�σفردي�و��μفردي�.

�σفردي�و��μزوجي�.

�σزوجي�و��μفردي�.

�σزوجي�و��μزوجي�.

بفح�س�الحالة�الأولى،�اإذا�كان�بالإمكان�كتابة�كل�من��σو��μب�شورة��شرب�عدد�فردي�من�
�المناقلات،�فيمكن�كتابة��σμب�شورة��شرب�عدد�زوجي�من�المناقلات،�وعليه،

 .�ℤ2 في�𝜙𝜙(σ) + 𝜙𝜙(μ) = 1+1 = 0و��𝜙𝜙(σμ) = 0

▲ باقي�الحالت�يمكن�فح�شها�ب�شورة�م�شابهة.�

زمــرة� �ℝ ولتكــن� �،ℝ اإلى� �ℝ مــن� الــدوال� لــكل� الجمــع� زمــرة� �F لتكــن� التعوي����ض(:� )ت�ش���اكل 
�الجمــع�للاأعــداد�الحقيقيــة،�وليكــن��cاأي�عــدد�حقيقــي،�ليكــن��ϕc: F → ℝت�شــاكل�التعوي�ــس
)evaluation homomorphism(�المعرّف�بـِ��𝜙𝜙c (f ) = f (c)لـf ∈ F�ِ،�تذكر– من�التعريف�– 

�f(x) + g(x)وعليه،�لدينا
،
اإنّ��جمع�دالتين��fو��gهو�الدالة�f + g،�التي�قيمتها�عند��xهي

 ϕc( f + g) = ( f + g)(c) = f (c) + g(c) = ϕc( f ) + ϕc(g),

▲ وتحققت�المعادلة�)1(،�وهكذا،�فاإنّ�لدينا�ت�شاكلًا.�

لتكــن��ℝnزمــرة�الجمــع�لمتجهــات�عمودٍ�مــن�الرتبــة��nباإحداثيــات�حقيقيــة،�)هذه�الزمــرة�تماثل�
بالتاأكيــد�ال�ــشرب�المبا�ــشر�لـــ�ℝ�ِبالن�شــبة�اإلى�الجمــع�مع�نف�شــها�لـ�n�ِعامــل(.�لتكن���Aم�شــفوفة�
مــن�الدرجــة��m × nلأعــداد�حقيقيــة،�ولتكــن��ϕ: ℝn → ℝmمعرّفــة�بـــ�ϕ(v) = Av�ِلــكل�متجــه�
اإنّ الم�شــفوفات� جــبر� يبــين� �،v,w ∈ℝn لـــِ� لأن� ت�شــاكلًا؛� �ϕ تكــون� عنذئــذٍ� �،v ∈ ℝn �عمــود�
كهــذه� دالــة�  – الخطــي� الجــبر� �ϕ(v + w) = A(v + w) = Av + Aw = ϕ(v) + ϕ(w)في�
�حُ�شــبت�بو�شــفها��ــشرب�متجه�عمود�من�الي�شــار�بم�شــفوفة��A-�تعــرف�بو�شــفها تحويلاًا خطيًّا
�▲  .)linear transformation(

لتكن��GL(n,ℝ)زمرة�ال�شرب�لكل�الم�شفوفات�ذات�المعكو�س�من�الدرجة�n × n،�تذكر�اإنّ�الم�شفوفة�
ا�اإنّ�لم�شفوفتين� �Aذات�معكو�س�اإذا�وفقط�اإذا�كانت�محددتها�– �det (A)– لي�شت��شفرًا،�وتذكر�اأي�شً

�A,B ∈ GL (n,ℝ)لدينا

det (AB) = det (A)det (B)

3.13 مثال 

الحلّ

4.13 مثال 

5.13 مثال 

6.13 مثال 
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اأول�في�الجبر�المجرد �مقرر� 166

�وهذه�تعني�اإنّ�المحددة�هي�ت�شاكل�ير�شل��GL(n,ℝ)اإلى�زمرة�ال�شرب�*�ℝللاأعداد�الحقيقية�غير

▲ �ال�شفرية.�

الت�شاكلات�من�الزمرة��Gاإلى�نف�شها�عادة�تكون�مفيدة�في�درا�شة�بنية�G،�ومثالنا�الآتي� �
يعطي�مثالً�غير�تافهٍ�لت�شاكل�من�زمرة�اإلى�نف�شها.

ليكن�r ∈ ℤ،�وليكن��𝜙𝜙r:ℤ → ℤمعرّف�بـ�𝜙𝜙r (n) = rn�ِلكل�n∈�ℤ.�لكل��m,n∈�ℤلدينا�

� 𝜙𝜙0�ّت�شاكل.�لحظ اإن�𝜙𝜙rوعليه�فاإن��𝜙𝜙r (m + n) = r (m + n) = rm + rn = 𝜙𝜙r (m) + 𝜙𝜙r (n)
هو�الت�شاكل�التافه،�و��𝜙𝜙1هو�الدالة�المحايدة،�و��𝜙𝜙-1ير�شل��ℤب�شورة�غامرة�اإلى�ℤ،�ولكل��rاأخرى�
▲ �.ℤ�ِلي�شت�غامرة�لـ�𝜙𝜙rالدالة��،ℤمن�

الإ�شق���اط دال���ة  لزمــرٍ،  مبا�ــشًرا� �شربًــا� �G = G1 × G2 × ··· × Gi × ··· × Gn �لتكــن�
 )�πi: G → Gi  ��، )projection mapبحيــث�اإن�πi (g1 , g2 ,..., gi ,..., gn) = gi��ّهــي�ت�شــاكل�لــكل�
i = 1, 2, …, n،�وهــي�تَنْتُــج�مبا�ــشرة�من�حقيقة�اإنّ�العملية�الثنائية�علــى��Gتتطابق�في�المركبة�ذات�
▲ �.Giمع�العملية�الثنائية�على���iالترتيب�

لتكن��Fزمرة�الجمع�للدوال�المت�شلة�على�المجال�]0,1[،�ولتكن��ℝزمرة�الجمع�للاأعداد�الحقيقية.�
���لكل���f ∈ Fهي�ت�شاكل؛�لإنّ: الدالة��σ: F → ℝالمعرفة�بـ����

���������������������������������������������������������▲ �.f,g ∈ Fلكل�

γ)m) = r،�حيث��rهو� بـِ� �ℤnالمعطاة� اإلى� �ℤ الطبيعية�من� الدالة� �γ مقيا�ض n(:�لتكن� )الخت�شار 
الباقي�المعطى�من�خلال��خوارزمية�الق�شمة�عند�ق�شمة��mعلى�n.�اأثبت�اإن�γ�ّت�شاكل.

نحتاج�اإلى�اأن�نثبت�اإنّ:

����

لكل�s,t ∈ ℤ.�با�شتخدام�خوارزمية�الق�شمة،�ليكن:�

)2(�                                                               ���������������������������������������������� � �

و

)3(�������������������������������������������������������������������������� � � ������������������������������������������������������������������

)4(�������������������������������������������������������������������������������������������� ������لـi = 1,2�ِ.��اإذا��كان��� حيث���

،�فبجمع�المعادلتين�)2(�و�)3(�نرى�اإنّ: لـِ��

s + t = (q1 + q2 + q3)n + r3,

7.13 مثال 

8.13 مثال 

9.13 مثال 

10.13 مثال 

الحل
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وهكذا���

،�اأمّا�المعادلة�)4(��فتبيّن�اإنّ�المجموع �و�� ونرى��من�المعادلتين�)2(�و�)3(�اأن�

ا. ��r1+ r2في��ℤnي�شاوي��r3اأي�شً

▲ بناءً�على�ذلك،�فاإنّ��γ (s + t) = γ (s) + γ (t)وهكذا�فاإنّ�لدينا�ت�شاكلًا.�

�من�الت�شاكلات�في�الأمثلة�الثلاثة�ال�شابقة�هي�دوال�متعدد�– لواحد،�اأي�اإنّ�نقاطًا�مختلفة�في� كلٌّ
�  π1: ℤ2 × ℤ4 →ℤ2الت�شاكل ليكن� وللتو�شيح،� نف�شها،� النقطة� اإلى� تر�شل� اأن� الدالة�يمكن� مجال�

المعرّف�في�المثال�8.13،�فلدينا:�

π1 (0,0)= π1(0,1)= π1(0,2)= π1(0,3)=0

.π1من�خلال��ℤ2اأر�شلت�اإلى��0في��ℤ2 × ℤ4وعليه،�فاإن�اأربعة�عنا�شر�في�

�γ: G′ →G′′و�𝜙𝜙: G→G′ا�ت�شاكل�زمر،�اأي�اإنه�اإذا�كان� تركيب�ت�شاكلات�الزمر�هو�اأي�شً �
�،g ∈ G�ِلـ (γ ∘ ϕ)(g) = γ (ϕ (g)) حيث (γ ∘ ϕ): G → G′′  -،كلاهما�ت�شاكل�زمرٍ،�فاإنّ�تركيبهما

ا.�)انظر�التمرين�49(. هو�ت�شاكل�اأي�شً

خ�شائ�ض الت�شاكلات

�Gو�′�Gالمحفوظة�من�خلال�الت�شاكل�′𝜙𝜙: G → G،�ونراجع� ننتقل�اإلى�بع�س�المزايا�البنائية�لـِ�
اأولً�تعريفات�مبرهنة�المجموعات،�لحظ�ا�شتخدام�الأقوا�س�المربعة�عند�تطبيق�دالة�على�مجموعة�

جزئية�من�مجالها.�

لتكن��𝜙𝜙دالة�من�المجموعة��Xاإلى�المجموعة��Y،�ولتكن� �A ⊆ Xو�B ⊆ Y،�ال�شورة�]𝜙𝜙 ]Aل�ِ �Aفي�
�Yبالن�شبة اإلى� �𝜙𝜙𝜙(image 𝜙𝜙]A[ of A in Y under 𝜙𝜙)هي�{𝜙𝜙(a) | a ∈ A}،�والمجموعة�

X في��B���ِلـ�𝜙𝜙-1 ]B[  ومعكو�ض ال�شورة���،𝜙𝜙��ِلـ� )range(هي�المدى��𝜙𝜙]X [

�¡ ��{x ∈ X | ϕ(x) ∈ B}هو�  )inverse image(

الحالت� م�شادفة� قابلت� الآتية� المبرهنة� في� �شتذكر� التي� للت�شاكل� الأولى� الثلاثة� الخ�شائ�س�
الخا�شة�للتماثل�المذكورة�في:�المبرهنة�14.3،�والتمرين��28للف�شل���4والتمرين��41للف�شل�5،�كانت�
الخ�شائ�س�في�هذه�الحالت�الخا�شة�حقيقة�وا�شحة؛�لإنّ�بنيتي��Gو�′�Gمتطابقتان،��شوف�نرى�اإنّ�
هذه�ال�شروط�تتحقق�لدوال�ربط�البنية�للزمر،�حتى�اإن�كانت�الدوال�لي�شت�اأحادية�وغامرة،�لم�نناق�س�

هذه�ال�شروط�على�نحوٍ�وا�شح�في�هذا�ال�شياق�الجديد.��

�:G′اإلى�الزمرة��Gت�شاكلًا�من�الزمرة�𝜙𝜙ليكن�

.G′في��e′هو�العن�شر�المحايد��𝜙𝜙(e)�ّفاإن�،Gهو�العن�شر�المحايد�في��e1.�اإذا�كان�

.𝜙𝜙(a-1) =𝜙𝜙(a)-1�ّفاإن�،a ∈ G 2.�اإذا�كان

.G′زمرة�جزئية�من��𝜙𝜙]H[�ّفاإن�،Gزمرة�جزئية�من��H3.�اإذا�كانت�

.Gزمرة�جزئية�من��𝜙𝜙-1]K′[�ّفاإن�،G′زمرة�جزئية�من��K′4.�اإذا�كانت�

11.13 تعريف

12.13 مبرهنة
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بعبارة�مخت�شرة،�𝜙𝜙 تحفظ�العن�شر�المحايد،�المعكو�شات�والزمر�الجزئية.

ليكن�𝜙𝜙 ت�شاكلًا�من��Gاإلى�′G،�عندئذٍ:
 𝜙𝜙(a) = 𝜙𝜙(ae) = 𝜙𝜙(a)𝜙𝜙(e)

ب�شرب�الطرف�الأي�شر�بـ�𝜙𝜙(a) -1�ِنرى�اأن�e′ = 𝜙𝜙(e)،�وعليه،��𝜙𝜙(e)يجب�اأن�يكون�العن�شر�المحايد�
′�eفي�′G.�تبين�المعادلة:

e' = 𝜙𝜙(e) = 𝜙𝜙(aa-1) = 𝜙𝜙(a) 𝜙𝜙(a-1)

�������������������������𝜙𝜙(a-1) = 𝜙𝜙(a)-1�ّاإن

بالنتقال�اإلى�العبارة�)3(،�لتكن��Hزمرة�جزئية�من�G،�وليكن� 𝜙𝜙(b) و �𝜙𝜙(a)اأي�عن�شرين�في� �
]H[𝜙𝜙،�فاإنّ�𝜙𝜙(a) 𝜙𝜙(b) = 𝜙𝜙(ab)،�وهكذا�نرى�اأن  ]H[ 𝜙𝜙(a)𝜙𝜙(b) ∈𝜙𝜙؛�اإذن،��]�𝜙𝜙]Hمغلقة�بالن�شبة��
اإلى�العملية�على�′G،�والحقيقة��e′ = 𝜙𝜙(e)و��𝜙𝜙(a -1) = 𝜙𝜙(a -1)تكمل�برهان�اإنّ ]�𝜙𝜙]Hزمرة�جزئية�

.G′من�

افتر�س� �،G′ من� جزئية� زمرة� �K′ فلتكن�  – �)4( العبارة� –اأي� الآخر� التجاه� واأما� �
المعادلة:� تبين� جزئية،� زمرة� �K′ لأن� ′𝜙𝜙(a)𝜙𝜙(b) ∈ K؛� عندئذٍ� �،𝜙𝜙-1 ]K′[ في� �bو �a نّ� �اإ
نّ�]′K[ab ∈ 𝜙𝜙-1،�وعليه،�]′�𝜙𝜙-1]Kمغلقة�بالن�شبة�اإلى�العملية�الثنائية�  𝜙𝜙(ab) = 𝜙𝜙(a) 𝜙𝜙(b) اإ
واإذا� �،e ∈ 𝜙𝜙-1]K′[ وعليه،� �e′ = 𝜙𝜙(e) ،المحايد العن�شر� ا� اأي�شً �K′ تحوي� اأن� يجب� �،G على�
نّ�′𝜙𝜙(a) ∈ K،�وعليه،′𝜙𝜙(a)-1 ∈ K ،�لكن�𝜙𝜙(a)-1 = 𝜙𝜙(a-1)؛�لذا،�يجب�اأن� كان�،]′�a ∈ 𝜙𝜙-1]Kفاإ
t �.G �نح�شل�على  ]′K[a-1∈𝜙𝜙-1 ومن�ثم ]′𝜙𝜙-1]K زمرة�جزئية�من�

ليكن�′�𝜙𝜙: G → Gت�شاكل�زمرٍ،�وليكن�′�eهو�العن�شر�المحايد�في�′G،�الآن�{′e}�زمرة� �
جزئية�من�′G،�اإذن�]�𝜙𝜙-1 ]{e′}زمرة�جزئية��Hمن��Gمن�خلال�العبارة�)4(�في�المبرهنة�)12.13(،��

الزمرة�الجزئية�هذه�حا�شمة�في�درا�شة�الت�شاكلات.

�ليكن�′�𝜙𝜙: G → Gت�شاكل�زمر،�الزمرة�الجزئية��𝜙𝜙-1]{e′}[ = {x ∈ G| 𝜙𝜙(x) = e′}هي النواة
■ �.Ker (𝜙𝜙)ويرمز�لها�بِـ��،f )Kernel of(لِـ�

�

�Aم�شفوفة�من� اإنّ� 𝜙𝜙(v) = Av،�حيث� �𝜙𝜙: ℝn → ℝmالمعطى�بـِ� �5.13الت�شاكل� ناق�س�المثال�
�،v ∈ ℝn؛�لأنه�يتاألف�من�كل�A�ِفي�هذا�ال�شياق�الف�شاء�ال�شفري�لـ�Ker (𝜙𝜙)ي�شمى��،m× nالدرجة�

حيث�اإنAv = 0�ّ،�المتجه�ال�شفري.�

ــا� طَيًّ “بو�شفــه�َ  𝜙𝜙 في� ونفكــر� �،𝜙𝜙:G → G′ لت�شــاكل� �H=Ker (𝜙𝜙) لتكــن� �
ـــ �Hب�شورة�غامرة�اإلى�′e،�تبين�المبرهنــة��15.13الآتية�اإنّ�مجموعتي�الم�شاركة� )Collapsing( ل
�gHو��Hgلـــg ∈ G�ِ،�همــا�ال�شــيء�نف�شه،�وقــد�طويتا�ب�شورة�غامرة�اإلى�العن�ــشر�الوحيد��𝜙𝜙(g)من�
�خــلال�𝜙𝜙،�اأي�اإنgH = Hg�ّ = ]{𝜙𝜙(g)}[ 𝜙𝜙-1،�)تاأكــد�مــن�اأنك�تفهــم��شبب�ا�شتخدام�)(،�] [�و{ }�في
(]𝜙𝜙-1 ]{𝜙𝜙(g)})،�وقــد�حاولنــا�اأن�نرمــز�لهذا�الطي�في�ال�شــكل�14.13،�حيــث�اإنّ�الم�شتطيل�المظلل�
�،H = Ker (𝜙𝜙)�ِوتمثــل�القطع�الم�شتقيمة�العموديــة�غير�المقطعة�مجموعات�الم�شاركة�لـــ�،Gيمثــل�
اأمّــا�الخــط�الأفقــي�في�الأ�شفل�فيمثل�′G،�ننظــر��اإلى�𝜙𝜙 بو�شفــه�اإ�شقاطًا�لعنا�ــشر G–التي�هي�في�

البرهان

13.13 تعريف
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169�� �الف�شل�13:�الت�شاكلات الوحدة�الثالثة

الم�شتطيــل�المظلــل�– مبا�ــشرة�اإلى�الأ�شفــل�وب�شــورة�غامرة�لعنا�ــشر�′G،�والتي�هي�علــى�القطعة�
ز�بِـ�𝜙𝜙 مــن�الي�شار،�والمبتدئ بـــG�ِ والمنتهــي�بـــِ�′G؛�اإذن،�تقــع�عنا�ــشر��H = Ker (𝜙𝜙)علــى�القطعــة�الم�شتقيمــة�العمودية�غير��الم�شتقيمــة�الأفقيــة�في�الأ�شفل،�لحظ�ال�شهــم�المتجه�اإلى�الأ�شفل�الُمرَمَّ

المقطعة�في�ال�شندوق�المظلل�الواقعة�اإلى�الأعلى�من�′e،�مثلما�رمز�لها�في�اأعلى�ال�شكل.

𝜙𝜙�ِطويت�بـ�H�ِال�شكل �14.13مجموعات�الم�شاركة�لـ �����������������������

ليكن�′�𝜙𝜙:G → Gت�شاكل�زمر،�ولتكن�H = Ker (𝜙𝜙)،�وليكن�a ∈ G،�عندئذٍ�المجموعة�
𝜙𝜙-1]{𝜙𝜙(a)}[ = {x ∈ G| 𝜙𝜙(x) = 𝜙𝜙(a)}

ا�مجموعة�الم�شاركة�اليمنى��HaلـH�ِ،�بناءً� هي�مجموعة�الم�شاركة�الي�شرى��aHلـH�ِ،�وهي�اأي�شً
�،H�ِاإلى�مجموعات�م�شاركة�ي�شرى�ومجموعات�م�شاركة�يمنى�لـ�G�ِعلى�ذلك،�تكون�التجزئتان�لـ

هما�ال�شيء�نف�شه.

نريد�اإثبات�اإنّ:�

{x ∈ G| 𝜙𝜙(x) =𝜙𝜙(a)} = aH��

�منهما�مجموعة�جزئية� اإنّ�كلاًّ اأثبت� اإنّ�مجموعتين�مت�شاويتان؛� توجد�طريقة�قيا�شية�لإثبات�
من�الأخرى.

افتر�س�اإنّ�𝜙𝜙(x) = 𝜙𝜙(a)،�عندئذٍ:�
𝜙𝜙(a)-1 𝜙𝜙(x) = e'

حيث�اإنّ�′�eهو�العن�شر��المحايد�في�′G،�نعرف�من�خلال�المبرهنة���12.13اإنّ�𝜙𝜙(a)-1 = 𝜙𝜙(a-1)،�وهكذا�
لدينا

𝜙𝜙(a-1)𝜙𝜙(x) = e'.

لإن�𝜙𝜙�ّت�شاكلًا،�ولدينا:�

، 𝜙𝜙(a-1x) = e'فاإن�������������𝜙𝜙(a-1)𝜙𝜙(x) = 𝜙𝜙(a-1 x)،   

 x = ah ∈ aHو��h ∈ Hلعن�شر�ما����a-1x = hوهكذا��،H = Ker (𝜙𝜙)في��a-1x�ّلكنها�تبين�اإن

15.13 مبرهنة 

البرهان
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وهذه�تبين�اإنّ:�

{x ∈ G| 𝜙𝜙(x)= 𝜙𝜙(a)} ⊆ aH.

لإثبات�الحتواء�في�التجاه�الآخر،�لتكن��y ∈ aHوعليه��y = ahلعن�شٍر�ما�h ∈ H،�عندئذٍ:
𝜙𝜙(y) = 𝜙𝜙(ah) = 𝜙𝜙(a) 𝜙𝜙(h) = 𝜙𝜙(a)e' = 𝜙𝜙(a),

   y ∈ {x ϵ G|𝜙𝜙(x) = 𝜙𝜙(a)}  .،اإذن�����������������������

���������t تركنا�البرهان�الم�شابه�لـHa�ِ = {x ∈ G| 𝜙𝜙(x) = 𝜙𝜙(a)}�للتمرين�)52(.�

�،z2 و� �z1 المركبين� للعددين� �|z1 z2| = | z1||z2| اإنّ:� الأول� الف�شل� المعادلة�الخام�شة�من� �تبين� � �
ال�شفرية� غير� المركبة� للاأعداد� �- �ℂ* الزمرة� من� ت�شاكل�  |  | المطلقة� القيمة� دالة� اإنّ� يعني� وهذا�
بالن�شبة��اإلى�ال�شرب�– وب�شورة�غامرة�اإلى�الزمرة�+�ℝ-�للاأعداد�الحقيقية�الموجبة�بالن�شبة��اإلى�
ال�شرب؛�لإنّ�{1}�زمرة�جزئية�من�+ℝ،�تبين�المبرهنة��12.13-�مرة�اأخرى�-�اإنّ�الأعداد�المركبة�
بالمقدار��1تمثل�زمرة�جزئية��Uمن�*ℂ،�تذكر�اإنّ�الأعداد�المركبة�يمكن�اأن�ينظر�اإليها�بو�شفها�مالئة�
للم�شتوى�الديكارتي،�واإنّ�مقدار�العدد�المركب�هو�الم�شافة�بينه�وبين�نقطة�الأ�شل،�بناءً�على�ذلك،�
�Uهي�دوائر�مركزها�نقطة�الأ�شل،�ومن�خلال�هذا�الت�شاكل،�فاإنّ�كل� فاإن�مجموعات�الم�شاركة�لـِ�
▲ �دائرة�طويت�وب�شورة�غامرة�لنقطة�تقاطعها�مع�محور�ال�شينات�الموجب.�

فيما�ياأتي�تو�شيح��للمبرهنة��15.13من�التفا�شل:

الجمع�� زمرة� �F ولتكن� �،ℝ اإلى� �ℝ تر�شل� التي� للا�شتقاق� القابلة� للدوال� الجمع� زمرة� �D لتكن�
𝜙𝜙(f ) = f ′ حيث�  𝜙𝜙: D → F دالة ال�شتقاق� يعطينا� عندئذٍ،� �،ℝ اإلى� �ℝ تر�شل� التي� �للدوال�
�𝜙𝜙(f + g) = (f + g)' = f ' + g' = 𝜙𝜙( f ) + 𝜙𝜙(g)�ّت�شاكل؛�لإن 𝜙𝜙�ّنرى�ب�شهولة�اإن�. f ∈ F لـِ�

م�شتقة�الجمع�هي�جمع�الم�شتقات.�

اإن��f ′ = 0�ّ-الدالة�الثابتة�ال�شفرية-،� �الآن��Ker (𝜙𝜙)يتاألف�من�الدوال��fجميعها،�حيث� � � � � � � �
وعليه�فاإن��Ker (𝜙𝜙)يتاألف�من�الدوال�الثابتة�جميعها،�التي�ت�شكل�زمرة�جزئية��Cمن�F،�لنجد��
�الدوال�جميعها�في�D،�التي�ير�شلها��𝜙𝜙اإلى�x2،�اأي��الدوال�جميعها�التي�م�شتقتها�هي�x2،�نعرف�الآن
�اإنّ� هي�اإحدى�هذه�الدوال،�ومن�خلال�المبرهنة��15.13الدوال�جميعها�في�هذه�الحالة�ت�شكل�
▲ مجموعة�الم�شاركة�� .�هل�تبدو�هذه�ماألوفة؟�

�شن�شتخدم�عادة�النتيجة�الآتية�من�المبرهنة�15.13: �

16.13 مثال 

17.13 مثال 
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.Ker (𝜙𝜙) = {e}هو�دالة�اأحادية�اإذا�وفقط�اإذا�كان��𝜙𝜙: G → G′ت�شاكل�الزمر�

بال�شبط�عنا�شر� a ∈ G،�هي� لأي� �𝜙𝜙(a) اإلى� المر�شلة� العنا�شر� فاإنّ� �،Ker (𝜙𝜙) = {e} اإذا�كان�
�اإن𝜙𝜙�ّ اأُحادي. مجموعة�الم�شاركة�الي�شرى�a{e} = {a}،�التي�تُبَينِّن

�-𝜙𝜙(e) = e′ اإنّ� �12.13 المبرهنة� خلال� من� نعلم� اأحادي،� �𝜙𝜙 اإنّ� افتر�س� المقابل،� في� �
�،𝜙𝜙من�خلال��e′هو�العن�شر�الوحيد�المر�شل�اإلى��e�ّاأحادي،�نرى�اإن�𝜙𝜙�ّلإن�.G′العن�شر�المحايد�في�
t �.Ker(𝜙𝜙) = {e}وعليه��
بالنظر�اإلى�النتيجة��18.13عُدّل�المخطط�التمهيدي�المعطى�قبل�المثال��8.3لإثبات�اإنّ�دالة�𝜙𝜙 تماثل�

.G′ و Gبنَى�ثنائية،�وذلك�عندما�تكون�البنَى�زمرتين��

لإثبات اإنّ�′�ϕ: G → Gتماثل

الخطوة 1.�اأثبت�اإن𝜙𝜙�ّ ت�شاكل.

.Ker (𝜙𝜙) = {e}�ّالخطوة 2.�اأثبت�اإن

.G′ب�شورة�غامرة�اإلى��Gتر�شل�𝜙𝜙��ّالخطوة 3. اأثبت�اإن

بيّنت�المبرهنة��15.13اإنّ�نواة�ت�شاكل�الزمر'�𝜙𝜙: G → Gهي�زمرة�جزئية��Hمن�G،�التي� �
مجموعات�م�شاركتها�الي�شرى�واليمنى�متطابقة،�وعليه، gH = Hg �لكل�g ∈ G.��شنرى�في�الف�شل��
زمرة�مجموعات� ت�شكيل� فيمكننا� واليمنى،� الي�شرى� الم�شاركة� تتطابق�مجموعات� عندما� اأنه� �14
م�شاركة،�كما�نوق�شت�ب�شورة�بدهية�في�الف�شل��10،�اإ�شافة�اإلى�ذلك،��شنرى�اإن�H�ّ�شتظهر�وبطريقة�
وتعدّ� الم�شاركة،� الزمرة�من�مجموعات� لهذه� غامرة� وب�شورة� �G لـِ� ت�شاكل� نواة� بو�شفها� طبيعية�
مثل�تلك�الزمرة�الجزئية�H،�التي�تتطابق�مجموعات�الم�شاركة�الي�شرى�واليمنى�لها،�مفيدة�جدًا�في�

ا،�و�شوف�نتعامل�معها�كثيًرا�في�الف�شل�14. درا�شة�الزمر،�وَ�شَتُعْطى�ا�شمًا�خا�شًّ

18.13 نتيجة

البرهان

■ نبذة تاريخية

      قُدِّنمت�الزمر�الجزئية�الناظمية�من�قبل�اإيفر�شت�جالوا�)Evariste Galois(�عام�1831م��بو�شفها�و�شيلة��للحكم�
فيما�اإذا�كانت�معادلة��كثيرة�حدود�قابلة�للحل�عن�طريق�الجذور،�فقد�لحظ�جالوا�اإنّ�الزمرة�الجزئية��Hلزمرة�تباديل�
G،�وهما�ما�ن�شميهما�مجموعات�الم�شاركة�الي�شرى�ومجموعات�الم�شاركة�اليمنى،�فاإذا�تطابق� G،�اأحدثت�تحليلين�لـِ�
ا،� التحليلان�– اأي�اإنّ�مجموعات�الم�شاركة�الي�شرى�هي�مجموعات�الم�شاركة�اليمنى�نف�شها�– في�شمي�جالوا�التحليل�فعليًّ
وعليه،�فاإنّ�الزمرة�الجزئية�التي�تعطي�تحليلًا�فعليًّا�هي�التي�نطلق�عليها�الزمرة�الجزئية�الناظمية،�وقد�ذكر�جالوا،�
اأنه�اإذا�كانت�زمرة�تباديل�الجذور�لمعادلة�لها�تحليل�فعلي،�فيمكننا�حلّ�المعادلة�المعطاة�اإذا�ا�شتطعنا�اأولً�حل�معادلةٍ�

�معادلة�تقابل�مجموعات�الم�شاركة. تقابل�الزمرة�الجزئية�H،�ثمَّ

جالوا� عمل� على� تعليقاته� بعيد�في� � حدٍّ اإلى� الأفكار� هذه� )Camille Jordan(�في� كامايل�جوردن� تو�شع� �
ا�الزمر�الجزئية�الناظمية،�على�الرغم�من�عدم�ا�شتخدامه�للم�شطلح�ب�شورة� عامي�1865م �و�1869م،�فقد�عَرَّف�هو�اأي�شً

اأ�شا�شية�مثلما�هو�في�هذه�ال�شفحة،�واأعطى�بطريقة�مماثلة�اأول�تعريف�للزمرة�الب�شيطة�)�شفحة�149(.
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الزمرة�الجزئية��Hمن�زمرة��Gناظمية�)normal(،�اإذا�كانت�مجموعات�الم�شاركة�الي�شرى�واليمنى�
¡ �.g ∈ Gلكل��gH = Hg�ّمتطابقة،�اأي�اإن�

��������لحظ�اإنّ�الزمر�الجزئية�للزمر�الإبدالية�جميعها�ناظمية.������������

.Gزمرة�جزئية�ناظمية�من��Ker (𝜙𝜙)�ّت�شاكل�زمرٍ،�فاإن�𝜙𝜙: G → G′اإذا�كان�
t �هذه�تنتج�مبا�شرة�من�الجملة�الأخيرة�في�ن�سّ�المبرهنة��15.13ومن�التعريف�19.13.�

لأي�ت�شاكل�زمرٍ�′𝜙𝜙: G → G،��شيئان�لهما�اأهمية�اأولية،�هما:�نواة�𝜙𝜙،�وال�شورة�]�𝜙𝜙]Gلـِ� �
�Gفي�′G،�وقد�اأظهرنا�اأهمية�Ker (𝜙𝜙)،�و�شوف�ي�شير�الف�شل���14اإلى��اأهمية�ال�شورة�]𝜙𝜙]G،�حيث�

.|G|�ِمنتهٍ�وقا�شم�لـ�|𝜙𝜙]G[ |�ّمنتهيًا،�فاإن�|G|يطلب�التمرين���44اإثبات�اأنه�اإذا�كان�

■ تمارين 13
ح�شابات

الطريق� (م�شاعدة:� ت�شاكلًا،� �𝜙𝜙 المعطاة� الدالة� كانت� اإذا� فيما� 15،�حدد� اإلى� � �1 من� � التمارين� في�
المبا�شر�للا�شتمرار�هو�بفح�س�فيما�اإذا�كان��𝜙𝜙(ab) = 𝜙𝜙(a) 𝜙𝜙(b)لكل��aو��bفي�مجال�𝜙𝜙،�على�
اإنّ�الزمرة�الجزئية�]�𝜙𝜙-1 ]{e′}ل�تتطابق�فيها�مجموعات�الم�شاركة� اأي�حال،�اإن�ح�شل�ولحظنا�
الي�شرى�واليمنى،�اأو�اإن𝜙𝜙�ّ ل�تحقق�الخ�شائ�س�المعطاة�في�التمرين�)�44اأو�45(�للزمر�المنتهية،�

فاإنه�يمكننا�اأن�نقول�مبا�شرة�اإن𝜙𝜙�ّ لي�شت�ت�شاكلًا(�.
.𝜙𝜙(n) = n�ِبالن�شبة��اإلى�الجمع�معطًى�بـ�𝜙𝜙: ℤ ⟶ ℝ1.�ليكن�

.x ≥اأكبر�عدد��شحيح��=�𝜙𝜙(x) �ِبالن�شبة�اإلى�الجمع�معطًى�بـ�� 𝜙𝜙: ℝ ⟶ ℤ2.�ليكن�
.𝜙𝜙(x) = |x|�ِبالن�شبة��اإلى�ال�شرب�معطًى�بـ�𝜙𝜙: ℝ* ⟶ ℝ*3.�ليكن�

4.�ليكن��𝜙𝜙: ℤ6 ⟶ ℤ2معطًى�بـِ�𝜙𝜙(x) =�باقي�ق�شمة��xعلى�2،�مثلما�في�خوارزمية�الق�شمة.
5.�ليكن��𝜙𝜙: ℤ9 ⟶ ℤ2معطًى�بـِ�𝜙𝜙(x) =�باقي�ق�شمة��xعلى�2،�مثلما�في�خوارزمية�الق�شمة.
6.�ليكن�*�𝜙𝜙: ℝ⟶ ℝحيث�اإن�ℝ��ّبالن�شبة�اإلى�الجمع�و�*�ℝبالن�شبة��اإلى�ال�شرب��معطًى

  .𝜙𝜙(x) =  2x��ِبـ�
7.�ليكن�𝜙𝜙i:Gi ⟶ G1 × G2 × . . . × Gi × . . .  × Gr    معطًى�بـِ�

�𝜙𝜙i (gi) = (e1 , e2, . . . , gi , . . . ,er)،�حيث�اإن�gi ∈ Gi�ّو��ejهو�العن�شر�المحايد�في�Gj،�هذه�هي 
دالة اأحادية )injection map(،�قارن�بمثال�)8.13(.���       

.g ∈ G ِـ 8.�لتكن��Gاأي�زمرة،�وليكن��𝜙𝜙: G → Gمعطًى�بـِ 𝜙𝜙(g) = g -1،�ل
ℝ،�والتي�لها�م�شتقات�من�الرتب�كلها،�وليكن اإلى� �ℝ  9.�لتكن��Fزمرة�الجمع�للدوال�التي�تر�شل�

. f�ِالم�شتقة�الثانية�لـ�-𝜙𝜙(f ) = f ′′ �ِمعطًى�بـ�𝜙𝜙: F  → F�� 
10.�لتكن��Fزمرة�الجمع�لجميع�الدوال�المت�شلة�التي�تر�شل��ℝاإلى�ℝ،�ولتكن��ℝزمرة�الجمع�للاأعداد�

ِ الحقيقية،�وليكن��𝜙𝜙: F → ℝمعطًى�بـ
𝜙𝜙

 11. لتكــن ���Fزمــرة��الجمــع��لجميــع�الــدوال�التــي�تر�شــل�ℝ �اإلى��ℝ،��وليكــن� �𝜙𝜙: F  → Fمعطًــى
   .𝜙𝜙( f ) = 3 fِبـ��

19.13 تعريف

20.13 نتيجة
البرهان
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12. لتكن��Mnزمرة�الجمع�للم�شفوفات�من�الدرجة��n × nبمدخلات�حقيقية،�ولتكن��ℝزمرة�الجمع�
.A ∈ Mn�ِلـ�Aمحددة��،𝜙𝜙(A) = det (A)للاأعداد�الحقيقية،�وليكن�

�)trace( حيث�اإنّ�الأثر�،A ∈ Mn�ِلـ�𝜙𝜙(A) = tr (A )مثلما�في�التمرين�12،�وليكن��ℝو��Mn13.�لتكن�
tr(A)،�هو�مجموع�العنا�شر�على�القطر�الرئي�س�لـA�ِ،�من�اأعلى�الي�شار�اإلى�زاوية�اأ�شفل�اليمين.

14.�لتكن��GL (n, ℝ)زمرة�ال�شرب�للم�شفوفات�ذات�المعكو�س�من�الدرجة�n × n،�ولتكن��ℝزمرة�
 tr�َحيث�عُرِّنف�،𝜙𝜙(A ) = tr (A)�ِمعطًى��بـ�𝜙𝜙: GL (n, ℝ) ⟶ ℝالجمع�للاأعداد�الحقيقية،�وليكن�

(A)�في�التمرين�13.
 15.�لتكن��Fزمرة�ال�شرب��للدوال�المت�شلة�كلها��التي�تر�شل��ℝاإلى�ℝ،�والتي�ل�تكون��شفرًا�عند�اأي

𝜙𝜙: F → ℝ*زمرة�ال�شرب�للاأعداد�الحقيقية�غير�ال�شفرية،�وليكن��ℝ*ولتكن��،x ∈ ℝ�
.𝜙𝜙 �معطًى�بـِ��

في�التمارين��من��16اإلى�24،�اح�شب�الكميات�المحددة�للت�شاكل�المعطى�𝜙𝜙.�)انظر�التمرين�46(.

�Ker (𝜙𝜙)�.16لـِ� �𝜙𝜙𝜙S3 → ℤ2في�المثال�3.13.
.𝜙𝜙(1) = 4�ّحيث�اإن�𝜙𝜙𝜙 ℤ → ℤ7�ِلـ�𝜙𝜙(25)و��Ker (𝜙𝜙) .17

�.𝜙𝜙(1) = 6�ّحيث�اإن�𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙 → ℤ10 �ِلـ� 𝜙𝜙(18)و�Ker (𝜙𝜙)�.18
�.𝜙𝜙(1) = (1,4,2,6)(2,5,7)�ّحيث�اإن�𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙 → S8 �ِلـ� 𝜙𝜙(20)و�Ker (𝜙𝜙).19

.𝜙𝜙(1) = 8�ّحيث�اإن�𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙10 → ℤ20 �ِلـ�𝜙𝜙(3)و��Ker (𝜙𝜙)�.20
.𝜙𝜙(1) = (2,5)(1,4,6,7)�ّحيث�اإن�𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙24 → S8 �ِلـ�𝜙𝜙(14�)و��Ker (𝜙𝜙).21

.𝜙𝜙(0,1) = -5و��𝜙𝜙(1,0) = 3��ّحيث�اإن��𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙 × ℤ → ℤ�ِلـ�𝜙𝜙(-3,2�)و�Ker (𝜙𝜙)�.22
�𝜙𝜙(1,0) = (2,-3)�ّحيث�اإن��𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙 ×  ℤ → ℤ ×ℤ�ِلـ�𝜙𝜙(4,6�)و Ker (𝜙𝜙�(�.23

.𝜙𝜙(0,1) = (-1,5)و

𝜙𝜙(1,0) = (3,5)(2,4)�ّحيث�اإن�،𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙 ×ℤ→ S10�ِلـ�𝜙𝜙(3,10)و��Ker (𝜙𝜙)�.24
.𝜙𝜙(0,1) = (1,7)(6, 10, 8, 9)و�

25.�كم�ت�شاكلًا�يوجد�من��ℤوب�شورة�غامرة�اإلى�ℤ؟
26.�كم�ت�شاكلًا�يوجد�من��ℤاإلى�ℤ؟
27.�كم�ت�شاكلًا�يوجد�من��ℤاإلى�ℤ2؟

�،g ∈ Gلأي��.x ∈ G�ِلـ�𝜙𝜙g (x) = gx�ِمعرفًا�بـ�𝜙𝜙g: G → Gوليكن��،g ∈ Gزمرة،�وليكن��G28. لتكن�
�𝜙𝜙gت�شاكل؟

 29.�لتكن��Gزمرة،�وليكن�g ∈ G،�وليكن��𝜙𝜙g: G → Gمعرفًا�بـ�𝜙𝜙g (x) = gxg-1�ِلـx ∈ G�ِ.�لأي
��𝜙𝜙g�،g ∈ Gت�شاكل؟

مفاهيم

في�التمرينين��30و�31�شحّح�تعريف�الحد�المكتوب�بخط�مائل�دون�الرجوع�اإلى�الكتاب-�هذا�اإن�
كانت�هناك�حاجة�اإلى�الت�شحيح�-�بحيث�يكون�ب�شيغة�قابلة�للن�شر.

.𝜙𝜙(xy) = 𝜙𝜙(x)𝜙𝜙(y)�ّ30.�الت�شاكل�هو�دالة،�حيث�اإن
31.�ليكن�′�𝜙𝜙: G → Gت�شاكلًا�لزمرٍ.�النواة�لـ𝜙𝜙�ِ هي�{′x ϵ G| 𝜙𝜙(x) = e}،�حيث�اإنّ�′�eهو�المحايد�
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.G′في�

32.��شع�اإ�شارة��شح�اأو�اإ�شارة�خطاأ:

.Snزمرة�جزئية�ناظمية�من��An .ـــــــــــــــــــــ�اأ

.G′اإلى��Gيوجد�ت�شاكل�من���G′و��Gـــــــــــــــــــــ�ب. لأي�زمرتين� 

ـــــــــــــــــــــ�ج�.�كل�ت�شاكل�هو�اأحادي.

ـــــــــــــــــــــ�د.�الت�شاكل�هو�اأحادي�اإذا�وفقط�اإذا�كانت�نواته�تتاألف�فقط�من�العن�شر�المحايد.

ـــــــــــــــــــــ�ه�.�ال�شورة�لزمرة�من��6عنا�شر�بالن�شبة��اإلى�ت�شاكل�ما�يمكن�اأن�تتاألف�من��4عنا�شر.

���������������������������)انظر���التمرين�44(.

ـــــــــــــــــــــ�و.�ال�شورة�لزمرة�من��6عنا�شر�بالن�شبة��اإلى�ت�شاكل�ما�يمكن�اأن�تتاألف�من��12عن�شًرا.

ـــــــــــــــــــــ�ز.�يوجد�ت�شاكل�لزمرة�ما�من��6عنا�شر�اإلى�زمرة�ما�من��12عن�شًرا.

ـــــــــــــــــــــ�ح.�يوجد�ت�شاكل�لزمرة�ما�من��6عنا�شر�اإلى�زمرة�ما�من��10عنا�شر.

ـــــــــــــــــــــ�ط.�يمكن�اأن�تكون�نواة�الت�شاكل�فارغة.

ـــــــــــــــــــــ�ي.�من�غير�الممكن�اأن�يكون�لدينا�ت�شاكل�غير�تافه�لزمرة�ما�منتهية�اإلى�زمرة�ما�غير

������������������������منتهية.

في�التمارين��من��33اإلى�43،�اأعطِ�مثالً�لت�شاكلٍ�غير�تافه��𝜙𝜙للزمر�المعطاة،�اإذا�توافر�مثالٌ�.�اإذا�لم�
يتوافر�ت�شاكل�كهذا،�فف�شّر��شبب�ذلك،�يمكنك�ا�شتخدام�التمرينين��44و�45.

 𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙12 ⟶ ℤ5 ����.33

𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙12 ⟶ ℤ 4�����.34

𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙2 × ℤ4�  ⟶ ℤ2 × ℤ5����.35

𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙3 ⟶ ℤ�����.36

𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙3 ⟶ S3�����.37

  𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙 ⟶ S3�����.38

𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙 × ℤ ⟶ 2ℤ�����.39

𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙𝜙 ⟶ℤ×ℤ�����.40

𝜙𝜙𝜙𝜙D4 ⟶ S3�����.41

𝜙𝜙: S3 ⟶ S4�����.42
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𝜙𝜙𝜙𝜙S4 ⟶ S3 �����.43

براهين

|]𝜙𝜙]G| �منتهٍ�وقا�شم |G|�منتهيًا،�فاإنّ�  اإذا�كان� اأنه� اأثبت�  44.�ليكن�′𝜙𝜙: G → G ت�شاكل�زمرٍ.�
.|G|�ِلـ

45.�ليكن� ′�𝜙𝜙: G → Gت�شاكل�زمر.�اأثبت�اأنه�اإذا�كان�|′G|�منتهيًا،�فاإن�|]𝜙𝜙]G| منتهٍ�وقا�شم�لـِ�
.|G′|

�i ∈ Iلكل��ai ∈ Gهي�مجموعة�دليلٍ�ما�و��Iحيث��،{ai | i ∈ I}متولدة�من��G46.�لتكن�الزمرة�
�ϕ (ai) = μ (ai)�ّحيث�اإن�،G′اإلى�زمرة��Gت�شاكلين�من��μ:G ⟶ G′ و��𝜙𝜙: G → G′ وليكن��
لكل�i ∈ I.�اأثبت�اإن𝜙𝜙= μ�ّ.�]مثلًا:�الت�شاكل�لزمرة�دورية�يحدد�ب�شورة�كاملة�من�خلال�قيمه�على�

مولد�للزمرة.[،�]م�شاعدة:�ا�شتخدم�المبرهنة�6.7،�وبالطبع�التعريف�1.13[�.

47.�اأثبت�اإنّ�اأي�ت�شاكل�زمر′𝜙𝜙: G → G،�بحيث�اإنّ�|G|�اأولي،�اإما�اأن�يكون�ت�شاكلًا�تافهًا�اأو�دالة�
اأحادية.

48.�الإ�شارة لتبديل زوجي�)sign of an even permutation(�هي�1+،�والإ�شارة لتبديل فردي�
ِ )sign of an odd permutation(�هي�1-،�لحظ�اإنّ�الدالة��sgnn: Sn ⟶ {1, -1}المعرفة�بـ

 sgnn (σ) = σاإ�شارة��

�����هي�ت�شاكل�من��Snوب�شورة�غامرة�اإلى�زمرة�ال�شرب�{1 , 1-}.�ما�النواة؟�قارن�بالمثال�)3.13(.

49.�اأثبت�اأنه�اإذا�كانت�G،�و′�Gو�′′�Gزمرًا،�واإذا�كان� ′𝜙𝜙: G → G  و ′'�γ:G' ⟶ Gت�شاكلين،�فاإنّ�
دالة�التركيب�′′�γ𝜙𝜙: G → Gهي�ت�شاكل.

50.�ليكن���𝜙𝜙: G → Hت�شاكل�زمرٍ�.�اأثبت�اإنّ�]�𝜙𝜙]Gاإبدالية�اإذا�وفقط��اإذا��كان�لكل� �x,y ∈ Gلدينا

�.xyx-1y-1 ∈ Ker(𝜙𝜙)�

51.�لتكن��Gاأي�زمرة،�وليكن��aاأي�عن�شر�من�G،�وليكن��𝜙𝜙: ℤ ⟶ Gمعرفًا�بـ𝜙𝜙(n) = an�ِ.�فاأثبت�
.𝜙𝜙ف�ال�شورة�والحتمالت�الممكنة�لنواة� اإن𝜙𝜙�ّ ت�شاكل،�و�شِ

52.�ليكن�′�𝜙𝜙: G → Gت�شاكلًا�نواته�H،�وليكن�  a ∈ G.�اأثبت�ت�شاوي�المجموعتين�

.{x ∈ G| 𝜙𝜙(x) = 𝜙𝜙(a)}= Ha ��

53.�لتكن��Gزمرة،�وليكن�،�h,k ∈ Gوليكن��𝜙𝜙: ℤ × ℤ → Gمعرفًا�بـ𝜙𝜙(m,n) = hmkn�ِ.�اأعطِ��شرطًا�
ا�وكافيًا�– يت�شمن��hو��k– ليكون��𝜙𝜙ت�شاكلًا،�ثمّ�اأثبت�ال�شرط�الذي�اأعطيته. �شروريًّ

ا�وكافيًا�على�G،�حيث�اإنّ�الدالة�𝜙𝜙 المذكورة�في�التمرين�ال�شابق�ت�شاكل�� 54.�اأوجد��شرطًا��شروريًّ
.h,k ∈ G�ِلكل�الختيارات�لـ

55.�لتكن��Gزمرة،�و�hعن�شًرا�من��Gو��nعددًا��شحيحًا�موجبًا،�وليكن��𝜙𝜙: ℤn → Gمعرفًا�بـِ�
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ا�وكافيًا�)بدللة��hو�n(�لِـ��𝜙𝜙ليكون�ت�شاكلًا.�اأثبت�ما�اأعطيته. �𝜙𝜙(i) = hiلِـ���i ≤ n ≥ 0  .��اأعْطِ��شرطًا��شروريًّ
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Factor Groups زمر العامل 

لتكن��Hزمرة�جزئية�من�زمرة�منتهية�G،�افتر�س�اأننا�كتبنا�جدولً�لعملية�الزمرة�على�G،�ب�شرد�
H،�وقد� لـِ� الي�شرى� الي�شار�مثلما�تظهر�في�مجموعات�الم�شاركة� الأعلى�وعلى� عنا�شر�روؤو�سٍ�في�
م�ج�شم�الجدول�اإلى�وحدات�)blocks(�تقابل�مجموعات� و�شحنا�ذلك�في�الف�شل�10،�فيمكن�اأن�يُقَ�شَّ
بتلك� تق�شيمه� اأو�عدم� الم�شاركة،� 5.10(،�ومعطيًا�عملية�زمرة�على�مجموعات� )الجدول� الم�شاركة�
�،𝜙𝜙:G → G′�ٍنواة�ت�شاكل�زمر�Hالطريقة�)الجدول�9.10(.�يبداأ�هذا�الف�شل�باإثبات�اأنه�اإذا�كانت�
ا�شتقت�من�عملية� الثنائية� الواقع�عنا�شر�زمرة�عمليتها� H،�هي�في� لـِ� فاإن�مجموعات�الم�شاركة�

الزمرة��G)تذكر�اإنّ�مجموعات�الم�شاركة�الي�شرى�واليمنى�من�ثم�متطابقة(.

زمر العامل من الت�شاكلات

لتكن��Gزمرة،�ولتكن��Sمجموعة�لها�عدد�عنا�شر��Gنف�شه،�عندئذ،��يوجد�تقابل�اأحادي�↔�بين��Sو�
G،�يمكننا�ا�شتخدام�↔�لتعريف�عملية�ثنائية�على�S،�بجعل��Sزمرة�تماثل�G،�وبب�شاطة،�ن�شتخدم�
التقابل�لإعادة�ت�شمية�كل�عن�شر�في��Gبا�شم�العن�شر�الذي�يقابله�)بالن�شبة�اإلى�↔(�في�S،�حيث�

يمكننا�اأن�ن�شف،�وب�شورة�وا�شحة�ح�شاب��xyلـ�x , y ∈ S�ِكما�ياأتي:

)1( �.xy = z�ّفاإن�،z ⟷ g1g2و���y ⟷ g2و���x ⟷ g1اإذا�كان� � �

يعطينا�التجاه�⟶�في�التقابل�الأحادي��s ↔ gبين��s ϵ Sو��g ϵ Gدالة�اأحادية�μ،�تر�شل��Sب�شورة�
غامرة�اإلى�G،�)طبعًا،�التجاه�⟵�من�⟷�يعطينا�دالة�معاك�شة�μ-1(،�وبالتعبير�بدللة�μ،�الح�شابات�

)1(�لـ�xy�ِللعن�شرين���x,y ϵ Sت�شبح

)2(�����������������������������������.xy = zفاإن��،μ(z) = g1g2و��μ(y) = g2و��μ(x) = g1  اإذا�كان���������������

الدالة��μ:�S → Gت�شبح�الآن�تماثلًا�ير�شل�الزمرة��Sب�شورة�غامرة�اإلى�الزمرة�G،�لحظ�اأنه�من�
،�خا�شية�الت�شاكل�المطلوبة. )2(�نح�شل�على� 

تبين� � �،H= Ker (𝜙𝜙)ولتكن ت�شاكلًا،� � �𝜙𝜙: G → G′ وليكن� � زمرتين،� �G′ و �G لتكن� � � � � � � � � �
اأحادي تقابل� ولدينا� �،ϕ-1]{ϕ(a)}[=aH=Ha لدينا� �a ∈ G لـِ� اأنه� � �15.13 � المبرهنة�

 �aH ⟷ 𝜙𝜙(a)بين�مجموعات�الم�شاركة�لـ�H�ِمن�G،�وعنا�شر�الزمرة�الجزئية�]�𝜙𝜙]Gمن�′G،�تذكر�
اأنه�اإذا�كان�x ∈ aH،�حيث�اإن�x = ah�ّلعن�شر�ما��h ∈ H،�فاإن:

�ϕ(x) = ϕ(ah) = ϕ(a) ϕ(h) = ϕ(a)e' = ϕ(a)

�شواء� نف�شه،� �aH = xHهو� الم�شاركة� يقابل�مجموعة� الذي� �𝜙𝜙]G[ العن�شر�من� وهكذا�ح�شابات�
�H�ِلنرمز�لمجموعة�مجموعات�الم�شاركة�لـ�.𝜙𝜙(x)اأو�على�النحو��،𝜙𝜙(a)ح�شبناه�على�النحو�

بـ�G/H�ِ)تُقراأ��G/Hعلى�النحو�“�Gفوق��H” اأو�“ �Gمقيا�س�H”،�لكن�ل�تقراأ�على�النحو

.)”Hعلى� G ق�شمة“�

�G/Hمجموعة� بـِ� وانتهينا� �H نواته� �𝜙𝜙: G → G′ بت�شاكلٍ� ال�شابقة� الفقرة� في� بداأنا� � �
مجموعات�الم�شاركة�كلها�في�تقابل�اأحادي�مع�عنا�شر�الزمرة�]𝜙𝜙]G.�من�خلال�عملنا�في�الأعلى�

الف�شل  14
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لدينا�مجموعة��Sعنا�شرها�في�تقابل�اأحادي�مع�عنا�شر�الزمرة�G،�فجعلنا��Sزمرة�تماثل�الزمرة�
�،𝜙𝜙]G[ بـِ� �Gوا�شتبدال��G/H بـِ� �Sا�شتبدال� البناء،�يمكننا� التماثل�μ،�وفي�ذلك� �Gمن�خلال�دالة�
ويمكننا�اأن�نَعُد�G/H�ّتماثل�الزمرة�]G[𝜙𝜙،�من�خلال�ذلك�التماثل�μ،�وبدللة��G/Hو�]𝜙𝜙]G،�ت�شبح�

الح�شابات�)2(�لل�شرب�(yH) (xH)�لـxH,yH ∈ G /H�ِ على�النحو�الآتي:

اإذا�كانμ(xH) = 𝜙𝜙(x)   و μ(yH) = 𝜙𝜙(y)  و ��μ(zH) = 𝜙𝜙(x) 𝜙𝜙(y)فاإن:

)3(                                                     .(xH) (yH) = zH�                                                

�z = xyاأي�ناأخذ��،𝜇𝜇(zH) = 𝜙𝜙(x) 𝜙𝜙(y)�ّبحيث�اإن�z ∈ G،ت�شاكل،�فيمكننا�ب�شهولة�اإيجاد�𝜙𝜙ولأن�
في��Gونجد�اإنّ:

 .μ(zH) = μ(xyH) = ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y)

هذه�تثبت�اإنّ�ال�شرب�(yH) (xH)�لمجموعتي�الم�شاركة،�هو�مجموعة�الم�شاركة�H(xy)�التي�تحوي�
(yH) (xH)�اأنه�يعتمد�على�اختيارنا� ال�شرب��xyلـ�x�ِو��yفي�G،�بينما�يمكن�اأن�يبدو�الح�شاب�لـِ�
لـ�x�ِمن��xHو��yمن�yH،�حيث�اإنّ�عَمَلنا�في�الأعلى�يُظْهِرُ�غير�ذلك،�ونظهرها�بو�شوح�مرة�اأخرى؛�
لأنها�نقطة�بالغة�الأهمية،�فاإذا�كان�h1,h2 ∈ H،�حيث�اإن�xh1�ّعن�شر�من��xHو��yh2هو�عن�شر�
من�yH،�فاإنه�يوجد�h3∈ H،�بحيث�اإنh1 y = y h3�ّ؛�لأن�Hy = yH،�من�خلال�المبرهنة�15.13،�

وعليه��لدينا:

(xh1)(yh2) = x(h1y)h2 = x(yh3)h2 = (xy)(h3h2) ∈ (xy) H,

باختيار� م�شاركة� مجموعتي� �شرب� ح�شاب� ويتمّ� نف�شها،� الم�شاركة� مجموعة� على� ح�شلنا� هكذا�
عن�شر�من�كل�مجموعة�م�شاركة،�واأخذ�– ك�شرب�مجموعات�م�شاركة�– مجموعة�الم�شاركة�التي�
تحتوي�على�حا�شل�ال�شرب�في��Gللاختيارات،�اأي�وقت�نُعَرِّنفُ�فيه��شيئًا�ما�)مثل�ال�شرب(�بدللة�
عن� م�شتقل� اأنه� يعني� التعريف (well defined) الذي� ح�شن  اأنه� اإثبات� المهم� فمن� الختيارات،�
الختيارات�التي�ح�شلت،�وهذا�بال�شبط�ما�فعلناه�قبل�قليل،�واإليك�تلخي�س�هذا�العمل�في�مبرهنة:

عامل� زمرة  ل� ت�شكِّن �H لـِ� الم�شاركة� عندئذٍ،�مجموعات� �،H نواته� زمر� ت�شاكل� �𝜙𝜙: G → G′ �ليكن�
)�G/H�-)factor group-��حيث�H(ab) = (bH) (aH)،�والدالة� ]�𝜇𝜇:G/H → 𝜙𝜙]Gالمعرفة�
التعريف،� �μح�شنا� و� الم�شاركة� كل�من��شرب�مجموعات� ا�تماثل،� اأي�شً �𝜇𝜇 (aH) = 𝜙𝜙(a)هي� بـِ�

وم�شتقلان�عن�الختيارات��aو��bمن�مجموعات�الم�شاركة.

ناق�س�المثال��10.13الدالة�γ:�ℤ → ℤn،�حيث� �γ(m)تمثل�باقي�ق�شمة��mعلى��nوفقًا�لخوارزمية�الق�شمة،�
�ℤ/n ℤومن�خلال�المبرهنة��1.14نرى�اإنّ�زمرة�العامل��،Ker (γ) = nℤت�شاكل،�وبالطبع���γ�ّونعلم�اإن
��)residue classes modulo n(�nهي �شفوف البواقي مقيا�ض�� nℤ�ِومجموعات�الم�شاركة�لـ�،ℤnتماثل�

فمثلًا:�باأخذ��n = 5نرى�اإنّ�مجموعات�الم�شاركة�لـ5ℤ��ِ،�هي�

 5ℤ = {. . ., -10, -5, 0, 5, 10, . . .},

1 + 5ℤ = {. . ., -9, -4, 1, 6, 11, . . .},

1.14 مبرهنة 

2.14 مثال 
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2 + 5ℤ = {. . ., -8, -3, 2, 7, 12, . . .},

 3 + 5ℤ = {. . ., -7, -2, 3, 8, 13, . . .},

4 + 5ℤ = {. . ., -6, -1, 4, 9, 14, . . .}.

اأ�شغر� �5ℤ لـِ� م�شاركة� لكل�مجموعة� � ُ يُعَينِّن �1.14 للمبرهنة� �𝜇𝜇: ℤ/5ℤ → ℤ5 التماثل� اإنّ� لحظ�
▲ عنا�شرها�غير�ال�شالبة،�اأي�اإنμ �)1+5ℤ) = 1�،  μ (5ℤ) = 0��ّ،�...اإلخ.�

ا�اأن�نكون�قد�تعلمنا�كيف�نح�شــب�في�زمرة�العامــل،�ويمكننا��شرب�)جمع(� مــن�المهــم�جدًّ  
مجموعتــي�م�شــاركة�باختيــار�اأي�عن�شريــن�ممثلــين،�ثــم��شربهما�)جمعهمــا(،�واإيجــاد�مجموعة�

الم�شاركة�التي�يقع�ناتج�ال�شرب�)الجمع(�فيها.�

جمــع فيمكننــا� الأعلــى،� في� الظاهــرة� الم�شــاركة� لمجموعــات� �ℤ/5ℤ العامــل� زمــرة� �لتكــن�
�( 4+5ℤ) + (5ℤ+2)�باختيار��2و�4،�واإيجاد�2 + 4 = 6،�وملاحظة��اإن�6��ّفي�مجموعة�الم�شاركة� 
�2+5ℤ5+1،�باإمكاننا�ب�شورة�مماثلة�مقبولة�جمع��مجموعتي�الم�شاركة�هاتين�باختيار��27في�ℤ
▲������������������.1+5ℤا�في�مجموعة�الم�شاركة� و�16-�في�5ℤ+4؛�المجموع�27 + (16-) = �11اأي�شً

مجموعات� اإلى� ن�شير� اأننا� ر� تَذَكَّ تقليدية،� ال�شابق� المثال� في� �ℤ/nℤ العامل� زمــرة� اإنّ� �
�شحيحين�في�مجموعة� عددين� اإنّ� حيث� �،n مقيا�س� بواقي� �شفوف� اأنها� على� �n ℤ لـِ� الم�شاركة�
العامل� لزمر� ال�شطلاحات� هــذه� ــلّــت� رُحِّن وقــد� �،n مقيا�س� متطابقان� هما� نف�شها،� الم�شاركة�
مقيا�ض� �G �  )factor group of( لـِ� العامل� زمرة  �G / Hعادة� العامل� �الأخــرى،�وت�شمى�زمرة�
 )H�)modulo،�اأمّا�العنا�شر�في�مجموعة�الم�شاركة�نف�شها�لـH�ِ،��فيقال�عادة:�اإنها�متطابقة مقيا�ض
)H�)congruent modulo،�وبالت�شاهل�في�ا�شتعمال�الرمز،�يمكننا�كتابة�ℤ/n ℤ = ℤn ،�ونفكر�

.nاأو�بالت�شاهل�اأكثر�مقيا�س��،〉�n〈مقيا�س��ℤ�ِبو�شفها�زمرة�جمع�ل�شفوف�البواقي�لـ�ℤnفي�

زمر العامل من زمر جزئية ناظمية
�Hزمرة�جزئية�من� �Gزمرة،�ولتكن� الآن�على�زمر�عامل�فقط�من�ت�شاكلات،�لتكن� ح�شلنا�حتى�
G،�الآن����Hلها�مجموعات�م�شاركة�ي�شرى�ومجموعات�م�شاركة�يمنى�-�وبوجه�عام�– مجموعة�
الم�شاركة�الي�شرى��aHلي�س�بال�شرورة�اأن�تكون�مجموعة�الم�شاركة�اليمنى��Haنف�شها،�افتر�س�اأننا�

نحاول�تعريف�عملية�ثنائية�على�مجموعات�الم�شاركة�الي�شرى،�وذلك�بتعريف�
)4(����������������������������������������������������������������� (aH) (bH) = (ab) H����������������������������������������������
�مثلما�هو�في�ن�س�المبرهنة�1.14،�المعادلة�)4(�تحاول�تعريف��شرب�مجموعات�م�شاركة�ي�شرى�
اأعطت�عملية� اإذا� اإل� �bمن�مجموعات�الم�شاركة،�فهذه�المعادلة�ل�معنى�لها� �aو� � ثِّنلَيْنِ باختيار�مُمَ
ح�شنة�التعريف،�بال�شتقلالية�عن�العنا�شر�الممثلة�المختارة��aو��bمن�مجموعات�الم�شاركة،�تبين�
اإنّ�المعادلة�)4(�تعطي�عملية�ثنائية�ح�شنة�التعريف�اإذا�وفقط�اإذا�كانت��Hزمرة� المبرهنة�الآتية�

.Gجزئية�ناظمية�من�
لتكن��Hزمرة�جزئية�من�زمرة�G،�عندئذٍ،��شرب�مجموعات�الم�شاركة�الي�شرى�ح�شن�التعريف�من�

خلال�المعادلة:
(aH) (bH) = (ab) H

.Gزمرة�جزئية�ناظمية�من��Hاإذا�وفقط�اإذا�كانت�

4.14 مبرهنة 

3.14 مثال 
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اأولً�افتر�س�اإنH�ّ(ab) = (bH)(aH)�تعطي�عملية�ثنائية�ح�شنة�التعريف�على�مجموعات�الم�شاركة�
الي�شرى،�ليكن�a∈G،�نريد�اإثبات�اإن�aH�ّو��Haهما�المجموعة�نف�شها،��شن�شتخدم�الأ�شلوب�التقليدي�

في�اإثبات�اإنّ�كلّ�مجموعة�هي�مجموعة�جزئية�من�الأخرى.
�،(xH)(a-1H) = (xa-1)Hنح�شل�على��a-1 ∈ a-1Hو��x ∈ aHثِّنلين� ليكن�x ∈ aH،�وباختيار�مُمَ
�،(aH)(a-1H) = eH = H�ّاإن�a-1 ∈ a -1Hو� a ∈a Hثِّنلَين� ومن�الجهة�الأخرى،�نرى�باختيار�مُمَ
التعريف،� الي�شرى�من�خلال�الممثلين�ح�شن� اإنّ��شرب�مجموعات�الم�شاركة� الفر�شية� وبا�شتخدام�
نح�شل�على�x a -1 =  h ∈ H،�وعليه،�x = ha،�وهكذا��x ∈  Ha �و�aH ⊆ Ha،��نترك�البرهان�

المماثل�لـHa ⊆ aH�ِ �للتمرين�25.
�Hزمرة�جزئية�ناظمية،�فاإنّ��شرب�مجموعات�الم�شاركة� اإذا�كانت� الناحية�الأخرى،� �ومن� �
قول�مجموعة� بب�شاطة� يمكننا� فر�شيتنا،� على� وبناءً� التعريف،� ح�شن� الممثلين� من�خلال� الي�شرى�
فباختيار �،(aH)(bH) ح�شاب� في� نرغب� اأننا� افتر�س� يمنى،� و� ي�شرى� � عبارتي� بحذف� �م�شاركة�
مختلفين ثِّنلَين� مُمَ وباختيار� �،(ab) H الم�شاركة� على�مجموعة� نح�شل� �b ∈ bH و� �a ∈ aH ��
��ah1 ∈ aHو� bh2 ∈ bH نح�شل�على�مجموعة�الم�شاركة�ah1bh2 H،�يجب�اأن�نثبت�اأنها�مجموعة�

الم�شاركة�نف�شها،�الآن��h1b ∈ Hb = bHوهكذا��h1b = bh3لعن�شر�ما�h3 ∈ H، وعليه:�
(ah1)(bh2) = a(h1b)h2 = a(bh3)h2 = (ah)(h3h2)

t � (ab)Hفي�ah1bh2؛ لذلك� (ab) (h3h2) ∈ (ab)Hو��

������تبين�المبرهنة�4.14،�اأنه�اإذا�تطابقت�مجموعات�الم�شاركة�الي�شرى�واليمنى�لـH�ِ،�فاإن�المعادلة�
)4(�تعطي�عملية�ثنائية�ح�شنة�التعريف�على�مجموعات�الم�شاركة،�نت�شاءل�فيما�اإذا�كانت�مجموعات�
لُ�زمرة�مع�مثل�هذا�ال�شرب�لمجموعات�الم�شاركة.�والجواب�اأن�ذلك��شحيح�بالفعل. الم�شاركة�تُ�شكِّن

لتكن��Hزمرة�جزئية�ناظمية�من�G،�عندئذٍ،�مجموعات�الم�شاركة�لـ�H�ِت�شكل�زمرة��G/Hبالن�شبة��
▲ �.(aH)(bH) = (ab)Hاإلى�العملية�الثنائية�

بح�شاب،�H[ = ]a(bc)[H(bc)[(aH) = ](cH)(bH)[(aH)،�وبالمثل�لدينا

لإنّ� �.G التجميعية�في� من� تنتج� �G/H التجميعية�في� وعليه،�   ](aH)(bH)[(cH) = ](ab)c[H ��
�H = aH = (ea)H = (eH)(aH)(ae) = (eH)(aH)،�نرى�اإن�eH = H�ّهو�العن�شر�المحايد�في�
.a-1H = (aH)-1�ّاإن� G/H،�واأخيًرا�H = eH = (aa -1)H=(aH)(a-1H)(a-1a) = (aH)(a -1H)�تُبَينِّن
t �

الق�شمة خارج  زمرة  )اأو� �)factor group( العامل  زمرة  هي� ال�شابقة� النتيجة� في� �G/H �الزمرة�
¡ �.Hمن�خلال��G�ِلـ�)�)quotient group( 

ℤ/زمرة�جزئية�ناظمية،�فالنتيجة��5.14تمكننا�من�بناء�زمرة�العامل��nℤزمرة�اإبدالية�و��ℤ�ّلإن
������������������������������������������.ℤnتماثل��ℤ/nℤ�،2.14دون�الرجوع�اإلى�الت�شاكل،�مثلما�لحظنا�في�المثال��nℤ

6.14 تعريف

7.14  مثال

5.14 نتيجة

البرهان

البرهان
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�،ℝمن��〉c〈الزمرة�الجزئية�الدورية��.c ∈ ℝ+الزمرة�الإبدالية�بالن�شبة�اإلى�الجمع،�ولتكن��ℝلتكن�
تحوي�عنا�شر�مثل:

· · · −3c,−2c,−c, 0, c, 2c, 3c, · · · .

اإنx < c�ّ ≥ 0،�واإذا�اخترنا� x،�بحيث� 〉c〈�تحتوي�فقط�على�عن�شر�واحد� كلّ�مجموعة�م�شاركة�لـِ�
نح�شب� اأننا� �شنجد� الم�شاركة،� بو�شفها�ممثلة�لمجموعات� العنا�شر� هذه� �ℝ/〈c〈 الح�شاب�في� عند�
�نواتج�جمعها�مقيا�س�c،�كما�نوق�شت�للح�شابات�في��ℝcفي�الف�شل�1،�على��شبيل�المثال:�اإذا�كانت
�c = 5.37،�فاإن�جمع�مجموعتي�الم�شاركة�〉5.37〈 + �4.65و�〉5.37〈 + �3.42هو�مجموعة�الم�شاركة�
〉5.37〈+8.07،�التي�تحوي�8.07 - 5.37= 2.7،�التي�هي 3.42 5.37 + �4.65وبالعمل�مع�هذه�
�4.2تماثل المثال� �ℝcفي� الزمرة� اإنّ� نرى� ��0 ≤ x < cالم�شاركة،�حيث �لمجموعات�  x �العنا�شر�
ا� 〉c〈 /�ℝبالن�شبة�اإلى�التماثل�ψ،�حيث�〉c〈 + �ψ(x) = xلكل�x ∈ ℝc،�وبالتاأكيد،�〉�ℝ / 〉cهي�اأي�شً
�▲ �تُماثل�زمرة�الدائرة��Uللاأعداد�المركبة�بمقدار��1بالن�شبة��اإلى�ال�شرب.�

�����������راأينا�اإنّ�الزمرة�〉�ℤ / 〉nتماثل�الزمرة��ℤn)وكمجموعة�ℤn = {0,1,2,3,4,…,n – 1} اأي�هي�
مجموعة�الأعداد�ال�شحيحة�غير�ال�شالبة�الأقل�من�n(،�بيّن�المثال��8.14اإنّ�الزمرة�〉�ℝ / 〉cتماثل�
للفترة�ن�شف�المفتوحة� �]0,c[ بدلً�من�المعروف� �ℝc الرمز� �1 الف�شل� ℝc،�وقد�اخترنا�في� الزمرة�
�ℤفعلنا�ذلك�لنو�شح�الآن�المقارنة�بين�زمر�العامل�من��.cللاأعداد�الحقيقية�غير�ال�شالبة�الأقل�من�

.ℝوزمر�العامل�من�

مبرهنة الت�شاكل الأ�شا�شية 

�)1.14 )المبرهنة� لزمرة�عامل�طبيعية� باعثاً� يكون� �𝜙𝜙: G → G′ ت�شاكل� كل� اإنّ� راأينا� �
.Hشتكون�باعثةً�لت�شاكل�طبيعي�نواته���G / Hو�شنثبت�الآن�اإنّ�كل�زمرة�عامل��، G/Ker (𝜙𝜙)ت�شمى

لتكن��Hزمرة�جزئية�ناظمية�من�G،�عندئذٍ:��γ:�G → G / Hالمعطى�بـ�γ�)x) = x H�ِهو�ت�شاكل�
.Hنواته�

ليكن�x,y ∈ G،�عندئذٍ:

 γ (xy) = (xy)H = (xH)(yH) = γ (x)γ (y),�

��������������������������������

ال�شكل 10.14
. Hهي�في�الواقع��γنرى�اإنّ�نواة��،x ∈ Hاإذا�وفقط�اإذا�كان��xH = H�ّت�شاكل؛�لإن��γ�ّوعليه،�فاإن
��t �
� μ: G/H →𝜙𝜙]G[�ّفاإن�،H �ت�شاكلًا�نواته� �𝜙𝜙: G → G′اإذا�كان� اأنه� �1.14 وجدنا�في�المبرهنة�

8.14  مثال

البرهان

9.14 مبرهنة 
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�γ:�G → G / Hالمعرف الت�شاكل� اإنّ� �9.14 ت�شاكل،�وتبين�المبرهنة� �μ(gH) = 𝜙𝜙(g( اإنّ� �حيث�
بـ�γ�)g) = gH�ِهو�ت�شاكل،�حيث�يبين�ال�شكل��10.14هذه�الزمر�والدوال،�نرى�اإنّ�الت�شاكل�𝜙𝜙يمكن�
تحليله�)𝜙𝜙= μ.γ�)factored،�حيث�اإن��γ�ّت�شاكل،�و���μتماثل�لـ�G/H�ِمع�]𝜙𝜙]G.�نذكر�هذه�على�

�شكل�مبرهنة.
:)The Fundamental Homomorphism Theorem(�)مبرهنة الت�شاكل الأ�شا�شية(

ليكن�′�𝜙𝜙: G → Gت�شاكل�زمر�نواته�H،�عندئذٍ:�]G[�𝜙𝜙زمرة،�و� ]�μ: G/H → 𝜙𝜙]Gالمعطى�بـ
 (g)ّفاإن�،γ)g) = gH�ِهو�التماثل�المعطى�بـ�γ:�G → G / Hهو�تماثل،�فاإذا�كان��μ(gH) = 𝜙𝜙(g)

.G ∈ gلكل�𝜙𝜙 (g) =μ γ

ا� قانونيًّ اأو� ا� طبيعيًّ تماثلًا� بو�شفه� �11.14 المبرهنة� في� �μ التماثل� اإلى� يُ�شار� ��
)natural or canonical(،�والأو�شاف�نف�شها�ا�شتخدمت�لو�شف�الت�شاكل�γ،��ومن�الممكن�اأن�يكون�

هناك�ت�شاكلات�وتماثلات�اأخرى��للزمر�نف�شها،�لكن�الدوال��μو��γلها�و�شع�خا�س�مع�𝜙𝜙،�وحُددت�
ب�شورة�وحيدة�من�خلال�المبرهنة�11.14.

يمكن�تلخي�س�ما��شبق�بالآتي:�يكون�كل�ت�شاكل�مجاله��Gباعثًا�لزمرة�عامل�G/H،�وتكون� �
كل�زمرة�عامل���G/Hباعثة�لت�شاكل�ير�شل��Gاإلى�G / H،�والت�شاكلات�وزمر�العامل�مرتبطة�ببع�شها�

اإلى�حدٍّ�بعيد،�والمثال�الآتي�يبين�اإلى�اأي�حدٍّ�يمكن�اأن�تكون�هذه�العلاقة�مفيدة.�
التولد� الإبدالية�منتهية� للزمر� الأ�شا�شية� للمبرهنة� وفقًا�  (ℤ4 × ℤ2)/({0} × ℤ2) الزمرة� �شنّف�

)المبرهنة�12.11(.

دالة�الإ�شقاط��π1: ℤ4 × ℤ2 → ℤ4،�والمعطاة�بـ�π1 (x,y) = x�ِهي�ت�شاكل�من�ℤ4 × ℤ2،�وب�شورة�
غامرة�اإلى��ℤ 4نواتها�ℤ 2 × {0}،�نعلم�من�خلال�المبرهنة��11.14اإنّ�زمرة�العامل�المعطاة�تماثل�
▲ �.ℤ 4

الزمر الجزئية الناظمية والتماثلات الذاتية الداخلية

ن�شتق�بع�س�الت�شنيفات�البديلة�للزمر�الجزئية�الناظمية،�التي�تزوّدنا�عادة�بطريقة�اأ�شهل�لختبار�
الناظمية،�بدل�اإيجاد�كلا�التحليلين�لمجموعات�الم�شاركة�الي�شرى�واليمنى.�

 

�،h ∈ Hولكل��g ∈ Gلكل��ghg-1∈ H�ّبحيث�اإن�،Gهي�زمرة�جزئية�من��H�ّافتر�س�اإن  
�g H g -1؛= H�ّحيث�ندعي�حقيقة�اإن�،g ∈ Gلكل��g H g-1 = {g h g -1 | h ∈ H } ⊆ H�:ٍعندئذ
�لذا،�يجب�اأن�نثبت�اإنّ� �H ⊆�g H g -1لكل�g ∈ G،�ليكن�h ∈ H،�وبا�شتبدال��gبـِ ��g -1في�العلاقة�
ذلك، بناءً�على� �،h1 ∈ H g -1h (g -1)-1 = g -1 hg = h1،�حيث� على�  �g h g -1∈ Hنح�شل�

h = g h1g،�اأُنجز�المطلوب.
-1 ∈ g H g-1

افتر�س�اإنg H = H g�ّ �لكل�g ∈ G،�عندئذٍ:�gh = h1g،�وهكذا��g h g -1 ∈ Hلكل ��
�g ∈ Gولكل� h ∈ H.�من�خلال�الفقرة�ال�شابقة،�هذا�يعني�اإن�g H g -1 = H�ّلكل�g ∈ G،�في�

11.14 مبرهنة

12.14 مثال

الحل 
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 gHو��gh = h1g ∈ Hg�،اإذن�،g h g -1 = h1�ّفاإن�،g ∈ Gلكل��g H g -1 = Hالمقابل،�اإذا�كان�
.Hg ⊆ gHو��hg = gh2وهكذا��،g -1hg = h2ا� Hg ⊇.�لكن���g-1 Hg = Hتعطي�اأي�شً

نلخ�س�عملنا�في�المبرهنة�الآتية: �

.Gزمرة�جزئية�ناظمية�من��،Gمن�زمرة��Hفيما�ياأتي�ثلاثة��شروط�متكافئة�لتكون�زمرة�جزئية�

.h ∈ Hو��g ∈ Gلكل��ghg -1 ∈ H  .1  

.g ∈ Gلكل��g Hg -1 = H  .2  

.g ∈ Gلكل��g H = Hg  .3  

.Gمن�زمرة��Hيوؤخذ�ال�شرط�)2(�في�المبرهنة��13.14عادة�بو�شفه�تعريفًا�للزمرة�الناظمية�

�كل�زمــرة�جزئيــة��Hمــن�زمــرة�اإبدالية��Gناظميــة،�ونحتاج�فقــط�اإلى�ملاحظــة�اإن�gh  = hg�ّلكل
▲ �.h ∈ Hولكل��g ∈ Gلكل��gh g -1 = h ∈ H –ا� �h ∈ Hولكل�g ∈ G،�وعليه،�– حقًّ

�ig (x) = gxg -1دالة�ت�شاكل� يبين�التمرين��29للف�شل��13اإن�ig: G → G�ّالمعرفة�بـِ� �
لأن اأحادي؛� �ig اإذن،� �،a = b كان� اإذا� وفقط� اإذا� �gag -1 = gbg -1 اإنّ� ونرى� نف�شها،� اإلى� �G �من�

g (g -1y g)g-1= y،�نرى�اإن�ig�ّغامر�لـG�ِ،�وهكذا�هو�تماثل�لـ�G�ِمع�نف�شها.

�التماثل��ϕ: G → Gلزمرة��Gمع�نف�شــها�ي�شــمى�تماثل ذاتي�)automorphism(�لـG�ِ.�والتماثل
لـــِ� الداخلــي� الذاتــي� التماثــل� هــو� �x ∈ G لــكل� �ig (x) = gxg -1 حيــث� �،ig:�G → G 
لـــِ  المراف���ق� �x علــى� �ig تنفيــذ� وي�شــمى� �،g خــلال� مــن� �G �)inner automorphism of( 
¡ �.gمن�خلال��x� )conjugation of( 

يبين�التكافوؤ�لل�شرطين�)1(�و�)2(�في�المبرهنة��13.14اإن�gH = Hg�ّلكل��g ∈ Gاإذا� �
�)invariant( متغيرة  غير  �H اإذا�كانت� اإذا�وفقط� اأي� �،g ∈ G �ig]H[ = Hلكل� اإذا�كان� وفقط�
�ig ]H[ = H�ّجميعها،�ومن�المهم�اأن�نفهم�بو�شوح�اإن�G�ِبالن�شبة�اإلى�التماثلات�الذاتية�الداخلية�لـ
هي�معادلة�مجموعات،�ولي�س�بال�شرورة�اأن�نح�شل�على��ig(h)= hلكل�h∈ H،�اأي�اإن�ig�ّيمكن�اأن�
يمثل�تبديلًا�غير�تافهٍ�للمجموعة�H،�ونرى�اإنّ�الزمر�الجزئية�الناظمية�للزمرة��Gهي�بال�شبط�تلك�
غير�المتغيرة�بالن�شبة�اإلى�التماثلات�الذاتية�الداخلية�كلها،�وزمرة�جزئية��Kمن��Gهي�زمرة�جزئية 

.g ∈ Gلعن�شر�ما��K = ig ]H[اإذا�كان��،H�ِلـ )a conjugate subgroup( مرافقة

13.14 مبرهنة

14.14 مثال

15.14 تعريف 
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■ تمارين 14
ح�شابات

اأوجد�رتبة�زمرة�العامل�المعطاة�في�التمارين�من�1اإلى�8:

( ) ( )4 12 2 2× ×   .2  6 3  .1

( ) { }( )3 5 50× ×  

  .4  ( ) ( )4 2 2,1×   .3

( ) ( )12 18 4,3×   .6  ( ) ( )2 4 1,1×   .5

( ) ( )11 15 1,1×   .8  ( ) ( )2 3 11,S ρ×
 .7

اأوجد�رتبة�العن�شر�في�زمرة�العامل��في�التمارين�من��9اإلى�15:

12 4� 9.�� 〉4〈 + �5في�

60 12� 10.��〉12〈 + ��26في�

( ) ( )3 6 1,1×  11.�〉(1,1)〈 + (2,1)�في� 

 (ℤ 4 × ℤ 4)/〉(1,1)〈 (3,1)  في + 〉(1,1)〈�.12

( ) ( )4 8 0, 2×  13.�〉(0,2)〈 + (3,1)  في�

(ℤ 4 × ℤ 8)/〉(1,2)〈(3,3) في + 〉(1,2)〈.14

( ) ( )6 8 4, 4×  15.�〉(4,4)〈 + (2,0) �في�

�i𝜌𝜌1للزمرة�الجزئية��H = {𝜌𝜌0 , μ1}من�الزمرة��S3للمثال��7.8.
 ]H[� 16.�اح�شب  

مفاهيم

في�التمارين�من��17اإلى��19�شحّح�تعريف�الحد�المكتوب�بخط�مائل�دون�الرجوع�اإلى�الكتاب��-�اإذا�كانت�هناك�حاجة�اإلى�
الت�شحيح�-�بحيث�يكون�ب�شيغة�قابلة�للن�شر.

.h ∈ Hلكل��hG = G hهي�التي�تحقق��،Gمن��H17.�الزمرة�الجزئية�الناظمية�

.g ∈ Gولكل��h ∈ Hلكل��g -1h g ∈ Hهي�التي�تحقق��،Gمن��H18.�الزمرة�الجزئية�الناظمية�

.Gاإلى��Gهو�ت�شاكل�ير�شل��،G19.�التماثل�الذاتي�لزمرة�

20.�ما�اأهمية�الزمرة�الجزئية�الناظمية�من�زمرة�G؟
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مّم� يكتب�الطلاب�عادة�ب�شورة�غير�منطقية�عند�بداية�اإثباتهم�لمبرهنات�عن�زمر�العامل،�وقد��شُ
التمرينان�الآتيان�للفت�النتباه�اإلى�نوع�واحد�اأ�شا�شي�من�الأخطاء.

21.��شُئل�طالب�ليبرهن�اأنه�اإذا�كانت��Hزمرة�جزئية�ناظمية�من�زمرة�اإبدالية�G،�فاإن�G/H�ّاإبدالية،�
وقد�بداأ�برهان�الطالب�كما�ياأتي:

.G/Hعن�شرين�من��bو��aاإبدالية،�ليكن��G / H�ّيجب�اأن�نثبت�اإن

اأ.�لماذا�قراءة�المحا�شر�لهذا�البرهان�تجعله�يتوقع�بعدها�وجود�اأ�شياء�غير�منطقية�في�ورقة�الطالب؟

ب.�ماذا�كان�يجب�على�الطالب�اأن�يكتب؟

ج�.�اأكمل�البرهان.

)torsion group(�هي�زمرة��عنا�شرها�جميعها�لها�رتب�منتهية،�والزمرة� اللتواء� زمرة  �.22
الرتبة� الوحيد�ذو� العن�شر�المحايد�فيها�هو� اإذا�كان� �)torsion free( اللتواء� عديمة  تكون�
�G / Hللزمر�الجزئية� �Gزمرة�ملتوية،�فكذلك� اإذا�كانت� اأنه� اأن�يبرهن� المنتهية،��شُئل�طالب�
�G / Hرتبته� اإنّ�كل�عن�شر�في� اأن�نثبت� G،�فكَتَبَ�الطالب:�يجب� �Hمن� � الناظمية�جميعها�

منتهية،�وليكن�x ∈ G / H.�اأجب�عن�اأ�شئلة�التمرين��21نف�شها�.

23. �شع�اإ�شارة��شح�اأو�اإ�شارة�خطاأ:

�Nزمرة�جزئية� اإذا�كانت� اإذا�وفقط� �،G / N العامل� زمرة� الحديث�عن� المنطقي� اأ.�من� ـــــــــــــــــــــ�
.Gناظمية�من�الزمرة�

.Gهي�زمرة�جزئية�ناظمية�من��،Gـــــــــــــــــــــ�ب.�كل�زمرة�جزئية�من�زمرة�اإبدالية�

ـــــــــــــــــــــ�ج�.�التماثل�الذاتي�الداخلي�لزمرة�اإبدالية،�يجب�اأن�يكون�فقط�الدالة�المحايدة.

ـــــــــــــــــــــ�د.�كل�زمرة�عامل�لزمرة�منتهية،�هي�من�جديد�ذات�رتبة�منتهية.

ـــــــــــــــــــــ�ه�.�كل�زمرة�عامل�لزمرة�التواء�هي�زمرة�التواء.�)انظر�التمرين�22(.

ـــــــــــــــــــــ�و.�كل�زمرة�عامل�لزمرة�عديمة�اللتواء،�هي�زمرة�عديمة�اللتواء.�)انظر�التمرين�22(.

ـــــــــــــــــــــ�ز.�كل�زمرة�عامل�لزمرة�اإبدالية،�هي�زمرة�اإبدالية.

ـــــــــــــــــــــ�ح.�كل�زمرة�عامل�لزمرة�غير�اإبدالية،�هي�زمرة�غير�اإبدالية.

.nدورية�رتبتها�� n 
ـــــــــــــــــــــ�ط.�

�دورية�رتبتها�n،�حيث��nℝ = {nr | r ∈ ℝ}و��ℝبالن�شبة��اإلى�الجمع. n 
ـــــــــــــــــــــ�ي.�

براهين

اأوجد�زمرة�معروفة،�حيث اأي،� �، n nS A Sn،�واح�شب� �Anزمرة�جزئية�ناظمية�من� اإنّ� اأثبت� �.24

�تماثلها. n nS A
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25.�اأكمل�برهان�المبرهنة�4.14،�باإثبات�اأنه�اإذا�كانت��Hزمرة�جزئية�من�زمرة�G،�واإذا�كان��شرب�
.Ha ⊆ aH�ّح�شن�التعريف،�فاإن�(aH)(bH) = (ab)Hمجموعات�الم�شاركة�الي�شرى�

�G T 26. اأثبت�اإنّ�زمرة�اللتواء�الجزئية��Tمن�زمرة�اإبدالية�G،�هي�زمرة�جزئية�ناظمية�من��Gو�
عديمة�اللتواء.�)انظر�التمرين�22(.

27.�تكون�الزمرة�الجزئية��Hمرافقة لزمرة جزئية�)�K�)conjugate to a subgroupمن�زمرة�
G،�اإذا�وجد�تماثل�ذاتي�داخلي��igلـG�ِ،�حيث�اإن�ig ]H[ = K،�اأثبت�اإنّ�الترافق�هو�علاقة�تكافوؤ�

.Gعلى�مجموعة�الزمر�الجزئية�من�

نِّنف�الزمر�الجزئية�الناظمية�من�زمرة�G،�بدللة�الخلايا�التي�تظهر�في�التجزئة�الناتجة�عن� 28.��شَ
علاقة�الترافق�في�التمرين�ال�شابق.

.{𝜌𝜌 0 , μ2}مثال�7.8(�التي�ترافق�(�S329.�بالرجوع�اإلى�التمرين�27،�اأوجد�الزمر�الجزئية�جميعها�من�

.a∈ Gلكل��am ∈ H�ّفاأثبت�اإن�m = (G: H )،وليكن��،Gزمرة�جزئية�ناظمية�من�زمرة��H30.�لتكن�

�.Gهو�من�جديد�زمرة�جزئية�ناظمية�من��،G31.�اأثبت�اإنّ�تقاطع�زمر�جزئية�ناظمية�من�زمرة�

32.�اأُعطينا�اأي�مجموعة�جزئية��Sمن�زمرة�G،�اأثبت�اأنه�من�المنطقي�الحديث�عن�اأ�شغر�زمرة�جزئية�
ناظمية�تحوي�S.�]م�شاعدة:�ا�شتخدم�التمرين�31[.

 a,لعن�شرين��a b a -1b -1الذي�يمكن�اأن�يعبر�عنه�بال�شورة��Gزمرة،�والعن�شر�في��G33.�لتكن�
�b ∈�Gهو�مُبَدِّل )commutator(�في�G،�بيّن�التمرين�ال�شابق�وجود�زمرة�جزئية�ناظمية�
�شغرى��Cمن�الزمرة��Gتحتوي�على�كل�الُمبَدِّنلت�في�G،�والزمرة�الجزئية��Cهي�زمرة الُمبَدِّلت 

Gزمرة�اإبدالية. C الجزئية�)commutator subgroup(�من�G.�اأثبت�اإنّ�

34. اأثبت�اأنه�اإذا�كانت��Gزمرة�منتهية�لها�بال�شبط�زمرة�جزئية�واحدة��Hذات�رتبة�معطاة،�فاإنّ�
.Gزمرة�جزئية�ناظمية�من��H

�H ∩ N G،�فاإنّ� �Nناظمية�في� �Gو� �Nزمرتين�جزئيتين�من�زمرة� �Hو� اإذا�كانت� اأنه� اأثبت� �.35
.Gلي�شت�بال�شرورة�ناظمية�في��H ∩ N�ّواأثبت�بمثال�اإن�،Hناظمية�في�

اإنّ� فاأثبت� �،s ثابتة� منتهية� رتبة� ذات� واحدة� زمرة�جزئية� الأقل� على� زمرة�تحتوي� �G لتكن� �.36
]م�شاعدة:� �.G s،�هو�زمرة�جزئية�ناظمية�من� الرتبة� ذات� �G الزمر�الجزئية�كلها�من� تقاطع�

.]x ∈ Gلكل��x-1 Hxفكذلك��،sرتبتها��Hا�شتخدم�الحقيقة�اأنه�اإذا�كانت�

ل�زمرة�بالن�شبة��اإلى�تركيب�الدوال. 37.�اأ.�اأثبت�اإنّ�التماثلات�الذاتية�كلها��لزمرة��Gتُ�شَكِّن

كل� زمرة� من� ناظمية� جزئية� زمرة� ت�شكّل� �G لزمرة� الداخلية� الذاتية� التماثلات� اإنّ� اأثبت� ب.� � � � � �
التماثلات��الذاتية�لـ�G�ِبالن�شبة��اإلى�تركيب�الدوال.�]�تحذير:�تاأكد�من�اإثبات�اإنّ�التماثلات�

الذاتية�الداخلية�ت�شكل�زمرة�جزئية[.

�،ieهو�التماثل�الذاتي�الداخلي�المحايد��ig: G → G�ّبحيث�اإن�،g ∈ G38.�اأثبت�اإنّ�مجموعة�كل�
.Gهي�زمرة�جزئية�ناظمية�من�الزمرة�

39.�لتكن��Gو�′�Gزمرتين،�ولتكن��Hو�′�Hزمرتين�جزئيتين�ناظميتين�من��Gو�′�Gعلى�الترتيب،�
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ا� وليكن��ϕت�شاكلًا�من��Gاإلى�′G،�فاأثبت�اأنه�اإذا�كان�'ϕ]H[ ⊆ H،�فاإن�ϕ�ّيُحْدِثُ�ت�شاكلًا�طبيعيًّ
.�)ا�شتخدمت�هذه�الحقيقة�با�شتمرار�في�التبولوجيا�الجبرية(�. ( ) ( )* : G H G Hφ → ′ ′

40.�ا�شتخدم�الخ�شائ�س��det(AB) = det(A). det(B)و��det(In) = 1للم�شفوفات�من�الدرجة�
�n × nفي��اإثبات�ما�ياأتي:

�.GL(n, ℝ)بمحددة��1ت�شكل�زمرة�جزئية�ناظمية�من��n × nاأ.�الم�شفوفات�من�الدرجة�

.GL(n, ℝ)بمحددة�1± ت�شكل�زمرة�جزئية�ناظمية�من��n × nب.�الم�شفوفات�من�الدرجة�

 A, B ∈ P (G)فلاأي��.Gمجموعة��كل�المجموعات�الجزئية�من� P (G)زمرة،�ولتكن��G41.�لتكن�
�.AB = {a b | a ∈ A , b ∈ B }لنعرف��شرب�المجموعات�الجزئية�

�Pلي�شت�زمرة� (G)اأ.�اأثبت�اإنّ�ال�شرب�للمجموعات�الجزئية�تجميعي،�وله�عن�شر�محايد،�لكن�
بالن�شبة��اإلى�هذه�العملية.

ب.�اأثبت�اأنه�اإذا�كانت��Nزمرة�جزئية�ناظمية�من�G،�فاإنّ�مجموعة�مجموعات�الم�شاركة�لـِ�
�Pبالن�شبة��اإلى�العملية�في�الأعلى،�واإنّ�هذه�العملية�تتفق�مع�ال�شرب� (G)مغلقة�على��N

المعطى�من�خلال�ال�شيغة�في�النتيجة�5.14.

زمرة� ت�شكل� �G �Nفي� لـِ� الم�شاركة� اإنّ�مجموعات� �)5.14 النتيجة� ا�شتخدام� )دون� اأثبت� ج�.�
�P؟ (G)�ِبالن�شبة��اإلى�العملية�في�الأعلى،�هل�عن�شرها�المحايد�هو�العن�شر�المحايد�نف�شه�لـ
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 ح�شابات زمر العامل والزمر الب�شيطة 
Factor Group Computations and Simple Groups

������يمكن�اأن�تكون�زمر�العامل�مو�شوعًا��شعب�الفهم�عند�الطلاب،�فلا��شيء�مثل�القليل�من�الح�شابات�
لأننا� العامل؛� بزمر� يتعلق� فيما� بَدهيتنا� نبداأ�بمحاولة�تح�شين� لذا،� الريا�شيات؛� الفهم�في� لتقوية�
�Nبدلً� �شنتعامل�خلال�هذا�الف�شل�مع�الزمر�الجزئية�الناظمية،�و�شنرمز�للزمرة�الجزئية�من��Gبـِ�

.Hمن�

زمرة� في� �N الجزئية� الزمرة� تعمل� حيث� �،G من� ناظمية� جزئية� زمرة� �N لتكن� �
عن�شر� اإلى� طويت� اأنها� على� �N اإلى� النظر� ويمكننا� محايدًا،� عن�شًرا� بو�شفها� �،G N العامل
اإ�شافة� �N لـِ� الطي� هذا�  – ال�شرب� تمثيل� في� �e اإلى� اأو� الجمع،� تمثيل� في� �0 اإلى� اإما�  – وحيد�
الم�شماة� �- �G من� الجزئية� المجموعات� تطوى� اأن� ا� اأي�شً يتطلب� �G لـِ� الجبرية� البنية� اإلى�
الطي� لهذا� تمثيل� اأُعطي� وقد� العامل،� زمرة� في� وحيد� عن�شر� اإلى� �- �N لـِ� الم�شاركة� مجموعات�
لِـ �γ)a) = aN بـِ� المعرَّف� �γ:� G → G/N اإنّ� �9.14 المبرهنة� من� تذكر� �،1.15 ال�شكل� �في�
�a ∈ Gهو�ت�شاكل�من��Gوب�شورة�غامرة�اإلى�G/N،�ال�شكل��1.15ي�شبه�كثيًرا�ال�شكل�14.13،�اإلّ�
G،�ويمكننا� من� لَةٌ� مُ�شَكَّ الحقيقة� 1.15،�هي�في� ال�شكل� الت�شاكل�في� اإلى� بالن�شبة� ال�شور� زمرة� اإنّ�
�الح�شول�عليه�بالطي�لنقطة�كلّ�مجموعة� اأن�ننظر�اإلى�“الخط” �G/Nفي�اأ�شفل�ال�شكل�على�اأنه�تمَّ
م�شاركة�لـ�N�ِفي�ن�شخة�اأخرى�لـG�ِ،�هكذا�تقابل�كلّ�نقطة�في��G/Nقطعة�م�شتقيمة�عمودية�كاملة�
ثِّنلُ�مجموعة�م�شاركة�لـ�N�ِفي�G،�والأمر�الحا�شم�اأن�نتذكر�اإنّ��شرب�مجموعات� في�الجزء�المظلل،�وتُمَ
اأي�عنا�شر�ممثلة�لمجموعات� G،�با�شتخدام� اأن�يح�شب�بال�شرب�في� G / N،�يمكن� الم�شاركة�في�

�في�ال�شكل:� الم�شاركة،�مثلما�هو�مُبَينَّ

ال�شكل�1.15

الف�شل 15  
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اإذا�كان�الفرق� �،G / N �Gيطويان�اإلى�العن�شر�نف�شه�من� �اإلى�الجمع،�فاإنّ�عن�شرين�من� بالن�شبة�
�،N في� �ab -1 كان� اإذا� معًا،� يطويان� �b و� �a فاإنّ� ال�شرب،� اإلى� � وبالن�شبة� �،N من� عن�شًرا� بينهما�
ومن�الممكن�اأن�تتفاوت�درجة�الطي�من�عدم�وجودها�اإلى�وجودها�بدرجة�هائلة،�واإليك�تو�شيح�

الحالتين�المتطرفتين�بالأمثلة:
.ℤ/{0}هي�بالطبع�زمرة�جزئية�ناظمية.�اح�شب��،ℤمن��N = {0}الزمرة�الجزئية�التافهة�

واحد� عن�شر� ا� اأي�شً فيها� �N لـِ� م�شاركة� كل�مجموعة� فاإنّ� فقط،� واحد� عن�شر� فيها� �N={0} لإنّ�
ا؛�ولذلك� فقط،�اأي�اإنّ�مجموعات�الم�شاركة�هي�على�ال�شورة�{m}�لـm ∈�ℤ�ِ،�ول�يوجد�طي�نهائيًّ
� �ℤ/{0}في��{m}بب�شاطة�يعاد�ت�شميتها��m 𝜖𝜖𝜖𝜖كل��. { }0  

ليكن��nعددًا��شحيحًا�موجبًا،�والمجموعة���nℝ = {nr | r ∈�ℝ}زمرة�جزئية�من��ℝبالن�شبة�اإلى�
. n  الجمع،�وهي�ناظمية؛�لأن��ℝاإبدالية.�اح�شب�

� ( )n x n �nℝ = ℝ؛�لأن�كل��x ∈ ℝهي�على�ال�شورة� اإنَّ �في�الحقيقة،�يبين�قليل�من�التفكير�
فيها�عن�شر�واحد�فقط،�والزمرة�الجزئية�nℝ،�زمرة�تافهة�متكونة� n  ،�وهكذا� x n ∈ و�
     ������������������������������ من�العن�شر�المحايد�فقط.�

��
{ }G G e �و� { }G e G ح�في�المثالين��2.15و�3.15،�اأنه�لأي�زمرة��Gلدينا� قد�و�شِّن �

حيث�{e}�هي�الزمرة�التافهة�المتكونة�فقط�من�العن�شر�المحايد�e،�وهاتان�الحالتان�المتطرفتان�
لزمر�العامل�لهما�اأهمية�قليلة،�اإذ�نريد�معلومات�عن�زمرة�العامل��G / Nلإعطاء�بع�س�المعلومات�
عن�بنية�G،�فاإذا�كانت�N = {e}،�فاإن�زمرة�العامل�لها�بنية��Gنف�شها،�ومن�المف�شل�اأن�نحاول�
لتزودنا� معنى� ذات� بنية� لها� لي�س� العامل� زمرة� فاإن� �،N = G كانت� فاإذا� مبا�شرة،� �G درا�شة�
بمعلومات�عن�G،�اأمّا�اإذا�كانت��Gزمرة�منتهية�و���N  ≠{e}هي�زمرة�جزئية�ناظمية�من�G،�فاإنّ�
�G / Nزمرة�اأ�شغر�من�G؛�ولذلك،�فاإن�بنيتها�يمكن�اأن�تكون�اأكثر�ب�شاطة�من�تلك�التي�لِـ�G،�واأمّا�
G؛�لأن��شرب�مجموعات�الم�شاركة� G / N،�فيعك�س�ال�شرب�في� �شرب�مجموعات�الم�شاركة�في�

يمكن�اأن�يح�شب�بال�شرب�في��Gللعنا�شر�الممثلة�لمجموعات�الم�شاركة.
�

والمثالن�الآتيان�يبينان�اأنه�حتى�اإن�كانت��G / Nرتبتها�2،�فمن�الممكن�ا�شتنتاج�بع�س� �
على� نح�شل� اأن� فيجب� فقط،� عن�شران� لها� �G / N و� منتهية،� زمرة� �G كانت� اإذا� المفيدة.� النتائج�
|G|=2|N|،�لحظ�اإنّ�كل�زمرة�جزئية��Hتت�شمن�ن�شف�عنا�شر�زمرة�منتهية�G،�يجب�اأن�تكون�
�aHكلتا�مجموعتي�الم�شاركة�الي�شرى��،Hولي�س�في��Gفي��aزمرة�جزئية�ناظمية؛�لأن�لكل�عن�شر�
واليمنى�Ha �يجب�اأن�تتكونا�من��جميع�العنا�شر�في��Gالتي�لي�شت�في �H،�وهكذا�تتطابق�مجموعات�

.Gهي�زمرة�جزئية�ناظمية�من��Hو��،H�ِالم�شاركة�الي�شرى�واليمنى�لـ

لإنّ�|Sn| = 2|An|،�نرى�اإن�An�ّزمرة�جزئية�ناظمية�من��Snو��Sn / Anرتبتها�2.�لتكن��σتبديلًا�
،�وباإعادة�ت�شمية�العن�شر��An“زوجي” والعن�شر� { },n n n nS A A Aσ= ا�في�Sn،�وعليه، فرديًّ

�في�الجدول��5.15ي�شبح: �σAn“فردي”،�ال�شرب�في��Sn / Anالُمبَينَّ

       

2.15 مثال 

3.15 مثال 

4.15 مثال

الحل

الحل
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)زوجي(�)زوجي(�=�)زوجي(����������)فردي(�)زوجي(�=�فردي

الجدول�5.15

�

                                             )زوجي(�)فردي(�=�فردي��������������)فردي(�)فردي(�=�زوجي

�� �.Snوهكذا�تعك�س�زمرة�العامل�هذه�الخ�شائ�س�ال�شربية��للتباديل�كلها�في�

�G / Nل�يخبرنا�عن� اإنّ��شرب�مجموعتي�م�شاركة�في� الرغم�من� اأنه�على� �4.15 المثال� يو�شح�
ماهية�ال�شرب�لعن�شرين�في�G،�فمن�الممكن�اأن�يخبرنا�اإنّ�ال�شرب�في��Gلنوعين�من�العنا�شر�هو�

نف�شه�ذو�نوع�محدد.

اإذا� اأنه� على� �)Lagrange Theorem( لجرانج� مبرهنة� تن�س� لجرانج(:� مبرهنة  عك�ض  )خطاأ 
كانت��Hزمرة�جزئية�من�زمرة�منتهية�G،�فاإنّ�رتبة��Hتق�شم�رتبة�G،�ونبرهن�اإنّ�من�الخطاأ�القول:�
اإنه�اإذا�كانت��dتق�شم�رتبة�G،�فيجب�اأن�توجد�زمرة�جزئية��Hمن��Gرتبتها�d،�اأي�اإننا��شنبرهن�اإنّ�

�A4– التي�رتبتها��12– ل�تحتوي�زمرة�جزئية�رتبتها��6.

�4.15فيجب� 6،�كما�لوحظ��شابقًا�في�المثال� �A4رتبتها� �Hزمرة�جزئية�من� اإنّ� افتر�س� �
اأن�ينتج�اأن��Hزمرة�جزئية�ناظمية�من�A4،�عندئذٍ،�يجب�اأن�يكون�في��A4 / Hعن�شران�فقط،��Hو�
�σHلعن�شٍر�ما��σ�∈ A4لي�س�فيH؛�لإنّ�في�زمرة�رتبتها�2، مربع�كل�عن�شر�هو�العن�شر�المحايد،�
فيجب�اأن�يكون�لدينا��HH = HوH = (σH) (σH)،�الح�شاب�في�زمر�العامل�الآن،�يمكن�اأن�يُنْجَزَ�
اأن�يكون�لدينا اأنه�يجب� A4،�وجدنا� �α2 ∈ Hلكل�α�∈ H،�ويجب�اأن�يكون�لدينا��β2 ∈ Hلكل�β�∈ σH،�اأي�اإنّ�مربع�كل�عن�شر�في��بالح�شاب�للمُمَثِّنلين�في�الزمرة�الأ�شلية،�وهكذا�بالح�شاب�في�

A4 �يجب�اأن�يكون�في�H،�لكن�في��A4لدينا:

2(1,3,2) = (1,2,3)�و�2(1,2,3) = (1,3,2)

�،(1,4,3) �،(1,3,4) �،(1,4,2) �،(1,2,4) اإنّ� � ُ يُبَينِّن م�شابه� ح�شاب� �.H في� �(1,3,2) و� �(1,2,3) لذا،�
�،Hوهذه�تبين�اأنه�يجب�اأن�يكون�لدينا�على�الأقل��8عنا�شر�في��،H(2,3,4)�و�(2,4,3)�جميعها�في�
� مناق�شة�للحقيقة�باإن�H�ّافتر�شت�رتبتها��6.�

�شبُ�زمر�العامل،�فاإذا�كانت�الزمرة�التي�نبداأ�بها�منتهية�التَوَلُّد�واإبدالية،�  نتجه�الآن�اإلى�اأمثلة�عدة�تَحْ
فاإنّ�زمرة�عاملها��شتكون�كذلك،�اإذ��اإنّ�ح�شاب�مثل�زمرة�العامل�هذه�يعني�ت�شنيفها�وفقًا�للمبرهنة�

الأ�شا�شية�)المبرهنة�12.11(.

6.15   مثال 

Abstract 1_Book.indb   190 3/4/2014   9:27:20 AM

o b e i k a n d l . c o m



191�� �الف�شل�15:�ح�شابات�زمر�العامل�والزمر�الب�شيطة الوحدة�الثالثة

من �H الدورية� الجزئية� الزمرة� هي� ( )0,1 هنا  �. ( ) ( )4 6 0,1×  العمل� زمرة� �لنح�شب�
�ℤ4 × ℤ6المتولدة�من�(0,1).�وهكذا:

H = {(0,0) , (0,1) , (0,2) , (0,3) , (0,4) , (0,5)}.

لإن�ℤ4 × ℤ6�ّفيها�)24(�عن�شًرا�و��Hفيها�)6(�عنا�شر،�فاإنّ��مجموعات�الم�شاركة�لـ�H�ِجميعها�

�ℤ4 × ℤ6يجب�اأن�تكون�رتبتها�)4(؛�ولأن� ( )4 6 H× 
يجب�اأن�يكون�فيها�)6(�عنا�شر،�و�

الزمرة� الممثلين�في� العامل�من�خلال� زمرة� نح�شب�في� )تذكر،�  ( )4 6 H× 
فكذلك� اإبدالية،�

الأ�شلية(،�مجموعات�الم�شاركة�في�تمثيل�الجمع،�هي:

 H = (0,0) + H،�(1,0) + H،�(2,0) + H،�(3,0) + H.

اإنّ� الوا�شح� فمن� �،(3,0) و� �(2,0) �،(1,0) �،(0,0) الممثلين� باختيار� نح�شب� اأن� يمكننا� ولأنه�
�تماثل�ℤ4،�لحظ�اإنّ�هذا�ما�كنا�نتوقعه؛�لأن�في�زمرة�العامل�مقيا�س�H،�كل��شيء� ( )4 6 H× 

في��Hي�شبح�العن�شر�المحايد؛�اأي�اإننا�ن�شع�وب�شورة�اأ�شا�شية�كل��شيء�في��Hم�شاويًا�لل�شفر،�وعليه�
� �.ℤ4باأكمله�قد�طُوِيَ�تاركًا�فقط�العامل�الأول��ℤ4 × ℤ6في�ال�شرب�المبا�شر��ℤ6العامل�الثاني��

المثال��7.15حالة�خا�شة�من�مبرهنة�عامة��شنذكرها�ونبرهنها،�ويجب�اأن�نكون�قد�اكت�شبنا��شعورًا�
ا�لهذه�المبرهنة�من�ناحية�طي�اأحد��العوامل�اإلى�العن�شر�المحايد. حد�شيًّ

�زمرة�جزئية� ( ){ },H h e h H= | ∈ لتكن��G = H × Kال�شرب�المبا�شر�للزمر��Hو�K،�عندئذٍ،
�Gبطريقة� K H �Kبطريقة�طبيعية،�ب�شورة�م�شابهة� �Gتماثل� H ا� اأي�شً �،G ناظمية�من�

طبيعية.

� Ker(π2)= H ليكن�الت�شاكل�π2:H × K → K،�حيث�π2(h,k) = k.�)انظر�المثال�8.13(؛�ولأن�

K،�تخبرنا�المبرهنة��11.14اإنّ� �Hزمرة�جزئية�ناظمية�من�H × K؛�ولأن��π2غامر�لـِ� اإنّ� نرى�
t �. ( )H K H K× 

زمر� الح�شاب�في� �شهل� هو� كم� � َ ولِنُبَينِّن الإبدالية،� العامل� لزمر� اإ�شافية� بح�شابات� ن�شتمر� �
العامل،�اإذا�ا�شتطعنا�الح�شاب�في�الزمرة�الكاملة،�نبرهن�المبرهنة�الآتية:

زمرة�العامل�لزمرة�دورية�هي�دورية.

لتكن��Gزمرة�دورية�مُوَلِّندُها�a،�ولتكن��Nزمرة�جزئية�ناظمية�من�G،�نَدَّعي�اإنّ�مجموعة�الم�شاركة�
�aNتُوَلِّند�G /N،�يجب�اأن�نح�شب�قوى��aNجميعها،�لكن�هذا�يعادل�– في��G– ح�شاب�قوى�الممثل�
�aجميعها،�اإذ�اإنّ�هذه�القوى�جميعها�تعطي�العنا�شر�جميعها�في�G؛�اإذن،�قوى��aNجميعها�تعطي�
t بالتاأكيد�مجموعات�الم�شاركة�لـ�N�ِجميعها،�وهكذا��G/Nدورية.�

7.15 مثال

8.15 مبرهنة

البرهان

البرهان

9.15 مبرهنة
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،�حيث�يُوَلِّند�(0,2)�الزمرة�الجزئية:��� ( ) ( )4 6 0, 2× 
لنح�شب�زمرة�العامل�

H = {(0,0) , (0,2) , (0,4)}

من��ℤ4× ℤ6ورتبتها�3،�وهنا�يترك�العامل�الأول��ℤ 4من��ℤ 4× ℤ 6وحده،�ومن�جهة�اأخرى،�
العامل��ℤ 6يطوي�ب�شورة�اأ�شا�شية�من�خلال�زمرة�جزئية�رتبتها�3،�معطيًا�زمرة�عامل�في�العامل�
� �ℤ4× ℤ2تماثل�� ( ) ( )4 6 0, 2× 

الثاني�رتبتها�2،�التي�يجب�اأن�تماثل�ℤ 2،�وعليه،�

�كن حذرًا !�اإذ�يوجد�اإغراء�كبير�بالقول:�اإننا�و�شعنا� ( ) ( )4 6 2,3× 
لنح�شب�زمرة�العامل�

ℤ2 �ℤ4تطوى�لزمرة�عاملٍ�تماثلُ� �ℤ6كليهما�ي�شاوي��شفرًا،�وعليه،� �3من� �ℤ4و� �2من� �العن�شرين�
و��ℤ6لواحدة�تماثل�ℤ3،�وتعطيان�زمرة�عامل�كاملة�تماثل�ℤ2 × ℤ3،��فهذا�خطاأ،�لحظ�اإنّ:

( ) ( ) ( ){ }2,3 0,0 , 2,3H = =

�رتبتها��12ولي�س�6،�وبو�شع�(2,3)�ي�شاوي��شفرًا� ( ) ( )4 6 2,3× 
رتبتها�2،�وهكذا�فاإنّ�

فلا�يجعل�(2,0)�و�(0,3)�ي�شاويان��شفرًا�ب�شورة�منف�شلة،�وهكذا،�فاإنّ�العوامل�ل�تطوى�ب�شورة�
منف�شلة.�

الزمر�الإبدالية�المحتملة�من�الرتبة�12،�هي:��ℤ4 × ℤ3و�ℤ2 × ℤ2 × ℤ3،�ويجب�اأن�نقرر�لأي� �
منهما�زمرة�العامل�خا�شتنا�تماثل،�وقد�تّم�تمييز��هاتين�الزمرتين�ب�شهولة؛�لإن�ℤ4 × ℤ3�ّفيها�عن�شر�
رتبته�4،�و��ℤ2 × ℤ2 × ℤ3ل�تحتوي�على�عن�شر�له�مثل�هذه�الرتبة،�حيث�ندعي�اإنّ�مجموعة�الم�شاركة�
H + (1,0)�رتبتها��4في�زمرة�العامل�H/(ℤ4× ℤ6)،�ولإيجاد�اأ�شغر�قوة�لمجموعة�م�شاركة�لتعطي�
العن�شر�المحايد�في�زمرة�عامل�مقيا�س�H،�يجب�علينا�– باختيار�ممثلين�– اإيجاد�القوة�الأ�شغر�لممثل�

في�الزمرة�الجزئية�H،�الآن:�

4(1,0) = (1,0) + (1,0) + (1,0) + (1,0) = (0,0)

� ( ) ( )4 6 2,3× 
المرة�الأولى�التي�اأ�شيف�فيها�(1,0) �لنف�شه�ليعطي�عن�شًرا��في�H،�وهكذا،�فاإنّ�

� �.ℤ12اأو��ℤ4 × ℤ3فيها�عن�شر�رتبته�)4(،�وهي�تماثل��

�ℤ × ℤيمكننا�اأن�نتخيل��،
 ×( ) ( )1 1, ����لنح�شب�)ن�شنف�كما�في�المبرهنة�12.11(�الزمرة�

�،13.15 اأ�شير�بالنقاط�في�ال�شكل� اأعداد��شحيحة،�كما� اإحداثييها� كالنقاط�في�الم�شتوى�التي�كلا�
الأ�شل،� بنقطة� المار� �45° الخط� على� تقع� التي� النقاط� تلك� من� �〉(1,1)〈 الجزئية� الزمرة� وتتاألف�
وقد�تّمت�الإ�شارة�لها�في�ال�شكل،�اأمّا�مجموعة�الم�شاركة�〉(1,1)〈+ (1,0)،�فتتاألف�من�تلك�النقاط�
ا�في�ال�شكل،�وبال�شتمرار،�نرى�اإنّ�كل�مجموعة� على�الخط�°�45عبر�النقطة�(1,0)،�التي�تظهر�اأي�شً
م�شاركة�تتاألف�من�تلك�النقاط�الواقعة�على�اأحد�الخطوط�°�45في�ال�شكل،�لنح�شب�في�زمرة�العامل�

اإذ�يمكننا�اختيار�الممثلين:

...�،(3,0)�،(2,0)�،(1,0)�،(0,0)�،(-1,0)�،(-2,0)�،(-3,0)،�...�

لمجموعات�الم�شاركة�هذه؛�لأن�هوؤلء�الممثلين�يقابلون�بال�شبط�النقاط�لـ�ℤ�ِعلى�محور�ال�شينات،�

10.15 مثال

11.15 مثال

12.15 مثال
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� �.ℤتماثل�� ( ) ( )1,1×  �نرى�اإنّ�زمرة�العامل�

ال�شكل 13.15

الزمر الب�شيطة

كما�ذكرنا�في�الف�شل�ال�شابق،�اإحدى�ميزات�زمرة�العامل�اأنها�تعطي�معلومات��شريحة�عن�بنية�
الزمرة�الكلية،�وبالتاأكيد،�فمن�الممكن�-�اأحيانًا�-�األ�توجد�زمرة�جزئية�ناظمية�فعلية�غير�تافهة،�
فمثلًا:�تبين�المبرهنة��10.10اأن�زمرة�رتبتها�اأولية،�ل�يمكن�اأن�يكون�لها�اأي�زمرة�جزئية�فعلية�

غير�تافهة�من�اأي�نوع.

تكون�الزمرة�ب�شيطة �)Simple( �اإذا�كانت�غير�تافهة،�ولي�س�لها�زمرة�جزئية�ناظمية�فعلية�غير�تافهة.��

.n ≥ 5�ِهي زمرة�ب�شيطة�لـ�nالزمرة�الزوجية�من�الرتبة� An

t انظر�التمرين�39.�

�يوجد�كثير�من�الزمر�الب�شيطة�المختلفة�عن�تلك�المعطاة�في�الأعلى،�فعلى��شبيل�المثال:� �
�A5رتبتها�60،�و��A6رتبتها�360،�وتوجد�زمرة�ب�شيطة�رتبتها�غير�اأولية�– اأي��168– بين�هاتين�

الرتبتين.

التحديد�الكامل�وت�شنيف�الزمر�الب�شيطة�المنتهية�جميعها�اكتمل�حديثًا،�فقد�عمل� �

14.15 تعريف

15.15 مبرهنة

البرهان
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المئات�من�الريا�شيين�على�هذه�المهمة�منذ�عام�1950م�اإلى�عام�1980م،�يمكن�اأن�يُثْبَت�اإنّ�
الزمرة�المنتهية�لها�نوع�من�التحليل�عوامله�زمر�ب�شيطة،�حيث�اإنّ�هذه�العوامل�وحيدة�وفقًا�
للترتيب،�والو�شع�م�شابه�لتحليل�الأعداد�ال�شحيحة�الموجبة�اإلى�اأعداد�اأولية،�ويمكن�الآن�اأن�

تُ�شتخدم�المعرفة�الجديدة�للزمر�الب�شيطة�المنتهية�جميعها�في�حل�بع�س�م�شائل�مبرهنة�الزمر�
المنتهية.

راأينــا�في�هــذا�الكتــاب�اإنّ�الزمــرة�الإبداليــة�الب�شــيطة�المنتهية�تماثــل��ℤpلعــدد�اأولي�ما� �
p،�وقــد�ن�ــشر�ثومب�ش���ون وفِيِ���تْ��)Thompson and Fiet(�]21[�عــام�1963م�برهانهمــا�
لحد�شــية�قديمــة�العهد�بِيرن�شاي���د�)Burnside(،�باإثبات�اإنّ�كل�زمرة�ب�شــيطة�منتهيــة�غير�اإبدالية�
�رتبهــا�زوجيــة،�واأنُجــز�مزيــد�من�الإ�شــهام�العظيــم�في�اتجاه�الت�شــنيف�الكامــل�من�قبــل�اأ�شباخر
�)Aschbacher(�في�عقد�ال�شــبعينيات،�وقد�اأعلن�جري�ض�)Griess(�عام�1980م،�اأنه�بنى�زمرة�

ب�شيطة�“�شخمة” متوقعة�رتبتها:

 808, 017, 424, 794, 512, 875, 886, 459, 904, 961, 710,757, 005,754, 368,

000, 000, 000

واأ�شاف�اأ�شباخر�التفا�شيل�النهائية�للت�شنيف�في�اآب�عام�1980م،�اإذ�ملاأت�الأوراق�البحثية�التي�
اأ�شهمت�في�الت�شنيف�الكامل��5000�شفحة�تقريبًا�من��شفحات�المجلات�العلمية.

وبالعودة�اإلى�و�شفٍ�لتلك�الزمر�الجزئية�الناظمية��Nمن�G،�بحيث�اإن�G / N�ّزمرة�ب�شيطة،� �
12.13،�حيث�ترك�برهان� اإ�شافة�لتلك�الواردة�في�المبرهنة� بداية�نذكر�خ�شائ�س�لت�شاكل�الزمر�

هذه�الخ�شائ�س�للتمرينين��35و�36.

ليكن�′�𝜙𝜙: G → Gت�شاكل�زمر،�اإذا�كانت��Nزمرة�جزئية�ناظمية�من�G،�فاإن ]�𝜙𝜙]Nزمرة�جزئية�
ا�اإذا�كانت�'�Nزمرة�جزئية�ناظمية�من�]G[𝜙𝜙،�فاإن�]′�𝜙𝜙-1 ]Nزمرة�جزئية� ناظمية�من�]𝜙𝜙]G،�اأي�شً

.Gناظمية�من�

يمكن�اأن�يُنظر�اإلى�المبرهنة��16.15بالقول:�اإنّ�ت�شاكل�′�𝜙𝜙: G → Gيحفظ�الزمر�الجزئية� �
اإن� األّ�تكون�ناظمية�في�′G،�حتى� اإنّ�]�𝜙𝜙]Nيمكن� �Gو،]�𝜙𝜙]Gومن�المهم�ملاحظة� الناظمية�بين�
كانت��Nناظمية�في�G،�فمثلًا،�في�الت�شاكل�𝜙𝜙: ℤ2 → S3،�حيث��𝜙𝜙(0) = 𝜌𝜌0و��𝜙𝜙(1) = μ1لدينا�
�ℤ2زمرة�جزئية�ناظمية�من�نف�شها،�لكن�{𝜌𝜌0 , μ1}�لي�شت�زمرة�جزئية�ناظمية�من�S3،�يمكننا�الآن�

فَ�متى�تكون��G / Nزمرة�ب�شيطة. اأن�نَ�شِ

�)maximal normal subgroup of a group(الزم���رة الجزئية الناظمية الأعظمية من زمرة�
G،�هي�زمرة�جزئية�ناظمية��Mل�ت�شــاوي�G،�حيث�اإنه�ل يوجد�زمرة�جزئية�ناظمية�فعلية��Nمن�
¡ ا.�  �Gتحوي�M �فعليًّ

16.15 مبرهنة

17.15 تعريف
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�Mزمرة�جزئية�ناظمية�اأعظمية�من�G،�اإذا�وفقط�اإذا�كانت��G / Mب�شيطة.

لتكن��Mزمرة�جزئية�ناظمية�اأعظمية�من�G،��وليكن�الت�شاكل�القانوني�γ� :G → G / M �المعطى�
�G / Mهي�زمرة� تافهة�من� �γ-1لأي�زمرة�جزئية�ناظمية�فعلية�غير� الآن،� �.9.14 في�المبرهنة�
ا�على�M؛�لكن��Mاأعظمية،�وعليه،�هذا�ل�يمكن�اأن�يحدث،� جزئية�ناظمية�فعلية�من��Gتحتوي�فعليًّ

اإذن��G / Mب�شيطة.

�Gتحتوي� �Nزمرة�جزئية�ناظمية�من� اإذا�كانت� اأنه� �16.15 في�المقابل،�تبين�المبرهنة� �
ا،�اإذا�كان�N ≠ G،�فاإنّ:� ا�على�M،�فاإنّ�]�γ�]Nناظمية�في�G / M،�اأي�شً فعليًّ

γ ]N[ ≠ {M}و���γ ]N[ ≠ G / M

وعليه،�اإذا�كانت��G / Mب�شيطة،�بحيث�ل�يمكن�اأن�توجد�]�γ ]Nكهذه،�فلا�يمكن�اأن�توجد��Nكهذه،�
t وهكذا���Mاأعظمية.�

مركز الزمر الجزئية وزمر الُمبَدِّلت الجزئية

وزمرة� �G لـِ� �Z (G ) المركز� ناظميتان�مهمتان،� زمرتان�جزئيتان� لها� اإبدالية� �Gغير� زمرة� كل�
عُرِّنفَ� المركز(.� ويعني� �(zentrum) الألمانية� الكلمة� من� �Z )الحرف� �.G من� �C الجزئية� لات  الُمبَدِّ

المركز��Z (G)بـِ:

Z (G ) ={ z ∈ G  | z g =  g zلكل��g ∈ G}

� z ϵ Z (G) و g ∈ G؛�ولإنّ�لكلGزمرة�جزئية�اإبدالية�من��Z (G )�ّالتمرين��52من�الف�شل��5اإن� بَينَّ
لدينا�gzg -1= zgg -1 = ze = z،�فنرى�في�الحال�اإنّ��Z (G)زمرة�جزئية�ناظمة�من�G،�واإذا�كانت�

�Gاإبدالية،�فاإنZ(G) = G�ّ؛�في�هذه�الحالة�المركز�غير�مفيد.

المركز��لزمرة��Gدائمًا�يت�شمن�العن�شر�المحايد�e،�ومن�الممكن�اأن�يكون�Z (G) = {e}،�في�هذه�الحالة�
�لنا� ُ �سُ�الجدول�8.8 �للزمرة��S3يُبَينِّن نقول:�اإنّ�المركز ل�ِ�)the center of(��Gتافهٌ�)trivial(،�فمثلًا�تَفَحُّ
�اإنّ�المركز��للزمر� ُ اإنّ�Z (S3) = {𝜌𝜌 0}،�وهكذا��المركز��لـ�S3�ِتافه،�)هذه�حالة�خا�شة�للتمرين�38،�تُبَينِّن

غير�الإبدالية�جميعها�ذوات�الرتبة��pqلأعداد�اأولية��pو��qهو�تافه�(،�وبناءً�على�ذلك،�فالمركز�لـِ

� �.ℤ5والذي�يماثل��،{𝜌𝜌 0} × ℤ5يجب�اأن�يكون��S3 × ℤ5�

��
بالعودة�اإلى�زمرة�الُمبَدِّنلت�الجزئية،�تذكر�اأنه�بتكوين�زمرة�العامل�لـ�G�ِمقيا�س�زمرة�جزئية� �
�N�ّ؛�لإنeعلى�اأنها�ت�شاوي��Nالتي�في��،Gاإذ�ن�شع�ب�شورة�اأ�شا�شية��العنا�شر�جميعها�في��،Nناظمية�
تمثل�محايدنا��الجديد�في�زمرة�العامل،�حيث�ت�شير�هذه�اإلى�ا�شتخدام�اآخر�لزمر�العامل،�لنفتر�س�– على�
�شبيل�المثال�– اأننا�ندر�س�البنية�لزمرة�غير��اإبدالية�G،�ولأن�المبرهنة��12.11تعطي�معلومات�كاملة�
عن�البنية�لكل�الزمر�الإبدالية�ال�شغيرة��شغرًا��كافيًا،�فمن�الممكن�اأن�يكون�م�شوقًا�اأن�نحاول�تكوين�زمرة 
�ا�شتراط�اإن�ab = ba�ّلكل��aو��bفي� اإبدالية ت�شبه��Gقدر�الإمكان�– ن�شخة�اإبدالية�لـ�G�ِ– بالبدء�بـ�G،�ثَمَّ
بنية�زمرتنا�الجديدة،�ول�شتراط�اإن�ab = ba�ّنقول�اإنّ:���ab a-1 b-1 = eفي�زمرتنا�الجديدة،�فالعن�شر�
�aba-1b-1في�زمرة�هو�مُبَدِّل في الزمرة�)commutator of the group(.�وعليه،�نرغب�في�المحاولة�

بتكوين�ن�شخة�اإبدالية�لـ�G�ِبا�شتبدال�كل�مُبَدِّنل�في�الزمرة�بـe�ِ،�ومن�الملاحظة�الأولى�لهذه�الفقرة،�علينا��
محاولة�تكوين�زمرة�العامل�لـ��Gمقيا�س�الزمرة�الجزئية�الناظمية�ال�شغرى،�حيث�يمكننا�اأن�نجد�اأنها�

18.15 مبرهنة

البرهان

19.15 مثال
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.Gتحوي�الُمبَدِّنلت�كلها�التي�في�

لتكن��Gزمرة،�ومجموعة�الُمبَدِّنلت��aba-1b-1لـ�a,b ∈ G�ِكلها�تُوُلِّندُ�زمرة�جزئية��C)زمرة الُمبَدِّلت 
الجزئية( )the commutator subgroup( من�G،�فالزمرة�الجزئية��Cزمرة�جزئية�ناظمية�من�
.C ≤ Nاإبدالية،�اإذا�وفقط�اإذا�كان���G / N�ّفاإن�،Gزمرة�ناظمية�من��Nعلاوة�على�ذلك،�اإذا�كانت��،G

بالتاأكيد�الُمبَدِّنلت�تولِّند�زمرة�جزيئة�C،�ويجب�اأن�نثبت�اأنها�ناظمية�في�G،�لحظ�اإنّ�المعكو�س
مُبَدِّنل،�وعليه،� ا� اأي�شً �e = eee-1e-1 و� �-�bab-1 a-1 – اأي� مُبَدِّنل� لُمبدِّنل�هو�من�جديد� �(aba-1b-1)-1

�المبرهنة��6.7اإن�C�ّتتاألف�بال�شبط�من�حوا�شل�ال�شرب�المنتهية�من�مُبَدِّنلت.�يجب�اأن�نثبت� تُبَينِّن
 �gلكل

-1 xgشرب�مُبَدِّنلت،�فكذلك���xاأو�اأنه�اإذا�كانت��،g ∈ Gلكل��g 
-1 xg ∈ C�ّاإن�،x ∈ C �لـِ�

g ∈ G،�وباإدخال���e = gg-1بين�كل��شربٍ�للمُبَدِّنلت�يظهر�في�x،�نرى�اأنه�يكفي�اأن�نثبت�لكل�مُبَدِّنل�
 �gفي�C؛�لكن:�

-1(cdc-1d-1)gاأن���cdc-1d-1

����������

�����������������������������������������������������������������������������������.Gناظمية�في��C�،اإذن�،Cالذي�هو�في�

ما�بقي�من�المبرهنة�وا�شح،�اإذا�ما�كنا�قد�اكت�شبنا�الإح�شا�س�المنا�شب�بزمر�العامل،�فلا� �
يمكن�اأن�نتخيل�بهذه�الطريقة،�لكن�ا�شتنتاج�اإن�G/C�ّاإبدالية��ياأتي�من:

�علاوة�على�ذلك،��اإذا�كانت��Nزمرة�جزئية�ناظمية�من�G،�و��G/Nاإبدالية،�فاإنّ
،aba-1b-1N = N�:ّاأي�اإن�،(a-1N)(b-1N)= (b-1N)(a-1N)��

وهكذا���aba-1b-1 ∈ Nو�C≤ N،�اأخيًرا،�اإذا�كانت�C≤ N،�فاإنّ:�

t �                      

��.ρ1μ1ρ1
-1μ1

-1= ρ1μ1ρ2μ1 = μ3μ2 = ρ2في�الجدول���8.8هو�����S3وجدنا�اإنّ�اأحد�الُمبَدِّنلت�للزمرة�
ρ2μ1ρ2. وعليه،�زمرة�الُمبَدِّنلت�الجزئية�

-1μ1
-1= ρ2μ1ρ1μ1 = μ2μ3 = ρ1�ّوب�شورة�م�شابهة�نجد�اإن

�Cمن��S3تحوي�A3؛�لإن�A3�ّزمرة�جزئية�ناظمية�من��S3و��S3/A3اإبدالية،�فاإنّ�المبرهنة��20.15تبين�
� �.C= A3�ّاإن

20.15 مبرهنة

21.15 مثال

البرهان
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¡ تمارين 15 
ح�شابات 

نِّنف�الزمرة�المعطاة�في�التمارين�من��1اإلى��12وفقًا�للمبرهنة�الأ�شا�شية�للزمر�الإبدالية�منتهية� �شَ
التولُّد:�

(ℤ2× ℤ4)/〉(0,1)〈 .1

 �(ℤ2× ℤ4)/〉(1,2)〈 .3

�(ℤ4× ℤ4× ℤ8)/〉(1,2,4)〈 .5

�(ℤ×ℤ)/〉(1,2)〈 .7

�(ℤ× ℤ× ℤ4)/〉(3,0,0)〈 .9

��(ℤ×ℤ)/〉(2,2)〈 .11

��(ℤ2× ℤ4)/〉(0,2)〈 .2

�(ℤ4× ℤ8)/〉(1,2)〈 .4

��(ℤ× ℤ)/〉(0,1)〈 .6

�(ℤ× ℤ× ℤ)/〉(1,1,1)〈 .8

�(ℤ× ℤ× ℤ8)/〉(0,4,0)〈 .10

�(ℤ× ℤ× ℤ)/〉(3,3,3)〈 .12

�13.�اأوجد�كلاًّ�من�المركز�Z(D4) �وزمرة�الُمبَدِّنلت�الجزئية��Cمن�الزمرة��D4لتناظرات�المربع�في�
الجدول�12.8.

.ℤ3 × S3�ِ14.�اأوجد�كلاًّ�من�المركز�وزمرة�الُمبَدِّنلت�الجزئية�لـ

�.S3 × D4�ِ15.�اأوجد�كلاًّ�من�المركز�وزمرة�الُمبَدِّنلت�الجزئية�لـ

نِّنفْ�في�كل�حالة�زمرة�العامل� ف�الزمر�الجزئية�كلها�ذوات�الرتب�≥�4من�ℤ4 × ℤ4،�و�شَ 16.��شِ
فَ�الزمرة�الجزئية،�وتقول�اإنّ:� لـ�ℤ4 × ℤ4�ِمقيا�س�الزمرة�الجزئية�للمبرهنة�12.11،�اأي�اأن�تَ�شِ

ا�كانت�الحالة.�]م�شاعدة:� زمرة�العامل�لِـ��ℤ4 × ℤ4مقيا�س�الزمرة�الجزئية�تماثل�ℤ2 × ℤ4،�اأو�اأيًّ
�ℤ2 × ℤ4لها��شت�زمر�جزئية�دورية�مختلفة�من�الرتبة�4.��شفها�باإعطاء�مُولِّند،�مثل�الزمرة�

الجزئية�〉(1,0)〈،�توجد�زمرة�جزئية�واحدة�رتبتها��4تماثل�زمرة�كلاين�الرباعة،�توجد�ثلاث�
زمر�جزئية�من�الرتبة�2[.

مفاهيم

ح�تعريف�الحد�المكتوب�بخط�مائل�دون�الرجوع�اإلى�الكتاب-�اإن�كانت� في�التمرينين��17و�18 �شحِّن
هناك�حاجة�للت�شحيح-�بحيث�يكون�ب�شيغة�قابلة�للن�شر.�

17.�المركز�لزمرة��Gيحتوي�العنا�شر�من��Gكلها،�التي�تَتَبَدَّل�مع�عنا�شر��Gكلها.�

.{a-1b-1ab| a, b ∈ G}هي��،Gلات الجزئية�من�زمرة� 18.�زمرة الُمبَدِّ
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19. �شع اإ�شارة �شح اأو اإ�شارة خطاأ:

ــــــــــــــــــــــ�اأ.�كل�زمرة�عامل�لزمرة�دورية�هي�دورية.

ــــــــــــــــــــــ�ب.�زمرة�عامل�لزمرة�غير�دورية،�هي�مرة�اأخرى�غير�دورية.�

ــــــــــــــــــــــ�ج�.��ℝ / ℤبالن�شبة��اإلى�الجمع�لي�س�لها�عن�شر�رتبته�2.

.n ∈ ℤ+لكل��nبالن�شبة��اإلى�الجمع�فيها�عنا�شر�رتبها��ℝ / ℤ�.ــــــــــــــــــــــ�د

ــــــــــــــــــــــ�ه�.��ℝ / ℤبالن�شبة��اإلى�الجمع�فيها�عدد�ل�نهائي�من�عنا�شر�رتبها�4.�

ــــــــــــــــــــــ�و.�اإذا�كانت�زمرة�الُمبَدِّنلت�الجزئية��Cمن�زمرة��Gهي�{e}،�فاإن�G�ّاإبدالية.

�.Hتحوي��Gمن��Cاإبدالية،�فاإنّ�زمرة�الُمبَدِّنلت�الجزئية��G/Hــــــــــــــــــــــ�ز.�اإذا�كانت�

ــــــــــــــــــــــ�ح.�زمرة�الُمبَدِّنلت�الجزئية�من�زمرة�ب�شيطة��Gيجب�اأن�تكون��Gنف�شها.�

ــــــــــــــــــــــ�ط.�زمرة�الُمبَدِّنلت�الجزئية�من�زمرة�ب�شيطة�غير�اإبدالية��Gيجب�اأن�تكون��Gنف�شها.�

ــــــــــــــــــــــ�ي.�الزمر�الب�شيطة�المنتهية�غير�التافهة�كلها�لها�رتب�اأولية.�

ℝ،�ولتكن�*�Fزمرة� اإلى� �ℝ التي�تر�شل� �Fزمرة�الجمع�للدوال� 23،�لتكن� اإلى� �20 التمارين�من� في�
.ℝكلها،�التي�ل�تاأخذ�القيمة��0عند�اأي�نقطة�في��Fال�شرب�لعنا�شر�

20.�لتكن��Kالزمرة�الجزئية�من��Fالمتكونة�من�الدوال�الثابتة.�اأوجد�زمرة�جزئية�من��Fتماثل�
.F/K

21.�لتكن�*�Kالزمرة�الجزئية�من��Fالمتكونة�من�الدوال�الثابتة�غير�ال�شفرية.�اأوجد�زمرة�جزئية�
�.F*/K*تماثل���F*من�

22.�لتكن��Kالزمرة�الجزئية�للدوال�المت�شلة�في�F،�فهل�يمكنك�اإيجاد�عن�شر�في��F/Kله�الرتبة�
2؟�لماذا؟�اأو�لماذا�ل؟�

23.�لتكن�*�Kالزمرة�الجزئية�من��Fالمتكونة�من�الدوال�المت�شلة�في�*F،�فهل�يمكنك�اإيجاد�عن�شر�
في�*�F*/Kله�الرتبة�2؟�لماذا؟�اأو�لماذا�ل؟

:{z ∈ ℂ |z| = 1}زمرة�ال�شرب��Uفي�التمارين��من��24اإلى�26،�لتكن�
.U/z0Uواح�شب��،Uزمرة�جزئية�من���z0U = {z0 z| z ∈ U}�ّاأثبت�اإن�.�z0 ∈ U24.�ليكن�

25.�اأي�زمرة�ذكرناها�في�الكتاب�تماثل� 〉U/〈-1؟�

26.�ليكن�ζn = cos(2π/n) + i sin(2π/n)،حيث�+n ∈ ℤ .�فلاأي�زمرة�ذكرناها�تماثل�〉U/� 〈ζn؟�

27.�اأي�زمرة�ذكرت�في�الكتاب�تماثل�زمرة�الجمع �ℝ/ℤ؟�

�G/ Hلي�س�لها�اأي�عن�شر�رتبته�منتهية�اأكبر�من�1 ،�لكن�لها�زمرة�عامل��G28.�اأعطِ�مثالً�لزمرة�
رتب�عنا�شرها�جميعها�منتهية.�

�اأنه�يمكن�اأن�يكون� ُ 29.�لتكن��Hو��Kزمرتين�جزئيتين�ناظمتين�من�زمرة�G.�اأعطِ�مثالً�يُبَينِّن
�.G/ Kل�تماثل��G/Hبينما��،H ⋍Kلدينا�
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ف�المركز�لكل�من: 30.��شِ

اأ.�زمرة�اإبدالية�ب�شيطة.� �

ب.�زمر�غير�اإبدالية�ب�شيطة.� �
فْ�زمرة�الُمبَدِّنلت�الجزئية�لكل�من: 31.��شِ

اأ.�زمرة�اإبدالية�ب�شيطة.�

ب.�زمرة�غير�اإبدالية�ب�شيطة.�

براهين مخت�صرة

32.�اأعطِ�اخت�شارًا�بجملة�واحدة�لإثبات�المبرهنة�9.15.�

33.�اأعطِ�اخت�شارًا�بجملتين�على�الأكثر�لإثبات�المبرهنة�18.15.�

براهين

34.�اأثبت�اأنه�اإذا�كانت��Gزمرة�منتهية�تحوي�زمرة�جزئية�غير�تافهة�دليلها��2في�G،�فاإن��Gلي�شت�
ب�شيطة.

35.�ليكن�'�ϕ: G → Gت�شاكل�زمر،�ولتكن��Nزمرة�جزئية�ناظمية�من�G،�فاأثبت�اإنّ�]�ϕ]Nزمرة�
����.ϕ]G[جزئية�ناظمية�من�

36.�ليكن'�ϕ: G → Gت�شاكل�زمر،�ولتكن�'�Nزمرة�جزئية�ناظمية�من�′G،�فاأثبت�اإنّ� ]′ϕ -1]Nزمرة�
�.Gجزئية�ناظمية�من�

37.�اأثبت�اأنه�اإذا�كانت��Gغير�اإبدالية،�فاإنّ�زمرة�العامل� �G/Z(G)لي�شت�دورية.�]�م�شاعدة:�اأثبت�
 Z(G)اإبدالية.�)ولهذا�ال�شبب��G�ّدورية،�فاإن�G/Z(G)الإيجاب�المعاك�س�المكافئ�– اأي�اإنه�اإذا�كانت�

�.](= G

38.�با�شتخدام�التمرين�37،�اأثبت�اإنّ�زمرة�غير�اإبدالية��Gرتبتها�pq،�حيث��pو��qعددان�اأوليّان،�
لها�مركز�تافه.�

39.�اأثبت�اإن�An�ّب�شيطة�لِـ��n ≥ 5باتباع�الخطوات�والم�شاعدات�المعطاة.�

�.n ≥ 3تحتوي�الدورات�الثلاثية�كلها،�اإذا�كان��An�ّاأ.�اأثبت�اإن

�.n ≥ 3دُ�من�الدورات�الثلاثية�لِـ� ب.�اأثبت�اإن�An�ّتَتَوَلَّ

.](a,c)(a,b) = (a, b, c)و�  (a, b)(c, d) = (a, c, b)(a, c, d)�ّم�شاعدة:�لحظ�اإن[
دَةٌ�من�خلال  ج.�ليكن��rو��sعن�شرين�محددين�من{n , . . . ,2 ,1} �لِـ�n ≥ 3.�اأثبت�اإن�An�ّمُوَلَّ

.1 ≤ i ≤ nلِـ��(r, s, i)من�الدورات�الثلاثية�“الخا�شة” على�ال�شورة� n

]م�شاعدة:�اأثبت�اإنّ�الدورات�الثلاثية�جميعها�حا�شل��شرب�لدورات�ثلاثية�»خا�شة«�بح�شاب:�
 (r,s,i)2، (r,s,j)(r,s,i)2،�(r, s, j)2 (r,s,i)

و
(r,s,i)2 (r,s,k)(r,s,j)2 (r,s,i)
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لحظ�اإنّ�حوا�شل�ال�شرب�هذه�تعطي�الأنواع�الممكنة�جميعها�للدورات�الثلاثية[.

على� تحتوي� �N كانت� اإذا� اأنه� فاأثبت� �،n ≥ 3 لِـ� �An من� ناظمية� جزئية� زمرة� �N لتكن� د.�
لِـ �(r, s, j) ∈ N اإلى� اإنّ ∋ (r, s, i) يوؤدي� اأثبت� ]م�شاعدة:� �.N = An فاإنّ� �دورة�ثلاثية،�

.]((r, s)(i ,j)) (r, s ,i)2 ((r ,s)(i , j))-1 بح�شاب��j = 1, 2, . . . , n

ه�.�لتكن��Nزمرة�جزئية�ناظمية�غير�تافهة�من��Anلِـ�n ≥ 5،�فاأثبت�اإنّ�واحدة�من�الحالت�
�.N = An�ّالآتية�يجب�اأن�تتحقق،�وا�شتنتج�في�كل�حالة�اإن

حالة��N�  � Iتحتوي�على�دورة�ثلاثية.�

حال���ة��N����IIتحتــوي�علــى�حا�شل��شربٍ�لــدوراتٍ�منف�شلة،�واحــدة�منها�علــى�الأقل�طولها�������������������������
اأكبر�من�3.�]م�شاعدة:��افتر�س��اإنN��ّ �تحتوي�على�حا�شل��شرب�منف�شل�على�ال�شورة

σ -1(a1, a2,a3)σ(a1, a2, a3)في�N،�واح�شبه[�.
�σ = μ(a1, a2, ... , ar).�اأثبت�اإنّ 1-

.σ = μ(a4, a5, a6)(a1, a2, a3)تحتوي�على�حا�شل��شرب�منف�شل�على�ال�شورة���N��IIIحالة�

�σ -1(a1, a2, a4)σ (a1, a2, a4)في�N،�واح�شبه[�.���
�]م�شاعدة:��اأثبت�اإن1�ّ-

�μ ال�شورة�σ = μ(a1, a2, a3)،�حيث� على� منف�شل� �Nتحتوي�على�حا�شل��شرب� �IV حالة
حا�شل��شرب�مناقلات�منف�شلة.�]م�شاعدة:�اأثبت�اإنّ �σ 2 ∈ N،�واح�شبه[�.

ـــورة ـــش ـــ� ال ـــى� ـــل ع �σ ــل� ــش ــ� ــف ــن م �ــــــشرب� ـــل� حـــا�ـــش عـــلـــى� ــــوي� تحــــت �N �V  ح���ال���ة�
 σ = μ(a3, a4)(a1, a2)،�حيث��μحا�شل��شرب�عدد�زوجي�من�مناقلات�منف�شلة.�]م�شاعدة:�
� α = (a2, a4)(a1, a3)ّواح�شبه�لت�شتنتج�اإن�،N في σ -1(a1, a2, a3) σ (a1, a2, a3)

اأثبت�اإن1�ّ-
�في�N،�وبا�شتخدام��n ≥ 5للمرة�الأولى،�اأوجد��i≠ a1, a2, a3, a4في�{n ,… ,2 ,1}ثم�لتكن

β = (a1 a3, i).�اأثبت�اإنβ-1 α βα ∈N�ّ،�واح�شبه[�.

40.�لتكن��Nزمرة�جزئية�ناظمية�من�زمرة�G،�ولتكن��Hزمرة�جزئية�من�G،�وليكن

�HN = {hn| h ∈ H, n ∈ N}.�فاأثبت�اإن�HN�ّزمرة�جزئية�من�G،�وهي�الزمر�الجزئية�الأ�شغر�
�.�Hو��Nالتي�تحتوي�على�كل�من�

ا�زمرة�جزئية�ناظمية�من�G،�فاأثبت�مرة�اأخرى�اإنّ� 41.�بالرجوع�اإلى�التمرين�ال�شابق،�لتكن��Mاأي�شً
.�Gزمرة�جزئية�ناظمية�من��NM

�،H ∩ K = {e}ّبحيث�اإن�،Gزمرتين�جزيئيتين�ناظميتين�من�زمرة���Kو��H42.�اأثبت�اأنه�اإذا�كانت�
فاإن����hk = khلكل��h ∈ Hو�k ∈ K.�]م�شاعدة:�اعتبرالُمبَدِّنل

]�hkh-1 k-1 = (hkh-1)k-1 = h(kh-1k-1)���������������������������������������

�������������������������������������������������
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Group Action On a Set 1تاأثير الزمرة على مجموعة  

 ��راأينا�اأمثلة�تبين�كيف�اإنّ�الزمر�يمكن�اأن�توؤثر في الاأ�شياء،�مثل�زمرة�التناظرات�لمثلثٍ�اأو�لمربعٍ،�
وزمرة�دورانات�مكعب،�والزمرة�الخطية�العامة�الموؤثرة�في��ℝn،�وهكذا،�و�شنقدم�في�هذا�الف�شل�

الفكرة�العامة�لتاأثير�الزمرة�على�مجموعة،�حيث�يقدم�الف�شل�الآتي�تطبيقًا�على�العدّ.�

الفكرة من تاأثير الزمرة

∗�على�مجموعة��Sلتكون�دالة�تر�شل��S�× Sاإلى�S،�حيث� التعريف��1.2يعرف�عملية�ثنائية�
.Sفي� s1∗ s2؛�لتنتج�عن�شًرا�Sفي��s2وعن�شٍر��،Sفي��s1تعطينا�الدالة�∗�قاعدة�“ل�شرب” عن�شر�

بوجه�عام،�لأي�مجموعاتA�ٍ و �Bو��Cيمكننا�اأن�ننظر�اإلى�الدالة�A × B → C :∗��على� �
�cله�كقيمة�عن�شر�ما��Bفي��bشرب�اأي�عن�شر���Aفي��aاأنها�تعرف�“�شربًا”،�حيث�اإنّ�اأي�عن�شر�
في�C،�وبالتاأكيد،�نكتب�a�∗�b�=�c،�اأو�ب�شورة�اأكثر�ب�شاطة�ab�=�c،�و�شوف�نهتم�في�هذا�الف�شل�
بالحالة،�حيث��Xمجموعة،�و��Gزمرة،�ولدينا�دالة��G�× X�→ X:∗.�يجب�اأن�نكتب�)g�, x(�∗�على�

.gxاأو��g�∗�xالنحو�

�لتكن��Xمجموعة،�و��Gزمرة.�يعرف التاأثير لِ� an action of( G(�على���Xعلى�اأنه�الدالة
��G�× X�→ X:∗�التي�تحقق:�

.x�∈�Xلكل��e∗x�=�x�.1

2.�لكل��g1،�g2�∈�Gولكل�

■ �.�)G–set( G–هي�مجموعة��X�،تحت�هذين�ال�شرطين

�لتكن���Xاأي�مجموعة،�ولتكن��Hزمرة�جزئية�من�الزمرة��SXالموؤلفة�من�كل�التباديل�لِـ�X،�عندئذٍ،�
 �Xهي�مجموعة–H،�حيث�اإنّ�التاأثير�لِـ��σ ∈ Hعلى��Xهو�تاأثيره�بو�شفه�عن�شًرا�في�SX،�بحيث�اإنّ
σ x = σ(x) لكل x ∈ X،�وينتج�ال�شرط��2من�تعريف��شرب�التباديل�بو�شفها�دالة�تركيب،�وال�شرط�
�1مبا�شر�من�تعريف�التبديل�المحايد�على�اأنه�الدالة�المحايدة،�لحظ�اإنّ�– على�وجه�التخ�شي�س�
▲ ����.Sn –هي�مجموعة��{n ,… ,3 ,2 ,1}�-

الدالة فاإنّ� �،g ∈ G وكان� �،G– مجموعة� �X كانت� اذا� اأنه� الآتية� المبرهنة� ��شتبين�
�σg: X → Xالمعرفة�بِـ��σg(x) = gxهي�تبديل�لِـ�X،�واأنه��يوجد�ت�شاكل�ϕ: G → SX،�بحيث�اإنّ�
تاأثير��Gعلى��Xهو�اأ�شا�شًا�– المثال��2.16– التاأثير�لزمرة�ال�شور�الجزئية�]�H = ϕ]Gمن���SXعلى�
فُ�تاأثيرات�الزمر�المحتملة�كلها��على�X،�وعند� �X.�تاأثيرات�كهذه�للزمر�الجزئية�من���SXعلى��Xتَ�شِ
درا�شة�المجموعة�X،�فاإنّ�التاأثيرات�با�شتخدام�الزمر�الجزئية�من��SXتكفي،�على�اأي�حال،�ت�شتخدم�
اإلى�المفهوم�الأكثر� اإذن�نحتاج� �،X �Gعلى� �Gعن�طريق�تاأثير�الزمرة� �Xلدار�شة� اأحيانًا�مجموعة�

عمومًا�والمعطى�بالتعريف�1.16.�

لتكن��Xمجموعة–G،�ولكل��g ∈ Gالدالة�σg: X → X،�المعرفة�بِـ�σg (x) = gx �لِـ��x ∈ Xهي�تبديل�
.ϕ(g) (x) = gxهي�ت�شاكل،�ولها�الخا�شية�   ϕ (g) = σgالمعرفة�بِـ� ϕ: G → SXا،�الدالة� لِـ�X،�اأي�شً

اأنّ لِـ��Xوب�شورة�غامرة�لنف�شها.�افتر�س� اأنه�دالة�اأحادية� لِـ�X،�يجب�اأن�نثبت� لإثبات�اأن��σgتبديل�

1.�هذا�الف�شل�متطلب��شابق�فقط�للف�شلين��17و�36.

1.16 تعريف

2.16 مثال 

3.16 مبرهنة

الف�شل  16

البرهان
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��σg(x1) = σg (x2)لِـ�x1, x2 ∈ X،�عندئذgx1 = gx2��ٍ،�بناءً�على�ذلك،�g-1(gx1) = g-1 (gx2)،�وبا�شتخدام�
ال�شرط� �2من�التعريف�1.16،�نرى�اإن��x1 = (g-1g)x2(g-1g)�،�وهكذا�ex1 = ex2.�وعليه،�فال�شرط��
"�1من�التعريف��يُنْتج�x1 = x2،�وهكذا��σgاأحادي.�ال�شرطان�من�التعريف�يبينان�اإنّ�لِـ��x ∈ Xلدينا
σg(g،�وهكذا��σgتر�شل��Xب�شورة�غامرة�اإلى�X.�وعليه،��σgفي�

-1x) = g(g-1)x = (g g -1)x = ex = x
الواقع�تبديل.�

�ـ��ϕ (g) = σgت�شاكل،��يجب�اأن�نثبت�اإنّ��ϕ(g1g2) = ϕ(g1) ϕ(g2�)لكل� لإثبات�اإنّ�الدالة���ϕ: G → SXالمعرفة�بِ
g1 , g2 ∈ G،���حيث�نثبت�الم�شاواة�لهذين�التبديلين�في���SXوذلك�باإثبات�اإنّ�كليهما�ياأخذ��x ∈ X �اإلى�العن�شر�

نف�شه،����ونح�شل�با�شتخدام�ال�شرطين�في�التعريف���1.16وقاعدة�تركيب�الدوال�على:

وعليه، فإنّ ϕ تشاكل، وتنتج الخاصية المذكورة لـِ ϕ مباشرة؛ لإنّ لدينا من تعاريفنا

♦ �ϕ (g)(x) = σg(x) = gx 

ينتج�من�المبرهنة�ال�شابقة�والمبرهنة��15.13اأنه�اإذا�كانت��Xمجموعة–G،�فاإنّ�المجموعة� �
الجزئية�من��Gالتي�تترك�كل�عن�شر�في��Xثابتًا،�هي�زمرة�جزئية�ناظمية�من�G،�ويمكننا�اأن�نَعدّ�
 �Xمثل�مجموعة-G/ N،�حيث�يعرَّف�التاأثير�لمجموعة�الم�شاركة���gNعلى��Xبِـ� x = gx(gN) لكل
كل�� يترك� الذي� الوحيد� العن�شر� هو� �G لِـ� المحايد� العن�شر� فاإنّ� �،N = {e} كانت� واإذا� �،x ∈ X ��
متعدية� �G .�زمرة� �X )acts faithfully(�على� اأمين� تاأثير  �G لـ� اإنّ� ثابتاً؛�عندها�نقول:�  x ∈ X
�،gx1 = x2�ّبحيث�اإن�،g ∈ Gيوجد���،x1, x2 ∈ Xاإذا�كان�لكل��،G–على�مجموعة�)transitive(
لحظ�اإن�G�ّمتعدية�على�X،�اإذا�وفقط�اإذا�كانت�الزمرة�الجزئية� ]�ϕ ]Gمن��SXمتعدية�على�X،�كما�

عُرِّنف�في�التمرين��49للف�شل�8.

.G–فيما��شياأتي��شوف�نقدم�اأمثلة�اإ�شافية�لمجموعات

كل�زمرة��Gهي�نف�شها�مجموعة–G،�حيث�اإنّ�التاأثير��في���g2 ∈ Gمن�خلال��g1 ∈ Gاأعطي�ب�شرب�
�G نعدّ� اأن� ا� اأي�شً G،�يمكننا� �Hزمرة�جزئية�من� اإذا�كانت� �.∗(g1, g2) = g1g2 اإنّ� اأي� الي�شار،� من�
▲ �.∗(h,g) = hgحيث��،H–بو�شفها�مجموعة�
�∗(h, g) = hgh-1بالن�شبة�اإلى�الترافق،�حيث��H–هي�مجموعة�G�ٍعندئذ�،Gزمرة�جزئية�من��Hلتكن�

لِـ��g ∈ Gو�h ∈ H،�فال�شرط�الأول�وا�شح،�ولحظ�بالن�شبة�اإلى�ال�شرط� ��2اإنّ:

دائمًا�نكتب�هذا�التاأثير�لِـ���Hفي��Gبالن�شبة�اإلى�الترافق�على�النحو:�hgh-1،�و�شوف�ي�شبب�الخت�شار�
▲ �.Gالمو�شوف�قبل�التعريف�اإرباكًا�فظيعًا�مع�عملية�الزمرة�لِـ��hg 

الم�شلمات اإنّ� نَذْكُرُ� مركبة(،� )اأو� حقيقية� قيا�شات� مع� المتجهات� ف�شاء� در�شوا� الذين� للطلاب�
�ℝ*-اإنّ�مجموعة�المتجهات�هي�مجموعة� ُ �v = r(sv)(rs)�و��1v = vللقيا�شين��rو��sوللمتجه�v،�تُبَينِّن
▲ )اأو�مجموعة-*ℂ(�لزمرة�ال�شرب�للقيا�شات�غير�ال�شفرية.��

4.16 مثال 

5.16 مثال 

6.16 مثال 
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�،H لِـ� الي�شرى� الم�شاركة� مجموعات� كل� مجموعة� �LH ولتكن� �،G من� جزئية� زمرة� �H لتكن�
بِـ �xHمعطًى� الي�شرى� الم�شاركة� ��g ∈ Gفي�مجموعة� لِـ� التاأثير� �LHمجموعة–G،�حيث� �عندئذٍ:�
g(xH) = (gx) H .�لحظ�اأن�هذا�التاأثير�ح�شن�التعريف:�اإذا�كانت�yH = xH،�فاإن���y= xhلعن�شر�
ما�h ∈ H،�و��g(yH) = (gy)H = (gxh)H = (gx)(hH) = (gx)H = g(xH)وتبين��شل�شلة�من�
ل�با�شتخدام�مجموعات�الم�شاركة�الي�شرى� التمارين�اإنّ�كل�مجموعة–�Gتماثل�واحدة��يمكن�اأن�تُ�شكَّ
▲ هذه�بو�شفها�لبنات�بناء.�)انظر�التمارين�من��14اإلى�17(�.�

�لتكن��Gالزمرة��D4 = {ρ0, ρ1, ρ2, ρ3,μ1,μ2, δ1, δ2}زمرة�تناظرات�المربع�المو�شوفة�في�المثال�
ا� 10.8،�وعر�شنا�في�ال�شكل��9.16المربع�بروؤو�س�4�،3�،2�،1�ٍكما�في�ال�شكل�11.8،�ورمزنا�اأي�شً
m2،�لنقطة� و� �m1 بِـ� الأفقي�والعمودي� d2،�للمحورين� و� �d1 بِـ� �s4للقطرين�  ,s3  ,s2  ,s1 بِـ� للجوانب�
المربع�عك�س�عقارب� تناظر�دوران� �Pi اإنّ� تذكر� �.Pi بِـ� �si الأ�شلاع� C،�ولنقاط�منت�شف� بِـ� المركز�
ال�شاعة�بمقدار�πi/2بالتقدير�الدائري،��μiتناظر��انقلابًا�على�المحور�mi،�و���𝛿𝛿iتناظر�انقلابًا�على�

�.diالقطر�

4 3

21

P4 P2

P3

P1s1

s2

s3

d1s4
d2

m2

m1

C

ال�شكل 9.16

الجدول�10.16

 X = {1, 2, 3, 4, s1, s2, s3, s4,m1,m2, d1, d2,C, P1, P2, P3, P4}لتكن�

فُ�بالكامل� عندئذٍ�يمكن�اأن�تُعد�X�ّبو�شفها�مجموعة–�D4على�نحوٍ�طبيعي،�والجدول��10.16يَ�شِ
التاأثير�لِـ���D4على��X،�وقد�اأعطي�ليزود�باإي�شاحاتٍ�هند�شيةٍ�حول�الأفكار�التي��شَتُقَدم،�ويجب�اأن�
▲ نتاأكد�قبل�ال�شتمرار�من�فهم�كيفية�تنظيم�هذا�الجدول.�

7.16 مثال 

8.16 مثال 
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زمرة توحد الخ�شائ�ض الجزئية

�.gx = x؛�لذا،�من�المهم�معرفة�متى�g ∈ Gو���x ∈ Xوليكن��،G–مجموعة�Xلتكن�

Gx = {g ∈ G | gx = x}و����������Xg = {x ∈ X | gx = x}   لتكن���

لتكن�X المجموعة �–���D4المعطاة�في�المثال�8.16.�لدينا:�

  Xρ0 
= X , Xρ1

= {C}, Xμ1
=  {s1, s3,m1,m2,C, P1, P3}�

G = D4ا،�مع�  اأي�شً
G1 = {ρ0, δ2},  Gs3

= {ρ0,μ1},    Gd1
= {ρ0, ρ2, δ1, δ2}    

▲ �شنترك�ح�شابات�الأخريات��Xσو��Gxللتمرينين��1و�2.�

لحظ�اإنّ�المجموعات�الجزئية��Gxالمعطاة�في�المثال�ال�شابق�هي�– في�كل�حالة�– زمر�
جزئية�من�G،�وهذا��شحيح�بوجه�عام.�

�.x ∈ Xلكل��Gزمرة�جزئية�من��Gx�ّفاإن�،G–مجموعة�Xلتكن�

ليكن�x ∈ X،�وليكن�g1, g2 ∈ Gx،�عندئذ�g1x = x�ٍو�g2 x = x،�وبناءً�على�ذلك،�

�،Gمغلقة�بالن�شبة��اإلى�العملية�المتولدة�لِـ��Gxو��g1g2 ∈ Gxوهكذا��(g1g2)x =g1(g2x) = g1x = x
وطبعًا�ex = x،�وهكذا�e ∈ Gx.�اإذا�كان�g ∈ Gx،�فاإن��gx = x�ّوهكذا

�x = e x = (g-1g) x = g-1(gx) = g-1x

����           t �.Gزمرة�جزئية�من��Gx�،وعليه�،g-1 ∈ Gx�،وبناءً�على�ذلك�

ل�ِ  الجزئية  الخ�شائ�ض  توحد  زمرة  هي� �Gx الجزئية� الزمرة� �.x∈X وليكن� �،G–مجموعة �X لتكن� �

■ �.x�)isotropy subgroup of(

مدارات

للمجموعة–�X�،D4في�المثال��8.16مع�جدول�التاأثير�في�الجدول�10.16،�نُقِلت�العنا�شر�في�المجموعة�
�،D4الجزئية{4 ,3 ,2 ,1}�اإلى�عنا�شر�لهذه�المجموعة�الجزئية�نف�شها�بالن�شبة�اإلى�التاأثير�من�خلال�
اإ�شافة�اإلى�ذلك،�كلّ�من�العنا�شر�1،�و2،�و�3و�4يحمل�اإلى�العنا�شر�الأخرى�كلها�للمجموعة�الجزئية،�
من�خلال�العنا�شر�المختلفة�لِـ�D4،��شنتابع�اإثبات�اإنّ�كل�مجموعة–�X�،Gيمكن�تجزئتها��اإلى�مجموعات�

جزئية�من�هذا��النوع.

�لتكن��Xمجموعة–G،�ولِـ��x1, x2 ∈ Xليكن�x1 ∽ x2،�اإذا�وفقط�اإذا��كان�يوجد�g ∈ G،�بحيث�اإنّ
.�Xعندئذٍ�∼�علاقة�تكافوؤ�على��،gx1 = x2

لكل�x ∈ X،�لدينا�ex = x،�وهكذا��x ∽ xو�∼�منعك�شة.

11.16 مثال 

12.16 مبرهنة

البرهان

13.16 تعريف

14.16 مبرهنة

البرهان
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�افتر�س�x1 ∽ x2،�وهكذا��gx1 = x2لعن�شر�ما��g ∈ G،�عندئذ
g-1x2 = g-1(gx1) = (g-1g)x1 = ex1 = x1�ٍ،��وعليه،�x2 ∽ x1 ��و�∼�متناظرة.�

اأخيًرا،�اإذا�كان�x1 ∽ x2 �و�x2 ∽ x3،�فاإن�g1x1 = x2�ّو��g2x2 = x3لعنا�شر�ما�g1, g2 ∈ G.�عندئذٍ��
t x1 = g2(g1x2) = g2x2 = x3 (g2 g1)��اإذن،��x1 ∽ x3و ∼متعدية.�

لتكن��Xمجموعة–G،�وكل�خلية�في�التجزئة�لعلاقة�التكافوؤ�المو�شوفة�في�المبرهنة�14.16،�هي�
�xفاإنّ�الخلية�التي�تحتوي�على���،x ∈ Xاإذا�كان��.G )under(بالن�شبة اإلى��X�)orbit in(مدار في�
■ �.Gxوقد�رمزنا�لهذه�الخلية�بـ��،x�)orbit of(��ِهي�المدار ل

تقع�العلاقة�بين�المدارات�في��Xوبنية�الزمرة�لِـ��Gفي��شميم�التطبيقات�التي�تظهر�في�الف�شل��17،�
وتقدم��المبرهنة�الآتية�هذه�العلاقة،�تذكر�اأننا�لمجموعة��Xا�شتخدمنا�|X|�ليرمز�الى�العدد�الرئي�س�

�.Gمن��Hليرمز�الى�دليل�الزمرة�الجزئية��(G:H)و��،Xعدد�العنا�شر�في(�لـ�(

�|Gx|�ّمنتهيًا،�فاإن�|G|اإذا�كان��.|Gx| = (G: Gx)�ٍعندئذ�،x ∈ Xولتكن��،G–مجموعة Xلتكن�
.|G|قا�شم�

��.Gفي��Gxوب�شورة�غامرة�اإلى�عائلة�مجموعات�الم�شاركة�الي�شرى�لِـ��Gx من� ψنعرِّنف�دالة�اأحادية��
المجموعة� لتكون� �ψ(x1) ونُعَرِّنفُ� �،g1 x = x1 اإنّ� بحيث� �،g1 ∈�G � يوجد� عندئذٍ� �،x1 ϵ Gx ليكن�
التعريف،�م�شتقلة�عن�اختيار الدالة�ح�شنة� اإنّ�هذه� اأن�نثبت� Gx،�ويجب� لِـ� �g1Gx الي�شرى� �الم�شاركة�
وهكذا �،g1x = g1' x عندئذٍ،� �،g1' x = x1 اإنّ� ا� اأي�شً افتر�س� �،g1x = x1 اإنّ� بحيث� �،g1 ∈�G 
g'1∈g1Gxومن�ثم���g1

-1 g1 ∈ Gxاإذن��،x = (g1
-1g1')x���ّومنها�ن�شتنتج�اإن�g1

-1(g1x) = g1
-1(g1' x)،

و�g1Gx  = g'1Gx  وعليه، فإنّ الدالة�ψ ح�شنة�التعريف.

لإثبات�اإنّ�الدالة��ψاأحادية،�افتر�س�اأن��x1 , x2 ∈ Gx��ّو��ψ(x1)= ψ(x2)،�عندئذٍ��يوجد�

 g1, g2 ∈ G،�بحيث�اإنx2 = g2x�،x1 = g1x�ّ و g2 ∈ g1Gx،�وعندئذ�g2 = g1g�ٍلعن�شر�ما
�g ∈ Gx،�وهكذا�x2 = g2 x = g1 (gx) = g1x = x1 .�اإذن��ψاأحادية.�

       ψ (x1) ال�شورة  على� هي� �G �في�  Gx لِـ� ي�شرى� م�شاركة� كل�مجموعة� اإنّ� �شنثبت� اأخيًرا،�
g1 x = x1،�فلدينا� اإذا�كان� ��g1Gxمجموعة�م�شاركة�ي�شرى،�عندئذٍ،� x1 ∈ Gx،�لتكن� لعن�شٍر�ما�
g1 Gx = ψ(x1)،�وعليه،��ψتر�شل��Gxب�شورة�اأحادية�وغامرة�اإلى�مجموعة�المجموعات�الم�شاركة�

.|Gx| = (G: Gx)اليمنى،�وهكذا�

�|Gx| = (G: Gx)�ّتبين�اإن�|G| = |Gx| (G: Gx)منتهيًا،�فاإنّ�المعادلة��|G|اإذا�كان�
t �.|G|قا�شم�لِـ�

لدينا �،G = D4 مع� �،10.16 الجدول� في� معطًى� تاأثير� جدول� مع� �D4– المجموعة� �X �لتكن�
▲ �.|G1| = (G: G1) = 4فلدينا��،|G| = 8؛�ولأن�G1 = {ρ0, δ2}و��G1 = {1, 2, 3, 4} 

ا� اأي�شً نتذكر� اأن� بل� �،16.16 المبرهنة� في� العنا�شر� عدد� معادلة� فقط� نتذكر� األّ� يجب� �
العنا�سر لـ�G�ِالتي تنقل��xاإلى�g1x،�فهي بال�شبط عنا�سر مجموعة الم�شاركة الي�سرى�g1Gx،�اأي�اإنه�
اإذا�كان�g ∈ Gx،�فاإنx = g1(gx)= g1x�ّ(g1g)،�ومن�ناحية�اأخرى،�اإذا�كان�g2 x = g1x،�فاإن

.g2 ∈ g1 Gxو��،g1
-1g2 ∈ Gxاإذن��.(g1

-1g2)x = xوهكذا��،g1
-1 (g1x) = x�

16.16 مبرهنة

البرهان

15.16 تعريف

17.16 مثال 
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■ تمارين 16

ح�شابات

في�التمارين�من��1اإلى�3،�لتكن:�
X = {1, 2, 3, 4, s1, s2, s3, s4,m1,m2, d1, d2,C, P1, P2, P3, P4}

:G = D4للمثال��8.16مع�جدول�تاأثير�معطى�في�الجدول�10.16.�اأوجد�ما�ياأتي،��حيث���D4–المجموعة

. Xρ0
, Xρ1

, … , Xδ2 
 �1.المجموعات�المحددة���Xσلكل�σ ϵ D4،�اأي��

.G1, G2, …, Gp3
, Gp4�

2.�زمر�توحيد�الخ�شائ�س��Gxلكل�x ∈ X،�اأي�

.D4بالن�شبة�اإلى���X3.�المدارات�في�

مفاهيم

ح�تعريف�الحد�المكتوب�بخط�مائل�دون�الرجوع�اإلى�الكتاب�–اإذا�كانت�هناك�حاجة�للت�شحيح�– بحيث� في�التمرينين��4و��5�شحِّن
يكون�ب�شيغة�قابلة�للن�شر.�

�.g = eيوؤدي�اإلى��gx = xاإذا�وفقط�اإذا�كان��،Xذات تاأثير اأمين�على��G4. الزمرة�

5. لتكن���Xمجموعة�–G. الزمرة�G متعدية�على�X،�اإذا�وفقط�اإذا�كان�لعن�شر�ما��gx�،g ∈ Gيمكن�اأن�يكون�اأي��xاأخرى.�

�.)sub-G-set( –جزئية –G– مجموعة�S�ّفاإن�،s ∈ Sلكل�� Gs ⊆ Sاإذا�كانت��،S ⊆ Xولتكن��،G–مجموعة�X6. لتكن�
�����.Gو��Xبدللة�مدارات�في��X فْ�مجموعة–G– جزئية�من� �شِ

فْ�مجموعة–�Gمتعدية�بدللة�مداراتها.� 7. �شِ

8. �شع�اإ�شارة��شح�اأو�اإ�شارة�خطاأ:

ا�. ــــــــــــــــــــــــــ�اأ.�كل�مجموعة–�Gهي�زمرة�اأي�شً

�.�Gيترك�ثابتًا�محددًا�عن�طريق�العن�شر�المحايد�في��G–ــــــــــــــــــــــــــ�ب.�كل�عن�شٍر�في�مجموعة

ــــــــــــــــــــــــــ�ج�.�اإذا�كان�كل�عن�شٍر�في�مجموعة–�Gيترك�ثابتًا�من�خلال�العن�شر�نف�شه��gفي�G،�فاإن�g�ّيجب�اأن�يكون�
.eالعن�شر�المحايد�

.x1 = x2فاإن��،gx1 = gx2اإذا�كان��،g ∈ Gو���x1, x2 ∈ Xمع��G–مجموعة��Xــــــــــــــــــــــــــ�د.�لتكن�

.g1= g2فاإن��،g1 x = g2xاذا�كان��،g1, g2 ∈ Gو��x ∈ Xمع��G–مجموعة Xـــــــــــــــــــــــــــ�ه�.�لتكن�

ــــــــــــــــــــــــــ�و.��لتكن��Xمجموعة�–�Gكل�مدار�في��Xهو�مجموعة–G–جزئية�متعدية.�

ــــــــــــــــــــــــــ�ز.��لتكن��Xمجموعة–�Gو�H ≤ G،��عندئذ�X�ٍيمكن�اأن� �تُعدّ�وبطريقة�طبيعية�بو�شفها

�.H–مجموعة �

�.Gبالن�شبة�اإلى��Xهي�نف�شها�كالمدارات�في��Hبالن�شبة��اإلى��Xــــــــــــــــــــــــــ�ح.�بالرجوع�اإلى�)ز(،�المدارات�في�
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�.Xيوؤثر�بو�شفه�تبديلًا�لِـ��Gفاإن�كل�عن�شر�في��،G–مجموعة�Xــــــــــــــــــــــــــ�ط.�اإذا�كانت�

ـــــــــــــــــــــــــ�ي.�لتكن��Xمجموعة–�Gولتكن�x ∈ X.�اإذا�كانت��Gمنتهية،�فاإن

��.|G| = |Gx| · |Gx |� �

9. لتكن��Xو��Yمجموعتي–�Gمع�الزمرة��Gنف�شها،�التماثل�)isomorphism(�بين��Xو��Yهو�دالة��ϕ: X → Yاأحادية�
وغامرة�لِـ�Y،�ويحقق��gϕ(x) = ϕ(gx) لكل��x ∈ Xو�g ∈ G.�مجموعتا–�Gمتماثلتان )isomorphic(،�اإذا�كان�مثل�هذا�

ا,�لتكن��Xمجموعة–�D4المعطاة�في�المثال�8.16،�اأجب�عما�ياأتي:���� التماثل�بينهما�موجودًا

اأ. اأوجد�مدارين�مختلفين�لِـ��Xيكونان�مجموعتي–D4– جزيئتين�متماثلتين.�

 ب. اأثبت�اإنّ�المدارين�{4 ,3 ,2 ,1}�و{s1, s2, s3, s4} هما�مجموعتا–D4–جزئيتان�غير�متماثلتين.�]م�شاعدة:�اأوجد�عن�شًرا�
في��Gيوؤثر�بنمط�جوهري�مختلف�في�كلا�المدارين[.

ج.�هل�المداران�اللذان�اأعطيتهما�في�اإجابتك�للفرع�)اأ(�هما�مجموعتا–D4–الجزئيتان�المتماثلتان

�.Xالوحيدتان�من�

10.�لتكن��Xمجموعة–�D4المعطاة�في�المثال�8.16.

�.Xاأمين�على��D4اأ.�هل�تاأثير�

ب.�اأوجد�المدارات�في��Xكلها�التي�تاأثير��D4عليها�اأمين�بو�شفها�مجموعة–D4–جزئية.�

براهين

11. لتكن��Xمجموعة–G،�فاأثبت�اإنّ�تاأثير��Gاأمين�على�X،�اإذا�وفقط�اإذا�كان�اأي�عن�شرين�مختلفين�في��Gلي�س�لهما�التاأثير�
نف�شه�في�عنا�شر��Xجميعها.�

12. لتكن��Xمجموعة–G،�ولتكن�Y ⊆ X،�ولتكن { y ∈ Y  لكل�g ∈ G | gy = y} = GY، فأثبت�اإن�GY�ّزمرة�جزئية�من�
G،�تعمم�المبرهنة�12.16.

13.�لتكن��Gزمرة�الجمع�للاأعداد�الحقيقية،�ليكن�التاأثير�لِـ��θ ∈ G في�الم�شتوى�الحقيقي���ℝ2معطًى�بتدوير�الم�شتوى�عك�س�
عقارب�ال�شاعة�حول�نقطة�الأ�شل�بمقدار��θبالتقدير�الدائري،�ولتكن��Pنقطة�غير�نقطة�الأ�شل�في�الم�شتوى.�

�.�G–مجموعة��ℝ2اأ.�اأثبت�اأن�

�.�Pا�المدار�الذي�يحوي� فْ�هند�شيًّ ب.��شِ

�.��GPج�.�اأوجد�الزمرة��

لُ� التمارين��من��14اإلى��17تبين�كيف�اأن�مجموعات–�Gالمحتملة�جميعها،�تبعاً�للتماثل�)انظر�التمرين�9(،�يمكن�اأن�تُ�شَكَّ
�.Gمن�الزمرة�

�Gللزمرة��G–مجموعة�Xiولتكن�كل��،i ≠ jلِـ��∅ = Xi ∩ Xjمجموعة�مجموعات�منف�شلة،�وهكذا�� { Xi | i ∈ I}14.�لتكن�
نف�شها�.�

�.Xi�،G–لمجموعات�)union(التحاد��،G–يمكن�اأن�ينظر�اإليه�بطريقة�طبيعية�بو�شفه�مجموعة�∪i∈I Xi�ّاأثبت�اإن اأ.�� �
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اأثبت�اإنّ�كل�مجموعة–�Gهي�التحاد�لمداراتها. ب.�� �

 15.�لتكن��Xمجموعة–�Gمتعدية،�ولتكن�x0 ∈ X،�فاأثبت�اإن�X�ّتماثل��L)المجموعة– G،انظر�التمرين�9(،�
�Gx0المو�شوفة�في�المثال�7.16.�]م�شاعدة:�لِـ�x ∈ X،�افتر�س�

لكل�مجموعات�الم�شاركة�الي�شرى�لِـ�
𝜙𝜙(x) = g Gx0.�تاأكد�من�اإثبات�اإن𝜙𝜙�ّح�شن�التعريف![.

اإنx = gx0�ّ،�وعرِّنف��𝜙𝜙: X → Lبِـ�

16.�لتكن��Xiلِـ���i ∈ Iمجموعات–�Gللزمرة��Gنف�شها،�وافتر�س�اإنّ�المجموعات��Xiلي�س�بال�شرورة�
منف�شلة.�لتكن�X′i= {(x, i ) | x ∈ Xi } لكل�i ∈ I،�عندئذٍ�المجموعات��X′iمنف�شلة،�وكل�منها�
يمكن�اأن�يُعدّ�بو�شفه�مجموعة–�Gبطريقة��شهلة.�)العنا�شر�في���Xiبب�شاطة�عُلِّنمَت�بـ��iلتمييزها�عن�
i∈I Xi∪�هي�التحاد�المنف�شل�)disjoint union(�لمجموعات�

'�G–المجموعة��.)i ≠ jلِـ����Xjعنا�شر��
منف�شلًا� اتحادًا� تماثل� �G–مجموعة كل� اإنّ� اأثبت� �15 و� �14 التمرينين� با�شتخدام� �. �Xi �،G–

لمجموعات–�Gم�شاركة�ي�شرى�كالمو�شوفة�في�المثال�7.16.�

 G–لمجموعات منف�شلًا� اتحادًا� تماثل� �X �،G–مجموعة كل� اإنّ� نَت� بَيَّ ال�شابقة� التمارين� �.17
مجموعتي   G– مجموعتا� كانت� اإذا� نف�شه،� يطرح� الذي� ال�شوؤال� ي�شرى.� م�شاركة� مجموعات�
اإنّ� لحظ� متماثلتان.� هما� فهل� �G من� �K و� �H مختلفتين� جزئيتين� لزمرتين� ي�شرى� م�شاركة�
اإذا� اأ�شا�س«.� نقطة� �x0»بو�شفها� لِـ� الختيار� على� تعتمد� �15 للتمرين� الم�شاعدة� المعرفة�في� الدالة�
لِـ الي�شرى� �LHلمجموعات�الم�شاركة� Gx0،�فاإنّ�المجموعتين�

≠ Gg0x0
g0 x0،�واإذا�كان� بـ� �x0 �بدلت�

K = Gg0x0  ت�شكلان�مجموعتي–�Gمختلفتين،�
اللتين�يجب�اأن�تكونا�متماثلتين؛�لأن�كليهما��LHو��LKتماثلان�H = Gx0�.X،�و��LKلمجموعات�الم�شاركة�الي�شرى�لِـ�

�،H = Gx0
اأ.��لتكن��Xمجموعة–�Gمتعدية،�ولتكن��x0 ∈ Xو�g0 ∈ G،�واإذا�كانت� �

�.g0و��Hبدللة��� 
K = Gg0x0

ف� ف�شِ

ن��شروطًا�على�الزمرتين�الجزئيتين��Hو��Kمن�G،�بحيث�اإنّ� ب.��بالعتماد�على�فرع�)اأ(،�خَمِّن �
مجموعات–��Gمجموعات�الم�شاركة�الي�شرى�لِـ��Hو��Kمتماثلة.�

ج.�اأثبت�مخمنتك�في�الفرع�)ب(.�

18.�وفقًا�للتماثل�– ما�العدد�المتوافر�لمجموعات-�X�،ℤ4المتعدية؟�)ا�شتخدم�التمارين�ال�شابقة(.�
اأعطِ�مثالً�لكل�نوع�من�التماثلات،�بعمل�جدول�تاأثير�لكل�منها�كما�في�الجدول�10.16.�خذ�اأحرفًا�

�.�Xوهكذا�اإلى�اآخره�بو�شفها�رموزًا�لعنا�شر�المجموعة��،a, b, cشغيرة��

�.ℤ619.�اأعد�التمرين��18للزمرة�

20.�اأعد�التمرين��18للزمرة�S3،�وا�شرد�العنا�شر�لِـ��S3في�الترتيب

��� ι, (1, 2, 3), (1, 3, 2), (2, 3), (1, 3), (1, 2)

Abstract 1_Book.indb   208 3/4/2014   9:27:28 AM

o b e i k a n d l . c o m



209�� �الف�شل�16:�تاأثير�الزمرة�على�مجموعة الوحدة�الثالثة

Applications of G-Sets to Counting 1على العد G–تطبيقات لمجموعات

يمثل�هذا�الف�شل�تطبيقًا�لعملنا�مع�مجموعات–�Gعلى�العد.�مثلًا:�افتر�س�اأننا�نرغب�في�عَدِّن�عدد�
ل�حجر�نرد،�اإذ�اإنّ�حجر� الطرق�المتمايزة�لِتَعْليم�اأوجه�المكعب�ال�شتة�من�واحدةٍ�اإلى��شت�نقاط�لِتُ�شَكِّن
النرد�القيا�شي�يُعَلَّم،َ�بحيث�عندما�يو�شع�على�الطاولة،�حيث��1في�الأ�شفل�و��2في�اتجاه�الأمام،��6
في�الأعلى،��3على�الي�شار،��4على�اليمين�و��5من�الخلف،�بالطبع�هناك�طرق�اأخرى�مختلفة�ممكنة�

لتَعْليم�المكعب�لتعطي�حجر�نرد�متمايزًا�.�

اأوجه�المكعب�من�هذه�اللحظة،�ون�شميها�الأ�شفل،�والأعلى،�والي�شار،�واليمين،� لنميز�بين� �
والأمام،�والخلف،�عندئذٍ،�يمكن�اأن�ياأخذ�الأ�شفل�واحدة�من��شت�علامات�من�نقطة�اإلى��شت�نقاط،�
720 = !6 �طريقة�ممكنة� توجد� الباقية،�وهكذا،�حيث� الخم�س� العلامات� واحدة�من� اأي� والأعلى�
لِتَعْلِيم�اأوجه�المكعب�ب�شورة�كاملة.�بع�س�التعليمات�تعطي�حجر�النرد�نف�شه�الذي�تعطيه�اأخريات،�
رَ� اإنّ�اإحدى�التعليمات�يمكن�اأن�تحمل�اإلى�اأخرى�بتدوير�المكعب�المعلَّم،�فمثلًا:�اإذا�دُوِّن ونعني�بذلك�
حجر�النرد�القيا�شي�المو�شوف�في�الأعلى�°�90عك�س�عقارب�ال�شاعة،�كاأننا�ننظر�اإليه�من�الأعلى،�

فاإن�3�ّ�شتكون�على�الوجه�الأمامي�بدل��2لكنه�حجر�النرد�نف�شه.�

هناك��24طريقة�محتملة�لو�شع�مكعب�على�طاولة؛�لأن�اأي�وجه�من�الأوجه�ال�شتة�يمكن� �
� �6.4و�شعًا�محتملًا،�فاأيُّ �=�24 اأي�واحدٍ�من�الأربعة�للاأمام،�يعطي� � ثَمَّ اأن�يو�شع�للاأ�شفل،�ومن�
و�شعٍ�يمكن�اأن�ينجز�من�اأي�و�شعٍ�اآخر�بتدوير�حجر�النرد،�حيث�ت�شكل�هذه�التدويرات�زمرة�G،�التي�
تماثل�زمرة�جزئية�من��S8)انظر�التمرين��45للف�شل��8(.�اجعل��Xالطرق�األـ��720المحتملة�لِتَعليمِ�
النرد� ليعطيا�حجر� تعليمين� الح�شبان� �شناأخذ�في� المكعب،� بتدوير� �X توؤثر�في� �G واجعل� المكعب،�
نف�شه،�اإذا�اأمكن�حمل�اأحدهما�اإلى�الآخر�بالن�شبة�اإلى�تاأثير�عن�شٍر�في�G،�اأي�بتدوير�المكعب،�بكلمات�
اأخرى��شنعدّ�كل�مدار�في�X بالن�شبة��اإلى��Gيقابل�حجر�نرد�وحيد،�ومدارات�مختلفة�لتعطي�اأحجار�
نرد�مختلفة،�حيث�اإنّ�تحديد�عدد�اأحجار�النرد�المتمايزة��شيوؤدي�اإلى�ال�شوؤال�عن�تحديد�عدد�المدارات�

�.X��،G–في�مجموعة�Gبالن�شبة�اإلى�

المبرهنة�الآتية�تعطي�اأداة�لتحديد�عدد�المدارات�في�مجموعة-�X�،Gبالن�شبة�اإلى�G،�تذكر� �
اأنه�لكل��g ϵ�Gجعلنا��Xgمجموعة�العنا�شر��Xالمتروكة�ثابتة�من�خلال�g؛�ولذلك،

ا�اأنه�لكل��x ϵ�Xجعلنا��Gx = {g ϵ G| gx = x}و��Gxهو� �Xg= {x ϵ X| gx = x}،�وتذكر�اأي�شً
 �.Gبالن�شبة�اإلى��xالمدار�لِـ�

)�شيغة بيرن�شايد�)Burnside’s Formula((�لتكن��Gزمرة�منتهية،�و�Xمجموعة–�Gمنتهية،��
فاإذا�كان��rعدد�المدارات�في��Xبالن�شبة�اإلى�G،�فاإنّ:�

(1)������������������������������������������������������

��نعُدّ�الأزواج�كلها�(g, x)،�حيث�gx = x،�وليكن��Nعدد�هذه�الأزواج.�لكل���g ∈ Gيوجد�|Xg|�اأزواج�
ا.�وعليه:� لها��gبو�شفه�ع�شوًا�اأوليًّ

1 - هذا الفصل لن يستخدم قي بقية الكتاب.

1.17 مبرهنة

البرهان

الف�شل 17
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)2(����������������������������������������������������������������� g
g G

N X
∈

= ∑
�من�ناحية�اأخرى،�لكل���x ∈ Xيوجد�|Gx|�من�اأزواج�لها��xبو�شفه�ع�شوًا�ثانيًا،�وعليه،�لدينا

ا:� اأي�شً

x
x X

N G
∈

= ∑

وهكذا� ( : ) /x xG G G G= ،�لكننا�نعلم�اإنّ ( : )xGx G G= من�المبرهنة��16.16لدينا
،�عندئذٍ: /xG G Gx= نح�شل�على

)3(�������������������������������������������������������������� �����������������������������

Oاأي�مدار،�فاإنّ: /1 لها�القيمة�نف�شها�لكل���xفي�المدار�نف�شه،�واإذا�جعلنا Gx الآن�

)4(���������������������������������������������������������

�)5(����������������|G| . r��=�)�Gبالن�شبة�اإلى��Xعدد�المدارات�في�(�N = |G|نح�شل�على��)بتعوي�س�)4(�في�)3

t مقارنة�المعادلة�)2(�والمعادلة�)5(�تعطي�المعادلة�)1(.��

اإذا�كانت��Gزمرة�منتهية�و��Xمجموعة–�Gمنتهية،�فاإنّ:

)Gبالن�شبة�اإلى��Xعدد�المدارات�في�(
 

1 . g
g G

X
G ∈

= ∑

t البرهان�لهذه�النتيجة�ينتج�مبا�شرة�من�المبرهنة�ال�شابقة.��

لنكمل�ح�شابنا�لعدد�اأحجار�النرد�المتمايزة،�كمثالنا�الأول.

لنجعل��Xمجموعة�األـ��720تَعْلِيم�المختلف�لأوجه�المكعب�با�شتخدام�من�واحدة�اإلى��شت�نقاط،�لتكن�
�Gزمرة�التدويرات�األـ��24للمكعب،�كما�نوق�شت�في�الأعلى،�راأينا�اإنّ�عدد�الأحجار�المتمايزة�لنرد،�

0gX = هو�عدد�المدارات�في��Xبالن�شبة�اإلى�G،�الآن،� G| = 24|.��لِـ��g ∈ Gحيث��g ≠ e،�لدينا�
اإلى�واحدة�مختلفة.� �720 األـ� التعليمات� اأي�واحدة�من� � ُ �شَيُغَيرِّن العن�شر�المحايد� اأي�تدوير�غير� لأن�
لأن�العن�شر�المحايد�يترك�التعليمات�األـ��720ثابتة،�عندئذٍ�با�شتخدام�

 720eX = على�اأي�حال،
النتيجة�2.17:

�⁼�)عدد�المدارات(
1 .720 30
24

=

▲ وهكذا�يوجد��30حجر�نرد�متمايزًا�.�

بالطبع�عدد�اأحجار�النرد�المتمايزة�يمكن�عَدُّها�دون�ا�شتخدام�اآلية�النتيجة�ال�شابقة،�واإنما�با�شتخدام�

2.17 نتيجة

3.17 مثال

البرهان

OO O
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�سُ�في�العادة�في�مقرر�درا�شي�ريا�شيات�منتهية�للمبتدئين،�وبتعليم�مكعب� تراكيب�ب�شيطة�كما�تُدَرَّ
لعمل�حجر�نرد�يمكننا�– بالتدوير�اإذا�لزم�– اأن�نفتر�س�اإنّ�الوجه�الُمعَلَّم��1في�الأ�شفل.�توجد�خم�شة�
اختيارات�للوجه�الأعلى�)المعاك�س(،�بتدوير�حجر�النرد،�كما�ننظر�اإليه�للاأ�شفل،�اأي�واحد�من�الأوجه�
�للاأمام،�وهكذا�ل�توجد�اختيارات�مختلفة�معقدة�للوجه�الأمامي،� الأربعة�المتبقية�يمكن�اأن�يُحْ�شَرَ
الثلاثة� الجانبية� للاأوجه� احتمالت� �3.2.1 فتوجد� الأمامي،� الوجه� على� العدد� اإلى� بالن�شبة� لكن�

المتبقية،�وعليه،�يوجد��30=��5.3.2.1احتمالً�للجميع.

المثالن�الآتيان�يَظْهران�في�بع�س�كتب�الريا�شيات�المنتهية،�ومن�ال�شهل�اأن�يُحلا�بمفاهيم� �
ب�شيطة،�اإذ�ن�شتخدم�النتيجة��2.17حتى�يكون�لدينا�تدريب�اأكثر�على�التفكير�بدللة�المدارات.�

اأ�شخا�س�الجلو�س�حول�طاولة�م�شتديرة،� ل�شبعة� التي�يمكن�من�خلالها� المتمايزة� الطرق� ما�عدد�
للمقاعد�المختلفة،� اأ�شخا�س� لتحديد� !�7طرق� بالتاأكيد�توجد� للطاولة؟� راأ�س�مميز� حيث�ل�يتوافر�
من� بالطلب� اإنجازه� يتم� للاأ�شخا�س� التدوير� اإنّ� اإذ� الممكنة،� للتحديدات� �7! لتكون� �X ناأخذ� حيث�
كل��شخ�س�اأن�يتحرك�مكانًا�واحدًا�اإلى�اليمين�وبالترتيب�نف�شه،�فتدوير�كهذا�يُوَلِّند�زمرة��Gدورية�
رتبتها�7،�التي�نعدّها�موؤثرة��في��Xبطريقة�وا�شحة.�مرة�اأخرى،�فقط�العن�شر�المحايد��eيترك�اأي�

ترتيب�محددًا،�ويترك�الترتيبات�!�7جميعها�ثابتة.�من�خلال�النتيحة�2.17

  ▲ )عدد�المدارات(�
 

1 .7! 6! 720
7

= = = �

ما�عدد�القلائد�)دون�م�شبك(�المتمايزة�التي�يمكن�عملها�با�شتخدام��شبع�خرزات�من�الحجم�نف�شه�
رَتْ.� وباألوان�مختلفة؟�على�خلاف�الجدول�في�المثال�4.17،�القلادة�يمكن�ان�تقلب�كما�لو�اأنها�دُوِّن
وعليه،��نعُدّ�الزمرة�الزوجية��D7الكاملة�ورتبتها�2.7 = �14بو�شفها�موؤثرة�في�المجموعة��Xذات��

  !�7احتمال،�وعندئذٍ�عدد�القلائد�المتمايزة،�هو:�

▲ ��)عدد�المدارات(� 1 .7! 360
14

= = . �

با�شتخدام�النتيجة��2.17علينا�ح�شاب�|G|�و�|Xg|�لكل�g ∈ G،�في�الأمثلة�والتمارين،�|G|�لن�يكون�
م�شكلة�حقيقية،�لنعطي�مثالً،�حيث�|Xg|�لي�س�من�ال�شهل�ح�شابه،�كما�هو�في�الأمثلة�ال�شابقة،��شوف�

ن�شتمر�بافترا�س�المعرفة�بالتراكيب�الب�شيطة�جدًا.�

لنجد�عدد�الطرق�المتمايزة�الممكنة�لطلاء�اأ�شلاع�مثلث�مت�شاوي�الأ�شلاع،�اإذا�توافرت�اأربعة�األوان�
على� ا�شتخدامه� نف�شه�يمكن� واللون� �شلع،� لكل� فقط� واحد� لون� ا�شتخدام� بافترا�س� طلاءٍ�مختلفة،�

اأ�شلاع�مختلفة.�

بالطبع�توجد�43 = �64طريقة�لطلاء�الأ�شلاع�كلها؛�لأن�كلاًّ�من�الأ�شلاع�الثلاثة�يمكن�اأن�يطلى�
G الزمرة� �،64 الممكنة�وعددها� المطلية� المثلثات� �Xمجموعة� نعُدّ� الأربعة،� الألوان� لون�من� باأي�
S3،�ن�شتخدم�الرموز� �S3والتي���شنعُدّها� X،�هي�زمرة�التناظرات�للمثلث،�التي�تماثل� الموؤثرة�على�
�.S3في��gمن�العنا�شر�ال�شتة�� للعنا�شر�في��S3المعطاة�في�الف�شل��8،�نحتاج�اإلى�اأن�نح�شب�|Xg|�لكلٍّ

4.17 مثال

5.17 مثال

6.17 مثال
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ρ0كل�مثلث�مطلي�ترك�مثبتًا�من�خلال�� 0
64X ρ =

�ليكن�غير�متغير�بالن�شبة��اإلى�ρ1،�الأ�شلاع�جميعها�يجب�اأن�يكون�لها�اللون�نف�شه،���������������������� 1
4X ρ =

�������������������وتوجد��4األوان�محتملة.

ρ1ال�شبب�نف�شه�كما�لِـ�� 2
4X ρ =

�ال�شلعان�اللذان�تبدل�يجب�اأن�يكون�لهما�اللون�نف�شه�)�4احتمالت(�وال�شلع�الثالث
1

16X µ =

ا�من�الألوان�)�شرب��4احتمالت(. �����������������������يمكن�اأن�يكون�اأيًّ

.μ1ال�شبب�نف�شه��كما�لِـ�� 2 3
16X Xµ µ= =

وعندئذٍ:

3

64 4 4 16 16 16 120g
g S

X
∈

= + + + + + =∑
وعليه،

��)عدد�المدارات( 1 .120 20
6

= =

▲ ا�متمايزًا�.�� ويوجد��20مثلثًًا�مطليًّ

         � � �

اأنً�لونًا�مختلفًا�ا�شتخدم�لكل��شلع،�عدد�الطرق�المحتملة�لطلاء� �6.17مع�الفترا�س� نعيد�المثال�
الأ�شلاع�هو�في�النهاية��2.3.4 = 24،�وجعلنا��Xمجموعة��المثلثات�المطلية�المحتملة�وعددها�
 24.�مرة�اأخرى،�الزمرة�الموؤثرة�على��Xيمكن�اأن�تُعدS3�ّ؛�ولأن�الأ�شلاع�كلها�األوانها�مختلفة،�نرى�اإنّ:

Xρ0|��بينما�Xg| = 0|�لِـ��g ≠ ρ0.�اإذن�
| = 24

�)عدد�المدارات( 1 .24 4
6

= =

▲ وهكذا�توجد�اأربعة�مثلثات�متمايزة.�

7.17 مثال
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■ تمارين 17

ح�شابات

�من�التمارين�الآتية�ا�شتخدم�النتيجة��2.17في�حلها،�حتى�اإن�اأمكن�الح�شول�على�الإجابة�بطرق�اأكثر�ب�شاطة.� في�كلٍّ

�.S8من� 
(1,3,5,6) }بالن�شبة�اإلى�الزمرة�الجزئية�الدورية� }1,2,3,4,5,6,7,8 1.�اأوجد�عدد�المدارات�في

}بالن�شبة�اإلى�الزمرة�الجزئية�من��S8المتولدة�من�خلال�)1,3(�و�)2,4,7(.� }1,2,3,4,5,6,7,8 2.�اأوجد�عدد�المدارات�في

3.�اأوجد�عدد�اأحجار�النرد�رباعية�ال�شطوح�المثلثية�المتمايزة،�التي�يمكن�عملها�با�شتخدام�نقطة،�ونقطتين،�وثلاث�نقاط،�
واأربع�نقاط�على�اأوجه��شورة�منتظمة�لرباعي�ال�شطوح�المثلثية،�بدل�المكعب.�

4.�مكعبات�خ�شبية�من�الحجم�نف�شه��شتطلى�بلونٍ�مختلف�على�كل�وجه�لعمل�مكعبات�اأطفال،�ما�عدد�المكعبات�المتمايزة�
التي�يمكن�عملها�اإذا�توافرت�ثمانية�األوان�طلاء؟

�24لمكعب�تتاألف�من�العن�شر� األـ� الدورانات� ]م�شاعدة:� اأوجه�مختلفة.� اأمكن�تكرار�الألوان�على� اإذا� �4 اأجب�عن�التمرين� �.5
المحايد،��9منها�تترك�زوجًا�من�الأوجه�المتقابلة�غير�متغير،�و��8منها�تترك�زوجًا�من�الروؤو�س�المتعاك�شة�غير�متغير،�و��6

تترك�زوجًا�من�الأ�شلاع�المتقابلة�غير�متغير[.

�لون�منها�يمكن�اأن�ي�شتخدم�مرة�على�زاوية�اإلى�ثماني�مرات� �من�الزوايا�الثمانية�لمكعب��شتك�شى�باأحد�اأربعة�األوان،�وكلٌّ 6.�كلٌّ
على�الزوايا�الثمانية�جميعها،�اأوجد�عدد�التعليمات�الممكنة�المتمايزة.�)انظر�الم�شاعدة�في�التمرين�5(.

7.�اأوجد�عدد�الطرق�المتمايزة�التي�يمكن�بها�طلاء�الأ�شلاع�لمربع�من�الورق�المقوى�اإذا�توافرت��شتة�األوان،��شريطة�اأن:

اأ.�ل�ي�شتخدم�اللون�اأكثر�من�مرة.�

ب.�اللون�نف�شه�يمكن�اأن�ي�شتخدم�على�اأي�عدد�من�الأ�شلاع.�

لت�شكل��شورة�مج�شم�منتظم�رباعي� ببع�شها� اأطرافها� اأطوالها�مت�شاوية،�حيث�لحمت� م�شتقيمة� اأ�شلاك� �شتة� اإنّ� افتر�س� �.8
ال�شطوح�المثلثية،�و�شتدرج�مقاومة��50اأومًا�اأو��100اأوم�في�منت�شف�كل��شلك،�افتر�س�اأنه�توجد��شت�مقاومات�على�الأقل�من�

كل�نوع.�فكم�يبلغ�العدد�المحتمل�ل�شبكات�الأ�شلاك�المختلفة؟��

�9.�من�شور�م�شتطيلي�ال�شكل،�ارتفاعه�قدمان،�وقاعدته�مربعة�طول��شلعها��قدم�واحد،�وكل�وجهٍ�من�الأوجه�ال�شتة��شيطلى�
بلونٍ�من��شتة�األوان�محتملة.�فكم�يبلغ�العدد�المحتمل��للمنا�شير�المطلية�المتمايزة:�

اأ.�اإذا�لم�يتكرر�اللون�على�اأوجه�مختلفة؟�

ب.�اإذا�اأمكن�ا�شتخدام�كل�لونٍ�على�اأكثر�من�وجه؟
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