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اأول في الجبر المجرد 102 مقرر 

زمر التباديل Groups Of Permutationsالف�شل 8 

زمر  كذلك  وقدّمنا  الجمع.  اإلى  بالن�شبة   ℝو  ،ℚو  ،ℤ الزمر  مثل  اأعداد،  زمر  على  اأمثلة  راأينا 
للم�شتوى  GL (2 , ℝ) ينتج تحويلًا   A من  الزمرة  GL (2, ℝ)، فكل عن�شر  م�شفوفات، مثل 
ا متجه  ℝ2 اإلى نف�شه؛ وبالتحديد، اإذا اعتبرنا x بو�شفه متجه عمود ذي مركبتين، فاإنّ Ax اأي�شًا

عمود ذي مركبتين، والزمرة GL (2,ℝ) نمط لكثير من الزمر المهمة، حيث اإنّ عنا�شرها توؤثر في  
اأ�شياء لتحويلها، وفي الغالب  يمكن اأن يُعدّ التاأثير الناتج عن عن�شر الزمرة دالّة، والعملية الثنائية 
للزمرة تركيب دوالّ. �شنبني في هذا الف�شل بع�ض الزمر المنتهية التي توؤثر عنا�شرها – ت�شمّى 
تباديل –  في مجموعات منتهية، و�شتزوّدنا هذه الزمر باأمثلة على زمر منتهية غير اإبداليّة، ثم 
ا –   مثل زمرة تباديل ما، وللأ�شف، لن ت�شبح هذه  – تركيبيًّ اأيّ زمرة منتهية هي  اأنّ  �شنثبت 

ا – مفيدة لنا على وجه الخ�شو�ض.  النتيجة – التي تبدو قوية جدًّ

ا على مفهوم تبديل المجموعة على اأنه اإعادة ترتيب لعنا�شر المجموعة؛  ربما تكون معتادًا  
لذلك فاإعادة ترتيبٍ لعنا�شر المجموعة {5 ,4 ,3 ,2 ,1} يمكن اأن تُعطى تخطيطيًّا كما في ال�شكل 
1.8، وينتج عنها الترتيب الجديد {1 ,3 ,5 ,2 ,4}، لنفكر الاآن في هذا  الر�شم التخطيطيّ في ال�شكل 
1.8، على اأنه دالّة تر�شل كل عن�شر موجود في العمود الاأي�شر اإلى عن�شر وحيد )لي�ض بال�شرورة 
ا) من المجموعة نف�شها موجود على اليمين؛ لذلك 1 اأُر�شِلت اإلى 4 ، و 2 اأرُ�شلت اإلى 2 وهكذا،  مختلفًا
اإ�شافة اإلى ذلك، لكي تكون تبديلًا  للمجموعة، على هذه الدالّة اأن تكون على حالة تجعل كل عن�شر 
 3 ؛ لاأن  2.8 لا يعطي تبديلًا ال�شكل  :  المخطّط في  يظهر في العمود الاأيمن مرةًا واحدة فقط، مثلًا

ا في العمود الاأيمن، لنُعرِّف التبديل ليكون مثل هذه الدالّة. ظهرت مرتين، بينما 1 لم تظهر اأبدًا

1 → 4

2 → 2

3 → 5

4 → 3

5 → 1

1 → 3

2 → 2

3 → 4

4 → 5

5 → 3
ال�شكل 2.8ال�شكل 1.8
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الوحدة الثانية الف�شل ا: زمر التباديل  103

تبديل مجموعةٍ A (permutation of a set) هو دالّة ϕ :A ⟶ A اأحاديّة وغامرة.            ■   3.8 تعريف

زمر التبديلات

  عملية ثنائيّة على مجموعة تبديلت المجموعة A كلها، ون�شمّي  نبين الاآن اأنّ تركيب الدوالّ 
 σ بحيث اإنّ كلًّ من A هذه العملية �شرب التبديلت، لتكن A مجموعة، وليكن σ و τ تبديلين لـِ 
σ  المعرّفة   τ في حين اأنّ الدالّة المركبة ،A ب�شورة غامرة اإلى A دالّتان اأحاديّتان تر�شلن τ و

ا بـِ               تخطيطيًّ
،

σ  بالكتابة المتتالية على ال�شورة σ τ، وذلك بدلاًا  من   τ تعطي دالّة من A اإلى A ، �شنرمز لـِ 
الاآن    σ τ �شتكون  حيث  العامة،  الزمر  مع  فعلنا  وكما  التبديلت،  ل�شرب     بالرمز  الاحتفاظ 
اأن يُقراأ بالترتيب من  A يجب  اأنّ تاأثير σ τ  في  A، تذكّر  اإذا كانت اأحاديّة وغامرة اإلى  تبديلًا  

اليمين اإلى الي�شار: اأولاًا طبّق τ ثم σ. دعنا نثبت اأنّ σ τ اأحاديّة.
فاإذا كان: 

(στ)(a1) = (στ)(a2),
فاإنّ

σ(τ(a1)) = σ(τ(a2)),

اأحاديّة، فعندئذٍ يعطي   τ τ(a1) = τ(a2)، لكن لاأنّ  اأنّ  اأُحاديّة، فنعلم  اأنها  σ معطاة على  ولاأنّ 
هذا a1 = a2؛ لذلك στ اأحاديّة، ولاإثبات اأنّ στ غامرة اإلى A، لتكن a ϵ A، ولاأنّ σ غامرة اإلى 
اإنّ a"   ∈ A، بحيث  A، فيوجد   τ غامرة اإلى  σ(a′) = a، ولاأنّ  اإنّ  a′ ∈ A ، بحيث   A، فيوجد 

′τ (a′′)= a؛ لذلك:

a = σ(a') = σ(τ(a"  )) = (στ)(a"  ),

.A غامرة اإلى σ τ ،وتكون
افتر�ض اأن4.8ّ مثال

A = {1,2,3,4,5}

واأنّ σ هو التبديل المعطى بال�شكل 1.8. نكتب σ بطريقة قيا�شية اأكثر، بتغيير الاأعمدة اإلى �شفوف 
داخل اأقوا�ض وحذف الاأ�شهم، على ال�شورة:

حيث σ (2) = 2 ، σ (1) = 4 ، وهكذا، 

Abstract 1_Book.indb   103 3/4/2014   9:02:53 AM

o b e i k a n d l . c o m



اأول في الجبر المجرد 104 مقرر 

■ نبذة تاريخية

ظهرت واحدة من اأوائل الدرا�شات الم�شجلة للتبديلت في 
(Sefer Yetsirah)، اأو كتاب الخلق لموؤلف يهودي مجهول 
في وقت ما قبل القرن الثامن، اهتمّ الموؤلف بِعَدِّ الطرق 
ب فيها الحروف العبرية، وكان  المختلفة التي يمكن اأن تُرتَّ
اأنّ الحروف  ا، فقد كان المعتَقَد  ال�شوؤال اإلى حدّ ما روحيًّ
ع ترتيباتٌ منا�شبة  لها طاقة �شحريّة؛ لذلك يمكن اأن تُخْ�شِ
 (Sefer Yetsirah) في  الفعليّ  والن�ضّ  الطبيعة،  قوى 
�شئيل جدًّا، وهو على هذا النحو  : "حرفان يبنيان كلمتين، 
ثلثة تبني �شت كلمات، اأربعة تبني 24 كلمة، خم�شة تبني 
120، �شتة تبني 720، �شبعة تبني 5040". ومن المده�ض 
في  ا  اأي�شًا وقع  الهجائية  الحروف  ترتيبات  عدّ  اأنّ  فعلًا 
الريا�شيات الاإ�شلميّة في القرنين الثامن والتا�شع، ففي 
القرن الثالث ع�شر، اأخذت فكرة التبديل المجردة مكانها 
في كلتا الثقافتين الاإ�شلمية والعبرية، بحيث اإنّ كلًّ من 

اأبي العبا�ض بن البنّا

(Abu –l–’Abbas ibn al- Banna 1256 – 1321) 

- عالم ريا�شيات من مرّاك�ض فيما ي�شمّى الاآن المغرب – وليفي 
الفرن�شي،  الحاخام   (Levi ben Gerson)– جر�شون بن 
اإعطاء  على  قادرين  كانا   – ريا�شيات  وعالم  فيل�شوف 
ا على اأنّ عدد التبديلت لاأيّ مجموعة فيها  براهين دقيقة جدًّ
ا هو !n، اإ�شافة اإلى برهان نتائج مختلفة حول عدّ  n عن�شرًا

التراكيب. 

علــى اأيّ حــال، كان ليفــي واأ�شــلفه مهتمّــين بالتبديــلت 
بب�شاطة؛ بو�شفها ترتيبات لمجموعة منتهية معطاة، والبحث 
عن حلول لمعادلات كثيرة الحدود هو الذي قاد لاجرانج واآخرين 
في اآخر القرن الثامن ع�شر اإلى التفكير في التبديلت بو�شــفها 
دوالّ مــن مجموعــة منتهيــة اإلى نف�شــها، وكانــت المجموعــة 
 جــذور معادلة معطاة، وقد كان اأوج�شــتين – لوي�ض كو�شــي
(Augustin – Louis Cauchy 1789 – 1857) هو الذي 
طوّر بالتف�شيل المبرهنات الاأ�شا�شية نظرية التبديلت، وهو 

من قدَّم الرمز القيا�شي الم�شتخدم في هذا الكتاب.

لتكن

عندئذٍ يكون: 

:  باإجراء ال�شرب بالترتيب من اليمين اإلى الي�شار، مثلًا
�                                           (στ)(1) = σ(τ(1)) = σ(3) = 5,

نثبت الاآن اأنّ مجموعة التبديلت كلها لمجموعة غير خالية A ت�شكّل زمرة بالن�شبة اإلى    
�شرب التبديلت هذا.

لتكن A مجموعة غير خالية، ولتكن SA مجموعة جميع تبديلت A، عندئذٍ تكون SA زمرة بالن�شبة 5.8 مبرهنة
اإلى �شرب التبديلت.

اأثبتنا اأنّ تركيب تبديلين لـِ A ينتج تبديلًا لـِ A؛ ولذلك  SA مغلقة بالن�شبة اإلى �شرب التبديلت.البرهان:

ونرى اأنّ �شرب التبديلت معرّف بو�شفه تركيب دوالّ، وقد برهنّا في الف�شل 2 على اأنّ   
ا. G متحقّقًا

1
؛ لهذا، يكون   تركيب الدوالّ تجميعيٌّ

ا. G متحقّقًا
2
ا؛ لذلك يكون   التبديل ι بحيث اإنّ ι(a) = a لكل a ∈ A يعمل بو�شفه محايدًا  
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الوحدة الثانية الف�شل ا: زمر التباديل  105

 a′ هو العن�شر σ-1 (a) ّاأي اإن ،σ تبديل يعك�ض اتجاه الاإر�شال في σ-1 الدالّة المعكو�شة ،σ  للتبديل
من A، بحيث اإنّ a = σ (a′)، ووجود عن�شر واحد بال�شبط ′a من مثل هذا، هو نتيجة لحقيقة 

اأنّ σ بو�شفها دالّة هي اأحاديّة وغامرة، ولكل a ∈ A لدينا: 

وكذلك: 

t                                .ا G متحقّقًا
3
ما يعني اأنّ كلًّ من σ-1σ و σσ-1 هما التبديل ι ؛ لذلك، يكون  

اإنّ  بحيث  اليمين،  اإلى  الي�شار  من  بالترتيب   𝜎𝜎𝜎𝜎 التباديل  �شرب  تح�شب  الكتب  بع�ض  تحذير: 
عليه  نح�شل  الذي  ذاك  هو   𝜎𝜎𝜎𝜎 من  عليه  يُح�شل  الذي  فالتبديل  لذلك  𝜇𝜇(𝜎𝜎(a)) = (a)(𝜎𝜎𝜎𝜎)؛ 
بح�شاب 𝜇𝜇𝜇𝜇، حيث يطلب التمرين 51 التاأكّد بطريقتين من اأننا لا نزال نح�شل على زمرة، واإذا 

رجعت اإلى كتاب اآخر بخ�شو�ض هذه المادة، فتاأكد من فح�ض ترتيبه ل�شرب التبديلت.
لم يكن في تعريفنا للتبديل �شرط يطلب اأن تكون A منتهية، لكن معظم اأمثلتنا على زمر التبديلت 
عنا�شر  بعدد  فقط  يتعلق   SA الزمرة  تركيب  اأنّ  لاحظ  منتهية،  مجموعات  بتبديلت  �شتتعلق 
 المجموعة A ولي�ض بماهيّة عنا�شرها، واإذا كان للمجموعتين A و B عدد العنا�شر نف�شه، فاإنّ

 ،B اإلى A دالّة اأحاديّة غامرة من f : A ⟶ B ناأخذ ،ϕ : SA ⟶ SB ولتعريف تماثل ،SA ≃ SB 
σ ∈ SA، ناأخذ ϕ (σ) لتكون هي التبديل  ما يف�شي اإلى اأنّ A و B لهما عدد العنا�شر نف�شه، ولـِ 

 A = {1,2,3} لـِ  ذلك  لتو�شيح   ،a ∈ A لكل  ن   اإ بحيث   ،σ-  ∈ SB

و (% ,$ ,#} = B وللدالّة f : A ⟶ B المعرّفة بـِ 
،  f (3) = %     ، f (2) = $         ، f (1) = ⋕ 

ϕ  تر�شل 
  اإلى  

التي تعيد   f الدالّة  B بح�شب  ال�شفين بعنا�شر  A في رمزنا ذي  نعيد بب�شاطة ت�شمية عنا�شر 
الت�شمية، وبهذا نعيد ت�شمية عنا�شر SA لتكون عنا�شر SB، ويمكننا اأخذ {n,…,1,2,3} لتكون 

ا. ا للمجموعة المنتهية A التي فيها n عن�شرًا نموذجًا

لتكن A  المجموعة المنتهية {n,…,1,2}.  زمرة التبديلت كلها لـِ A هي زمرة التناظر على n 6.8 تعريف
¡                                                                                         .Sn ويرمز لها ،(symmetric group on n letters) حرف

لاحظ اأنّ عدد عنا�شر Sn هو !n حيث:

مثالان مهمّان
ا هي مثال م�شوّق لنا، ولتكن المجموعة A هي {1,2,3}. ن�شرد هنا  7.8 مثال الزمرة S3 من 6 = !3 عن�شرًا

ل. تبديلت A، ون�شمّي كل واحد منها بحرف اإغريقي مُذَيَّ
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ا، ليكن �شتت�شح اأ�شباب اختيار الاأ�شماء لاحقًا

          

3

21

ال�شكل 9.8 

الجدول 8.8

S3 مبيّن في الجدول 8.8، لاحظ اأنّ هذه الزمرة لي�شت اإبداليّة! وقد راأينا اأنّ اأيّ  جدول ال�شرب لـِ 
ا اأنّ اأيّ زمرة من خم�شة عنا�شر  زمرة من اأربعة عنا�شر على الاأكثر تكون اإبداليّة، و�شنرى لاحقًا
ا اإبداليّة؛ لذلك، S3 لها اأقل رتبة لاأيّ زمرة غير اإبداليّة.                               ▲ تكون اأي�شًا

و�شع  بها  يمكن  التي  والطرق   ،7.8 المثال  في   S3 عنا�شر  بين  طبيعي  تقابل  هناك   
يغطّي  اأن  على  ال�شكل9.8(  )انظر  و3  و2،   ،1 بروؤو�ض  الاأ�شلع  مت�شاوي  مثلث  من  ن�شختين 
تناظرات  زمرة  ا  اأي�شًا هي   S3 ال�شبب،  ولهذا  الروؤو�ض؛  فوق  الروؤو�ض  تكون  حيث  الاآخر،  اأحدهما 
 .(group of symmetries of an equilateral triangle) D3 المثلث المت�شاوي الاأ�شلاع
فات الزوايا. يمثّل الرمز  بب�شاطة، ا�شتخدمنا 𝜌𝜌i في الدورانات و μi في انعكا�شات المراآة في من�شّ
D3 الزمرة الزوجيّة الثالثة، والزمرة الزوجيّة من الدرجة Dn (nth dihedral group) n هي 

ا، انظر التمرين 44 2. زمرة تناظرات الم�شلّع المنتظم ذي n �شلعًا
لاحظ اأنه يمكن اأن تُعدّ عنا�شر S3 موؤثرة  في المثلث الذي في ال�شكل 9.8، انظر النقا�ض   

في بداية هذا الف�شل.

10.8 مثال

1

4

2

3

      ال�شكل 11.8

التي يمكن بها و�شع ن�شختين من مربع  للطرق  للتبديلت المقابلة   D4 الزوجيّة  الزمرة  لنكوّن 
(انظر  الروؤو�ض  الروؤو�ض فوق  الاآخر، وتكون  اأحدهما  اأن يغطّي  ، و4، على  و3   ، و2   ،  1 بروؤو�ض 
 (group of symmetries of the المربع  تناظرات  زمرة   D4 تكون  عندئذٍ   ،(11.8 ال�شكل 
ا الزمرة الثمانية (octic group)، نختار مرّةًا اأخرى ما يبدو اأنه رموز  (square، وت�شمّى اأي�شًا
ا، بب�شاطة، ن�شتخدم 𝜌𝜌i في الدورانات، و μi في انعكا�شات المراآة  ع�شوائيّة التي �شنو�شحها لاحقًا
في المن�شفات المعامدة للأ�شلع، و δi في عمليات قلب الاأقطار، هناك ثمانية تبديلت مت�شمّنة 

هنا، وليكن: 

.2n  لاأن رتبة الزمرة هي Dn  ولي�ض D2n  بالرمز n 2. يرمز الكثير من الموؤلفين للزمرة الزوجية ذات الترتيب
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  الجدول 12.8

.D4 ِال�شكل 13.8 : مخطّط الزمر الجزئيّة لـ
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ا لي�شت اإبداليّة، هذه الزمرة بب�شاطة جيدة،  ى في الجدول 12.8، لاحظ اأنّ D4 اأي�شًا جدول D4 معطًا
و�شتزوّدنا باأمثلة متقنة لكثير من المفاهيم التي �شنقدّمها في نظرية الزمر، انظر اإلى التناظرات 
ا، نعطي في ال�شكل 13.8 مخطّط الزمر الجزئيّة للزمر الجزئيّة لـِ D4، انظر  الرائعة في الجدول! اأخيرًا
اإلى التناظرات الرائعة في المخطّط!                                                                                             �      

مبرهنة كايلي

انظر اإلى اأيّ جدول زمرة في الكتاب، ولاحظ كيف يعطي كل �شف من الجدول تبديلًا  لمجموعة 
عنا�شر الزمرة الم�شرودة في اأعلى الجدول، وبالمثل يعطي كل عمود من الجدول تبديلًا  لمجموعة 
الاأقل  على  اأنه  الملحوظات،  هذه  خلل  من  مفاجئًاا  ولي�ض  الجدول،  ي�شار  في  الم�شرودة  الزمرة 
اأيّ زمرة منتهية G تماثل زمرة جزئيّة من الزمرة SG لتبديلت G كلها، وال�شيء نف�شه �شحيح 
للزمر اللنهائية؛ حيث تن�ضّ مبرهنة كايلي على اأنّ كل زمرة تماثل زمرة ما مكوّنة من تبديلت 
تقليدية في  نتيجة  نتيجة ح�شنة ومثيرة للهتمام، وهي  التبديلت، وهذه  اإلى �شرب  بالن�شبة 
كلها  الاأ�شئلة  عن  للإجابة  اأداة  كاأنها  المبرهنة  هذه  تبدو  ربما  الاأولى،  فللوهلة  الزمر،  نظرية 
المتعلقة بالزمر، وما تبينه في الحقيقة هو عموم زمر التبديلت، و�شيكون فح�ض الزمر الجزئيّة 
ة ثقيلة، فقد بينت مبرهنة كايلي  لزمر التبديلت SA كلها لمجموعات A من الحجوم كلها مهمَّ
اإنه اإذا وجد مثال مناق�ض لمقولةٍ ما حول الزمر، فاإنّ زمرة تبديلت ما �شتعطي المثال المناق�ض.

ن�شيف  ثم  بتعريف،  م�شتهلّين  كايلي،  مبرهنة  اإثبات  اتجاه  في  العر�ض  الاآن  نوا�شل   
تمهيدية مهمّة بذاتها.

■ نبذة تاريخية

  (Arthur Cayley 1821 – 1895) كايلي  اآرثر  و�شع 
1854م،  عام  بحث  في  للزمرة  تجريدية  �شبغة  ذا  ا  تعريفًا
هو: "مجموعة الرموز ... , α , β , 1 وجميعها مختلفة وعلى 
(بغ�ض النظر باأيّ  اأيّ اثنين منها  اأن يكون حا�شل �شرب 
ترتيب) اأو حا�شل �شرب اأيّ واحد منها في نف�شه، ينتمي اإلى 
لتعريف جدول  بحثه  وا�شل  ثم  زمرة"،  ت�شمى  المجموعة، 
"�شيحوي  الجدول  في  وعمود  �شطر  كل  اأنّ  ولاحظ  الزمرة، 
ا  الرموز ... ,α , β , 1 جميعها"، لكن رموز كايلي مثّلت دائمًا
ا لاأيّ نوع  عمليات على مجموعات، ولا يبدو اأنه كان مدركًا
عمليات  اأنّ  المثال:  �شبيل  على  لاحظ  وقد  الزمر،  من  اآخر 
 ،β =اأخذ المنقول  ،α =الم�شفوفات الاأربع: 1 اأخذ المعكو�ض
ا – الزمرة غير الدورية من اأربعة  وγ = αβ تُكوِّن – تجريديًّ
عنا�شر، على اأيّ حال، بقي تعريفه غير ملحظ ربع قرن.

قرابة  من  ا  واحدًا كان  1854م  عام  البحث  هذا   
ا التي كان فيها كايلي (300) بحث كتبت في األـ (14) عامًا

وظيفة  توفير  على  ا  قادرًا يكن  لم  اإذ  المحاماة،  يمار�ض 
جامعة  في  ا  اأ�شتاذًا اأ�شبح  اأنه  اإلّا  له،  منا�شبة  مدر�ض 
عام  الزمر  مبرهنة  اإلى  وعاد  1863م،  عام  كامبردج 
على  اأحدها  في  ن�ضّ  اأبحاث،  اأربعة  فن�شر  1878م، 
المبرهنة 16.8 في هذا الكتاب؛ وكان "برهانه" بب�شاطة 
ا على الملحظة من جدول الزمرة باأنّ ال�شرب باأيّ  قائمًا
عن�شر من الزمرة بدّل عنا�شر الزمرة، على اأيّ حال، كتب 
كايلي ما ياأتي:" هذا لا يثبت باأيّ �شورة اأنّ اأف�شل اأو اأ�شهل 
اأ�شلوب للتعامل مع الم�شاألة العامة [لاإيجاد الزمر جميعها 
ويبدو  [تبديلت]،  م�شاألة  عدُّها  هو  معطاة]  رتبة  من 
ا اأن ال�شبيل الاأف�شل هو عدُّ الم�شاألة العامة بذاتها". وا�شحًا

خلف  على   – 1878م  عام  الاأبحاث  وجدت   
ا  مهمًّ ا  تاأثيرًا �شكّلت  وقد  ا؛  متلقّيًا ا  –قارئًا ال�شابق  البحث 
عام  الم�شلّمات  با�شتخدام  المجردة  الزمرة  تعريف  في 
وهو   ،(Walter Van Dyck) دايك  فون  لواتر  1882م 
المجردة. الزمر  نظرية  تطوير  اإلى  قاد  الذي  التعريف 
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لتكن f: A ⟶ B دالّة، ولتكن H مجموعة جزئيّة من A. �شورة H تحت تاأثير f 14.8 تعريف

.f [H] ويرمز لها ،{ f (h) | h ∈ H} هي ،(image of H under f)

15.8 تمهيدية

البرهان:

ϕ(xy) = ϕ(x) ϕ (y) لكل اأحاديّة تحقق  ′G زمرتين، ولتكن  ′ϕ: G ⟶ G دالّة  G و   لتكن 
.ϕ[G] اإلى G تماثلًا من ϕ وت�شكل ،G′ زمرة جزئيّة من ϕ[G] عندئذٍ، تكون ،x,y ∈ G 

ليكن  .ϕ[G] لـِ  متحقّقة   14.5 المبرهنة  في  المعطاة  الجزئيّة  الزمرة  �شروط  اأنّ   �شنثبت 
وبالفر�ض:   ،ϕ(y) = y′ و   ϕ(x) = x′ اإنّ  بحيث   ،  x,y ∈ G يوجد  عندئذٍ،   ،x′, y′ ∈ ϕ[G] 
′ϕ(xy) = ϕ(x)ϕ(y) = x' y، ما يثبت اأنّ x' y' ∈ ϕ[G]. اأثبتنا اأنّ ϕ[G] مغلقة بالن�شبة اإلى 

.G′ عملية

لتكن ′e محايد ′G، عندئذٍ يكون:     

 e′ ϕ(e) =  ϕ(e) = ϕ(ee) = ϕ(e) ϕ(e)

.e′ ∈ ϕ [G]  ،؛ ولذلكe′ = ϕ (e) ّيظهر اأن ،G′ بالحذف في

لـِ x′ ∈ ϕ [G] ، حيث x′ = ϕ (x)، لدينا:  

 e′ = ϕ(e) =  ϕ(xx -1) = ϕ(x)ϕ(x -1) =  x' ϕ(x -1)

 .G′ زمرة جزئيّة من ϕ[G] ّهذا يكمل البرهان باأن ،x′ -1 = ϕ(x -1) ∈ ϕ[G] ّالذي يبين اأن

ينتج الاآن مبا�شرة اأنّ ϕ ت�شكل تماثلًا من G اإلى ϕ [G] ؛ لاأن ϕ ت�شكل دالّة اأحاديّة غامرة   
t                                              .x,y ∈ G لكل ϕ(xy) = ϕ(x) ϕ (y) ّبحيث اإن ،ϕ[G] اإلى G من

)مبرهنة كايلي( كل زمرةٍ تُماثلُ زمرةَ تبديلت.16.8 مبرهنة

لتكن G زمرة، ونريد اأن نثبت اأنّ G تماثل زمرة جزئيّة من SG.  بالا�شتعانة بالتمهيديّة 15.8، البرهان
 نحتاج فقط اإلى تعريف دالّة اأحاديّة ϕ: G ⟶ SG ، على اأن تكون ϕ(xy) = ϕ(x) ϕ (y) لكل
 λx نفكّر في( g ∈ G لكل λx (g ) = x g ِمعرّفة بـ λx: G ⟶ G لتكن ،x ∈ G  ِلـ .x, y ∈ G
 ،c ∈ G لكل λx (x−1c) = x(x−1c) = c تبيّن المعادلة (.x ِا من الي�شار بـ على اأنها تجري �شربًا
xa = xb ؛ ولذلك  نّ  λx(a) = λx(b)، فاإ G، فاإذا كان  G ب�شورة غامرة اإلى  λx تر�شل  نّ   اأ
 ϕ: G ⟶ SG الاآن  نعرّف   .G لـِ  تبديل  وهي  اأحاديّة،  ا  اأي�شًا  λx لهذا  بالحذف؛   a = b

.x ∈ G لكل   ϕ(x) = λx بتعريف 

لاإثبــات اأنّ ϕ اأحاديّــة، افتر�ــض اأنّ ϕ(x) = ϕ(y)، عندئــذٍ تكــون λx = λy بو�شــفها دوالّ مــن 
 ϕ ؛ لذلــكx = y و xe = ye  ؛ ولهــذا يكــونλx(e) = λy(e) علــى وجــه الخ�شــو�ض ،G اإلى G
 اأحاديّــة. بقــي فقــط اإثبــات اأنّ ϕ(xy) = ϕ(x) ϕ(y)، اأي اإنّ λxy = λx λy. الاآن لاأيّ g ∈ G، لدينا 

λxy(g) = (xy)g. �شرب التبديلت هو تركيب دوال؛ لهذا

t                          .بالتجميع λxy = λx λy ، ؛ لذلك،(λx λy)(g)= λx (λy(g)) = λx (y g) = x (yg)
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كان باإمكاننا اإثبات المبرهنة ب�شورة م�شابهة باأخذ التبديلت 𝜌𝜌x لِـ G المعرفة بالقاعدة
𝜌𝜌x (g) = g x

حيث g ∈ G. (يمكننا اأن نفكر في 𝜌𝜌x على اأنها تعني ال�شرب من اليمين بـ x). يبيّن التمرين 
G، لكنها معطاة بدالّة  ا تماثل  اأي�شًا SG، وهي  التبديلت ت�شكل زمرة جزئيّة من  اأنّ هذه   52

μ: G ⟶ SG

ِ معرفة  بـ
μ(x) = 𝜌𝜌x-1

ϕ في اإثبات المبرهنة 16.8 هي التمثيل المنتظم الاأي�شر �left regular representa) 17.8 تعريف  للدالّة
(right regular repre� في التعليق ال�شابق هي التمثيل المنتظم الاأيمن μ والدالّة ،G لِـ tion)
¡  .G ِلـ sentation)

"نح�شب" 18.8 مثال بـِ  19.8. ونعني  الزمرة  للزمرة المعطاة بجدول  الاأي�شر  التمثيل المنتظم  الاآن  لنح�شب 
اإعطاء العنا�شر للتمثيل المنتظم الاأي�شر وجدول الزمرة، هذه العنا�شر هي:

ي�شبه الجدول لهذا التمثيل الجدول الاأ�شلي مع اإعادة ت�شمية x بـِ λx ، كما نرى في الجدول 20.8، 
: فمثلًا

�                         

الجدول 20.8الجدول 19.8

المقابلة  العنا�شر  تبديل  هي   𝜌𝜌a زمرة،  بجدول  معطاة  منتهية  زمرة  اإلى  وبالن�شبة   
ال�شف  العنا�شر في  المقابل لترتيب  التبديل  λa هي  و  الاأعلى،  a في  العمود تحت  لترتيبها في 
المقابل لـِ a في اأق�شى الي�شار، وقد اختيرت الرموز 𝜌𝜌a و λa للإيحاء بال�شرب من اليمين والي�شار 

بـ a، على الترتيب. 
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¢ تمارين 8
ح�شابات

 :S6 في التمارين من 1 اإلى 5 اح�شب ال�شرب الم�شار اإليه، والمتعلق بالتبديلت الاآتية  من

    τσ .1τ2σ .2μ σ2 .3σ-2 τ .4σ-1 τ σ .5
في التمارين من 6 اإلى 9 اح�شب التعبيرات المبيّنة للتبديلت μ ، τ ، σ، التي عرفت قبل التمرين 1.

|〉σ〈| .6|〉τ2〈| .7σ100 .8μ100 .9

10. جزّئ مجموعة الزمر المعطاة اإلى �شفوف من الزمر المتماثلة. والدليل العلوي * هنا يعني العنا�شر جميعها غير ال�شفريّة 
للمجموعة.

ℤS2 بالن�شبة اإلى الجمع

ℤ6بالن�شبة اإلى ال�شرب ℝ*

ℤ2بالن�شبة اإلى ال�شرب ℝ
+

S6بالن�شبة اإلى ال�شرب ℚ*

*ℂ بالن�شبة اإلى ال�شربℤ 17 بالن�شبة اإلى الجمع

الزمرة الجزئيّة 〈π〉 من *ℝ بالن�شبة اإلى ال�شربℚ بالن�شبة اإلى الجمع
 الزمرة الجزئيّة G من S5 المولّدة بـِ  3ℤ بالن�شبة اإلى الجمع
ℝ بالن�شبة اإلى الجمع

لتكن A مجموعة، ولتكن σ ∈ SA. لعن�شر محدد a ∈ A ، المجموعة 
𝒪𝒪a,σ{σ n (a) | n ∈ ℤ}                               

هي مدار a بالن�شبة اإلى σ (orbit of a under σ). في التمارين من 11 اإلى 13، اأوجد مدار 1 بالن�شبة اإلى التبديل المعرّف 
قبل التمرين 1.

σ .11τ .12μ .13

14. في الجدول 8.8، ا�شتخدمنا μ3 ، μ2 ، μ1 ، 𝜌𝜌2 ، 𝜌𝜌1 ، ρ0 بو�شفها اأ�شماء لعنا�شر S3 األـ 6. ي�شتخدم بع�ض الموؤلفين الرموز 
 𝜌𝜌 ، 𝜌𝜌2 ،ϕ، 𝜌𝜌ϕ ، 𝜌𝜌2 ϕ ، ∋ لهذه العنا�شر، حيث ∋ عندهم هي محايدنا 𝜌𝜌0، و𝜌𝜌 هي 𝜌𝜌1 عندنا، و ϕ هي μ1 عندنا. تحقّق 

ا من اأنّ تعبيراتهم ال�شتّة تعطى فعلًا  S3 كاملة. هند�شيًّ
15. بالرجوع اإلى التمرين 14، اأعطِ ت�شمية بديلة م�شابهة لعنا�شر D4 األـ 8 في الجدول 12.8.

.{σ ∈ S4 | σ (3) = 3} 16. اأوجد عدد العنا�شر في المجموعة

.{σ ∈ S5 | σ (2) = 5} 17. اأوجد عدد العنا�شر في المجموعة

18. لتكن الزمرة S3 في المثال 7.8:

.S3 ِلـ 〉μ1〈 و ، 〉𝜌𝜌2〈 ، 〉𝜌𝜌1〈 اأ. اأوجد الزمر الجزئيّة الدوريّة
ب. اأوجد جميع الزمر الجزئيّة، الفعلية وغير الفعليّة، لـِ S3 ، واأعطِ مخطط الزمر الجزئيّة لها.
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19. تحقّق من اأنّ مخطط الزمر الجزئيّة لـِ D4 المبيّن في ال�شكل 13.8 �شحيح، من خلل اإيجاد جميع الزمر الجزئيّة (الدوريّة) 
المولّدة بعن�شر واحد، ثم جميع الزمر الجزئيّة المولّدة بعن�شرين، اإلى اآخره.

20. اأعطِ جدول ال�شرب للزمرة الجزئيّة الدوريّة من S5 المولّدة بـِ

�شيكون هناك �شتة عنا�شر، ولتكن : 𝜌𝜌5 ،𝜌𝜌4 ،𝜌𝜌3 ،𝜌𝜌2 ،𝜌𝜌، و 𝜌𝜌6 = 𝜌𝜌0. هل هذه الزمرة تماثل S3؟ 

21. اأ. تحقّق من اأنّ الم�شفوفات ال�شتّ:

ت�شكل زمرة بالن�شبة اإلى �شرب الم�شفوفات. [م�ساعدة: لا تحاول ح�شاب حوا�شل ال�شرب كلها لهذه الم�شفوفات، وبدلاًا  
1 ب�شربه من الي�شار بكل من هذه الم�شفوفات].

2
3

 
 
 
  

من ذلك، فكّر في كيفيّة تحوّل متجه العمود 

ب. ما الزمرة التي نوق�شت في هذا الف�شل والتي تماثل هذه الزمرة من �شتّ م�شفوفات؟

)جـ()ب()اأ(

)د(
افتر�ض هذا الفرع ي�شتمرّ ب�شورة لا نهائية اإلى الي�شار واليمين

ال�شكل 21.8

 .D4 22. بعد اإنجاز حلّ التمرين 21 ، اكتب ثماني م�شفوفات ت�شكل زمرة بالن�شبة اإلى �شرب الم�شفوفات، وتماثل

زمرة  الكتاب، تماثل  ناق�شناها في  زمرة  اأعطِ  ولمربّع.  الاأ�شلع  مت�شاوي  التناظرات لمثلث  زمرة  الف�شل  هذا  ناق�شنا في   
التناظرات لل�شكل الم�شار اإليه في التمارين من 23 اإلى 26. (ربما تحب اأن ت�شمي بع�ض النقاط على ال�شكل)، ثم اكتب بع�ض 

التبديلت المطابقة للتناظرات، واح�شب بع�ض حوا�شل ال�شرب لتبديلت.

( 24. ال�شكل في ال�شكل 21.8 (ب)23. ال�شكل في ال�شكل 21.8 (اأ

26. ال�شكل في ال�شكل 21.8 (د)25. ال�شكل في ال�شكل 21.8 (جـ)

ا الرموز في المثال 7.8. 27. اح�شب التمثيل المنتظم الاأي�شر لـِ ℤ4، والتمثيل المنتظم الاأيمن لـِ S3 م�شتخدمًا
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مفاهيم 

في التمرينين 28 و 29 �شحّح تعريف الحدّ المكتوب بخط مائل، دون الرجوع اإلى الكتاب –اإذا كانت هناك حاجة للت�شحيح – 
بحيث يكون ب�شيغة قابلة للن�شر.

.S اإلى S هو دالّة اأحاديّة من ،S 28. التبديل لمجموعة

29. التمثيل المنتظم الأي�سر لزمرة G، هو الدالّة من G اإلى SG، التي قيمتها عند g ∈ G تبديل G الذي يحمل كل x ∈ G اإلى 
.gx

  .ℝ ِفي التمارين من 30 اإلى 34، حدّد ما اإذا كانت الدالّة المعطاة تبديلًا لـ

f1(x) = x + 1       المعرّفة بالقاعدة    f1 : ℝ ⟶ ℝ .30

f2(x) = x 2       المعرّفة بالقاعدة    f2 : ℝ ⟶ ℝ .31

f3(x) = -x 3       المعّرفة بالقاعدة    f3 : ℝ ⟶ ℝ .32

 f4(x) = e x        المعرّفة بالقاعدة   f4 : ℝ ⟶ ℝ .33

f5 (x) = x 3- x 2 - 2x       المعرّفة بالقاعدة   f5 : ℝ ⟶ ℝ .34

35. �شع اإ�شارة �شح اأو اإ�شارة خطاأ.

ـــــــــــــ اأ. كل تبديل هو دالّة اأحاديّة.

ـــــــــــــ ب. كل دالّة هي تبديل، اإذا وفقط اإذا كانت اأحاديّة.

ـــــــــــــ جـ. كل دالّة غامرة من مجموعة منتهية اإلى نف�شها يجب اأن تكون اأحاديّة.

.SG تماثل زمرة جزئيّة من G ـــــــــــــ د. كل زمرة

ـــــــــــــ هـ. كل زمرة جزئيّة من زمرة اإبداليّة هي اإبداليّة.

ـــــــــــــ و. كل عن�شر من زمرة يولّد زمرة جزئيّة دوريّة من الزمرة.

ـــــــــــــ ز. زمرة التناظر S10 فيها 10 عنا�شر.

ـــــــــــــ ح. زمرة التناظر S3 دوريّة.

.n ّلي�شت دوريّة لاأي Sn .ـــــــــــــ ط

ـــــــــــــ ي. كل زمرة تماثل زمرة تبديلت ما.

36. بيّن بمثال اأنّ كل زمرة جزئيّة فعليّة من زمرة غير اإبداليّة يمكن اأن تكون اإبداليّة.

 A ا في الكتاب، والمعطاة بمجموعة الدوالّ كلها من 37. لتكن A مجموعة غير خالية، ما نوع البنية الجبرية المذكورة �شابقًا
اإلى نف�شها بالن�شبة اإلى تركيب الاقترانات؟
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2 بالتقدير الدائري  nπ ا مجموعة مولّدة موؤلفة من دوران بمقدار  38. عبّر تخطيطيًّا عن ر�شم كايلي موجه لـِ Dn م�شتخدمًا
وانعكا�ض (�شورة مراآة)، انظر التمرين 44.

براهين مخت�شرة

ا من جملتين لاإثبات مبرهنة كايلي. 39. اأعطِ اخت�شارًا

براهين

ا من B. حدّد ما اإذا كان  ا خا�شًّ في التمارين من 40 اإلى 43، لتكن A مجموعة، B مجموعة جزئيّة من A، وليكن b عن�شرًا
.σ[B] = {σ(x) | x ∈ B} بالن�شبة اإلى العملية المتولّدة. هنا SA ا اأنّ المجموعة المعطاة تكون زمرة جزئيّة من موؤكّدًا

{σ ∈ SA | σ(b) ∈ B} .41    {σ ∈ SA | σ(b) = b} .40

 {σ ∈ SA | σ[B] = B} .43   {σ ∈ SA | σ[B] ⊆ B} .42

n ≥ 3. كل  ــا، حــيــث  ــعًا ــل n �ــش ــا ذا  ــا مــنــتــظــمًا ــا مــ�ــشــتــويًا ــعًا ــلّ 10.8، افـــتر�ـــض مــ�ــش 7.8 و  ــين  ــال ــث ــى غــــرار الم 44. عــل
اإحـــداهـــمـــا الاأخــــرى  اأن تــغــطــي  ــا عــلــى  n �ــشــلــعًا ـــذا المــ�ــشــلــع ذي  ــع ن�شختين مـــن مــثــل ه ــش طــريــقــة يمــكــن بــهــا و�
 n ــن الــدرجــة ــة م ــزوجــي ــديــلت هـــي زمــــرة – الــزمــرة ال ــب ــت ـــذه ال ــا لـــلـــروؤو�ـــض، ومجــمــوعــة ه ــلًا مــعــيــنًا ــدي ــب  تــقــابــل ت
ا اأنّ هذه الزمرة لها  Dn (nth dihedral group) – بالن�شبة اإلى �شرب التبديلت. اأوجد رتبة هذه الزمرة Dn، ثم بيّن هند�شيًّ

ا. زمرة جزئيّة فيها ن�شف عدد عنا�شر الزمرة الكليّة تمامًا

ا، كما في المثالين 7.8 و 10.8، في هذه الحالة تقابل الطرق التي يمكن بها  ا مكعبًاا تمامًا 45. افتر�ض مكعبًاا يملأ �شندوقًا
و�شع المكعب داخل ال�شندوق زمرة معيّنة من تبديلت لروؤو�ض المكعب، وهذه الزمرة هي زمرة الحركات (اأو الدورانات) 
ال�شلبة للمكعب (group of rigid motions (or rotations) of the cube). (يجب األا يُخلط بينها وبين زمرة 
ا اأنّ هذه  تناظرات ال�شكل، التي �شتناق�ض في تمارين الف�شل 12). اأوجد عدد العنا�شر في هذه الزمرة، ثم بيّن هند�شيًّ

الزمرة لها على الاأقل ثلث زمر جزئيّة مختلفة من الرتبة 4، وعلى الاأقل اأربع زمر جزئيّة مختلفة من الرتبة 3.

.n ≥ 3 ِزمرة غير اإبداليّة لـ Sn ّ46. اأثبت اأن

لكل   σγ  = γσ يحقّق  الذي   Sn من   σ الوحيد  العن�شر  نّ  فاإ  ،n ≥ 3 كان  اإذا  اأنه  اأثبت   ،46 للتمرين  تقويةًا   .47 
المحايد. التبديل   ،σ = ι γ ∈ Sn هو 

48. عُرِّفت المدارات قبل التمرين 11. ليكن a,b ∈ A و σ ∈ SA، فاأثبت اأنه اإذا كان 𝒪𝒪a,σ و 𝒪𝒪b,σ لهما عن�شر م�شترك، فاإنّ 
.𝒪𝒪a,σ = 𝒪𝒪b,σ

 49. اإذا كانت A مجموعة، فاإنّ الزمرة الجزئيّة H من SA متعدية على A (transitive on) اإذا كان لكل a,b  ∈ A يوجد
σ ∈ H، بحيث اإن σ(a) = b. اأثبت اأنه اإذا كانت A مجموعة منتهية غير خالية، فاإنه توجد زمرة جزئيّة دورية منتهية 

.A تكون متعدية على |H| = |A| بال�شفة SA من H

σ⟨ ،σ ∈ SA⟨ متعدية على A اإذا وفقط اإذا  50. بالرجوع اإلى التعريف الذي �شبق التمرين 11 واإلى التمرين 49، اأثبت اأنه لـِ 
.a ∈ A لعن�شر ما  𝒪𝒪a,σ = A كان

51. (انظر التحذير �شفحة 78). لتكن G زمرة مع عملية ثنائيّة *، ولتكن ′G المجموعة G نف�شها، فعَرِّف العملية الثنائيّة ′* 
.x,y ∈ G′ لكل x *′ y = y* x ِبـ G′ على

اأ. (من البدهي اأن ′G بالن�شبة اإلى ′* زمرة) افتر�ض اأنّ الجدار الاأمامي لغرفة �شفك �شنع من زجاج �شفاف، واأنّ حوا�شل 
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الوحدة الثانية الف�شل ا: زمر التباديل  115

ال�شرب الممكنة كلها a * b = c والاأمثلة الممكنة كلها a* (b * c ) = (a * b) * c على خا�شية التجميع لـِ G بالن�شبة 
اإلى * قد كتبت على الجدار بقلم �شبّورة.

ما الذي �شيراه ال�شخ�ض اإذا نظر من الغرفة المجاورة اأمام غرفتك اإلى الجهة الاأخرى من الجدار؟
ب.  اأثبت من التعريف الريا�شيّ لـِ ′* اأنّ ′G  زمرة بالن�شبة اإلى ′*.

 .G ُت�شكل زمرة تُماثِل ، x ∈ G و a ∈ G  ِلـ 𝜌𝜌a(x) = xa  حيث ،𝜌𝜌a: G ⟶ G زمرة. برهن على اأنّ التبديلت G 52.  لتكن

التبديل )permutation matrix( هي م�شفوفة يمكن الح�شول عليها من م�شفوفة محايدة باإعادة ترتيب  م�شفوفة    .53
�شفوفها، فاإذا كانت P م�شفوفة تبديل من الدرجة n × n و A اأيّ م�شفوفة من الدرجة n×n و C = P A، فاإنّ C يمكن 

.In من P ا بالطريقة نف�شها لاإعادة ترتيب ال�شفوف التي اأنتجت الح�شول عليها من A باإعادة ترتيب �شفوف A تمامًا

اأ.   اأثبت اأنّ اأيّ زمرة منتهية من الرتبة n تماثل زمرة مكوّنة من م�شفوفات تبديل من الدرجة n × n بالن�شبة اإلى �شرب 
الم�شفوفات.

ب.   لكل من العنا�شر الاأربعة  b وa  وe وc في الجدول 11.5 للزمرة V، اأعطِ م�شفوفة معينة من الدرجة 4 × 4 تقابله 
بالن�شبة اإلى مثل هذا التماثل.
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 المدارات، والدورات، والزمر المتناوبة الف�شل 9 
Orbits, Cycles, and the Alternating Groups

المدارات
يحدّد كل تبديل σ لمجموعةٍ A تجزئةًا للمجموعة A اإلى خليا تحقق: a,b ∈ A تقعان في الخلية 
نف�شها، اإذا وفقط اإذا كان b = σ n (a) لعدد ما n ∈ ℤ. نُكوِّن هذه التجزئة با�شتخدام علقة تكافوؤ 

منا�شبة:

(1)    . b = σ n (a)  بحيث n ∈ ℤ  اإذا وفقط اإذا وجد a ~ b تعرف العلقة a,b,∈A افتر�ض اأن

نتحقّق الاآن من اأنّ ~ المعرّفة بال�شرط (1) هي بالفعل علقة تكافوؤ.

.منعك�شة 0   ( )   ( )a a aι σ= = من الوا�شح اأنّ a ~ a؛ لاأن 
 اإذا كان a ~ b، فاإنّ b = σn (a) لعدد ما n ∈ ℤ، عندئذٍ يكون a = σ –n(b)متناظرة

.b ~ a  ؛ ولذلك- n ∈ ℤ و
افتر�ض اأنّ a ~ b و b ~ c، هذا ي�شمن اأنّ b = σn (a) و c = σm(b) لعددين ما متعدية

.a ~ c   ؛ ولذلكc = σm (σn(a)) = σn+m(a) ّونجد بالتعوي�ض اأن ،n,m ∈ ℤ

لتكن σ تبديلًا لمجموعة A،  �شفوف التكافوؤ في A المحددة بعلقة التكافوؤ (1) هي مدارات σ    1.9 تعريف
¡                                                                                                                                    .(orbits of σ)

A يُثبّت كل عن�شٍر من A، فمدارات ι هي المجموعات الجزئيّة اأحاديّة 2.9 مثال لاأنّ التبديل المحايد 𝜄𝜄 لـِ 
�                                                                                                                       .A العن�شر من

اأوجد مدارات التبديل: 3.9 مثال

 

الحل:

  S8 في

لاإيجاد المدار الذي يحوي 1، نكرّر تطبيق σ، حا�شلين بالرموز على: 
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ال�شكل5.9 

 1 يحوي  الذي  المدار  اأنّ  نرى  ال�شل�شلة،  هذه  في  الاأ�شهم  اتجاه  بب�شاطة  تعك�ض  �شوف   σ -1 لاأنّ 
2، ونجد   {1,3,6}، ولنقل  اإلى  8 لا ينتمي  اإلى   1 ا من  ا �شحيحًا {1,3,6}، فنختار الاآن عددًا هو 
ا، نجد اأنّ المدار الذي يحوي 4 هو  على �شورة م�شابهة اأنّ المدار الذي يحوي 2 هو {2,8}. اأخيرًا
{4,7,5}، ولاأنّ هذه المدارات الثلثة ت�شمل الاأعداد ال�شحيحة كلها من 1 اإلى 8، فاإننا نرى اأنّ 

القائمة الكاملة لمدارات σ هي: 
�                                                               .{4,5,7}  ،  {2,8}  ،  {1,3,6}                                

الدورات
ا، ويمكننا  فيما تبقّى من هذا الف�شل، نفتر�ض فقط التبديلت لمجموعة منتهية A فيها n عن�شرًا

.Sn واأننا نتعامل مع عنا�شر من زمرة التناظر ، A = {1,2,3,…,n} ّا افترا�ض اأن اأي�شًا

ارجع اإلى المثال 3.9. المدارات لـِ :                                 (2)  

م�شار اإليها بالر�شم في ال�شكل 4.9، اأي اإنّ σ توؤثر  في كل عدد �شحيح من 1 اإلى 8 بواحدة من 
الدوائر بحمله اإلى العدد ال�شحيح الاآتي على الدائرة، متحركين بعك�ض عقارب ال�شاعة في اتجاه 
 .σ(6) = 1 و ، σ(3) = 6 ،σ(1) = 3 ّت�شير الدائرة التي في اأق�شى الي�شار اإلى اأن : الاأ�شهم، فمثلًا

.σ ر تركيب التبديل ال�شكل 4.9 هو طريقة لطيفة لتَ�شوُّ

ال�شكل 4.9
: الدائرة في  اإنّ كل دائرة في ال�شكل 4.9 بمفردها تعرف بنف�شها تبديلًا  في S8، فمثلًا  

اأق�شى اليمين تقابل التبديل: 
(3)                                                

ا بتاأثير σ نف�شه، لكنه يثبّت باقي الاأعداد ال�شحيحة 2 ، و4 ، و5، و7،   الموؤثر في 1 ، و3 ، و6 تمامًا
و8. وباخت�شار، μ لها مدار واحد من ثلثة عنا�شر {1,3,6} وخم�شة مدارات اأحاديّة العن�شر 
 – واحدة  بدائرة  بالر�شم  المو�شوف   – التبديل  هذا  مثل  و{8}،  و{7}،   ، و{5}   ، و{4}   ،{2}
؛ لاأنه يمكن تمثيله بدائرة فيها العدد  يُ�شمّى دورة (من دائرة)، على اأننا نعُدّ التبديل المحايد دورةًا

ال�شحيح 1 فقط، كما  في ال�شكل 5.9، نُعرِّف الاآن الحدّ دورة بطريقة ريا�شية دقيقة.
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التبديل σ ∈ Sn دورة (cycle)، اإذا كان له على الاأكثر مدار واحد يحوي اأكثر من عن�شر، وطول 6.9 تعريف
الدورة (length) هو عدد العنا�شر في مدارها الاأكبر.                                                                 ¡

لتجنّب الرمز المتعب – كما في المعادلة (3) – للدورة، نقدّم رمز الدورة المكوّن من �شفّ منفرد، 
فبرمز الدورة،  ت�شبح الدورة في المعادلة (3) 

μ = (1،3،6)

ونفهم من خلل هذا الرمز اأنّ μ تحمل العدد الاأول 1 اإلى العدد الثاني 3، والعدد الثاني 3 اإلى العدد 
 μ ّالاآتي  6، اإلى اآخره، اإلى اأن يُحمَل في النهاية العدد الاأخير 6 اإلى العدد الاأول 1، حيث يُفهم اأن
ثبّتت العدد الذي لم يظهر في الرمز لـِ μ ،  ويجب اأن تكون المجموعة التي توؤثر  فيها μ وا�شحة 

من ال�شياق، ويبينها مثالنا {1,2,3,4,5,6,7,8}.

في الزمرة S5، نرى اأنّ:7.9 مثال
1  2  3  4  5 

(1,3,5, 4)
3  2  5  1  4 
 

=  
 

 
                  لاحظ اأنّ  .(4,1,3,5) = (5,4,1,3) = (3,5,4,1) = (1,3,5,4)                                        �
ا كاأيّ تبديلين؛  بالطبع، لاأنّ الدورات اأنواع خا�شة من التبديلت، فيمكن �شربها تمامًا  

لكن حا�شل �شرب دورتين لي�ض بال�شرورة دورة.

با�شتخدام رمز الدورة، نرى اأنّ التبديل σ في المعادلة (2) يمكن كتابته بو�شفه حا�شل �شرب 
دورات:

(4)                      ( )( )( )
1  2  3  4  5  6  7  8

1,3,6 2,8 4,7,5
3  8  6  7  4  1  5  2

σ
 

= = 
 

هذه الدورات منف�شلة (disjoint)، بمعنى اأنّ اأيّ عدد �شحيح يُحرَّك بواحدة على الاأكثر من هذه 
 σ الدورات؛ لذلك، لا يظهر اأيّ عدد في رمزي دورتين مختلفتين، مع العلم اأنّ المعادلة (4) تُظهر
كل  م�شابهة عن  بطريقة  التعبير  4.9، ويمكن  لل�شكل  واحدٍ  ب�شطرٍ  مداراتها، وهي و�شف  بدلالة 
تبديلٍ من Sn بو�شفه حا�شل �شرب دورات منف�شلة تقابل مداراته، ن�شوغ ذلك بمبرهنة، ونكتب 

اإثباتها.
كل تبديل σ لمجموعة منتهية هو حا�شل �شرب دورات منف�شلة. 8.9 مبرهنة

لتكن Br ، ... ، B2 ، B1 هي مدارات σ، ولتكن μi هي الدورة المعرّفة بـِ البرهان

فيما عدا ذلك
،
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Br منف�شلة   ،  …  ،  B2  ،  B1 التكافوؤ  σ = μ1 μ2 … μr، ولاأنّ مدارات �شفوف  اأنّ  الوا�شح  من 
ا.                      ¿ ب�شفتها �شفوف تكافوؤ مختلفة، فتكون الدورات μr ، ... ، μ2 ، μ1 منف�شلة اأي�شًا

ا غير اإبدالّي، اإلّا اأنه يُرى ب�شهولة اأنّ �شرب الدورات    في حين اأنّ �شرب التبديلت عمومًا
�شرب  حا�شل  بو�شفه  التبديل  تمثيل  فيكون  وحيدة،  التبديل  مدارات  ولاأنّ  اإبدالّي،  المنف�شلة 

ا وفق ترتيب العوامل. دورات منف�شلة – لي�ض اأيّ منها التبديل المحايد – وحيدًا

6  5  4  3  2  1 9.9 مثال
6  5  2  4  3  1
 
 
 

اعتبر التبديل 

لنكتبه بو�شفه حا�شل �شرب دورات منف�شلة. اأولاًا ، حُرِّكت 1 اإلى 6 ثم 6 اإلى 1، ما يعطي الدورة 
(1,6)، ثمّ حُرِّكت 2 اإلى 5،  ثمّ اإلى 3،  ثم اإلى 2،  اأو (2,5,3). وبهذا تّم الاعتناء بالعنا�شر كلها ما 

عدا 4، التي ثُبِّتت؛ لذلك: 

( )( )
1  2  3  4  5  6 

1,6 2,5,3
6  5  2  4  3  1
 

= 
 

�شرب الدورات المنف�شلة اإبدالّي، لهذا فاإنّ ترتيب العاملين (1,6) و (2,5,3) غير مهم.            �

عليك التدرّب على �شرب التبديلت برمز الدورات، حيث يمكن اأن تكون الدورات منف�شلة   
ا من التدريب في التمارين من 7 اإلى 9. ،  ون�شيف مزيدًا اأو غير منف�شلة، نعطي مثالاًا

لتكن الدورتان (1,4,5,6) و (2,1,5) من S6، فبال�شرب نجد اأنّ: 10.9 مثال

( )( )
1  2  3  4  5  6 

1, 4,5,6 2,1,5
6  4  3  5  2  1
 

= = 
 

و

( )( )
1  2  3  4  5  6 

2,1,5 1,4,5,6
4  1  3  2  6  5
 

= = 
 

�                                                                                              . لي�ض اأيّ من هذين التبديلين دورةًا

التبديلات الزوجية والفردية

ا  اأنّ كل اإعادة ترتيب للمت�شل�شلة n ، ... ، 2 ، 1 يمكن الو�شول اإليه من خلل تبديل متكرر  يبدو مبررًا
. لمواقع اأزواج من الاأعداد. نناق�ض هذا ب�شورة اأكثر منهجيةًا
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الدورة التي طولها 2 هي مُناقلة (transposition).                                                                 ¡11.9 تعريف

لذلك، فالمناقلة تُثبّت العنا�شر كلها ما عدا اثنين، وتر�شل كلًّ من هذين العن�شرين اإلى الاآخر. 
يبيّن الح�شاب اأنّ: 

( )1 2 1 1 1 1 3 1 2, ,..., ( , )( , )...( , )( , )n n na a a a a a a a a a a−=

لذلك، اأيّ دورة هي حا�شل �شرب مناقلت، وبهذا نح�شل على ما ياأتي نتيجة للمبرهنة 8.9.
 اأيّ تبديل لمجموعة منتهية فيها عن�شران على الاأقل هو حا�شل �شرب مناقلت. 12.9 نتيجة

ا يمكن  n عن�شرًا اإعادة ترتيبٍ لـِ  اأيّ  اأنّ  اأنّ ما تن�ضّ عليه هذه النتيجة هو  من البدهي   
الو�شول اإليها بتبديلٍ متتابعٍ لاأزواج منها.

(2,5,3) (1,6) هي حا�شــل ال�شرب 13.9 مثال نّ  باتبــاع الملحظــات التــي �شــبقت النتيجة، نــرى اأ
(2,5) (2,3) (1,6) لمناقلت.                                                                                                               �  

في Sn حيث n ≥ 2، التبديل المحايد هو حا�شل �شرب مناقلتين (1,2) (1,2).                        �14.9 مثال
�شرب  حا�شل  هو  الاأقل  على  عن�شران  فيها  منتهية  لمجموعة  تبديل  كل  اأنّ  راأينا   
 : ا، فمثلًا لي�ض وحيدًا الطريقة  التبديل بهذه  مناقلت، ربّما لا تكون المناقلت منف�شلة، وتمثيل 
ا اأن ندخل المناقلة (1,2) مرّتين في البداية؛ لاأن (1,2) (1,2) هو التبديل المحايد،  يمكننا دائمًا
ا اأو  ا دائمًا ى يجب اأن يكون اإما زوجيًّ وال�شحيح اأنّ عدد المناقلت الم�شتخدمة لتمثيل تبديلٍ معطًا
ا، وهذه حقيقة مهمّة، و�شنعطي برهانين: ي�شتخدم الاأول خا�شيّةًا للمحددات من الجبر  ا دائمًا فرديًّ

.(Dovid M. Bloom) الخطيّ، وي�شمل الثاني عدّ المدارات الذي اقتُرح من قبل ديفيد م. بلوم
لي�ض هناك اأيّ تبديل من Sn يمكن التعبير عنه بو�شفه حا�شل �شرب عددٍ زوجي من المناقلت، 15.9 مبرهنة

وبو�شفه حا�شل �شرب عددٍ فردي من المناقلت في الوقت نف�شه.
البرهان 1 

(من الجبر الخطي)

اأ�شرنا في الف�شل 8 اإلى اأنّ SA ⋍ SB اإذا كان A و B لهما عدد العنا�شر نف�شه. نعمل مع تبديلت 
ا للم�شفوفة المحايدة In من الدرجة n × n بدلاًا  من الاأعداد n , ... , 2 , 1، والم�شفوفة  األـ n �شفًّ
 C المحايدة لها المحددة 1، اإنّ تبديل اأيّ �شفّين من م�شفوفة مرّبعة يغيّر اإ�شارة المحددة، ولتكن
 In من C فلو كان بالاإمكان الح�شول على ،In ل�شفوف σ م�شفوفةًا تّم الح�شول عليها بالتبديل
بعددٍ زوجيّ وبعددٍ فرديّ من المناقلت كذلك، لكان لها المحددة 1 و 1- كذلك، وهذا م�شتحيل؛ 

ولذلك، لا يمكن التعبير عن σ بو�شفه حا�شل �شرب عددٍ زوجيّ وعددٍ فرديّ من المناقلت.
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البرهان 2 

(عدّ المدارات)

ليكن σ ∈ Sn ولتكن 𝜏𝜏 = (i,j) مناقلة من Sn، وندّعي اأنّ عدد مدارات σ وعدد مدارات 𝜏𝜏σ يختلفان 
بـِ 1.

دورات  �شرب  حا�شل  بو�شفه   σ واكتب   ،σ لـِ  مختلفين  مدارين  في   j و   i اأنّ  افتر�ض   :I حالة 
منف�شلة: اأوُلاها تحوي j والثانية تحوي i، وهما ممثّلتان بالدائرتين في ال�شكل 16.9، ويمكننا اأن 

نكتب حا�شل �شرب هاتين الدورتين بالرموز على ال�شورة:
(b,j,×,×,×) (a,i,×,×)

حيث ي�شير الرمز × اإلى عنا�شر اأخرى محتملة في هذين المدارين.

ال�شكل 16.9
 بح�شاب حا�شل �شرب اأول ثلث دورات في 𝜏𝜏σ = (i,j) σ نح�شل على:

(i,j)(b, j,×,×,×)(a, i,×,×) = (a, j,×,×,×, b, i,×,×) 

التمرين  16.9، ويطلب  ال�شكل  𝜏𝜏σ كما في  ا لتكوين مدار واحد في  الاأ�شليّان معًا دُمِج المداران 
ا في  ا وحيدًا 28 اإعادة الح�شابات لبيان اأنّ ال�شيء نف�شه يحدث لو كان اأحد i و j  اأو كلهما عن�شرًا

.σ مداره في

σ بو�شفه حا�شل �شرب  σ، يمكننا عندئذٍ كتابة  j في المدار نف�شه لـِ  i و  اأنّ  II: افتر�ض  حالة 
دورات منف�شلة، على اأن  تكون اأول دورة على ال�شورة: 

)a, i, ×, ×, ×, b, j, ×, ×)

في  دورتين  اأول  �شرب  حا�شل  وبح�شاب   ،17.9 ال�شكل  في  بالدائرة  رمزية  بطريقة  المبينة 
𝜏𝜏σ = (i,j) σ نح�شل على: 

(i,j) (a, i, ×, ×, ×, b, j, ×, ×) = (a, j, ×, ×) (b, i, ×, ×, ×)

ال�شكل 17.9

وهنا المدار الاأ�شلي المنفرد انق�شم اإلى مدارين كما في ال�شكل 17.9. 
لقد اأثبتنا اأنّ عدد المدارات لـِ 𝜏𝜏σ يختلف عن عدد المدارات لـِ σ بـِ 1، والتبديل المحايد ι له n مدار؛ 
ى σ ∈ Sn يختلف  لاأن كل عن�شر هو الع�شو الوحيد في مداره. والاآن، عدد المدارات لتبديلٍ معطًا

عن n  اإمّا بعددٍ زوجيّ اأو فرديّ، لكن لي�ض بكليهما؛ لذلك، فمن الم�شتحيل كتابة
σ = 𝜏𝜏1 𝜏𝜏2𝜏𝜏3 

...
 𝜏𝜏m ι

حيث 𝜏𝜏k هي مناقلت بطريقتين، مرّة بـِ m زوجيّة ومرّة بـِ m فرديّة.                                       ¿
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ا (odd)، بناءًا على اإمكانية التعبير عنه 18.9 تعريف يكون تبديل مجموعة منتهية زوجيًّا (even) اأو فرديًّ
في �شورة  حا�شل �شرب لعددٍ زوجيّ من المناقلت، اأو في �شورة  حا�شل �شرب لعددٍ فرديّ 
من المناقلت على التوالي.                                                                                                          ¡

وعليه، 19.9 مثال  ،n = 1 كان  واإذا   ،ι= (1,2) (1,2) لاأن  زوجيّ؛  تبديل    Sn ι من  المحايد  التبديل  اإنّ 
فاإننا لا ن�شتطيع تكوين حا�شل ال�شرب هذا، نُعرّف ι باأنه زوجيّ، ومن ناحية اأخرى، التبديل 

(2,1,5) (1,4,5,6) من S6 يمكن كتابته على ال�شورة: 

(1,4,5,6) (2,1,5) = (1,6) (1,5) (1,4) (2,5) (2,1)

التي فيها خم�ض مناقلت؛ ولذلك،  هذا تبديل فرديّ.                                                                 �   

الزمر المتناوبة

 Sn ّهو عدد التبديلت الفرديّة نف�شه؛ اأي اإن Sn عدد التبديلت الزوجيّة في ،n ≥ 2 ندّعي اأنه لـِ 
، لاإثبات ذلك، لتكن An مجموعة التبديلت الزوجيّة  ( )! 2n تنق�شم بالت�شاوي، واأنّ كل عددٍ هو 
دالّة  لتعريف  نتابع   ،n ≥ 2 كلها، حيث  الفرديّة  التبديلت  Bn مجموعة  ولتكن   ،  Sn كلها في 
العنا�شر  Bn لهما عدد  An و  اأنّ  Bn، وهذا بال�شبط ما يلزم لاإثبات  اإلى   An اأحاديّة غامرة من 

نف�شه. 
 τ = ّويمكننا حتى اأن نفتر�ض اأن ،n ≥ 2 ّ؛ وهي موجودة لاأنSn اأيّ مناقلة محدّدة من τ لتكن  

(1,2). نعرّف  دالّةًا 
  λτ : An → Bn

بالقاعدة  
λτ(σ) = τ σ

 (1,2)σ زوجيّة، ويمكن التعبير عن التبديل σ ّلاحظ اأن ،λτ ِ(1,2) بـ σ تُر�شل اإلى σ  ∈ An ّاأي اإن
بو�شفه حا�شل �شرب (1 + عدد زوجيّ) - اأو عدد فرديّ - لمناقلت؛ ولذلك  σ(1,2) هي فعلًا  

في Bn، واإذا �شحّ اأنّ λτ(σ) = λτ(μ) لـِ σ و μ من An، فاإنّ
(1,2)σ = (1,2)μ,

ا  ولاأنّ Sn زمرة، فيكون لدينا σ = μ؛ لذلك، λτ دالّة اأحاديّة، اأخيرًا
τ = (1,2) = τ -1,

ولهذا  اإذا كان ρ ∈ Bn ، فاإنّ 
τ -1𝜌𝜌 ∈ An ,

و

λτ(τ 
-1𝜌𝜌) = τ(τ -1𝜌𝜌) = 𝜌𝜌.
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لذلك، λτ غامرةٌ اإلى Bn؛ لهذا عدد العنا�شر في An هو عدد العنا�شر نف�شه في Bn؛ لاأنه يوجد تقابلٌ 
بين عنا�شر المجموعتين.

لاأنّ ا  اأي�شًا كذلك،  زوجي  تبديل  هو  زوجيين  تبديلين  �شرب  حا�شل  اأنّ  لاحظ    
ا، لاحظ اأنه اإذا عُبرِّ عن  n ≥ 2، فالمناقلة (1,2) في Sn و ι = (1,2)(1,2) هو تبديل زوجيّ. اأخيرًا
σ بو�شفه حا�شل �شرب مناقلت، فاإنّ حا�شل �شرب المناقلت نف�شها، لكنها ماأخوذة بترتيب 
اإلى  ا كذلك، وبالرجوع  σ-1 زوجيًّ اأن يكون  ا، فيجب  تبديلًا زوجيًّ   σ واإذا كان   ،σ-1 مُعاك�ض هو 

المبرهنة 14.5، نرى اأننا برهنّا العبارة الاآتية:

جزئيّة 20.9 مبرهنة زمرة  ت�شكل   {1,2,3,…,n} لـِ  كلها  الزوجيّة  التبديلت  فاإنّ مجموعة   ،n ≥ 2 كان  اإذا 
.Sn من زمرة التناظرات ! 2n رتبتها 

الزمرة الجزئية من Sn الموؤلفة من التبديلت الزوجيّة لـِ n حرف، هي الزمرة المتناوبة An على n 21.9 تعريف
 ¢                                                                     .(alternating group An on n letters) حرف

ا  اإنّ كلًّ من Sn  و An زمرة مهمّة، وقد بيّنت مبرهنة كايلي اأنّ كل زمرة منتهية G تطابق تركيبيًّ
ا لحل  . ويمكن اإثبات اأنه لا توجد �شيغٌ ت�شمل فقط جذورًا   n G= زمرةًا جزئيّة ما من Sn ، حيث 
 ،An وهذه الحقيقة ترجع في الواقع اإلى تركيب ، n ≥ 5 ِلـ n معادلات كثيرات الحدود من الدرجة

اأمرٌ مفاجىء كما يبدو!

¢ تمارين 9

  ح�شابات

اأوجد جميع المدارات للتبديل المعطى في التمارين من 1 اإلى 6. 

1  2  3  4  5  6
5  1  3  6  2  4
 
 
 

 .11  2  3  4  5  6  7  8
5  6  2  4  8  3  1  7
 
 
 

 .2

1  2  3  4  5  6  7  8
2  3  5  1  4  6  8  7
 
 
   

.3 σ(n) = n +1 حيث σ : ℤ ⟶ ℤ .4

 σ(n) = n +2 حيث ، σ : ℤ ⟶ ℤ .5σ(n) = n - 3 حيث ، σ : ℤ ⟶ ℤ .6

في التمارين من 7 اإلى 9، اح�شب حا�شل ال�شرب الم�شار اإليه لدوراتٍ هي تبديلتٌ لـِ {1,2,3,4,5,6,7,8} 

(1,4,5) (7,8)(2,5,7) .7(1,3,2,7) (4,8,6) .8
(1,2)(4,7,8)(2,1)(7,2,8,1,5) .9

{1,2,3,4,5,6,7,8} بو�شفه حا�شل �شرب دورات منف�شلة، ثم بو�شفه  لـِ  التبديل  12، عبّر عن  اإلى   10 التمارين من  في 
حا�شل �شرب مناقلت.
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1  2  3  4  5  6  7  8
8  2  6  3  7  4  5  1
 
 
   

.10
1  2  3  4  5  6  7  8
3  6  4  1  8  2  5  7
 
 
   

.11

1  2  3  4  5  6  7  8
3  1  4  7  2  5  8  6
 
 
   

.12

a هي  ar ولي�ض هناك قوة موجبة اأ�شغر لـِ 
 = e اإذا كان ، r > 0 له الرتبة e بمحايد G من زمرة a 13. تذكّر اأنّ العن�شر

.S8 المحايد. لتكن الزمرة

اأ. ما رتبة الدورة (1,4,5,7)؟

غ مبرهنة م�شتوحاة من الفرع (اأ). ب. �شُ

جـ. ما رتبة σ =(4,5)(2,3,7)؟ وما رتبة τ =(1,4)(3,5,7,8)؟

د. اأوجد رتبة كل من التبديلت المعطاة في التمارين من 10 اإلى 12 بالنظر اإلى تحليلها بو�شفها حا�شل �شرب دورات منف�شلة.

الم�شترك  الم�شاعف  هي  عنها  تبحث  التي  المهمة  الكلمات  [م�ساعدة:  (د).  و  (جـ)  الفرعين  من  م�شتوحاة  مبرهنة  غ  �شُ هـ. 
الاأ�شغر].

في التمارين من 14 اإلى 18، اأوجد اأكبر رتبة ممكنة لعن�شر من Sn لقيمة n المعطاة.

 n = 5 .14n = 6 .15n = 7 .16n = 10 .17 n =15 .18

 S={(1,2,3) , المولِّدة  المجموعة  با�شتخدام   A4 المتناوبة  للزمرة  ا  موجهًا كايلي  ر�شم   22 .9 ل�شكل  ا يظهر   .19
ا عنها بو�شفها حوا�شل �شرب دورات منف�شلة. {(3,4)(1,2). تابع ت�شمية الروؤو�ض الت�شعة الاأخرى بعنا�شر A4، مُعبّرًا

مفاهيم

–اإذا كانت هناك حاجة  الكتاب  اإلى  الرجوع  المكتوب بخط مائل، دون  الحدّ  �شحّح تعريف   ،22 اإلى   20 التمارين من  في 
للت�شحيح – بحيث يكون ب�شيغة قابلة للن�شر.

.σ ِتُر�شَل اإلى نف�شها  على نحو غامر بـ A هو مجموعة جزئيّة اأ�شغريّة غير خالية من σ ِالمدار لـ ،A ٍلمجموعة σ  ٍ20. للتبديل

21. الدورة هي تبديل له مدار واحد.

22. الزمرة المتناوبة هي زمرة التبديلت الزوجيّة جميعها.

Abstract 1_Book.indb   124 3/4/2014   9:03:00 AM

o b e i k a n d l . c o m



الوحدة الثانية الف�شل 9: المدارات، والدورات، والزمر المتناوبة  125

(1, 2)(3, 4)

(1, 2, 3)(1)

ال�شكل 22.9

23. �شع اإ�شارة �شحّ اأو اإ�شارة خطاأ.

ــــــــــــــــــــــــــــ اأ. كل تبديل هو دورة.

ــــــــــــــــــــــــــــ ب. كل دورة هي تبديل.

ــــــــــــــــــــــــــــ جـ. تعريف التبديلت الزوجيّة والفرديّة بالاإمكان اإعطاوؤه على حدّ �شواء قبل المبرهنة 15.9.

ا ما، �شتحوي مناقلة.  ــــــــــــــــــــــــــــ د. كل زمرة جزئيّة غير تافهة H من S9 تحوي تبديلًا  فرديًّ

ا. ــــــــــــــــــــــــــــ هـ. A5 فيها 120 عن�شرًا

.n ≥ 1 ّلي�شت دوريةًا لاأي Sn .ــــــــــــــــــــــــــــ و

ــــــــــــــــــــــــــــ ز. A3 زمرة اإبداليّة.

ــــــــــــــــــــــــــــ ح. S7 تماثل الزمرة الجزئيّة الموؤلفة من العنا�شر كلها من S8 التي تُثَبّت العدد 8.

ــــــــــــــــــــــــــــ طـ. S7 تماثل الزمرة الجزئيّة الموؤلفة من العنا�شر كلها من S8 التي تُثبّت العدد 5.

.S8 ت�شكل زمرة جزئيّة من S8 ــــــــــــــــــــــــــــ ي. التبديلت الفرديّة في

.A3 في المثال 7.8 زوجيّة؟ اأعطِ جدول الزمرة المتناوبة S3 24. اأيّ من التبديلت من

براهين مخت�شرة

ا من جملة واحدة للإثبات 1 للمبرهنة 15.9. 25. اأعطِ اخت�شارًا

ا من جملتين للإثبات 2 للمبرهنة 15.9. 26. اأعطِ اخت�شارًا

براهين

.n ≥ 3 اإذا كان Sn 27. برهن على ما ياأتي حول

اأ. كل تبديلٍ من Sn يمكن كتابته بو�شفه حا�شل �شرب n – 1 مناقلة على الاأكثر.
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ب. كل تبديلٍ من Sn لي�ض دورةًا يمكن كتابته بو�شفه حا�شل �شرب n – 2 مناقلة على الاأكثر.

جـ. كل تبديلٍ فرديّ من Sn يمكن كتابته بو�شفه حا�شل �شرب 2n + 3 مناقلة، وكل تبديلٍ زوجيّ بو�شفه حا�شل 
�شرب 2n+8 مناقلة.

σ و σ(i)=i، فاإنّ عدد مدارات ا لل�شكل 16.9 ؛ لتو�شيح اأنه اإذا كان i و j في مدارين مختلفين لـِ  اأ. ار�شم �شكلًا م�شابهًا  .28 
.σ اأقل بواحدٍ من عدد مدارات (i,j)σ

ا. ب. اأعد الفرع (اأ) اإذا كان σ(j) = j اأي�شًا

ا اأن تكون التبديلت كلها في H زوجيّة اأو ن�شفها بال�شبط زوجية. 29. اأثبت اأنه لاأيّ زمرة جزئيّة H من Sn ، حيث n ≥ 2، اإمَّ

اإنّ " σ تُحرِّك a ∈ A (moves)" اإذا كان σ(a) ≠ a. اإذا كانت A مجموعة  30. ليكن σ تبديلًا لمجموعة A. �شوف نقول: 
ا حُرِّك بدورةٍ σ ∈ SA طولها n؟ منتهية، فكم عن�شرًا

31. لتكن A مجموعة غير منتهية، ولتكن H مجموعة كل σ ∈ SA ، بحيث اإنّ عدد العنا�شر التي حُرِّكت بـِ σ (انظر التمرين 
 .SA زمرة جزئيّة من H ّ30) منتهٍ. اأثبت اأن

ا من  32. لتكن A مجموعة غير منتهية، ولتكن K مجموعة كل σ ∈ SA التي تُحرِّك (انظر التمرين 30) على الاأكثر 50 عن�شرًا
A. فهل K زمرة جزئيّة من SA؟ لماذا؟

ا. اأثبت اأنّ اأيّ تبديل فرديّ من Sn هو حا�شل �شرب σ مع تبديل  ا محدّدًا ، وليكن σ تبديلًا فرديًّ 33. لتكن Sn حيث n ≥ 2 محددةًا
.An ما من

34. اأثبت اأنه  اإذا كانت σ دورةًا طولها فردي، فاإنّ σ2 دورة.

: 35. موا�شلةًا لاتجاه التفكير الذي بُدئ بالتمرين 34، اأكمل ما ياأتي  ب�شرطٍ ي�شمل n و r، على اأن  تكون العبارةُ الناتجةُ مبرهنةًا

ا دورةٌ اإذا وفقط اإذا كان ...  اإذا كانت σ دورةًا طولها n، فاإنّ σr اأي�شًا  

ا من G. اأثبت اأنّ الدالّة λa: G ⟶ G المعطاة بـِ λa(g) = ag لـِ g ∈ G هي تبديلٌ  36. لتكن G زمرة، وليكن a عن�شرًاا محددًا
.G للمجموعة

37. بالرجوع اإلى التمرين 36، اأثبت اأنّ H = {λa|a ∈ G} زمرة جزئيّة من SG، زمرة تبديلت G كلها.

اأنّ H في التمرين 37 متعدّية على المجموعة G. [م�ساعدة: هذه نتيجة  38. بالرجوع اإلى التمرين 49 من الف�شل 8، اأثبت 
مبا�شرة لاإحدى المبرهنات في الف�شل 4].

 (1,2,3,…,n)r(1,2)(1,2,3,…,n)n-r اأنه بتغيرُّ r تعطي  اأثبت  [م�ساعدة:   .{(1,2),(1,2,3,…,n)} اأنّ Sn مُولَّدةٌ بـِ  اأثبت   .39
المناقلت كلها (1,2)، (2,3)، (3,4)، ... ، (n-1,n)، (n,1). ثمّ اأثبت اأنّ اأيّ مناقلة هي حا�شل �شربٍ لبع�ض هذه المناقلت، 

وا�شتخدم النتيجة 12.9].
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مجموعات الم�شاركة ومبرهنة لاجرانج Cosets and the Theorem of Lagrangeالف�شل 10
G. هذه  ا لرتبة  ا قا�شمًا G تبدو دائمًا H من زمرة منتهية  الزمرة الجزئيّة  اأنّ رتبة  ربما لاحظت 
 H اإلى خليا، جميعها لها حجم G مبرهنة لاجرانج، و�شوف نبرهنها من خلل تقديم تجزئةٍ لـِ 

نف�شه؛ لذلك، اإذا وُجِد r من مثل هذه الخليا، ف�شوف يكون لدينا: 
r(H رتبة) = (G رتبة)

لـِ  التجزئة مجموعات الم�شاركة  تُ�شمّى الخليا في  الذي تنتج منه المبرهنة مبا�شرة، ثم �شوف 
H تحقّق خا�شية معيّنة، فاإن كل  اإذا كانت  اأنه  14، �شنرى  H، وهي مهمّة بذاتها، وفي الف�شل 
ا. �شنعطي في  ا من زمرة بطريقة طبيعية جدًّ مجموعة م�شاركة يمكن النظر اإليها بو�شفها عن�شرًا
هذا الف�شل بع�ض الاإي�شاحات حول زمر مجموعات الم�شاركة، لم�شاعدتك على تكوين انطباع عن 

المو�شوع.
مجموعات الم�شاركة

لتكن H زمرة جزئيّة من زمرةٍ G، التي يمكن اأن تكون من رتبة منتهية اأو غير منتهية. �شنُقدّم 
.G على ~R و ~L ،من خلل تعريف علقتي تكافوؤ G ِتجزئتين لـ

1.10ِ مبرهنة لتكن H زمرة جزئيّة من G، ولتكن العلقة L~ معرّفةًا على G بـ
.a-1b ∈ H            اإذا وفقط اإذا كان               a ~L b  

لتكن R~ مُعرّفةًا بـِ 
.ab-1 ∈ H              اإذا وفقط اإذا كان             a ~R b  

.G علقة تكافوؤ على ~R و ~L عندئذٍ تكون كلتا 

�شنثبت اأنّ L~ علقة تكافوؤ، ونترك برهان ذلك لـِ R~ اإلى التمرين 26. ولاحظ عند قراءتك للبرهان، البرهان
.G زمرة جزئيّة من H ّكيف يتعيّن علينا با�شتمرار ا�شتخدام حقيقة اأن

ليكن a ∈ G، عندئذٍ يكون a-1a =e و e ∈ H؛ لاأن H زمرة جزئيّة؛ لذلك، a ~L a.منعك�شة

متناظرة

متعدية

جــزئــيّــة،  زمـــرة   H ولاأنّ   ،a-1b∈H يــكــون  عــنــدئــذٍ   ،a~Lb اأنّ  ــض  ــتر�  اف
.b ~L a و H في b-1a  ؛ ولذلك(a-1b)-1 = b-1a و H في (a-1b)-1

 ليكن a ~L b  وb ~L c، عندئذٍ يكون a-1b ∈ H وb-1c ∈ H، ولاأنّ H زمرة 
t                                    .a ~L c  ؛ ولذلك H في (a−1b)(b−1c) = a−1c ،جزئيّة

تُعرِّف علقةُ التكافوؤ L~ في المبرهنة 1.10 تجزئة لـِ G، كما  و�شفت في المبرهنة 22.0. لنلحظ 
 ، x ∈ G من كل a تتاألف الخلية التي تحوي ،a ∈ G ّكيف تبدو الخليا في هذه التجزئة. افتر�ض اأن
بحيث اإنّ a ~L x، وهذا يعني كل x ∈ G ، بحيث اإنّ a-1 x ∈ H. الاآن، a-1x ∈ H  اإذا وفقط اإذا 
 h ∈ لعن�شر ما x = ah اأو ب�شيغة مكافئة، اإذا وفقط اإذا كان ،h ∈ H لعن�شر ما a-1x = h كان
H؛ ولذلك، فالخلية التي تحوي a هي {ah |h ∈ H}، التي نرمز لها بـِ aH، واإذا ما اتبعنا التبرير 
نف�شه لعلقة التكافوؤ R~ المعرّفة بـِ H، فنجد اأنّ الخلية من هذه التجزئة التي تحوي a ∈ G هي 
ع اأن تكون  Ha= {ha | h ∈ H}، ولاأنّ G لي�شت بال�شرورة اإبداليّة، فلي�ض لدينا ما يدعو اإلى تَوقُّ

ا: ا منهجيًّ aH و Ha  هما المجموعة الجزئيّة نف�شها من G. نعطي الاآن تعريفًا
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لتكــن H زمــرة جزئيّــة مــن زمــرة G، المجموعــة الجزئيّــة aH = {ah | h ∈ H} مــن G، هــي 2.10 تعريف
 مجموعـــة الم�شارَكـــة الي�ـــشرى (left coset) لـــِ H التــي تحــوي a، بينمــا المجموعــة الجزئيّــة
¡           .a التي تحوي H ِلـ (right coset) هي مجموعة الم�شاركة اليمنى ، Ha = {ha | h ∈ H}

اعر�ض مجموعات الم�شاركة الي�شرى ومجموعات الم�شاركة اليمنى للزمرة الجزئيّة 3ℤ من ℤ.3.10 مثال

3ℤ التي تحوي m هي m + 3ℤ، الحل رَمْزُنا هنا هو الجمع؛ ولذلك، فمجموعة الم�شاركة الي�شرى لـِ 
وباأخذ m = 0، نرى اأنّ 

3ℤ = {…, -9, -6, -3, 0, 3, 6,9,…}

وهي نف�شها واحدة من مجموعات م�شاركتها الي�شرى، مجموعة الم�شاركة التي تحوي 0، ولاإيجاد 
مجموعة  ونجد   ،1 لنَقُل:   ،3ℤ في  لي�ض   ℤ من  ا  عن�شرًا نختار  اأخرى،  ي�شرى  م�شاركة  مجموعة 

الم�شاركة الي�شرى التي تحويه:
1+3ℤ = {…,-8,-5,-2,1,4,7,10,…}.

: 2 لي�ض في  مجموعتا الم�شاركة الي�شريان هاتان، 3ℤ و 3ℤ + 1، لم ت�شتنفدا ℤ كلها بعد، فمثلًا
اأيّ منهما، مجموعة الم�شاركة الي�شرى التي تحوي 2 ، هي: 

2 + 3ℤ = {…,-7,-4,-1,2,5,8,11,…}

من الوا�شح اأنّ مجموعات الم�شاركة الي�شرى الثلث التي اأوجدناها ت�شتنفد ℤ؛ ولذلك،  فهي تُ�شكّل 
.3ℤ ِاإلى مجموعات م�شاركة ي�شرى لـ ℤ تجزئة

لاأنّ ℤ اإبداليّة، فمجموعة الم�شاركة الي�شرى m + 3ℤ هي مجموعة الم�شاركة اليمنى   
نف�شها 3ℤ + m؛ ولهذا  فتجزئة ℤ اإلى مجموعات م�شاركة يمنى هي نف�شها.                           �

نلحظ من المثال 3.10 اأمرين.

لزمرة جزئيّة H من زمرة اإبداليّة G، تكون تجزئة G اإلى مجموعات م�شاركة ي�شرى لـِ H هي 
تجزئة G نف�شها اإلى مجموعات م�شاركة يمنى.

كذلك، بالنظر ثانيةًا اإلى المثالين 17.0 و 20.0، نرى اأنّ علقة التكافوؤ R~ للزمرة الجزئية nℤ من 
ℤ هي علقة التطابق نف�شها مقيا�ض n. تذكّر اأنّ h ≡ k (mod n) في ℤ ، اإذا كان h – k يقبل 
ا مِثل قولنا: اإنّ h + (-k) هو في nℤ، التي هي العلقة R~ في المبرهنة  الق�شمة على n، وهذا تمامًا
اإلى �شفوف   ℤ nℤ هي تجزئة  لـِ  اإلى مجموعات م�شاركة   ℤ 1.10 برمز الجمع؛ ولذلك، فتجزئة 
 ،nℤ ا للخليا في هذه التجزئة بمجموعات الم�شاركة مقيا�ض بواقٍ مقيا�ض n؛ لهذا ، ن�شير غالبًا
لاحظ اأننا لا نحتاج اإلى اأن نحدّد مجموعات م�شاركة ي�شرى اأو يمنى؛ لاأنها نف�شها لهذه الزمرة 

.ℤ الاإبداليّة

الزمرة ℤ6 اإبداليّة. اأوجد تجزئة ℤ6 اإلى مجموعات م�شاركة للزمرة الجزئيّة H = {0,3}.4.10 مثال
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 اإحــدى مجموعــات الم�شــاركة هــي {0,3} نف�شــها، ومجموعــة الم�شــاركة التــي تحــوي 1، هــيالحل
 {1,4} = {0,3} + 1، وكذلك مجموعة الم�شــاركة التي تحوي 2 ، هي {2,5} = {0,3} + 2، 
ولاأنّ {0,3} ، و{1,4} ، و{2,5} ت�شتنفد ℤ6 جميعها، فهذه هي مجموعات الم�شاركة كلها. �

ثانيةًا  فبالرجوع   ،14 الف�شل  في  بالتف�شيل  �شنو�شحه  مده�ض  �شيء  اإلى  النظر  نلفت   
العنا�شر م�شرودةًا  ℤ6، لكن مع كون  لـِ  الثنائيّة  العملية   5.10 4.10، يعطي الجدول  اإلى المثال 
{2,5}، وقد ظلّلنا الجدول   ،{1,4}  ،{0,3} الم�شاركة  الذي ظهرت به في مجموعات  بالترتيب 

بح�شب مجموعات الم�شاركة هذه.

افتر�ض اأننا رمزنا لمجموعات الم�شاركة هذه بح�شب تظليلها بـِ فا (فاتح)، مت (متو�شط)،   
وغا (غامق)، عندئذٍ يُعرِّف الجدول 5.10 عملية ثنائية على هذه التظليلت، وفي الجدول 6.10، 
لاحظ اأنه اإذا ا�شتبدلنا 0 بـِ فا، و1 بـِ مت، و 2 بـِ غا في الجدول 6.10، فاإننا نح�شل على جدول 
ℤ3؛ لذلك فجدول التظليلت ي�شكل زمرة! و�شوف نرى في الف�شل 14 اأنه لتجزئة زمرةٍ اإبدالّية اإلى 

مجموعات م�شاركة لزمرة جزئيّة، فاإنّ اإعادة ترتيب جدول الزمرة بح�شب العنا�شر في مجموعات 
الم�شاركة يُن�شئ مثل زمرة مجموعات الم�شاركة هذه.

الجدول 6.10الجدول 5.10

فامتغا

فافامتغا

متمتغافا

غاغافامت

H 7.10 مثال ولتكن  حروف،  ثلثة  على   S3 التناظر  لزمرة   8.8 الجدولَ  اأخرى  مرةًا   8.10 الجدولُ  يبين 
 ،H ِاإلى مجموعات م�شاركة ي�شرى لـ S3 فاأوجد تجزئة ،S3 من { }1 0 1,µ ρ µ= الزمرة الجزئيّة 

.H ِوالتجزئة اإلى مجموعات م�شاركة يمنى لـ
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للتجزئة اإلى مجموعات م�شاركة ي�شرى، لدينا: الحل
  H = {𝜌𝜌0 , μ1},                                       
𝜌𝜌1H = {𝜌𝜌1𝜌𝜌0 , 𝜌𝜌1 μ1} = {𝜌𝜌1 , μ3},     
 𝜌𝜌2H = {𝜌𝜌2𝜌𝜌0 , 𝜌𝜌2 μ1} = {𝜌𝜌2 , μ2}.

التجزئة اإلى مجموعات م�شاركة يمنى هي: 
   H = {𝜌𝜌0 , μ1},                    

H 𝜌𝜌1 = {𝜌𝜌0𝜌𝜌1 , μ1𝜌𝜌1} = {𝜌𝜌1 , μ2},

H 𝜌𝜌2 = {𝜌𝜌0𝜌𝜌2 , μ1𝜌𝜌2} = {𝜌𝜌2 , μ3}. 

والتجزئة اإلى مجموعات م�شاركة ي�شرى لـِ H مختلفة عن التجزئة اإلى مجموعات م�شاركة يمنى، 
فمثلًا: مجموعة الم�شاركة الي�شرى التي تحوي 𝜌𝜌1 هي {𝜌𝜌1 , μ3}، في حين اأنّ مجموعة الم�شاركة 
اليمنى التي تحوي 𝜌𝜌1 هي {𝜌𝜌1 , μ2}، هذا لا يفاجئنا؛ لاأن الزمرة S3 غير اإبداليّة.                    �

S3، فقد �شُرِدت  9.10 �شرب التبديلت في  7.10، يعطي الجدول  اإلى المثال  بالرجوع   
،{𝜌𝜌1, μ3}  ،{𝜌𝜌0, μ1} الي�شرى  الم�شاركة  مجموعات  في  به  ظهرت  الذي  بالترتيب   العنا�شر 

{𝜌𝜌2, μ2} التي وجدت في ذاك المثال، ثم مرةًا اأخرى، ظلّلنا الجدول على �شورة: فاتح، ومتو�شط، 
هذا  بين  الفرق  لاحظ  والاآن،  العنا�شر،  اإليها  تنتمي  التي  الم�شاركة  مجموعات  بح�شب  وغامق 
الجدول والجدول 5.10، فلم ينق�شم ج�شم الجدول هذه المرة اإلى كُتل 2 × 2 مقابل وتحت مجموعات 
الم�شاركة المظللة في الي�شار والاأعلى  كالجدول 5.10، ولم نح�شل على زمرةِ مجموعاتٍ م�شاركة، 

ا. ا اأو متو�شطًا فحا�شل �شرب عن�شر فاتح واآخر غامق يمكن اأن يكون غامقًا

الجزئيــة  للزمــرة  الي�شريــين  الم�شــاركة  مجموعتــي  بح�شــب   8.10 الجــدول  ـل  ظُلّـِ  
ــا مجموعتا الم�شــاركة اليمنيين، على الرغم من  } من S3، هاتان هما اأي�شًا }1 0 1 2, ,ρ ρ ρ ρ=

اأنّ S3 لي�شت اإبداليّة، فمن الوا�شح من خلل الجدول 8.10 اأنّ لدينا زمرة مجموعات م�شاركة
                        الجدول 8.10                                                الجدول 9.10
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تماثل ℤ2 في هذه الحالة، �شوف نرى في الف�شل 14 اأنّ مجموعات الم�شاركة الي�شرى لزمرة جزئيّة 
H من زمرة G تُن�شئ زمرة مجموعات م�شاركة بال�شبط، عندما تكون تجزئة G اإلى مجموعات 
H. وفي مثل هذه  لـِ  م�شاركة يمنى  اإلى مجموعات  نف�شها  التجزئة  ، هي   H لــِ  ي�شرى  م�شاركة 
الحالة، يمكننا بب�شاطة اأن نتكلم عن مجموعات م�شاركة لـِ H، حاذفين �شفة ي�شرى اأو يمنى، 
�شيكون من  اأنه  نظن  اأننا  اإلّا   ،14 الف�شل  بالتف�شيل في  الم�شاركة  �شنناق�ض زمر مجموعات  ثم 
مت بع�ض التمارين في هذا  مِّ ا، اإذا تعاملت معها قليلًا الاآن. وقد �شُ الاأ�شهل لك اأن تفهمها لاحقًا

الف�شل لهذه الغاية.

مبرهنة لاجرانج 
واأيّ مجموعة  ي�شرى  م�شاركةٍ  اأيّ مجموعة  اأنّ  ندّعي  G، وهنا  زمرة  زمرة جزئيّة من   H لتكن 
م�شاركة يمنى لـِ H فيها عدد العنا�شر نف�شه الذي في H، ونثبت ذلك من خلل تقديم دالّةٍ اأُحاديّةٍ 
H لعن�شر محدّدٍ g من G، فاإذا كانت H ذات  غامرة من H اإلى مجموعة م�شاركة ي�شرى gH لـِ 
رتبةٍ منتهية، ف�شيثبت هذا اأنّ gH فيها عدد العنا�شر نف�شه الذي في H، واإذا كانت H غير منتهية، 
فيوؤخذ وجود مثل هذه الدالّة على اأنه تعريفُ ت�شاوي حجم H وحجم gH. (انظر التعريف 13.0). 

لكل   ( )h ghφ = وليكن الطبيعي،  الاختيار  هو   : H gHφ → اأحاديّة  لدالّة  اختيارنا        
{gh| h∈ H}، ثم لاإثبات  gH على ال�شورة  gH بح�شب تعريف  اإلى  h∈H، هذه الدالّة غامرة 
) لـِ h1 و h2 من H، عندئذٍ يكون gh1 = gh2 ، وبقانون  ) ( )1 2h hφ φ= اأنها اأحاديّة، افتر�ض اأنّ 

φ اأحاديّة.  الحذف في الزمرة G نح�شل على h1 = h2؛ لذلك 

بالطبع، يمكن تكوين دالّة اأحاديّة غامرة م�شابهة من H اإلى مجموعة الم�شاركة اليمنى   
Hg. (انظر التمرين 27). نلخ�ض بالاآتي: 

 كل مجموعة م�شاركة (يمنى اأو ي�شرى) لزمرة جزئية H من زمرة G فيها عدد العنا�شر نف�شه 
.H الذي في

يمكننا الاآن اإثبات مبرهنة لاجرانج.
10.10 مبرهنة

البرهان

ا  قا�شمًا  H رتبة  G، عندئذٍ تكون  H زمرة جزئيّة من زمرة منتهية  لتكن  لاجرانج):  (مبرهنة 
 .G لرتبة

لتكن n رتبة G، ولتكن H من الرتبة m. تثبت العبارة الموؤطّرة ال�شابقة اأنّ اأيّ مجموعة م�شاركة 
ا، فليكن r عدد الخليا في تجزئة G اإلى مجموعات م�شاركةٍ ي�شرى لـِ  H فيها كذلك m عن�شرًا لـِ 
                                           ¿                                                         .n ِهي فعلًا  قا�شمٌ لـ m  ،؛ ولذلكn = rm عندئذٍ، يكون ،H
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البرهان

11.10 نتيجة

البرهان

        لاحظ اأنّ هذه المبرهنة الرائعة والمهمة جاءت من العدّ الب�شيط لمجموعات الم�شاركة ولعددِ 
ا ما!).  ا بنتائج تَعُدُّ �شيئًا العنا�شر في كل منها. (لا ت�شتخفَّ اأبدًا

�شنوا�شل ا�شتقاق نتائج للمبرهنة 10.10، التي يجب اأن تُعدَّ مبرهنة عدّ. 

كل زمرة من رتبة اأوليّة هي دورية. 

ا عن المحايد، عندئذٍ يكون في الزمرة  ا من G مختلفًا لتكن G من رتبة اأوليّة p، وليكن a عن�شرًا
المبرهنة  من  لكن   ،e و   a عن�شران،  الاأقل  على   a بـ  المولّدة   G من   〉a〈 الدوريّة  الجزئيّة 
لدينا يكون  اأن  يجب  لذلك،  p؛  الاأولّي  العدد  تق�شم  اأن  يجب   〉a〈 لـِ   m≥ 2 الرتبة   ،10.10 
m = p و a〈 = G〈؛ ولذلك  G دورية.                                                                                      ¿

ا فقط - وفق  ، نرى اأنّ هناك تركيب زمرة واحدًا p        ولاأنّ كل زمرة دوريّة من الرتبة p تماثل 
التماثل – من رتبة اأوليّة معطاة p. الاآن، األم تنبثق هذه النتيجة ب�شهولة عن مبرهنة لاجرانج، التي 
هي مبرهنة عدّ؟ لا ت�شتخفَّ اأبدًاا بمبرهنةٍ تعدّ �شيئًاا ما. )برهنة النتيجة ال�شابقة هي �شوؤال امتحان 

ل(.  مف�شّ

12.10 مبرهنة 

البرهان

13.10 تعريف

14.10  مبرهنة

رتبة العن�شر من زمرة منتهية تق�شم رتبة الزمرة. 

هذه  اأنّ  نرى  به،  المولَّدة  الدوريّة  الجزئيّة  للزمرة  نف�شها  الرتبة  هي  العن�شر  رتبة  اأنّ  رنا  بتذكُّ
المبرهنة تنتج مبا�شرة من المبرهنة 10.10.                                                                                 ¿ 

الدليل  G هو  H في  لـِ  الي�شرى  G، عدد مجموعات الم�شارَكة  H زمرة جزئيّة من زمرة  لتكن 
 ¢                                                                                                 .G في H ِلـ (G : H) (index)

 G كانت  فاإذا  منتهٍ،  غير  اأو  ا  منتهيًا يكون  اأن  يمكن  ا  توًّ عُرِّف  الذي   (G : H) الدليل   
؛ لاأن كل مجموعة م�شاركة لـِ  ( : ) | | /G  H   G H= منتهية، فمن الوا�شح اأنّ (G : H) منتهٍ و 
ا، ويبيّن التمرين 35 اأنّ الدليل (G: H) يمكن اأن يُعرَّف على حدٍّ �شواءٍ باأنّه  H تحوي |H| عن�شرًا
H في G، وهنا ن�شوغ مبرهنةًا اأ�شا�شية متعلقةًا باأدلّة الزمر  عدد مجموعات الم�شاركة اليمنى لـِ 

الجزئيّة، ونترك البرهان للتمارين (انظر التمرين 38).

(H : K) ّوافتر�ض اأن ، K ≤ H ≤ G ّبحيث اإن ،G زمرتان جزئيتان من زمرة K و H  ّافتر�ض اأن 
 .(G: K) = (G : H)(H: K) ا، و و(G: H) كلهما منتهٍ، عندئذٍ يكون (G: H) منتهيًا

      تبيّن المبرهنة 10.10 اأنه اإذا كان هناك زمرة جزئيّة H من زمرة منتهية G، فاإنّ رتبة H تق�شم 
رتبة G، هل ترى اأنّ العك�ض �شحيح؟ اأي اإنه، اإذا كانت G زمرة من رتبة n، وm تق�شم n، فهل هناك 
ا زمرة جزئيّة من الرتبة m؟ �شوف نرى في الف�شل الاآتي اأنّ هذا �شحيح للزمر الاإبداليّة، ومن  دائمًا
ا  ناحية اأخرى، يمكن اأن يُثْبَتَ اأنّ A4 لي�ض لها زمرة جزئيّة من الرتبة 6، ما يعطي مثالاًا مناق�شًا

للزمر غير الاإبداليّة. 
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¢ تمارين 10 

ح�شابات 
 . 4 من  1. اأوجد مجموعات الم�شاركة كلها للزمرة الجزئيّة 

  . 2 4 من  2. اأوجد مجموعات الم�شاركة كلها للزمرة الجزئيّة 

. 12 3. اأوجد مجموعات الم�شاركة كلها للزمرة الجزئيّة ⟩2⟨ من 

. 12 4. اأوجد مجموعات الم�شاركة كلها للزمرة الجزئيّة ⟩4⟨ من 

. 36 5. اأوجد مجموعات الم�شاركة كلها للزمرة الجزئيّة ⟩18⟨ من 

6. اأوجد مجموعات الم�شاركة الي�شرى كلها للزمرة الجزئيّة {ρ0, μ2} من الزمرة D4 المعطاة بالجدول 12.8.

7. اأعد التمرين ال�شابق، لكن اأوجد هذه المرة مجموعات الم�شاركة اليمنى. هل ترى اأنها هي مجموعات الم�شاركة الي�شرى 
نف�شها؟ 

8. اأعد كتابة  الجدول 12.8 بالترتيب الظاهر من خلل مجموعات الم�شاركة الي�شرى في التمرين 6. هل يبدو اأنك ح�شلت 
4 اأم زمرة كلين الرباعيّة V؟  على زمرة مجموعات م�شاركة من الرتبة 4؟ فاإذا كان كذلك، فهل هي تماثل 

 .D4 من {ρ0, μ2} 9 . اأعد التمرين 6 للزمرة الجزئيّة

10. اأعد التمرين ال�شابق، لكن اأوجد هذه المرة مجموعات الم�شاركة اليمنى. هل هي مجموعات الم�شاركة الي�شرى نف�شها ؟

.  اأعد كتابة الجدول 12.8 بالترتيب الظاهر من خلل مجموعات الم�شاركة الي�شرى في التمرين 9. هل يبدو اأنك ح�شلت  11

4 اأم زمرة كلين الرباعية V؟ على زمرة مجموعات م�شاركة من الرتبة 4؟ اإذا كان كذلك، فهل هي تماثل 

 .ℤ24 12. اأوجد دليل ⟩3⟨ في الزمرة

13. اأوجد دليل ⟩μ1⟨ في الزمرة S3، با�شتخدام الرمز في المثال 7.10. 

14. اأوجد دليل ⟩μ2⟨ في الزمرة D4 المعطاة في الجدول 12.8. 

 .S5 في ⟩σ⟨ اأوجد دليل .S5 من σ = (1, 2, 5, 4)(2, 3) 15. ليكن

 .S6 في ⟩μ⟨ اأوجد دليل .S6 من μ = (1, 2, 4, 5)(3, 6) 16. ليكن

مفاهيم 

– اإذا كانت هناك حاجة  الكتاب  اإلى  الرجوع  المكتوب بخط مائل دون  الحدّ  17 و 18، �شحّح تعريف  التمرينين  في 
للت�شحيح- بحيث يكون ب�شيغة قابلة للن�شر. 

.aH = {ah|h ∈ H} هي ، a التي تحوي H ِمجموعة الم�ساركة الي�سرى لـ .H ⊆ G زمرة، ولتكن G 17. لتكن

 .G في H ِهو عدد مجموعات الم�ساركة اليمنى لـ G في H اإنّ دليل .H ≤ G زمرة، ولتكن G 18. لتكن 
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19. �شع اإ�شارة �شح اأو اإ�شارة خطاأ:

ــــــــــــــــــــــ اأ. كل زمرة جزئيّة من اأيّ زمرة لها مجموعات م�شاركة ي�شرى. 

ــــــــــــــــــــــ ب. عدد مجموعات الم�شاركة الي�شرى لزمرة جزئيّة من زمرة منتهية يق�شم رتبة الزمرة. 

ــــــــــــــــــــــ جـ. كل زمرة من رتبة اأوّليّة هي اإبداليّة. 

ــــــــــــــــــــــ د. لا يمكن اأن تكون هناك مجموعات م�شاركة ي�شرى لزمرة جزئيّة منتهية من زمرة غير منتهية. 

ــــــــــــــــــــــ هـ. الزمرة الجزئيّة من زمرة، هي مجموعة م�شاركة ي�شرى لذاتها. 

ــــــــــــــــــــــ و. فقط الزمر الجزئيّة من زمرٍ منتهية يمكن اأن يكون لها مجموعات م�شاركة ي�شرى. 

 .n > 1 ِلـ Sn لها الدليل 2 في An .ــــــــــــــــــــــ ز

ــــــــــــــــــــــ ح. مبرهنة لاجرانج نتيجة لطيفة. 

ا من اأيّ رتبة تق�شم رتبة الزمرة.  ــــــــــــــــــــــ ط. كل زمرة منتهية تحوي عن�شرًا

ا من اأيّ رتبة تق�شم رتبة الزمرة.  ــــــــــــــــــــــ ي. كل زمرةٍ منتهيةٍ دوريّةٍ تحوي عن�شرًا

في التمارين من 20 اإلى 24، اأعطِ مثالاًا على الزمرة الجزئيّة والزمرة المطلوبتين اإن اأمكن، واإذا كان ذلك غير ممكن، فبيّن 
ال�شبب. 

20. زمرة جزئيّة من زمرة اإبداليّة G، مجموعاتها الم�شاركة الي�شرى ومجموعاتها الم�شاركة اليمنى تعطيان تجزئتين 
 .G ِمختلفتين لـ

21. زمرة جزئيّة من زمرة G، تعطي مجموعاتها الم�شاركة الي�شرى تجزئة لـِ G اإلى خلية واحدة فقط. 

22. زمرة جزئيّة من زمرة من الرتبة 6، تعطي مجموعاتها الم�شاركة الي�شرى تجزئة للزمرة اإلى 6 خليا. 

23. زمرة جزئيّة من زمرة من الرتبة 6، تعطي مجموعاتها الم�شاركة الي�شرى تجزئة للزمرة اإلى 12 خلية. 

24. زمرة جزئيّة من زمرة من الرتبة 6، تعطي مجموعاتها الم�شاركة الي�شرى تجزئة للزمرة اإلى 4 خليا. 

براهين مخت�شرة

ا من جملة واحدة لاإثبات المبرهنة 10.10. 25. اأعطِ اخت�شارًا

براهين 

26. برهن على اأنّ العلقة R~ في المبرهنة 1.10 هي علقة تكافوؤ. 

27. لتكن H زمرة جزئيّة من زمرة G، وليكن g ∈ G. عرِّف دالةًا اأحاديّة غامرة من H اإلى Hg، وبرهن على اأنّ دالّتك 
 .Hg اأحاديّة وغامرة اإلى
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28. لتكن H زمرة جزئيّة من زمرة G، بحيث اإنّ g−1hg ∈H لكل g ∈ G، وكل h ∈ H. اأثبت اأنّ كل مجموعة م�شاركة 
ي�شرى gH هي مجموعة الم�شاركة اليمنى Hg نف�شها.

29. لتكن H زمرة جزئيّة من زمرة G. برهن على اأنه اإذا كانت تجزئة G اإلى مجموعات م�شاركة ي�شرى لـِ H هي التجزئة 
نف�شها اإلى مجموعات م�شاركة يمنى لـِ H، فاإنّ g−1hg ∈ H لكل g ∈ G ، وكل h ∈ H. (لاحظ اأنّ هذا هو عك�ض التمرين 

 .( 28

لتكن H زمرة جزئيّة من زمرة G، وليكن a, b ∈ G. فبرهن في التمارين من 30 اإلى 33 على �شحّة العبارة اأو اأعطِ مثالاًا 
ا.  مناق�شًا

 .Ha = Hb ّفاإن ،aH = bH 30. اإذا كان

.b ∈ Ha ّفاإن ،Ha= Hb 31. اإذا كان

 .Ha−1 = Hb−1 ّفاإن ،aH = bH 32. اإذا كان

 .a2H = b2H ّفاإن ،aH = bH 33. اإذا كان

34. لتكن G زمرة من الرتبة pq، بحيث اإنّ p و q عددان اأوّليان. اأثبت اأنّ اأيّ زمرة جزئيّة فعلية من G هي دوريّة. 

35. اأثبت اأنّ هناك العدد نف�شه من مجموعات الم�شاركة الي�شرى واليمنى لزمرة جزئيّة H من زمرة G؛ اأي، قدّم دالّة اأحاديّة 
غامرة من جماعة مجموعات الم�شاركة الي�شرى اإلى جماعة مجموعات الم�شاركة اليمنى. (لاحظ اأنّ هذه النتيجة وا�شحة 

من خلل العدّ للزمر المنتهية، واأنّ برهانك يجب اأن ي�شلح لاأيّ زمرة).

ا من الرتبة 2. با�شتخدام مبرهنة  36. بيّن التمرين 29 في الف�شل 4 اأنّ اأيّ زمرة منتهية من رتبة زوجيّة 2n تحوي عن�شرًا
ا بال�شبط من الرتبة 2. ا واحدًا لاجرانج، اأثبت اأنه اإذا كانت n فرديّة، فاإنّ الزمرة الاإبداليّة من الرتبة 2n تحوي عن�شرًا

37. اأثبت اأنّ الزمرة التي فيها عن�شران على الاأقل، لكن لي�ض لها زمرة جزئيّة فعلية غير تافهة، يجب اأن تكون منتهية ومن 
رتبة اأوّليّة. 

 38. اأثبت المبرهنة 14.10 [م�شاعدة: لتكن { ai H | i = 1, · · · , r} جماعة مجموعات الم�شاركة الي�شرى المختلفة لـِ 
H في G ، و{bj K | j = 1, · · · , s}  جماعة مجموعات الم�شاركة الي�شرى المختلفة لـِ K في H. برهن على اأنّ:   

{ }( ) | 1,..., ; 1,...,i ja b K i r j s= =

.[ G في K ِهي جماعة مجموعات الم�شاركة الي�شرى المختلفة لـ

39. اأثبت اأنه اإذا كانت H زمرة جزئيّة دليلها 2 في زمرة منتهية G، فاإنّ اأيّ مجموعة م�شاركة ي�شرى لـِ H هي كذلك 
 .H ِمجموعة م�شاركة يمنى لـ

 .a∈ G لكل an = e ّفاإن ،n الرتبةَ المنتهية e ٍمع محايد G 40. اأثبت اأنه اإذا كان للزمرة

ا  ا واحدًا  من زمرة الجمع للأعداد الحقيقية، تحوي عن�شرًا 41. اأثبت اأنّ اأيّ مجموعة م�شاركة ي�شرى للزمرة الجزئيّة 
 .0 ≤ x < 1 ّبحيث اإن ، x بال�شبط

42. اأثبت اأنّ الدالّة جيب (sine) تقرن القيمة نف�شها مع كل عن�شر من اأيّ مجموعة م�شاركة ي�شرى محدّدة للزمرة الجزئيّة 
التعريف على مجموعة مجموعات  (sine) دالةًا ح�شنة  (لذلك تولِّدُ جيب   . من زمرة الجمع للأعداد الحقيقية  〈2π〉
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.( sinx من مجموعة الم�شاركة وح�شاب x الم�شاركة؛ ونح�شل على قيمة الدالّة عند مجموعة م�شاركة، باختيارنا لعن�شر

 h ∈ H لعن�شر ما a = hbk اإذا وفقط اإذا كان ،a ~ b ِبـ G عرّف ~ على .G زمرتين جزئيّتين من زمرة K و H 43. لتكن
 .k ∈ K وعن�شر ما

 .G اأ. برهن على اأنّ ~ هي علقة تكافوؤ على

ف العنا�شر في �شفّ التكافوؤ الذي يحوي a ∈ G. (ت�شمّى �شفوف التكافوؤ هذه ـ مجموعات الم�شاركة المزدوجة  ب. �شِ
.(double cosets)

 .A ا من ا خا�شًّ 44. لتكن SA زمرة التبديلت جميعها للمجموعة A، وليكن c عن�شرًا

.SA من Sc,c زمرة جزئيّة {σ ∈ SA | σ(c) = c} ّاأ. اأثبت اأن

ا اآخر من A. هل Sc,d = {σ ∈ SA | σ(c) = d} زمرة جزئيّة من SA؟ لماذا؟ اأو لماذا لا؟  ا خا�شًّ ب. ليكن d ≠ c عن�شرًا

�ض المجموعات Sc,d في الفرع (ب) بدلالة الزمرة الجزئيّة Sc,c في الفرع (اأ).  جـ. �شخِّ

45. اأثبت اأنّ للزمرة الدوريّة المنتهية من الرتبة n زمرة جزئيّة واحدة بال�شبط من كل رتبةٍ d تق�شم n، واأنّ هذه هي الزمر 
الجزئيّة كلها لها. 

46. تُعرَّف دالة–فاي لاأويلر (Euler phi�function) للأعداد ال�شحيحة الموجبة n بـِ 𝜑𝜑(n)= s، حيث s هي عدد الاأعداد 
ا مع n. ا�شتخدم التمرين 45 في اإثبات اأنّ: ال�شحيحة الموجبة التي اأقل من اأو ت�شاوي n الاأوّلية ن�شبيًّ

 ( )
|

n d
d n

ϕ= ∑

 
 ( )

|
n d

d n
ϕ= ∑

يوؤخذ المجموع على الاأعداد ال�شحيحة الموجبة d كلها التي تق�شم n. [م�ساعدة: لاحظ اأنّ عدد مولّدات ℤd هو 𝜑𝜑(d) بح�شب 
النتيجة 16.6]. 

47. لتكن G زمرة منتهية. اأثبت اأنه اإذا كان لاأيّ عدد �شحيح موجب m، عدد الحلول x للمعادلة xm= e في G هو على 
ا من  الاأكثر m، فاإنّ G دوريّة. [م�ساعدة: ا�شتخدم المبرهنة 12.10 والتمرين 46 في اإثبات اأنّ G يجب اأن تحوي عن�شرًا

 .[n= |G| الرتبة
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دالف�شل 11   ال�شرب المبا�شر والزمر الاإبدالية منتهية التولُّ
Direct Products and Finitely Generated Abelian Groups

ال�شرب المبا�شر 
ِلنُم�ضِ لحظةًا في مراجعة مخزوننا الحالي من الزمر، ولنبداأ بالزمر المنتهية، لدينا الزمرة الدورية 
الزمرة  ا  اأي�شًا ولدينا   ،n لكل عدد �شحيح موجب   An المتناوبة  والزمرة   ،Sn التناظر  ℤn، وزمرة 

ا جزئيّة،  الزوجيّة Dn من الف�شل 8، وزمرة كلين الرباعية V، وبالطبع نعرف اأنّ لهذه الزمر زمرًا
ولننتقل الاآن اإلى الزمر غير المنتهية، فلدينا زمرٌ موؤلفة من مجموعات اأعدادٍ بالن�شبة اإلى الجمع اأو 
ال�شرب المعتادين، على �شبيل المثال: ℤ، و ℝ، و ℂ بالن�شبة اإلى الجمع، وعنا�شرها غير ال�شفرية 
بالن�شبة اإلى ال�شرب، ولدينا الزمرة U للأعداد المركبة ذات المقدار 1 بالن�شبة اإلى ال�شرب، التي 
 SA ا الزمرة تماثل كُلًّ من الزمر ℝc بالن�شبة اإلى الجمع مقيا�ض c، حيث +c ∈ ℝ، ولدينا اأي�شًا

للتبديلت جميعها للمجموعة غير المنتهية A، اإ�شافة اإلى زمر مختلفة مكوّنة من م�شفوفات. 

1.11 تعريف

يتمثل اأحد اأهداف هذا الف�شل في بيان طريقةٍ لا�شتخدام زمر معروفة بو�شفها وحدات   
زمر  الطريقة من  بهذه  الرباعية  زمرة كلين  اإن�شاء  يعاد  و�شوف  الزمر،  مزيد من  لت�شكيل  بناء 
دوريّة، حيث �شيعطينا توظيف هذا الاإجراء مع الزمر الدوريّة طائفةًا كبيرة من الزمر الاإبداليّة، 
ويمكن اإثبات اأنها ت�شمل اأنواع التراكيب جميعها الممكنة للزمرة الاإبداليّة المنتهية. �شنبداأ بتعميم 

التعريف 4.0. 
مجموعة  هو   S1, S2,...,Sn  (Cartesian product of sets) للمجموعات  الديكارتي  ال�شرب 

ِ المتعددات كلها (a1, a2, …, an) من الرتبة n، حيث ai ∈ Si لـ
 i= 1,2, …, n. يرمز لل�شرب الديكارتي اإمّا بـِ 

S1× S2 × … × Sn

1

n

i
i

S
=
∏

                                                       
اأو بـِ

2.11 مبرهنة

ا  ا تعريف ال�شرب الديكارتي لعدد غير منتهٍ من المجموعات، لكن التعريف اأكثر تعقيدًا يمكننا اأي�شًا
اإلى حدّ بعيد، ولن نحتاج اإليه. 

كلها،  الزمر  عمليات  في  ال�شرب  رمز  ولن�شتخدم  ا،  زمرًا  G1,G2,...,Gn لتكن  الاآن،   
 1

n Gi i∏ = ، لنثبت اأنّ باإمكاننا جعل 
1

n
ii

G
=∏ فبالنظر اإلى Gi بو�شفها مجموعات، يمكننا تكوين 

زمرةًا من خلل العملية الثنائيّة لل�شرب عبر المركبات، لاحظ ثانيةًا اأننا نتجاوز عندما ن�شتخدم 
رمز الزمرة نف�شه لمجموعة عنا�شر الزمرة. 

، عرّف 1
n Gi i∏ = ا، لـِ (a1, a2, …, an) و (b1, b2, ... , bn) من  لتكن G1,G2,...,Gn زمرًا

(b1, b2, … , bn) (a1, a2, …, an) على اأنه العن�شر (a1b1, a2b2,…, anbn)، عندئذٍ، 
 -Gi (direct product of the groups) 1 زمرة – ال�شرب المبا�شر للزمر

n Gi i∏ = تكون 
بالن�شبة اإلى هذه العملية الثنائيّة.
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لاحظ اأنه لاأنّ bi ∈ Gi ،ai ∈ Gi، و Gi زمرة، فيكون لدينا aibi ∈ Gi؛ لذلك، فتعريف العملية الثنائيّة على البرهان
1 مغلقة بالن�شبة اإلى العملية الثنائيّة. 

n Gi i∏ = 1 المعطى في ن�ضّ المبرهنة منطقي؛ اأي اإنّ 
n Gi i∏ =

1 يُرَدُّ اإلى قانون التجميع في كل مركبة على النحو الاآتي : 
n Gi i∏ = قانون التجميع في   

( ) ( )( )1 2 1 2 1 2, ,...., , ,..., , ,...,n n na a a b b b c c c  

( )( )1 2 1 1 2 2, ,...., , ,...,n n na a a b c b c b c=   

( )1 1 1 2 2 2( ), ( ),...., ( )n n na b c a b c a b c=        

( )1 1 1 2 2 2( ) , ( ) ,...., ( )n n na b c a b c a b c=         

( )1 1 2 2 1 2, ..., )( , ,....,n n na b a b a b c c c=          

[ ]1 2 1 2 1 2( , ,..., )( , ,..., ) ( , ,..., )n n na a a b b b c c c=

اإذا كان ei هو العن�شر المحايد في Gi، فمن الوا�شح مع ال�شرب عبر المركبات اأنّ )e1, e2, …., en( محايدٌ في 
a1(؛ اح�شب حا�شل ال�شرب عبر 

-1, a2
-1, …., an

ا، اإنّ معكو�ض )a1, a2, …, an( هو  )1- . اأخيرًا 1
n Gi i∏ =

t                                                                                                                                         . 1 زمرة
n Gi i∏ = المركبات؛ لذلك

ون�شير  1
n Gi i∏ = ا رمز الجمع في في حالة  اأنّ العملية لكل Gi اإبداليّة، ن�شتخدم اأحيانًا  

ا  1 بالجمع المبا�شر للزمر Gi (direct sum of the groups). وي�شتخدم – اأحيانًا
n Gi i∏ = اإلى 

، خا�شة مع الزمر الاإبداليّة مع العملية  1
n Gi i∏ = 1 في هذه الحالة بدلاًا من

n Gi i⊕ = - الرمز
 ، 1 2 ... nG G G⊕ ⊕ ⊕ 1 يمكن اأن يكتب  2, ,...,  nG G G +. الجمع المبا�شر للزمر الاإبداليّة 

�شنترك للتمرين 46 البرهان على اأنّ ال�شرب المبا�شر لزمر اإبداليّة هو كذلك اإبدالّي. 

 r1r2...rn 1 فيه
n Si i∏ = ا لـِ i= 1, 2, …, n، فاإنّ يُرى مبا�شرة اأنه اإذا كانت Si فيها ri عن�شرًا

ا للمركبة الاأولى من S1، ولكل من هذه  ا؛ لاأنه في المتعدّد من الرتبة n هناك r1 خيارًا عن�شرًا
ا للمركبة الاآتية  من S2، وهكذا.  الخيارات هناك r2 خيارًا
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ا (0,0)، (0,1)، (0,2)، (1,0)، (1,1)، 3.11 مثال ا، تحديدًا لتكن الزمرة ℤ2 × ℤ3 التي فيها 6 =2.3 عن�شرًا
(1,2)، ندّعي اأنّ ℤ2 × ℤ3 دورية، ومن ال�شروري فقط اإيجاد مولّد. لنجرّب (1,1)، هنا تُكتب 
 .ℤ2 × ℤ3 بالجمع، ولهذا ف�شنتبع الطريقة نف�شها في ال�شرب المبا�شر ℤ3  و ℤ2 العمليتان في

( )1,1 (1,1)=

2(1,1) (1,1) (1,1) (0,2)= + =

3(1,1) (1,1) (1,1) (1,1) (1,0)= + + =

4(1,1) 3(1,1) (1,1) (1,0) (1,1) (0,1)= + = + =

5(1,1) 4(1,1) (1,1) (0,1) (1,1) (1,2)= + = + =

6(1,1) 5(1,1) (1,1) (1,2) (1,1) (0,0)= + = + =

لذلك، (1,1) مولدٌ لـِ ℤ2 × ℤ3، ولاأنه يوجد – وفق التماثل- تركيب زمرة دورية واحد فقط 
                              p                                                                       .ℤ6  تماثل ℤ2 × ℤ3 ّمن رتبة معطاة، فاإننا نرى اأن

 لنفتر�ض ℤ3 × ℤ3، هذه زمرة من ت�شعة عنا�شر، ندّعي اأنّ ℤ3 × ℤ3 لي�شت دوريّة، ولاأنّ 4.11 مثال 
الجمع عبر المركّبات، واأنّ جمع كل عن�شر من ℤ3 لنف�شه ثلث مرّات يعطي المحايد، فهذا 
ما �شيحدث في ℤ3 × ℤ3؛ لذلك لي�ض هناك عن�شر يمكن اأن يولّد الزمرة؛ لاأن المولّد اإذا جمع 
ا اآخر  لنف�شه مراتٍ متتالية، فيمكن اأن يعطي المحايد فقط بعد ت�شع مرات، وقد وجدنا تركيبًا
لزمرة  من الرتبة 9، وتبين حجة م�شابهة اأنّ ℤ2 × ℤ2 لي�شت دوريّة؛ لذلك يجب اأن تكون 
p                                                                         .مماثلةًا لزمرة كلين الرباعية ℤ2 × ℤ2

ح المثالان ال�شابقان المبرهنة الاآتية:  و�شَّ  

5.11m مبرهنة اإنّ gcd لـِ  ا، اأي  اأوّليّين ن�شبيًّ  nو m اإذا كان  اإذا وفقط   ℤmn  الزمرة ℤm × ℤn دوريّة، وتماثل 
وn هو 1. 

فَت في المبرهنة 17.5، البرهان  لنفتر�ض الزمرة الجزئيّة الدوريّة من ℤm × ℤn المولّدة بـِ (1,1) كما وُ�شِ
وقد بيّن عملنا ال�شابق، اأنّ رتبة هذه الزمرة الجزئيّة الدوريّة هي اأ�شغر قوة لـِ (1,1) تعطي المحايد 
(0,0).  ورفع قوةٍ لـِ (1,1) في رمز الجمع هنا �شوف يقت�شي تكرار جمع (1,1) لنف�شها، وبالن�شبة 
ا،  مَعًا ا، 2m مُجْ مَعًا اإلى الجمع عبر المركبات، فتوؤدي المركبة الاأولى ℤm ∋ 1 اإلى 0 فقط بعد m مُجْ
ا، وهكذا، وحتى  مَعًا مُجْ  2n ا،  مَعًا مُجْ  n بعد  فقط   0 اإلى   1 ∈ ℤn الثانية  المركبة  وتوؤدي  وهكذا، 
ا لكل m و n، ثمّ �شيكون العدد الاأ�شغر  ا، فيجب اأن يكون عدد الُمجمعَات م�شاعفًا توؤديا اإلى 0 معًا
1؛ وفي هذه   m وn هو  gcd لـِ  اإذا كان  اإذا وفقط   ، mn m وn هو  ا لكل من  الذي ي�شكل م�شاعفًا
، وهذا يثبت اأنّ  الحالة، يولّد (1,1) زمرة جزئيّة دوريّة من الرتبة mn، التي هي رتبة الزمرة كاملةًا

ا.  ℤm × ℤn دوريّة من الرتبة mn، - وعليه، فهي  تماثل ℤmn - اإذا كان m وn اأوّليّين ن�شبيًّ

m قابلًا  للق�شمة على كل من mn/d عندئذٍ يكون ،d > 1 هو nو m ِلـ gcd ّفي المقابل، افتر�ض اأن 
وn؛ ونتيجة لذلك، لاأيّ (r,s) من ℤm × ℤn يكون لدينا: 

/

( , ) ( , ) ... ( , ) (0,0)
mn d

r s r s r s+ + + =


ا مُجمعًا
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اأول في الجبر المجرد 140 مقرر 

  ℤm × ℤn :؛ لذلك نقول لهذا، فلي�ض هناك عن�شر (r,s) من ℤm × ℤn يمكن اأن يولّد الزمرة كاملةًا
  t                                                                                             .ℤmn لي�شت دورية؛ ولذلك لا تماثل
عاملين.  من  اأكثر  �شرب  حا�شل  اإلى  م�شابهة  بمناق�شة  المبرهنة  هذه  تو�شيع  ويمكن   

ن�شوغ ذلك بو�شفه نتيجة دون الذهاب عبر تفا�شيل البرهان. 

6.11 نتيجة

7.11 مثال 

 i= 1,..., n لكل mi اإذا وفقط اإذا كانت الاأعداد ،
1 2... nm m m 1 دورية وتماثل

n
mi i

∏ =  الزمرة 
ا مثنى مثنى. اأولية ن�شبيًّ

تبيّن النتيجة ال�شابقة اأنه اإذا كتبت n بو�شفها حا�شل �شرب قوًاى لاأعدادٍ اأوّليّة مختلفة، كما في 

( ) ( ) ( )1 2 ... ,1 2
n n nrn p p pr=

فاإنّ ℤn تماثل 
1 21 2

( ) ( ) ( )
...n n nr

r
p p p

× × ×  

p                                                                              .ℤ8 × ℤ9 تماثل ℤ72 ،على وجه الخ�شو�ض

تماثل  زمرة  اإلى  يوؤدي  المبا�شر  ال�شرب  في  العوامل  ترتيب  تغيير  باأنّ  ا  �شابقًا نوّهنا   
الاأ�شلية، وتغيّرت – بب�شاطة- اأ�شماء العنا�شر عن طريق تبديلٍ للمركبات في المتعدد ذي الرتبة 

 .n
الاأ�شغر  الم�شترك  الم�شاعف  تعرِّف  اأنّ   6 الف�شل  47 في  التمرين  اإليك  طلب   
ا لزمرة دوريّة معينة، واإنه لاأمر مبا�شر  لعددين �شحيحين موجبين r وs بو�شفه مولّدًا
اأن نثبت اأنّ المجموعة الجزئيّة من ℤ الموؤلفة من الاأعداد ال�شحيحة جميعها التي هي 
ℤ؛ ولذلك فهي زمرة دوريّة، وبالمثل،  ، هي زمرة جزئيّة من   sو r م�شاعفات لكل 
زمرة  r1,r2,...,rn هي  n عدد �شحيح موجب  لـِ  كلها  الم�شتركة  الم�شاعفات  مجموعة 

جزئيّة من ℤ؛ ولذلك  هي دوريّة. 

ا �شحيحة، الم�شاعف الم�شترك الاأ�شغر (least common multiple) 8.11 تعريف 1 اأعدادًا 2, ,..., nr r r لتكن
لها  (ويخت�شرlcm) هو المولّد الموجب للزمرة الدوريّة للم�شاعفات الم�شتركة جميعها 
لكل  ri على  للق�شمة  القابلة  جميعها  ال�شحيحة  للأعداد  الدوريّة  الزمرة  اأي،   ،ri  لـِ 
¢  .i= 1, 2, …, n
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9.11 مبرهنة

البرهان  

10.11 مثال

1 هو  2, ,..., nr r r من التعريف 8.11 وعملنا على الزمر الدورية، نرى اأنّ lcm لـِ   
ا لكل ri لـِ i= 1,2, …, n، ومن هنا جاء الا�شم:  اأ�شغر عدد �شحيح موجب ي�شكل م�شاعفًا

م�شاعف م�شترك اأ�شغر. 

ri، فاإنّ رتبة Gi منتهية  ai في  1 ∋ (a1, a2, …, an)، فاإذا كانت رتبة 
n Gi i∏ =  ليكن 

 .ri 1 ت�شاوي الم�شاعف الم�شترك الاأ�شغر لكل األـ
n Gi i∏ = (a1, a2, …, an) في 

5.11، ولكي تعطي قوة  اإثبات المبرهنة  باإعادة المناق�شة الم�شتخدمة في  ينتج هذا 
نف�شه  الوقت  القوة في  اأن تكون  (e1, e2, …, en)، فيجب  العن�شر   (a1, a2, …, an) لـِ 
r2 لكي  ا لـِ  r1  لكي توؤدي هذه القوة للمركّبة الاأولى a1 اإلى e1، وم�شاعفًا ا لـِ  م�شاعفًا
t توؤدي هذه القوة للمركبة الثانية a2 اإلى e2، وهكذا. 

.ℤ12 × ℤ60 ×ℤ24 اأوجد رتبة (8,4,10) في الزمرة

الحل 

11.11 مثال

12 في ℤ12. (انظر المبرهنة 14.6 ). وب�شورة  3
4
= لاأنّ gcd لـِ 8 و 12 هو 4، فنرى اأنّ رتبة 8 هي 

م�شابهة، نجد اأنّ رتبة 4 هي 15 في ℤ60، ورتبة 10 هي 12 في lcm .ℤ24 لـِ 3، 15، و12 هو 
  p                                 .ℤ12 × ℤ60 ×ℤ24 60= 3.5.4؛ ولهذا، (10 ،4 ،8) هي من الرتبة 60 في الزمرة

الزمرة ℤ ×ℤ2 مولّدة بالعنا�شر (0،1) و(0 ،1)، وبوجه اأعمّ، ال�شرب المبا�شر لـِ n زمرة 
n متعدد من الرتبة n دٌ باألـ دوريّة، كل منها  ℤ اأو ℤm لعدد �شحيح موجب m، مولَّ

ℤ3 × ℤ4 مولّد   ×ℤ35   : اأقل، فمثلًا يولّد بعنا�شر  اأن  المبا�شر يمكن  ال�شرب  مثل هذا 
   p                                                                                                   .(1,1,1) بالعن�شر المنفرد

Gi، فاإنّ المجموعة  1 هو ال�شرب المبا�شر للزمر 
n Gi i∏ = اإذا كان اأنه             لاحظ 

الجزئيّة 

{ }1 2 1 1( , ,..., , , ,..., ) |i i i i n i iG e e e a e e a G− += ∈

المواقع  في  المحايدة  العنا�شر  مع   n الرتبة  من  كلها  المتعددات  مجموعة  اأي،   -
، ومن الوا�شح  1

n Gi i∏ = جميعها ما عدا الموقع ذي  الترتيب i - هي زمرة جزئيّة من
iG تماثل ب�شورة طبيعية Gi؛ فقط اأعِدْ ت�شمية  كذلك اأنّ هذه الزمرة الجزئيّة 

.ai ِبـ (e1, e2, …, ei-1, ai, ei+1, …, en)
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اأول في الجبر المجرد 142 مقرر 

ej مجراها في  واأخذت   ، iG i في عنا�شر الترتيب  ذات  المركّبة  Gi من  الزمرة  فانعك�شت 
 ، iG الجزئيّة الزمر  لهذه  الداخلي  ال�شرب  هو   1

n Gi i∏ = اأنّ �شنفتر�ض  الاأخرى،  المركّبات 
 ،Gi للزمر  الخارجي  المبا�شر  ال�شرب   2.11 بالمبرهنة  المعطى  المبا�شر  ال�شرب  وي�شمّى 
فعند ا�شتخدام التعبيرين داخلي وخارجي مع ال�شرب المبا�شر للزمر، فاإنهما يعك�شان فقط 
ا جزئيّة من زمرة ال�شرب اأم لا )على الترتيب(،  ما اإذا كنّا نعُدّ الزمر المركّبات بو�شفها زمرًا
، و�شنكتفي بالقول �شرب مبا�شر، و�شيكون  و�شوف نحذف الكلمتين خارجي وداخلي عادةًا

ا من ال�شياق. التعبير الذي نعنيه وا�شحًا

 ■ نبذة تاريخية 

 ،(Disquisitions Arithmetica) فِه  مُوؤلَّ في   (Carl Gauss) جاو�ض  كارل  اأظهر 
بو�شوح نتائج متنوعة فيما يعرف اليوم نظرية الزمر الاإبداليّة في �شياق نظرية الاأعداد، 
ا  ولم يقت�شر على التعامل ب�شورة مو�شّعة مع �شفوف التكافوؤ ل�شيغ تربيعية، بل عدّ اأي�شًا
ى، فعلى الرغم من اأنه لاحظ اأنّ النتائج في هذين  �شفوف البواقي قيا�ض عدد �شحيح معطًا

المو�شوعين كانت مت�شابهة، اإلّا اأنه لم يحاول تطوير نظرية مجرّدة للزمر الاإبداليّة. 

     وفي العقد  1849-1840، لاحظ اإرن�شت كُمر (Ernst Kummer) في تعامله مع الاأعداد 
المركبة المثالية اأنّ نتائجه كانت م�شابهة من نواحٍ عدّة لنتائج جاو�ض. (انظر النبذة التاريخية في 
الف�شل 26.)، لكن تلميذ كُمر، ليوبولد كرونكر (Leopold Kronecker) )انظر النبذة التاريخية 
ا اأنه يمكن تطوير نظرية مجرّدة من خلل الت�شابهات،  في الف�شل 29(، هو الذي اأدرك اأخيرًا
ا من  [من عمل جاو�ض وكُمر] ت�شكّل جزءًا 1870م:"هذه المبادئ  اأنه كتب عام  اإلى  اإ�شافة 
ا؛ لذلك، فمن المنا�شب تحرير تطويرهما من القيود  ا وتجريدًا حقل من الاأفكار الاأكثر عمومًا
غير المهمة جميعها، حتى يُجنِّب المرء نف�شه الحاجة اإلى اإعادة المناق�شة نف�شها في حالات 
مختلفة، وتظهر هذه الفائدة في التطوير نف�شه، ويكت�شب التقديم ب�شاطة اإذا ما اأُعطي بالنمط 
ثمّ تابع كرونكر لتطوير  اأهمية تبرز بو�شوح".  الاأكثر  ا؛ لاأن المعالم  الاأكثر عمومًا المقبول 
ا على �شياغة وبرهنة �شيغة  المبادئ الاأ�شا�شية لنظرية الزمر الاإبداليّة المنتهية، وكان قادرًا

من المبرهنة 12.11 اقت�شرت على الزمر المنتهية.

د  تركيب الزمر الاإبدالية منتهية التولُّ

ا  بع�ض مبرهنات الجبر المجرد �شهلة للفهم والا�شتخدام، على الرغم من اأنّ برهانها قد يكون تقنيًّ
ا وقتًاا في تقديمه، وهذا ف�شلٌ في الكتاب ن�شرح فيه معنى واأهمية مبرهنة مع حذف  ومُ�شتغرقًا
الاإثبات، اإنّ مغزى اأيّ مبرهنة نحذف اإثباتها مُ�شتح�شن من وجهة نظرنا، ون�شعر اأنه يتعيّن اأن 
نتقبّله؛ لاأنه  �شوف يكون من الم�شتحيل علينا اأن ن�شتقبل بع�ض هذه الحقائق الُمبْهِرة في مقرر 
اإثباتاتٍ كاملةٍ للمبرهنات جميعها،  اإذا ما كنا م�شّرين على الخو�ض في  درا�شي لف�شل واحد، 
الاإبداليّة  الزمر  تركيبية كاملة عن جميع  الاآن معلوماتٍ  ن�شوغها  التي  المبرهنة  تعطينا  حيث 

ا، وعلى وجه الخ�شو�ض عن الزمر الاإبداليّة المنتهية كلها.  ا كافيًا غرًا ال�شغيرة �شِ
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12.11 مبرهنة 

البرهان

ــة الــتــولــد ــي ــه ــت ــن ـــزمـــر الاإبــــدالــــيــــة م ـــل ـــة ل ـــي ـــش ـــا� ـــش ـــة الاأ� ـــن ـــبره  الم
(Fundamental Theorem of Finitely Generated Abelian Groups) كل زمرة   

ا لزمرٍ دوريّةٍ بال�شيغة: ا مبا�شرًا اإبداليّة منتهية التولّد G تماثل �شربًا
 

اأعداد �شحيحة موجبة،   ri واألـ  لي�شت بال�شرورة مختلفة،  اأوّليّة،  اأعداد   pi األـ  اإنّ  حيث 
وال�شرب المبا�شر وحيد ما عدا لاإعادة ترتيب ممكنة للعوامل؛ اأي اإنّ العدد (عدد بيتي 

ripi وحيدة. 
 
 
 

(Betti number) لـِ G) للعوامل ℤ وحيد، وقوى الاأعداد الاأوّليّة 

الاإثبات محذوف هنا.                                                                                                  ♦

اأوجد الزمر الاإبداليّة جميعها – وفق التماثل- من الرتبة 360. تَدلّ العبارة وفق التماثل على 13.11 مثال 
ا (تماثل) مع واحدة من الزمر  اأنّ اأيّ زمرة اإبداليّة رتبتها 360، يجب اأن تكون متطابقة تركيبيًّ

المعرو�شة ذات الرتبة 360. 
تظهر الحل فلن   ،360 الرتبة  من  تكون  اأن  زمرنا  على  لاأنّه   .12.11 المبرهنة  �شن�شتخدم 

العوامل ℤ في ال�شرب المبا�شر المبيّن في ن�ضّ المبرهنة. 

ثمّ ن�شتخدم   ،23325 اأوّليّة  اأعداد  360 بو�شفه حا�شل �شرب قوى  اأولاًا عن       نعبّر 
المبرهنة 12.11، فنح�شل - بو�شفها حالات ممكنة - على: 

 .1
 .2
 .3
 .4
 .5
 .6

 p                     .360 لذلك، فهناك �شت زمر اإبداليّة مختلفة (وفق التماثل) من الرتبة

تطبيقات 

اإلى الزمر  اإثباتها الاآن بالنظر  نختم هذا الف�شل بعيّنة من مبرهنات كثيرة، يمكننا 
الاإبداليّة. 
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ا لزمرتين 14.11 تعريف ا مبا�شرًا الزمرة G قابلة للتفريق (decomposable) اإذا كانت تماثل �شربًا
 جزئيّتين فعليتين غير تافهتين، وبخلف ذلك، تكون G غير قابلة للتفريق

∎  .(indecomposable)

الزمر الاإبداليّة المنتهية غير القابلة للتفريق هي بال�شبط الزمر الدوريّة التي رتبتها قوة لعدد 15.11 مبرهنة
اأوّلّي.

ا البرهان ا اإبداليّة منتهية غير قابلة للتفريق، عندئذ بح�شب المبرهنة G ،12.11 تماثل �شربًا لتكن G زمرًا
ا لزمر دورية رتبها قوى لاأعداد اأوّليّة، ولاأنّ G غير قابلة للتفريق، فيجب اأن يتكوّن هذا  مبا�شرًا

ال�شرب المبا�شر من زمرة دوريّة واحدة فقط رتبتها قوة لعدد اأوّلّي. 

 rp
 rp غير قابلة للتفريق؛ لاأنه لو كانت 

 ا، عندئذٍ تكون ا اأوليًّ في المقابل، ليكن p عددًا  
           t       .pmax(i, j ) < pr فاإنّ كل عن�شر �شيكون له رتبة على الاأكثر ،i + j = r حيث ، pi jp

×  تماثل 
اإذا كانت m تق�شم رتبة الزمرة الاإبداليّة المنتهية G، فاإنّ G لها زمرة جزئيّة رتبتها m.16.11 مبرهنة

با�شتخدام المبرهنة 12.11، يمكننا اأن نفكّر في G على اأنها: البرهان

1 21 2
( ) ( ) ( )

...r r rn
n

p p p
× × ×  

نّ pi جميعهــا مختلفــة، ولاأ ليّــة  وّ عــداد الاأ ن تكــون الاأ نــه لي�ــض بال�ــشرورة اأ  في حــين اأ
 ،(p1)

s1 (p2)
s2··· (pn)

sn يجب اأن تكون على ال�شــورة m ّفاإن ،G هــي رتبة 
 

( ) i
i

rp
 زمرة جزئيّة دورية من

 ( )r si ipi
−

حيث si ≤ ri ≥ 0. بح�شب المبرهنة 14.6، يولِّد 

  (pi)
riِلـ gcd لكن األـــ ، ( )r si ipi

−
(pi) و 

riِـ  (pi) علــى األـ gcd لــ
ri رتبتهــا ت�شــاوي ناتج ق�شــمة 

 ( ) i
i

rp
 زمرة جزئيّة دوريّة من 

 ( )r si ipi
−

؛ لذلك، يولِّد  ( )r si ipi
−

) هو  )r si ipi
−

و

. ( ) ( )/ ( )i i i i
r r s s

i i ip p p−    =    رتبتها 

a ترمز اإلى الزمرة الجزئية الدوريّة المولّدة بـِ a، نرى اأنّ:  ر اأنّ  بتذكُّ

( ) ( )1 1 2 2

1 2 ... ( ) n n
r s r s r s

np p p− − −× × ×

    t                                                                                    .m هي الزمرة الجزئيّة المطلوبة ذات الرتبة

ا خاليًاا من المربعات، اأي اإنّ m لا يقبل الق�شمة على مربع اأيّ عدد اأوّلّي، 17.11 مبرهنة ا �شحيحًا اإذا كان m عددًا
فاإنّ اأيّ زمرة اإبداليّة رتبتها m هي دوريّة.

rp


rp
 rp

 rp


rp

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د  145 الوحدة الثانية الف�شل 11: ال�شرب المبا�شر والزمر الاإبدالية منتهية التولُّ

لتكن G زمرة اإبداليّة من رتبة m خالية من المربعات، عندئذٍ وبح�شب المبرهنة G ،12.11 تماثل البرهان

1 21 2
( ) ( ) ( )

...r r rn
n

p p p
× × ×  

كل لدينا  يكون  اأن  فيجب  المربعات،  من  خالية   m ولاأنّ   ،m = (p1)
r1 (p2)

r2 ···(pn)
rn  حيث 

 G  ،؛ ولذلكℤp1 p2···pn تماثل G ّاأعداد اأوّليّة مختلفة، ثم تبين النتيجة 6.11 اأن pi وكل ri = 1
u                                                                                                                                         .دوريّة

¢ تمارين 11

ح�شابات

1. ا�شرد عنا�شر  ℤ2×ℤ4، ثمّ اأوجد رتبة كل من هذه العنا�شر. هل هذه الزمرة دوريّة؟

.ℤ3×ℤ4  2. اأعد التمرين 1 للزمرة

 في التمارين من 3 اإلى 7 اأوجد رتبة العن�شر المعطى من ال�شرب المبا�شر. 
          ℤ4 × ℤ12 3. (2,6) من                    ℤ6 × ℤ15 4. (2,3) من          ℤ12 × ℤ18 5. (10 ,8) من

          ℤ4 × ℤ12 × ℤ15 6. (9 ,10 ,3) من          ℤ4 × ℤ12 ×  ℤ20 × ℤ24 7. (16 ,12 ,6 ,3) من

ما اأكبر رتبة �شمن رتب الزمر الجزئيّة الدوريّة جميعها من  ℤ6×ℤ8؟ من  ℤ12×ℤ15؟8. 
 .9.ℤ2×ℤ2  اأوجد الزمر الجزئيّة الفعلية غير التافهة جميعها من

 .10.ℤ2×ℤ2 × ℤ2 اأوجد الزمر الجزئيّة الفعلية غير التافهة جميعها من
اأوجد الزمر الجزئيّة جميعها من ℤ2 × ℤ4 ذات الرتبة 4.  11. 
اأوجد الزمر الجزئيّة جميعها من ℤ2 × ℤ2 × ℤ4، التي تماثل زمرة كلين الرباعية.12. 
ا مبا�شرة لزمرتين اأو اأكثر بال�شورة ℤn ، بحيث يماثل ال�شرب الناتج  13.  بغ�ض النظر عن رتب العوامل، اكتب �شروبًا

ℤ60 باأكبر عدد ممكن من الطرق.

14. اأكمل الفراغ. 
أ. الزمرة الجزئيّة الدوريّة من ℤ24 المولَّدة بـِ 18 لها الرتبة ______.

ب. ℤ3× ℤ4  هي من الرتبة _______. 

جـ. العن�شر (2 ,4) من ℤ12×ℤ8  له الرتبة___. 
.ℤ ______ ×ℤ ______ د. زمرة كلين الرباعية تماثل

ا من رتبة منتهية.  هـ.  ℤ2  × ℤ×ℤ4  فيها _______ عن�شرًا
 .15 .ℤ4×ℤ6 اأوجد الرتبة الممكنة العظمى لعن�شر ما من
هل الزمرتان ℤ2× ℤ12 و ℤ6× ℤ4 متماثلتان؟ لماذا اأو لماذا لا؟ 16. 
 .17. ℤ8× ℤ10× ℤ24 اأوجد الرتبة الممكنة العظمى لعن�شر ما من
هل الزمرتان ℤ8× ℤ10× ℤ24 و ℤ4× ℤ12× ℤ40  متماثلتان؟ لماذا اأو لماذا لا؟ 18. 
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اأول في الجبر المجرد 146 مقرر 

 .19. ℤ4× ℤ18×ℤ15 اأوجد الرتبة الممكنة العظمى لعن�شر ما من
هل الزمرتان ℤ4× ℤ18× ℤ15 و ℤ3× ℤ36× ℤ10 متماثلتان؟ لماذا اأو لماذا لا؟ 20. 

في التمارين من 21 اإلى 25، وا�شل اإيجاد الزمر الاإبداليّة – وفق التماثل – من الرتبة المعطاة، كما في المثال 
 .13.11

23. الرتبة 32 22. الرتبة 16  21. الرتبة 8 

25. الرتبة 1089 24. الرتبة 720 
كم زمرة اإبداليّة (وفق التماثل) من الرتبة 24؟ ومن الرتبة 25؟ ومن الرتبة (24)(25)؟ 26. 
ا. اأثبت اأنه اإذا وجد 27.  باتباع الفكرة المقترحة في التمرين 26، ليكن m و n عددين �شحيحين موجبين اأوّليّين ن�شبيًّ

(وفق التماثل) r زمرة اإبداليّة من الرتبة m وs من الرتبة n، فاإنه يوجد (وفق التماثل) rs زمرة اإبداليّة من الرتبة 
  .mn

ا�شتخدم التمرين 27 لتحديد عدد الزمر  الاإبداليّة (وفق التماثل) من الرتبة 5(10). 28. 
ا. اأكمل ال�شف الثاني من الجدول لاإعطاء عدد الزمر الاإبداليّة من الرتبة pn، وفق التماثل. 29.  ا اأوّليًّ اأ. لتكن p عددًا

n2345678
عدد الزمر

ا اأوّليّة مختلفة، ا�شتخدم الجدول الذي اأن�شاأته في اإيجاد عدد  الزمر الاإبداليّة – وفق  ب. لتكن p، وq، وr اأعدادًا
التماثل – من الرتبة المعطاة. 

q5r4q3   .iii                  (qr)7   .ii            p3q4r7   .i

  .S = {(1, 0), (0, 1)} للمجموعة المولِّدة  ℤm×ℤn  ِ30. عبّر تخطيطيًّا عن ر�شم كايلي موجهٍ لـ
31. افتر�ض ر�شم كايلي موجه بنوعين من الحوافّ المتجهة: واحد مت�شل مع �شهم وواحد مقطع من غير �شهم، وموؤلفة 

ا، لـِ n ≥ 3، مع اأ�شلع متجهة مت�شلة، اأحدهما  داخل الاآخر، مع حوافّ متجهة  من م�شلعين منتظمين لهما n �شلعًا
 ،n=3 ا مع الداخلي. يظهر ال�شكل 9.7 (ب) مثل ر�شم كايلي هذا مع مقطعة ت�شل روؤو�ض الم�شلع الخارجي ذي األـ n �شلعًا
ا الاتجاه نف�شه  ا مع n = 4، ويمكن اأن يكون للأ�شهم على الم�شلع الخارجي ذي األـ n �شلعًا ويظهر ال�شكل 7.11 (ب) واحدًا
 G ا، اأو اأن يكون لها عك�ض الاتجاه، ولتكن (مع عقارب ال�شاعة اأو عك�شها) لتلك التي على الم�شلع الداخلي ذي األـ n �شلعًا

زمرة مع مثل ر�شم كايلي المتجه هذا. 
اأ.   تحت اأيّ ظروف �شتكون G اإبداليّة؟ 

ب.  اإذا كانت G اإبداليّة، ما الزمرة الماألوفة التي تماثلها؟ 
جـ. اإذا كانت G اإبداليّة، تحت اأيّ ظروف تكون دوريّة؟ 

د.   اإذا كانت G غير اإبداليّة، ما الزمرة التي تماثلها مما ناق�شنا من الزمر؟ 
مفاهيم 

32. �شع اإ�شارة �شح اأو اإ�شارة خطاأ: 

 .G2× G1 ا تماثل ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ اأ. اإذا كانت G1 و G2 اأيّ زمرتين، فاإنّ  G1×G2 دائمًا
ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ب. الح�شاب في ال�شرب المبا�شر الخارجي للزمر �شهل اإذا عرفت كيفية الح�شاب في كل مركّبة. 

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ جـ. الزمر ذات الرتب المنتهية يجب اأن ت�شتخدم في ت�شكيل �شرب مبا�شر خارجي. 
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د  147 الوحدة الثانية الف�شل 11: ال�شرب المبا�شر والزمر الاإبدالية منتهية التولُّ

ا لزمرتين جزئيّتين فعليتين  ا داخليًّ ا مبا�شرًا ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ د.  الزمرة ذات الرتبة الاأوّليّة لا يمكن اأن تكون �شربًا
غير تافهتين. 

 .ℤ8 تماثل  ℤ2×ℤ4  .ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ هـ
 .S8 تماثل  ℤ2×ℤ4  .ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ و
 .S4 تماثل  ℤ3×ℤ8  .ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ز

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ح. كل عن�شر من  ℤ4×ℤ8  له الرتبة 8. 
ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ط. رتبة  ℤ12×ℤ15  هي 60. 

ا اأم لا.  ا �شواء كان m وn اأوّليّين ن�شبيًّ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ي. ℤm×ℤn  فيها mn عن�شرًا
ح اأنه لي�ض كل زمرة اإبداليّة غير تافهة هي �شرب مبا�شر داخلي لزمرتين جزئيّتين فعليتين غير  33.  اأعطِ مثالاًا يو�شّ

تافهتين.

34. اأ. ما عدد الزمر الجزئيّة من  ℤ5×ℤ6  التي تماثل  ℤ5×ℤ6؟ 

ب. ما عدد الزمر الجزئيّة من  ℤ×ℤ  التي تماثل  ℤ×ℤ؟ 
ا لزمرتين جزئيّتين غير تافهتين. ا داخليًّ ا مبا�شرًا 35. اأعطِ مثالاًا على زمرة غير تافهة لي�شت من رتبة اأوّليّة، ولي�شت �شربًا

36. �شع اإ�شارة �شح اأو اإ�شارة خطاأ:

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ اأ. كل زمرة اإبداليّة رتبتها اأوّليّة دوريّة. 
ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ب. كل زمرة اإبداليّة رتبتها قوة لعدد اأوّلّي دوريّة.

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ جـ. ℤ8 مولّدة بـِ {6 ,4}. 
ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ د. ℤ8 مولّدة بـِ {6 ,5 ,4}. 

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ هـ. ت�شنّف الزمر الاإبداليّة المنتهية جميعها وفق التماثل من خلل المبرهنة 12.11. 
ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ و. اأيّ زمرتين اإبداليّتين منتهيتي التولّد لهما عدد بيتي نف�شه، هما متماثلتان. 

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ز. كل زمرة اإبداليّة رتبتها تقبل الق�شمة على 5 تحوي زمرة جزئيّة دوريّة من الرتبة 5. 
ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ح. كل زمرة اإبداليّة رتبتها تقبل الق�شمة على 4 تحوي زمرة جزئيّة دوريّة من الرتبة 4. 

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ط. كل زمرة اإبداليّة رتبتها تقبل الق�شمة على 6 تحوي زمرة جزئيّة دوريّة من الرتبة 6.  
ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ي. عدد بيتي لاأيّ زمرة اإبداليّة منتهية هو 0. 

37. ليكن p و q عددين اأوّليّين مختلفين. كيف يقارن عدد (وفق التماثل) الزمر الاإبداليّة من الرتبة pr مع عدد (وفق 
التماثل) الزمر الاإبداليّة من الرتبة qr؟ 

38. لتكن G زمرة اإبداليّة رتبتها 72.

اأ. هل يمكنك اأن تحدّد عدد  الزمر الجزئيّة من G من الرتبة 8؟ لماذا؟ اأو لماذا لا؟   

ب. هل يمكنك اأن تحدّد عدد الزمر الجزئيّة من G من الرتبة 4؟ لماذا؟ اأو لماذا لا؟   
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اأول في الجبر المجرد ا14 مقرر 

ى هذه الزمرة الجزئيّة  39. لتكن G زمرة اإبداليّة. اأثبت اأنّ العنا�شر ذات الرتبة المنتهية من G ت�شكل زمرة جزئيّة. تُ�شمَّ
 .G من (torsion subgroup) زمرة الالتواء الجزئيّة

ا.  تتعامل التمارين من 40 اإلى 43 مع مفهوم زمرة الالتواء الجزئيّة المعرّف توًّ

.ℤ12× ℤ×ℤ12  ؛ من ℤ4× ℤ×ℤ3 40. اأوجد رتبة زمرة الالتواء الجزئيّة من

* للأعداد الحقيقية غير ال�شفريّة.   
 41.  اأوجد زمرة الالتواء الجزئيّة من زمرة ال�شرب 

* للأعداد المركبة غير ال�شفريّة. 
 42. اأوجد زمرة الالتواء الجزئيّة T من زمرة ال�شرب 

43.  الزمرة الاإبداليّة عديمة الالتواء (torsion free) اإذا كان e هو العن�شر الوحيد من رتبة منتهية. ا�شتخدم المبرهنة 
12.11  في اإثبات اأنّ اأيّ زمرة اإبداليّة منتهية التولّد، هي ال�شرب المبا�شر الداخلي لزمرة الالتواء الجزئيّة لها ولزمرةٍ جزئيّة 

عديمة الالتواء. )لاحظ اأنّ {e} يمكن اأن تكون زمرة الالتواء الجزئيّة، وهي كذلك عديمة الالتواء(.  
44.  الجزء من تفريق G في المبرهنة 12.11 المقابل للزمر الجزئيّة التي رتبها قوًاى لاأعداد اأوّليّة يمكن اأن يُكتب كذلك 

 ، حيث mi تق�شم mi+1 لـِ i = 1, 2, · · · , r − 1 . يمكن اإثبات اأنّ الاأعداد mi وحيدة، 
1 2

...
rm m m× × ×   بال�شيغة 

 .G ِلـ (torsion coefficients) وهي معاملات الالتواء
. 4 9×   اأ. اأوجد معاملت الالتواء لـِ 

. 6 12 20× ×    ب. اأوجد معاملت الالتواء لـِ 
ف خوارزميةًا  لاإيجاد معاملت الالتواء لل�شرب المبا�شر لزمر دوريّة.  جـ. �شِ

 
براهين مخت�شرة

  
ا من جملتين لاإثبات المبرهنة 5.11.  45.  اأعطِ اخت�شارًا

براهين
  

46.  برهن على اأنّ ال�شرب المبا�شر لزمر اإبداليّة هو اإبدالّي. 

47. لتكن G زمرة اإبداليّة، ولتكن H المجموعة الجزئية من G الموؤلفة من المحايد e اإ�شافةًا اإلى عنا�شر G جميعها ذات 
.G زمرة جزئيّة من H ّالرتبة 2. اأثبت اأن

 e من المحايد H اإذا تاألفت ،G ا زمرة جزئيّة لكل زمرة اإبداليّة 48.  باتباع فكرة التمرين 47، حدّد ما اإذا كانت H دائمًا
ا زمرة جزئيّة لكل  اإ�شافة اإلى عنا�شر G جميعها ذات الرتبة 3؛ ذات الرتبة 4. لاأيّ عدد �شحيح موجب n �شتكون H دائمًا

زمرة اإبداليّة G، اإذا تاألفت H من المحايد e اإ�شافة اإلى عنا�شر G جميعها ذات الرتبة n؟ قارن بالتمرين 48 من الف�شل 5.

ا للتمرين 47 مع حذف الفر�ض باأنّ G اإبداليّة.  49.  اأوجد مثالاًا مناق�شًا
ا لـِ G؛ كي تظهر  على  ا وكافيًا ا �شروريًّ ا جزئيّة من زمرة G. يطلب منك التمرينان 50 و 51 اأن توؤ�ش�ض معيارًا لتكن H وK زمرًا

 .K و H ِشورة �شرب مبا�شر داخلي لـ�

50. لتكن H و K زمرتين، ولتكن G = H × K. تذكر اأنّ كل H و K تظهر بو�شفها زمرة جزئيّة من G ب�شورة طبيعية. اأثبت 
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د  149 الوحدة الثانية الف�شل 11: ال�شرب المبا�شر والزمر الاإبدالية منتهية التولُّ

اأنّ هاتين الزمرتين H )في الواقع H ×{e}( و K )في الواقع K × {e}( لهما الخ�شائ�ض الاآتية: 
 .k ∈ Kو  h ∈ H لعن�شرين ما hk هو بال�شيغة G كل عن�شر من اأ.   

.H ∩ K = {e} .جـ           .k ∈ K و h ∈ H لكل hk = kh ب.   

اأنه لكل اأثبت  ال�شابق.  G تحقّقان الخ�شائ�ض الثلث الم�شرودة في التمرين  K زمرتين جزئيّتين من زمرة  H و  لتكن   .51 
 g ∈ G، التعبير g = hk لـِ h ∈ H و k ∈ K وحيد، ثمّ ليكن كل g ∈ G قد اأُعيدت ت�شميته بـ (h,k)، فاأثبت اأنّ G – بهذه 

 .H × K ِالت�شمية – ت�شبح مطابقةًا تركيبيًّا )مماثلة( لـ
  .p لعدد اأوّلّي ما p p×  52 اأثبت اأنّ الزمرة الاإبداليّة المنتهية لي�شت دورية، اإذا وفقط اإذا احتوت زمرةًا جزئية تماثل 

 .p  ِفاإنّ رتبة اأيّ عن�شر من الزمرة هي قوة لـ ،p ّ53. برهن على اأنه اإذا كانت رتبة الزمرة الاإبداليّة المنتهية قوةًا لعددٍ اأوّلٍي
هل يمكن اإ�شقاط فر�ض الاإبدال؟ لماذا؟ اأو لماذا لا؟  

.G ≃ H ّفاإن ،H × K تماثل G × K ا اإبداليّة منتهية التولّد. اأثبت اأنه اإذا كانت 54. لتكن K ،H ،G زمرًا
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اأول في الجبر المجرد 150 مقرر 

1 Plane Isometries تقاي�شات الم�شتوى الف�شل 12

2 يحفظ  2:φ →  . تقاي�س ℝ2 (isometry of) هو تبديل  2
 افتر�ض الم�شتوى الاإقليدي 

 ϕ(Q) و ϕ(P) هي الم�شافة نف�شها بين النقطتين Q و P الم�شافة، بحيث اإنّ الم�شافة بين النقطتين
ψ (ϕ(P)) فاإنّ الم�شافة بين ، 2

 ا لـِ  ا تقاي�شًا ، واإذا كانت ψ اأي�شًا 2
  للنقاط كلها P و Q من 

 P التي هي بدورها الم�شافة بين ،ϕ(Q) و ϕ (P) يجب اأن تكون الم�شافة نف�شها بين ψ(ϕ(Q))و
و Q، وهذا يثبت اأنّ تركيب تقاي�شين هو تقاي�ض كذلك، ولاأنّ الدالّة المحايدة هي تقاي�ض ومعكو�ض 
 . 2
 2 ت�شكل زمرة جزئية من زمرة التبديلت جميعها لـِ 

 التقاي�ض تقاي�ض، فنرى اأنّ تقاي�شات 
التي تحمل S ب�شورة غامرة اإلى نف�شها  2

 ، تقاي�شات   2
 باأخذ اأيّ مجموعة جزئيّة S من 

 group( 2
 ت�شكل زمرة جزئيّة من زمرة التقاي�شات، وهذه الزمرة الجزئيّة هي زمرة تناظرات S في 

الف�شل 8 جداول لزمرة تناظرات مثلث مت�شاوي  اأعطينا في   .)of symmetries of S in 2


 . 2
 الاأ�شلع ولزمرة تناظرات مربع في 

n
 كل ما عرفناه في الفقرتين ال�شابقتين يمكن على حد �شواء اأن يعمل للف�شاء الاإقليدي 

ا، لكننا هنا �شوف ن�شغل اأنف�شنا في المقام الاأول بتقاي�شات الم�شتوى. ذي األـ n بعدًا
اأنماط  اأربعة  اأيّ تقاي�ض للم�شتوى هو بال�شبط واحد من  اأنّ  من الممكن البرهنة على   
ى يمكن حمله اإلى نف�شه  )انظر Artin [5](. �شوف ن�شرد الاأنماط ونعطي - لكل نمط – �شكلًا  مُ�شمَّ
اأنّ الخط المبين ذا  3.12، و4.12، افتر�ض   ،1.12 الاأ�شكال  النمط، في كلٍّ من  بتقاي�ض من ذلك 
النتوءات يمتد ب�شورة لا نهائية اإلى الي�شار واإلى اليمين. �شنعطي كذلك مثالاًا على كل نمط بدلالة 

الاإحداثيّات. 

ان�شحاب τ: ا�شحب كل نقطة الم�شافة نف�شها في الاتجاه نف�شه. انظر ال�شكل 1.12. 
 .)τ (x, y) = (x, y) + (2,−3) = (x + 2, y − 3) :مثال(

ر الم�شتوى حول نقطة P بزاوية θ. انظر ال�شكل 2.12. )مثال: دوران ρ: دوِّ
ρ(x, y) = (−y, x) هو دوران بـِ °90 عك�ض عقارب ال�شاعة حول نقطة الاأ�شل (0 ,0)(. 

µ من mirror )مراآة(( الممتدة على طول  انعكا�ض µ: اأر�شل كل نقطة اإلى �شورتها في المراآة )
الخط L،  الذي تبقى نقاطه مثبتة بـِ µ. انظر ال�شكل 3.12. الخط L هو محور الانعكا�ض. )مثال: 

.)y=x هو انعكا�ض في الخط μ(x, y) = (y, x)
انعكا�ض انحداريّ γ: حا�شل �شرب ان�شحاب وانعكا�ض في خطٍّ ير�شله الان�شحاب اإلى نف�شه. انظر 

.)x هو انعكا�ض انحداري في المحور γ (x, y) = (x + 4,−y) :ال�شكل 4.12. )مثال

  1- هذا الف�شل لن ي�شتخدم فيما تبقى من الكتاب.
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الوحدة الثانية الف�شل 12: تقاي�شات الم�شتوى  151

لاحظ ال�شهم المنحني ال�شغير الذي حُمِلَ اإلى �شهمٍ منحنٍ اآخر في كلٍّ من ال�شكلين 1.12   
و4.12. للن�شحاب والدوران، الاتجاهات عك�ض عقارب ال�شاعة للأ�شهم المنحنية تبقى نف�شها، 
�شهم مع  اإلى  ال�شاعة  الذي بعك�ض عقارب  ال�شهم  ير�شل  الانحداري،  لكن للنعكا�ض والانعكا�ض 
عقارب ال�شاعة، �شنقول: اإنّ الان�شحابات والدورانات تحفظ الاتجاه، بينما الانعكا�ض والانعكا�ض 
الانحداري يعك�ض الاتجاه. لن ن�شنف التقاي�ض المحايد على اأنه واحد بعينه من الاأنماط الاأربعة 
ا حول اأيّ نقطة بزاوية °0 على  ا بالمتجه ال�شفري اأو دورانًا الم�شرودة؛ اإذ يمكن اأن نعدّه ان�شحابًا
ا حا�شل �شرب انعكا�ض بان�شحابٍ مختلفٍ عن التقاي�ض  حدّ �شواء، �شنعدّ الانعكا�ض الانحداري دائمًا

المحايد. 

ρ ال�شكل 2.12 دوران τ ال�شكل 1.12 ان�شحاب

                  

γ ّال�شكل 4.12 انعكا�ض انحداري
 

μ ال�شكل 3.12 انعكا�ض

التقاي�شات  زمرة  من  المنتهية  الجزئيّة  للزمر  الممكنة  التراكيب  الاآتية  المبرهنة  ت�شف 
الكاملة. 
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اأول في الجبر المجرد 152 مقرر 

 .n لعدد �شحيح موجب Dn اأو الزمرة الزوجيّة n كل زمرة منتهية G لتقاي�شات الم�شتوى تماثل اإمّا 
اإنجاز ذلك  G، ويمكن  P في الم�شتوى تترك ثابتة بكل تقاي�ض من  اأنّ هناك نقطة  اأولاًا  �شنثبت 
 ،G = {𝜙𝜙1, 𝜙𝜙2, · · · , 𝜙𝜙m} ّبالطريقة الاآتية، با�شتخدام الاإحداثيات في الم�شتوى، افتر�ض اأن

وافتر�ض اأنّ 
(xi , yi ) = 𝜙𝜙i (0, 0)

عندئذٍ تكون النقطة 

( ) 1 2 1 2... ..., ,m mx x x y y yP x y
m m

+ + + + + + = =  
 

 .S = {(xi , yi ) | i = 1, 2,···,m} للمجموعــة   (centroid) المتو�شــط  المركــز  هــي 
فــاإنّ   ،𝜙𝜙i𝜙𝜙j = 𝜙𝜙k كان  اإذا  لاأنــه  بينهــا؛  فيمــا   S مــن  النقــاط   G مــن  التقاي�شــات   تُبــدِّل 
. يمكن اإثبات اأنّ المركز المتو�شط لمجموعةٍ من 
النقاط يتحدّد ب�شورة وحيدة بم�شافاته عن النقاط، ولاأنّ كل تقاي�ض من G يبدل فقط المجموعة  
ا؛ لذلك تتكــوّن G من المحايد، دورانات حول  ) مثبتًا , )x y S، فيجــب اأن يَتْرك المركز المتو�شــط 

.P ِوانعكا�شات في خطٍّ يمرّ بـ ،P

5.12 مبرهنة 
مخطط البرهان

اأو   G جميع  اإمّا  تكون   ،G من   H جزئيّة  زمرة   G في  الاتجاه  حافظة  التقاي�شات  ت�شكل 
اأنّ التبديلت الزوجية زمرة  اأثبتنا بها  اإثبات ذلك بالطريقة نف�شها التي  m/2. يمكن  من الرتبة 
ا ن�شف عنا�شر Sn. )انظر التمرين 22(، بالطبع تتاألف H من المحايد  جزئيّة من Sn تحوي تمامًا
ر الم�شتوى باأ�شغر زاوية ممكنة θ > 0، فيمكن  ا من G يدوِّ والدورانات في G، واإذا اخترنا دورانًا
H = G، فاإنّ  اإذا كان  اأنه  23(، هذا يثبت  التمرين  H. )انظر  الزمرة الجزئيّة   اأنها تولِّد  اإثبات 
تحوي   G نّ  اإ بحيث   ، H G≠ نّ  اأ افتر�ض   .ℤm تماثل  فهي  وعليه،   ،m الرتبة  G دورية من 

 .n = m/2 حيث ،H = {ι, ρ1, · · · , ρn−1} بع�ض الانعكا�شات. لتكن
 G تتكوّن من الانعاكا�شات كلها من Hμ فاإنّ المجموعة الم�شاركة ،G ا من فاإذا كان µ انعكا�شًا

.n وعددها

ا في الم�شتوى الذي مركزه P، ويقع اأحد روؤو�شه على الخط   افتر�ض الاآن الم�شلع المنتظم ذا n �شلعًا
ا عبر المواقع جميعها،  ر عنا�شر H هذا الم�شلع ذا n �شلعًا µ. تُدوِّ ا بـِ  P المتروك مثبتًا المارّ بـِ 
ر عبر المواقع  ا، ثمّ تُدوِّ Hµ اأوّلاًا في محور يمرّ براأ�ض قالبةًا الم�شلع ذا n �شلعًا وتعك�ض عنا�شر

 .Dn تماثل G  ،؛ ولذلكDn ا هو تاأثير جميعها؛ لذلك، فتاأثير G على هذا الم�شلع ذي n �شلعًا
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الوحدة الثانية الف�شل 12: تقاي�شات الم�شتوى  153

اإلى  الاآن  ننتقل   . كاملةًا المنتهية  الم�شتوى  تقاي�شات  زمر  ق�شة  ال�شابقة  المبرهنة  تعطي 
بع�ض الزمر غير المنتهية لتقاي�شات الم�شتوى، التي تن�شاأ ب�شورة طبيعية في الزخرفة والفنّ، ومن 
بينها زمر الن�شيج المتقطّع (discrete frieze groups)، حيث يتاألف الن�شيج المتقطع من نق�ضٍ 
بعر�ض وارتفاع منتهيين، ويُكرر ب�شورة لا نهائية في كل الاتجاهين على طول خطه الاأ�شا�شي، 
ا بطول غير منتهٍ لكن بارتفاعٍ منتهٍ، فكّر فيه على اأنه �شريط فا�شل مزخرف يمتدّ  لي�شكل �شريطًا
حول الغرفة بجوار ال�شقف على ورق جدران، �شنَعُدّ تلك التقاي�شات التي تحمل كل نق�ض اأ�شا�شي 
ب�شورة غامرة اإلى نف�شه اأو اإلى  ن�شخة اأخرى من النق�ض في الن�شيج، حيث تُ�شمّى مجموعة مثل هذه 
التقاي�شات كلها “زمرة الن�شيج” (frieze group).  زمر الن�شيج المتقطع جميعها غير منتهية 
النق�ض  ينطبق  حتى  طوليًّا  الن�شيج  يجر  الذي  بالان�شحاب  وتولَّد   ، تماثل  جزئيّة  زمرة  ولها 
على  ا  ب�شيطًا مثالاًا  وبو�شفه  الاتجاه،  ذلك  في  مبا�شرة  له  المجاور  النق�ض  موقع  على  الاأ�شا�شيّ 
ن�شيج متقطع، افتر�ض اإ�شارات التكامل المو�شوعة على م�شافات مت�شاوية عن بع�شها والم�شتمرة 

ا كما ياأتي:  ب�شورة لا نهائيّة اإلى الي�شار واليمين، الم�شار اإليها تخطيطيًّ

...ʃ ʃ ʃ ʃ ʃ ʃ ʃ ʃ ʃ ʃ ʃ ʃ ʃ ʃ ʃ ʃ ʃ ʃ ʃ ʃ ʃ ʃ ʃ ʃ ʃ ʃ ʃ ʃ ʃ ʃ ʃ ʃ ʃ ʃ ʃ...

الن�شيج  لهذا  التناظر  التكامل متباعدة عن بع�شها وحدةًا واحدة، فتولَّد زمرة  اإ�شارات  لنفتر�ض 
° 180 حول  نقطة في مركز  بان�شحابٍ τ يجرّ الم�شتوى وحدة واحدة اإلى اليمين، وبدورانٍ ρ بـِ 
اإ�شارة تكامل، اإذ لي�ض هناك انعكا�شات اأفقية اأو عمودية، ولا انعكا�شات انحدارية، وزمرة الن�شيج 
 n الدرجة  من   Dn الزوجيّة  الزمرة  تولَّد   ،τρ = ρτ−1 اأنّ  من  التاأكّد  فيمكننا  اإبداليّة؛  غير  هذه 
 2 الرتبة  من   µ وانعكا�ض   n الرتبة  من   360/n◦ بزاوية   1ρ دوران  ا:  معًا يتبدلان  لا  بعن�شرين 
؛ لذلك فمن الطبيعي ا�شتخدام الرمز ∞D لزمرة الن�شيج غير الاإبداليّة هذه،  1

1 1ρ µ µρ −= يحقّق 
ρ ذات الرتبة 2.  والمولّدة بـِ τ ذات الرتبة غير المنتهية و

 .D وكمثال اآخر، افتر�ض الن�شيج المعطى بال�شل�شلة غير المنتهية من حروف  
...DDDDDDDDDDD...

تولَّد زمرته بان�شحاب τ خطوة واحدة الى اليمين وبانعكا�ض عموديّ μ في خط اأفقي يقطع و�شط  
حروف D كلها، يمكننا التاأكد من اأنّ مولّدي الزمرة هذين يبدّلان مع بع�شهما هذه المرة، اأي اإنّ 

. 2×  τμ = μτ؛ ولذلك،  فزمرة الن�شيج هذه اإبداليّة وتماثل 
من الممكن اإثبات اأنه اإذا �شنّفنا مثل الاأن�شجة المتقطعة هذه فقط من خلل ما اإذا كانت   

زمرها تحوي اأم لا تحوي:
ا دورانًا

ا في محور اأفقي انعكا�شًا
ا في محور عمودي انعكا�شًا

ا غير تافه ا انحداريًّ انعكا�شًا
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زمرة  في  التافه  غير  الانحداريّ  والانعكا�ض  احتمالات،  �شبعة  مجموعه  ما  هناك  �شيكون  فاإنه 
اإنّ الزمرة  تناظرات هو واحدٌ لا ي�شاوي حا�شل �شرب ان�شحاب في تلك الزمرة وانعكا�ض فيها. 
ا في الخط الاأفقي المارّ بمراكز حروف D، لكن  ا انحداريًّ ل�شل�شلة حروف D اأعله تحوي انعكا�شًا
ا في الزمرة؛ ولهذا  تُعدّ جميعها انعكا�شات  مركبة الان�شحاب لكل انعكا�ض انحداريّ موجودة اأي�شًا

انحدارية تافهة في تلك الزمرة. زمرة الن�شيج لـِ 
. . . D D D D D . . .

. . . D D D D D . . .
ا في الزمرة. تظهر التمارين  ا غير تافه، ومركّبة الان�شحاب له لي�شت عن�شرًا ا انحداريًّ تحوي انعكا�شًا
للتقاي�شات  الاأربعة  الاأنماط  من  ا  اأيًّ  – حالة  – لكل  تحدّد  اأن  وت�شاألك  الممكنة،  ال�شبع  الحالاتِ 
المعرو�شة اأعله تظهر في زمرة التناظرات، حيث لن نح�شل على �شبعة تركيباتِ زمرٍ مختلفة، 

ل عليها تماثل واحدةًا من  ويمكن اإثبات اأنّ كلًّ من الزمر التي يُحْ�شَ

2  D ×∞ 

اأو 
2   ¡ D ¡× ∞  

 , ℤ ,  2D ×∞ 

اأو  مربع،  �شكل  على  نق�ض  يُكرَّر  عندما  نف�شه  بالقدر  ممتعة  التناظرات  درا�شة  �شتكون   
لملءِ  متوازيين  غير  متجهين  اتجاهي  في  بان�شحابات  �شدا�شيّ  اأو  معين،  اأو  اأ�شلع،  متوازي 
ا ، مثل النقو�ض التي تظهر على ورق الجدران، وت�شمّى هذه الزمرُ زمر ورق الجدران  الم�شتوى كليًّ
)wallpaper groups) اأو الزمر البلوريّة الم�شتوية (plane crystallographic groups)، في 
حين اأنّ الن�شيج لا يمكن حمله اإلى نف�شه بدروان بزاوية موجبة اأقل من °180، اإلا اأنه من الممكن 
ر  °60، و°90، و°120، و°180، ويُوفِّ اأن يكون لبع�ض هذه النقو�ض مالئةِ الم�شتوى دورانات بـِ 
تحمل  التي  الم�شتوى  تقاي�شات  بزمرة  و�شنهتم  مربع،  من  يتاألف  حيث  ا،  تو�شيحًا ال�شكل 6.12 
هذا المربع ب�شورة غامرة اإلى نف�شه اأو اإلى مربّع اآخر، فتُعطى مولِّداتٌ لهذه الزمرة بان�شحابين: 
 90° )واحدٌ بِجَرِّ المربع اإلى الجار اللحق اإلى اليمين وواحدٌ اإلى اللحق في الاأعلى(، وبتدويرٍ بـِ 
اإنّ  اإذ  المربع،  امتداد حافة  على  الاأفقي(  )اأو  العمودي  الخط  وبانعكا�ض في  المربّع،  مركز  حول 
ا، حيث  ا هو كل ما يلزم لـِ »قلب الم�شتوى«؛ ويمكن ا�شتخدام انعكا�ض قطري اأي�شًا ا واحدًا انعكا�شًا
يمكن ا�شتخدام الان�شحابات والدورانات من جديد بعد اأن يتم القلب، ف�شلًا عن اأنّ زمرة التقاي�شات 
× تُولَّد بالان�شحابين   لهذا النق�ض الدوري في الم�شتوى تحوي بالتاأكيد زمرةًا جزئيّة تماثل 
ا  وحدةًا اإلى اليمين واإلى الاأعلى، وزمرةًا جزئيّة تماثل D4، تُولَّد بتلك التقاي�شات التي تحمل مربّعًا

)يمكن اأن يكون اأيّ مربع( اإلى نف�شه. 

نح�شل  فلن   ،7.12 ال�شكل  في  كما  اأ�شلع،  بمتوازيات  مُلِئ  الم�شتوى  اأنّ  افتر�شنا  اإذا   
على اأنماط التقاي�شات جميعها التي ح�شلنا عليها لل�شكل 6.12، زمرة التناظر هذه المرة مُوَلَّدةٌ 

بالان�شحابات الم�شار اإليها بالاأ�شهم والدوران بـِ °180 حول اأيّ راأ�ضٍ لمتوازي اأ�شلع.

ال�شكل 6.12
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ال�شكل 7.12
الدورانات،  اأنماط  بح�شب  ت�شنيفها  عند  الجدران  ورق  نقو�ض  من  ا  مختلفًا ا  نمطًا  17 هناك  اأنّ  اإثبات  الممكن  من 
والانعكا�شات، والانعكا�شات الانحداريّة غير التافهة التي تتمع بها، ارجع اإلى (Gallian [8]) للطلع على  �شورٍ لهذه 
ا منها. الو�شع في الف�شاء  ل التعرّف عليها، حيث �شتو�شح التمارين بع�شًا الاحتمالات األـ 17 والاطلع على مخطّط يُ�شهِّ
ا؛ فيمكن اإثبات اأنّ هناك 230 زمرةًا بلوريّةًا ثلثيّة الاأبعاد. ي�شتمل التمرين الاأخير الذي �شنعطيه على دوراناتٍ  اأكثر تعقيدًا

في الف�شاء.
 وقد ا�شتمل عمل الفنان اإ�شَر (M. C. Escher 1898–1973) على نقو�ضٍ مالِئةٍ للم�شتوى، حيث ت�شتمل التمارين 

على اإعادة اإنتاج اأربعةٍ من اأعماله من هذا النمط.

¢ تمارين 12

1.  يبين هذا التمرين اأنّ زمرة التناظرات لنوعٍ معيّنٍ من الاأ�شكال الهند�شية ربّما يعتمد على بعد الف�شاء الذي نعُدّ ال�شكل 
ا فيه. واقعًا

كلها التي تترك نقطةًا واحدة مثبتة.  فْ تقاي�شات  ؛ اأي، �شِ ف التناظرات كلها لنقطةٍ من خط الاأعداد الحقيقية  اأ. �شِ

. 2
 ف التناظرات )الان�شحابات، الانعكا�شات،... اإلخ( كلها لنقطة في الم�شتوى  ب. �شِ

. ف التناظرات كلها لقطعة م�شتقيمة من  جـ. �شِ

 . 2
 ف التناظرات كلها لقطعة م�شتقيمة من  د. �شِ

 . 3
 ف بع�ض التناظرات لقطعة م�شتقيمة من  هـ. �شِ
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2.        لِتُ�شِرْ P اإلى تقايُ�ضِ م�شتوًاى حافظٍ للتجاه، ولتُ�شر R اإلى واحدٍ عاك�ضٍ للتجاه. املأ الجدول بـِ P اأو R للإ�شارة 
اإلى �شفة حفظ اأو عك�ض الاتجاه لحا�شل ال�شرب.

RP

P

R

:  حا�شل  املأ الجدول لاإعطاء جميع الاأنماط المحتملة لتقاي�شات الم�شتوى المعطاة بحا�شل �شرب نمطين، فمثلًا
ρρ  بكل الحرفين،  ا اآخر. املأ المربع الذي يخ�ضّ  ا، اأو يمكن اأن يكون نمطًا �شرب دورانين يمكن اأن يكون دورانًا

وا�شتخدم اإجابتك في حل التمرين 2 في حذف بع�ض الاأنماط، واأخرج المحايد من الح�شاب. 
𝛾𝛾μ𝜌𝜌𝜌𝜌

𝜏𝜏

𝜌𝜌

μ

𝛾𝛾

.3

 . 2
 ار�شم �شكلًا في الم�شتوى تكون زمرةٌ من عن�شر واحد هي زمرة تناظراته في  .4

 . 2
 ار�شم �شكلًا في الم�شتوى تكون زمرةٌ من عن�شرين هي زمرة تناظراته في  .5

 . 2
 ار�شم �شكلًا في الم�شتوى تكون زمرةٌ من ثلثة عنا�شر هي زمرة تناظراته في  .6

 . 2
 ، هي زمرة تناظراته في  4 ار�شم �شكلًا في الم�شتوى تكون زمرةٌ من اأربعة عنا�شر مماثلة لـِ  .7

ار�شم �شكلًا في الم�شتوى تكون زمرةٌ من اأربعة عنا�شر مماثلة لزمرة كلين الرباعية V ، هي زمرة تناظراته في 
 . 2


.8

اأعطِ احتمالات رتبة تقاي�ض لكلٍّ من الاأنماط الاأربعة لتقاي�شات الم�شتوى )غير المحايد(،  في زمرة تناظراتٍ في 
الم�شتوى. 

.9

لتقاي�ض الم�شتوى ϕ نقطة ثابتة (fixed point) ، اإذا وجدت نقطة P في الم�شتوى  على اأن يكون ϕ(P) = P. اأيّ 
من الاأنماط الاأربعة لتقاي�شات الم�شتوى )غير المحايد( يمكن اأن يكون له نقطة ثابتة؟ 

.10

بالرجوع اإلى التمرين 10، اأيّ اأنماطِ تقاي�شات الم�شتوى – اإن وُجِد – له نقطة ثابتة واحدة بال�شبط؟    .11
بالرجوع اإلى التمرين 10، اأيّ اأنماطِ  تقاي�شات الم�شتوى - اإن وُجِد - له نقطتان ثابتتان بال�شبط؟  .12

بالرجوع اإلى التمرين 10، اأيُّ اأنماط تقاي�شات الم�شتوى- اإن وُجِد – له عدد غير منتهٍ من النقاط الثابتة؟  .13

ا على اأنّ تقاي�ض الم�شتوى الذي يترك ثلث نقاط لي�شت على ا�شتقامة واحدة ثابتةٍ، يجب اأن يكون  برهن هند�شيًّ
الدالّة المحايدة. 

.14
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ا اأنه اإذا توافق تقاي�شا الم�شتوى ϕ و ψ عند ثلث نقاط لي�شت على ا�شتقامة  با�شتخدام التمرين 14، اأثبت جبريًّ
 ϕ و ψ هما الدالّة 

واحدة، اأي اإذا كان ϕ(Pi ) = ψ(Pi ) لنقاطٍ لي�شت على ا�شتقامة واحدة  P2 ،P1، و P3 ، فاإنّ 
نف�شها. 

.15

هل ت�شكل الدورانات – اإ�شافة اإلى الدالّة المحايدة – زمرةًا جزئيّة من زمرة تقاي�شات الم�شتوى؟ لماذا؟ اأو لماذا لا؟  .16

هل ت�شكل الان�شحابات - اإ�شافة اإلى الدالّة المحايدة - زمرةًا جزئيّة من زمرة تقاي�شات الم�شتوى؟ لماذا؟ اأو لماذا 
لا؟ 

.17

هل ت�شكل الدورانات حول نقطة مخ�شو�شة P - اإ�شافة اإلى الدالّة المحايدة- زمرةًا جزئيّة من زمرة تقاي�شات 
الم�شتوى؟ لماذا؟ اأو لماذا لا؟ 

.18

– زمرةًا جزئيّة من زمرة تقاي�شات  الدالّة المحايدة  اإلى  اإ�شافة   - L هل ي�شكل الانعكا�ض حول خط مخ�شو�ض 
الم�شتوى؟ لماذا؟ اأو لماذا لا؟  

.19

الم�شتوى؟  تقاي�شات  زمرة  زمرةًا جزئية من  المحايدة-  الدالّة  اإلى  اإ�شافة   - الانحداريّة  الانعكا�شات  ت�شكل  هل 
لماذا؟ اأو لماذا لا؟ 

.20

اأيٌّ من الاأنماط الاأربعة لتقاي�شات الم�شتوى يمكن اأن تكون عنا�شر في زمرة جزئيّة منتهية من زمرة تقاي�شات 
الم�شتوى؟

.21

 - G زمرةَ تقاي�شاتِ م�شتوًاى منتهية. اأثبت اأنّ الدورانات في G لاإكمال تف�شيلٍ في اإثبات المبرهنة 5.12، لتكن
اإ�شافة اإلى التقاي�ض المحايد – ت�شكل زمرة جزئيّة H من G، واأنه اإمّا H=G اأو |G| = 2|H|. [ م�شاعدة: ا�شتخدم 

.[.|Sn| = 2|An| ّالطريقة نف�شها التي ا�شتخدمناها في اإثبات اأن

.22

لاإكمال تف�شيلٍ في اإثبات المبرهنة 5.12، لتكن G زمرة منتهية موؤلفة من التقاي�ض المحايد والدورانات حول 
نقطة واحدة P في الم�شتوى. اأثبت اأنّ G دوريّة، وتُولَّد بالدوران من G الذي يُحرِّكُ الم�شتوى عك�ض عقارب ال�شاعة 
حول P  بالزواية الاأ�شغر θ > 0 . [م�شاعدة: اتبع فكرة برهان اأنّ الزمرة الجزئيّة من زمرة دوريّة هي دوريّةٌ]. 

ح الاأنماط ال�شبعة المختلفة للأن�شجة، حين تُ�شنَّفُ بح�شب تناظراتها. تخيّل  في التمارين من 24 اإلى 30، و�شِّ
ا. اأجب  ال�شكل المبينَّ يتوا�شل ب�شورة لا نهائية اإلى اليمين والي�شار، تحوي زمرة التناظر للن�شيج ان�شحاباتٍ دائمًا

عن الاأ�شئلة الاآتية حول زمرة التناظرات للن�شيج لكل واحد من هذه التمارين:
ا؟   اأ. هل تحوي الزمرة دورانًا

ا في خط اأفقي؟  ب. هل تحوي الزمرة انعكا�شًا
ا في خط عمودي؟  جـ. هل تحوي الزمرة انعكا�شًا

ا غير تافه؟  ا انحداريًّ د. هل تحوي الزمرة انعكا�شًا
∞2D  تماثل زمرة التناظر للن�شيج؟  × ,2 اأو  ,D∞ ×   هـ.  اأيّ من الزمر الممكنة  

.23

F F F F F F F F F F F F F F F .24
T T T T T T T T T T .25

E E E E E E E E E E E E .26
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ال�شكل 8.12: درا�شة التق�شيم المنتظم للم�شتوى بفر�شان ) 1946م موؤ�ش�شة اإِ�شر - بارن – هولندا
(M. C. Escher Foundation–Baarn–Holland(. الحقوق جميعها محفوظة(.

Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z Z .27

H H H H H H H H H H .28

.29

.30

ا ي�شتخدم في ملء الم�شتوى بالان�شحاب في الاتجاهين المعطيين في المتجهين  ت�شف التمارين من 31 اإلى 37 نق�شًا
المحدَّدين. اأجب عن هذه الاأ�شئلة في كل حالة. 
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 اأ. هل تحوي زمرة التناظرات اأيّ دورانات؟ اإذا حَوَت، فباأيّ زاوية ممكنة θ حيث θ ≤ 180° > 0؟ 

ال�شكل 9.12: درا�شة التق�شيم المنتظم للم�شتوى ب�شور اإن�شانٍ تخيلية ) 1936م موؤ�ش�شة اإِ�شر - بارن – هولندا
(M. C. Escher Foundation–Baarn–Holland(. الحقوق جميعها محفوظة(.

ال�شكل 10.12: درا�شة التق�شيم المنتظم للم�شتوى بزواحف ) 1939م موؤ�ش�شة اإِ�شر - بارن – هولندا
(M. C. Escher Foundation–Baarn–Holland(. الحقوق جميعها محفوظة(.

     ب. هل تحوي زمرةُ التناظرات اأيّ انعكا�شات؟ 
    جـ. هل تحوي زمرة التناظرات اأيّ انعكا�شات انحدارية غير تافهة؟ 

مربعٌ بحوافّ اأفقية وعمودية با�شتخدام اتجاهي الان�شحاب المعطيَيْن في المتجهين (0 ,1) و (1 ,0).  .31

مربعٌ كالذي في التمرين  31 با�شتخدام اتجاهي الان�شحاب المعطيَيْن في المتجهين (1/2 ,1) و  (1 ,0).  .32
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مربعٌ كالذي في التمرين  31 مع الحرف L في مركزه با�شتخدام اتجاهي الان�شحاب المعطيين في المتجهين
 (0 ,1) و (1 ,0).

.33

مربع كالذي في  التمرين 31 مع الحرف E في مركزه با�شتخدام اتجاهي الان�شحاب المعطيين في المتجهين 
(0 ,1) و (1 ,0).

.34

 مربعٌ كالذي في التمرين 31 مع الحرف H في مركزه با�شتخدام اتجاهي الان�شحاب المعطيين في المتجهين 
(0 ,1) و (1 ,0). 

 .35

. ( )1, 3 �شدا�شي منتظم براأ�ضٍ في الاأعلى با�شتخدام اتجاهي الان�شحاب المعطيين في المتجهين (0 ,1) و   .36

ال�شدا�شي،  مركز  في  ومركّزٍ  الاأعلى  في  براأ�ض  الاأ�شلع  مت�شاوي  ا  مثلثًا يحوي  الاأعلى  في  براأ�ضٍ  منتظم  �شدا�شي 

 . ( )1, 3 با�شتخدام اتجاهي الان�شحاب المعطيين في المتجهين (0 ,1) و 

.37

تتعلق التمارين من 38 اإلى 41 بالاأعمال الفنية لاإ�شر (M.C. Escher). اأهمل التظليل في الاأ�شكال، وافتر�ض اأنّ 
العلمات في كل �شورة اإن�شان، اأو زاحف، اأو فار�ض هي نف�شها، ولو اأنها محجوبة ب�شبب التظليل. اأجب عن  الاأ�شئلة 

)اأ(، و)ب(، و)جـ( نف�شها، التي �شُئلت للتمارين من 31  اإلى 36، واأجب كذلك عن هذا الفرع )د(. 
د. بفر�ض محاور اإحداثية اأفقية وعمودية بتدريجٍ مت�شاوٍ كالمعتاد، اأعطِ متجهاتٍ في الاتجاهين غير المتوازيين 

لمتجهين تولِّد زمرة الان�شحابات. لا ت�شغل  نف�شك بطول هذه المتجهات. 

ال�شكل 11.12: درا�شة التق�شيم المنتظم للم�شتوى ب�شور اإن�شان ) 1936م موؤ�ش�شة اإِ�شر - بارن – هولندا
(M. C. Escher Foundation–Baarn–Holland(. الحقوق جميعها محفوظة(.

درا�سة التق�سيم المنتظم للم�ستوى بفر�سان في ال�شكل 8.12.  .38

درا�سة التق�سيم المنتظم للم�ستوى ب�سور اإن�سان تخيلية في ال�شكل 9.12.  .39

درا�سة التق�سيم المنتظم للم�ستوى بزواحف في ال�شكل 10.12. .40
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درا�سة التق�سيم المنتظم للم�ستوى ب�سور اإن�سان في ال�شكل 11.12. .41

اأثبت اأنّ دورانات المكعب في الف�شاء ت�شكل زمرةًا تماثل S4. [م�ساعدة: دوران المكعب يُبدِّل الاأقطار المارة بمركز 
المكعب].
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