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�أول في �لجبر �لمجرد 26 مقرر 

مقدمة واأمثلة Introduction and Examplesالف�صل 1
في هذ� �لف�سل، �سنُعنى باإعطائك فكرة ب�سيطة عن طبيعة �لجبر �لمجرد، فكلنا ياألف جمع �لأعد�د 
�لحقيقية و�ضربها، �إذ �إنّ كلًّا من �لجمع و�ل�ضرب ي�سمّ عددين للح�سول على عدد و�حد، فمثلًا  
ي�سم �لجمع 2 و 3 للح�سول على 5، نعدّ �لجمع و�ل�ضرب عمليات ثنائيّة، وفي هذ� �لكتاب، نجرّد 
هذ� �لمفهوم، وندر�س �لمجموعات �لتي لدينا فيها و�حدة �أو �أكثر من هذه �لعمليات �لثنائيّة، ثم 
نفكر في �لعملية �لثنائيّة على مجموعة باأنها تعطي �لجبر على هذه �لمجموعة، ونهتم بال�صفات 
، مجموعة  التركيبية لهذ� �لجبر، ولتو�سيح ما نق�سد بال�سفة �لتركيبية مع مجموعتنا �لماألوفة 
 ، / 2x a=  � a∈، تحديدًا  لكل  �لأعد�د �لحقيقية، نلحظ �أنّ �لمعادلة x + x = a لها حلّ x في 
 مع  ؛ لذلك  0a <  �إذ� كان  في حين �أنّ معادلة �ل�ضرب �لمقابلة x . x = a لي�س لها حلّ في 

 مع �ل�ضرب. �لجمع لها تركيب جبري مختلف عن 

نعدّهما  ثنائيّتين  عمليتين  مع  مختلفتين  لمجموعتين  نف�سه  �لجبري  �لتركيب  يكون  ا      �أحيانًا
  �أنّ �لمجموعة   3 �لف�سل  ب�سورة طبيعية �سديدتي �لختلف، فعلى �سبيل �لمثال: �سنرى في 
+ مع �ل�ضرب! 

 مع �لجمع لها �لتركيب �لجبري نف�سه �لذي لمجموعة �لأعد�د �لحقيقية �لموجبة 
 

    هذ� �لف�سل م�سمّم ليجعلك تفكر في هذه �لأ�سياء ب�سورة غير دقيقة، و�سوف نتعامل مع كل 
�إنّ �ضرب �لأعد�د �لمركبة  �إلى بع�س �لأمثلة، حيث  3. لننتقل �لآن  2 و  �سيء بدقّة في �لف�سلين 
حة له، ونبد�أ بمر�جعة   ذ�ت �لقيمة �لمطلقة 1 يزوّدنا باأمثلة عدة �ستكون مفيدة في عملنا ومو�سّ

�لأعد�د �لمركبة و�ضربها. 

ال�صكل  1.1 
الأعداد المركبة   

 يمكن ت�سور �لعدد �لحقيقي هند�سيًّاا بو�سفه نقطة على خط عادة ما نعدّه �لمحور x. �لعدد �لمركب 
يمكن �أن يُعدّ نقطة في �لم�ستوى �لإقليدي، كما  في �ل�سكل 1.1. لحظ �أننا �أ�سمينا �لمحور �لعمودي 
�لمحور yi ولي�س �لمحور y، و�أ�سمينا �لنقطة على بعد وحدة و�حدة فوق نقطة �لأ�سلِ i ولي�س 1. 
و�لنقطة ذ�ت �لإحد�ثيات �لديكارتية (a,b) �سمّيت a + bi في �ل�سكل 1.1. �إ�سافة �إلى �أنّ مجموعة 

 تعرف على �لنحو �لآتي:   )complex numbers( الأعداد المركبة

{ }| ,a bi a b= + ∈  .
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�لوحدة �لأولى �لف�سل ا: مقدمة و�أمثلة  27

بالعدد   r �لحقيقي  �لعدد  مطابقة  خلل  من  �لمركبة  �لأعد�د  من  جزئيّة  مجموعة    نعدّ 
�أنها  على   −π + 0i و   3 �لعدد  �أنها  على   3 + 0i نكتب  �لمثال:  �سبيل  فعلى   ،r + 0i �لمركب 
i �أنها  على   0 + 1i نكتب  م�سابهة،  وب�سورة   ،0 �لعدد  �أنها  على   0 + 0i و  −π  �لعدد 

 .si 0 على �أنها + siو

لتوفير حلٍّ   i �لعدد �لمركب  م  وقُدِّ �لأعد�د �لحقيقية،  �لأعد�د �لمركبة بعد ظهور  ظهرت   
للمعادلة �لتربيعية x2 = −1، لذلك �حتجنا �إلى:

)1(                                                                       i2 = −1.  
من  �أجيالًا   قاد  �ل�سطلح  وهذ�   ،)imaginary number( تخيليًّا  عددًا   i �سُميت   للأ�سف، 
ا �إلى �لأعد�د �لمركبة منها �إلى �لأعد�د �لحقيقية. في �لو�قع، �لأعد�د  �لطلب �إلى روؤيةٍ �أكثر ت�سككًا
ا، �إذ لو  ا ملمو�سًا ,1 و i هي �ختر�عات من �أذهاننا، فلي�س �لعدد 1 �سيئًا  3,  ,  3π − كلها مثل
تو�فر مثل هذ� �ل�سيء، فهو بالتاأكيد �سيكون في مكان رفيعٍ من متحف علمي عظيم، يتدفق عليه 
بيان كيفية  �أنّ  ذلك  �إلى  �أ�سف  �إعجاب وده�سة.  1 في  بـِ  �لريا�سيين، يحدّقون  م�ستمرّ من  �سيل 
�ختر�ع حلول لمعادلتٍ كثيرةِ �لحدود، حتى عندما تكون معاملت كثيرة �لحدود لي�ست حقيقية 

ا لهذ� �لكتاب! ا �أ�سا�سيًّا هدفًا
�ضرب الأعداد المركبة 

�لخ�سائ�س  في  لننعم  بها،  يعرّف  �أن  يجب  �لتي  بالطريقة   (a + bi)(c + di) �ل�ضرب   يعرّف 
ا مع �لمعادلة )1(. �لمعتادة للعمليات �لح�سابية �لحقيقية، ولتحقيق i2 = −1 �ن�سجامًا

2.1 مثال

الحل

�، نرى �أننا نرغب في �أن يكون  تحديدًا
(a +bi) (c + di) = ac + adi + bci + bdi2

 = ac + adi + bci + bd(-1)

= (ac – bd) + (ad + bc)i.

لذلك، نعرّف �ضرب z1 = a + bi و z2 = c + di كما ياأتي:  
  )2(               z1z2 = (a + bi) (c + di) = (ac – bd) + (ad + bc)i,            
�سو�ب  من  �لتحقّق   .s = ad + bc و   r = ac – bd حيث   ،r + si �ل�سورة  على  وهي 
 z1(z2 + z3) = z1z2 + z1z3 و   ،z1z2 = z2z1, z1(z2z3) = (z1z2)z3 �لمعتادة   �لخ�سائ�س 

z1, z2, z3 ∈   �أمرٌ روتيني.   لكل 
 (2 – 5i)(8 + 3i) ح�سب�

ل نتذكر �لمعادلة )2( بل نح�سب �ل�ضرب، كما فعلنا عند ��ستنتاج تلك �لمعادلة، فنح�سل على: 
p                            (2 – 5i) (8 +3i) = 16 + 6i – 40i +15 = 31 – 34i.            
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  )absolute value( لتثبيت �لمعنى �لهند�سي ل�ضرب �لأعد�د �لمركبة نعرّف �أولًا  القيمة المطلقة
|a+bi| لـِ a + bi بـِ 

)3(                                                              2 2 a bi a b+ = +                            

هذه �لقيمة �لمطلقة هي عدد حقيقي غير �سالب، وهي �لم�سافة من a + bi �إلى نقطة �لأ�سل في 
�ل�سكل 1.1. يمكننا �لآن و�سف �لعدد �لمركب z ب�سيغة �لإحد�ثيات �لقطبية

)4(                                                          z =|z| (cosθ + i sin θ),                       
حيث θ هي �لز�وية �لمقي�سة عك�س عقارب �ل�ساعة من �لمحور x �إلى �لمتجه من 0 �إلى z، كما في 

�ل�سكل 3.1. تن�سّ �سيغة م�سهورة تن�سب �إلى ليونارد �أويلر على �أنّ:
.eiθ = cos θ + i sin θ                                              )�صيغة اأويلر(

�لقُوى  �أويلر ب�سورة منهجية من مفكوك مت�سل�سلة  �أن ت�ستق �سيغة   41 �لتمرين  نطلب منك في 
 )4( �لمعادلة  في   z عن  �لتعبير  يمكننا  �ل�سيغة،  هذه  با�ستخد�م   .sin θ و   ،cos θ  ،eθ للدو�ل 

بال�سورة z = |z|eiθ. دعنا نكتب: 

2
2 2

iz z e θ= 1  و 
1 1

iz z e θ=
ونح�سب حا�سل �ضربهما بهذه �ل�سيغة، مفتر�سين �أنّ قو�نين �لأ�س�س تنطبق على �أ�س�س �لأعد�د 

�لمركبة. نح�سل على:

1 2 1 2( )
1 2 1 2 1 2      i i iz z z e z e z z eθ θ θ θ+= =

)5(                               [ ]1 2 1 2 1 2= cos( ) sin( )z z iθ θ θ θ+ + +                  

 z1z2 ِلـ θ و�لز�وية �لقطبية |z1z2| = |z1| |z2| لحظ �أنّ �لمعادلة )5( ت�ستنتج من �لمعادلة )4( ، حيث
هي �لمجموع  θ = θ1 + θ2؛ فلذلك – هند�سيًّاا- ن�ضرب �لأعد�د �لمركبة ب�ضرب قيمها �لمطلقة 
وجمع زو�ياها �لقطبية، كما  في �ل�سكل 4.1، وي�سير �لتمرين 39 �إلى كيفية ��ستنتاج ذلك من خلل 

�لمتطابقات �لمثلثية دون �لرجوع �إلى �سيغة �أويلر وفر�سيات حول �لرفع لأ�س�س مركبة. 

ال�صكل 3.1
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6.1 مثال

                       
                        ال�صكل 4.1                                                  ال�صكل 5.1   

/ و�لقيمة �لمطلقة 1، كما  في �ل�سكل 5.1.  2π     لحظ �أنّ i لها �لز�وية �لقطبية 
 .i2 = - 1  2 و 1 = | 1 .1 |، ولذلك( / 2)π π= لذلك، i2 لها �لز�وية �لقطبية 

 .z2 = i للمعادلة  �أوجد جميع �لحلول في �لمجموعة 
بكتابة �لمعادلة z2 = i بال�سورة �لقطبية و��ستخد�م �لمعادلة )5( نح�سل على: 

|z|2 (cos2θ + i sin 2θ) = 1(0 +i).
z يجب �أن تحقق cos 2θ = 0 وsin 2θ = 1. �إذن  لذلك، z|2 = 1|؛ ولهذ� z| = 1|. �لز�وية θ لـِ 
ا  ) لعدد �سحيح n. قيم n �لتي تعطي قيمًا )/ 4 nθ π π= + 2θ = (π/2) + n(2π)، وعليه، يكون 

. حلولنا هي:  5 / 4θ π= / �أو  4θ π= لـِ θ، بحيث θ < 2π ≥ 0 هي 0 و1،  وتعطي 

2
5 51 cos sin
4 4

z iπ π = + 
 

1       و      1 cos sin
4 4

z iπ π = + 
 

p                                 2
1 (1 )
2

z i−
= + 1       و         

1 (1 )
2

z i= + �أو                          
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�أوجد جميع حلول z4 = -16.    7.1 مثال
كما في �لمثال 6.1، نكتب �لمعادلة بال�سورة �لقطبية حا�سلين على: 

 |z|4 (cos 4θ + i sin 4θ)= 16 (-1 + 0i).
 ،4θ = π + n(2π) ّنجد �أن .sin 4θ = 0 و cos 4θ = -1 بينما ،|z| = 2  �؛ ولهذ|z|4 = 16 ،لذلك
θ، بحيث �إنّ ) لعدد �سحيح n. �لقيم �لمختلفة �لناتجة لـِ  / 4) ( / 2)nθ π π= +  وعليه، يكون 

؛ لهذ�، فاأحد حلول z4 = -16 هو:   7 / 4π ، و 5 / 4π  ، 3 / 4π  ، / 4π  θ < 2π ≥ 0 هي 

.
( )1 12 cos sin 2 2 1

4 4 2 2
i i iπ π   + = + = +      

وبطريقة مماثلة نجد ثلثة حلول �إ�سافية، 

p    . 2(1 )i− ، و ( )2 1 i− −  ، ( )2 1 i− +                        
    يو�سح �لمثالن �ل�سابقان طريقة لإيجاد حلول للمعادلة zn = a + bi بكتابة �لمعادلة بال�سورة 
، �ضريطة �أن يكون  a + bi ≠ 0. تطلب �إليك �لتمارين من 16  ا �سيكون هناك n حلًّا �لقطبية. د�ئمًا

�إلى 21 �أن تحل معادلت من هذ� �لنوع. 
يعطى  �لجمع  �أنّ  نذكر  �أن  بنا  يجدر  ربما  لكن  �لمركبة،  �لأعد�د  ق�سمة  �أو  جمع  ن�ستخدم  لن      

بال�سيغة: 
                             (6)                                (a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + d) i

وق�سمة a + bi على c + di غير �ل�سفري يمكن �لتحايل لإجر�ئها : 

( ) ( )
2 2.

 
ac bd bc ad ia bi a bi c di

c di c di c di c d
+ + −+ + −

= =
+ + − +

(7) 2 2 2 2 = ac bd bc ad i
c d c d

+ −
+

+ +
.
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الجبر على الدوائر 

�لتي مركزها نقطة  �لإقليدي  �لد�ئرة في �لم�ستوى  U هي  �إن،  �أي   ، لتكن 
�لأ�سل ون�سف قطرها 1، كما  في �ل�سكل 8.1. تبيّن �لعلقة |z1z2| = |z1|  |z2|  �أنّ حا�سل �ضرب 
عددين من U ينتمي �إلى U؛ نقول �إنّ U مغلقة بالن�سبة �إلى �ل�ضرب؛ لذلك يمكننا روؤية �ل�ضرب 

� على �لد�ئرة في �ل�سكل 8.1. في U على �أنه يعطي جبرًا

حقيقيًّاا  � عددًا  U من   z = cosθ + i sinθ  بكل نقرن   ،8.1 �ل�سكل  في  يتّ�سح  كما    
θ يقع في �لفترة ن�سف �لمفتوحة θ < 2π ≥ 0. عادةًا ما يرمز لهذه �لفترة ن�سف �لمفتوحة  ∈
ا. تذكّر �أنّ �لز�وية  2π لأ�سباب �ستتّ�سح لحقًا بالرمز (0,2π] ، لكننا نف�سل �أن نرمز لها بالرمز 
 .θ1 + θ2 �لمقرونتين  �لز�ويتين  z1z2 هي مجموع  مركبين  عددين  مع حا�سل �ضرب  �لمقرونة 
 ،θ1 + θ2 - 2π  هي z1z2 2π �لمقرونة بـِ  وبالطبع، �إذ� كان θ1 + θ2 ≥ 2π فاإنّ �لز�وية في 
لهذ� �لجمع هنا  نرمز   . 2π (addition modulo 2π) على   2π مقيا�س  جمعًا  هذ� يعطينا 

.+2π بالرمز

9.1 مثال

θ

�ل�سكل 8.1

   p                                                           3 5 11 32 2
2 4 4 4
π π π ππ π+ = − = +2π  

3 5 11 32 2
2 4 4 4
π π π ππ π+ = − = ، يكون  2π في 

لي�س هناك �سيء مميز في �لعدد 2π مكّننا من تعريف �لجمع على �لفترة ن�سف �لمفتوحة  

 . { }| 0c x x c= ∈ ≤ <  ، فنحن ن�ستطيع ��ستخد�م �أيّ فترة ن�سف مفتوحة  2π  
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، يكون10.1 مثال 2π8.5 يكون  12 = 23 – 35 = 19 23+ 16. في ، 23

في 
 p                                                           .6 +8.5 8=14 – 8.5 = 5.5  

 2π �لآن، �ضرب �لأعد�د �لمركبة على �لد�ئرة U ، حيث z| = 1| و�لجمع مقيا�س 2π على   
 2πθ ∈ لهما �لخ�سائ�س �لجبرية نف�سها، فلدينا �لتقابل �لطبيعي z ↔ θ، بين  z ∈ U  و 

�لم�سار �إليه في �ل�سكل 8.1. �إ�سافة �إلى ذلك، فقد عرفنا 2π+ قا�سدين �أن يكون: 

.            )تماثل( )8(          1 2 1 2 2. ( )z z πθ θ↔ + 2 ، فاإنّ  2z θ↔ 1 و  1z θ↔          �إذ� كان 

θ �لمقابلة �لمبينة في �ل�سكل 8.1،  z بـِ  U∈ تبيّن �لعلقة )8( �أننا لو �أعدنا ت�سمية كل   
فاإنّ حا�سل �ضرب عن�ضرين من U يعاد ت�سميته بمجموع ز�ويتي هذين �لعن�ضرين؛ لذلك، يجب 
2π �لخ�سائ�س  �إلى �لجمع مقيا�س  2π بالن�سبة  �إلى �ضرب �لأعد�د و U بالن�سبة  لـِ  �أن يكون 
�لجبرية نف�سها، �إنهما يختلفان فقط في �أ�سماء �لعنا�ضر و�أ�سماء �لعمليات، حيث ي�سمّى مثل هذ� 
�لعمليات  �لعنا�ضر و�أ�سماء   �أ�سماء  �أنّ  �إلى ذلك  �أ�سف  �لتماثل،   (8) �لتقابل �لذي يحقق �لعلقة 
نعني  ما  ح  و�سنو�سّ �لجبرية.  بالخ�سائ�س  نهتم  فنحن  �لمجرد؛  �لجبر  في  مهمة  لي�ست  �لثنائيّة 

2π هي ذ�تها. بقولنا: �إنّ �ل�سفات �لجبرية لـِ U ولـِ 
11.1 مثال

12.1 مثال

، تحديدًا� e =1. �لعن�ضر 0 من  z U∈ في U، يوجد عن�ضر و�حد بال�سبط e، بحيث �إنّ e . z = z لكل 
p   2x π∈ 2e لكل x xπ+ = 2π بحيث �إنّ  1 هو �لعن�ضر �لوحيد e من U∈ 2π �لمقابل لـِ 

 20 π∈ 1 و  U∈ � i ،-1، 1، وi-. �لآن،  للمعادلة z.z.z.z =1 في U �أربعة حلول بال�سبط، تحديدًا
 � تحديدًا بال�سبط،  حلول  �أربعة   2π في  وللمعادلة   متقابلن، 
p                                       .على �لتو�لي -i 1، و,  ,  1i − ، و 3π/2 �لتي بالطبع تقابل  0,  / 2,  π π

ي�ساوي طول   θ للز�وية  �لد�ئري  و�لقيا�س   2π 1، فمحيطها  U ن�سف قطر  لد�ئرتنا  ولأنّ        
، وو�سعنا 0 من �لفترة على 1 على  2π �لقو�س �لمو�جه لها، فاإذ� تناولنا فترتنا ن�سف �لمفتوحة 
�لمحور x، وثنيناها حول �لد�ئرة U بعك�س عقارب �ل�ساعة، ف�سوف تدور �لطريق بالكامل عائدة 
�إلى 1. �إ�سافة �إلى ذلك، ف�سينطبق كل عدد من �لفترة على تلك �لنقطة من �لد�ئرة �لتي تمثّل �لعدد 
�لذي قيمته �لز�وية �لمركزية θ �لمبينة في �ل�سكل 8.1، وهذ� يبين �أنّ باإمكاننا �لتفكير في �لجمع 
مبتدئين من  �ل�ساعة،  عقارب  بعك�س  �لمو�جهة  �لأقو��س  �أطو�ل  بجمع  يح�سب  2π كاأنه  على

z =1، وطارحين 2π �إذ� ما و�سل مجموع �لأطو�ل 2π �أو ز�د عليها.
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�لد�ئرة  P على  �أقو��س من نقطة بد�ية  �أطو�ل  �لد�ئرة بدللة جمع      و�إذ� فكّرنا في �لجمع على 
متجهين عك�س عقارب �ل�ساعة،  فيمكننا ��ستخد�م د�ئرة ن�سف قطرها 2 �لتي محيطها 4π، كما 
4π ولفّها  �أخذ  فترتنا ن�سف �لمفتوحة  1. ويمكننا  �لقطر  �لد�ئرة ذ�ت ن�سف  كان �لحال مع 
بعك�س عقارب �ل�ساعة بادئين من P، فعندها نرى �أنها �ستغطي �لد�ئرة كاملة، حيث يعطينا جمع 
�أطو�ل �لأقو��س مفهوم �لجبر للنقاط على هذه �لد�ئرة ذ�ت ن�سف �لقطر2، �لذي يماثل بالتاأكيد 
2z في  �ل�سكل 8.1، فاإنّ  = 4π بالن�سبة �إلى �لجمع 4π+. من ناحية ثانية، �إذ� �أخذنا د�ئرة 

�أنّ   1 2 1 2z z z z= �لعلقة  تبين  �لد�ئرة.  هذه  على   � جبرًا يعطينا  ل  �لمركبة  �لأعد�د  �ضرب 
حا�سل �ضرب عددين من مثل هذه �لأعد�د له �لقيمة �لمطلقة 4 ولي�س 2؛ لذلك، ف�ضرب �لأعد�د 

ا على هذه �لد�ئرة. �لمركبة لي�س مغلقًا
ا في �لجبر �لمجرد، ويمكننا      تُظهر �لفقرة �ل�سابقة �أنّ قليلًا من �لهند�سة يمكن �أن ي�ساعد �أحيانًا
 2π �لفترة  تتمدد  فبب�ساطة  4π متماثلتان،  و   2π باأنّ  �أنف�سنا  لإقناع  �لهند�سة  ��ستخد�م 
�  بقوة 2؛ لذلك ن�سع قاعدة �لتقابل  ، �أو �إن كنت تف�سل، ��ستخدم مكبّرًا 4π بانتظام لتغطي �لفترة 

. ت�سبح �لعلقة )8( للتماثل: 2a و π∈ 2a بين  a↔

)           )تماثل( )9(        ) ( )2 42 2a b a bπ π+ ↔ + ، فاإنّ   2b b↔ 2a و  a↔         �إذ� كان 

13.1 مثال

 ،2a + 2b = 4π + 2c ّفاإن ،a + b = 2π + c فاإذ� كان ، 2a b π+ ≤ هذ� و��سح في �لحالة 
، وهو �سحيح. 2c c↔ وي�سبح �لقرن �لنهائي في �لعلقة �لمعرو�سة 

 3π و  ، 0,  ,  2π π  � تحديدًا بال�سبط،  حلول  �أربعة  لها   4π في   
      p                                    .12.1 2 في �لمثالπ وهي �سعفا  �لحلول �لمتو�فرة للمعادلة �لم�سابهة في 
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14.1 مثال  

4π في �لنقا�س �ل�سابق. بالتاأكيد، ℝc مع  2π و  لي�س هناك �سيء مميز حول �لعددين   
. ( / ) dd c x ∈ cx بـِ  ∈ . نحتاج فقط �إلى �أن نقرن  ,c d +∈ d مع d+ لكل  c+ تماثل 

جذور الوحدة

 nth roots of( للوحدة n الجذور ذات الرتبة  { }| 1n
nU z z= ∈ = تُ�سمّى عنا�ضر �لمجموعة 

.)unity

وبا�ستخد�م تقنية �لمثالين 6.1 و 7.1، نرى �أنّ �لعنا�ضر في هذه �لمجموعة هي �لأعد�د

. 0,1,2,..., 1m n= − 2   حيث   2cos sinm i m
n n
π π   +   

   

، فاإنّ هذه  2 2cos sini
n n
π πζ = + . �إذ� جعلنا  nU U⊂ جميعها له �لقيمة �لمطلقة 1؛ ولذلك، 

�لجذور ذ�ت �لرتبة n للوحدة يمكن �أن تكتب بو�سفها:

)10(                                                              0 1 2 3 11 , , , ,..., nζ ζ ζ ζ ζ −= .

ζ مغلقة بالن�سبة �إلى �ل�ضرب، فمثلًا  مع n = 10 يكون ، هذه �ألـ n قوى لـِ   1nζ = لأن 
6 8 14 10 4 4 41.ζ ζ ζ ζ ζ ζ ζ= = = = .

. n ni معتبرين i و j  عنا�ضر في  j+ i بح�ساب  jζ ζ لذلك، نرى �أننا ن�ستطيع ح�ساب 

�لجمع  �أن  �لو��سح  ومن   . n n⊂  �أنّ  نرى   . { }0,1,2,3,..., 1n n= − ليكن   
.ℤn مغلق على n مقيا�س

p                                           . 5 +8 6=11-8=3 ؛ لأنx = 6  هو ℤ8 في x + 5 = 3 حلّ �لمعادلة
ف�سن�ستخدم  باأُ�سّها،   )10( في  للوحدة   n �لرتبة  ذ�ت  �لجذور  من  كلٍّ  ت�سمية  �أعدنا  �إذ�   

. بو�سوح، n كاأ�سماءٍ عنا�ضر ℤn كلها، وهذ� يعطي �لتقابل بين Un و 

)                 )تماثل( )11(             ). ( )i j
ni jζ ζ ↔ + j ، فاإنّ  jζ ↔ i  و iζ ↔ �إذ� كان 

15.1 مثال

مع �لجمع  n+ لهما �لخ�سائ�س �لجبرية نف�سها. n لذلك، Un مع �ضرب �لأعد�د �لمركبة و 
، ووفق هذ� �لتماثل يجب �أن يكون  2 /8 5ie πζ = ↔ 8 فيه  يمكن بيان وجود تماثل لـِ U8 مع 
p                                                                                                     . 2

8. 5 5 2ζ ζ ζ= ↔ + =

8 �لتي تقابل         يطلب منك �لتمرين 35 مو��سلة �لح�سابات في �لمثال 15.1 لإيجاد عنا�ضر 
.U8 لعنا�ضر �ل�ستة �لمتبقية من�
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∎ تمارين 1

. ,a b ∈ في �لتمارين من 1 �إلى 9، �ح�سب �لتعبير �لح�سابي �لمعطى، و�أعطِ �لجو�ب بال�سيغة a + bi لـِ 
i23 .3  i4 .2    i3 .1

(8+2i) (3-i) .6  (4-i) (5+3i) .5  (-i)35 .4
5  .9(i−1))��ستخدم مبرهنة ذ�ت �لحدين(   (1+i)3 .8    (2−3i)(4+i)+ (6-5i) .7

 6 4i+ 11. جد   3 4i− 10. جد 

 1p qi+ = ، حيث  ( )z p qi+ في �لتمارين من 12 �إلى 15، �كتب �لعدد �لمركب �لمعطى z بال�سيغة �لقطبية 
-3 + 5i .15  12 + 5i .14  -1 + i .13  3 - 4i .12

 للمعادلة �لمعطاة. في �لتمارين من 16 �إلى 21، �أوجد جميع �لحلول في 
z3  = -27i .19  z3  = -8 .18  z4 = −1 .17  z4  = 1 .16

 z6  = -64 .21  z6  = 1 .20
ا �لجمع  للمقيا�س �لم�سار �إليه. في �لتمارين من 22 �إلى 27، �ح�سب �لتعبير �لمعطى م�ستخدمًا
20.5 +25 19.3 .24  8+ 106 .23  10 + 1716 .22

32
2 2 3 2+  .27   .26   .25

6 غير معقول. ح لماذ� نقول: �إنّ �لتعبير 68 + 5 في  28. و�سّ

في �لتمارين  من 29 �إلى 34، �أوجد جميع �لحلول x للمعادلة �لمعطاة.

 .ℝ2π 2 في
3 3
2 4

x π
π π

+ =  .30  .ℤ15 في x +15 7 = 3 .29

.ℤ7 7 في 7 5x x x+ + =  .32  .ℤ7 7 في 3x x+ =  .31

.ℤ4 4 في 4 4 0x x x x+ + + =  .34  .ℤ12 12 في 2x x+ =  .33

. 2 2ζ ↔ ) و  )/4 5ie πζ = ↔ 8 فيه  35. يوؤكد �لمثال 15.1 وجود تماثل لـِ U8 مع 

.m = 0,3,4,5,6,7 ِلـ U8 من �لعنا�ضر �ل�ستة �لباقية من mζ 8 �لذي يقابل �لعن�ضر  �أوجد �لعن�ضر من 

.m = 0,2,3,4,5,6 ِلـ 
mζ 7 �لذي يجب �أن يقابله  . �أوجد �لعن�ضر من  ( )2 /7 4ie πζ = ↔ 7 فيه  36. هناك تماثل لـِ U7 مع 

) تقابل 4؟ )/3ie πζ = 6 فيه  37. لماذ� ل يمكن �أن يوجد تماثل لـِ U6 مع

 : ia ibe e 38. ��ستق �ل�سيغتين �لآتيتين با�ستخد�م �سيغة �أويلر وح�ساب 
sin( ) sin cos cos sina b a b a b+ = +

و
cos( ) cos cos sin sina b a b a b+ = −
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. ��ستخدم �لمتطابقات �لمثلثية في �لتمرين  2 2 2 2| | (cos sin )z z iθ θ= + 1 و  1 1 1| | (cos sin )z z iθ θ= + 39.  ليكن 

. ( ) ( )1 2 1 2 1 2 1 2cos sinz z z z iθ θ θ θ= + + +   38 ل�ستقاق 

ا �سيغة �أويلر. cosθ م�ستخدمًا sinθ و  cos3θ بدللة  40.  اأ. ��ستق �سيغة لـِ 

ا  . )�سنجد ��ستخد�مًا 2 2sin cos 1θ θ+ = 3cos3 من �لفرع )�أ( و�لمتطابقة  4cos 3cosθ θ θ= − ب.  ��ستق �ل�سيغة 
لهذه �لمتطابقة في �لف�سل 32(.

41. تذّكر من ح�ساب �لتفا�سل مفكوك مت�سل�سلت �لقوى:

،
2 3 4

1 ...
2! 3! 4!

x x x xe x= + + + + + +
2 3 4

1 ...,
2! 3! 4!

x x x xe x= + + + + +

، و
3 5 7 2 1

1sin ... ( 1) ...,
3! 5! 7! (2 1)!

n
nx x x xx x

n

−
−= − + − + + − +

−

2 4 6 2

cos 1 ... ( 1) ...
2! 4! 6! (2 )!

n
nx x x xx

n
= − + − + + − +

cos  منهجيًّاا من هذه �ل�سيغ �لثلث.  sinie iθ θ θ= + ��ستق �سيغة �أويلر 

Abstract 1_Book.indb   36 3/4/2014   11:15:36 AM

o b e i k a n d l . c o m



�لوحدة �لأولى �لف�سل 2: �لعمليات �لثنائية  37

الف�صل 2

1.2 تعريف

Binary Operations العمليات الثنائية
يعلّم  �لعالم  �أحد �لمخلوقات في هذ�  زوّ�ر لح�سارة غريبة في عالم غريب، ونر�قب  �أننا  �فتر�س 
رفقاءه في �سفّ جمْعَر �لأعد�د، و�فتر�س �أننا لم نُخْبرَر باأن �ل�سفَّ يتعلم �لجمع، و�إنما �أُجْلِ�سنا في 
ا. �لمعلم ي�سدر  � عمّا يجري تمامًا �لقاعة  على هيئة مر�قبين لما يجري، وطُلب �إلينا �أن نعطي تقريرًا
: بمت، ثم يقول �لمعلم: �أُمبت، جافت، فيردّ  ا تبدو لنا على نحو: جلوب، بويت، فيردّ �ل�سفُّ �أ�سو�تًا
�؛ لأننا �أ�سلًا ل نعلم  : بويت. ماذ� يفعل  هوؤلء؟ ل ن�ستطيع �أن نحكم �أنهم يجمعون �أعد�دًا �ل�سفُّ
�أن هناك تو��سلًا ما يجري، وكل ما يمكننا  �، لكننا ندرك بالطبع  �أعد�دًا �أنّ هذه �لأ�سو�ت تمثل 
قوله ب�سيء من �لجزم: �إنّ هذه �لمخلوقات تعرف قاعدة ما، فعندما يُذكر بِلُغتهم زوج من �لأ�سياء، 
، بمت. يحدث هذ� �لإجر�ء نف�سه عند  � تلو �لآخر، مثل جلوب، بويت، فاإنهم  يجمعون على ردٍّ و�حدًا

: اأحد ع�شر.  تعليم �لجمع في �سفّنا �لأول، حيث يقول �لمعلم: �أربعة، �سبعة، فيرد �ل�سفُّ
ا  لذلك نُقاد في محاولتنا لتحليل جمع �لأعد�د و�ضربها �إلى فكرة مفادها �أنّ �لجمع �أ�سا�سًا  
ى، كذلك  ا لعددين بترتيب معطًا مجرد قاعدة يتعلمها �لنا�س، تمكّنهم من ربط عدد ما بو�سفه جو�بًا
� �أنه عند �إجر�ء هذ� �لنوع من �لتعلم مع �لتلميذ،  �ل�ضرب قاعدة كهذه، لكنّها  مختلفة. لحظ �أخيرًا
فعلى �لمعلمين �أن يكونو� منتبهين قليلًا  لل�سيئين �للذين يعطوهما لل�سف، فلو �أدخل معلم �ل�سفّ 
�؛ لأن �لقاعدة معرّفة فقط لأزو�ج  ا �سديدًا �لأول فجاأة كلمتي ع�ضرة، �سماء، لرتبك �ل�سفّ �رتباكًا

�أ�سياء من مجموعة محددة. 
تعريفات واأمثلة 

جمع  مفهوم  معمّمين  مفيد،  تعريف  في  �لأفكار  هذه  جوهر  �سياغة  �لريا�سيين  نحن  لنحاول 
�لأعد�د و�ضربها. كما نوّهنا في �لف�سل 0، لن نحاول هنا تعريف �لمجموعة، �إذ يمكننا �أن نكون 
و�لمثال   10.0 �لتعريف  )�نظر  دو�لّ  بو�سفها  تعميماتنا  ف  �سِ ونَر ا،  ريا�سيًّا دقيقين  ما  حدّ  �إلى 
�لمجموعة  تتكوّن   ،S مجموعة  لأيّ  �أنه   4.0 �لتعريف  من  وتذكّر  قو�عد،  بو�سفها  ولي�س   )11.0

 .S تنتمي �إلى bو a حيث (a,b) من جميع �لأزو�ج �لمرتبة S S×

S. لكل S �إلى  S× S هي د�لّة من   العملية الثنائيّة )binary operation( *  على مجموعة 
¡                                             .a b∗ ) من S بِـ  )( ),a b∗ ، �سنرمز للعن�ضر   ( ),a b S S∈ ×

2.2 مثال

3.2 مثال

) من عنا�ضر ),a b ا �أن نعدّ �لعملية �لثنائيّة * على S تقرن بكل زوج مرتب  يمكننا بدهيًّا  
a من S. �سنو��سل باأمثلة.  b∗   �  S عن�ضرًا

، و�ضربُنا �لمعتاد هو عملية ثنائيّة مختلفة  جمعُنا �لمعتاد + هو عملية ثنائيّة على �لمجموعة 
p           . + بِـ 

 ، �أو  , , +
   ، ويمكننا في هذ� �لمثال، ��ستبد�ل �أيٍّ من �لمجموعات  على 

S �أن تكون معرّفة لكل زوج مرتب  لحظ �أننا ن�سترط في �لعملية �لثنائيّة على مجموعة   
 .S من عنا�ضر ( ),a b

�لمعتاد  �لم�سفوفات  جمع  �إن  حقيقية،  بمدخلت  �لم�سفوفات(1) كلها  مجموعة   ( )M ( )M  لتكن 
) من  ),A B A غير معرّف لزوج مرتب  B+ ثنائيّة على هذه �لمجموعة؛ لأن  لي�س عملية   +
p                                                                .م�سفوفات لها عدد مختلف من �ل�سفوف �أو �لأعمدة

ا تُعطى �أمثلة  )ا(  معظم طلب مقرر �لجبر �لمجرد در�سو� �لجبر �لخطي، و�أ�سبحو� معتادين على �لم�سفوفات وعملياتها، ولفائدة هوؤلء �لطلب، غالبًا
ت�سمل م�سفوفات. يمكن للقارئ غير �لمعتاد على �لم�سفوفات �إمّا �أن يُ�سقطها �أو �أن يذهب �إلى �لملحق في �آخر �لكتاب، حيث  يتو�فر ملخ�س ق�سير.
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4.2 تعريف

5.2 مثال

6.2 مثال

ا.  ا عملية ثنائيّة على مجموعة جزئيّة H من S �أي�سًا   تنتج �لعملية �لثنائيّة على S �أحيانًا
ا.  ا منهجيًّا نحن هنا ن�سوغ تعريفًا

لتكن * عملية ثنائيّة على S، ولتكن H مجموعة جزئيّة من S، فالمجموعة �لجزئيّة H مغلقة 
a. في  b H∗ ∈ ا  ، لدينا �أي�سًا ,a b H∈ * )*closed under(، �إذ� كان لكل  بالن�صبة اإلى 
المتولّدة  العملية  هي   H على   * باقت�سار  �لمعطاة   H على  �لثنائيّة  �لعملية  �لحالة،  هذه 
 ∎                                                                                                            . H من * على )induced operation(
ومن تعريفنا نف�سه للعملية �لثنائيّة * على S، فالمجموعة S مغلقة بالن�سبة �إلى *، لكن   

مجموعة جزئيّة ربّما ل تكون كذلك، كما يبين �لمثال �لآتي:  
مجموعة  على  ثنائيّة  عملية  يولّد  ل    �لحقيقية  �لأعد�د  مجموعة  على   + �لمعتاد  جمعنا  �إن 
 . *0∉ 2 و  ( 2) 0+ − = ، لكن  *2− ∈ ∋2* و  ؛ لأن  *

 �لأعد�د �لحقيقية غير �ل�سفرية 
   p                                                                                       .* لي�ست مغلقة بالن�سبة �إلى *

 لذلك 
S مغلقة  H من  �إذ� كانت مجموعة جزئيّة  ما  �إلى تحديد  �ستتكرر حاجتنا في كتابنا   
بالن�سبة �إلى عملية ثنائيّة * على S، وللو�سول �إلى ��ستنتاج �سحيح، علينا اأن نعرف معنى انتماء 
عن�شر اإلى H، و�أن ن�ستخدم هذه �لحقيقة. وهذه �لم�سكلة �لتي يعانيها �لطلبة. و�لآن تاأكّد �أنك تفهم 

�لمثال �لآتي: 
 . { }2 |H n n += ∈ ، ولتكن  لتكن + و . عمليتي �لجمع و�ل�ضرب �لمعتادتين على �لمجموعة 

حدد ما �إذ� كانت H مغلقة بالن�سبة �إلى )�أ( �لجمع و )ب( �ل�ضرب. 
1 4 5+ = لكن   ،H 22 من  4= 21 و 1= �أنّ  �إلى ملحظة  )�أ( فقط  �لفرع  نحتاج في    

؛ ولذلك، H لي�ست مغلقة بالن�سبة �إلى �لجمع.  5 H∉ و
. با�ستخد�م ما يعنيه �أنّ r و s من H، نرى  s H∈ r و H∈ وللفرع )ب(، �فتر�س �أنّ   
وعليه،   . 2s m= و  2r n= �إنّ  بحيث   ، +

 من   m و   n �سحيحين  عددين  وجود  من  بدّ  ل  �أنه 
�أنّ  ، ينتج  nm +∈ �أنّ  H وحقيقية  ، وبا�ستخد�م و�سف �لعنا�ضر في  2 2 2( )rs n m nm= =
  p                                                           .مغلقة بالن�سبة �إلى عملية �ل�ضرب H وعليه، تكون ، rs H∈

f ذو�ت �لقيم �لحقيقية �لتي مجالها مجموعة �لأعد�د �لحقيقية 7.2 مثال لتكن F مجموعة جميع �لدو�لّ 
 .F على    ,+,−, . �لثنائيّة  �لعمليات  مع  �لتعامل  على  و�لتكامل  �لتفا�سل  من  تعودنا   .

x ∈ ) من �لدو�لّ في F، نعرِّف لكل  ),f g �، لكل زوج مرتب  تحديدًا
)          �لجمع، )( ) ( ) ( )f g x f x g x+ = + f    بِـ  g+

)    �لطرح، )( ) ( ) ( )f g x f x g x− = − f  بِـ  g−

)            �ل�ضرب، . )( ) ( ) ( )f g x f x g x= f.  بِـ   g
و  

)                     �لتركيب. )( ) ( ( ))f g x f g x= f   بِـ   g

؛ لذلك، F مغلقة بالن�سبة �إلى  ا، حقيقية �لقيمة ومجالها  �إن هذه �لدو�لّ �لأربع جميعها �أي�سًا
 p                      . �لعمليات �لأربع كلها . ,− ,+، و 
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8.2 مثال

� للقارئ، وفي هذ� �لكتاب، نريد �أن      �لعمليات �لثنائيّة �لمو�سوفة في �لأمثلة �أعله ماألوفة جدًّا
نجرّد من جبرنا �لماألوف مفاهيم  تركيبية �أ�سا�سية، ولتاأكيد مفهوم �لتجريد من �لماألوف، �سوف 
�لثنائيّة:  �لعمليات   )1( �لف�سل  في  قدمنا  فقد  ماألوفة،  غير  باأمثلة  �لتركيبية  �لمفاهيم  نو�سح 

. c +c على  ، و�لجمع  n +n على  ، �لجمع  nU �ضرب �لأعد�د �لمركبة على U و 
 a b∗     �إنَّ �أهم طريقة لو�سف عملية ثنائيّة خا�سة * على مجموعة معطاة هي و�سف �لعن�ضر 

 .bو a بخا�سية معرّفة بدللة ( ),a b �لمقرون بكل زوج مرتب 
، نعرِّف �لعملية �لثنائيّة * بِـ  ت�ساوي �أ�سغر a و b، �أو �لقيمة �لم�ستركة �إذ� كان  +

 على 
 p                                                                                      3 3 3∗ = ؛ 10=10*15 و 2 11 2∗ = a؛ لذلك، b=

9.2 مثال

10.2 مثال

 ،2 '∗ 3  =  2،  25 '∗ 10 = 25 لذلك،  ؛  'a b∗  =  a بِـ   '∗ �لثنائيّة  �لعملية  نعرّف   ، +
  على 

 p  . '5 5 5∗ = و

∗ معرّفة في �لمثال  �إنّ  ، حيث  '' ( ) 2a b a b∗ = ∗ + بِـ   ''∗ �لثنائيّة  �لعملية  ، نعرّف  +
 على 

p                                                        . ''6 6 8∗ = ، و ''25 9 11∗ =  ، ''4 7 6∗ = )8.2(؛ لذلك، 

ربما يبدو �أنّ هذه �لأمثلة عديمة �لأهمية، لكن تاأمّل لحظة، �فتر�س �أننا ذهبنا �إلى متجر ل�ضر�ء 
قطعة �سوكولته �سهية كبيرة، و�أننا ر�أينا هناك قطعتين متطابقتين �إلى جانب بع�سهما، غلف 
�إحد�هما م�سعّر بِـ 1.67$ وغلف �لأخرى م�سعّر بِـ 1.79$ نلتقط – بالطبع -  تلك �لم�سعّرة بِـ 
1.67$، ومعرفتنا �أيهما نريد تعتمد على حقيقية �أننا تعلمنا �لعملية * في �لمثال 8.2 في وقت 
�. وبالمثل، �لعملية �لثنائيّة '* في �لمثال 9.2 عُرّفت با�ستخد�م قدرتنا  ما. �إنها عملية مهمّة جدًّا
، ثمّ جو�ربنا! لذلك  �أولًا �أحذيتنا  �إذ� لب�سنا  �لتي �سنو�جهها  على تمييز �لترتيب. فكّر في �لم�سكلة 
�لأهمية،  �لثنائيّة؛ لأنها قليلة  �لعمليات  �لنظر عن بع�س  �أل نكون مت�ضّرعين في �ضرف  يتعين 

بالطبع، عملياتنا �لمعتادة لجمع �لأعد�د و�ضربها لها �أهمية تطبيقية معروفة لنا. 

�ختير �لمثالن 8.2 و9.2  ليُظهر� بو�سوح �أنّ �لعملية �لثنائية يمكن �أن تعتمد �أو ل تعتمد على 
، ولي�س هذ� هو �لحال في  ,a b +∈ a لكل  b b a∗ = ∗ ترتيب �لزوج �لمعطى، ففي �لمثال 8.2، 

 . '7 5 7∗ = 5' لكن  7 5∗ = �لمثال 9.2؛ لأنّ 
a 11.2 تعريف b b a∗ = ∗ S اإبداليّة )commutative(، �إذ� )وفقط  �إذ�( كان  �لعملية �لثنائيّة * على مجموعة 

∎                                                                                                                                        . ,a b S∈ لكل 

�لتعريف.  �إذ�( من  )وفقط  �لكلمتين  �لريا�سيات حذف  �لماألوف في  فمن   ،0 �لف�سل  د في  �أَُركِّ كما 
ا على �أنها عبارة �إذ� وفقط �إذ�، فالمبرهنات لي�صت دائمًا عبارات اإذا وفقط  وتفهم �لتعاريف د�ئمًا

اإذا، ولا ي�صتخدم اأبدًا مثل هذا العرف للمبرهنات.
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12.2 تعريف

نُنا �لعملية �لثنائيّة* من  كِّ a، تُمَر b c∗ ∗ �فتر�س �لآن �أننا نرغب في در��سة تعبير على �ل�سورة 
ربط عن�ضرين فقط، وهنا لدينا ثلثة عنا�ضر، و�لمحاولت �لو��سحة لربط �لعنا�ضر �لثلثة هي 
 ( )2 5 9∗ ∗ يح�سب   ،8.2 �لمثال  �لمعرّفة في    * مع   . ( )a b c∗ ∗ �أو  ( )a b c∗ ∗ �إمّا  بت�سكيل 
؛  2 5 2∗ = ، ثمّ  5 9 5∗ = 2 بِـ  (5 9)∗ ∗ . وبالمثل، يح�سب  2 9 2∗ = ، ثمّ  2 5 2∗ = كما ياأتي: 

ا روؤية �أنّ لهذه �لعملية *:  ، ولي�س �سعبًا ( ) ( )2 5 9 2 5 9∗ ∗ = ∗ ∗ لذلك، 
،(a*b)*c = a*(b*c)

∗'' في �لمثال 10.2،  a، لكن لِـ  b c∗ ∗ وعليه، فل �لتبا�س في كتابة 

، '' '' ''(2 5) 9 4 9 6∗ ∗ = ∗ =

 في حين  
'' '' ''2 (5 9) 2 7 4∗ ∗ = ∗ =

، ويمكن �أن يح�سل �لتبا�س في �لتعبير  '' ''( )a b c∗ ∗ ا لِـ  '' لي�س بال�ضرورة م�ساويًا ''( )a b c∗ ∗ لهذ� 
 . '' ''a b c∗ ∗

S تجميعيّة )associative(، �إذ� كان تكون �لعملية �لثنائيّة على مجموعة 
∎   . , ,a b c S∈ ) لكل  ) ( )a b c a b c∗ ∗ = ∗ ∗                                    

13.2 مبرهنة

البرهان

a ل لب�س فيها،  b c d∗ ∗ ∗ �أنه �إذ� كانت * تجميعيّة، فاإن تعابير �أطول مثل      ويمكن �إثبات 
ويمكن كذلك �إدخال �لأقو��س باأي طريقة لغايات �لح�ساب، فالنتيجة �لنهائية لثنتين من مثل 

هذه �لح�سابات �ستكون نف�سها. 
7.2، ولأي مجموعة S و�أيّ د�لّتين   في �لمثال   �إلى      تّمت مر�جعة تركيب �لدو�لّ من 
   Sباأنه �لد�لّة من f°  g  ،f ا بـ g متبوعًا لِـ  S، نعرّف ب�سورة م�سابهة �لتركيب   �إلى   S g من  f و 
، يُ�ساف �إلى ذلك �أنّ بع�س �لعمليات �لثنائيّة  x S∈ �إلى S، بحيث �إن f°g()x( = f(g(x))( لكل 
�لتركيب  �أن هذ�  �لدو�لّ، ومن �لمهم معرفة  تُعرَّف با�ستخد�م تركيب  �لتي ندر�سها  �أهمية  �لأكثر 

ا.  ا طالما كان معرّفًا تجميعيّ د�ئمًا
 )تجميعيّة التركيب(: لتكن S مجموعة، ولتكن f، وg، و h دو�لّ من S �إلى S، عندئذٍ يكون: 

 . ( ) ( )f g h f g h=   

. بالح�ساب  x S∈ لبيان ت�ساوي هاتين �لد�لّتين، علينا �إثبات �أنهما تعطيان  �لنتيجة نف�سها لكل
نجد �أنّ: 

( )

( )

( ) ( ) (( )( )) ( ( ( )))

( ) ( ) ( )( ( )) ( ( ( )))

f g h x f g h x f g h x

f g h x f g h x f g h x

= =

= =

  

  

و                              

¿                                              .S من ( ( ( )))f g h x وعليه، يُح�سل بالفعل على  �لعن�ضر نف�سه 
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    ومثالًا على ��ستخد�م �لمبرهنة 13.2 لتوفير �لجهد، تذكّر �أنّ �إثبات �أنّ �ضرب �لم�سفوفات ذ�ت 
n عملية ثنائيّة تجميعيّة با�ستخد�م رمز �لمجموع هو تمرين م�سنٍ �إلى حدٍّ ما، و�إذ�  n× �لدرجة 
�أثبتنا �أولًا - في مقرر للجبر �لخطي- �أنّ هناك تقابلًا بين �لم�سفوفات و�لتحويلت �لخطية، و�أنّ 
�ضرب �لم�سفوفات يقابل تركيب �لتحويلت �لخطية )�لدو�ل(، نح�سل على هذه �لتجميعيّة على 

�لفور من �لمبرهنة 13.2. 

جداول 
لمجموعة منتهية، يمكن تعريف �لعملية �لثنائيّة على �لمجموعة من خلل جدولٍ ت�ضرد في �أعله 
ا لل�سفوف. ن�سترط  ا للأعمدة وفي جانبه �لأي�ضر بو�سفها روؤو�سًا عنا�ضر �لمجموعة بو�سفها روؤو�سًا
ا في �لأعلى بالترتيب نف�سه �لذي �ضُردت فيه بو�سفها  �أن تُ�ضرد �لعنا�ضر بو�سفها روؤو�سًا ا  د�ئمًا

ح ��ستخد�م جدول لتعريف عملية ثنائيّة.   ا نزولًا في �لجانب �لأي�ضر. �لمثال �لآتي  يو�سّ روؤو�سًا

14.2 مثال

الجدول 15.2
cba*
bcba
bcab
abcc

16.2 مثال

الحل

الجدول 17.2
dcba*

ba
adb

dcac
cbbad

الجدول 18.2
dcba*
aadba
bcadb
bdcac
cbbad

} بالقاعدة �لآتية :  }, ,S a b c= يعرّف �لجدول 15.2 �لعملية �لثنائيّة * على 
)�لمدخل ذو �لترتيب i  على �لي�سار( * )�لمدخل ذو �لترتيب j في �لأعلى(

    = )�لعن�ضر في �ل�سف i و�لعمود j من ج�سم �لجدول(.
 p                                         .وعليه * لي�ست �إبد�ليّة ،b a a∗ = a و  b c∗ = لذلك 
يمكننا �أن نرى ب�سهولة �أنّ العملية الثنائيّة المعرّفة بجدول تكون اإبداليّة اإذا وفقط اإذا   
كانت المدخلات في الجدول متماثلة بالن�صبة اإلى القطر الذي يبداأ من الزاوية العليا الي�شرى من 

الجدول، وينتهي بالزاوية ال�صفلى اليمنى. 
 . { }, , ,S a b c d= �أكمل �لجدول 17.2 بحيث تكون * عملية ثنائيّة �إبد�ليّة على �لمجموعة

 a b d∗ = �أن يكون لدينا  �إبد�ليّة، يجب   * b.  لكي تكون  a d∗ = �أنّ  17.2، نرى  من �لجدول 
a، و�لذي يقع بتماثلٍ للمربع �لذي يعرّف  b∗ كذلك. لهذ� ن�سع d في �لمربع �لمنا�سب �لذي يعرّف
b عبر �لقطر في �لجدول 18.2، وبهذه �لطريقة نح�سل على ما تبقى من �لجدول 18.2 لتقديم   a∗
p                                        .حلنا

بع�س كلمات التحذير 

منه  �لطالب مجموعة، وطلب  �أعطي  ما  �إذ�  �أن تحدث  �لتي يمكن  �لفو�سى  �ل�سفيّة  بينت �لخبرة 
 S * على مجموعة  �أنه في محاولة تعريف عملية ثنائيّة  تذكّر  تعريف عملية ثنائيّة ما عليها. 

يجب �أن نكون متاأكدين من: 
 .S 1. عن�شر واحد بال�صبط يقرن بكل زوج مرتّب ممكن من عنا�شر

 .S ا من 2. لكل زوج مرتب من عنا�شر S، العن�شر المقرون به هو اأي�صً

�لمرتبة،  �لأزو�ج  "بمعظم"   S من  عن�ضٍر  قرن  عادةًا  �لطالب  يحاول   ،1 بال�ضرط  يتعلق  فيما 
معرّفة دائمًا  لي�صت   * تكون  ذلك،  حدوث  وعند  عن�ضر،  �أي  يحدد  ل  �لأزو�ج  لبع�س   لكن 

�أنه لبع�س �لأزو�ج، قد تقرنه  ا  �أي�سًا �أن يحدث  S. يمكن   )not everywhere defined( على 
�لتبا�س، تكون  �أي حالة  ا، ففي  �لتبا�سًا �إنّ هناك  �أي   ،S عنا�ضر  من  عن�ضر  من  باأكثر  �لمحاولة 
* لي�صت ح�صنة التعريف  )not well defined(، و�إذ� لم يتحقّق �ل�ضرط 2، فاإنّ S لي�صت مغلقة 

 .(not closed under *) * بالن�صبة اإلى
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19.2 مثال

20.2 مثال

21.2 مثال

22.2 مثال

23.2 مثال

24.2 مثال

25.2 مثال

فيما ياأتي  تو�سيحات عدة لمحاولت تعريف عمليات ثنائيّة على مجموعات، بع�سها عديم �لقيمة. 
��ستخدم �لرمز  * للعملية �لمجرّبة في كل هذه �لأمثلة. 

؛ لأنه ل يُقرن بح�سب هذه �لقاعدة  ا معرّفة على  ، لتكن a*b = a⁄b. هنا * لي�ست د�ئمًا على 
�أي عدد ن�سبيّ بالزوج (2,0).                                                                                                                      �

�          . +
 ، لتكن a*b = a⁄b. هنا كل �ل�ضرطين 1 و 2 متحقّقان، و * عملية ثنائيّة على +

  على 

؛ لذلك، *  لي�ست عملية  +
 1 لي�س من 3∗ ، لتكن  a*b = a⁄b. هنا يف�سل �ل�ضرط 2؛ لأن  +

 على 
+ لي�ست مغلقة بالن�سبة �إلى *.                                                                �  

 + ؛ لأن 
 ثنائيّة على

 كما في �لمثال 7.2. �فتر�س �أننا  لتكن F مجموعة كل �لدو�لّ ذو�ت �لقيم �لحقيقية ذ�ت �لمجال 
"عرَّفنا" * لتعطي �لق�سمة �لمعتادة لِـ f على g، �أي �إنّ f * g = h، حيث h(x) = f(x)⁄g(x). هنا ل 
 g∈F يُفتر�س �أن تكون معرَّفة للأعد�د �لحقيقية كلها ، ولبع�س F يتحقق �ل�ضرط 2؛ لأن �لدو�لّ في
، فمثلًا:  ) معرَّفة عند هذه �لأعد�د من  )h x  ولن تكون  ) �سفرًا�  لبع�س قيم x من  )g x �ستكون 
�                        . h F∉ h(0) غير معرّف، وعليه )g 2، فاإنّ  )f x x= ) و  ) cosf x x= �إذ� كان 
، حيث h هي �لد�لّة �لأكبر من كِل  f و g. هذ�  f g h∗ = لتكن F كما في �لمثال 22.2، ولتكن 
،  لم نعرف ما معنى �أن تكون د�لّة �أكبر من �أخرى.  حتى لو عرّفنا،  ا. بد�يةًا "�لتعريف" عديم �لأهمية تمامًا
فاأي تعريف معقول �سينتج منه �أنّ هناك �لكثير من �لدو�لّ �أكبر من كل  f  و g، و�ستبقى *  لي�ست ح�سنة 
�لتعريف.                                                                                                                                            �

 ،a * b = c ا، ولي�س منهم �ثنان لهما �لطول نف�سه. عرّف * بِـ لتكن S مجموعة مكوَّنة من 20 �سخ�سًا
ا على �لمجموعة، على �لرغم  حيث c �أطول �سخ�س �سمن �ألـ 20 من S. هذه عملية ثنائيّة جيدة تمامًا
من �أنها لي�ست على وجه �لخ�سو�س عملية م�سوقة.                                                                               � 
لتكن S كما في �لمثال 24.2، ولتكن  a * b = c، حيث c �أق�ضر �سخ�س في S �أطول من كل a و b. هذه 
ا معرّفة؛ لأنه �إذ� كان a �أو b �ل�سخ�س �لأطول في �لمجموعة، تكون a * b غير  �لعملية  * لي�ست د�ئمًا
معينة.                                                                                                                                                   �

∎ تمارين 2 
ح�صابات 

�لتمارين من 1 �إلى 4 تتعلق بالعملية �لثنائيّة * �لمعرّفة على S ={a,b,c,d,e} من خلل �لجدول 26.2 
 .[ ]( )a c e a∗ ∗ ∗ c، و  c∗ ،b d∗    1. �ح�سب 

. هل يمكنك �لقول بناءًا على هذه �لح�سابات ما �إذ� كانت *  تجميعيّة؟  ( )a b c∗ ∗    2. �ح�سب  c*(a*b)  و 

. هل يمكنك �لقول بناءًا على هذه �لح�سابات ما �إذ� كانت  *  تجميعيّة؟ ( )b d c∗ ∗ ) و  )b d c∗ ∗    3. �ح�سب 
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الجدول 28.2الجدول 27.2الجدول 26.2

4. هل * �إبد�ليّة؟ لماذ�؟ 

 . { }, , ,S a b c d= 5. �أكمل �لجدول 27.2 لتعرّف عملية ثنائيّة �إبد�ليّة * على 

و�ح�سب  �أنّ هذ� ممكن،  �فتر�س   . { }, , ,S a b c d= على   * ثنائيّة تجميعيّة  لتعريف عملية   28.2 �لجدول  �إكمال  6. يمكن 
�لمدخلت �لمفقودة. 

في �لتمارين من 7 �إلى 11، حدد ما �إذ� كانت �لعملية �لثنائيّة �لمعرّفة * �إبد�ليّة، وما �إذ� كانت * تجميعيّة. 
a b a b∗ = −  بالقاعدة  7. * �لمعرّفة على 

1a b ab∗ = +  بالقاعدة  8. * �لمعرّفة على 
a*b = ab⁄2 بالقاعدة  9. * �لمعرّفة على 

2aba b∗ = + بالقاعدة 
 10. * �لمعرّفة على 

 ba b a∗ = + بالقاعدة 
 11.  *�لمعرّفة على 

12. لتكن S مجموعة فيها عن�ضر و�حد بال�سبط. كم عملية ثنائيّة مختلفة يمكن تعريفها على S؟ �أجب عن  �ل�سوؤ�ل �إذ� كانت 
� بال�سبط.  S فيها عن�ضر�ن بال�سبط، ثلثة عنا�ضر بال�سبط، n عن�ضرًا

13. كم عملية ثنائيّة �إبد�ليّة مختلفة يمكن تعريفها على مجموعة من  عن�ضرين؟ على مجموعة من 3 عنا�ضر؟ على مجموعة 
�؟ من n عن�ضرًا

مفاهيم 

في �لتمارين من 14 �إلى 16، �سحّح تعريف �لحد �لمكتوب بخط مائل دون �لرجوع �إلى �لكتاب- �إذ� كانت هناك حاجة 
للت�سحيح - بحيث يكون ب�سيغة قابلة للن�ضر. 

 .a b b a∗ = ∗ 14. �لعملية �لثنائيّة * اإبدالّية، �إذ� وفقط �إذ� كان 

 . ( ) ( )b c a b c a∗ ∗ = ∗ ∗ ، يكون لدينا  , ,a b c S∈ 15. �لعملية �لثنائيّة * على مجموعة S تجميعيّة، �إذ� وفقط �إذ� كان لكل 

) لكل  )a b H∗ ∈ 16. �لمجموعة �لجزئيّة H من مجموعة S مغلقة بالن�سبة �إلى عملية ثنائيّة * على S، �إذ� وفقط �إذ� كان 
. ,a b S∈

في �لتمارين من 17 �إلى 22، حدد ما �إذ� كان تعريف * يعطي فعلًا عملية ثنائيّة على �لمجموعة. 
في حالة �أنّ * لي�ست عملية ثنائيّة، قرّر ما �إذ� كان �ل�ضرط 1، �أو �ل�ضرط 2، �أو كل هذين �ل�ضرطين في �ل�سفحة 24 لم يتحقّق. 
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 .a b a b∗ = − ، عرّف * بالقاعدة  +
 17. على 

. ba b a∗ = ، عرّف*  بالقاعدة  +
 18. على 

 .a b a b∗ = − ، عرّف * بالقاعدة  19. على 

a، حيث c هي �أ�سغر عدد �سحيح �أكبر من  a و b كليهما.  b c∗ = ، عرّف * بالقاعدة  +
 20. على 

a على �لأقل بِـ 5.  b+ a، حيث c هي �أكثر من  b c∗ = ، عرّف *  بالقاعدة  +
 21. على 

 .b و a  هي �أكبر عدد �سحيح �أقل من حا�سل �ضرب c حيث ، a b c∗ = ، عرّف * بالقاعدة +
 22. على 

 . ,a b ∈ ، حيث  a   -b
b     a
 
 
 

�لمكوّنة من جميع �لم�سفوفات �لتي على �ل�سورة  ( )2M  23. لتكن H �لمجموعة �لجزئيّة من 
هل H مغلقة بالن�سبة �إلى: 

اأ. جمع �لم�سفوفات؟                                           ب. �ضرب �لم�سفوفات؟ 
24. �سع �إ�سارة �سح �أو �إ�سارة خطاأ.

_____ .a S∈ a لكل a a∗ = اأ. �إذ� كانت * �أيّ عملية ثنائيّة على �أيّ مجموعة S، فاإنّ 
_____. , ,a b c S∈ ) لكل  ) ( )a b c b c a∗ ∗ = ∗ ∗ ب. �إذ� كانت  * �أيّ عملية ثنائيّة �إبد�ليّة على �أيّ مجموعة S، فاإنّ 
_____ . , ,a b c S∈ جـ. �إذ� كانت * �أيّ عملية ثنائيّة تجميعيّة على �أيّ مجموعة S، فاإنّ a*(b*c)= (b*c)*a لكل 
د. �لعمليات �لثنائيّة �لوحيدة �لتي لها �أهمية ما، هي تلك �لمعرّفة على مجموعات �أعد�د. _____
_____ .a b b a∗ = ∗ a, بحيث �إنّ:  b S∈ هـ. �لعملية �لثنائيّة * على مجموعة S �إبد�ليّة، �إذ� وجد 
و. كل عملية ثنائيّة معرّفة على مجموعة فيها عن�ضر و�حد بال�سبط تكون �إبد�ليّة وتجميعيّة. _____
_____.S بكل زوج مرتّب من عنا�ضر S من � � و�حدًا ز. �لعملية �لثنائيّة على S تقرن على �لأقل عن�ضرًا
_____ .S بكل زوج مرتّب من عنا�ضر S من � � و�حدًا ح. �لعملية �لثنائيّة على S تقرن على �لأكثر عن�ضرًا
_____ .S بكل زوج مرتّب من عنا�ضر S بال�سبط من � � و�حدًا ط. �لعملية �لثنائيّة على S تقرن عن�ضرًا
_____.S بزوجٍ مرتّب ما من عنا�ضر S يمكن �أن تقرن �أكثر من عن�ضر من S ي. �لعملية �لثنائيّة على

ثنائيّتين*  عمليتين  عرّف  �أعد�د.  ولي�ست مجموعة  �لكتاب،  �لمو�سوفة في  �لمجموعات  تلك  عن  تختلف  �أعطِ مجموعة   .25 
و '* على هذه �لمجموعة. تاأكد �أنّ مجموعتك ح�سنة �لتعريف. 

براهين 

26. برهن �أنه �إذ� كانت * عملية ثنائيّة تجميعيّة و�إبد�ليّة على مجموعة S، فاإنّ: 

(a*b)* (c*d)= [(d*c)*a]*b

. �فتر�س قانون �لتجميع فقط لثلثيات كما في �لتعريف، �أي �فتر�س فقط �أنّ:  , , ,a b c d S∈ لكل   
(x * y) * z = x * (y * z)

. , ,x y z S∈ لكل   
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ا.  في �لتمرينين 27 و 28، برهن �لعبارة �أو �أعطِ مثالًا مناق�سًا
27. كل عملية ثنائيّة على مجموعة مكوّنة من عن�ضر و�حد هي �إبد�ليّة وتجميعيّة. 

ا هي تجميعيّة.  28. كل عملية ثنائيّة �إبد�ليّة على مجموعة مكوّنة من عن�ضرين تمامًا

. عرّف �لمثال 7.2 �لعمليات  لتكن F مجموعة جميع �لدو�لّ ذو�ت �لقيم �لحقيقية �لتي مجالها مجموعة �لأعد�د �لحقيقية 
ا.  على F. في �لتمارين من 29 �إلى 35، برهن �لعبارة �لمعطاة �أو �أعطِ مثالًا مناق�سًا �لثنائيّة . ,− ,+، و 

29. جمع �لدو�لّ + على F تجميعيّ. 

30. طرح �لدو�لّ - على F �إبد�لّي.  

31. طرح �لدو�لّ - على F تجميعيّ. 

32. �ضرب �لدو�لّ . على F �إبد�لّي. 

33. �ضرب �لدو�لّ . على F تجميعيّ. 

 على F �إبد�لّي.  34. تركيب �لدو�لّ 

∗' �أي عمليتين ثنائيّتين على مجموعة S، فاإنّ:  35. �إذ� كانت * و

. , ,a b c S∈ ) لكل  )' '( ) ( )a b c a b a c∗ ∗ = ∗ ∗ ∗

. { }|   all x SH a S a x x a for= ∈ ∗ = ∗ ∈ x ∈ S لتكن {لكل .S 36. �فتر�س �أنّ * عملية ثنائيّة تجميعيّة على مجموعة

 .)S لتي تتبدل مع  كل عن�ضر من� S على �أنها مكوّنة من جميع عنا�ضر  H مغلقة بالن�سبة �إلى *. )نفكر في H ّأثبت �أن�  

مغلقة بالن�سبة �إلى  { }| *H a S a a a= ∈ = 37. �فتر�س �أنّ * عملية ثنائيّة تجميعيّة و�إبد�ليّة على مجموعة S. �أثبت �أنّ 
*. )عنا�ضر H هي مت�صاويات القوى )idempotents( للعملية �لثنائية *(.
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البنى الثنائيّة المتماثلة Isomorphic Binary structuresالف�صل 3

للعملية   2.3 S ={a,b,c} و�لجدول  * على �لمجموعة  �لثنائيّة  للعملية   1.3 قارن بين �لجدول 
 .T={# ,$ ,&} لثنائيّة '* على �لمجموعة�

لحظ �أنه �إذ� ��ستبدلنا في �لجدول 1.3 ⋕ بـ a �أينما وردت، $ بـ b، و & بـ c م�ستخدمين �لتقابل 
 a ↔ ⋕                 b ↔ $                  c ↔ &

ا، ويختلف �لجدولن فقط في �لرموز )�أو �لأ�سماء( �لتي ت�سير �إلى  نح�سل على �لجدول 2.3 تمامًا
�لعنا�ضر و�لرموز * و'* �لتي ت�سير للعمليتين، و�إذ� �أعدنا كتابة �لجدول 3.3 بالعنا�ضر بح�سب 
؛ و�ضردنا فقط �لعنا�ضر نف�سها  �لترتيب z، x، y، ف�سنح�سل على �لجدول 4.3. )هنا لم نن�سئ تقابلًا
�أينما   a بـ   1.3 �لجدول  y في  با�ستبد�ل  �لجدول(.  �ل�سميكين في  بترتيب مختلف خارج �لخطين 

وردت، x بـ b، و z بـ c با�ستخد�م �لتقابل 
a ↔ y                 b ↔ x                 c ↔ z

ا،  نح�سل على �لجدول 4.3. نفكر في �لجد�ول 3.3 ،و2.3 ،و1.3 و4.3 على �أنها متماثلة تركيبيًّا
فهذه �لجد�ول �لأربعة تختلف فقط في �لأ�سماء )�أو �لرموز( لعنا�ضرها، وفي �لترتيب �لذي ت�ضرد 
5.3 للعملية �لثنائيّة   ا في �لجدول، من ناحية ثانية، �لجدول  فيه هذه �لعنا�ضر بو�سفها روؤو�سًا
ا عن بع�سهما  * على �لمجموعة S ={a,b,c} مختلفان تركيبيًّا

∧ * و�لجدول 6.3 للعملية �لثنائيّة 
وعن �لجدول 1.3. في �لجدول 1.3، يظهر كل عن�ضر ثلث مر�ت في ج�سم �لجدول، بينما يحوي 
�، وهو b. وفي �لجدول 6.3، لكل s ∈ S نح�سل على �لقيمة c نف�سها  � و�حدًا ج�سم �لجدول 5.3 عن�ضرًا
* s عبر �لقطر من �أعلى �لي�سار �إلى �أدنى �ليمين، بينما نح�سل على ثلث قيم مختلفة في 

∧  s لِـ
ا  �لجدول 1.3؛ لذلك، فالجد�ول من 1.3 �إلى 6.3 تعطي فقط ثلث عمليات ثنائيّة مختلفة تركيبيًّا
ظهورها  وترتيب  �لعنا�ضر  �أ�سماء  عن  نتغا�سى  �أن  �ضريطة  عنا�ضر،  ثلثة  من  مجموعة  على 

ا في �لجدول. بو�سفها روؤو�سًا

� مماثل �إلى حدّ ما لو�سع �أطفال في فرن�سا وفي �ألمانيا يتعلمون  �لو�سع �لذي ناق�سناه توًّا  
. لدى �لأطفال �أ�سماء مختلفة، هي: )�آن، دو، تو�، ... مقابل �آين،  +

 عملية �لجمع على �لمجموعة 
ت�سفاي، در�ي...( للأعد�د، لكنهم يتعلمون �لتركيب �لثنائيّ نف�سه. )في هذه �لحالة،  ي�ستخدمون 
بالترتيب  �لأعد�د  �ضردو�  �إذ�  لديهم  نف�سها  �لجمع  جد�ول  �ستظهر  ولهذ�  للأعد�د،  نف�سها  �لرموز 

نف�سه(. 
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الجدول 1.3

cba*
baca
cbab
acbc

الجدول 2.3

&$⋕*′
$⋕&⋕
&$⋕$
⋕&$&

الجدول 3.3

zyx*′′
zyxx
xzyy
yxzz

الجدول 4.3

zxy*′′
xyzy
zxyx
yzxz

الجدول 5.3

cba*
bbba
bbbb
bbbc

الجدول 6.3

cba
*
∧

baca
acbb
cbac

نحن مهتمون بدر��سة �أنو�ع �لبنى �لمختلفة �لتي يمكن �أن تعطيها �لعمليات �لثنائيّة على   
�أنّ  مجموعات فيها عدد �لعنا�ضر نف�سه، كما �سبق تمثيله و�لجد�ول 4.3،و5.3، و6.3، لنفتر�س 
S, هي مجموعة S مع عملية  ∗  )binary algebraic structure( 2 البنية الجبرية الثنائيّة

' من مثل هذه �لبنى �لجبرية متماثلتين  ',S ∗ S, و ∗ ثنائيّة  * على S. حتى تكون بنيتان 
  x' و�لعنا�ضر S من x ا بالفهم �لذي و�سفناه، يجب �أن يتو�فر لدينا تقابل بين �لعنا�ضر تركيبيًّا

من ′S، بحيث �إنه

)1(                  ' ' 'x y x y∗ ↔ ∗ ، فاإنّ 'y y↔ x' و  x↔ �إذ� كان 

7.3 تعريف

يتو�فر تقابل �إذ� كانت S و 'S لهما عدد �لعنا�ضر نف�سه، ومن �لماألوف و�سف �لتقابل باإعطاء د�لّة 
 ϕ(x)=x' نعدّ �لمعادلة ،ϕ نظر �لتعريف 12.0(، ولمثل هذه �لد�لّة�( S' إلى� S من ϕ أُحاديّة وغامرة�
قارئةًا للتقابل 'x ↔ x �لترتيب من �لي�سار �إلى �ليمين، حيث يمكن �لتعبير بدللة ϕ عن �لتقابل 

↔ في )1(، �لذي يوؤكد �أنّ �لتركيب �لجبري في 'S هو نف�سه �لذي في S بِـ  �لأخير 
. ϕ(x*y)= ϕ(x)*' ϕ(y)

ا بالتماثل؛ لذ�، نعطي  تعرف مثل هذه �لد�لّة �لتي تبين �أنّ �لنظامين �لجبريين متماثلن تركيبيًّا
ا.  ا منهجيًّا تعريفًا

,' بنيتين جبريتين ثنائيّتين، يعرفّ التماثل )isomorphism( من S �إلى  'S ∗ S, و ∗ لتكن 
'S على �أنّه د�لّة �أحاديّة غامرة ϕ من S �إلى 'S بحيث �إن: 

ϕ (x*y)= ϕ (x)*' ϕ (y)  لكل x,y ∈ S     )خا�سية �لت�ساكل(               )2(

2 تذكر �ن �لكتابة بخط غامق ت�سير �إلى �أننا نقدم تعريفاًا لم�سطلح 
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�إذ� تو�فرت مثل هذه �لد�لّة ϕ، فنقول: �إن S و 'S بنيتان ثنائيّتان متماثلتان

∎ ، مع حذف * و '* من �لرمز.  S S' )isomorphic binary structures(، ونرمز لذلك بِـ 

ربّما تتعجب من ت�سميتنا لل�ضرط �لظاهر في �لتعريف 7.3 خا�سية �لت�ساكل، ولي�س خا�سية �لتماثل، 
�أحاديّة  �لكلمتين  �لتعريف من خلل  قبلها في  تظهر  �لتي  �لتقابل  فكرة  ي�سمل  �لتماثل  فمفهوم 
وغامرة. �سنناق�س في �لوحدة 13 �لعلقة بين S و 'S عندما تحقق 'ϕ :S → S خا�سية �لت�ساكل 

 . ، ولي�س تماثلًا �لظاهرة، لكن ϕ لي�ست بال�ضرورة �أحاديّة، عندئذٍ ت�سمى ϕ ت�ساكلًا

⟨ℝc,+c⟩ متماثلتان لكل  ⟨.,U⟩ و  �لثنائيّتين  �لبنيتين  �أنّ   1 �أثبتنا في �لف�سل  �أننا  �لو��سح   من 
 .nn +∈ c c. كذلك، ⟨.,Un⟩ و  ⟨ℤn,+n⟩ متماثلتان لكل  +∈

 في �لتعريف  يطلب منّا �لتمرين 27 �أن نثبت �أنه لمجموعة من �لبنى �لجبرية �لثنائيّة، �لعلقة 
7.3 هي علقة تكافوؤ على �لمجموعة، حيث بيّنت مناق�ستنا �لتي قادت �إلى �لتعريف �ل�سابق �أنّ 
�لتكافوؤ نف�سه، بينما تقع تلك  4.3 تقع في �سفّ  �إلى   1.3 �لثنائيّة �لمعرّفة بالجد�ول من  �لبنى 
�لمعطاة في �لجدولين 5.3 و 6.3 في �سفّ تكافوؤ مختلف. نتابع مناق�سة كيفية محاولة تحديد ما 

�إذ� كانت �لبنى �لثنائيّة متماثلة. 

كيفية اإثبات اأنّ البنى الثنائيّة متماثلة
ثنائيّتين  بنيتين  �أنّ  لإثبات   7.3 �لتعريف  من  ننطلق  كيف  يبيّن  ا  تمهيديًّا ا  مخططًا �لآن  نعطي 

' متماثلتان.  ',S ∗ S, و ∗

خطوة 1 عرّف �لد�لّة ϕ �لتي تعطي تماثل S مع 'S، وهذ� يعني �أنّ علينا �أن ن�سف بطريقة 
. s S∈ ما، ما هي ϕ (s) لكل 

خطوة 2  �أثبت �أنّ ϕ د�لة �أحادية. �أي، �فتر�س �أنّ ϕ (x)= ϕ (y) في 'S ، و��ستنتج من ذلك �أنّ 
 .S في x = y

 ، s S∈ ى، وبيّن وجود  ' معطًا 's S∈ خطوة 3  �أثبت �أنّ ϕ غامرة �إلى 'S. �أي، �فتر�س �أنّ 
 .ϕ (s) = s' ّبحيث �إن

. هذ� مجرد ح�سابات فقط.  ,x y S∈ خطوة 4 �أثبت �أنّ ϕ (x*y) = ϕ (x)*′ ϕ (y) لكل
�ح�سب كلًّا من طرفي �لمعادلة، وتحقق ما  �إذ�  كانا مت�ساويين. 

، حيث ∙ هي 8.3 مثال ,+ ⋅ +, مع عملية �لجمع �لمعتادة تماثل �لبنية  ⋅ لنثبت �أنّ �لبنية �لثنائيّة 
�ل�ضرب �لمعتاد. 

 ab+c=(ab)(ac) من  تذكّر  �ضرب.  �إلى  �لجمع  عملية  تحويل  ما  بطريقة  علينا  خطوة 1 
 :φ +→  تعريف  نحاول  لذلك،  �لكميتين؛  �ضرب  يقابل  �س�س  �لأ جمع  نّ  �أ

. ( )xφ +∈ ، لهذ� فعلًا  x ∈ . لحظ �أنّ ex > 0 لكل x ∈ بالقاعدة ϕ (x)=ex لكل 
 ،x = y ّباأخذ  �للوغاريتم �لطبيعي نرى �أن .ex = ey ّفاإن ،ϕ (x) = ϕ (y) خطوة 2  �إذ�  كان

لهذ� فعلًا ϕ �أحاديّة.
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9.3 مثال 

φ غامرة  )ln وϕ(lnr) = elnr = r ؛ لذلك  )r ∈ ، فاإنّ  r +∈ خطوة 3 �إذ� كان 
. +
 �إلى 

 ϕ ّ؛ لذلك نرى �أن ϕ(x+y) = ex+y = ex. ey = ϕ(x). ϕ(y) لدينا ، ,x y ∈ خطوة 4 لِـ 
p                                                                               .هي فعلًا  تماثل

�لزوجية،  �ل�سحيحة  �لأعد�د  جميع  مجموعة  هي   2 �إن �أي   ، { }2 2 |n n= ∈  لتكن
، حيث + هي �لجمع �لمعتاد. هذ�  2 ,+ +, تماثل  �لموجبة، و�ل�سالبة، و�ل�سفر. ندّعي �أنّ 
+, تماثل في �لحقيقة بنية مكوّنة من مجموعة جزئيّة  �سوف يعطي مثالًا على بنية ثنائيّة 
فعلية بالن�سبة �إلى �لعملية �لمتولّدة، على خلف �لمثال 8.3 �لذي كانت فيه �لعمليتان مختلفتين  

بالكامل. 
 . n ∈ ) لِـ  ) 2n nφ = : �لتي يمكن تجريبها تعطى بِـ  2φ →    خطوة 1 �لد�لّة �لو��سحة 

  خطوة 2 �إذ� كان ϕ(m) = ϕ(n)، فاإنّ 2m = 2n وعليه m = n؛ لذلك ϕ �أحاديّة.  

؛ لذلك   2
nm = ∈ ، حيث  2n m= ، فاإنّ n عدد زوجي، وعليه  2n∈ 

  خطوة 3 �إذ� كان 
. 2غامرة �إلى ϕ وعليه تكون ( ) 2( / 2)m n nφ = =

، عندئذٍ، تثبت �لمعادلة  ,m n ∈   خطوة 4 لتكن 

ϕ (m+n) = 2(m + n) = 2m + 2n = ϕ(m) + ϕ(n) 

 p                                                                                                                 .تماثل ϕ ّأن�  
كيفية اإثبات اأنّ البنى الثنائيّة لي�صت متماثلة  

 :� نتحول �لآن �إلى عك�س �ل�سوؤ�ل، تحديدًا

' لي�ستا متماثلتين، �إذ� كان هذ� هو  ',S ∗ S, و ∗ كيف نثبت �أنّ بنيتين ثنائيّتين   
�لحال؟ 

�لخا�ســية  تحقّــق   S' �إلى   S مــن   ϕ وغامــرة  �أحاديّــة  د�لــة  توجــد  ل  �أنــه  �ســيعني   هــذ� 
، بوجــه عــام، مــن �لو��ســح �أنه من غــير �لمعقول  x y S, ∈ ϕ (x*y)= ϕ (x)*' ϕ (y) لــكل 
تجريب  جميع �لدو�لّ �لأحاديّة �لغامرة من S �إلى 'S ، وفح�س ما �إذ� كانت تحقّق هذه �لخا�سية، 
� هي �لحالــة �لتي ل تملك فيها S و 'S عدد  �إلّ في حالــة عــدم تو�فــر مثل هذه �لدو�لّ. هذه تحديدًا

�لعنا�ضر نف�سه. )�نظر �لتعريف 13.0(.

بينما10.3 مثال  ، 0ℵ  هو  لأن عدد عنا�ضر  لي�ستا متماثلتين؛   ,+ +, و �لثنائيّتان  �لبنيتان 
 مجموعة جزئيّة فعلية  . )�نظر �لمناق�سة �لتي �أعقبت �لمثال 13.0(. لحظ �أنّ �لقول:�إنّ  0≠ℵ

 ل يكفي، فالمثال 9.3 يبين �أنّ �لمجموعة �لجزئيّة �لفعلية مع �لعملية �لمتولّدة يمكن في  من 
p �لحقيقة �أن تماثل �لبنية �لثنائيّة �لكليّة. 
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الخا�صية التركيبية )structural property( لبنية ثنائيّة هي خا�سية يجب �أن ت�سترك فيها 
  : فمثلًا للعنا�ضر،  �لتركيبية  غير  �لمميز�ت  بع�س  �أو  بالأ�سماء  تتعلق  ل  و�إنها  مماثلة،  بنية  �أيّ 
�لعنا�ضر  �أنّ  من  �لرغم  على  متماثلتان   2.3 و   1.3 بالجدولين  �لمعرفتان  �لثنائيّتان  �لبنيتان 
ا" للعملية �لثنائيّة. ويبين �لمثال  ا، كذلك ل تتعلق �لخا�سية �لتركيبية بما نعدّه "��سمًا مختلفة كليًّا
�ضربنا  عمليتها  �أخرى  تماثل  �أن  يمكن  �لمعتاد  جمعنا  عمليتها  �لتي  �لثنائيّة  �لبنية  �أنّ   8.3

. ,*S �لمعتاد، لكن عدد �لعنا�ضر في S هو خا�سية تركيبية لِـ 

 S ',*' S*, ل تماثل  في حالة تو�فر د�لّة �أحاديّة غامرة من S �إلى ′S، فنبرهن عادةًا �أنّ 
)�إذ� كان هذ� هو �لحال( باإثبات �أنّ �إحد�هما تحقّق خا�سية تركيبية ل تتمتع بها �لأخرى.

، وهناك كثير من �لدو�لّ �لأحاديّة �لغامرة 11.3 مثال 0ℵ + لهما عدد �لعنا�ضر 
  و كلتا �لمجموعتين 

غير  �لمعتاد،  �ل�ضرب  هي  حيث∙   ,+ ⋅ و  , ⋅ �لثنائيّتين  �لبنيتين  لكن   ، +
 �إلى    من 

 ، ,+ ⋅ � 0 و 1، لكن في  ، بحيث �إن x∙x = x، تحديدًا , ⋅ متماثلتين، ويتو�فر عن�ضر�ن x في 
p                                                                                                              .1يتو�فر عن�ضر وحيد

لبنية  ممكنة  تركيبية  غير  وخ�سائ�س  تركيبية  خ�سائ�س  على  �لأمثلة  بع�س  ن�ضرد   
؛ لم�ساعدتك على �لتفكير في �لإتجاه �ل�سحيح. S,* ثنائيّة 

خ�صائ�س غير تركيبية ممكنةخ�صائ�س تركيبية ممكنة

�أ. �لعدد 4 هوعن�ضر.1. �لمجموعة فيها 4 عنا�ضر.
ا"2. �لعملية �إبد�ليّة. ب. �لعملية ت�سمّى "جمعًا

. x S∈ جـ. عنا�ضر S م�سفوفات.x*x = x .3 لكل 

.  ,a b S∈ .4. للمعادلة a*x = b حلّ x في S لكل  د. S مجموعة جزئيّة من 

�آخر  تركيبيّ  مفهوم  ويتّ�سح  و�لتجميع،  للإبد�ل  �لجبرية  �لمفاهيم   2 �لف�سل  في  قدّمنا 
 ،{ }, ,x y z �لمجموعة على   *" �لثنائيّة  �لعملية  حيث   ،3.3 بالجدول  لنا  ا  مهمًّا �سيكون 
لدينا x *" u = u *" x = u لكل �لختيار�ت �لممكنة y ،x، و z مكان u؛ لذلك، توؤدي x �لدور 
u، و�لدور نف�سه �لذي  ∈ ، حيث u = u + 0 = u + 0 لكل  ,+ نف�سه �لذي يوؤديه 0 في 
، حيث u = u .1 = u.1 لكل u ∈ ℝ، ولأن �لجدولين 1.3 و 2.3 يعطيان  ,. يوؤديه 1 في 
� بخا�سية م�سابهة،  3.3، فيجب لذلك �أن يقدما عن�ضرًا بنيتين مماثلتين لتلك �لتي في �لجدول 
 $ *' u = u *' $ = u ّيظهر في �لجدول 1.3، و�أن u لكل عن�ضر b*u =u*b =u ّحيث نرى �أن
ا لهذ� �لمفهوم �لتركيبي، ونثبت مبرهنة  ا منهجيًّا لكل �لعنا�ضر u في �لجدول 2.3. نعطي تعريفًا

�سغيرة.
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12.3 تعريف

13.3 مبرهنة

البرهان

S*, بنية ثنائيّة. ي�سمّى �لعن�ضر e من S �لعن�ضر المحايد للعملية * لتكن 

(* identity element for( �إذ� كان 

∎  . s S∈ e * s = s * e = s لكل 

S*, على �لأكثر عن�ضر محايد و�حد، �أي �إنه �إذ�   )وحدانية العن�ضر المحايد( للبنية �لثنائيّة 
وُجد عن�ضر محايد، فهو وحيد. 

e  عن�ضر�ن  من S يوؤديان  بال�سير بح�سب �لطريقة �لقيا�سية لإثبات �لوحد�نية، �فتر�س �أنّ كل e و 
�، فيجب �أن يكون  ا، وبافتر��س e عن�ضرًا� محايدًا دور عن�ضرين محايدين، ندعهما يتناف�سان معًا
؛ لذلك نح�سل  *  = e e e �، فيجب �أن يكون لدينا  e عن�ضرًا� محايدًا ، لكن بافتر��س *  = e e e لدينا 
¿                               .� ، ما يثبت �أنّ �لعن�ضر �لمحايد يجب �أن يكون وحيدًا  = e e على 

14.3 مبرهنة

البرهان

15.3 مثال

ا �أن تو�فر عن�ضر        �إذ� كان لديك �لآن �إدر�ك جيد لمفهوم تماثل �لبنى �لثنائيّة، ف�سيكون و��سحًا
. على �أيّ حال، نعلم بالخبرة �أنّ كثيرًا� من �لقرّ�ء  ,*S محايد لِـ * هو بالفعل خا�سية تركيبية للبنية 
ا  �سيكونون غير قادرين على روؤية �لغابة على �لرغم من  كل ما ظهر من �أ�سجار، ولهوؤلء، نعطي برهانًا

ا، متخطّين لم�س تلك �لأ�سجار �لمت�سابكة.  دقيقًا

 ، S ',*' S*, �إلى  S*, فيها عن�ضر محايد e لِـ *. �إذ� كان 'ϕ :S→S تماثلًا من  �فتر�س �أنّ 
 .S' عن�ضر محايد للعملية �لثنائيّة '* على  ϕ(e)ّفاإن

ϕ تماثل، فتكون د�لّة  ϕ، ولأنّ   (e) *′ s' = s' *′ ϕ(e) = s' �أنّ  �أن نثبت  s's. علينا  S∈S' لتكن 
 e ،لآن� .ϕ(s) = s' ّبحيث �إن ،s ∈ S ويوجد على وجه �لخ�سو�س ،S′ إلى� S أحاديّة غامرة من�

عن�ضر محايد لِـ * وعليه، نعلم �أنّ e*s = s*e = s. ولأنّ ϕ د�لّة، فنح�سل على:

.ϕ(e*s) = ϕ(s*e) = ϕ(s)

با�ستخد�م �لتعريف 7.3 للتماثل، ن�ستطيع �إعادة كتابة ذلك على �ل�سورة:
ϕ(e) *' ϕ(s) = ϕ(s) *' ϕ(e) = ϕ(s)

وبتذكّر �أننا �خترنا s ∈ S، بحيث �إنّ 'ϕ(s)=s نح�سل على �لعلقة �لمطلوبة 
   ¿                                                                                                  .ϕ(e) *′ s' = s' *′ ϕ(e) = s'

نختم بثلثة �أمثلة �إ�سافية تبين عن طريق خ�سائ�س تركيبية �أنّ بنى ثنائيّة معيّنة غير متماثلة. 
ونطلب �إليك في �لتمارين �أن تثبت- كما في �لمبرهنة 14.3- �أنّ �لخ�سائ�س �لتي ��ستخدمناها 
في هذه �لأمثلة للتمييز بين �لبنى هي بالفعل تركيبية، �أي �إنها يجب �إن تكون م�ستركة بين �أي 

بنى متماثلة. 

, بالن�سبة �إلى �لجمع �لمعتاد لي�ستا متماثلتين.  + +, و  �سنبين �أنّ �لبنيتين �لثنائيّتين 
  ؛ ولذلك، هناك �لكثير من �لدو�لّ �لأحاديّة �لغامرة من  0ℵ  لها عدد �لعنا�ضر   و  )كل 
. فمثلًا ، لي�س  c، لكن لي�س هذ� هو �لحال في  ∈ x حل x لكل  x c+ = ( للمعادلة  �إلى 
 p                  .)قدمنا خا�سية تركيبية تميز بين هاتين �لبنيتين( . للمعادلة x+x = 3 حل في 
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16.3 مثال

17.3 مثال

, بالن�سبة �إلى �ل�ضرب �لمعتاد لي�ستا متماثلتين. )يمكن �إثبات  ⋅ , و ⋅ �لبنيتان �لثنائيّتان
c، لكن x.x =-1 لي�س  ∈ x. حل x لكل  x c=  لهما عدد �لعنا�ضر نف�سه( للمعادلة   و  �أن 
 p                                                                                                                          . لها حل في 

�لم�سفوفات  �ضرب  مع   2×2 �لدرجة  من  �لحقيقية  للم�سفوفات   2M ( ),. �لثنائيّة  �لبنية 
, مع �ضرب �لأعد�د �لمعتاد. )يمكن �إثبات �أنّ كلتا �لمجموعتين لها عدد  ⋅ �لمعتاد ل تماثل 
            p                               .ف�ضرب �لأعد�د �إبد�لّي، لكن �ضرب �لم�سفوفات لي�س كذلك .)  �لعنا�ضر 

∎ تمارين 3
في �لتمارين جميعها، + هي �لجمع �لمعتاد على �لمجموعة، حيثما عُينت، و ∙ هي �ل�ضرب �لمعتاد. 

ح�صابات 
؟ ,*S ′ ′ S:' تماثلًا  لبنية ثنائيّة ⟨*,S⟩ مع  Sφ → 1. ما �لأ�سياء �لثلثة �لتي علينا فح�سها لتحديد ما �إذ� كانت �لد�لّة 
في �لتمارين من 2 �إلى 10، حدد ما �إذ� كانت �لد�لة �لمعطاة تماثلًا من �لبنية �لثنائيّة �لأولى �إلى �لثانية. )�نظر �لتمرين 1(. 

، لماذ� ل؟ �إذ� لم تكن تماثلًا
n ∈ ) لِكل  )n nφ = − ، حيث  ,+ +, مع   .2

 n ∈ ) لِكل  ) 2n nφ = ، حيث  ,+ +, مع    .3

  n ∈ ) لِكل  ) 1n nφ = + ، حيث  ,+ +, مع   .4

x ∈ ) لِكل  ) / 2x xφ = +, حيث  +, مع   .5

x ∈ )2 لِكل  )x xφ = ، حيث  , ⋅ , مع  ⋅  .6

x ∈ )3 لِكل  )x xφ = , حيث  ⋅ , مع  ⋅  .7

A محددة �لم�سفوفة ϕ (A) حيث ، , ⋅ ) مع  )2 ,M ⋅ .8

A محددة �لم�سفوفة ϕ (A) حيث ، , ⋅ ) مع  )1 ,M ⋅
 .9

r ∈ ، حيث ϕ (r)=0.5r لِكل  ,+ ⋅ +, مع   .10
 �لتي لها م�ستقات من �لرتب جميعها.   �إلى  في �لتمارين من 11 �إلى 15، لتكن F مجموعة جميع �لدو�لّ ϕ من 

�تبع تعليمات �لتمارين من 2 �إلى 10. 

f م�ستقة ،ϕ(f) = f ' حيث ،⟨F,+⟩ مع ⟨F,+⟩ .11

 ϕ(f) = f ' (0) حيث ,+ 12. ⟨+,F⟩ مع 

حيث 
 
⟨F,+⟩ مع ⟨F,+⟩ .13

 ()()()
o

d fxftdt
dx

x

φ


=

∫( )( ) ( )

o

df x f t dt
dx

x

φ
 

=  
 
∫ 14. ⟨+,F⟩ مع ⟨+,F⟩، حيث 

 ϕ(f)(x) = x . f(x) حيث ،⟨F,.⟩ مع ⟨F,.⟩.15
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ا لعملية ثنائيّة * على  . �أعطِ تعريفًا n �أحاديّة وغامرة �إلى  ∈ φ: �لمعرفة بِـ ϕ (n) = n + 1 لِكل  →  16. �لد�لّة 
 بحيث تكون ϕ تماثلًا يربط :

. ,+ *, ب�سورة غامرة بـ ب.   ، ,* +, ب�سورة غامرة بـ  �أ.   

. في كل حالة، �أعطِ �لعن�ضر �لمحايد لِـ * على   

ا لعملية ثنائيّة * على  . �أعطِ تعريفًا n �أحاديّة وغامرة �إلى  ∈ φ: �لمعرفة بِـ ϕ (n) = n + 1 لِكل  →  17. �لد�لّة 
 بحيث تكون ϕ تماثلًا يربط:

. , ⋅ *, ب�سورة غامرة بـ ب.   ، ,* , ب�سورة غامرة بـ  ⋅ �أ.   

. في كل حالة، �أعطِ �لعن�ضر �لمحايد لِـ * على   

ا لعملية ثنائيّة * على  . �أعطِ تعريفًا x �أحادية وغامرة �إلى  ∈ φ: �لمعرفة بِـ ϕ (x)=3x-1 لِكل  →  18. �لد�لّة 
 بحيث تكون ϕ تماثلًا يربط:

. ,+ *, ب�سورة غامرة بـ ب.   ، ,* +, ب�سورة غامرة بـ  �أ.   

. في كل حالة، �أعطِ �لعن�ضر �لمحايد لِـ * على   

ا لعملية ثنائيّة * على  . �أعطِ تعريفًا x �أحاديّة وغامرة �إلى  ∈ �لمعرّفة بِـ ϕ (x)=3x-1 لِكل  :φ →  19. �لد�لّة 
 بحيث تكون ϕ تماثلًا يربط:

. , ⋅ *, ب�سورة غامرة بـ ب.   ، ,* , ب�سورة غامرة بـ  ⋅          �أ. 

.      في كل حالة، �أعطِ �لعن�ضر �لمحايد لِـ * على 

مفاهيم 
�أن تتبدل مع �لعملية )�لعمليتين(  ا بالقول:"ϕ يجب  �أحيانًا  7.3 ϕ �لظاهر في �لتعريف  �س �ضرط �لت�ساكل للتماثل  20. يلَرخَّ

ح كيف يمكن روؤية ذ�ك �ل�ضرط بهذه �لطريقة.  �لثنائيّة". و�سّ
في �لتمرينين 21 و 22، �سحّح تعريف �لحد �لمكتوب بخط مائل دون �لرجوع �إلى �لكتاب- �إذ� كانت هناك حاجة للت�سحيح- 

بحيث يكون ب�سيغة قابلة للن�ضر. 
 .ϕ(a*b) = ϕ(a)*'  ϕ(b) تماثل، �إذ� وفقط �إذ� كان ':S Sφ → 21. �لد�لّة 

. s S∈ s هو عن�شر محايد لِـ * لكل  e s e s∗ = = ∗ 22. لتكن * عملية ثنائيّة على مجموعة S. �لعن�ضر e من S بالخا�سية 
براهين مخت�ضرة 

ا فكرة �لبرهان دون �لتفا�سيل و�لح�سابات جميعها ت�سكل  �إنّ قدرتك على �إعطاء �خت�سار بجملة �أو جملتين لبرهان مو�سحًا
�، �ستحوي بع�س مجموعات  � لفهمك لذلك �لبرهان، لحظ �أننا قلنا: "جملة" ولي�س "معادلة"، ومن �لآن ف�ساعدًا ا جيدًا فح�سًا
�أن تتجاوز ثلث جمل، �سنو�سح لك ماذ� نعني  �لكتاب، و�سيندر  �أو م�ساألتين تطلبان �خت�سار برهان في  تماريننا م�ساألة 

بالخت�سار، فها هو �خت�سارنا بجملة و�حدة للمبرهنة 14.3. �قر�أ ن�سّ �لمبرهنة �لآن، ثم �قر�أ  �خت�سارنا. 

 ϕ(e)*' ϕ(s) لإعادة ح�ساب ϕ ستخدم خا�سية �لت�ساكل لِـ�� ، s S∈ بتمثيل �لعن�ضر من 'S على �ل�سورة ϕ(s)  لعن�ضر ما 
 .S في
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هذ� هو نوع �لتو�سيح �لذي يمكن �أن يعطيه ريا�سيّ لآخر �إذ� ما �سُئل: "كيف تّم �لبرهان؟" ونحن لم نقم بالح�سابات   
ا بالكامل.  ا مكتوبًا �لتفا�سيل كلها برهانًا ϕ(s). �سيُنتج تزويد  'S على �ل�سورة  ح لماذ� ن�ستطيع تمثيل �لعن�ضر من  �أو نو�سّ

�أعطينا في �خت�سارنا فقط خل�سة �لحجة. 

� للمبرهنة 13.3.  ا مخت�ضرًا  23. �أعطِ �إثباتًا

براهين 

ا، ي�سمّى �لعن�ضر �لمحايد للعملية �لثنائيّة * �لمو�سوف بالتعريف 12.3 "�لعن�ضر �لمحايد ذ� �لجهتين". �أعطِ بعبارة  24. �أحيانًا
كاملة تعريفين مناظرين لِـ : 

Re لِـ *. Le لِـ *،            و           ب. العن�شر المحايد الاأيمن  اأ. العن�شر المحايد الاأي�شر 

بيّنت �لمبرهنة 13.3 �أنه �إذ� وُجد �لعن�ضر �لمحايد ذو �لجهتين لِـ *، فاإنه وحيد. هل ي�سحّ �ل�سيء نف�سه للعن�ضر �لمحايد 
〉* ,S〈 لمجموعة  �إذ� كان كذلك، فبرهن، و�إذ� لم يكن كذلك فاأعطِ مثالًا مناق�ساًا  �؟  ذي �لجهة �لو�حدة �لذي عرفته توًّا

منتهية S، و�أوجد �أول موقع يتعطلّ فيه �إثبات �لمبرهنة 13.3. 

؟ �إذ�  L Re e≠ ، بحيث �إن  Re Le و�آخر �أيمن  25. متابعة لأفكار �لتمرين 24، هل يمكن �أن يكون لبنية ثنائية عن�ضر محايد �أي�ضر 
كان كذلك، فاأعطِ مثالًا با�ستخد�م عملية على مجموعة منتهية S، و�إن لم يكن كذلك، فاأثبت �أنه م�ستحيل. 

 .f(a) = b لوحيد، بحيث �إن� a A∈ f هو 
 -1

(b) ّفاإن ،B إلى� A د�لّة �أحاديّة غامرة مــن :f A B→ 26. تذكّــر �أنــه �إذ� كانت
 .〉S,*〈 إلى� 〉S',*'〈 تماثلٌ من ϕ-1 ّفاإن ،〉S',*'〈 إلى� 〉S,*〈 تماثلًا من ϕ: S → S 'برهن على �أنه �إذ� كان

 ،〉S"  ,*" 〈 إلى� 〉S',*'〈 تماثلًا من  𝜓𝜓𝜓𝜓S'→S"   وكان ،〉S',*'〈 إلى� 〉S, *〈 تماثلًا من ϕ: S → S ' 27. برهن على �أنه �إذ� كان
.〉S"  ,*"  〈 إلى� 〉S, *〈 تكون تماثلًا من 𝜓𝜓 ∘ ϕ فاإنّ �لد�لّة �لمركّبة

28. برهن على �أنّ علقة �لتماثل ≃ �لمو�سوفة في �لتعريف 7.3 هي علقة تكافوؤ على �أيّ مجموعة من بنى ثنائيّة. يمكنك 
بب�ساطة �قتبا�س �لنتيجتين �للتين طلب منك �إثباتهما في �لتمرينين �ل�سابقين في �لمو�قع �لمنا�سبة في برهانك. 

ا للمت�سكك على �أنّ �لخ�سائ�س �لم�سار �إليها للبنية �لثنائيّة 〉* ,S〈 هي بالفعل  ا دقيقًا في �لتمارين من 29 �إلى 32، �أعطِ برهانًا
خ�سائ�س تركيبية. )فعلنا ذلك في �لمبرهنة 14.3 للخا�سية": يوجد عن�ضر محايد لِـ *"(.

29. �لعملية * �إبد�ليّة. 

30. �لعملية * تجميعيّة. 

 .S في x حل x * x = c للمعادلة ،c ∈ S 31. لكل

 .b * b = b بحيث ،S في b 32. يوجد عن�ضر

 . ,a b ∈ ، حيث  a       -b
b       a

 
 
 

2 �لموؤلفة من جميع �لم�سفوفات �لتي على �ل�سورة  ( )M  33. لتكن H �لمجموعة �لجزئيّة من 
بيّن �لتمرين 23 من �لف�سل 2 �أنّ H مغلقة بالن�سبة �إلى جمع �لم�سفوفات و�ضربها. 

  . ,H + +, تماثل     اأ. �أثبت �أنّ 

. ,.H تماثل 
 ,.  

  ب. �أثبت �أنّ 
.) ,.

)نقول �إنّ: H  تمثيل م�صفوفاتي للأعد�د �لمركبة 
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ا(  34. هناك 16 بنية ثنائية محتملة على �لمجموعة {a,b} من عن�ضرين. ما عدد �لبنى غير �لمتماثلة )�أي، �لمختلفة تركيبيًّا
 �لذي هو علقة تكافوؤ على هذه �لمجموعة من 16 بنية: كم �سفّ  من بين هذه �لـ 16؟ بتعبير �أكثر دقة بدللة �لتماثل 
تكافوؤ هناك؟ �كتب بنية و�حدة من كل �سفّ تكافوؤ. [م�صاعدة: تبديل a و b في كل مكان في �لجدول، ثم �إعادة كتابة 

ا عن �لذي بد�أنا به]. ا جدولًا مختلفًا �لجدول ب�ضرد �لعنا�ضر بالترتيب �لأ�سلي ل ينتج د�ئمًا
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الزمر Groupsالف�صل 4
لنكمل تحليلنا لخبر�تنا �ل�سابقة في �لجبر، فبمجرد �أن نتقن �لم�سائل �لح�سابية في جمع �لأعد�د 
ا ما  �لم�سائل، وغالبًا �لثنائيّة في حل  �لعمليات  ن�ستخدم هذه  �أن  و�ضربها، ن�سبح قادرين على 
�أب�سط هذه �لمعادلت هي  �إنّ  �إذ  x يتعيّن ح�سابه،  �إلى معادلت تت�سمن مجهولًا  توؤدي �لم�سائل 
�لمعادلت �لخطية على �ل�سور a + x = b لعملية �لجمع، و ax = b لل�ضرب، و�لمعادلة �لخطية 
ا حل عددي، وكذلك في حالة �ل�ضرب ب�ضرط �أن a ≠ 0. في �لحقيقة، �إن  في حالة �لجمع لها د�ئمًا
�لحاجة �إلى حل معادلة خطية مثل x = 2 + 5 كانت �لد�فع ل�ستخد�م �لأعد�د �ل�سالبة، وكذلك 

 .2x =3 ظهرت �لحاجة �إلى �لأعد�د �لن�سبية عند حل معادلة، مثل
ومن �لمرغوب فيه �أن نكون قادرين على حلّ معادلت خطية تت�سمن عملياتنا �لثنائيّة، ولكن 
ا للعمليات �لثنائيّة جميعها؛ فعلى �سبيل �لمثال: �لمعادلة a * x= a لي�س لها حل  هذ� لي�س ممكنًا
14.2؛ لذلك دعونا ن�سع ب�سورة مجردة �لخ�سائ�س  * في �لمثال  في S = {a, b, c} للعملية 
، ويجب �أل ن�سير لعملية  �لجبرية �لمعروفة للجمع �لتي تمكّننا من حلّ �لمعادلة x = 2+5 في 
عملية  هذه  حالتنا  في  هي  �لتي  و�حدة،  ثنائيّة  عملية  با�ستخد�م  بالحلّ  مهتمين  لأننا  �لطرح؛ 

�لجمع. 
خطو�ت �لحل: 

ى معطًا    5 + x = 2

�إ�سافة 5−   −5 + (5 + x) = −5 +2  
خا�سية �لتجميع   (−5 + 5) + x = −5 +2

ح�ساب 5 + 5−    0+ x = −5 +2

خ�سائ�س �ألـ 0     x = −5 +2

x = −3                  ح�ساب 2 + 5−

ب�سورة محددة، لم نبرهن على �أنّ 3− هي �لحلّ للمعادلة، ولكننا �أثبتنا �أنها �لحل �لممكن �لوحيد. 
 2x = 3 لنثبت �أنّ 3− هي �لحل، علينا ح�ساب (3−) +5. وبخطو�ت م�سابهة، يمكن حلّ �لمعادلة

في �لأعد�د �لن�سبية مع عملية �ل�ضرب. 
ى معطًا  2x = 3  

1
2

�ل�ضرب في    1
2

 (2x) = 1
2  

(3)
 

خا�سية �لتجميع  ( 1
2

. 2) x= 1
2

 3  

 1
2

ح�ساب 2   1 1
2

3.x =  

خا�سية �ألـ 1   x = 1
2

3  

1
2

ح�ساب 3   x = 3
2
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 S ن�ســتطيع �لآن معرفــة طبيعــة �لخ�ســائ�س �لتــي يجــب �أن تتمتــع بهــا �لمجموعــة  
و�لعمليــة �لثنائيّــة * �لمعرّفــة عليهــا، لمحــاكاة هــذه �لخطــو�ت للمعادلــة a * x = b، حيــث 
لــكل  e * x = x �لــذي يتمتــع بالخا�ســية   S e في �لمجموعــة  �إنّ تو�فــر عن�ــضر   ، ,a b S∈
x �ســيء �أ�سا�ســي في هــذه �لخطو�ت ،  وفي مثال �لجمــع، �أدى 0 دور �لعن�ضر e، و �أدى 1 هذ�  S∈  
�لــدور في مثــال �ل�ــضرب، ثم نحتاج �إلى عن�ــضر 'a في S �لذي يتمتع بالخا�ســية a' * a = e . في 
1 هذ� �لدور في مثال �ل�ضرب، عندما 

2
مثــال �لجمــع، حيث a = 5، �أدى �لعن�ــضر 5− دور 'a  و�أدى 

كانت a = 2. �أخيرًا� نحتاج �إلى قانون �لتجميع، وما يتبقى هو مجرد ح�ســابات. وباتباع �لأ�ســلوب 
نف�ســه، نرى �أنه لحلّ �لمعادلة x * a = b )تذكّر �أنّ a * x ل ت�ســاوي بال�ضرورة x * a) �ســنحتاج 
، و 'a في S حيث a * a' = e. بهذه  x S∈ �إلى عن�ضر  e في �لمجموعة S، بحيث x * e = x لكل 
�لخ�ســائ�س للعمليــة * على S، �ســنكون متاأكدين من مقدرتنا على حلّ �لمعــادلت �لخطية. لذلك 
 'a S∈ a، يوجد  S∈ � e، ولكل  نحتــاج �إلى نظــام  ثنائي ًا تجميعي 〉*,S〈 يحــوي عن�ضرًا� محايدًا

بحيث a * a' = a' * a= e. هذ� بالتحديد هو مفهوم �لزمرة (group) �لذي �سنعرفه �لآن. 

تعريف واأمثلة 

في  تعريفها  تّم  �لتي  �لم�سطلحات  با�ستخد�م  �لزمرة  و�سف  من  بدلًا  م�ستقلًّا  ا  تعريفًا �سنعطي 
�لف�سلين 2 و 3 كما فعلنا في نهاية �لفقرة �ل�سابقة، ما ي�ساعد �أيّ �سخ�س يقر�أ هذ� �لكتاب على 

�كت�ساف مفهوم �لزمرة ب�سورة موجزة. 

1.4 تعريف

2.4 مثال

الزمرة )Group(  هي مجموعة G مغلقة بالن�سبة �إلى �لعملية �لثنائيّة *، بحيث تحقق 
�لم�سلّمات �لآتية: 

, ,a b c G∈  : لكل 

c = a * (b * c) * (a * b)       قانون التجميع لـ  *

 ، x G∈  : يوجد عن�ضر e في G، بحيث �إنه لكل 

e              e * x = x * e= x عن�شر محايد لـ  *  

، يوجد عن�ضر 'a في G، بحيث   a G∈  :  لكل 
∎  a)معكو�س )�أو نظير a'              a * a' = a' * a = e

و  زمرتان؛ لأن عملية �ل�ضرب على �لأعد�د �لمركبة تجميعية  يمكننا �أن نرى ب�سهولة �أنّّ  
، �لعملية  ie Uθ ∈ وكلتا  �لمجموعتين U و Un تحوي �لعن�ضر �لمحايد لعملية �ل�ضرب 1. لكل 

eiθ · ei(2π−θ) = e2πi = 1
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، �لعملية  nz U∈ تبرهن على �أنّ كل عن�ضر في U له معكو�س. لكل 

z · zn−1 = zn = 1

,c c〈 + 〉 تبرهن على �أنّ كل عن�ضر في Un له معكو�س؛ ولهذ� فاإنّ  و  زمرتان؛ ولأن 
n, تماثلُ n〈 + 〉 c. وبالمثل، فاإنّ كون  +∈ c, زمرة لكل  c〈 + 〉 ، ن�ستنتج �أن  تماثل 
▲  . n +∈ n, زمرة لكل  n〈 + 〉  يبرهن على �أنّ 

ا في �لتعبير، فبدلًا من ��ستخد�م �لتمثيل �لثنائيّ  ن�سير هنا �إلى �أننا �سنت�ساهل �أحيانًا  
عملية  هناك  �أنّ  ا  �سمنًا ا  مفهومًا و�سيكون   ،G بالزمرة  ا  غالبًا عنها  �سن�ستعي�س   ، للزمرة 
 ،G على   * �لعملية  �سنحدد  مطلوبة،  �لدقّة  تكون  وعندما   ،G �لمجموعة  على  معرفة   * ثنائية 
  و  ، و  ، �لزمر  �إلى  ن�سير  �أن  يمكننا   ، فمثلًا  ."* �لعملية  �إلى  بالن�سبة   G ونقول:"�لزمرة 
. ولنا �لحرية  ,〈 +〉 〉, و +〉 ،و  ,  〈 +〉 �ل�سكل �لم�سهب  �إلى �لجمع بدلًا من كتابة  بالن�سبة 

 من غير تحديد �لعملية. ا في �لتعبير عن �لزمرة 8 �أي�سًا

∎ نبذة تاريخية

نظرية  ع�ضر:  �لتا�سع  �لقرن  في  �لريا�سيات  تر�ث  في  �لمجردة  �لزمر  نظرية  لتطور  و��سحة  تاريخية  جذور  ثلثة  هناك 
�لمعادلت �لجبرية، ونظرية �لأعد�د، و�لهند�سة، وقد ��ستخدمت في هذه �لمجالت �لثلثة طرق �لتعليل في نظرية �لزمر، على 

ا في �لمجال �لأول.  �لرغم من �أنها كانت �أكثر و�سوحًا

من  مختلفة  �أنو�ع  تاأثير  تحت  �لثابت  عن  �لبحث  كان  ع�ضر  �لتا�سع  �لقرن  هند�سة  في  �لرئي�سة  �لمظاهر  �أحد   
�إليها بو�سفها  ا على �لتحويلت نف�سها، �لتي يمكن في حالت عدة �لنظر  �لتحويلت �لهند�سية، و�ن�سبَّ �لتركيز تدريجيًّا

عنا�ضر في زمر. 

في نظرية �لأعد�د، �أتمَّ ليونارد �أويلر (Leonhard Euler) في �لقرن �لثامن ع�ضر �لتعامل مع بو�قي ق�سمة قوى   
an على عدد �أولي محدد p، وهذه �لبو�قي لها خ�سائ�س "�لزمرة". وكذلك تعامل كارل ف. جاو�س (Carl F. Gauss) في 

كتابه (Disquisitiones Arithmeticae) عام 1800م ب�سورة مكثفة مع �ل�سيغ �لتربيعية ax2 + 2bxy+ cy2، وبرهن 
ة على �أنّ ف�سول �لتكافوؤ لهذه �ل�سيغ مع عملية �لتركيب �ت�سفت بما �أف�سى �إلى خ�سائ�س �لزمرة.  ب�سورة خا�سّ

ا لمفهوم �لزمرة. وفي �لحقيقة، ��ستخدم جوزيف  �، زوّدتنا نظرية �لمعادلت �لجبرية بالت�سور �لأكثر و�سوحًا و�أخيرًا  
– لوي�س لجر�نج (Joseph-Louis Lagrange 1736 – 1813) تباديل جذور �لمعادلة بو�سفها �أد�ة لحلها. وبالطبع 

�  عنا�ضر في زمرة.  عُدّت هذه �لتباديل �أخيرًا

(Hein- وهنريك ويبر (Walter von Dyck 1856 – 1934) ن ب�سورة م�ستقلة كل من و�لتر فون د�يك  تمكَّ
ا، و�إعطاء تعريفٍ لمفهوم �لزمرة  (rich Weber 1842 – 1913 عام 1882م من دمج هذه �لجذور �لتاريخية �لثلثة معًا

�لمجردة. 
(Commutative or Abelian Group)، �إذ� 3.4 تعريف G: �إنها �إبد�ليّة �أو �أبيلية  يقال عن �لزمرة 

كانت عمليتها �لثنائيّة �إبد�ليّة.                                                                                                                                        ∎
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∎ نبذة تاريخية 

 (Niels Henrik Abel 1802 –ى �لزمر �لإبد�ليّة زمرًا� �أبيلية تكريمًاا للريا�سي �لنرويجي نيلز هينرك �أبيل تُ�سمَّ  
ا بحلّ معادلت كثير�ت �لحدود، وقد برهن في بحث كُتب عام 1828م، �أنه �إذ� كانت جذور معادلة   (1829. كان �أبيل مهتمًّا
من هذ� �لنوع من �لمعادلت يمكن كتابتها على �سورة دو�لّ ن�سبية f, g, …, h با�ستخد�م �إحد�ها، ولتكن x، ولكل زوج 
f(x) و g(x) من هذه �لجذور تتحقق �لعلقة f(g(x)) = g(f(x))، فاإنّ �لمعادلة قابلة للحلّ با�ستخل�س �لجذور، لقد برهن 
�أنّ هذه �لدو�لّ في �لحقيقة هي دو�لّ تباديل لجذور هذه �لمعادلة، وهكذ�، فاإنّ هذه �لدو�لّ تكون عنا�ضر من زمرة  �أبيل 
�لتباديل هذه �لمرتبطة بحل �لمعادلت ما دفع  �لتباديل �لمعرفة على هذه �لجذور، وقد كانت �لخا�سية �لإبد�ليّة لزمرة 
كامايل جورد�ن (Camille Jordan) في بحثه عام 1870م في �لجبر لت�سمية هذه �لزمر �لزمر �لأبيلية، وهكذ� �سار هذ� 

�ل�سم منذ ذلك �لوقت يطلق على �لزمر �لإبد�ليّة بوجه عام. 

�لنرويج، ثم ح�سل على منحة  �أ�ساتذته في  �أبيل بالريا�سيات منذ �سن �لمر�هقة، و�ضرعان ما تفوق على  �هتم   
حكومية لل�سفر و�لدر��سة في �لخارج عام 1825م لي�سل �إلى برلين، حيث ز�مل �أوج�ست �ضريل(August Crelle)  موؤ�س�س 
ا،  �إ�سافة �إلى �أنه �سارك بالكثير من �لأبحاث في مجلة �ضريل �سنو�ت عدة بما فيها �لكثير في  �أكثر �لمجلت �لألمانية �إنتاجًا
مجال �لدو�لّ �لإهليجية  �لتي كان في �لحقيقة �لموؤ�س�س لها. عاد �أبيل �إلى �لنرويج عام 1827م دون وظيفة وبالكثير من 
�لديون، ولكنه مع ذلك ��ستمر في كتابة �أبحاث متميزة، يذكر �أنّ �أبيل مات بد�ء �ل�سل، وهو في عمر 26، وقبل يومين من 

نجاح �ضريل في �لح�سول على وظيفة له في جامعة برلين.   

4.4 مثال 

5.4 مثال 

6.4 مثال 

7.4 مثال 

8.4 مثال

9.4 مثال

10.4 مثال

11.4 مثال 

 .� � و�أخرى ل تكون زمرًا لنقدم بع�س �لأمثلة لمجموعة مع عمليات ثنائيّة تكوّن زمرًا  
▲  . +

 + بالن�سبة �إلى �لجمع لي�ست زمرة. ل يتو�فر عن�ضر محايد لعملية + في 
 �لمجموعة 

مجموعة �لأعد�د �ل�سحيحة غير �ل�سالبة )ت�سمل 0( بالن�سبة �إلى �لجمع لي�صت زمرة، فهي تحوي 
▲ � 0 غير �أنها ل تحوي معكو�س �لعدد 2.  عن�ضرًا� محايدًا
،  
 اأنّ  تبرهن  و�لمركبة  �لحقيقية  وكذلك  و�لن�سبية،  �ل�سحيحة  للأعد�د  �لمعروفة   �لخ�سائ�س 
▲   بالن�سبة �إلى �لجمع هي زمر �إبد�ليّة.   و  ، و  و

1، ولكن ل تحوي   � �إلى �ل�ضرب لي�ست زمرة، فهي تحوي عن�ضرًا� محايدًا + بالن�سبة 
 �لمجموعة 

▲ معكو�س 3. 
�لخ�سائ�س �لمعروفة للأعد�د �لن�سبية، و�لحقيقية، و�لمركبة تبرهن �أنّ مجموعات �لأعد�د �لموجبة 
∗ بالن�سبة �إلى �ل�ضرب هي زمر 

 ، و ∗
 ، و ∗

 + ومجموعات �لأعد�د غير �ل�سفرية و
 + و 



▲ �إبد�ليّة. 
زمرة   �لقتر�نات  جمع  �إلى  بالن�سبة    �لمجال  على  �لحقيقية  �لقيم  ذو�ت  �لدو�لّ   مجموعة 
▲ �إبد�ليّة. 

)جبر خطي( على د�ر�سي ف�ساء �لمتجهات �أن يلحظو� �أنّ م�سلمات ف�ساء �لمتجهات V �لمتعلقة 
 ▲ بجمع �لمتجهات يمكن �إيجازها بالقول: �إن V بالن�سبة �إلى جمع �لمتجهات زمرة �إبد�ليّة. 

) من �لدرجة m× n بالن�سبة �إلى جمع �لم�سفوفات زمرة، حيث  )m nM ×  �إنّ مجموعة �لم�سفوفات 
 ▲ �لم�سفوفة من �لدرجة m× n  ومدخلتها 0 جميعها هي �لعن�ضر �لمحايد، وهي زمرة �إبد�ليّة. 
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12.4 مثال 

13.4 مثال

الحل

لي�صت  �إلى �ضرب �لم�سفوفات  بالن�سبة   n× n �لدرجة  ) من  )nM  �إنّ مجموعة �لم�سفوفات 
▲ زمرة؛ لأنّ �لم�سفوفة من �لدرجة n× n وجميع مدخلتها 0 لي�س لها معكو�س. 

) �لتي تتكوّن من جميع �لم�سفوفات ذ�ت �لمعكو�س  )nM  برهن �أنّ �لمجموعة �لجزئيّة S من 
من �لدرجة n × n  بالن�سبة �إلى �ضرب �لم�سفوفات زمرة. 

 A-1 ؛ لذلك كلٌ منS في B و A ّمغلقة بالن�سبة �إلى �ضرب �لم�سفوفات. �فتر�س �أن S ّأولًا نبرهن �أن�
و B-1 متو�فر�ن و AA-1 = BB-1= In ، �إذن: 

(AB) (B-1A-1) = A (BB-1) A-1= AInA
-1 = In

 .S م�سفوفة ذ�ت معكو�س، وتنتمي للمجموعة AB لذلك

� لأنّ �ضرب �لم�سفوفات عملية تجميعيّة و In  تمثل �لعن�ضر �لمحايد،  وكل عن�ضر  نظرًا  
في S له معكو�س بح�سب تعريف S، ن�ستنتج في �لحقيقة �أنّ S زمرة، وهي لي�ست �إبد�ليّة، بل �إنها 
▲ مثالنا �لأول لزمرة غير اإبداليّة. 

في  در�ســناها  �لتــي   n × n �لدرجــة  مــن  �لمعكو�ــس  ذ�ت  �لم�ســفوفات  زمــرة   
 �لمثــال �ل�ســابق لهــا �أهميــة جوهريــة في �لجــبر �لخطــي، وهــي الزمرة الخطيـــة العامة من 

( , )GL n  الدرجة general linear group of degree n( n(، وعادة يرمز لهــا بالرمز
) تولّــد  , )GL n  في   A فة  لم�ســفو � ن  �أ ف  يعــر لخطــي  � لجــبر  � منكــم  �ــس  ر د ــن  فمَر  .
، عرّف بالقاعــدة T(x)= Ax، و�لعك�س كذلك �ســحيح،  : n nT → 

ــا ذ� معكو�ــس  تحويــلًا  خطيًّا
n   �إلى نف�ســها معرّف بهذه �لطريقة با�ســتخد�م م�سفوفة 

 حيث �إنّ كل تحويل خطي ذي معكو�س من 
. وكذلك �ضرب �لم�سفوفات مرتبط بتركيب �لتحويلت �لخطية، وهكذ� فاإنّ �لتحويلت  ( , )GL n  في 
n �إلى نف�سها ت�سكل زمرة مع عملية �لتركيب. ويعبّر عن هذه �لزمرة في 

 �لخطية كلها ذ�ت �لمعكو�س من 

. ( , ) ( )nGL n GL   ، وبالطبع  ( )nGL  �لعادة على �ل�سورة 

، 14.4 مثال  = a * b. عندئذٍِ
2

ab لتكن * معرفة على +ℚ بالقاعدة 

(a * b) * c = 
2

ab  *c = 
4

abc

وكذلك: 

a * (b * c)= a *  
2

bc  = 
4

abc

وهكذ�، فاإنّ �لعملية * تجميعيّة. تظهر �لح�سابات �أنّ: 
2 * a = a * 2 = a

 :� a، وبهذ� يكون ، 2 هو �لعن�ضر �لمحايد لـ * . و�أخيرًا +∈ لكل 

a * 4 4 2a
a a

= ∗ =
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البرهان

17.4 مبرهنة

للمعادلة: حلًّا  يمثل   a' * b �أنّ  بملحظة  للمعادلة  �لأقل  على  حلّ  وجود  �سنثبت  �لبد�ية   في 
a * x = b، لحظ �أنّ: 

 a * (a' * b) = (a * a') * b خا�سية �لتجميع   
= e * b     a' تعريف

 = b    e خا�سية
وهكذ�، فاإنّ x = a' * b تمثل حلًّا  للمعادلة a * x = b. وب�سورة م�سابهة، 'y = b * a تمثل 

 .y * a = b  حلًّا  للمعادلة
 y2 , y1 ،هي �لحلّ �لوحيد، �سن�ستخدم �لطريقة �لتقليدية بافتر��س �أنّ لدينا حلّين y ّولإثبات �أن
 بحيث �إنّ y1 * a = b  و y2 * a = b . �إذن،  y1 * a = y2 * a ، وبا�ستخد�م �لمبرهنة 15.4،
y1 = y2. يمكن برهان �أنّ x حلّ وحيد بطريقة مماثلة.                ♦

�لذي  �لأ�سلوب  �تباع  باإمكاننا  كان  �ل�سابقة،  �لمبرهنة  في  وحيد  �لحلّ  �أنّ  لإثبات  بالطبع، 
 .x = a' * b a * x = b، فاإنّ  �إذ� كان  �أنه  �لزمرة، وباإثبات  �لتقديم لتعريف  ��ستخدمناه في 
�أنّ لديك  �، �فتر�س  ا ما وحيد؛ تحديدًا �أنّ �سيئًا ولكننا �خترنا ��ستخد�م �لطريقة �لتقليدية لبرهان 
x = a' * b ثنين من هذه �لأ�سياء، ثم برهن �أنهما يجب �أن يكونا مت�ساويين، لحظ �أنّ �لحلّين� 

و'y = b * a  لي�سا بال�ضرورة مت�ساويين �إل �إذ� كانت * تبديلية. 
ولأنّ �لزمر حالة خا�سة من �لأنظمة �لثنائية، نعرف من �لمبرهنة 13.3 �أنّ �لعن�ضر �لمحايد e في 

� من �لمبرهنة �لآتية؛ لي�سهل �لرجوع �إليه.  �لزمرة وحيد، �سنذكر هذ� بو�سفه جزءًا

في �أي زمرة G مع عملية ثنائيّة *، يوجد عن�ضر و�حد فقط e في G، بحيث �إنّ: 
e * x = x * e = x

لكل x 𝜖𝜖 G، وكذلك، فلكل a 𝜖𝜖 G يوجد عن�ضر و�حد فقط 'a في G، بحيث �إنّ 
a' * a = a * a' = e

- ب�سورة مخت�ضرة- �لعن�ضر �لمحايد ومعكو�س كل عن�ضر في �لزمرة وحيد�ن. 

تثبت �لمبرهنة 13.3 �أنّ �لعن�ضر �لمحايد وحيد في �أيّ نظام ثنائيّ، ل حاجة في هذه �لحالة �إلى البرهان
�أيّ من م�سلمات �لزمرة لإثبات ذلك. 

فاإنّ ''a، وهكذ�  و   a' له معكو�سان   a 𝜖𝜖 G �أنّ  �فتر�س  �لمعكو�س وحيد،  �أنّ  �إثبات  �إلى   بالعودة 
 .a' *  a = a * a' = e و a'' * a = a * a'' = e

                 a * a'' = a * a' = e     إذن�
وبا�ستخد�م �لمبرهنة 15.4، 

a'' = a'

وهكذ�، فاإنّ معكو�س a في �لزمرة وحيد.                   ♦
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18.4 نتيجة

 ،G لحظ �أنه في �أيّ زمرة
(a * b) * (b' * a') = a * (b * b') * a' = (a * e) * a' = a * a' = e

هذه �لمعادلة و�لمبرهنة 17.4 تثبتان �أنّ 'b' * a هو �لمعكو�س �لوحيد لـ a * b. بمعنى   
�أنّ 'b' * a =  '(a * b). ن�سوغ هذ� بو�سفه نتيجة. 

 .(a * b)' = b' * a'  ،a , b 𝜖𝜖 G زمرة. لكل G لتكن
 

             نثري معلوماتك، فن�سير هنا �إلى �أنّ �أنظمة جبرية ثنائيّة بم�سلمات �أ�سعف من تلك �لخا�سة 
 ،)semigroup( ومن هذه �لأنظمة �لأ�سعف، شبه الزمرة ،� بالزمر قد در�ست ب�سورة مكثفة جدًّا
وهي مجموعة معرف عليها عملية ثنائيّة تجميعيّة، وهي ربما حظيت باأكبر �هتمام، اأمّا المونويد 
� لعمليتها �لثنائيّة، لحظ �أنّ �لزمرة تكون �سبه  )monoid(، فهو �سبه زمرة تحوي عن�ضرًا� محايدًا

زمرة ومونديد.  

�أ�سعف،  〉 * ,G〈 �لتي تظهر للوهلة �لأولى  �إعطاء م�سلمات للزمرة  �، من �لممكن  �أخيرًا  
مثل: 

1-  �لعملية �لثنائيّة * على G تجميعيّة. 

 .x ∈ G لكل  e * x = x بحيث ،G في e 2-  يوجد عن�شر محايد من الي�صار

 .a' * a = e بحيث ،G في a' يوجد معكو�س من الي�صار ،a ∈ G 3-  لكل

من هذ� �لتعريف ذي �لجهة �لو�حدة، يمكن �إثبات �أنّ �لعن�ضر �لمحايد من �لي�سار هو كذلك عن�ضر 
محايد من �ليمين، و�لمعكو�س من �لي�سار هو كذلك معكو�س من �ليمين للعن�ضر نف�سه. وهكذ� يجب 
�أل يقال: �إنّ هذه �لم�سلمات �أ�سعف؛ لأنها تعطي �لنظام نف�سه �لذي �سُمي �لزمرة، ويمكن �لت�سور 
�أنه قد يكون من �لأ�سهل في بع�س �لحالت �لتاأكد من هذه �لم�سلمات ذ�ت �لجهة �لو�حدة بدلًا  من 
�لم�سلمات ذ�ت �لجهتين، وبالطبع، عند ��ستخد�م �لتناظر نجد �أنه من �لو��سح �أنّ هناك م�سلمات 

من �ليمين للزمرة. 

الزمر المنتهية وجداول الزمر 

كانت �أمثلتنا كلها بعد �لمثال 2.4 لزمر غير منتهية، وهي زمر ذ�ت مجموعة G لها عدد ل نهائي 
� من �أ�سغر �لمجموعات �لمنتهية.  من �لعنا�ضر، ونتحول �لآن للزمر �لمنتهية، بدءًا

� - �لعن�ضر �لمحايد - فاإنّ �أ�سغر مجموعة  � و�حدًا لأنّ �لزمر يجب �أن تحتوي على �لأقل عن�ضرًا
يمكن �أن ت�سكل زمرة هي �لمجموعة ذ�ت �لعن�ضر �لوحيد {e}، و�لعملية �لثنائيّة �لوحيدة * �لتي 
يمكن تعريفها على {e} هي e * e = e، و�لم�سلمات �لثلث للزمرة متحققة في هذه �لحالة، �أمّا 

�لعن�ضر �لمحايد، فهو معكو�س نف�سه في �أي زمرة. 
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لنجرب �لآن و�سع نظام �لزمرة على مجموعة مكوّنة من عن�ضرين، لأنّ �أحد �لعن�ضرين   
يجب �أن يوؤدي دور �لعن�ضر �لمحايد، فيمكننا �أن ندع �لمجموعة تكون {e , a}، ولنحاول �أن ن�سع 

 .{e , a} لتي �ستعطي نظام زمرة للمجموعة� ،{e , a} جدولًا  للعملية �لثنائيّة * على
، كما في �لجدول �لآتي:  عندما ن�سع جدولًا  لعملية �لزمرة، �سوف ن�سع �لعن�ضر �لمحايد �أولًا

ae*
e
a

ولأنّ e هو �لعن�ضر �لمحايد، فاإنّ: 
e * x = x * e = x

لكل x ∈ {e, a}، وهكذ�، فنحن ملزمون  �أن نملأ �لجدول كما ياأتي: �إذ� كانت * �ستعطي زمرة. 
ae*
aee

aa

وكذلك، فاإنّ لـ a معكو�س 'a بحيث: 
a * a' = a' * a = e.

في حالتنا هذه، 'a يجب �أن تكون �إما e �أو a، ولأنّ a' = e ل يمكن �أن توؤدي �لمطلوب،   
فيجب �أن تكون a' = a، وهكذ�، فعلينا �أن نكمل �لجدول كما ياأتي:  

ae*
aee
eaa

�لتجميع  من  و�لتحقق  �لتجميع،  خا�سية  )ربما(  عد�  ما  �لآن،  متحققة  كلها  �لزمرة  م�سلمات 
على �أ�سا�س كل حالة ب�سورة منف�سلة با�ستخد�م �لجدول �لمعرّف للعملية يمكن �أن يكون عملية 
2 ت�سكل زمرة، وبح�سب عملنا  } مع عملية �لجمع مقيا�س  }2 0,1= �أنّ  م�سنية، ولكننا نعلم 
�ل�سابق، فاإنّ 0 �ست�ستبدل بـ e و 1 بـ a في �لجدول، وهكذ� فاإنّ خا�سية �لتجميع يجب �أن تكون 

 .a و e متحققة في �لجدول �لذي يحوي
�ل�ضروط  بع�س  و�سع  على  قادرين  نكون  �أن  فيجب  �لح�سبان،  في  �لمثال  هذ�  وباأخذ   
�لأ�سا�سية على جدول �لعملية �لثنائية �لمعرّف على مجموعة منتهية؛ ليحقق خ�سائ�س �لزمرة 
عليها، فيجب �أن يكون عن�ضر و�حد في �لمجموعة يوؤدي دور �لعن�ضر �لمحايد، �لذي �سنرمز له 
بالرمز e، و�ل�ضرط e * x = x يعني �أنّ �ل�سفّ من �لجدول �لمقابل لـ e على �أق�سى �لي�سار يجب 
�ل�ضرط  فاإنّ  وكذلك،  نف�سه،  وبالترتيب  �لجدول  �أعلى  في  تظهر  �لتي  �لعنا�ضر  ا  تمامًا يحوي   �أن 
ا �لعنا�ضر �لتي تظهر  x * e = x يعني �أنّ �لعمود �لذي يحوي e في �لأعلى، يجب �أن يحوي تمامًا
a معكو�س من �ليمين و�لي�سار  �أنّ لكل عن�ضر  �إنّ حقيقة  �أق�سى �لي�سار، وبالترتيب نف�سه، حيث 
e، وكذلك �لعمود �لذي �أن تظهر فيه  �أق�سى �لي�سار يجب  a في  �أنّ �ل�سفّ �لذي يحوي  تعني 
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يحوي a في �لأعلى يجب �أن يحتوي على e، وهذ� يعني �أن e �ستظهر في كل �سف وفي كل عمود. 
وهكذ� با�ستخد�م �لمبرهنة 16.4، لي�س فقط للمعادلتين a * x = e و y * a = e حلول وحيدة، 
بل كذلك �لمعادلتان a * x = b و y * a = b. وبخطو�ت �سبيهة، ما يعني اأنّ كل عن�شر b في 

الزمرة يجب اأن يظهر مرة واحدة فقط في كل �صفّ وفي كل عمود من الجدول. 

�أنّ جدول �لعملية �لثنائيّة �لمعرفة على مجموعة منتهية  �فتر�س �لآن �لعك�س، بمعنى   
� يوؤدي دور �لعن�ضر �لمحايد، وفي كل �سفّ وفي كل عمود، يظهر كل عن�ضر من  يحوي عن�ضرًا
�إذ�  وفقط  �إذ�  زمرة  ي�سكل  �لنظام  �أنّ  �إثبات  يمكن  �لحالة  هذه  في  فقط،  و�حدة  مرة  �لمجموعة 
كانت خا�سية �لتجميع متحقّقة، و�إذ� كانت �لعملية �لثنائيّة * معطاة من خلل جدول ما، فاإنّ 
ا، ولكن �إذ� كانت �لعملية * معرّفة ب�سفة مميزة   �لتحقّق من خا�سية �لتجميع يكون في �لغالب مربكًا
، ولح�سن �لطالع، فاإنّ �لحالة  لـ a * b، فاإنّ �لتحقّق من خا�سية �لتجميع يكون في �لعادة �سهلًا

�لثانية هي �لتي يو�جهها �ل�سخ�س عادة.

هناك  كان  �إذ�  �أنه  بمعنى  عن�ضرين،  من  مكوّنة  و�حدة  زمرة  �أ�سا�سية  ب�سورة  توجد  �أنه  ر�أينا 
�أن يظهر  فاإنّ �لجدول يجب   ، �أولًا  e �لعن�ضر �لمحايد  a، حيث يظهر  و   e بـ  عن�ضر�ن يرمز لهما 
كما في �لجدول 19.4، �فتر�س �لآن �أنّ �لمجموعة تحوي ثلثة عنا�ضر، كما �سبق، يمكننا �أن ندع 
�، فاإنّ �لعملية �لثنائيّة * على هذه �لمجموعة  �لمجموعة تكون {e, a, b}، وليكن e عن�ضرًا� محايدًا
عُ �أربعة �أماكن لتعبئتها، �إذ يمكنك �أن ترى ب�ضرعة  دَر يجب �أن تكون كما  في �لجدول 20.4، وهذ� يَر
�أنّ �لجدول 20.4 يجب �أن يكمل لي�سبح مثل �لجدول 21.4 �إذ� كان كل �سفّ وكل عمود يجب �أن 
  { }3 0,1, 2= يحوي كل عن�ضر مرة و�حدة، ولأنه كانت هناك طريقة و�حدة لإكمال �لجدول و
 ,e مع �لجمع مقيا�س 3 ت�سكل زمرة، فاإنّ خا�سية �لتجميع يجب �أن تتحقّق لجدولنا �لذي يحوي

 .bو a و

�فتر�س �لآن �أنّ ′G �أي زمرة مكوّنة من ثلثة عنا�ضر، وتخيل جدولًا  لـ ′G، حيث يظهر �لعن�ضر 
، ولأن تعبئتنا لجدول G = {e, a, b} يمكن �إنجازها بطريقة و�حدة فقط، فباإمكاننا  �لمحايد �أولًا
 a e، و�لعن�ضر �لذي يليه بـ  ′G، و�أعدنا ت�سمية �لعن�ضر �لمحايد بـ  �أخذنا جدول  �أنه لو  �أن نرى 
و�لثالث بـ b، فاإنّ �لجدول �لناتج لـ ′G يجب �أن يكون هو جدول G نف�سه. كما تّم تو�سيحه في 
�أعطى   7.3 و�لتعريف   .G و�لزمرة   G' �لزمرة  بين  تماثلًا  تعطي  �لت�سمية  �إعادة  فاإنّ   ،3 �لف�سل 
مفهوم �لتماثل و�لأنظمة �لثنائيّة �لمتماثلة، ولأن �لزمر هي حالة خا�سة من �لأنظمة �لثنائيّة، 
فاإنّ �لتعريف نف�سه ينطبق عليها، وهكذ� فاإنّ عملنا �ل�سابق يمكن تلخي�سه باأن �لزمر جميعها 
�لتي تتكوّن من عن�ضرين متماثلة، و�لزمر  �لتي تتكوّن من عن�ضر و�حد متماثلة، و�لزمر كلها 
(Up to iso- وفق التماثل  للها �لتي تتكوّن من ثلثة عنا�ضر متماثلة. �سوف ن�ستخدم �لم�سطلح
(morphism لنعبّر عن هذه �لمطابقة با�ستخد�م علقة �لتكافوؤ ≃. وهكذ� يمكننا �لقول: "تتو�فر 

زمرة و�حدة فقط مكوّنة من ثلثة عنا�ضر وفق �لتماثل". 
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الجدول 19.4
ae*
aee
eaa

الجدول 20.4
bae*
baee

aa
bb

الجدول 21.4
bae*
baee
ebaa
aebb

∎تمارين4
   حسابات

في �لتمارين من 1 �إلى 6، حدّد �إذ� كانت �لعملية �لثنائيّة * تعطي نظام زمرة على �لمجموعة �لمعطاة. و�إذ� لم يكن �لناتج 
زمرة، فحدّد �أول و�حدة من �لم�سلمات G3 ,G2 ,G1 )بهذ� �لترتيب( من �لتعريف 1.4 ل تتحقّق. 

 .a * b = ab  :كالآتي  1.   لتكن * مُعرّفة على 

.a * b= a + b  :2 كالآتي { }2 |n n= ∈  2.   لتكن * مُعرّفة على

 . *a b ab= + كالآتي:  
 3.    لتكن * معرّفة على 

 .a * b = ab  :كالآتي  4.    لتكن * معرّفة على 
 .a * b = a/b  :كالآتي ∗

 5.    لتكن * معرّفة على مجموعة �لأعد�د �لحقيقية غير �ل�سفرية 
 .a * b = |ab| :كالآتي  6.   لتكن * معرّفة على 

7.   �أعطِ مثالًا على زمرة �إبد�ليّة G، حيث G تحوي بال�سبط 1000 عن�ضر. 

، على �سبيل �لمثال: 2 = 6 5.7  في  n7 لأن 2+(7)4 = 30 =5.6  n ا �أن نعدّ �ل�ضرب n. مقيا�س n في  8.    باإمكاننا �أي�سًا
�لمجموعة {5,7 ,3 ,1} مع �ل�ضرب 8. مقيا�س 8 هي زمرة. �أعطِ جدول هذه �لزمرة. 

 .)  ا من  〉+ ,ℝ〈 و 〉.,*ℝ〈 )�لزمر �لثلثة عدد عنا�ضرها  9.   �أثبت �أنّ �لزمرة 〉. ,U〈 ل تماثل �أيًّا

{ }|n nm m= ∈  ا، ولتكن  ا موجبًا � �سحيحًا 10.   ليكن n عددًا

n, زمرة.   +  �أ.   �أثبت �أنّ 

. , ,n + +  

ب.   �أثبت �أنّ 

في �لتمارين من 11 �إلى 18، حدّد �إذ� كانت مجموعة �لم�سفوفات �لمعطاة بالن�سبة �إلى �لعملية �لمحددة - جمع �لم�سفوفات 
�أو �ضربها - زمرة. تذكّر �أنّ الم�صفوفة القطرية )diagonal matrix( م�سفوفة مربعة عنا�ضرها غير �ل�سفرية تقع فقط 
على القطر الرئي�س )main diagonal(، وذلك من �لز�وية �لعلوية �لي�ضرى �إلى �لز�وية �ل�سفلية �ليمنى. الم�صفوفة المثلثة 
 A م�سفوفة مربعة عنا�ضرها جميعها �أ�سفل �لقطر �لرئي�س �أ�سفار. يرتبط بكل م�سفوفة  )upper triangular( العلوية
 ،n × n م�سفوفتين  من �لدرجة B و A  إذ� كان كل  من� .det (A) ويرمز له بالرمز ،A عدد ي�سمى محددة n×n من �لدرجة
 .det(A) ≠ 0 م�سفوفة ذ�ت معكو�س �إذ� وفقط �إذ� كان A وتكون ،det (In)=1 وكذلك .det (AB) = det (A) det (B) ّفاإن

جميع �لم�سفوفات �لقطرية من �لدرجة  n × n بالن�سبة �إلى جمع �لم�سفوفات.   .11
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جميع �لم�سفوفات �لقطرية من �لدرجة n × n بالن�سبة �إلى �ضرب �لم�سفوفات.  .12

جميع �لم�سفوفات �لقطرية من �لدرجة n × n ، �لتي ل يحوي قطرها �ل�سفر بالن�سبة �إلى �ضرب �لم�سفوفات.   .13

جميع �لم�سفوفات �لقطرية من �لدرجة n × n ، حيث عنا�ضر �لقطر جميعها �إما 1 �أو 1− بالن�سبة �إلى �ضرب  �لم�سفوفات.   .14

جميع �لم�سفوفات �لمثلثة �لعلوية من �لدرجة n × n بالن�سبة �إلى �ضرب �لم�سفوفات.   .15

جميع �لم�سفوفات �لمثلثة �لعلوية من �لدرجة n × n بالن�سبة �إلى جمع �لم�سفوفات.   .16

جميع �لم�سفوفات �لمثلثة �لعلوية من �لدرجة n × n ، �لتي محددها 1 بالن�سبة �إلى �ضرب �لم�سفوفات.   .17

جميع �لم�سفوفات من �لدرجة n × n ، �لتي محددها �إما 1 �أو 1− بالن�سبة �إلى �ضرب �لم�سفوفات.   .18

رِّف * على S كالآتي:   لتكن S مجموعة �لأعد�د �لحقيقية ما عد� 1−. عَر  .19

 a * b = a + b + ab

.S أ. �أثبت �أنّ * عملية ثنائيّة على�
ب. �أثبت �أنّ 〉* ,S〈 زمرة.

 .S 2 في * x * 3 = 7 ج.  �أوجد حلّ �لمعادلة
20.    هذ� �لتمرين يثبت وجود زمرتين غير متماثلتين على مجموعة من �أربعة عنا�ضر. 

لتكن �لمجموعة {e, a, b, c}، حيث e �لعن�ضر �لمحايد لعملية �لزمرة، عندها �سيبد�أ جدول �لزمرة، كما في �لجدول 
ا بالعن�ضر �لمحايد e �أو بعن�ضر  22.4. �لمربع �لم�سار �إليه بعلمة �ل�ستفهام ل يمكن تعبئته بـ a، بل يجب تعبئته �إمَّ
يختلف عن e وa، وفي �لحالة �لأخيرة ودون �أن يكون هناك فقد�ن للتعميم، نفتر�س �أنّ هذ� �لعن�ضر هو b، فاإذ� عُبئ هذ� 
�لمربع بـ e، فيمكن �إكمال �لجدول بطريقتين للح�سول على زمرة، �أوجِدْ هذين �لجدولين. )ل حاجة للتحقق من قانون 
�أوجِدْ هذ� �لجدول. )مرة  فاإنّ �لجدول يكتمل بطريقة و�حدة فقط ليعطي زمرة،   ،b بـ  عُبّئ هذ� �لمربع  و�إذ�  �لتجميع(، 
�أخرى، ل حاجة للتحقق من قانون �لتجميع(. لديك �لآن ثلثة جد�ول: �ثنان منها ي�سكلن زمرتين متماثلتين، حدّد �أيّ 

، وذلك باإعادة ت�سمية �لعنا�ضر.  �لجد�ول هي، و�أعطِ �لد�لّة �لأحاديّة �لغامرة �لتي ت�سكل تماثلًا
�أ. هل �لزمر �لتي عدد عنا�ضرها 4 جميعها �إبد�ليّة؟

ب. �أيّ �لجد�ول يعطي زمرة تماثل �لزمرة U4، فنعلم بذلك �أنّ �لعملية �لثنائيّة �لمعرّفة بالجدول تجميعيّة؟
ج. �أثبت �أنّ �لزمرة �لمعطاة في �أحد �لجدولين �لآخرين هي في حقيقتها �لزمرة نف�سها في تمرين 14، وذلك عندما تاأخذ 

ا.    n قيمة محددة، وبذلك نعلم �أنّ �لعملية �لمعرفة بذلك �لجدول هي تجميعيّة �أي�سًا
ا لتمرين 12 في �لف�سل 2 يوجد 16 عملية محتملة على مجموعة من عن�ضرين. فكم منها تعطي نظام �لزمرة؟ وكم  21.   تبعًا

من �ألـ 19683 عملية ثنائيّة محتملة على مجموعة من 3 عنا�ضر تعطي نظام �لزمرة؟ 

مفاهيم

22.    �عتبر �لم�سلّمات  G2 G1و G3 للزمرة. �لتي قدمناها بالترتيب G1 G2 G3. من �لترتيبات �لمعتبرة لطرح هذه �لم�سلمات 
G3 G1 G2 ،G2 G3 G1 ،G2 G1 G3 ،G1 G3 G2 وG3 G2 G1، من هذه �لترتيبات �ل�ستة �لمحتملة، ثلثة فقط مقبولة 

ا. �أيّ هذه �لترتيبات غير مقبول؟ ولماذ�؟ )تذكّر �أنّ معظم �لمدر�سين ي�ساألون �لطلب �أن يعرّفو� �لزمرة  بو�سفها تعريفًا
في �ختبار و�حد على �لأقل(. 
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الجدول 22.4

cbae*
cbaee

?aa

bb

cc

   
�لتعريفات �لآتية  للزمرة ماأخوذة - حتى فيما يتعلق بالتهجئة وعلمات �لترقيم - من �أور�ق عمل  طلب كتبوها   .23

على نحو مت�ضرع من غير �هتمام. �نتقد  هوؤلء �لطلب. 
�أ. �لزمرة G هي مجموعة من �لعنا�ضر مع عملية ثنائيّة * حيث تتحقق �ل�ضروط �لآتية: 

* تجميعيّة. 
يوجد e ∈ G حيث 

e * x= x * e = x  = لعن�ضر �لمحايد�
a يوجد 'a )معكو�س( حيث  G∈ لكل 

a. a' = a'. a= e

ب. �لزمرة هي مجموعة G حيث 
�لعملية على G تجميعيّة. 

 .G في (e) يوجد عن�ضر محايد
a يوجد 'a )معكو�س لكل عن�ضر(.  G∈ لكل 

جـ. �لزمرة هي مجموعة مع عملية ثنائيّة، حيث �لعملية �لثنائيّة معرفة. 
�لمعكو�س موجود. 

�لعن�ضر �لمحايد موجود. 
a, �لعملية �لثنائيّة * تجميعيّة بالن�سبة �إلى �لجمع.  b G∈ ى زمرة على �لعملية �لثنائيّة *، حيث لكل  د. �لمجموعة G تُ�سمَّ

يوجد عن�ضر {e} حيث:  
 a * e= e * a= e

لكل عن�ضر a يوجد عن�ضر 'a حيث: 
 a * a' = a' * a = e

24.    �أعطِ جدولًا  لعملية ثنائيّة على �لمجموعة {e, a, b} �لمكوّنة من ثلثة عنا�ضر تحقق �لم�سلمات G2 و G3 للزمرة، ولكن 
 .G1 ل تحقق �لم�سلمة

25.    �سع �إ�سارة �سح �أو �إ�سارة خطاأ. 

ـــــــــــــــــــــــــــــــــــ اأ. يمكن �أن تحوي �لزمرة �أكثر من عن�ضر محايد.   
ـــــــــــــــــــــــــــــــــ ب. �أيّ زمرتين من ثلثة عنا�ضر متماثلتان.   
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ـــــــــــــــــــــــــــــــــ جـ. �أيّ معادلة خطية في �لزمرة لها حلّ.   
ـــــــــــــــــــــــــــــــــ د. �لموقف �ل�سحيح من �لتعريف هو حفظه، بحيث ت�ستطيع �أن تعيده كلمة، كلمة، كما جاء في 

�لكتاب.
بح�سب  زمرة  يكون  �سيء  �أيّ  �أنّ  ب�ضرط  ا،  �سحيحًا يكون  للزمرة  �ل�سخ�س  يقدّمه  تعريف  �أيّ  هـ.  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ 

تعريف هذ� �ل�سخ�س، يكون زمرة بح�سب تعريف �لكتاب. 
ا، ب�ضرط ��ستطاعته �أن يثبت �أنّ �أيّ �سيء يحقّق  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ و. �أيّ تعريف يقدّمه �ل�سخ�س للزمرة يكون �سحيحًا

هذ� �لتعريف، فاإنه يحقّق كذلك تعريف �لكتاب وبالعك�س. 
ـــــــــــــــــــــــــــــــــ ز. �أيّ زمرة منتهية مكوّنة من ثلثة عنا�ضر على �لأكثر تكون �إبد�ليّة.   

ا حلّ وحيد في �لزمرة.  ـــــــــــــــــــــــــــــــــ ح. �لمعادلة على �ل�سورة a * x * b= c لها د�ئمًا  
ـــــــــــــــــــــــــــــــــ ط. �لمجموعة �لخالية يمكن �أن تُعدّ زمرة.   

ـــــــــــــــــــــــــــــــــ ي. كل زمرة تمثل بُنية جبرية ثنائية.   
براهين مخت�ضرة

 .� �سنعطي مثالًا لبرهان مخت�ضر. هذه جملة مخت�ضرة لبرهان �أنّ معكو�س �لعن�ضر a في �لزمرة 〉* ,G〈 يكون وحيدًا
 .a * a'= a * a''  :ستعمل قانون �لحذف من �لي�سار على �لمعادلة�� ،a * a'' = e و a * a' = e ّنفتر�س �أن

ا �أنّ �خت�سارنا قد �أعطي بو�سفه  فنحن نفتر�س د�ئمًا لحظ �أننا قلنا: "قانون �لحذف من �لي�سار" ولي�س "�لمبرهنة 15.4". 
ا في �أثناء مناق�سة على �لغد�ء، دون �لإ�سارة �إلى ترقيم �لكتاب وباأقل ما يمكن من �لم�سطلحات.  تو�سيحًا

� بجملة و�حدة لبرهان قانون �لحذف من �لي�سار في �لمبرهنة 15.4.  26.    �أعطِ �خت�سارًا

� بجملتين على �لأكثر لبرهان على �أنّ ax = b لها حل وحيد في �لزمرة، كما في �لمبرهنة 16.4.  27.    �أعطِ �خت�سارًا

براهين
ا �أنه �إذ� كان '𝜙𝜙:G → G تماثلًا  للزمر، فاإنّ 𝜙𝜙(e) هو  28.    من �إدر�كنا �لبدهي لمفهوم تماثل �لزمر، يتعيّن �أن يكون و��سحًا
 〉S' , و 〉S, *〈 تذكّر �أنّ �لمبرهنة 14.3 �أثبتت هذ� في �لبنيتين �لثنائيّتين �لمتماثلتين .G' للزمرة e' لعن�ضر �لمحايد�

〉'*. وبالطبع هذ� يغطي حالة �لزمر. 
معكو�سان    𝜙𝜙(a') و   𝜙𝜙(a) فاإنّ   ،G في  لبع�سهما  معكو�سين   a' و   a كان  �إذ�  �أنه  ا  بدهيًّا يكون  �أن  يتعيّن  وكذلك   
ا للمت�سكك �لذي ل ي�ستطيع �أن يرى �لغابة على �لرغم من  ا و��سحًا لبع�سهما في ′G، بمعنى �أنّ 𝜙𝜙(a)' = 𝜙𝜙(a'). �أعطِ برهانًا

وجود �لأ�سجار. 

29.  �أثبت �أنه �إذ� كانت G زمرة منتهية بعن�ضر محايد e وبعدد زوجي من �لعنا�ضر، فاإنه يوجد عن�ضر a ≠ e في G بحيث 
 .a * a = e

.a * b = |a|b من خلل �لعلقة ∗
 ∗ تمثل مجموعة �لأعد�د �لحقيقية جميعها ما عد� 0. عرّف * على 

 30.    لتكن 

. ∗
 �أثبت �أنّ * عملية ثنائيّة تجميعيّة على  �أ.   

  . ∗
 �أثبت �أنه يوجد عن�ضر محايد من �لي�سار للعملية * ومعكو�س من �ليمين لكل عن�ضر في  ب.   

مع هذه �لعملية �لثنائيّة زمرة؟  ∗
 هل  جـ.   

وضحّ أهمية هذا التمرين.  د.   

�إذ� كانت * عملية ثنائيّة على �لمجموعة S، ي�سمى �لعن�ضر x في S مت�صاوي القوى )idempotent( مع �لعملية * �إذ�   .31
� فقط. )يمكنك ��ستخد�م �أيّ من �لنظريات �لتي بُرهنت في  كان x * x= x. �أثبت �أنّ �لزمرة تحوي مت�صاوي قوى و�حدًا

�لكتاب حتى �لآن(. 
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�أثبت �أنّ �أي زمرة لها عن�ضر محايد e وتحقّق �لخا�سية x * x = e  لكل x ∈ G تكون �إبد�ليّة.  ]م�صاعدة: ��ستخدم  .32 
.](a * b) * (a * b)

ا با�ستخد�م �ل�ستقر�ء  n. �كتب برهانًا +∈ 33.  لتكن G زمرة �إبد�ليّة، وليكن n ،cn= c * c* … * c من �لمر�ت، حيث c ∈ G و 
�لريا�سي لإثبات �أنّ: 

 .a, b ∈ G لكل  (a * b)n = (an) * (bn)

n بحيث �إنّ an = e. �رجع �إلى تمرين 33 لمعرفة  +∈ لتكن G زمرة ذ�ت عدد منتهٍ من �لعنا�ضر. �أثبت �أنه لكل a ∈ G يوجد   .34
معنى an. ]م�صاعدة: ��ستخدم �لعنا�ضر e, a, a2, a3, …, am، حيث m هو عدد عنا�ضر G، ثم ��ستخدم قو�نين �لحذف[. 
35.   �أثبت �أنه �إذ� كان 2 = a2 * b2(a * b)، حيث a و b عن�ضر�ن في G، فاإنّ a * b = b * a. �رجع �إلى �لتمرين 33 لمعرفة 

 .a2 معنى
 .a * b = b * a إذ� وفقط �إذ� كان� (a * b)' = a' * b' ّ أثبت �أن� .a, b ∈ G زمرة، ولتكن G 36.    لتكن

37.    لتكن G زمرة، و�فتر�س �أنّ a * b * c = e حيث a, b, c 𝜖𝜖 G. �أثبت �أنه b * c * a = e كذلك.  

38.    �أثبت �أنّ �لمجموعة G مع �لعملية �لثنائيّة * �لتي تحقّق �لم�سلمات من �لي�سار 1و2 و 3 �لمذكورة في �سفحة 43 ت�سكل 
زمرة.  

39.    برهن على �أنه �إذ� كانت G مجموعة غير خالية مع �لعملية �لثنائيّة �لتجميعيّة *، بحيث a * x= b و  y * a = b  لها حلول 
في G لكل a, b ∈ G، فاإنّ G تكون زمرة. ]م�صاعدة: ��ستخدم �لتمرين 38[. 

a * b = b . a  :بحيث G زمرة. عرّف �لعملية �لثنائيّة * على 〉G ,.〈 40.    لتكن

 .〉G ,.〈 زمرة، و�أنها في �لحقيقة تماثل 〉G ,*〈 ّأثبت �أن� .a, b ∈ G لكل
 .]a ∈ G لكل 𝜙𝜙(a) = a' حيث ،𝜙𝜙 م�صاعدة: ��ستخدم �لد�لّة[

� في G. �أثبت �أنّ �لد�لّة ig، حيث  'ig(x) = gxg لكل x ∈ G ت�سكّل تماثلًا  من G �إلى نف�سها.  41.  لتكن G زمرة، وليكن g عن�ضرًا
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�لوحدة �لأولى �لف�سل 5: �لزمر �لجزئيّة  ا7

الزمر الجزئيّة Subgroupsالف�صل5

الترميز والم�صطلحات 

حان �لوقت لتو�سيح بع�س �لم�سطلحات و�لرموز �لمتعارف على ��ستخد�مها في نظرية �لزمر، فل 
�إلى عملية ثنائيّة مختلفة عن عمليتي �لجمع  * للإ�سارة  �أنف�سهم ��ستخد�م �لرمز  يُلزِم علماء �لجبر 
�لعملية  ي�سمّون  �إنهم  حتى  �لمعتادين،  �ل�ضرب  �أو  �لجمع  رمز  يكتبون  فهم  �لمعتادتين،  و�ل�ضرب 
�أمّا �ل�ضرب فيرمز له  �لرمز �لم�ستخدم، �لرمز + هو بالطبع رمز �لجمع،  ا بناءًا على  �أو �ضربًا ا  جمعًا
بكتابة �لعن�ضرين �لم�ضروبين متجاورين ومن غير نقطة ما لم يكن هناك مجالٌ للب�س؛ لذلك ف�سوف 
بدلًا    "bو a "�ضرب  ab �لذي يقر�أ  �أو �لرمز   ،  "b و a "مجموع  a+b �لذي يُقر�أ  ا �لرمز  �إمَّ ن�ستخدم 
a. هناك �تفاق غير مكتوب على �ضرورة ��ستخد�م �لرمز + للدللة بو�سوح على �أنّ  b∗ من �لرمز 
≠ a + b، ولهذ� �ل�سبب   b + a �لعملية �إبد�ليّة، فعلماء �لجبر ي�سعرون بعدم �لرتياح �إذ� ما �ساهدو�

ا �أنّ �لعملية �إبد�ليّة.  ف�سوف ن�ستخدم با�ستمر�ر رمز �ل�ضرب، حيثما ل يكون م�سمونًا

�إلى محايد  للإ�سارة   1 و�لرمز  �إلى محايد �لجمع  للإ�سارة  0 عادة  �لرمز  ي�ستخدم علماء �لجبر       
ا في حالة �لحديث  �ل�ضرب، وهم يفعلون ذلك حتى لو لم يكونا يمثلن �لعددين �ل�سحيحين 0 و1، �أمَّ
عن �أعد�د مع �إمكانية حدوث �إ�سكال، فاإنّ �لرمزين e و u ي�ستخدمان للعن�ضرين �لمحايدين، وعليه، 
فاإنّ جدول زمرة من ثلثة عنا�ضر يمكن �أن يكون مثل �لجدول 1.5 �أو - لأن �لزمرة �إبد�ليّة – يظهر 
�إلى �لعن�ضر  e للإ�سارة  2.5. �سوف نو��سل في �لحالت �لعامة ��ستخد�م �لرمز  جدول مثل �لجدول 

�لمحايد للزمرة. 
الجدول 1.5 

ba1
ba11
1ba a
a1bb

الجدول 2.5 

ba0+
ba00
0baa
a0bb

�ل�ضرب،  رمز  حالة  في   a-1 بالرمز  زمرة  في   a عن�ضر  معكو�س  �إلى  �لإ�سارة  �ل�سائع  من   
� بدل �لرمز  وبالرمز  a– في حالة رمز �لجمع، لذلك ف�سوف ن�ستخدم هذين �لرمزين من �لآن ف�ساعدًا

.a´

� من زمرة G برمز �ل�ضرب، فاإننا ن�سير �إلى حا�سل  ا، فاإذ� كان a عن�ضرًا ا موجبًا � �سحيحًا لتكن n عددًا
�إلى  ون�سير   ،e �لمحايد  �لعن�ضر  ao هي  ونعُدّ   ،an بالرمز   a n عامل  �لمكوّن من   aaa…a �ل�ضرب 
حا�سل �ل�ضرب a-1a-1a-1…a-1 �لمكوّن من n عامل بالرمز a-n، ومن �ل�سهل ملحظة �نطباق قانون 
، ونو�سح حالة  ,m n ∈+ لأمر و��سح في �لحالة� . ,m n ∈ �لأ�س�س �لمعتاد aman=am+n لكل 

�أخرى من خلل مثال: 
a-2a5 =a-1a-1aaaaa =a-1(a-1a) aaaa = a-1eaaaa = a-1(ea)aaa

= a-1aaaa = (a-1a) aaa = eaaa = (ea) aa = aaa = a3.

ا في حالة رمز �لجمع، فاإننا ن�سير �إلى a+a+a+ …+a  �لمكون من n حد بالرمز na، كما ن�سير  �أمَّ
�إلى (a-)+…+(a-)+(a-)+(a-) �لمكوّن من n حد بالرمز na–، ونعُدّ 0a هي �لعن�ضر �لمحايد، لكن 
 n و�إنّ �لإرباك �لناتج من �عتبار ،G ولي�ست من  في حالة �لرمز na، فيجب �لنتباه �إلى �أنّ n  من 
� من G في �لرمز na ، هو �أحد �لأ�سباب �لتي تجعلنا نميل �إلى تقديم نظرية �لزمر با�ستخد�م  عن�ضرًا

ا.  رمز �ل�ضرب، حتى لو كانت �لعملية �إبد�لية، فل �أحد يخطئ في فهم n عندما تظهر بو�سفها �أُ�سًّا
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3.5 تعريف

� بالذكر في تعريف خا�س.  ا �إ�سافيًّاا كثير �ل�ستخد�م ما يجعله جديرًا لن�ضرح م�سطلحًا  

، هي عدد عنا�ضر G. )تذكّر من �لف�سل 0 �أنه لأيّ  G  ،G )order( زمرة، فاإنّ رتبة G إذ� كانت�
■                                                                                         .)S هي عدد عنا�ضر S  ،S مجموعة

المجموعات الجزئيّة والزمر الجزئيّة 

 مع �لجمع مثلًا محتو�ة في  � محتو�ة في زمر �أكبر، فالزمرة  ا زمرًا ربما لحظت �أنّ لدينا �أحيانًا
 مع �لجمع. عندما ننظر �إلى �لزمرة   مع �لجمع، �لتي هي بدورها محتو�ة في �لزمرة  �لزمرة 
، فيجب ملحظة �أنّ عملية �لجمع + على عددين  ,+ , على �أنها محتو�ة في �لزمرة  +

, تنتج �لعن�ضر نف�سه n + m �لناتج عند �عتبار �أنّ  + �سحيحين m,n بو�سفها عنا�ضر من 
في مجموعة  بو�سفها   محتو�ة 

+
 �أنّ  من  �لرغم  وعلى   - لذلك  ؛  ,+ من  عن�ضر�ن    m,n 

، ففي هذ� �لمثال 6 = 2.3 في 〉.,+ℚ〈، في  ,+ ., محتو�ة في 

+ - فاإننا ل نعُدّ �لزمرة 

، ول ن�سترط �أن تكون �لمجموعة في زمرة ما، هي مجموعة جزئيّة من  ,+ حين 5=3+2 في 
مجموعة زمرة �أخرى وح�سب، بل ن�سترط علوة على ذلك �أنّ عملية �لزمرة على �لمجموعة �لجزئيّة 
هي �لعملية �لمتولّدة )induced operation(، �لتي تعطي لكل زوج مرتب من �لمجموعة �لجزئيّة 

�لناتج نف�سه �لذي تعطيه عملية �لزمرة على �لمجموعة �لكليّة. 

�إذ� كانت H مجموعة جزئيّة من زمرة G مغلقة بالن�سبة �إلى �لعملية �لثنائيّة على G، وكانت H 4.5 تعريف
 .G من )subgroup( تكون زمرة جزئية H ّفاإن ،G ذ�تها ت�سكل زمرة مع �لعملية �لمتولّدة من
 H > G و�لرمز ،G زمرة جزئيّة من H ّللدللة على �أن G ≥  H أو� H ≤  G سوف ن�ستخدم �لرمز�
■  .H ≠  G لكن H ≤  G ّيعني �أن G < H أو�

, على �لرغم من  + +., لي�صت زمرة جزئيّة من 
 ، لكن  , +  > ,+ لذلك،   

 ،G زمرتان جزئيّتان من  { }e + بو�سفها مجموعات. لأيّ زمرة G، فاإنّ G ذ�تها و  ⊂  �أنّ 
 .G هو �لعن�ضر �لمحايد في e ّبحيث �إن

الزمـــرة الجزئيّـــة غير الفعلية5.5 تعريف تهــا هــي  ذ�  G ئيّــة  �لجز لزمــرة  � نّ  فــاإ زمــرة،   G نــت   �إذ� كا
(improper subgroup) مــن G، في حــين �أنّ �لزمــر �لجزئيّــة �لأخــرى كلهــا زمر جزئيّة فعلية 
 (trivial subgroup) هي الزمرة الجزئيّة التافهة { }e (proper subgroups). �لزمرة �لجزئيّة 
■  .(nontrivial) و�لزمر �لجزئيّة �لأخرى كلها غير تافهة ،G من

ننتقل �لآن �إلى بع�س �لتو�سيحات. 
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6.5 مثال

7.5 مثال

8.5 مثال

9.5 مثال

n باإحد�ثيات حقيقية، �لمجموعة �لجزئيّة  n زمرة �لجمع للمتجهات �ل�سفية من �لرتبة 
 لتكن 

▲  . n
 �لمكوّنة من �لمتجهات كلها �لتي 0 هو �لمدخل في �أول مركبة هي زمرة جزئيّة من 

+ بالن�سبة �إلى �ل�ضرب.                      ▲  
  بالن�سبة �إلى �ل�ضرب هي زمرة جزئيّة فعلية من 

+


 ∗
  ت�سكل زمرة جزئيّة Un من زمرة �لأعد�د �لمركبة غير �ل�سفرية  �لجذور �لنونية للو�حد في 

بالن�سبة �إلى �ل�ضرب.                             ▲   

فهما  �سِ هناك نوعان مختلفان من بنَرى �لزمر ذ�ت �لرتبة 4 )�نظر تمرين 20 من �لف�سل 4(. ونَر
الرباعية  كلاين  زمرة  هي   V �لزمرة   .)11.5 و   10.5 )جدول  لهما  �لزمر  جدولي  خلل  من 

 4 �أربعة. �لزمرة  �لكلمة �لألمانية )Vier(  وتعني  V من  �لرمز  �أُخذ  )Klein 4-group(، وقد 
 .U4={1, i, -1, -i}  تماثل زمرة �لجذور �لر�بعة للو�حد بالن�سبة �إلى �ل�ضرب

 {0, 3} �أنّ  لحظ   {0 ,2} هي  4 من  �لوحيدة  �لتافهة  غير  �لفعلية  �لجزئيّة  �لزمرة   
�لمثال:  �سبيل  فعلى   ،+ �إلى  بالن�سبة  مغلقة  لي�ست   {0,3} لأنّ  ؛  4 من  جزئيّة  زمرة   لي�ست 
 {e,a} :لها ثلث زمر جزئيّة فعلية غير تافهة، وهي V 2 = 3 + 3  و{3, 0} ∉ 2. لكن �لزمرة 
نّ {e, a, b} لي�ست مغلقة بالن�سبة  و{e, b}. و{e,c} هنا {e, a, b} لي�ست زمرة جزئيّة؛ لأ
▲                                                                                                                         .c  ∌ {e, a,b} و ab=c ّن �إلى عملية V، حيث �إ

الجدول10.5
3210+

4

32100
03211
10322
21033

الجدول11.5
cbaeV:

cbaee
bceaa
aecbb
eabcc

�. �إن جريان خط متجه �إلى  ا ما يكون ر�سم مخطط �لزمر �لجزئيّة للزمر �لجزئيّة لزمرة ما مفيدًا غالبًا  
�لأ�سفل من زمرة G �إلى زمرة H ، يعني �أنّ H زمرةٌ جزئيّة من G؛ لذلك، فاإنّ �لزمرة �لأكبر تو�سع في �أعلى 

�لمخطط. �ل�سكل 12.5 يحتوي على مخططي �لزمر �لجزئيّة لكل من ℤ4 و V في مثال 9.5.

a، فاإنّ �لمعادلة ax = a يجب �أن يكون لها حلّ وحيد بح�سب  H∈ H و  ≤ G لحظ �أنه �إذ� كان  
� �لعن�ضر �لمحايد من H، لكن هذه �لمعادلة يمكن �لنظر �إليها بو�سفها  �لمبرهنة 16.4، وهذ� �لحلّ هو تحديدًا
ا هو �لعن�ضر �لمحايد e من G، وبتطبيق حجة  معادلة في G، ونرى �أنّ هذ� �لحلّ �لوحيد يجب �أن يكون �أي�سًا
ا  �أنّ a-1، معكو�س a في G، هو �أي�سًا م�سابهة على �لمعادلة ax = e بو�سفها معادلة في H  وG ن�ستنتج 

 .H في �لزمرة �لجزئيّة a معكو�س
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13.5 مثال

14.5 مبرهنة

𝕫𝕫4

{0,2}

{0}

)�أ(

V

{e,c}

{e}

{e,b}{e,a}

)ب(

4 �لجزئيّة. ال�صكل 12.5 )�أ( مخطط زمر 
)ب( مخطط زمر V �لجزئيّة.

 بالن�سبة �إلى �لجمع. �لمجموعة  لتكن F زمرة جميع �لدو�لّ ذو�ت �لقيم �لحقيقية �لتي مجالها 
د�لّتين  لأن مجموع  F؛  زمرة جزئيّة من  �لمت�سلة هي  �لدو�لّ  تلك  و�لمكوّنة من   F �لجزئيّة من 
  ، مت�سلتين مت�سل، و�لد�لّة f حيث f(x)=0  لكل x هو �لعن�ضر �لمحايد �لجمعيّ، و�إذ� كان f  مت�سلًا
      p                                                                                                                                        .مت�سل- f ّفاإن

  G �إذ� كانت مجموعة جزئيّة من زمرة  لتحديد ما  تو�فر خطو�ت روتينية  من �لملئم   
زمرة جزئيّة من G. �لمثال 13.5 يظهر مثل هذ� �لروتين، وفي �لمبرهنة �لآتية �سنثبت �سلحيته 
ل هذه �لمبرهنة  بعناية.  على �لرغم من تو�فر معيار موجز مكوّن من �ضرط و�حد فقط، �إلّ �أننا نف�سّ

ا لمقرّرٍ در��سي �أول.  �لأكثر و�سوحًا

تكون مجموعة جزئيّة H من زمرة G زمرةًا جزئيّة من G �إذ� وفقط �إذ� كان: 

H  -1 مغلقة بالن�سبة �إلى عملية G �لثنائيّة،

،H في � 2-  عن�ضر G �لمحايد e موجودًا

ا.  1a  �أي�سًا H− ∈ ا �أن  a يكون �سحيحًا H∈ 3-  لكل 

�إن �سمان تحقّق �ل�ضروط 1و2 و3 �إذ� كان H≤G ينتج مبا�ضرة عن تعريف �لزمرة �لجزئيّة وعن البرهان
�لملحظات �ل�سابقة للمثال 13.5. 

في �لمقابل، �فتر�س �أنّ H مجموعة جزئيّة من �لزمرة G، بحيث تتحقّق �ل�ضروط 1، و2   
3، ويبقى �لتاأكد من �لم�سلّمة  G2 متحقق. كذلك G3 متحقّق من  �أنّ  2 على �لفور  و3. ينتج من 
ا �أنّ c= a(bc) (ab) في  , يكون �سحيحًا ,a b c H∈ �لتجميعيّة G1؛ لكن وبالتاأكيد، فاإنه لكل 
G، حيث يتحقّق قانون �لتجميع؛ لذلك فاإنّ  �إليها بو�سفها معادلة في   H؛ لأننا ن�ستطيع �لنظر 
 u                                                                                                                                           .H≤G
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15.5 مثال

16.5 مثال

لل�ستقاق   �لقابلة  �لدو�لّ  من  �لمكوّنة   F من  �لجزئيّة  �لمجموعة   .13.5 �لمثال  في  كما   F لتكن 
زمرة جزئيّة من F؛ لأن مجموع د�لّتين قابلتين لل�ستقاق قابلٌ لل�ستقاق، �لد�لّة �لثابتة 0 قابلة 
p                                                                      .قابل لل�ستقاق –f قابلًا لل�ستقاق، فاإن  f لل�ستقاق، و�إذ� كان

 A det(A) ي�سمّى محددتها، و�أنّ  A تقترن بعدد  �أنّ كل م�سفوفة مربعة  تذكّر من �لجبر �لخطي 
تكون ذ�ت معكو�س �إذ� وفقط �إذ� كان det(A) ≠ 0، و�إذ� كانت A و B م�سفوفتين مربعتين من 
�لدرجة نف�سها، فاإنه يمكن �إثبات �أنّ det(AB) = det(A) .det(B). لتكن G هي زمرة �ل�ضرب 
�لمجموعة  هي   T ولتكن   ،ℂ من  �لمدخلت  ذ�ت   n×n �لدرجة  من  �لمعكو�س  ذ�ت  للم�سفوفات 
 det(AB) = det(A). det(B) لمكوّنة من �لم�سفوفات ذ�ت �لمحدّدة 1. �لمعادلة� G لجزئيّة من�
تبيّن �أنّ T مغلقة بالن�سبة �إلى �ضرب �لم�سفوفات. تذكّر �أنّ �لم�سفوفة �لمحايدة In  محددتها 1. 
 ،det(A) =1 نرى �أنه �إذ� كان det(A). det(A-1) = det(AA-1) = det(In) =1 ومن �لمعادلة
p                .G زمرة جزئيّة من T ّلمبرهنة 14.5 تثبت �أن� .det(A-1) =1 ّفاإن

الزمر الجزئيّة الدورية 
12 �إذ� ما �حتوت �لعن�ضر 3، فيجب �أن تحوي �لعن�ضر �لمحايد  لننظر في كبر زمرة جزئيّة H من 
و�أنّ   ،9 3 هو  �أنّ معكو�س  9. لحظ  �لتي هي   3+6 �أن تحوي  6؛ لذلك يجب  �لتي هي   3+3 و   0
معكو�س 6 هو 6، �إذ من �ل�سهل �لتاأكد من �أنّ H = {0,3,6,9}  زمرة جزئيّة من ℤ12، و�أنها �أ�سغر 

زمرة جزئيّة تحوي 3. 
ا رمز �ل�ضرب  ا، فكما نوّهنا من قبل، ن�ستخدم د�ئمًا            لنحاكي هذ� �لتبرير في حالة �أكثر عمومًا
 a لتي تحوي� G إن �لزمرة �لجزئيّة من� .a ∈ G زمرة، ولتكن G أيّ مناق�سة عامة، ولتكن� في 
يجب – بح�سب �لمبرهنة 14.5- �أن تحوي an، وهو ناتج حا�سل �ضرب a في نف�سها n مرّة لأي 
عدد �سحيح موجب n، حيث تعطي قوى a �ل�سحيحة �لموجبة هذه مجموعة مغلقة بالن�سبة �إلى 
�لزمرة  �أنّ  �لموؤكد  لي�س في هذه �لمجموعة، ومن   a �أن يكون معكو�س  �لممكن  �ل�ضرب، لكن من 
m، ويجب  +∈ �لجزئيّة �لتي تحوى a يجب �أن تحوي a-1، وبوجه عام، يجب �أن تحوي a-m  لكل 
�س ما �سبق باأنّ �لزمرة �لجزئيّة من G �لتي تحوي �لعن�ضر  �أن تحوي �لعن�ضر �لمحايد e=a0. يُلخَّ
، �أي �إنّ �لزمرة �لجزئيّة �لتي  n ∈ a ، يجب �أن تحوي �لعنا�ضر an كلها )�أو na لرمز �لجمع( لكل 
}. لحظ �أنّ an )قوى a( لي�ست بال�ضرورة مختلفة، ففي  }|na n ∈ تحوي a يجب �أن تحوي 

 ، �لزمرة V في مثال 9.5 مثلًا
a-1=a ،a4=e ،a3=a ،a2=e وهكذ�.

ا. 17.5 مبرهنة وبهذ� نكون قد �أنجزنا �إثبات �لمبرهنة �لآتية تقريبًا
لتكن G زمرة، ولتكن a ∈ G. عندئذٍ تكون: 

 H = { }|na n ∈
 a أي �إنّ �أيّ زمرة جزئيّة تحوي� ،a تحوي G وهي �أ�سغر3 زمرة جزئيّة من ،G زمرة جزئيّة من

 .H ستحوي�

3- ربما نحتاج �إلى �أن نميّز عند �لحاجة بين م�سطلحي �أ�سغريّ )minimal( و�أ�سغر )smallest(، عند �إطلقهما على مجموعات جزئيّة 
 

ذ�ت خا�سية ما من مجموعة S. تكون �لمجموعة �لجزئيّة H من S �أ�سغريةًا بالن�سبة �إلى �لخا�سية �إذ� كانت H تحقق �لخا�سية، ولي�س 
هناك مجموعة جزئيّة K⊂H، K≠H تحقق �لخا�سية، و�إذ� كانت H تحقق �لخا�سية وH⊆K لكل مجموعة جزئيّة K تحقق �لخا�سية، 
�أن تتو�فر  �أ�سغريّة، لكن يمكن  �أكثر من مجموعة جزئيّة  �أن يكون هناك  �أ�سغر مجموعة جزئيّة تحقق �لخا�سية، ويمكن  H هي  فاإنّ 
مجموعة جزئيّة �أ�سغر و�حدة فقط. ولتو�سيح ذلك،{e,a}، و{e,b}، و{e,c} هي زمر جزئيّة �أ�سغرية غير تافهة من V )�نظر �ل�سكل 

12.5(، لكن V ل تحوي زمرة جزئيّة �أ�سغر غير تافهة.
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 �سنفح�س �ل�ضروط �لثلثة على �لمجموعة �لجزئيّة من زمرة لتعطي زمرة جزئيّة )�لو�ردة في �لمبرهنةالبرهان
H يبقى في  G لعن�ضرين من  �أنّ �ل�ضرب في  ، فنرى  ,r s ∈ aras = ar+s لكل  14.5(، ولأنّ 
e، ولـِ  H∈ H، ما يعني �أنّ H مغلقة بالن�سبة �إلى عملية �لزمرة G، كذلك a0=e، وعليه، فاإنّ 

 .H≤ Gنخْلُ�سُ �إلى �أن �ل�ضروط كلها متحققة و . a-rar= e و ra H− ∈ ra  يكون  H∈

بيّنت مناق�ستنا �لتي �سبقت ن�سّ �لمبرهنة �أنّ �أيّ زمرة جزئيّة من G تحوي a يجب �أن   
♦                                                            .a تحوي G هي �أ�سغر زمرة جزئيّة من H ّ؛ لذلك فاإنH تحوي

18.5 مثال

19.5 تعريف

20.5 مثال

21.5 مثال

} من G �لمو�سوفة في �لمبرهنة  }|na n ∈ لتكن G زمرة، ولتكن a ∈ G. فاإنّ �لزمرة �لجزئيّة 
cyclic subgroup of G gener-( a المولّدة بالعن�ضر G 17.5 ت�سمّى الزمرة الجزئيّة الدورية من

 ■                                                                                                   . a ated by a(، ويرمز لها بالرمز

                                                                                                                          

 a G= �لعن�ضر a من G يولّد )generates( G، ويُعدّ مولّدّا )generator( للزمرة G �إذ� كان 
تُعدّ �لزمرة G دورية )cyclic( �إذ� وجد عن�ضر a في G يولّدها.                                                   ■

4 دورية و 1 و3 مولّد�ن، �أي �إنّ:  لتكن ℤ4 وV �لزمرتين في �لمثال 9.5، فاإنّ 
〉1〈 = 〉3〈 = ℤ4.

لكن V لي�ست دورية، حيث �إنّ 〉a〈،و〉b〈، و〉c〈 زمر جزئيّة فعلية مكوّنة من عن�ضرين. بالطبع 
 p                                                           .هي �لزمرة �لجزئيّة �لتافهة �لمكوّنة من عن�ضر و�حد 〉e〈

�لزمرة ℤ بالن�سبة �إلى عملية �لجمع هي زمرة دورية، و1 و1- مولّد�ن لها، وهما �لمولّد�ن �لوحيد�ن، 
 كذلك لـِ +n ∈ ℤ، �لزمرة ℤn بالن�سبة �إلى عملية�لجمع مقيا�س n دورية، و�إذ� كان n>1، فاإنّ 1
p                                                                                          .مولّد�ن، لكن ربما يتو�فر غيرهما n-1و

 بالن�سبة �إلى �لجمع، فدعنا نجد 〉3〈. �لرمز هنا هو �لجمع، و 〉3〈 يجب �أن تحوي 22.5 مثال لتكن �لزمرة 

6 = 3+3، 9 = 3+3+3، وهكذ�،  ، 3                          

3- ، 6- = 3-+3- ، 9- = 3-+3-+3-، وهكذ�.  ،0          

و�ل�سالبة  �لموجبة  كلها،   3 م�ساعفات  من  تتكوّن   3 بـِ  �لمولّدة  �لدورية  �لجزئيّة  �لزمرة  �إنّ  �أي 
 nℤ 3 �إ�سافة �إلى 〉3〈، وبطريقة م�سابهة �ستمثل و�ل�سفر. نرمز لهذه �لزمرة �لجزئيّة بالرمز 

p                                              . 6 3<  . لحظ �أنّ  �لزمرة �لجزئيّة �لدورية 〉n〈 من 

. يمكن تمثيل 23.5 مثال   لكل عدد �سحيح موجب n، لتكن Un زمرة �ضرب �لجذور ذ�ت �لرتبة n للو�حد في 
ا بنقاط مت�ساوية �لبعد على د�ئرة حول نقطة �لأ�سل، كما  في �ل�سكل 24.5. �لنقطة  عنا�ضر Un هند�سيًّا

�لد�كنة تمثل �لعدد: 
2 2

 cos  + i sin 
n n
π π

ζ =  i 2 2
 cos  + i sin 

n n
π π

ζ =
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ح في �لف�سل 1- ل�ضرب �لأعد�د �لمركبة يبيّن في �لحال �أنه عند رفع  �لتف�سير �لهند�سي – �لمو�سّ
ζ لقوى ت�سلك طريقها عك�س عقارب �ل�ساعة حول �لد�ئرة، مارّةًا على عنا�ضر Un كلّها؛ لذلك، فاإنّ 
 〉ζ〈 هي �لزمرة �لجزئيّة �لدورية Un مولد. �لزمرة ζ بالن�سبة �إلى �ل�ضرب هي زمرة دورية، و Un

p              .بالن�سبة �إلى �ل�ضرب | |=1z من �لزمرة U �لمكوّنة من �لأعد�د �لمركبة z كلها، بحيث 

ال�صكل 24.5

■تمارين5

ح�صابات

 في �لتمارين من 1 �إلى 6، حدّد ما �إذ� كانت �لمجموعة �لجزئيّة �لمعطاة من �لأعد�د �لمركبة 
ت�سكل زمرة جزئيّة من زمرة �لأعد�د �لمركبة ℂ بالن�سبة �إلى �لجمع. 

7  .3     +
  .2       .1

i بما فيها 0 4. مجموعة �لأعد�د �لتخيلية �ل�سافية 

{ }π |  nn ∈ 5. مجموعة �لم�ساعفات �لن�سبية π ℚ للعدد π          6. �لمجموعة 
� جزئيّة من زمرة �لأعد�د �لمركبة غير  7.  �أي من �لمجموعات في �لتمارين من 1 �إلى 6 ت�سكل زمرًا

∗ بالن�سبة �إلى �ل�ضرب؟ 
 �ل�سفرية 

في �لتمارين من 8 �إلى 13، حدّد ما �إذ� كانت �لمجموعة �لمعطاة من �لم�سفوفات ذ�ت �لمعكو�س 
 .GL(n,ℝ) بمدخلت حقيقية ت�سكل زمرة جزئيّة من n×n من �لدرجة

. n× n 8. �لم�سفوفات ذ�ت �لمحددة 2 من �لدرجة

9. �لم�سفوفات �لقطرية من �لدرجة n×n دون �أ�سفار على �لقطر �لرئي�س.
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10. �لم�سفوفات �لمثلثة �لعليا من �لدرجة n × n دون �أ�سفار على �لقطر �لرئي�س.
. n×n 11. �لم�سفوفات ذ�ت �لمحددة 1- من �لدرجة

. n×n 12.�لم�سفوفات ذ�ت �لمحددة 1 �أو 1- من �لدرجة
ى   تُ�سمَّ A= In (AT). ]هذه �لم�سفوفات  n×n ، بحيث  A من �لدرجة  13. مجموعة �لم�سفوفات 
ذو  عمودها  �لتي  �لم�سفوفة  هو   ،A منقول   ،AT �أنّ  تذكّر   .)orthogonal )متعامدة 
�لخا�سية  �لمنقول تحقق  و�أنّ عملية   ،1≤ j ≤ n لكل   j �لترتيب  ذو   A j هو �سفّ   �لترتيب 

.](AB)T= (BT) (AT)

هي   F ولتكن   ، مجالها  �لتي  �لحقيقية  �لقيم  ذو�ت  �لدو�لّ  جميع  مجموعة   F لتكن 
�لمجموعة �لجزئيّة من F �لمكونة من تلك �لدو�لّ �لتي لها قيمة غير �سفرية عند �أيّ نقطة 
 F في �لتمارين من 14 حتى 19، حدّد ما �إذ� كانت �لمجموعة �لجزئيّة �لمعطاة من . من 
مع �لعملية �لمتولّدة ت�سكل )�أ(- زمرة جزئيّة من �لزمرة F بالن�سبة �إلى �لجمع، )ب(- زمرة 

F بالن�سبة �إلى �ل�ضرب.  جزئيّة من �لزمرة 
F 14. �لمجموعة �لجزئيّة 

f(1) = 0 ّبحيث �إن ،f ∈ F 15. �لمجموعة �لجزئيّة �لمكوّنة من كل

f(1) = 1 ّبحيث �إن ،f ∈ F 16. �لمجموعة �لجزئيّة �لمكوّنة من كل

f(0) = 1 ّبحيث �إن ،f ∈ F 17. �لمجموعة �لجزئيّة �لمكوّنة من كل

f(0) = -1 ّبحيث �إن ،f ∈ F 18. �لمجموعة �لجزئيّة �لمكوّنة من كل
.F 19. �لمجموعة �لجزئيّة �لمكوّنة من جميع �لقتر�نات �لثابتة في

20. فيما ياأتي ت�سع زمر. �أعطِ قائمة كاملة لعلقات �لزمر �لجزئيّة بال�سورة Gi ≤ Gj �لمتحققة 
.G1 ,G2 ,… ,G9 بين هذه �لزمر �لمعطاة

 G1 = ℤ بالن�سبة �إلى �لجمع. 
 G2 = 12ℤ بالن�سبة �إلى �لجمع.
 +G3 = ℚ بالن�سبة �إلى �ل�ضرب.

G4 = ℝ بالن�سبة �إلى �لجمع.
+G5 = ℝ بالن�سبة �إلى �ل�ضرب.

G6 = {πn | n ∈ ℤ}  بالن�سبة �إلى �ل�ضرب.
G7 = 3ℤ بالن�سبة �إلى �لجمع.

.G8 = مجموعة م�ساعفات 6 �ل�سحيحة بالن�سبة �إلى �لجمع
G9 = {6n | n ∈ ℤ} بالن�سبة �إلى �ل�ضرب.
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21. �كتب خم�سة عنا�ضر على �لأقل من كل من �لزمر �لدورية �لآتية: 

25ℤ بالن�سبة �إلى �لجمع. اأ. 

بالن�سبة �إلى �ل�ضرب. 1
|  

2

n
n ∈

   
  
   

ب.   

جـ.  {πn | n ∈ ℤ} بالن�سبة �إلى �ل�ضرب.  
 GL)2, ℝ( لدورية من� �لزمرة �لجزئيّة  �لعنا�ضر كلها في  ف  25، �سِ �إلى   22 �لتمارين من  في 

�لمولّدة بالم�سفوفة �لمعطاة من �لدرجة 2×2

0   2
2  0
− 

 − 
 .25   3   0

0   2
 
 
 

 .24   1    1
0    1
 
 
 

 .23   0   -1
1  0

 
 − 

 .22

26.  �أيّ من �لزمر �لآتية دورية؟ لكل زمرة دورية، �ذكر مولّد�تها كلها. 

 G1 = 〉ℤ, +〈G2 = 〉ℚ,+〈 G3 = 〉ℚ+, .〈 G4 = 〉6ℤ, +〈

G5 = {6n | n ∈ ℤ} بالن�سبة �إلى �ل�ضرب

} = G6 بالن�سبة �إلى �ل�ضرب  }2 |  a,ba b+ ∈ a,b { }2 |  a,ba b+ ∈  
في �لتمارين من 27 �إلى 35، �أوجد رتبة �لزمرة �لجزئيّة �لدورية من �لزمرة �لمعطاة و�لمولّدة 

بالعن�ضر �لم�سار �إليه. 

27.  �لزمرة �لجزئيّة من ℤ4  �لمولّدة بـِ 3

28.  �لزمرة �لجزئيّة من V �لمولّدة بـِ c )�نظر �لجدول 11.5( 

2 2cos  sin  
3 3

iπ π
+ 29.   �لزمرة �لجزئيّة من U6 �لمولّدة بــِ 

4 4cos  sin  
5 5

iπ π
+ 30.   �لزمرة �لجزئيّة من U5 �لمولّدة بــِ 

3 3cos   sin  
2 2

iπ π
+ 31.  �لزمرة �لجزئيّة من U8 �لمولّدة بــِ 

5 5cos   sin  
4 4

iπ π
+ 32.  �لزمرة �لجزئيّة من U8 �لمولّدة بــِ 
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 4×4 �لدرجة  من  �لمعكو�س  ذ�ت  كلها  للم�سفوفات   G �ل�ضرب  زمرة  من  �لجزئيّة  �لزمرة   .33
�لمولّدة بـِ: 

 
 
 
 
  

0  0  1  0
0  0  0  1
1  0  0  0
0  1  0  0

 4×4 �لدرجة  من  �لمعكو�س  ذ�ت  كلها  للم�سفوفات   G �ل�ضرب  زمرة  من  �لجزئيّة  �لزمرة   .34
�لمولّدة بـِ: 

 
 
 
 
  

0  0  0  1
0  0  1  0
1  0  0  0
0  1  0  0

 4×4 �لدرجة  من  �لمعكو�س  ذ�ت  كلها  للم�سفوفات   G �ل�ضرب  زمرة  من  �لجزئيّة  �لزمرة   .35
�لمولّدة بـِ: 

 
 
 
 
  

0  1  0  0
0  0  0  1
0  0  1  0
1  0  0  0

36.    �أ.  �أكمل �لجدول 25.5 لإعطاء �لزمرة ℤ6 من 6 عنا�ضر. 
5 من �لزمرة ℤ6 �لمعطاة في �لفرع )�أ(.    , 4 , 3  , 2  , 1  , 0      ب . �ح�سب �لزمر �لجزئيّة 

    جـ. �أي �لعنا�ضر هي مولّد�ت للزمرة ℤ6 في �لفرع )�أ(؟ 
ا        د .  �أعطِ مخطط �لزمر �لجزئيّة للزمر �لجزئيّة من ℤ6 �لو�ردة في �لفرع )ب(. )�سوف نرى لحقًا

.)ℤ6 أنّ هذه هي كل �لزمر �لجزئيّة من�

الجدول 25.5
ℤ6: + 0 1 2 3 4 5

0 0 1 2 3 4 5
1 1 2 3 4 5 0
2 2
3 3
4 4
5 5

Abstract 1_Book.indb   80 3/4/2014   11:16:37 AM

o b e i k a n d l . c o m
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مفاهيم 
ح تعريف �لحدّ �لمكتوب بخط مائل دون �لرجوع �إلى �لكتاب –�إذ�  في �لتمرينين 37 و 38، �سحِّ

كانت هناك حاجة للت�سحيح - بحيث يكون ب�سيغة قابلة للن�ضر. 
 ،e �لمحايد   G G تحوي عن�ضر  H من  G هي مجموعة جزئيّة  زمرة  الجزئيّة من  الزمرة    .37

وتحوي كذلك معكو�س �أيّ من عنا�ضرها. 
 . { }nG a n= ∈ 38.  تكون �لزمرة دوريةً �إذ� وفقط �إذ� وجد a ∈ G، بحيث �إنّ 

39.  �سع �إ�سارة �سح �أو �إ�سارة خطاأ. 
ـــــــــــــــــ اأ. قانون �لتجميع يتحقق في �أيّ زمرة. 

ـــــــــــــــــ ب. ربما تتو�فر زمرة ل يتحقق فيها قانون �لحذف.  
ـــــــــــــــــ جـ.  كل زمرة هي زمرة جزئيّة من ذ�تها. 

ـــــــــــــــــ د. لكل زمرة زمرتان جزئيتان غير فعليتين بال�سبط. 
ـــــــــــــــــ هـ. في كل زمرة دورية، كل عن�ضر هو مولّد.

ـــــــــــــــــ و. �لزمرة �لدورية لها مولّد وحيد. 
ا.  ـــــــــــــــــ ز. كل مجموعة من �لأعد�د ت�سكل زمرة تحت �لجمع، ت�سكل زمرة تحت �ل�ضرب �أي�سًا

ـــــــــــــــــ ح. �لزمرة �لجزئيّة يمكن تعريفها بو�سفها مجموعة جزئيّة من �لزمرة. 
ـــــــــــــــــ ط. ℤ4 هي زمرة دورية. 

ـــــــــــــــــ ي. كل مجموعة جزئيّة من �أي زمرة ت�سكل زمرة جزئيّة بالن�سبة �إلى �لعملية �لمتولّدة. 
40.  �أثبت من خلل مثال �أنه من �لممكن �أن يكون للمعادلة �لتربيعية x2 = e �أكثر من حلين في 

 .e بمحايد G زمرة
براهين

في �لتمرينين 41 و42، لتكن ´𝜙𝜙 : G → G تماثلًا من �لزمرة 〉* ,G〈 �إلى �لزمرة 〉´*,´G〈. �كتب 
ا لإقناع �لمت�سكك في �لعبارة �لبدهية �لو��سحة.  برهانًا

41.  �إذ� كانت H زمرة جزئيّة من G، فاإنّ𝜙𝜙[H] = {𝜙𝜙(h) | h𝜖𝜖 H}  زمرة جزئيّة من ´G، �أي 
�إنّ �لتماثل يحمل �لزمر �لجزئيّة �إلى زمر جزئيّة. 

42.  �إذ� كانت G دورية، فاإنّ ´G دورية. 
43.  �أثبت �أنه �إذ� كانت H وK زمرتين جزئيّتين من زمرة �إبد�ليّة G، فاإنّ: 

{hk | h ∈ H و k ∈ K}
 .G هي زمرة جزئيّة من

44. �أوجد �لخلل في �لحجة �لآتية : "�ل�ضرط 2 من �لمبرهنة 14.5 فائ�س لإمكانية ��ستنتاجه من 
1 و3، فلو كان a ∈ H ، فاإنّ a-1 ∈ H من 3، ومن aa-1 = e ،1 هو عن�ضر من H، وهذ� 

يثبت 2".
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45. بيّن �أنّ �لمجموعة �لجزئيّة غير �لخالية H من زمرة G تكون زمرة جزئيّة من G، �إذ� وفقط �إذ� 
كان ab-1 ∈ H لكل a,b ∈ H. )هذ� و�حد من اأكثر المعايير - �لم�سار �إليها قبل �لمبرهنة 

.)� 14.5- �إيجازًا
46.  برهن �أنّ �لزمرة �لدورية �لتي لها مولّد و�حد فقط يمكن �أن تحوي على �لأكثر عن�ضرين. 

47.  برهن �أنه �إذ� كانت G زمرة �إبد�ليّة مكتوبة بال�ضرب وبعن�ضر محايد e، فاإنّ �لعنا�ضر كلها 
 .G من H ت�سكل زمرة جزئيّة x2= e لتي تحقّق �لمعادلة� G من x

48 �أعِد �لتمرين 47 للحالة �لعامة للمجموعة H �لمكوّنة من �لحلول x كلها للمعادلة xn = e لعدد 
 .e بمحايد G في زمرة �إبد�ليّة n ≥ 1 سحيح محدّد�

49.  �أثبت �أنه �إذ� كان a ∈ G، حيث G هي زمرة منتهية بمحايد e، فاإنه يوجد +n ∈ ℤ ، بحيث 
 .an= e ّإن�

 G مغلقةًا بالن�سبة �إلى عملية G من �لزمرة H 50  لتكن �لمجموعة �لجزئيّة �لمنتهية غير �لخالية
 .G زمرةٌ جزئيّة من H ّلثنائيّة. �أثبت �أن�

� من G. �أثبت �أنّ:  51  لتكن G زمرة، ولتكن a عن�ضرًا� محددًا
Ha = {x ∈ G | xa = a x}

.G هي زمرة جزئيّة من
 .G أيّ مجموعة جزئيّة من زمرة� S ا للتمرين 51، لتكن 52.  تعميمًا

 .G هي زمرة جزئيّة من HS = {x ∈ G | xs = sx,  x ∈ S} ّاأ.  �أثبت �أن
ب.   بالرجوع �إلى �لفرع )�أ(، �لزمرة �لجزئيّة HG هي مركز )G )center. �أثبت �أنّ HG زمرة 

�إبد�ليّة. 
 .ab-1 ∈ Hإذ� وفقط �إذ� كان� a∼ b لتكن ،a,b ∈ G 53.  لتكن H زمرة جزئيّة من زمرة G. لـِ 

 .G أثبت �أنّ  ∽ علقة تكافوؤٍ على�
54.  لمجموعتين H و K، نعرّف التقاطع A ∩ K (intersection) على �لنحو 

H ∩ K = {x | x ∈ H  و  x ∈ K}
�أثبت �أنه �إذ� كان H≤ G وK≤ G ، فاإنّ H ∩ K ≤ G. )تذكّر �أنّ ≥ ترمز �إلى "زمرة جزئيّة 

من" ولي�س "مجموعة جزئيّة من"(.
55.  برهن �أنّ كل زمرة دورية هي �إبد�ليّة. 

 Gn ّيمكننا �إثبات �أن G تحت �أيّ فر�سيات على .Gn = {gn | g ∈ G} زمرة، ولتكن G 56.  لتكن
زمرة جزئيّة من G؟ 

57.  �أثبت �أنّ �لزمرة �لتي لي�س لها زمر جزئيّة فعلية غير تافهة تكون دورية. 
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الزمر الدورية Cyclic Groupsالف�صل 6  

1.6 مبرهنة 

البرهان

تذكّر �لحقائق و�لرموز �لآتية من �لف�سل 5. �إذ� كانت G زمرة و a ∈ G، فاإنّ 

{ }nH a n= ∈|

a من G المولّدة  زمرة جزئية من G )�لمبرهنة 17.5(. هذه �لزمرة هي الزمرة الجزئيّة الدورية 
 a وعن�ضر G كذلك، لزمرة معطاة .)cyclic subgroup a of G generated by a( a بـِ 

من G، �إذ� كان: 
{ }nG a n= ∈

ا  م�سطلحًا �لآن  �سنقدّم   .)cyclic( دورية   G=  a و�لزمرة   G لـِ   )generator( مولّد   a فاإنّ 
رتبة  G منتهية، فاإنّ  a من  G، فاإذ� كانت �لزمرة �لجزئيّة  � من زمرة  a عن�ضرًا �. لتكن  جديدًا
a لهذه �لزمرة �لجزئيّة، وبخلف ذلك نقول: �إنّ a من رتبة ل نهائية  )a )order هي �لرتبة 
)infinite order(. �سوف نرى في هذ� �لف�سل �أنه �إذ� كان a ∈ G ذ� رتبة منتهية m، فاإنّ m هي 

 . ma e= �أ�سغر عدد �سحيح موجب، بحيث �إنّ 

�إنّ �لهدف �لأول لهذ� �لف�سل هو و�سف �لزمر �لدورية كلها و�لزمر �لجزئيّة كلها من �لزمر        
ا �أنّ �لزمر �لدورية ت�سكل وحد�ت بناءٍ لجميع �لزمر  ا، �سنرى لحقًا ا تافهًا �لدورية، وهذ� لي�س تمرينًا
فالزمر  كلها،  �لمنتهية  �لإبد�ليّة  للزمر  �لخ�سو�س  وجه  وعلى  ا،  كافيًا  � �سغرًا �ل�سغيرة  �لإبد�ليّة 

�لدورية �أ�سا�سية لفهم �لزمر.

خ�صائ�س اأ�صا�صية للزمر الدورية

نبد�أ باإثبات �أنّ �لزمر �لدورية �إبد�ليّة

كل زمرة دورية هي �إبد�ليّة.

� لـِ G بحيث �إنّ: لتكن G زمرة دورية، ولتكن a مولدًا

G { }G na a n= = ∈

�إذ� كان g1 و g2 �أي عن�ضرين من G، يوجد عدد�ن �سحيحان r وs، بحيث �إنّ g1=ar و g2=as؛ 
لذلك:

g1g2= aras = ar+s = as+r = as ar = g2g1

وعليه، تكون G �إبد�ليّة.                                                                                                              ¿
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ℤ ِ3.6 خوارزمية الق�صمة لـ

البرهان

4.6 مثال

الحلّ

�سوف نو��سل ��ستخد�م رمز �ل�ضرب في عملنا �لعام حول �لزمر �لدورية على �لرغم من 
�أنها �إبد�ليّة.

خو�رزمية �لق�سمة �لآتية تبدو تافهة، ولكنها �أد�ة �أ�سا�سية لدر��سة �لزمر �لدورية:

ال�صكل 2.6

ا و n �أي عدد  ا موجبًا � �سحيحًا )Division Algorithm for ℤ(: �إذ� كان m عددًا
�سحيح، فاإنه يوجد عدد�ن �سحيحان وحيد�ن q و r، بحيث �إنّ: 

.0 ≤ r < m و  n = mq + r

وموقع   m م�ساعفات  عيّن   .2.6 �ل�سكل  با�ستخد�م  ا  بدهيًّا ا  تخطيطيًّا ا  تو�سيحًا �سنعطي 
لـِ   qm م�ساعف  على   n تقع  �أن  ا  �إمَّ �لآن،   .)x-axis( �لحقيقية  �لأعد�د  محور  على   n
m. عند حدوث �لحالة �لأخيرة،  لـِ  n بين م�ساعفين  �أن تقع  �أو   ،0 r �لقيمة   m وتوؤخذ 
m على ي�سار n، فتكون r كما  في �ل�سكل 2.6. لحظ �أنّ  لتكن qm هي �أول م�ساعف لـِ 

m بحيث يمكن �أخذ  ا لـِ   r < m ≥ 0. وحد�نية q و r تنتج من �أنه لو لم تكن n م�ساعفًا
r = 0، لتو�فر م�ساعف وحيد qm لـِ m �إلى ي�سار n وعلى م�سافة �أقل من m عن n، كما 
¿ في �ل�سكل 2.6. 

 )quotient( )ناتج الق�صمة )اأو خارج الق�صمة q في رموز خو�رزمية �لق�سمة ، ي�سمى
.m على n غير �سالب عند ق�سمة )remainder( باقي الق�صمة r و

�أوجد ناتج �لق�سمة q و�لباقي r عند ق�سمة 38 على 7 بح�سب خو�رزمية �لق�سمة. 

م�ساعفات 7 �لموجبة هي 7, 14, 21, 28, 35, 42, .... لختيار �لم�ساعف �لذي يترك 
باقيًاا غير �سالب �أقل من 7 نكتب:

38 = 35 + 3 = 7(5) + 3
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5.6 مثال

الحل

6.6 مبرهنة

البرهان

p  .r =3 و�لباقي q =5 لذ�، فناتج �لق�سمة
�أوجد ناتج �لق�سمة q و�لباقي r عند ق�سمة 38- على 7 بح�سب خو�رزمية �لق�سمة.

م�ساعفات 7 �ل�سالبة هي 7-، 14-، 21-، 28-، 35-، 42-، ... .ولختيار �لم�ساعف �لذي 
يترك باقيًاا غير �سالب �أقل من 7 نكتب:

-38 = -42 + 4 = 7(-6) + 4
p  .r = 4 و�لباقي q= - 6 لذ�، فناتج �لق�سمة
G تكون  H من زمرة دورية  �لزمرة �لجزئيّة  �أنّ  �إثبات  �لق�سمة في     �سوف ن�ستخدم خو�رزمية 
�لزمرة  تعريف  ن�ستخدم  �أن  علينا  ذلك،  على  للبرهنة  فعله  علينا  فيما  لحظة  فكّر  كذلك.  دوريةًا 
�لدورية طالما �أننا لم نثبت بعد �سوى �لقليل عن �لزمر �لدورية. �أي �إنّ علينا �أن ن�ستخدم حقيقة �أنّ 
 H ّل�ستنتاج �أن H ِلـ c = am � G لها عن�ضر مولّد a، ثم علينا �أن نقدّم بدللة هذ� �لمولّد a مولّدًا
دورية. في �لو�قع هناك خيار طبيعي و�حد فقط للقوّة m لـِ a يمكننا تجريبه، فهل يمكنك تخمينه 

قبل �أن تقر�أ �إثبات �لمبرهنة؟
 �لزمرة �لجزئيّة من زمرة دورية تكون دورية.

 H = e ، فاإنّ  { }=H e لتكن G زمرة دورية مولّدة بـِ a، ولتكن H زمرة جزئيّة من G. �إذ� كان 
.an ∈ H ّبحيث �إن ، n ∈ ℤ+ فاإنّ هناك ، { }H e≠ دورية. و�إذ� كان 

 am ∈ H ّبحيث �إن ℤ+ أ�سغر عدد �سحيح في�  m ليكن
ندّعي �أنّ c = am يولّد H، �أي �إنّ  

mH a c= =

�إنّ  n بحيث  H ≤ G، فيوجد  b ∈ H و  c، ولأنّ  b ∈ H هي من قوى  �أنّ كل  �أن نبين   يجب 
b = an. �أوجد q و r بحيث �إنّ: 

0 ≤ r < m  حيث n = mq + r
بناءًا على خو�رزمية �لق�سمة؛ لذلك:

،an = amq+r = (am)q ar

وعليه، يكون:  
.ar = (am)-qan
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7.6 نتيجة

8.6 تعريف

.H في an و (am)-q زمرة، فاإنّ كلًّا من H و ،am ∈ H ،an ∈ H ّلآن، لأن�

لذلك فاإنّ 

.ar ∈ H  ؛  �أي �أن(am)-q an ∈ H

 r 0، يجب �أن يكون ≤ r < m am ∈ H و  m كانت �أ�سغر عدد �سحيح موجب، بحيث �إنّ  لأنّ 
0 =. لذلك، n = qm و 

،b = an = (am)q = cq

                                                                                                                 .c من قوى b  ،ولذلك

كما لوحظ في �لمثالين 21.5 و 22.5 �أنّ ℤ بالن�سبة �إلى �لجمع دورية، ولأي عدد �سحيح   
موجب n تكون �لمجموعة nℤ �لمكوّنة من م�ساعفات n زمرة جزئيّة من ℤ بالن�سبة �إلى �لجمع، 
�لجزئيّة  �لزمر  هذه  �أنّ  تبيّن   6.6 �لمبرهنة   .n بـِ  �لمولدة  �لدورية  �لجزئيّة  �لزمرة   � تحديدًا وهي 

�لدورية هي �لزمر �لجزئيّة �لوحيدة من ℤ بالن�سبة �إلى �لجمع، وهذ� ما ن�سوغه بو�سفه نتيجة.

.n ∈ ℤ ِبالن�سبة �إلى �لجمع لـ nℤ بالن�سبة �إلى �لجمع هي بالتحديد �لزمر ℤ لزمر �لجزئيّة من�

تعطينا هذه �لنتيجة طريقة ر�ئعة لتعريف �لقا�سم �لم�سترك �لأعظم لعددين �سحيحين   
 ℤ زمرة جزئيّة من �لزمرة { }+ , H nr ms n m= ∈ موجبين r و s. �لتمرين 45 يبين �أنّ 

بالن�سبة �إلى �لجمع. لذلك يجب �أن تكون H دورية ولها مولّد  d يمكننا �ختياره موجبًاا.

ليكن r و s  عددين �سحيحين موجبين. �لمولّد �لموجب d للزمرة �لدورية 

H={ },nr ms n m+ ∈

)greatest common divisor( )ويخت�ضر  الأعظم  الم�صترك  القا�صم  �إلى �لجمع هو  بالن�سبة 
n                                                                                              .d = gcd (r,s) نكتب .s و r ِلـ )gcd

 s = 0r + 1s و r =1r + 0s ؛ لأن كلًّا  من s و r قا�سم لكل من d ّمن �لتعريف لحظ �أن  
في H، ولأنّ d ∈ H، فيوجد عدد�ن �سحيحان n و m ، حيث:

d = nr + ms.
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9.6 مثال

الحل

نرى �أنّ �أيّ عدد �سحيح يق�سم كلًّا  من r و s يق�سم �لطرف �لأيمن من هذه �لمعادلة؛ ولذلك يجب 
ا لـِ d كذلك، لهذ� يجب �أن تكون d  �أكبر عدد يق�سم كلًّا  من r و s؛ وهذ� تعليل �ل�سم  �أن يكون قا�سمًا

�لذي �أُعطي لـِ d  في �لتعريف 8.6.

�أوجد gcd لـِ 42 و 72.

�لقو��سم �لموجبة لـِ 42 هي 42 ,21 ,14 ,7 ,6 ,3 ,2 ,1. �لقو��سم �لموجبة لـِ 72 هي 4 ,3 ,2 ,1, 
72 ,36 ,24 ,18 ,12 ,9 ,8 ,6. �لقا�سم �لم�سترك �لأعظم هو 6. لحظ �أنّ (42)(5-) +(72)(3)=6 
 ،d = nr + ms على �ل�سورة s و r بدللة d هناك خو�رزمية للتعبير عن �لقا�سم �لم�سترك �لأعظم
                                                                                                     p                                                                                           .لكننا ل نحتاج �إلى ��ستخد�مها هنا

 gcd إذ� كان� )relatively prime( يكون �لعدد�ن �ل�سحيحان �لموجبان اأوّليّين ن�صبيًّا  
لي م�سترك. �سنحتاج في  ا، لحظ �أنه لي�س لهما عامل �أوَّ :  12 و 25 �أوّليّان ن�سبيًّا لهما هو 1، مثلًا

مناق�ستنا للزمر �لجزئيّة من زمر دورية �إلى معرفة ما ياأتي:

(1)                               .m يجب �أن تق�سم r ّفاإن ،sm تق�سم r ا، وكان �إذ� كان s وr �أوّليّين ن�سبيًّا

ا، فاإنّ بالإمكان كتابة:  لنبرهن ذلك. �إذ� كان r و s �أوّليّين ن�سبيًّا
.a, b ∈ ℤ 1     حيث = ar + bs

بال�ضرب في m نح�سل على: 
m = arm + bms

ا للطرف �لأيمن لهذه  �لآن، r تق�سم كلًّا  من arm و bsm ؛ لأنّ r تق�سم sm؛ ولذلك تكون r قا�سمًا
.m يجب �أن تق�سم r ،لمعادلة، �إذن�

بُنية الزمر الدورية

يمكننا �لآن و�سف �لزمر �لدورية كلها وفق �لتماثل.

10.6 مبرهنة

البرهان

 G و�إذ� كانت .⟨ℤ,+⟩ تماثل G ّل نهائية، فاإن G فاإذ� كانت رتبة ،a ٍزمرة دورية بمولّد G لتكن
.⟨ℤn, +n⟩ تماثل G ّفاإن ،n ذ�ت رتبة منتهية

حالة  I  لكل �لأعد�د �ل�سحيحة �لموجبة am ≠ e ،m. في هذه �لحالة، ندّعي �أنه ل يمكن لقوتين 
.G من ak و ah أن تنتجا عن�ضرين مت�ساويين� k و h مختلفتين

�فتر�س �أنّ ah = ak ، ولنقل: �إنّ h > k. هذ� ي�سمن �أنّ: 
aha-k =ah-k =e،

لعدد   am بال�سورة  �لتعبير عنه  G يمكن  فاأيّ عن�ضر من   ،� و�أخيرًا  .I �لحالة  يناق�س فر�س  مما 
 ،)well define( ح�سنة �لتعريف 𝜙𝜙(ai) = i ِلمعطاة  بـ� 𝜙𝜙 : G →ℤ ؛ لذلك، فالد�لّة m ∈ ℤ وحيد

و�أحاديّة، وغامرة �إلى ℤ، كذلك: 
𝜙𝜙(aiaj) = 𝜙𝜙(ai+j) = i + j = 𝜙𝜙(ai) + 𝜙𝜙(aj)
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ولذلك، 𝜙𝜙 يُحقق �سفة �لت�ساكل، ويكون تماثلًا .
 ،an=e ّأ�سغر عدد �سحيح موجب، بحيث �إن�  n لتكن .m لعدد ما �سحيح موجب  am = e  IIحالة
فاإذ� كان s ∈ ℤ و s = nq + r لـِ r < n ≥ 0، فاإنّ as = anq+r = (an) qar = eq ar = ar. كما 
في �لحالة I، �إذ� كان k < h < n > 0 و ah = ak، فاإنّ ah-k = e و h-k < n > 0، ما يناق�س 

�ختيارنا لـِ n؛ لذلك، فالعنا�ضر
a0 = e, a, a2, a3, ...,an-1

ψ(ai) = i بـِ  ψ �لمعطاة   :  G ⟶ℤn G كلها؛ ولهذ�، فالد�لّة  جميعها مختلفة وت�سكل عنا�ضر 
ِ i=0, 1, 2, …, n-1 ح�سنة �لتعريف، و�أحاديّة، وغامرة �إلى ℤn ، ولأن an = e، فنرى �أنّ  حيث 

aiaj = ak حيث k = i +n  j؛ لذلك، فاإنّ: 

ψ)aiaj) = i +n j = ψ(ai) +nψ)aj)،
  . وعليه، يحقق ψ �سفة �لت�ساكل، ويكون تماثلًا

a3

a2

a1

a0 = e
an - 1

3

2

1
0

n - 1

ال�صكل 12.6ال�صكل 11.6

لزمرة دورية من 13.6 مثال  an-1  ،...،a2،a1  ،e=a0 �لعنا�ضر  �لمحبّذ ت�سوّر  Un، من  بتحفيزٍ من عملنا مع 
عَر �لعن�ضر ah على �لد�ئرة  �لرتبة n على �أنها موزعة بانتظام على د�ئرة )�نظر �ل�سكل 11.6(. وُ�سِ
ا من  في �لموقع ذي �لترتيب h من هذه �لوحد�ت �لمت�ساوية وفي تجاه عك�س عقارب �ل�ساعة، مقي�سًا
�لأ�سفل، حيث وُ�سع e=a0. ل�ضرب ah و ak من خلل �لمخطّط نبد�أ من ah ، وندور k وحدة �إ�سافية 

ا �أين ننتهي، نجد q و r بحيث �إنّ:  عك�س عقارب �ل�ساعة. حتى نرى ح�سابيًّا
. 0 ≤ r < n ِلـ    h + k = nq + r

p                                              ar مرة، ثمّ ننتهي �إلى q تدور بنا حول �لد�ئرة دورة  كاملة  nq

�إنّ �ل�سكل 12.6 هو من حيث �لجوهر �ل�سكل 11.6 نف�سه، لكن �لنقاط �سمّيت بالقوى   
.nعلى �لمولّد. �لعملية على هذه �لقوى هي �لجمع مقيا�س

الزمر الجزئيّة من الزمر الدورية المنتهية
�أنهينا و�سفنا للزمر �لدورية، و�نتقلنا �إلى زمرها �لجزئية، -�أعطتنا �لنتيجة 7.6 معلومات كاملة 
بمولّد�ت  �لمتعلقة  �لأ�سا�سية  �لمبرهنة  لنعطي  �للنهائية؛  �لدورية  �لزمر  من  �لجزئيّة  �لزمر  عن 

�لزمر �لجزئيّة للزمر �لدورية �لمنتهية.
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a، وليكن b ∈ G، وليكن b = as. عندئذٍ تولّد b 14.6 مبرهنة لتكن G زمرة دورية فيها n عن�ضر ومولّدة بـِ 
 .s و n �، حيث d هي �لقا�سم �لم�سترك �لأعظم لـِ  زمرة جزئيّة دورية H من G تحوي n/d عن�ضرًا

.gcd(s,n) = gcd(t,n) إذ� وفقط �إذ� كان� s ta a= وكذلك 

البرهان

15.6 مثال

�أن  17.5؛ لذ�، يلزمنا  فقط  G، وهذ� معروف من �لمبرهنة  H من  b تولّد زمرة جزئيّة دورية    
نثبت �أنّ H لها n/d عن�ضر، وباتباع �لنقا�س في �لحالة II من �لمبرهنة 10.6، نرى �أنّ H لها من 
�لعنا�ضر بقدر �أ�سغر قوة موجبة m لـِ b تعطي �لمحايد. �لآن، b = as، و bm  = e �إذ� وفقط �إذ� كان 
m = e(as)، �أو �إذ� وفقط �إذ� كان n تق�سم ms. ما �أ�سغر عدد �سحيح موجب m بحيث �إنّ n تق�سم 

ms؟ لتكن d هي gcd لـِ n و s. عندئذٍ يوجد عدد�ن �سحيحان u و v، بحيث �إنّ: 

.d = un + vs
ولأنّ d تق�سم كلًّا  من n و s، يمكننا �أن نكتب

1 = u(n/d) + v(s/d)

ا؛ لأن  حيث كل n/d و s/d عدد �سحيح، هذه �لمعادلة �لأخيرة تبيّن �أنّ n/d و s/d �أوّليّان ن�سبيًّا
�أيّ عدد �سحيح يق�سم كليهما يجب �أن يق�سم 1 كذلك. نتمنى �أن نجد �أ�سغر m موجبة، بحيث �إنّ: 

) عدد �سحيح. )
( )

/
/

m s dms
n n d

=

من خا�سية �لق�سمة �لموؤطّرة )1(، ن�ستنتج �أنّ n/d يجب �أن تق�سم m؛ ولذلك، فاأ�سغر مثل  هذه �لـ 
.n/d  هي H وعليه، تكون رتبة .n/d هي m

 d نرى �أنه �إذ� كانت ،n ا للزمرة �لدورية ذ�ت �لرتبة     وباأخذ ℤn في هذه �للحظة بو�سفها نموذجًا
d من ℤn فيها n/d عن�ضر، وتحوي �لأعد�د �ل�سحيحة  ا لـِ n، فاإنّ �لزمرة �لجزئيّة �لدورية  قا�سمًا
�إنّ gcd(m,n) = d؛ لذلك، فهناك زمرة جزئيّة و�حدة  �لموجبة m كلها �لتي تقلّ عن n، بحيث 
 � فقط من ℤn رتبتها n/d، وباأخذ �لفقرة �ل�سابقة في �لح�سبان يتبيّن على �لفور �أنه �إذ� كانت a مولّدًا
                    .gcd(t,n) = gcd (s,n) إذ� وفقط �إذ� كان�  s ta a= للزمرة �لدورية G، فاإنّ 

ا رمز �لجمع، لتكن ℤ12 مع �لموّلد a = 1، ولأنّ �لقا�سم �لم�سترك �لأعظم  على �سبيل �لمثال: م�ستخدمًا

12 عنا�ضر، تحديدًا� 4
3
= لـِ 3 و 12 هو 3، فتولّد 3.1 =3 زمرة جزئيّة من 

{ }. 3 0,3,6,9=

� 12 عنا�ضر ، تحديدًا 3
4
= ولأنّ gcd  لـِ 8 و 12 هو 4، فتولّد 8 زمرة جزئيّة من 

{ }. 8 0,4,8=

�، �أي �إنّ 5 هو مولّد للزمرة  12 عن�ضرًا 12
1
= ولأنّ gcd لـِ 12 و 5 هو 1،  فتولّد 5 زمرة جزئيّة من 

p                                                                                                                       . ℤ12 كاملةًا
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16.6 نتيجة 

17.6 مثال

�لنتيجة �لآتية تنتج مبا�ضرة عن �لمبرهنة 14.6.

� لزمرة دورية منتهية G من �لرتبة n، فاإنّ مولّد�ت G �لأخرى هي �لعنا�ضر �لتي  �إذ� كانت a مولّدًا
.n ا مع على �ل�سورة ar  حيث r �أوّليّة ن�سبيًّا

كلها  �لجزئيّة  �لزمر  لها،  �لجزئيّة  �لزمر  مخطط  ونعطي  كلها،   ℤ18 من  �لجزئيّة  �لزمر  نجد  دعنا 
دورية. بح�سب �لنتيجة 16.6، �لعنا�ضر 1،و5،و7،و11،و13، و17 هي  مولّد�ت ℤ18. �بتد�ءًا من 2،

{ }2 0,2,4,6,8,10,12,14,16=

 � تحديدًا  ،9 مع  ا  ن�سبيًّا وّليّة  �أ  h حيث   ،h2 بال�سورة  مولّدة  عنا�ضر  ولها   9 �لرتبة  من  هي 
 ،{ }0,6,12 2 يولّد  h = 1,2,4,5,7,8،؛ ولذلك  h2 = 2, 4, 8,10,14,16. �لعن�ضر 6 من 

و12 كذلك هي مولّد لهذه �لزمرة �لجزئيّة.

11 ،و10،و8،و7،و6،و5،و4، و2،و1،و0 بـِ  �لمولّدة  �لجزئيّة  �لزمر  �لآن  حتى  �أوجدنا    
و16، و14، و13، و12 ، و17، ولم يبقَر �إل �عتبار 3،و9،و15.

، { }3 0,3,6,9,12,15=

 ،� و15 كذلك تولّد هذه �لزمرة ذ�ت �لرتبة 6؛ لأن 15=5.3 و gcd لـِ 5 و 6 هو 1. �أخيرًا

. { }9 0,9=

ى في �ل�سكل 18.6 مخطط �لزمر �لجزئيّة لهذه �لزمر �لجزئيّة من ℤ18 معطًا

.ℤ18 ال�صكل 18.6 مخطط �لزمر �لجزئيّة لـ 
�. �لتمارين تعطي  هذ� �لمثال مبا�ضر، نخ�سى �أن نكون قد كتبناه بطريقة مف�سلة تجعله يبدو معقّدًا
p                                                                                                    .بع�س �لتطبيق في هذ� �لتجاه
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n تمارين6

ح�صابات

.m على n في �لتمارين من 1 �إلى 4، �أوجد ناتج �لق�سمة و�لباقي بح�سب خو�رزمية �لق�سمة عند ق�سمة

m = 9  ،n = - 42 .2     m = 9 ، n = 42 .1 
m = 8  ،n = 50 .4     m = 8 ، n = -50 .3

في �لتمارين من 5 �إلى 7، �أوجد �لقا�سم �لم�سترك �لأعظم للعددين �ل�سحيحين.
7. 360 و 420 6. 48 و 88    5. 32 و 24   

في �لتمارين من 8 �إلى 11، �أوجد عدد مولّد�ت �لزمرة �لدورية ذ�ت �لرتبة �لمعطاة.
60 .11    12 .10    8 .9   5 .8

تماثل زمرة مع نف�سها يُدعى تماثلًا ذاتيًّا للزمرة )automorphism of the group(. في �لتمارين من 12 �إلى 16، 
�أوجد عدد �لتماثلت �لذ�تية للزمرة �لمعطاة.

]م�صاعدة: ��ستخدم �لتمرين 44. ماذ� يجب �أن تكون �سورة �لمولّد تحت تاأثير �لتماثل �لذ�تي؟[
ℤ12 .16      ℤ .15         ℤ8 14         ℤ6 .13       ℤ2 .12

في �لتمارين من 17 �إلى 21، �أوجد عدد عنا�ضر �لزمرة �لدورية �لم�سار �إليها.
17.  �لزمرة �لجزئيّة �لدورية من ℤ30 �لمولّدة بـِ 25 .

18.  �لزمرة �لجزئيّة �لدورية من ℤ42 �لمولّدة بـِ 30 .

i من زمرة �لأعد�د �لمركبة غير �ل�سفرية *ℂ بالن�سبة �إلى �ل�ضرب. 19.  �لزمرة �لجزئيّة �لدورية 

. ( )1 / 2i+ 20.  �لزمرة �لجزئيّة �لدورية من �لزمرة * ℂ في �لتمرين 19 �لمولّدة بـِ 

.1+i ِفي �لتمرين 19 �لمولّدة بـ ℂ * 21.  �لزمرة �لجزئيّة �لدورية من �لزمرة

في �لتمارين من 22 �إلى 24، �أوجد �لزمر �لجزئيّة كلها من �لزمرة �لمعطاة، و�ر�سم مخطط �لزمر �لجزئيّة لها.
ℤ8 .24              ℤ36 .23   ℤ12 .22

في �لتمارين من 25 �إلى 29، �أوجد رتب �لزمر �لجزئيّة جميعها من �لزمرة �لمعطاة
ℤ17 .29   ℤ20 .28   ℤ12 .27    ℤ8 .26   ℤ6  .25

مفاهيم

حاجة  هناك  كانت  –�إذ�  �لكتاب  �إلى  �لرجوع  دون  مائل  بخط  �لمكتوب  �لحدّ  تعريف  �سحّح  و31،   30 �لتمرينين  في 
للت�سحيح -  بحيث يكون ب�سيغة قابلة للن�ضر.

.an = e إذ� وفقط �إذ� كان� n ∈ ℤ+ له الرتبة G من �لزمرة a 30.  �لعن�ضر
31.  القا�صم الم�صترك الاأعظم لعددين �سحيحين موجبين هو �أكبر عدد �سحيح موجب يق�سم كليهما.

32.  �سع �إ�سارة �سح �أو �إ�سارة خطاأ.
ـــــــــــــــــ اأ. كل زمرة دورية تكون �إبد�ليّة.

ـــــــــــــــــ ب. كل زمرة �إبد�ليّة تكون دورية.
ـــــــــــــــــ جـ. ℚبالن�سبة �إلى �لجمع هي زمرة دورية.
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ـــــــــــــــــ د. �أي عن�ضر من �أيّ زمرة دورية يولد �لزمرة.
ـــــــــــــــــ هـ. هناك على �لأقل زمرة �إبد�ليّة و�حدة من �أيّ رتبة منتهية > 0.

ـــــــــــــــــ و. كل زمرة من رتبة ≥ 4 تكون دورية.
ـــــــــــــــــ ز. كل مولّد�ت ℤ20  �أعد�د �أوّلية.

ـــــــــــــــــ ح. �إذ� كانت  G و 'G زمرتين، فاإنّ 'G ∩ G زمرة.
ـــــــــــــــــ ط. �إذ� كانت H و K زمرتين جزئيتين من زمرة G، فاإنّ H ∩ K زمرة.

ـــــــــــــــــ ي. كل زمرة دورية من رتبة < 2 لها على �لأقل مولّد�ن مختلفان.
ح لماذ� ل يتو�فر مثل هذ� �لمثال. في �لتمارين من 33 �إلى 37، �أعطِ مثالًا  على زمرة بالخا�سية �لمو�سوفة، �أو و�سّ

33.  زمرة منتهية لي�ست دورية.
34. زمرة ل نهائية لي�ست دورية.

35.  زمرة دورية لها مولّد و�حد فقط.
36.  زمرة دورية ل نهائية لها �أربعة مولّد�ت.

37.  زمرة دورية منتهية لها �أربعة مولّد�ت.
مولد�ت زمرة �ل�ضرب �لدورية Un �لموؤلفة من �لجذور �لنونيّة كلها للو�حد في ℂ هي الجذور النونيّة البدائية للواحد 
 n للو�حد لقيمة  �لبد�ئية  �لنونيّة  �أوجد �لجذور   ،41 �إلى   38 �لتمارين من  (primitive nth roots of unity). في 

�لمعطاة.
n = 4 .38
n = 6 .39
n = 8  .40
n = 12 .41
براهين مخت�ضرة

� بجملة و�حدة لإثبات �لمبرهنة 1.6. 42. �أعطِ �خت�سارًا
� بما ل يزيد على ثلث جمل لإثبات �لمبرهنة 6.6. 43.  �أعطِ �خت�سارًا

براهين
ا  تمامًا ( )xφ ، �أثبت �أنه لكل x∈G، تتحدد  G:' تماثلًا Gφ →:G G' إذ� كان� .G زمرة تُماثل G' ،a زمرة بمولّد G 44.  لتكن

  ( )  ( )a aφ ψ=               ،ّتماثلين، بحيث �إن 𝜓𝜓: G G' و ':G Gφ → ، �أي �إنه �إذ� كان:  ( )aφ  من قيمة 
.x∈G لكل ( )  ( )x xφ ψ= فاإنّ 

. }هي زمرة جزئيّة من  },nr ms n m+ ∈ 45.  ليكن r وs عددين �سحيحين موجبين. �أثبت �أنّ 
46.  ليكن a و b عن�ضرين من زمرة G. �أثبت �أنه �إذ� كانت ab لها رتبة منتهية n، فاإنّ ba لها �لرتبة n كذلك.

47.  ليكن r و s عددين �سحيحين موجبين.
� لزمرة دورية ما. �أ. عرّف الم�صاعف الم�صترك الأ�صغر )least common multiple( لـِ r و s بو�سفه مولّدًا  

تحت �أيّ �ضروط يكون �لم�ساعف �لم�سترك �لأ�سغر لـِ r و s حا�سل �ضربهما rs؟ ب.   
.rs هو s و r ِا للفرع )ب(، �أثبت �أنّ حا�سل �ضرب �لقا�سم �لم�سترك �لأعظم و�لم�ساعف �لم�سترك �لأ�سغر لـ          جـ.  تعميمًا

48  �أثبت �أنّ �لزمرة �لتي لها فقط عدد منتهٍ من �لزمر �لجزئيّة يجب �أن تكون زمرة منتهية.
49  بيّن بمثال مناق�س �أنّ "عك�س" �لمبرهنة 6.6 �لآتي لي�س مبرهنة: "�إذ� كانت �لزمرة G تحقّق �أنّ كل زمرة جزئيّة فعلية 
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منها دورية، فاإنّ G دورية".
50.  لتكن G زمرة و�فتر�س �أنّ a ∈ G تولّد زمرة جزئيّة دورية من �لرتبة 2 و�أنها �لعن�ضر �لوحيد بهذه �ل�سفة. �أثبت 

.](xax-1)2 م�صاعدة: �عتبر[ .x ∈ G لكل ax = xa ّأن�
.ℤpq عددين �أوّليّين مختلفين. �أوجد عدد مولّد�ت �لزمرة �لدورية q و p 51.  ليكن

pr ، حيث r عدد �سحيح ≥ 1. ا. �أوجد عدد مولّد�ت �لزمرة �لدورية � �أوّليًّا 52.  لتكن p عددًا
 G في x ٌحل m بال�سبط xm = e مكتوبة بال�ضرب – للمعادلة – n ذ�ت �لرتبة G 53.  �أثبت �أنه في �لزمرة �لدورية �لمنتهية

.n يق�سم m لكل عدد �سحيح موجب
54.  بالرجوع �إلى �لتمرين 53، ما �لو�سع �إذ� كان m < n > 1 و m ل تق�سم n؟

ا. � �أوّليًّا 55.  �أثبت �أنّ ℤp لي�س لها زمر جزئيّة فعلية غير تافهة �إذ� كانت p عددًا

. K s= H و  r= 56.  لتكن G زمرة �إبد�ليّة، ولتكن H و K زمرتين جزئيّتين دوريتين منتهيتين، حيث 
ا، فاإنّ G تحوي زمرة جزئيّة دورية من �لرتبة rs.أ �أ. �أثبت �أنه �إذ� كان r و s �أوّليّين ن�سبيًّا

.s و r ِتحوي زمرة جزئيّة دورية رتبتها �لم�ساعف �لم�سترك �لأ�سغر لـ G ّا للفرع )�أ(، �أثبت �أن ب. تعميمًا
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 المجموعات المولّدة ور�صومات كايلي الموجّهةالف�صل 7
Generating Sets And Cayley Digraphs

لتكن G زمرة، وليكن a ∈ G. لقد و�سفنا �لزمرة �لجزئيّة 〉a〈 من G، �لتي هي �أ�سغر زمرة جزئيّة 
من G تحوي �لعن�ضر a. �فتر�س �أننا نرغب في �إيجاد �أ�سغر زمرة جزئيّة ممكنة تحوي كلًّا  من 
� �آخر b من G ، حيث نرى من �لمبرهنة 17.5 �أنّ �أيّ زمرة جزئيّة تحوي a و b يجب  a وعن�ضرًا
�أن تحوي an و bm لكل m,n ∈ ℤ، ونتيجة لذلك، يجب �أن تحوي جميع حو��سل �ل�ضرب �لمنتهية 
. لحظ �أنه ل يمكننا "تب�سيط" هذ� �لتعبير  لمثل هذه �لقوى لـِ a و b، كالتعبير a2b4a-3b2a5 مثلًا
�ضرب  حو��سل  لكن  �إبد�لّية،  غير  تكون  �أن  يمكن   G لأن  b؛  بقوى  متبوعةًا  �أولًا   a قوى  بكتابة 
تعبير�ت من هذ� �لنوع هي تعبير�ت من �لنوع نف�سه، �إ�سافة �إلى ذلك، e = a0 ونظير تعبير من هذ� 
ا تعبير من �لنوع نف�سه، فعلى �سبيل �لمثال:  نظير a2b4a-3b2a5 هو a-5b-2a3b-4a-2. بح�سب  �لنوع هو �أي�سًا
 ِـa و b ت�سكل زمرة جزئيّة من  �لمبرهنة  14.5، هذ� يثبت �أنّ حو��سل �ل�ضرب هذه كلها لقوى �سحيحة ل
gen�(  مولّدين b و a ن�سمّي .b و a لتي يجب �أن تكون بالتاأكيد �أ�سغر زمرة جزئيّة تحوي� ،G
 {a,b}  ّفنقول: �إن ،G لهذه �لزمرة �لجزئيّة، وفي حالة �أنّ هذه �لزمرة �لجزئيّة هي كل )erators
� علينا  �أخذ عن�ضرين فقط  a,b ∈ G، فيمكننا  تولّد )G )generates، وبالطبع، لي�س محجورًا
�إجر�ء �لمناق�سة نف�سها لثلثة، �أو �أربعة، �أو �أي عدد من �لعنا�ضر من G، طالما �أخذنا فقط حو��سل 

�ضرب منتهية لقو�ها �ل�سحيحة.

{a,b}؛ لأن ab = c. وهي كذلك 1.7 مثال زمرة كلين �لرباعية V = {e,a,b,c} في �لمثال 9.5 تُولَّد بـِ 
{a,c}، {b,c}، و {a,b,c}، فاإذ� وُلّدت �لزمرة G بمجموعة جزئيّة S، فاإنّ �أيّ مجموعة  تُولَّد بـِ 
�                                                                                                               .G تُولِّد S تحوي G جزئيّة من

�أَريّ 2.7 مثال فاإنّ  ولذلك،  5 = 3 + 2؛  لأن  {2,3}؛  بـِ  تُولَّد  {5}، وهي كذلك  و   {1} بـِ  تُولَّد   ℤ6 لزمرة�
ا تُولَّد بـِ {3,4}،  زمرة جزئيّة تحوي 2 و 3 يجب �أن تحوي 5، وعليه، يجب �أن تكون ℤ6 هي �أي�سًا
{2,3,4}، {1,3}، و {3,5}، لكنها ل تُولَّد بـِ {2,4}؛ لأن {0,2,4} = 〉2〈 تحوي 2 و 4.        �

لَّدة بمجموعة جزئيّة من G. فيما  ياأتي  ا  للزمرة �لجزئيّة من زمرة G �لُموَر � بدهيًّا لقد �أعطينا تف�سيرًا
� من خلل تقاطع زمر جزئية، فبعد �أن ندرك  �ضرح تف�سيلي للفكرة نف�سها بطريقة �أخرى، تحديدًا
ا  ا، فمن �لر�ئع �أن نحاول كتابته ب�سورة �أنيقة قدر �لإمكان. نعطي تعريفًا ا بدهيًّا ا ما �إدر�كًا مفهومًا

مبنيًّاا على مبرهنة �لمجموعات، ونعمّم مبرهنة وردت في �لتمرين 54 من �لف�سل 5.

   لتكن {Si | i ∈ I} تكتّلًا  من مجموعات، وهنا يمكن �أن تكون I �أيّ مجموعة من �لأدلّة، التقاطع 3.7 تعريف
i للمجموعات )Si )intersection of the sets هو مجموعة �لعنا�ضر كلها �لتي في  I iS∈

�لمجموعات Si كلها، �أي �إنّ:

 . { } | ,  áöÜ i i
i I

S x x S i I
∈

= ∈ ∈ {x| x ∈ Si  i ∈ I لكل}

ِ �إذ� كانت I منتهية، I = {1,2,…,n}، فيمكننا �أن ن�سير �إلى  بـ

¢                                                                       . S1 ∩ S2 ∩…∩Sn
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4.7 مبرهنة  

البرهان

.G ا زمرة جزئيّة من تقاطع بع�س �لزمر �لجزئيّة Hi من G، حيث i ∈ I  �أي�سًا

 لنثبت �لنغلق، لتكن a ∈ ∩i𝜖𝜖I Hi و b ∈ ∩i𝜖𝜖I Hi؛ ولذلك،  a ∈ Hi لكل i ∈ I و b ∈ Hi لكل
.ab ∈  زمرة، وعليه، يكون Hi ؛ لأن i ∈ I لكل ab ∈ Hi ؛ لذلكi ∈ I 

. ولذلك،  ؛   i ∈ I لكل   e ∈ Hi فاإنّ   ،i ∈ I لكل  جزئيّة  زمرة   Hi لأنّ    
�، لـِ  ∋ a يكون a ∈ Hi لكل i ∈ I، وعليه، يكون a-1 ∈ Hi لكل i ∈ I، وهذ�  �أخيرًا  
                                                                                                             .a-1 ∈  ّي�سمن �أن

لتكن G زمرة، وليكن ai ∈ G حيث i ∈ I. توجد على �لأقل زمرة جزئيّة من G تحوي   
� G ذ�تها، وتوؤكد �لمبرهنة 4.7 �أننا لو �أخذنا تقاطع �لزمر  �لعنا�ضر ai كلها، حيث i ∈ I، تحديدًا
�لجزئيّة كلها من G �لتي تحوي ai حيث i ∈I، ف�سنح�سل على زمرة جزئيّة H من G. هذه �لزمرة 

.i ∈Iحيثai تحوي كل G هي �أ�سغر زمرة جزئيّة من H لجزئيّة�
{ai | i ∈ I} 5.7 تعريف تحوي   G �أ�سغر زمرة جزئيّة من   .i ∈ I حيث   ai ∈ G زمرة، وليكن   G لتكن 

كانت  فاإذ�   .{ai | i ∈ I}  )subgroup generated by( بـِ   المولّدة  الجزئيّة  الزمرة  هي 
مولّدات   ai و�ألـ   G  )generates( تولّد   {ai | i ∈ I} فاإنّ   ، G كاملةًا �لجزئيّة هي  �لزمرة   هذه 
 )generators( لـِ G. و�إذ� تو�فرت مجموعة منتهية {ai | i ∈ I} تولّد G، فاإنّ G منتهية التولّد
¢                                                                                                                         .)finitely generated( 

ا  لحظ �أنّ هذ� �لتعريف من�سجم مع تعريفنا �ل�سابق لمولّد �لزمرة �لدورية، ولحظ �أي�سًا  
 G a هي عن�ضر في مجموعة جزئيّة من  �أو   G = 〉a〈 ا  �إمَّ تعني   G لـِ  هي مولّدٌ   a �لعبارة  �أنّ 
تولّد G، و�ل�سياق �لذي تظهر فيه �لعبارة يحدّد �لمعنى �لمق�سود. مبرهنتنا �لآتية  تعطي �لنظرة 
�لمتب�ضّرة لتركيب �لزمرة �لجزئيّة من G �لمولّدة بـِ { ai | i ∈ I}، �لتي تمت مناق�ستها لمولّدين 

قبل �لمثال 1.7.
بـِ 6.7 مبرهنة �لمولّدة   G من   H فاإنّ عنا�ضر �لزمرة �لجزئيّة   ،i ∈ I حيث   ai ∈ G زمرةًا و   G  �إذ� كانت 

{ai |i ∈ I} هي بالتحديد تلك �لعنا�ضر من G �لتي هي حا�سل �ضرب منتهٍ من قوى �سحيحة 
لـ ai، حيث يمكن ورود قوًاى محدّدة لـِ ai مرّ�ت عدّة في �ل�ضرب.
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K ⊆ H. البرهان عندئذٍ تكون   ،ai مجموعة حو��سل �ل�ضرب كلها �لمنتهية لقوًاى �سحيحة لـ   K لتكن 
�أ�سغر زمرة جزئيّة  H هي  K زمرة جزئيّة لإتمام �لمطلوب؛ لأن  �أنّ  �أن نلحظ  �إلى  نحتاج فقط 
 ،(ai)

0= e ولأنّ   .K يبقى في   K �أنّ حا�سل �ضرب عنا�ضر من  لحظ   .i ∈ I حيث   ai تحوي 
ن�ستنتج �أنّ e ∈ K. لكل عن�ضر k من K، �إذ� �سكلنا من حا�سل �ل�ضرب �لذي يعطي k حا�سلَر 
 ،K لتي  تنتمي �إلى� k-1 و�إ�سار�ت معاك�سة للقوى نح�سل على ai ضربٍ جديد بترتيب عك�سيّ لـ�

فمثل: 

، ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
17 7 2 3

1 2 1  a a a a a a
−− − −  = 

3 2
1 2 1

                                                                                                          .K لتي بدورها تنتمي �إلى�
ر�صومات كايلي الموجهة               

لكل مجموعة مولّدة S لزمرة منتهية G، يوجد ر�سم موجه )directed graph، وعادة ما تخت�ضر 
قبل  من  �بتكرت  للزمر  �لمرئية  �لتمثيلت  هذه   .S من  �لمولّد�ت  بدللة  �لزمرة  يمثل   )digraph

كايلي، وكذلك ي�سار �إليها في �لمر�جع بمخططات كايلي. 
روؤو�س  ت�سمّى  �لنقاط  من  منتهٍ  عدد  من  يتكون   )digraph( الموجه  الر�صم  ببد�هة،   
)vertices( �لر�سم �لموجه، وبع�س الحواف )arcs( )لكل منها �تجاه ي�سار �إليه ب�سهم( �لتي تربط 
�لروؤو�س، ففي �لر�سم �لموجه لزمرة G با�ستخد�م مجموعة مولّدة S، لدينا ر�أ�س – ممثل بنقطة – 
لكل عن�ضر من G، وكل مولّد من S ي�سار �إليه بنوع من �لحو�ف، �إذ يمكننا عند �لتعامل مع �لقلم 
ا مختلفة لأنو�ع �لحو�ف �لمختلفة، ولأنّ �لألو�ن �لمختلفة لي�ست متو�فرة  و�لورق �أن ن�ستخدم �ألو�نًا
ا مختلفة من �لحو�ف، مت�سلة ، مقطّعة، ومنقّطة مثلًا للإ�سارة �إلى  في كتابنا، ف�سن�ستخدم �أنماطًا

مولّد�ت مختلفة، فلو كان S = {a,b,c}، فيمكننا �لإ�سارة �إليها على �لنحو :
  و  

مع هذه �لرموز، ورود  في ر�سم كايلي �لموجه يعني �أنّ xa = y، �أي �إنّ �لنتقال 
عبر حافّة في �تجاه �ل�سهم يدل على �أنّ �ضرب عن�ضر �لزمرة عند بد�ية �لحافّة من �ليمين بالمولّد 
�لزمرة عند نهاية �لحافّة. بالطبع، لأننا في زمرة، ندرك  �لذي يخ�سّ نوع �لحافة ينتج عن�ضر 
مبا�ضرة �أنّ ya-1 = x، ولهذ� فالنتقال عبر �لحافّة بعك�س �تجاه �ل�سهم يقابل �ل�ضرب من �ليمين 
بمعكو�س �لمولّد �لمعنيّ، فاإذ� كان مولّد من S هو معكو�س نف�سه، فمن �لماألوف �أن ي�سار �إلى ذلك 
:  �إذ� كان b2 = e، فيمكننا �أن ن�سير  بحذف �ل�سهم من �لحافة بدلًا  من ��ستخد�م �سهم مزدوج، مثلًا

�إلى b بـِ --------. 
كل �لر�سمين �لموجهين �لظاهرين في �ل�سكل 8.7 يمثل �لزمرة ℤ6 مع �لمجموعة �لمولّدةS = {1}. 7.7 مثال

p                                         .لي�س هناك �أيّ �أهمية لطول �لحافّة و�سكلها ول للز�وية بين �لحو�ف

Abstract 1_Book.indb   96 3/4/2014   11:16:44 AM

o b e i k a n d l . c o m



�لوحدة �لأولى �لف�سل 7: �لمجموعات �لمولّدة وبيانات كايلي �لمتجهة  97

)ب()�أ(

. ال�صكل 8.7 ر�سمان موجهان لـِ ℤ6 مع S = {1} با�ستخد�م 

10.7 مثال

)ب()�أ(
 ال�صكل 9.7  ر�سمان موجهان لـِ ℤ6 مع S = {2,3} با�ستخد�م  و  .

�لمولّدة  �لمجموعة  ℤ6 مع  �لزمرة  9.7 يمثلن  �ل�سكل  �لظاهرين في  �لموجهين  �لر�سمين  كل 
S = {2, 3}، ولأنّ 3 هي معكو�س نف�سها، فل يتو�فر �سهم على �لحو�ف �لمقطّعة �لتي تمثل 3. 
لحظ كيف تبدو مخططات كايلي هذه مختلفة عن تلك �لتي في �ل�سكل 8.7 للزمرة نف�سها، ويعود 
   p                                                               .سبب �لختلف �إلى �لختيار �لمختلف لمجموعة �لمولّد�ت�

�إنّ �أيّ ر�سم موجه لزمرة يجب �أن يحقّق هذه �لخ�سائ�س �لأربع للأ�سباب �لم�سار �إليها.  
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ال�صببالخا�صية
يمكننا  �إنه  �أي  مت�سل،  �لموجه  �لر�سم   -1
ر�أ�س  �أيّ  �إلى   g ر�أ�س  �أيّ  من  �لنتقال 
 g من  بادئين  متتالية  حو�فّ  عبر   h

.h ِومنتهين بـ

�أيّ معادلة gx = h لها حل في �لزمرة.

2- تنطلــق حافّــة و�حــدة علــى �لأكثر من 
.h إلى ر�أ�س� g ر�أ�س

�لحل لـِ gx = h وحيد.

g حافّة و�حدة بال�سبط من  ر�أ�س  3- لكل 
كل نوع تبد�أ من g، و�أخرى من كل نوع 

.g ِتنتهي بـ

b يمكننا ح�ســاب  لّــد  g ∈ G ولــكل مو لـــِ 
.(gb-1) b = g و ،gb

4- �إذ� قــادت متتاليتــان مختلفتــان مــن 
�أنــو�ع �لحــو�ف �بتــد�ء من ر�أ�ــس g �إلى 
�لر�أ�ــس h نف�ســه، فاإنهما �بتــد�ءًا من �أيّ 

ر�أ�س u �ستقود�ن �إلى �لر�أ�س v نف�سه.

ug-1h = ur ّفاإن ،gr = h و gq = h إذ� كان�

ا  ويمكن بالعك�س �إثبات �أنّ �أيّ ر�سم موجهٍ يحقق هذه �لخ�سائ�س �لأربعة يكون ر�سم كايلي موجهًا
لزمرة ما؛ وب�سبب �لتماثل لمثل هذ� �لر�سم �لموجه، يمكننا �ختيار �أ�سماء، مثل a , b , c لأنو�ع 
�لحو�ف �لمختلفة، وت�سمية ر�أ�س e لتمثيل �لمحايد، وت�سمية كل ر�أ�س �آخر بحا�سل �ضرب �أ�سماء 
حو�ف ومعكو�ساتها ب�سورة تنقلنا �إلى هذ� �لر�أ�س �بتد�ءًا من �لذي �أ�سميناه e. بع�س �لزمر �لمنتهية 

�أُنْ�سِئَرت �أول مرة )�أُوْجِدت( با�ستخد�م ر�سومات موجهة.
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12.7 مثال

)ب()�أ(
ال�صكل 11.7 

 يظهر في �ل�سكل 11.7 )�أ( ر�سم موجه يحقق �لخ�سائ�س �لأربعة في �سفحة 71. للح�سول على �ل�سكل
11.7 )ب( �خترنا �لأ�سماء.

   و    

ثمانية  من  زمرة  على  وح�سلنا  مبين،  هو  كما  �لأخرى  �لروؤو�س  �أ�سمينا  ثم   ،e ا  ر�أ�سًا و�أ�سمينا 
عنا�ضر {e,a,a2,a3,b,ab ,a2b,a3b}، لحظ �أنّ �لعن�ضر �لذي �أ�سميناه ab يمكن ت�سميته كذلك 
ba-1،  �لر�أ�س �لذي �أ�سميناه a3 يمكن ت�سميته a-1، وهكذ�، فاإنّ ح�ساب �ضرب �لعنا�ضر في هذه 

حافّتين  وننتقل   ،a3b �لم�سمّى  �لر�أ�س  من  نبد�أ   (a3b)(a2b) فلح�ساب  ا،  �سعبًا لي�س  �لزمرة 
وبهذ�   ،(a3b)(a2b) = a ولذلك،  a؛  �لر�أ�س  �إلى  لن�سل  مقطّعة  فحافّة  متتاليتين،  مت�سلتين 
p �لثمانية.  �لعنا�ضر  ذ�ت  �لزمرة  لهذه  �لجدول  كتابة  يمكننا  �لنمط 

n تمارين 7

ح�صابات

في �لتمارين من 1 �إلى 6، ��ضرد عنا�ضر �لزمرة �لجزئيّة �لمولدة بالمجموعة �لجزئيّة �لمعطاة.

ℤ12 لمجموعة �لجزئيّة {2,3} من�  .1ℤ12 لمجموعة �لجزئيّة {4,6} من�  .2

ℤ18 لمجموعة �لجزئيّة {8,10} من�  .3ℤ36 لمجموعة �لجزئيّة {12,30} من�  .4

ℤ لمجموعة �لجزئيّة {12,42} من�  .5ℤ لمجموعة �لجزئيّة {18,24,39} من�  .6

للزمرة �لمو�سوفة في �لمثال 12.7 �ح�سب حو��سل �ل�ضرب با�ستخد�م �ل�سكل 11.7 )ب(.   .7

. ب. �أ.   ج ـ
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 )جـ( )ب( )�أ(
ال�صكل  13.7  

 � في �لتمارين من 8 �إلى 10، �أعطِ جدول �لزمرة ذ�ت �لر�سم �لموجه �لم�سار �إليه. وفي كل ر�سم موجهٍ، خذ e بو�سفها عن�ضرًا
�. �أورد e �أولًا  في جدولك، و��ضرد باقي �لعنا�ضر بترتيب هجائي؛ حتى ي�سهل عليك �لتاأكد من جو�بك. محايدًا

�لر�سم �لموجه في �ل�سكل 13.7 )�أ(.  .8

�لر�سم �لموجه في �ل�سكل 13.7 )ب(.  .9

�لر�سم �لموجه في �ل�سكل 13.7 )جـ(.  .10

مفاهيم

كيف يمكننا من ر�سم كايلي �لموجه ��ستنتاج ما �إذ� كانت �لزمرة �لمقابلة �إبد�ليّة �أم ل؟  .11

بالرجوع �إلى �لتمرين 11، حدّد ما �إذ� كانت �لزمرة �لمقابلة لر�سم كايلي �لموجه في �ل�سكل 11.7 )ب( �إبد�ليّة.   .12

هل يت�سح من ر�سم كايلي �لموجه لزمرة �أنّ �لزمرة دورية �أم ل؟ ]م�صاعدة: �نظر �إلى �ل�سكل 9.7 )ب([.   .13

�لمثلث �لخارجي �لكبير في �ل�سكل 9.7 )ب( يُظهر �لزمرة �لجزئيّة �لدورية {4 ,2 ,0} من ℤ6. هل يُظهر بالمثل �لمثلث   .14
�لد�خلي �لأ�سغر زمرة جزئيّة دورية من ℤ6؟ لماذ� �أو لماذ� ل؟

�لمجموعة �لمولّدة S = {1, 2} لـِ ℤ6 تحوي مولّد�ت �أكثر مما يجب؛ لأن 1 مولد للزمرة، وعلى �لرغم من ذلك، يمكننا ر�سم   .15
ر�سم كايلي �لموجه لـِ ℤ6 مع هذه �لمجموعة �لمولدة S. �ر�سم مثل هذ� �لر�سم.

.S = {2, 5} باأخذ �لمجموعة �لمولّدة ℤ8 ِر�سم ر�سم كايلي �لموجه لـ�  .16

G هي معادلة ت�ساوي حا�سل �ضرب ما لمولّد�ت ومعكو�ساتها  S لزمرة  على مجموعة مولّد�ت   )relation( العلاقة   .17
بالمحايد e من G فعلى �سبيل �لمثال: �إذ� كانت S = {a,b} و G �إبد�ليّة، بحيث �إنّ ab = ba، فاإنّ aba-1b-1 = e هي 

علقة، و�إذ� كان علوة على ذلك b هي معكو�س نف�سها، فاإنّ b2 = e هي علقة �أخرى.
.G ِمن ر�سم كايلي �لموجه لـ S ح كيف يمكننا �إيجاد بع�س �لعلقات على �أ.  و�سّ

ب. �أوجد ثلث علقات على مجموعة �لمولّد�ت S = {a,b} للزمرة �لمو�سوفة بال�سكل 11.7 )ب(.

�ر�سم ر�سومات موجهة للزمرتين من �لرتبة 4 مختلفتي �لتركيب، باأخذ �أ�سغر مجموعة مولّد�ت ممكنة في كل حالة. ل   .18
يلزمك ت�سمية �لروؤو�س.

براهين 

19.  �أثبت �أنه لـِ n ≥ 3، توجد زمرة غير �إبد�ليّة لها 2n عن�ضر،  وتُولّد بعن�ضرين من �لرتبة 2.
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