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اأول في الجبر المجرد 538 مقرر 

التماثلات الذاتية للحقول Automorphisms of Fieldsالف�صل 48
تماثلات الترافق في مبرهنة الحقول الجبرية

فالحقل   ا.  ومغلق جبريًّ  F لـ  امتداد جبري  اأي   ،F لـ  ا  اإغلاقًا جبريًّ وليكن   F حقلًا،  ليكن 
موجود، بح�شب المبرهنة 17.31، واختيارنا له محدد، ولي�س حا�شمًا؛ وذلك – وكما �شنرى في 
ثابتة،   F تبقي  دالة  با�شتخدام  متماثلين  يكونان   F لـ  جبريين  اإغلاقين  اأيّ  لاأنّ   -49 الف�شل 
 F اأنّ الامتدادات الجبرية والعنا�صر الجبرية على الحقل  و�شنفر�س في عملنا من الاآن ف�شاعدًا 

 .F قيد الدرا�شة كلها محتواة في اإغلاق جبري ثابت  لـ
تذكر اأننا نعمل على درا�شة اأ�شفار كثيرات الحدود، وبا�شتخدام م�شطلحات الف�شل 31، درا�شة 
اأ�شفار كثيرات الحدود في F [x] تعادل درا�شة بناء الامتدادات الجبرية لـ F والعنا�صر الجبرية 
ا لـ F وكانت α, 𝛽𝛽ϵ E، فاإنّ لـ α و𝛽𝛽 الخ�شائ�س  على F، و�شنثبت اأنه اإذا كان E امتدادًا جبريًّ
الجبرية نف�شها، اإذا وفقط اإذا كانت irr (α, F) = irr (𝛽𝛽, F) �شن�شوغ هذه الحقيقة با�شتخدام 
الدوال – كما كنا نعمل دائمًا في مبرهنة الحقول – و�شوف نحقق هذا من خلال اإثبات اأنه اإذا 
كانت irr (𝛼𝛼, F) = irr (𝛽𝛽, F)، فاإنه يوجد تماثل 𝜓𝜓α,𝛽𝛽 من F(𝛼𝛼) وغامر لـ  F(𝛽𝛽)، ويربط كل 
𝜓𝜓𝛼𝛼,𝛽𝛽، حيث �شت�شبح  𝛽𝛽. تعر�س المبرهنة الاآتية هذا التماثل  𝛼𝛼 بـ  F بنف�شه، ويربط  عن�صر من 
هذه التماثلات اأدواتنا الاأ�شا�شية في درا�شة الامتدادات الجبرية، وهي تخلف ت�شاكلات التعوي�س 
𝜓𝜓𝛼𝛼 في المبرهنة 4.22، التي تجعل اآخر م�شاركاتها تعريف هذه التماثلات قبل الن�سّ على هذه 

المبرهنة واإثباتها، لنقدم المزيد من الم�شطلحات. 

ا لـ F، حيث يقال عن العن�صرين 𝛼𝛼, 𝛽𝛽 ∈ E: اإنهما مترافقان على 48.1 تعريف ليكن الحقل E امتدادًا جبريًّ
F (Conjugate over F) اإذا كان -irr (𝛼𝛼, F) = irr (𝛽𝛽, F) بمعنى اأنّ 𝛼𝛼 و 𝛽𝛽 �شفران لكثيرة 
■                                                                                                           .F الحدود نف�شها غير المختزلة على

ا يتوافق مع التعريف الكلا�شيكي لفكرة الاأعداد المركبة 48.2 مثال مفهوم العنا�صر المترافقة الذي عرّف توًّ
كان               فاإذا   ،ℝ على  مترافقة  عنا�صر  تعني  المترافقة  المركبة  الاأعداد  اأنّ  فهمنا  اإذا  المترافقة، 
a, b ∈ ℝ وb ≠ 0، فاإنّ المترافقين a + bi وa – bi �شفران لـ x 2 – 2ax+ a2 + b2، التي 
▲                                                                                                  .ℝ[x] تكون غير مختزلة في

)تماثلات الترافق(: ليكن F حقلًا، ولتكن 𝛼𝛼 و𝛽𝛽 جبرية على F  و deg (𝛼𝛼, F) =n. تكون الدالة  48.3 مبرهنة
ψα،β : F(α) → F(β)  والمعرفة بـ: 

         ψ 𝛼𝛼, 𝛽𝛽 (c0+ cl𝛼𝛼 + … + cn-1𝛼𝛼 n -1) = c0 + c1𝛽𝛽 + … + cn-1 𝛽𝛽 n-1

 .F مترافقتين على 𝛽𝛽و 𝛼𝛼 اإذا وفقط اإذا كانت ،  F (𝛽𝛽) غامر لـ F (𝛼𝛼) تماثل من ci  ∈ F حيث
 افتر�س اأنّ ψα،β: F(α) → F(β) المعرفة في ن�سّ المبرهنة تماثل. ليكنالبرهان

 irr (𝛼𝛼 ,F)= a0+ a1x + …+ an x n؛ اإذن، a0 +a1𝛼𝛼 +… anα n= 0، ما يعني اأنّ 
ψα,β (a0 + a1α + ·· ·+anα

n) = a0 + a1β +· · ·+anβ
n = 0.

   irr (𝛼𝛼 ,F) تق�شم   irr (𝛽𝛽, F) اأنّ  ينتج   ،13.29 المبرهنة  ن�س  في  الاأخيرة  العبارة  بح�شب 
) يتبيّن اأنّ irr (𝛼𝛼 ,F) تق�شم irr (𝛽𝛽, F)، وهذا  وباأ�شلوب م�شابه با�شتخدام التماثل  

.irr (𝛽𝛽 ,F)= irr (𝛼𝛼 ,F)  ّيوؤدي – ولاأن كثيرتي الحدود اأحاديتان- اإلى اأن
.F مترافقان على 𝛽𝛽 و 𝛼𝛼 ،اإذن
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الوحدة العااصرة الف�شل 8ا: التماثلات الذاتية للحقول  539

التعوي�س                      ت�شاكلي  اأن  اإلى  يوؤدي  اأنّ irr (α.F) = irr (β,F) = p(x)، هذا  افتر�س   في المقابل، 
 𝜙𝜙𝛽𝛽:F[x] ⟶ F(β) و 𝜙𝜙𝛼𝛼:F[x] ⟶ F(α) لهما النواة نف�شها á p(x)ñ بح�شب المبرهنة 17.26 
وبالرجوع اإلى 𝜙𝜙𝛼𝛼 : F[x] ⟶ F(α)  - يوجد تماثل طبيعي 𝜓𝜓𝛼𝛼 يربط  F[x] /áp(x)ñ  ب�شورة غامرة 
غامرة ب�شورة   F[x] /áp(x)ñ يربط   𝜓𝜓𝛽𝛽 تماثلًا   𝜙𝜙𝛽𝛽 يعطي  وبالمثل،   𝜙𝜙𝛼𝛼[F[x]] = F(α)  بـ 

ا  لهذه  الدوال،  حيث  ت�شير   ψα,β = ψβ (ψα). يعطي ال�شكل 4.48 ر�شمًا  تو�شيحيًّ
بـ F(𝛽𝛽). ليكن  1−

ا تماثل،  الخطوط  المقطعة  اإلى العنا�صر المتقابلة في هذه  الدوال،  ولاأنَّ تركيب تماثلين 𝜓𝜓𝛼𝛼, 𝛽𝛽  هو اأي�شً
c0 + c1α + ··· +cn−1α) ، فاإنّ:

n−1) ∈ F(α) فاإذا كانت ،F(𝛽𝛽)  ب�شورة غامرة بـ  F(𝛼𝛼)  ويربط

ال�صكل 4.48
= ψβ ((c0 + c1x + ·· ·+cn−1x

n−1) + áp(x)ñ
 = c0 + c1β + ···+cn−1β

n−1.
اإذن، 𝜓𝜓𝛼𝛼,B  هي الدالة المعرفة في ن�س المبرهنة.                                                                       ¿

النتيجة الاآتية للمبرهنة3.48 هي حجر الزاوية في برهاننا لمبرهنة امتداد التماثلات المهمّة في 
الف�شل 49 وفي معظم بقية عملنا.     

لتكن 𝛼𝛼 جبرية على الحقل F. كل تماثل 𝜓𝜓  يربط F(𝛼𝛼)  ب�شورة غامرة بحقل جزئي من 5.48 نتيجة
 𝛽𝛽 وفي المقابل، لكل مرافق ،F على 𝛽𝛽 بمرافق له 𝛼𝛼 فاإنه يربط ،a ∈ F لكل   𝜓𝜓 (a) = a بحيث
لـ 𝛼𝛼 على F، يوجد بال�شبط تماثل واحد𝜓𝜓α،β  من F(𝛼𝛼) وب�شورة غامرة اإلى حقل جزئي من 

ويربط 𝛼𝛼 بـ 𝛽𝛽 ويربط كل a ∈ F بنف�شه.
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اأول في الجبر المجرد 0ا5 مقرر 

 ليكــن 𝜓𝜓 تماثــلاً مــن F(𝛼𝛼) وب�شــورة غامــرة اإلى حقل جزئي مــن     ، بحيــث اإنّ 𝜓𝜓(a) = a  لكلالبرهان
irr(α,F) = a0 + a1x + … + anx؛ اإذن:

n .لتكن .a ∈ F 
a0 + a1α + ·· ·+anα

n = 0,

وهكذا ينتج 
0 = ψ(a0 + a1α + ·· ·+anα

n) = a0 + a1ψ(α)+· · ·+anψ(α)n,

 .𝛼𝛼 مرافق لـ β = ψ(α) و
في المقابل، لكل مرافق 𝛽𝛽 لـ 𝛼𝛼 على F، يكون تماثل الترافق 𝜓𝜓𝛼𝛼,𝛽𝛽 في المبرهنة 3.48 هو تماثل 
 F(𝛼𝛼) هو التماثل الوحيد الذي ينتج من حقيقة اأنّ اأيّ تماثل على 𝜓𝜓𝛼𝛼,𝛽𝛽 بال�شفات المطلوبة؛ ولاأن
¿                                                                             .𝛼𝛼 وقيمته على F يتحدد تمامًا من قيمه على عنا�صر

وبو�شفها نتيجة ثانية للمبرهنة 3.48، فيمكننا اإثبات نتيجة م�شهورة.
ℂ ∋(a + bi)، وa, b ∈ ℝ، فاإنّ 6.48 نتيجة ، حيث    f(a + bi) = 0فاإذا كانت ،  f(x) ∈ ℝ[x]  لتكن 

معاملات  ذات  حدود  لكثيرات  المركبة  الاأ�شفار  ب�شاطة،  اأكثر  وب�شورة  كذلك،   f (a- bi) =0
حقيقية تكون اأزواجًا مترافقة. 

راأينا اأنّ  ℂ = ℝ(i)، الاآن:البرهان
irr(i,R) = irr(−i,R) = x2 + 1

  𝜓𝜓i,−i: ℂ⟶ℂ بح�شب المبرهنة 3.48، دالة الترافق ℝ مترافقان على –iو i ،اإذن
ai ∈ ℝ تكون تماثلًا، وهكذا، فاإذا كان 𝜓𝜓i,−i(a + bi) = a – bi حيث

f (a + bi) = a0 + a1(a + bi) + ·· ·+an(a + bi)n = 0

 فاإنه 
0 = ψi,−i ( f (a + bi)) = a0 + a1(a − bi) + ·· ·+an(a − bi)n

  =  f (a − bi),

بمعنى  اأنّ f (a – bi) = 0  كذلك.                                                                                             ¿

2 7.48 مثال اأنّ   ، ما يعني  2− 2 و ) هي  ) 2irr 2, 2x= −
ℚ. اأ�شفار ℚ على    ( )2 افتر�س

( ) ( )2 , 2
: 2 2ψ

−
→  −2 مترافقان على ℚ. وبح�شب المبرهنة 3.48 تكون الدالة  و

المعرّفة بـ 
ψ 2 ,– 2 (a + b 2 ) = a - b 2

) ℚ اإلى نف�شها.                                                                                               ▲ 2 تماثلًا من (
التماثلات الذاتية والحقول الثابتة

كما تم تو�شيحه في النتيجة والمثال ال�شابقين، يمكن اأن يكون للحقل تماثل غير بدهي مع نف�شه. 
هذه الدوال �شتكون ذات اأهمية ق�شوى في العمل المقبل.
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الوحدة العااصرة الف�شل 8ا: التماثلات الذاتية للحقول  1ا5

التماثل من الحقل اإلى نف�شه ي�شمى تماثلاًا ذاتيًّا للحقول (automorphism of fields).        ■               8.48 تعريف

ا ثابتًاا (left 9.48 تعريف اإذا كانت σ تماثلًا من الحقل E اإلى اأيّ حقل، في�شمى العن�صر a  من E متروكًا
 F التي تترك الحقل الجزئي ، E على S مجموعة التماثلات ،𝜎𝜎 (a)= a اإذا كان ،𝜎𝜎 بـ (Fixed

 𝜎𝜎 متروكًا ثابتًا بكل a ∈ F اإذا كان كل ، (leaves a subfield F of E fixed) ثابتًاا E من
■                  .(leaves F fixed) ثابتًاا F تترك 𝜎𝜎 ثابتًاا، فاإن F تترك {𝜎𝜎} اإذا كانت .∈ S

E الدالة 𝜎𝜎: E → E المعرفة بـ10.48 مثال ( 2, 3)=E ليكن

( )2 3 6 2 3 6a b c d a b c dσ + + + = + − −

ψ من E اإلى نف�شها. 
  3, 3−

ا على E؛ اإنها تماثل الترافق  حيث a, b, c,d ∈ ℚ تكون تماثلًا ذاتيًّ
) ℚ ثابتًا.         ▲ ، ف�شوف نرى اأنّ 𝜎𝜎 تترك ( 2 ( )( )2 ( 3) اإذا ت�شورنا E على ال�شورة 
    هدفنا درا�شة بنية التمدد الجبري E للحقل F من خلال درا�شة التماثلات الذاتية على E ، التي 
تترك كل عن�صر في F ثابتًا، و�شنثبت في الوقت الحا�صر اأنّ هذه التماثلات ت�شكل زمرة بطريقة 
عن  معلومات  على  للح�شول  الزمرة  ببنية  الخا�شة  النتائج  هذه  �شنطبق  ذلك  بعد  ثم  طبيعية، 
بنية امتداد الحقول؛ اإذن، الكثير من عملنا ال�شابق �شيجمع الاآن معًا، والمبرهنات الثلاث اللاحقة 
تبرهن ب�شهولة، ولكن الاأفكار المحتواة فيها تمثل الاأ�شا�س لكل اشيء قادم؛ لذلك، فهذه المبرهنات 
ذات اأهمية بالغة لنا، اإنها في الحقيقة تعادل ملاحظات اأكثر منها مبرهنات، والمهم هو الاأفكار 
التي تحويها، فالخطوات الكبيرة في الريا�شيات لي�شت دائمًا مكوّنة من مبرهنات �شعبة، بل من 
الممكن اأن تتكوّن من ملاحظة كيف اأنّ معلومات ريا�شية معروفة قد تو�شل اإلى مواقف جديدة، 
لهذه  فهمك  من  تتاأكد  اأن  وحاول  الحدود،  كثيرات  اأ�شفار  لدرا�شة  الزمر  مبرهنة  هنا  �شنح�صر 

الاأفكار، حيث اإنها المفتاح لحل هدفنا النهائي في هذا الكتاب، وذلك بخلاف ما يبدو.  

الهدف النهائي  (�شيتمّ الن�سّ عليه بدقة لاحقًا): اإثبات اأنه لي�شت الاأ�شفار كلها لاأيّ كثيرة حدود 
من الدرجة الخام�شة f(x)  ، يمكن التعبير عنها با�شتخدام الجذور بدءًا بعنا�صر من الحقل الذي 

.f(x) يحوي معاملات
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اأول في الجبر المجرد 2ا5 مقرر 

¢ نبذة تاريخية 
كان ريت�شارد ديدكند (Richard Dedekind) اأول من طوّر فكرة التماثلات الذاتية للحقول – التي اأطلق عليها “ تباديل 
الحقول” – عام 1894م، وكان التطبيق المبكر لمبرهنة الزمر في مبرهنة المعادلات من خلال زمر التباديل لجذور كثيرات 

حدود خا�شة، وقد عمم ديدكند هذه الفكرة اإلى دوال على كامل الحقل، واأثبت كثيًرا من مبرهنات هذا الف�شل. 
   على الرغم من اأنّ هنريك ويبر (Heinrich Weber) اأكمل طريقة ديدكند اإلى زمر التاأثير في الحقول في كتابه في الجبر 
 Emmy) عام 1895م، اإلّا اأنّ هذه الطريقة لم تتابع في كتب اأخرى اإلى عام 1920 – بعد اأن اأ�شبحت معالجة اإيمي نوثير
Noether) المجردة للجبر موؤثرة في جامعة جوتنجن – حيث طوّر اإميل اآرتن (Emil Artin 1898- 1962) هذه العلاقة 
بين الزمر والحقول بكثير من التف�شيل، وقد اأكد اآرتن اأنّ الهدف مما اأ�شبح يعرف الاآن بمبرهنة جالوا لي�س تحديد اصروط 
ل اآرتن طريقته في  الحل للمعادلات الجبرية، بل اكت�شاف العلاقة بين امتدادات الحقول وزمرة التماثلات الذاتية، لقد ف�شّ
 (B. L. Van der Waerden) محا�صرة اأعطيت عام 1926م؛ ون�صرت مقاربته اأول مرة عن طريق ب. ل. فان دير واردن
في كتابه الجبر الحديث (Modern Algebra) عام 1930م، ثمّ ن�صرها اآرتن نف�شه في ملخ�س محا�صرات في العامين 

1938م و 1942م. في الواقع، بقية هذا الكتاب مبنية على تطوير اآرتن لمبرهنة جالوا.

    اإذا كانت { σi | i ∈ I} مجموعة من التماثلات الذاتية للحقل E، فاإنّ العنا�صر في E التي تعطي   
{ σi | i ∈ I} اأقل قدر من المعلومات هي a ∈ E المتروكة ثابتة من كل 𝜎𝜎i حيث i ∈ I، واأول 

 .E مبرهناتنا الثلاث تقريبًا تحوي معظم ما يمكن قوله عن هذه العنا�صر الثابتة في

لتكن { σi | i ∈ I} مجموعة من التماثلات الذاتية على الحقل E، فتكون المجموعة E{𝜎𝜎𝜎} الموؤلفة 11.48 مبرهنة
.E ا من من العنا�صر جميعها   a ϵ E  المتروكة ثابتة بكل i ϵ I ،𝜎𝜎i، حقلًا جزئيًّ

اإذا كانت 𝜎𝜎i(a) = a و𝜎𝜎i(b) = b  لكل i ∈ I، فاإنّ: البرهان
σi (a ± b) = σi (a) ± σi (b) = a ± b

σi (ab) = σi (a)σi (b) = ab     و
لكل i∈ I، كذلك اإذا كانت b ≠ 0 ، فاإنّ: 

σi (a/b) = σi (a) / σi (b) = a/b

لكل  i ∈ I، ولاأنَّ 𝜎𝜎i تماثل ذاتي، فنح�شل على 
 𝜎𝜎i(0) = 0و                𝜎𝜎i(1)= 1

t                                               .E حقل جزئي من E{𝜎𝜎} ّ1 ,0 ، ما يعني اأن ∈ E{𝜎𝜎𝜎}  ،؛ اإذنi ∈ I لكل

�شوف 12.48 تعريف    .(fixed field)   {   }i i Iσ            لـ الثابت  الحقل   11.48 المبرهنة  E{𝜎𝜎𝜎} في  الحقل  ي�شمى 
(fixed field of 𝜎𝜎)  𝜎𝜎 بـ  الثابت  بـ الحقل   E{𝜎𝜎} اإلى   ،σ الوحيد  الذاتي  التماثل  ن�شير في حالة 
∎                                                                                                                             .

) ℚ المعطى في المثال 7.48، فاإذا كانت a, b ∈ ℚ، 13.48 مثال  2 ψ على ( 2 ,- 2 ليكن التماثل الذاتي 
فاإنّ

، اإذا وفقط اإذا كانت b = 0؛ اإذن،  2 2a b a b− = +  ψ  و 
2 , 2

ø ( 2) 2a b a b
−

+ = −  
▲                                                                                                .ℚ هو  ψ 2 ,- 2 الحقل الثابت بـ  
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الوحدة العااصرة الف�شل 8ا: التماثلات الذاتية للحقول  3ا5

لاحظ اأنّ اأيّ تماثل ذاتي للحقل E هو ب�شورة خا�شة دالة اأحادية وغامرة من E اإلى E، اأي اإنها 
تباديل على E. اإذا كانت 𝜎𝜎 و𝜎𝜎 تماثلين ذاتيين على E، فاإنّ التبديلة 𝜎𝜎𝜎𝜎𝜎 هي كذلك تماثل ذاتي 
على E؛ لاأنّ – وبوجه عام - تركيب ت�شاكلين يعطي ت�شاكلًا. هكذا ت�شنع مبرهنة الزمر المدخل 

للمو�شوع. 

اإلى عملية تركيب 14.48 مبرهنة بالن�شبة  E تكون زمرة  الذاتية كلها المعرفة على الحقل  التماثلات  مجموعة 
الدوال.

 �صرب التماثلات الذاتية على E معرّف بو�شفه تركيب الدوال، وهكذا، فاإنه تجميعي (اإنه �صرب البرهان
التباديل). التبديلة المحايدة  i : E → E  المعرفة بالقاعدة i (𝛼𝛼) = 𝛼𝛼 لكل 𝛼𝛼 ∈ E تكون تماثلًا 
اإذن، ت�شكل  𝜎𝜎 -1 هي كذلك تماثل ذاتي؛  التبديلة  ا، فاإنّ  𝜎𝜎 تماثلًا ذاتيًّ E، فاإذا كانت  ا على  ذاتيًّ
التباديل جميعها  زمرة   ،SE من  زمرة جزئية   E على  المعرفة  كلها  الذاتية  التماثلات  مجموعة 
t                                                                                  .5.8 المعطاة في المبرهنة E المعرفة على

ا من E. ت�شكل المجموعة – G (E / F) المكونة من التماثلات 15.48 مبرهنة         ليكن E حقلًا، وليكن F حقلًا جزئيًّ
الذاتية جميعها على E ، التي تترك F ثابتة – زمرة جزئية من زمرة التماثلات الذاتية جميعها 

   .F ≤ EG(E/F) اإ�شافة اإلى ذلك .E على

  اإذا كانت σ, τ ∈ G(E/F) وa ∈ F، فاإنّالبرهان
(σ τ)(a) = σ (τ(a)) = σ (a) = a

 اإذن، σ τ ∈ G(E/F)، بالطبع، فاإن التماثل الذاتي المحايد i عن�صر في G (E /F). وكذلك، فاإن كان
.𝜎𝜎 -1 ∈ G (E/ F) يوؤدي اإلى 𝜎𝜎 ∈ G (E /F)  ،؛ اإذنa = 𝜎𝜎 -1 (a) ّفاإن ،a ∈ F حيث 𝜎𝜎 (a)= a

 .E زمرة جزئية من زمرة التماثلات الذاتية على G (E /F) ،اإذن
الحقل اأنّ  مبااصرة  فينتج   ،G (E/ F) في  عن�صر  بكل  ثابتًا  يترك   F في  عن�صر  كل   لاأنَّ 
t                        .F تحوي G (E / F) جميعها المتروكة ثابتة بـ E المكوّن من عنا�صر EG(E/F)

ت�شمى الزمرة G (E / F) في المبرهنة ال�شابقة زمرة التماثلات الذاتية على E التي تترك F 16.48 تعريف
ثابتًاا (group of automorphisms of E leaving F fixed)، اأو باخت�شار  زمرة E على 

 .(group of E over F) F
لا تفكر في E /F في الرمز G (E /F) بو�شفه موؤاصًرا على ف�شاء خارج ق�شمة من نوع ما، بل 

 .F حقل امتداد للحقل E ّبالاأحرى اإنه يعني اأن

ح الاأفكار المحتواة في المبرهنات الثلاث ال�شابقة في المثال الاآتي، ويجب اأن تدر�س هذا  �شتُو�شَّ
المثال بعناية.                                                                                                                                       ∎
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اأول في الجبر المجرد اا5 مقرر 

، واإذا نظرنا اإلى 17.48 مثال ( )2, 3 : 4  =   ) ℚ. اأظهر المثال 9.31 اأن  2,  3  افتر�س الحقل (
المبرهنة         من   ψ 2 ,- 2 الترافق  تماثل  فاإن   ،(ℚ( 3 ))( 2 ) ال�شورة  على   ℚ  ( 2,  3 )

3.48 المعرّف بـ 

ψ ( )2 , 2
ø 2 2a b a b

−
+ = −

) ℚ ثابتًا.  3 ) ℚ ، ويترك الحقل ( 2,  3 ا على ( ∋a,b، ي�شكل تماثلًا ذاتيًّ ( )3
 
حيث

) ℚ ثابتًا، ولاأنَّ  2 ) يترك الحقل ( )2, 3 ψ على  3 ,- 3 وبالمثل، فاإنّ التماثل الذاتي 
ψ الذي يحرك كلًاّ من  2 ,- 2 ψ 3 ,- 3 ا، فيمكن اعتبار  �صرب تماثلين ذاتيين يعطي تماثلًا ذاتيًّ

ا من العددين.  ، اأي لا يثبّت اأيًّ 3 2 و

ι = ليكن تماثل العن�صر المحايد

1 2, 2σ ψ
−

=  

2 3, 3
σ ψ

−
=

3 2, 2 3, 3
σ ψ ψ

− −
=

) ℚ حقلًا ثابتًا، فبح�شب المبرهنة 11.48، يجب الجدول 18.48 2,  3    لزمرة التماثلات الذاتية كلها على (
اأن يحوي هذا الحقل ℚ؛ لاأن كل تماثل ذاتي يجب اأن يترك 1 ثابتًا، ويوؤدي هذا اإلى اأن يكون الحقل 

}  لاأن }1, 2, 3, 6 ) ℚ على ℚ هو  2,  3 الجزئي الاأولي ثابتًا. اأ�شا�س (

بال�شبط  هو   ℚ اأنّ  نرى  فاإننا   ، ( )2 3 3,σ = − و  ( ) ( )1 1 2 2, 6 6σ σ= − = −  
زمرة  ت�شكل   { }1 2 3, , ,G ι σ σ σ= اأنّ  التحقق  ال�شهل  ، ومن   { }1 2 3, , ,ι σ σ σ لـ  الثابت  الحقل 
الجدول  في  معطًى   G الزمرة  جدول  الدوال).  (تركيب  الذاتية  التماثلات  �صرب  اإلى   بالن�شبة 

18.48، على �شبيل المثال: 

( )2 , 2 3 , 3 3 , 31 3 22 , 2
σ σ ψ ψ ψ ψ σ

− − −−
= = =

 الزمرة G تماثل زمرة كلاين الرباعية (Klein 4- group)، ويمكننا اإثبات اأنّ G هي كامل الزمرة

  2± بـ   2 يقرن   ℚ( 2,  3 على  (  τ ذاتــي  تماثل  كل  لاأن  ؛  ( )( 2, 3 / )  

 { }1,  2,  3,  2 3 ولاأنَّ   ،  3± بـ   3  τ يقرن  وبالمثل    ،5.48 النتيجة  بح�شب 
ثابتة،   ℚ ويبقي   ℚ  ( 2,  3 ) على  ذاتي  اأيّ تماثل  فاإنّ   ،ℚ على   ℚ( 2,  3 ) لـ  اأ�شا�س 

. 3 2 و يحدد بقيمه على 
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، واإذن، فهي التماثلات    الاآن، 𝜎𝜎3 ،𝜎𝜎2 ،𝜎𝜎1 ،i تعطي التراكيب جميعها الممكنة لـ�شور  2 و  3
 .ℚ ( 2,  3 الذاتية كلها الممكنة على (

لي�شت  فهذه   ( ) 2, 3 : 4  =   و   ،4 الرتبة  من   ( )( 2, 3 /G   اأنّ  لاحظ    
م�شادفة، بل هي حالة من الظاهرة العامة، كما �شنرى لاحقًا.                                                  ▲

التماثل الذاتي لفروبين�س
ليكن F حقلًا منتهيًا، �شنرى لاحقًا اأنّ زمرة التماثلات الذاتية على F جميعها دورية.   
اأن تكون لها مولدات عدة، بالن�شبة  الدورية مولدًا، ويمكن  التعريف، فاإنّ للزمرة  الاآن، وبح�شب 
اإلى الزمرة الدورية المجردة، ولا توجد طريقة لجعل اأحد المولدات اأكثر اأهمية من الاأخريات. على 
اأيّ حال، بالن�شبة اإلى الزمرة الدورية للتماثلات الذاتية جميعها لحقل منتهٍ، فيوجد مولد قانوني 
(طبيعي) هو التماثل الذاتي لفروبين�س (ب�شورة كلا�شيكية تعوي�س فروبين�س). هذه الحقيقة ذات 

اأهمية كبيرة في بع�س العمل المتقدم في الجبر. 
تقدم المبرهنة الاآتية التماثل الذاتي لفروبين�س. 

19.48 مبرهنة

البرهان

 a ∈ F لكل 𝜎𝜎P (a)= a p  المعرّفة بـ σp : F → F تكون الدالة .p حقلًا منتهيًا ذا مميز F ليكن
.F{σp} ≃ ℤp  ّوكذلك فاإن .F ا – التماثل الذاتي لفروبين�س – على تماثلًا ذاتيًّ

لتكن a, b∈ F. خذ n= 1 في التمهيدية 9.33، ف�شنرى اأنّ .  p = a p + b p (a + b) اإذن: 
σp(a + b) = (a + b) p = a p + b p = σp(a) + σp(b)

وبالطبع: 

σp(ab) = (ab) p = a pb p = σp(a)σp(b),

اإذن، 𝜎𝜎P على الاأقل ت�شاكل، فاإذا كان  𝜎𝜎P (a)= 0 ، فاإنّ aP = 0، وهكذا a= 0؛ اإذن، نواة 𝜎𝜎P هي 
{0}، ما يعني اأنّ 𝜎𝜎P دالة اأحادية. اأخيًرا؛ لاأن F منتهية، فاإنّ 𝜎𝜎P وبا�شتخدام العد غامرة، وهكذا 

 .F تماثل ذاتي على 𝜎𝜎P ّفاإن
 ،c∈ ℤp واإذا كانت .p ذو مميز F ؛ لاأنF (تبعًا للتماثل) محتوًى في ℤp يجب اأن يكون الحقل الاأولي
 xP –x بح�شب مبرهنة فيرما (انظر النتيجة 2.20)؛ اإذن، كثيرة الحدود ( ) p

p c c cσ = = فاإنّ 
لها p من الاأ�شفار في F، عنا�صر ℤp تحديدًا، وبح�شب النتيجة 5.23، فاإنّ اأيّ كثيرة حدود من 
𝜎𝜎P هي  الثابتة بـ  n من الاأ�شفار في الحقل. لاأنَّ العنا�صر  n على حقل لها على الاأكثر  الدرجة 

تحديدًا اأ�شفار xP – x في F، نرى اأنّ             
¿                                                                                            Zp = F{σp }                                                         

    يخطئ الطالب ال�شاذج اأحيانًا عندما يقول: .n = an + bn(a+b) نرى هنا اأنّ اأ�ش�س الطالب 
 .p ذي مميز F متحققة في حقل ،p مع الاأ�س (a+b)P = aP + bP ،ال�شاذج
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∎ تمارين 48

ح�صابات 

في التمارين من 1 اإلى 8، اأوجد المرافقات جميعها في ℂ للاأعداد المعطاة على الحقول:

 .1 ℚ 2. 2 علىℝ 2 على
 .3ℚ 3 على+ 2 .4ℚ 2 على  - 3  

 .5ℚ 2 على + i  .6ℝ 2 على + i

 .7ℚ 1 على 2+ .8ℚ ( 2 1 على ( 2+  
  

[ ]: 8E = ، من الممكن اإثبات اأنّ  ( )2, 3, 5E = في التمارين من 9 اإلى 14، �شنفتر�س الحقل 

 :(E التي هي هنا تماثلات ذاتية على) با�شتخدام الم�شطلحات في المبرهنة 3.48، ينتج لدينا تماثلات الترافق الاآتية 

2 , 2

3, 3

5, 5

: ( ( 3, 5))( 2) ( ( 3, 5))( 2),

: ( ( 2, 5))( 3) ( ( 2, 5))( 3),

: ( ( 2, 3))( 5) ( ( 2, 3))( 5).

ψ

ψ

ψ

−

−

−

→ −

→ −

→ −

 

 

 

 .E اح�شب العن�صر الم�شار اإليه في 5 5, 5
 τ ψ

−
= و  2 32 , 2 3, 3

,τ ψ τ ψ
− −

= = با�شتخدام ترميز مخت�صر، لتكن

    .9( )2 3τ.10( )2 2 5τ +

   .11( )( )3 2 2 3 5τ τ +.12( )5 3
2 3 5

2 3 2
τ τ

 −
  − 

      .13( )( )5

2
3 2 2 45τ τ τ +.14( )3 5 2 5( 2 3 ( 30))τ τ τ τ − + 

.15. ( )2, 3E = بالرجوع اإلى المثال 17.48، اأوجد الحقول الثابتة في 

E{σ2,σ3} .جـ                            E{σ3}      .ب                                     E{σ1,σ3}    .اأ
في التمارين من 16 اإلى 21، ارجع اإلى تعليمات التمارين من 9 اإلى 14 واأوجد الحقل الثابت لكل تماثل ذاتي اأو 

 .E مجموعة تماثلات ذاتية على

{𝜏𝜏2, 𝜏𝜏3}   .18                                            𝜏𝜏2
3     .17                                               𝜏𝜏3   .16

{𝜏𝜏2, 𝜏𝜏3, 𝜏𝜏5} .21                                     𝜏𝜏5𝜏𝜏3𝜏𝜏2     .20                                           𝜏𝜏5𝜏𝜏2   .19
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ارجع  اإلى تعليمات التمارين من 9 اإلى 14 في هذا التمرين.22.
اأ. اأثبت اأنّ التماثلات الذاتية جميعها 𝜏𝜏3 ،𝜏𝜏2، و 𝜏𝜏5 من الرتبة 2 في G (E/ ℚ). (تذكر ماذا تعني رتبة العن�صر 

في الزمرة).  
الزمرة.  𝜏𝜏5 ، واأوجد جدول هذه  𝜏𝜏3، و   ،𝜏𝜏2 العنا�صر   G (E/ ℚ) المولدة من  H من  الزمرة الجزئية  اأوجد  ب.  

[م�ساعدة: يوجد ثمانية عنا�صر]. 
 .G (E /ℚ) في الفرع (ب) هي كل الزمرة H ّجـ. تمامًــا كـمــا فُـعــل في المثــال 17.48، ناق�س كيف اأن

مفاهيم 

في التمرينين 23 و24،  �شحّح تعريف الحدّ المكتوب بخط مائل دون الرجوع اإلى الكتاب –اإذا كانت هناك حاجة 
للت�شحيح- بحيث يكون ب�شيغة قابلة للن�صر. 

يكون العن�صران 𝛼𝛼 و𝛽𝛽، في الامتداد الجبري E على الحقل F مترافقين على F ، اإذا وفقط اإذا كانا �شفرين لكثيرة 
.  .F[x] في  f(x)  الحدود نف�شها

.23

لت�شاكلي  كان  اإذا  وفقط  اإذا   ،  F على  مترافقين   F الحقل  على   E الجبري  الامتداد  و𝛽𝛽، في   𝛼𝛼 العن�صران  يكون 
] النواة نف�شها.  ]: F x Eβφ → ] و  ]: F x Eαφ → التعوي�س 

.24

 .α = 3+ 2 +ℚ (3 مت�شاويان بالطبع. لتكن  2 ) ℚ و( 2 الحقلان  (

 .ℚ على 𝛼𝛼 لـ 𝛽𝛽 ≠ 𝛼𝛼 اأ. اأوجد مرافق

. ψα,β وتماثل الترافق الذاتي ℚ ( 2 2 على ( , 2
ø

−
ب. بالرجوع اإلى الفرع (اأ)، قارن بين تماثل الترافق الذاتي 

.25

اأوجد قيمة تماثل فروبين�س الذاتي 𝜎𝜎2 على كل عن�صر في الحقل المنتهي من اأربعة عنا�صر المعطى في المثال       
.𝜎𝜎2 19.29. اأوجد الحقل الثابت لـ

.26

اأوجد قيمة تماثل فروبين�س الذاتي 𝜎𝜎3 على كل عن�صر في الحقل المنتهي من ت�شعة عنا�صر المعطى في التمرين 
  .𝜎𝜎3 18 في الف�شل 29. اأوجد الحقل الثابت لـ

.27

ليكن F حقلًا ذا مميز p ≠ 0. اأعطِ مثالًا يبين اأنّ الدالة σp : F → F المعرفة بـ σp(a) = ap  ، حيث a ∈ F  لي�شت 
ا اإذا كان F غير منتهٍ. ما الخطاأ الذي يمكن اأن يحدث؟  بال�صرورة تماثلًا ذاتيًّ

.28

�شع اإاشارة �شح اأو اإاشارة خطاأ: .29

.𝛽𝛽 بـ 𝛼𝛼 يربط E يوجد دائمًا تماثل ذاتي على ،𝛼𝛼, 𝛽𝛽 ∈ E اأ.  لكل 
 .F (𝛽𝛽) غامر لـ F(𝛼𝛼) يوجد دائمًا تماثل من ،F جبريان على الحقل 𝛼𝛼, 𝛽𝛽 ب. لكل 

.F(𝛽𝛽) غامر لـ F(𝛼𝛼) يوجد دائمًا تماثل من ،F جبريان ومترافقان على الحقل 𝛼𝛼, 𝛽𝛽 جـ. لكل 
 د.  كل تماثل ذاتي لاأيّ حقل E، يترك كل عن�صر في الحقل الجزئي الاأولي لـ E ثابتًا.

 هـ. كل تماثل ذاتيّ لاأيّ حقل E ، يترك عددًا لا نهائيًّا من عنا�صر E ثابتة. 
.E يترك على الاأقل عن�صرين ثابتين في ،E و.  كل تماثل ذاتيّ لاأيّ حقل 

 ز.  كل تماثل ذاتيّ لاأيّ حقل E ذا مميز 0، يترك عددًا لا نهائيًّا من عنا�صر E ثابتة.
 ح. التماثلات الذاتية كلها لحقل E ت�شكل زمرة بالن�شبة اإلى عملية تركيب الدوال. 

 .E ا من  ط. مجموعة عنا�صر حقل E التي تركت ثابتة بتماثل ذاتي واحد على E ت�شكل حقلًا جزئيًّ
 .G (K/ E) ≤ G (K / F) ،F ≤ E ≤ K ي. للحقول 
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براهين مخت�شرة 
30. اأعطِ برهانًا مخت�صًرا من جملة واحدة لجزء »اإذا كان« في المبرهنة 48. 3. 

31. اأعطِ برهانًا مخت�صًرا من جملة واحدة لجزء »وفقط اإذا كان« في المبرهنة 48. 3. 
براهين 

التماثلات  من   n الاأكثر  على  يوجد  – اأنه   5.48 النتيجة  – با�شتخدام  اأثبت   .F على   n الدرجة  من  𝛼𝛼 جبرية  لتكن   .32
F تاركة F ثابتة.  المختلفة من F(𝛼𝛼) اإلى حقل جزئي من 

33.   ليكن  F(𝛼𝛼1,…,𝛼𝛼n)  امتدادًا للحقل F. اأثبت اأنّ اأيّ تماثل ذاتي σ على F(𝛼𝛼1,…,𝛼𝛼n) ويترك F ثابتة، يتحدد تمامًا 
 .σ(𝛼𝛼i) قيمة لـ n بـ األـ

ا على E ويترك F ثابتة. لتكن 𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼E. اأثبت اأنّ 𝜎𝜎 تنتج تباديل  ا للحقل F، ولتكن 𝜎𝜎 تماثلًا ذاتيًّ 34.  ليكن E امتدادًا جبريًّ
 .E الموجودة في irr (𝛼𝛼, F) على اأ�شفار

 𝜎𝜎i بحيث اإنّ كل ،E مجموعة من التماثلات الذاتية على S = {σi | i 𝛼 I } لتكن .F ا للحقل 35.   ليكن E امتدادًا جبريًّ
. ES = EH ّفاإن ، G (E/ F) من H تولد زمرة جزئية S كلها ثابتة. اأثبت اأنه اإذا كانت F تترك عنا�صر

36. راأينا في النتيجة 17.23 اأنّ كثيرة الحدود الدورية: 
1 21( ) .... 1

1

p
p p

p
xx x x x
x

− −−
Φ = = + + + +

−

 .ℚ(ζ) وافتر�س الحقل ،Φp(x) شفرًا لـ� ζ  ليكن .p لكل عدد اأولي ℚ غير مختزلة على
اأ. اأثبت اأنّ ζ, ζ 2, · · · , ζ p−1  اأ�شفار مختلفة لـ Φp(x)، وا�شتنتج اأنها اأ�شفار  Φp(x) جميعها.

 .p− 1 تبديلية من الرتبة G(ℚ(ζ )/ℚ) ّفي هذا التمرين اأن ( ب. ا�شتنتج من النتيجة 48. 5 ومن الفرع (اأ
جـ. اأثبت اأنّ ℚ هو الحقل الثابت لـ G(ℚ(ζ )/ℚ). [م�شاعدة: اأثبت اأنّ {ζ, ζ 2, · · · , ζ p−1} اأ�شا�س لـ  ℚ(ζ )على 

ا من التراكيب الخطية لـ ζ, ζ 2, · · · , ζ p−1  تبقى ثابتة مع عنا�صر G(ℚ(ζ )/ℚ) كلها.  ℚ، ثم عيّن اأيًّ
37.   ت�شف المبرهنة 3.48 تماثلات الترافق في حال كانت 𝛼𝛼 و 𝛽𝛽 عنا�صر جبرية مترافقة على F. هل يوجد تماثل 

م�شابه بين F(𝛽𝛽) و  F(𝛼𝛼) عندما يكون كل من 𝛼𝛼 و𝛽𝛽 مت�شاميين على F؟ 
38.    ليكن F حقلًا، وليكن x اأيّ غير معين على F. اأوجد التماثلات الذاتية على F(x) كلها التي تترك F ثابتة من خلال 

 .x و�شف قيمها على
39.  اأثبت �شل�شلة المبرهنات الاآتية: 

 .E اإلى عنا�صر هي مربعات لعنا�صر في E مربعات عنا�صر في E اأ. يحمل التماثل الذاتي على
ب. يحمل التماثل الذاتي على ℝ الاأعداد الموجبة اإلى اأعداد موجبة. 

.σ(a) < σ(b) ّفاإن ،a ,b 𝛼 ℝ حيث ،a < b و ℝ ا على جـ. اإذا كانت 𝜎𝜎 تماثلًا ذاتيًّ
د. التماثل الذاتي الوحيد على ℝ هو التماثل الذاتي المحايد. 
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الوحدة العااصرة الف�شل 9ا: مبرهنة تمديد التماثل  9ا5

مبرهنة تمديد التماثل The Isomorphism Extension Theoremالف�صل 49
    مبرهنة التمديد

  لنكمل درا�شة التماثلات الذاتية للحقل. في هذا الف�شل الذي يليه، �شنكون مهمتين باإثبات 
وجود تماثلات ذاتية على حقل E وعددها. 

       افتر�س اأنّ E امتداد جبري لـ F، ونريد اأن نجد بع�س التماثلات على E. نعرف من المبرهنة 
 .F(𝛽𝛽) غامر لـ F(𝛼𝛼) من ψα,β  فاإنه يوجد تماثل ،F مترافقتين على 𝛼𝛼, 𝛽𝛽 ∈ E 3.48 اأنه اإذا كانت
بالطبع 𝛼𝛼, 𝛽𝛽𝛽∈ E يوؤدي اإلى اأنّ كلا F(𝛼𝛼) ≤ E وF(𝛽𝛽) ≤ E . من الطبيعي اأن نت�شاءل ما اإذا كان 
مجال تعريف ψα,β يمكن تكبيره من F(𝛼𝛼) اإلى حقل اأكبر، وربما كل E، وما اإذا اأدّى هذا اإلى تماثل 
ا عن الحديث  ذاتي على E. ر�شم بياني لهذه الدوال في هذه الحالة معرو�س في ال�شكل 1.49. عو�شً

 ،ψα,β عن »تكبير مجال تعريف

𝜏𝜏 = ? 𝜏𝜏[E]E

F'

F'
�

F

ال�صكل 2.49

 ? EE

F

F(𝛽𝛽𝛽
ψα𝛽𝛽

F(α)

ال�صكل 1.49

من الماألوف الحديث عن »تمديد الدالة ψα,β اإلى الدالة 𝜏𝜏«، التي هي دالة معرفة على E كلها. 
       تذكر اأننا دائمًا نفتر�س اأنّ الامتدادات الجبرية قيد الدرا�شة جميعها محتواة في اإغلاق جبري 
 E يمكن تمديدها دائمًا اإلى تماثل من ψα,β تثبت مبرهنة تمديد التماثل اأنّ الدالة .F لـ F محدد 
ا على E ، بمعنى تربط  . وال�شوؤال: ما اإذا كان هذا التمديد يعطي تماثلًا ذاتيًّ F اإلى حقل جزئي من 

.50 E بنف�شها؟ هو �شوؤال �شندر�شه في الف�شل 
ت�شمن مبرهنة التمديد هذه وبا�شتخدام تماثل الترافق ψα,β وجود كثير من دوال التماثل، على 
الريا�شيات، وخا�شة في الجبر  ا في  التمديد مهمّة جدًّ اإنّ مبرهنات  اإذ  الاأقل لكثير من الحقول، 

والطبولوجيا. 
      لناأخذ نظرة اأكثر اشمولًا لهذه الحالة. افتر�س اأنّ E امتداد جبري للحقل F ، واأنّ لدينا تماثل 
 E من 𝜏𝜏 اإلى تماثل 𝜎𝜎 نرغب في تمديد .F ' الاإغلاق الجبري لـ F 𝜎𝜎 من F غامرًا للحقل' F ، وليكن̀ 
، حيث يعر�س هذا الو�شع بب�شاطة في ال�شكل 2.49 ، �شنختار 𝛼𝛼 ∈ E ولكن  F ` اإلى حقل جزئي من 

لي�شت في F ، ونحاول تمديد 𝜎𝜎 اإلى F(𝛼𝛼).  اإذا كان: 
p(x) = irr(α, F) = a0 + a1x + ·· ·+anx

n,

F لـ   ليكن 𝛽𝛽 �شفرًا في̀ 
q(x) = σ(a0) + σ(a1)x + ·· ·+σ(an)x

n.
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ا اأنه يمكن  هنا q(x) ∈ F′[x]. نعلم اأنّ q(x) غير مختزلة في F′[x] ؛ لاأن 𝜎𝜎 تماثل، فيبدو منطقيًّ
لي�شت تمامًا المبرهنة         (هذه   ،𝛽𝛽 بـ   𝛼𝛼 𝜎𝜎 وتربط  F(𝛽𝛽) بدالة تمديد  F(𝛼𝛼) بتماثل غامر مع  ربط 
 F(𝛼𝛼)= E فاإذا كانت ،(𝜎𝜎 3.48، ولكنها قريبة منها، وقد غُيّرت اأ�شماء بع�س العنا�صر با�شتخدام
فقد انتهينا، اأمّا اإذا كانت F(𝛼𝛼) ≠ E، فعلينا اأن نجد عن�صًرا  اآخر في E ولي�س في  F(𝛼𝛼)، ونكمل 
F لـ F، ومرة اأخرى الم�شكلة بوجه عام،  ا ببناء الاإغلاق الجبري  اإنه موقف اشبيه جدًّ العملية، 
ا  عندما لا يكون E امتدادًا منتهيًا، فالعملية يمكن اأن تكرر (من المحتمل الكثير) عددًا لا نهائيًّ
من المرات، و�شنحتاج اإلى بدهية زورن لمعالجتها، ولهذا ال�شبب، �شنوؤجل اإثبات المبرهنة 3.49 

اإلى نهاية هذا الف�شل.
ا للحقل F، ولتكن 𝜎𝜎 تماثلًا من F وب�شورة غامرة 3.49 مبرهنة (مبرهنة تمديد التماثل): ليكن E امتدادًا جبريًّ

 .F' الاإغلاق الجبري لـ F ′ اإلى الحقل 'F. ليكن 

.a ∈ F لكل  𝜏𝜏(a) = 𝜎𝜎(a)  بحيث ، F يمكن تمديد 𝜎𝜎 اإلى تماثل 𝜏𝜏 من E اإلى حقل جزئي من ′

بداية هذا  ذكر في  كما   ψα,β الترافق  لاأحد تماثلات  �شوف نجد تمديدًا  اإثبات،  نتيجة  وبو�شفها 
الف�شل. 

ا لـ F  و 𝛼𝛼, 𝛽𝛽 ∈ E مترافقة على F، فيمكن تمديد تماثل الترافق 4.49 نتيجة F امتدادًا جبريًّ  ≤ E اإذا كان
 . F ψα,β : F(α) → F(β) - المعطى في المبرهنة 48 .3 – اإلى تماثل من E اإلى حقل جزئي من 

ينتج اإثبات هذه النتيجة مبااصرة من المبرهنة 49 .3، اإذا ا�شتبدلنا في ن�سّ المبرهنة F(𝛼𝛼) بـ ،F البرهان
t                                                                                                         . F F بـ ′ F و F(𝛽𝛽) بـ̀ 

 بو�شفها نتيجة اأخرى، يمكننا اإثبات – كما وعدنا �شابقًا – اأنّ الاإغلاق الجبري لـ F وحيد، تبعًا 
لتماثل يترك F ثابتة. 

F بتاأثير تماثل يترك كل عن�صر في F 5.49 نتيجة ′ F  يماثل  F اإغلاقين جبريين لـ F. اإن  F و′ ليكن 
ثابتًا. 

F بحقل البرهان بح�شب المبرهنة 49 .3 فاإنّ التماثل المحايد من F اإلى F يمكن تمديده اإلى تماثل 𝜏𝜏 يربط 
، ولكن  F F ويترك F ثابتًا. (انظر ال�شكل 49 .6) نحتاج فقط اإلى اإثبات اأنّ 𝜏𝜏 غامر لـ ′ ′ جزئي من 
، ولاأنَّ  F F اإلى حقل جزئي من  ′ بح�شب المبرهنة 3.49، فاإنّ الدالة  يمكن تمديدها اإلى تماثل من 
 t                                                                .𝜏𝜏[ F ] = F ، فيجب اأن تكون   ′ F 𝜏𝜏 -1 بالتاأكيد غامرة لـ 
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𝜏𝜏 𝜏𝜏[F]F

F'

FF e                  

ال�صكل 6.49

دليل امتداد الحقل 
اأن  نود   ،F للحقل   E العدد. لامتداد منتهٍ  لل�شوؤال عن  الاآن  ننتقل  الوجود،  ل�شوؤال  بعد مناق�شتنا 
�شنثبت وجود عددٍ  ثابتة،   F التي تترك   F اإلى حقل جزئي من   E التماثلات من  نح�شي عدد 
منتهٍ من التماثلات، ولاأنَّ اأنّ كل تماثل ذاتي في G (E/ F) هو اأحد هذه التماثلات، فاإنّ اإح�شاء 
  ( ( 2, 3) / )G   اأنّ   17.48 اأثبت المثال  الذاتية، وقد  التماثلات  التماثلات �شيت�شمن  هذه 

، فعلى الرغم من اأنّ هذه المعادلة لي�شت دائمًا  ( )4 [ 2, 3 : ]=   يحوي اأربعة عنا�صر و
في  كبيرة  خطوة  اأول  الاآتية  المبرهنة  وتاأخذ  ا،  جدًّ مهمّة  حالة  في  �شحيحة  اأنها  اإلّا  �شحيحة، 
تجعل  لن  ولكنها  اإليه،  �شنحتاج  ما  عمومية  اأكثر  ب�شورة  المبرهنة  ن�سّ  و�شنذكر  ذلك،  برهان 

البرهان اأكثر �شعوبة. 
F 7.49 مبرهنة     وليكن ′  ،F′ اإلى حقل جزئي من    F 𝜎𝜎 تماثلًا من  ولتكن   ،F للحقل  منتهيًا  امتدادًا   E ليكن 

F منتهٍ  الاإغلاق الجبري لـ ′F. اإن عدد التمديدات لـ 𝜎𝜎 اإلى تماثل 𝜏𝜏 من E اإلى حقل جزئي من ′
F و𝜎𝜎. بمعنى اأنّ عدد التمديدات يحدد تمامًا من الحلقين E وF؛ فهو جوهري  ′  ، F′وم�شتقل عن

لهما. 
ربما ي�شاعدنا الر�شم في ال�شكل 49 .8 على تتبع الاإن�شاء الذي �شن�شنعه، اإذ اإن هذا الر�شم ي�شنع البرهان

كما ياأتي: افتر�س تماثلين

       غامر                            غامر
                                            

σ2 : F  →  F′2   ,  σ1 : F    →    F′1,

σ2σ1  تماثل من F′1  غامر 
2F إغلاقان جبريان لـ  F′1 و    F′2، على الترتيب. الآن   1− ′ 1F و ′ حيث 

لـ F′2؛ إذن، وبحسب المبرهنة 3.49 والنتيجة 5.49 يوجد تماثل

غامر  
  λ: F′1       →   F′2
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´
11 : E Fτ → ، وبالرجوع اإلى ال�شكل 8.49 ومطابقة  كل من  غامر 

2 1
'1

1 2
': F Fσ σ − →  يمدد التماثل

 ´
22 : E Fτ → التي تمدد σ1 نح�شل على تماثل 

ا بالبدء بـ E والذهاب اأولًا اإلى الي�شار، ثم اإلى اأعلى، ثم اإلى اليمين. وبالكتابة جبريًّ
τ2(α) = (λτ1)(α)

حيث 𝛼𝛼 ∈ E، وا�شح اأنّ 𝜏𝜏2 تمدد 𝜎𝜎2، كان باإمكاننا البدء بـ 𝜏𝜏2 وا�شتعادة 𝜏𝜏1 بتعريف
 τ1(α) = (λ−1τ2)(α),

11 : 'E Fτ → بين  المطابقة  اأنّ  اإثبات  يمكن  للر�شم،  الاأخرى  الجهة  من  بالمتابعة   اأي 
 𝜎𝜎 لـ  𝜏𝜏 الممددة  فاإنّ عدد  الغامر،  الاأحادي  التقابل  اأحادية، ومن وجهة هذا   22 : 'E Fτ → و

.𝜎𝜎و F ′  ،F′ م�شتقل عن

 ،E = F(α1,· · · ,αn) ،F امتداد منتهٍ لـ E ّمنتهٍ من حقيقة اأن 𝜎𝜎 يُ�شتنتج اأنّ عدد الدوال الممددة لـ
حيث 𝛼𝛼1,.., 𝛼𝛼n ∈ E، وبح�شب المبرهنة 11.31.

 ال�صكل 8.49
يوجد عدد منتهٍ من الاحتمالات المراشحة بو�شفها �شورًا لـ τ(αi)في ′F؛ لذلك، اإذا كان 

irr(αi , F) = ai0 + ai1x + ·· ·+aimi x
mi

 
حيث aik ∈ F، فاإنّ τ(αi) يجب اأن يكون  اأحد الاأ�شفار ′F لـ 

.[σ(ai0) + σ(ai1)x + ·· ·+σ(aimi )x
mi ] ∈ F′[x]

t

F التي تترك F 9.49 تعريف ليكن E امتدادًا منتهيًا للحقل F، في�شمى عدد التماثلات من E  اإلى حقل جزئي من 
n                                           (index {E : F} of E over F) .F على E لـ { } : E F ثابتة، دليل 

اإذا كان F ≤ E ≤ K، حيث الحقل K امتداد منتهٍ للحقل F، فاإنّ {E : F}{K : E}= {K : F}.                              10.49 نتيجة

F وتترك F البرهان: ينتج من المبرهنة 49 .7 اأنّ كلًاّ من األـ  {E : F}  تماثل 𝜏𝜏i من E اإلى حقل جزئي من 
t                                . F ثابتة، لها  {K : F}  من التمديدات اإلى تماثلات من K اإلى حقل جزئي من 
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في الحقيقة، كانت النتيجة ال�شابقة هي ال�شيء الرئي�س الذي ن�شعى اإليه، لاحظ اأنها تُعدّ اشيئًا، فلا 
تقلل من قدر اأيّ نتيجة مثلها، حتى لو كان ا�شمها “نتيجة”.

�شنثبت في الف�شل 51 اأنه ما لم يكن F حقلًا غير منتهٍ ذا مميز p ≠ 0، فاإنه دائمًا يكون   
 F(α) :} فــاإنّ األـــ ،E= F(α) وفي حالــة .F لـــ E ٍلــكل امتــداد منتــه  [E : F] = {E : F}  
، معطــاة  F F} تمديــد للدالــة المحايــدة  i: F →  F ، التــي تربــط F(𝛼𝛼)  بحقــل جزئــي مــن 
 irr (𝛼𝛼, F) لـــ  فــاإذا كان   ،F لـــ  α علــى   F 𝛽𝛽 في  لــكل مرافــق    ψα,β الترافــق   بتماثــلات 
، فــاإنّ n = {E : F}، �شنثبــت لاحقًــا اأنــه مــا لم يكــن  F عــدد n مــن الاأ�شفــار المختلفــة في 
 F حقــلًا غــير منتــهٍ ذا مميــز p ≠ 0، فــاإنّ عــدد الاأ�شفــار المختلفــة لـــ irr (𝛼𝛼, F) ي�شــاوي

 .deg(α, F) = [F(α) : F]

علــى ℚ، كمــا في المثــال 17.48، فقــد اأثبــت عملنــا في ذلــك المثــال اأنّ                                                  11.49 مثال ( 2, 3)E = افتر�س
ℚ( 2}، اإذن:  ) : ℚ} = 2 و {E : ℚ( 2 4 = [E : ℚ] = {E : ℚ}، وكذلك 2 = {( 

4 = {E : ℚ} = {E : ℚ( 2 )}{ℚ( 2 ) : ℚ} = (2)(2)

▲ هذا يو�شح النتيجة 10.49. 
اإثبات مبرهنة التمديد

�شنعيد �شياغة مبرهنة التمديد التماثل 49 .3. 

F غامرًا للحقل  𝜎𝜎 تماثلًا من  F، ولتكن  ا للحقل  E امتدادًا جبريًّ التماثل: ليكن  مبرهنة تمديد 
F F الاإغلاق الجبري لـ´F، فيمكن تمديد 𝜎𝜎 اإلى تماثل 𝜏𝜏 من E اإلى حقل جزئي من ′ ′ ´F، ليكن 

 .a ∈ F لكل τ (a) = σ(a) بحيث

حقل البرهان اإلى   L من  تماثل   λو  F ≤ L ≤ E يحقق  حقل   L حيث   ،(L, 𝜆𝜆) كلها  الاأزواج  افتر�س 
الاأزواج  من  المكوّنة   S المجموعة   .a ∈ F لكل   λ(a) = σ(a) اإنّ  بحيث   ،  F ′ من  جزئي 
 ،S على  ا  جزئيًّ ترتيبًا  عرّف  الاأزواج.  هذه  اأحد  هو   (F, 𝜎𝜎) لاأن  خالية؛  غير   (L, 𝜆𝜆)
من  .a ∈ L1 لكل   λ1(a) = λ2(a) و   L1,≤ L2 كان  اإذا   (L1, λ1) ≤ (L2, λ2)  بحيث 

 .S ا على  ≤ تعطي ترتيبًا جزئيًّ العلاقة  اأنّ هذه  التحقق  ال�شهل 

 .E حقل جزئي من  
i I

HH i∈
=  لتكن T = {(Hi, λi ) | i ∈ I } اأي �شل�شلة في S. نزعم اأنّ  

T �شل�شلة.  H2 ≤ H1؛ لاأن  H1 ≤ H2 اأو  b ∈ H2؛ اإذن، اإما  a ∈ H1 و  a,b ∈ H، حيث  لتكن 
اإذا   a/bو ،ab  ،a ± b اأنّ  a, b ∈ H2، وهذا يوؤدي اإلى  H1 ≤ H2، فاإنّ  ا-   – فر�شً اإذا كان 
 F ⊆ H ⊆ ّفإن ،F ⊆ Hi ⊆ E ،i ∈ I ه لكل H، ولاأنَّ b ≠ 0 كلها في H2 ومن ثم في  كانت 

 .E حقل جزئي من H ،إذن .E

→ λ : H  كالاآتي: ليكن c ∈ H؛ اإذن، c ∈ Hi حيث i ∈ I ، ولتكن: F ′ عرّف 

 λ(c) = λi (c) 
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اأو   (H1, λ1) ≤ (H2, λ2) فاإما   ،c ∈ H2 و   c ∈ H1 اإذا كانت  لاأنه  التعريف؛  𝜆𝜆 ح�شنة   الدالة 
 H تماثل من 𝜆𝜆 ّنزعم اأن .λ1(c) = λ2(c) شل�شلة، وفي كلتا الحالتين� T ؛ لاأن (H2,λ2) ≤ (H1,λ1)

   a,b ∈ Hi  ّبحيث اإن  Hi فيوجد ،a, b ∈ H فاإذا كان ، F ′ اإلى حقل جزئي من 

λ(a + b) = λi (a + b) = λi (a) + λi (b) = λ(a) + λ(b) و

                            وبالمثل 

λ(ab) = λi (ab) = λi (a)λi (b) = λ(a) λ(b).

 .a = 0 ّوهذا يوؤدي اإلى اأن ،λi (a) = 0 و a ∈ Hi حيث i فيوجد ،λ(a) = 0 اإذا كان

 .T حدّ اأعلى لـ (H, λ) ّاأن λو H ووا�شح من تعريف ،(H, λ) ∈ S ّتماثل. وهكذا، فاإن λ ،اإذن
اأثبتنا اأنّ كل �شل�شلة في S لها حدّ اأعلى في S، وهكذا، فاإنّ اصروط بدهية زورن متحققة؛ اإذن، يوجد 
K′ ≤ F . الاآن، اإذا كانت K ≠ E، فلتكن  ′ عن�صر اأعظمي (K, 𝜏𝜏) في S. ليكن  ′τ(K) = Kحيث 
α ∈ E ولكن α ∉ K. الاآن α جبرية على F، وهذا يوؤدي اإلى اأنّ α جبرية على K، وكذلك فلتكن   

p(x)= irr (𝛼𝛼, K). ليكن 𝜓𝜓𝛼𝛼 التماثل القانوني

 ψα : K[x] / 〈p(x)〉 → K(α)

المرتبط بت�شاكل التعوي�س 𝜙𝜙𝛼𝛼 : K[x] → K(α) . اإذا كانت 

p(x) = a0 + a1x + ·· ·+anx
n

افتر�س
q(x) = τ (a0) + τ (a1)x + ·· ·+τ (an)x

n

، يوجد �شفر ′α لـ  K F′ ≤ في K′[x] . لاأنَّ 𝜏𝜏 تماثل، فاإنّ q(x) غير مختزلة في K′[x] ، ولاأنَّ             ′
. لتكن  F ′ q(x) في 

ψα′ : K′[x] / 〈q(x)〉 → K′(α′)  

ال�صكل 12.49
التماثل الم�شابه لـ 𝜓𝜓𝛼𝛼. اأخيًرا، ليكن 

[ ] ( ) [ ] ( )': / /K x p x K x q xτ →           
التماثل الممدد لـ τ على K، ويربط x+ áp(x)ñ   بـ x+ áq(x)ñ . (انظر ال�شكل 12.49). اإذن، 

تركيب الدوال 

( ) ( )1 ' '
' : K Kα αψ τψ α α− →
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K(α), ψ𝛼𝛼𝛼𝛼τ ψα) > (K, τ) ، ما 
، ووا�شح اأنّ (1− F تماثل من K(𝛼𝛼) اإلى حقل جزئي من ′

t                                                .K = E عن�صر اأعظمي؛ اإذن، يجب اأن تكون (K, τ) ّيناق�س اأن
∎ تمارين 49

ح�صابات 

) E = ℚ، بالاإمكان اإثبات  اأنّ 8 = [E : ℚ]. في التمارين من 1 اإلى 3، لكل تماثل معطًى على حقل  2, 3, 5 لتكن(
جزئي من E، اأوجد التمديدات كلها للدالة اإلى  تماثل من E اإلى حقل جزئي من   ℚ ‾ ، و�شف التمديدات باإعطاء قيمها على 

    .ℚ على E لـ{ }2, 3, 5 مجموعة المولدات 

)ι : ℚ حيث ι الدالة المحايدة.  , ) → ℚ( , )  .1
.𝜎𝜎𝜎   ) = - 𝜎𝜎𝛼𝜎 و   )𝜎𝜎 : ℚ بحيث  = (   ,    ) → ℚ(  ,    )  .2

ψ , -  :𝛼ℚ( ) → ℚ( )  .3

اإنها حقيقة يمكن اإثباتها بالتكعيب  اأنّ اأ�شفار x3− 2 في ℚ هي: 
3

3
1 32  

2
iα − −

=
 
و
 

3

2
1 32  

2
iα − +

= , 
3

1 2α =
 

3 - كالعادة- الجذر التكعيبي الحقيقي لـ 2. ا�شتخدم هذه المعلومات في التمارين 4 اإلى 6.  2 حيث 
     . ‾ ℚ   بحقل جزئي من𝛼ℚ ( 3 2 4.   �شف التمديدات  للدالة المحايدة على ℚ اإلى تماثل يربط (

      . ‾ ℚ    بحقل جزئي من𝛼ℚ ( 3 2 , 3 5.   �شف التمديدات جميعها للدالة المحايدة على ℚ اإلى تماثل يربط (
. ‾ ℚ   اإلى تماثل يربط بحقل جزئي من ℚ ( 3 ,3 على ( 3

 ψ
− 6. �شف التمديدات جميعها  للتماثل الذاتي  

.-π بـ π التي تربط ℚ(π) ا على 7.  ليكن 𝜎𝜎 تماثلًا ذاتيًّ
 .𝜎𝜎 اأ. �شف الحقل الثابت لـ

  . ( )π ) ℚ بحقل جزئي من        π   )  جميعها اإلى تماثل يربط الحقل 𝜎𝜎 ب. �شف تمديدات

مفاهيم 
8. �شع اإاشارة �شح اأو اإاشارة خطاأ:

F له تمديد اإلى تماثل   اأ.  ليكن F(𝛼𝛼) اأيّ امتداد ب�شيط للحقل F، فكل تماثل من F اإلى حقل جزئي من 
  . F من F(𝛼𝛼) اإلى حقل جزئي من 

F له تمديد اإلى   ب.  ليكن F(𝛼𝛼) اأيّ امتداد جبريّ ب�شيط للحقل F، فكل تماثل من F اإلى حقل جزئي من 
 . F تماثل من F(𝛼𝛼) اإلى حقل جزئي من 

  .F له العدد نف�شه من التمديدات لكل امتداد جبري ب�شيط لـ F  جـ. كل تماثل من F اإلى حقل جزئي من 
 د. الاإغلاقات الجبرية للحقول المتماثلة دائمًا متماثلة. 

 هـ. الاإغلاقات الجبرية للحقول غير المتماثلة لا يمكن اأبدًا اأن تكون متماثلة. 

    .ℚ ( 17 ) متماثل مع الاإغلاق الجبري لـ ( 2)  و. الاإغلاق الجبري لـ  
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 ز. دليل الامتداد المنتهي E على الحقل F منتهٍ. 
ا بالن�شبة اإلى الاأبراج المنتهية للامتدادات المنتهية للحقول.   ح. يت�صرف الدليل �صربيًّ

 ط.  ملاحظاتنا ال�شابقة للن�سّ الاأول للمبرهنة 49 .3 ت�شكل اأ�شا�شًا لاإثبات هذه المبرهنة للامتدادات 
 .F لـ E المنتهية

 .  ي. تثبت النتيجة 49 .5 اأنّ ℂ يماثل 
براهين 

ا. اأثبت اأنّ اأيّ تماثل 𝜎𝜎 من K اإلى حقل جزئي منه، بحيث تكون K جبرية على  σ[K]  يكون  ليكن K حقلًا مغلقًا جبريًّ   .9
 .[𝜎𝜎-1 م�شاعدة: ا�شتخدم المبرهنة 49. 3 على] .بمعنى اأنه دالة غامرة -K ا على تماثلًا ذاتيًّ

F ويترك F ثابتة، يمكن تمديده  ا على الحقل F. اأثبت اأنّ كل تماثل من E اإلى حقل جزئي من  10.  ليكن E امتدادًا جبريًّ
 . F اإلى تماثل ذاتي على 

E لـ F وE، على الترتيب، متماثلان.  F و ا للحقل F، فاإنّ اأيّ اإغلاقين جبريين  اأثبت اأنه اإذا كان E امتدادًا جبريًّ   .11

 xهو حقل الاأعداد الجبرية و  ، حيث  ( )x ) ℚ في ℂ يماثل اأيّ اإغلاق جبري لـ  π اأثبت اأنّ الاإغلاق الجبري لـ (   .12
غير معين. 

 .{E : F} ≤ [E : F] ّفاإن ،F امتدادًا منتهيًا للحقل E اأثبت اأنه اإذا كان   .13
لـ   F(𝛼𝛼) ب�شيط  جبري  امتداد  اإلى  بالن�شبة  هذا  اأ�شا�شية  ب�شورة   11. 49 للمثال  ال�شابقة  الملاحظات  تثبت  [م�شاعدة: 
للدليل  ال�صربية  الخ�شائ�س  بالترافق مع  الب�شيطة،  الامتدادات  برج من  المنتهي هو  الامتداد  اأنّ  ا�شتخدم حقيقة   .F

والدرجة]. 
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حقول الان�صطار Splitting Fieldsالف�صل 50
�شنكون مهتمين ب�شورة رئي�شة بالتماثلات الذاتية للحقل E، ولي�س مجرد التماثلات التي تربط 

. اإنها التماثلات الذاتية للحقل التي ت�شكل زمرة، ونت�شاءل ما اإذا كان  E E بحقل جزئي من 
F ويترك F ثابتة هو في الحقيقة تماثل  للتمدد E للحقل F، كل تماثل يربط E بحقل جزئي من

 .E ذاتي لـ

Fβ مرافقة لـ α على F، فاإنه  ∈ ∋ α و   E فاإذا كانت ،F تمدد جبري للحقل E ّافتر�س اأن
يوجد تماثل ترافق 

ψα,β : F(α) → F(β).      
. الاآن، اإذا كانت  F بح�شب النتيجة 4.49، يمكن تمديد ψα،β اإلى تماثل يربط E بحقل جزئي من 
ا على E؛ اإذن، اإذا كان امتداد  ، فاإنّ مثل هذا التماثل على E لا يمكن اأن يكون تماثلًا ذاتيًّ Eβ ∉
 F  وتترك F جبري E للحقل F يحقق خا�شية اأنّ تماثلاته كلها التي تربطه بحقل جزئي من
 α مرافقات E يجب اأن يحوي ، 𝛼𝛼 ∈ E فاإنّ لكل ،E ثابتة هي في الحقيقة تماثلات ذاتية على
على F جميعها كذلك، يمكن ملاحظة هذا ب�شهولة. ن�شير هنا اإلى اأننا ا�شتخدمنا الكثير من القوة، 

تحديدًا وجود تماثلات الترافق ومبرهنة تمديد التماثل 3.49. 
تقترح هذه الاأفكار �شياغة للتعريف الاآتي:   

، ولتكن { fi (x) | i ∈ I }  مجموعة من كثيرات الحدود في 1.50 تعريف F  ليكن F حقلًا له اإغلاق جبري 
 (splitting filed) F على .{ fi (x) | i ∈ I } حقل ان�صطار لـ E F≤ F[x]، في�شمى الحقل
 ،i ϵ I حيث fi(x) لكل F F يحوي F والاأ�شفار جميعها في  اإذا كان E اأ�شغر حقل جزئي من
■  .F[x] اإذا كان حقل ان�شطار لبع�س كثيرات الحدود في F حقل ان�صطار على K F≤ وي�شمى 

▲2.50 مثال  .{x4−5x2+6} وكذلك {x2−2, x2−3} حقل ان�شطار لِـ ℚ[  راأينا اأنّ [ ,
لكثيرة حدود واحدة f (x) ∈ F[x]، �شوف ن�شير عادة اإلى حقل ان�شطار لـ {f(x)} على      
F هو  F، بحقل ان�صطار f(x) على F، لاحظ اأنّ حقل الان�شطار لـ { fi (x) | i ∈ I }  على F في 
F لكلfi(x)، حيث  F التي تحوي F ، والاأ�شفار جميعها في  تقاطع الحقول الجزئية جميعها من 

∋ i؛ اإذن، مثل حقل الان�شطار هذا موجود بالتاأكيد.  I

، مع خا�شية  E F≤ �شنثبت الاآن اأنّ حقول الان�شطار على F هي تحديدًا تلك الحقول   
F وتترك F ثابتة، هي تماثلات ذاتية على  اأنّ التماثلات جميعها التي تربط E بحقل جزئي من 
E، و�شتكون هذه نتيجة للمبرهنة المقبلة. مرة اأخرى، ن�شخّ�س مفهومًا با�شتخدام الدوال، وتذكر 
اأننا دائمًا نفتر�س اأنّ الامتدادات الجبرية للحقل F قيد الدرا�شة جميعها محتواة في اإغلاق جبري 

 .F لـ F محدد 
F  3.50 مبرهنة F حقل ان�شطار على F ، اإذا وفقط اإذا كان كل تماثل ذاتي لِـ  E F≤ ≤ يكون الحقل E، حيث 

ا لـ E ويبقي F ثابتة.  ويترك F  ثابتة، يربط E بنف�شها، وهكذا فهو ي�شنع تماثلًا ذاتيًّ
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F وتترك البرهان ا على  F لـ { fi (x) | i ∈ I } ، ولتكن  σ  تماثلًا ذاتيًّ ليكن E حقل ان�شطار على F في 
F لكل fi(x) حيث i∈I. يثبت  F ثابتة، ولتكن { αj | j ∈ J} مجموعة الاأ�شفار جميعها في 

عملنا ال�شابق اأنّ لـ 𝛼𝛼j محددة، وتكون عنا�صر F(𝛼𝛼j)  هي التراكيب جميعها على ال�شورة:  
g(αj ) = a0 + a1αj + ·· ·+an j−1α j

nj−1 , 
حيث nj هي درجة irr (αj ,F) و ak ∈ F. افتر�س المجموعة S المكوّنة من المجاميع المنتهية 
 E محتواة في S المجموعة .j ∈  J لكل g(αj) كلها لـحا�شل ال�صرب المنتهي لعنا�صر من ال�شكل
ا لكل عن�صر، ولاأنَّ كل عن�صر  ومغلقة بالن�شبة اإلى الجمع وال�صرب، وتحوي 0 و 1 ومعكو�شًا جمعيًّ
في  S محتوًى في F(αj1 ,…,αjr ) ⊆ S، فنرى اأنّ S تحوي كذلك المعكو�س ال�صربي لكل عن�صر لا 
∋ j ، وبح�شب تعريف حقل الان�شطار E لـ   J لكل αj وتحوي ، E حقل جزئي من S ،ي�شاوي ال�شفر؛ اإذن 
اأنّ لاإثبات  فقط  كان  العمل  هذا   ،S=E تكون  اأن  يجب  اأنه  نرى   ،{ fi (x) | i ∈ I } 

{ αj | j ∈ J} تولد E على F، بطريقة اأخذ المجاميع المنتهية وحا�شل ال�صرب المنتهي. وبمعرفة 
هذا، نرى مبااصرة اأنّ قيمة σ لاأيّ عن�صر في E تتحدد تمامًا بقيم σ(αj)، ولكن بح�شب النتيجة 

.irr (αj , F) كذلك �شفرًا لـ  σ(αj) 5.48، يجب اأن تكون

  σ(αj) ∈ E اإذن ،fi (αj) = 0التي تحقق  fi(x) تق�شم irr(αj,F) ّبح�شب المبرهنة 13.29، فاإن
ا. على اأيّ حال، فاإنّ المثل �شحيح بالن�شبة  كذلك، وهكذا فاإنّ σ تربط E بحقل جزئي من E تماثليًّ

،β ∈ E  ولاأنَّ لكل .F‾   على σ-1  اإلى التماثل الذاتي
 β = σ (σ−1(β)),

 .E ا على  نرى اأنّ σ تربط E ب�شورة غامرة بـ E، وهكذا، فهي تعطي تماثلًا ذاتيًّ
ا على E. لتكن  افتر�س العك�س، اأي اإنّ كل تماثل ذاتي على  ‾F ويترك F ثابتة، يعطي تماثلًا ذاتيًّ
 ،F‾  في g(x) اأيّ �شفر لـ β فاإذا كان ،E في α ولها �شفر F[x] كثيرة حدود غير مختزلة في g(x)
فاإنه وبح�شب المبرهنة 3.48، يوجد تماثل ترافق ψα,β  من F(α) غامر لـ F(β) ، ويترك F ثابتة 

بح�شب المبرهنة 3.49، يمكن تمديد ψα,β  اإلى تماثل τ  من   ‾F اإلى حقل جزئي من   ‾F. ولكن 
τ-1: τ[F‾  ]  → F‾

يمكن تمديدها اإلى تماثل يربط   ‾F بحقل جزئي من  ‾F، ولاأنَّ �شورة τ−1 هي كل  ‾F، فاإننا نرى اأنّ 
τ يجب اأن تكون غامرة لـ   ‾F، بمعنى اأنّ τ تماثل ذاتي على  ‾F، ويترك F ثابتة؛ اإذن، وبح�شب 
ا على E، ما يوؤدي اإلى اأنّ τ (α) = β موجودة في  E. لقد اأثبتنا اأنه اإذا  الفر�س، تولد τ تماثلًا ذاتيًّ
  F‾ الموجودة في g(x) فاإنّ اأ�شفار ،E ولها �شفر في F[x] كثيرة حدود غير مختزلة في g(x) كانت
جميعها تنتمي لـ E؛ اإذن، اإذا كانت {gk (x)} مجموعة كثيرات الحدود جميعها غير المختزلة في 
t                                                                   .{gk (x)} هي حقل الان�شطار لـ E ّفاإن ،E ولها �شفر في F[x]

ليكن E امتدادًا للحقل F، فنقول: اإنّ كثيرة الحدود f(x) تن�صطر في splits( E( اإذا اأمكن تحليلها 4.50 تعريف
■                                                                                    .E[x]  اإلى حا�شل �صرب عوامل خطية في

] اإلى   5.50 مثال 2, 3] كثيرة الحدود x4+5x2+6 في ℚ [x] تن�شطر في الحقل 

p                                                                                  (x - )(x + ) (x - )(x + )  
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الوحدة العااصرة الف�شل 50: حقول الان�شطار  559

اإذا كان  ‾E ≤ F حقل ان�شطار على F، فاإنّ كل كثيرة حدود غير مختزلة في  F[x] ولها �شفر في 6.50 نتيجة
 .E تن�شطر في E

ا على E، الجزء البرهان  اإذا كان E حقل ان�شطار على F في  ‾F، فاإنّ كل تماثل ذاتي على  ‾F يولد تماثلًا ذاتيًّ
الثاني من اإثبات المبرهنة 3.50 ، يبرهن بال�شبط اأنّ E كذلك حقل الان�شطار على F للمجموعة 
{gk (x)} المكوّنة من كثيرات الحدود غير المختزلة في F[x]  ولها �شفر في E؛ اإذن، اأيّ كثيرة 
 ،E جميعها تنتمي لـ F‾  تكون اأ�شفارها في E ولها �شفر في F[x] في f(x) حدود غير مختزلة
وهكذا، فاإنّ تحليلها اإلى عوامل خطية في F‾  [x]- المعطى في المبرهنة 5.31- في الحقيقة يحدث 
t                                                                                      .E تن�شطر في f(x) ّوهكذا، فاإن ،E[x] في

7.50 نتيجة

البرهان

اإذا كان   ‾E ≤ F حقل ان�شطار على F، فاإنّ كل تماثل يربط E بحقل جزئي من  ‾F ويترك F ثابتة، 
هو في الحقيقة تماثل ذاتي على E، وبوجه خا�س، اإذا كان E حقل ان�شطار من درجة منهية على 

F، فاإنّ 
.                                          {E : F} = |G(E/F)|     

 ،F‾ على τ ثابتة، يمكن تمديده اإلى تماثل ذاتي F ويترك F‾ بحقل جزئي من E يربط σ كل تماثل 
بح�شب المبرهنة 3.49 ومناق�شة الغمر في الجزء الثاني من اإثبات المبرهنة 3.50. اإذا كان E حقل 
ا على  ان�شطار على F، فاإنه وبح�شب المبرهنة 3.50، ق�صر τ على E- اأي σ - يعطي تماثلًا ذاتيًّ
E، وهكذا لحقل ان�شطار E على F، كل تماثل يربط E بحقل جزئي من  ‾F ويترك F ثابتة، هو تماثل 

 .E ذاتي على
تنتج المعادلة |G(E/F)| = {E : F} مبااصرة لحقل ان�شطار E ذي درجة منتهية على F؛ لاأن 
  F وتترك F‾  بحقل جزئي من E تم تعريفها بو�شفها عدد التماثلات المختلفة التي تربط {E:F} 
t                                                                                                                                                    .ثابتة

)ℚ حقل ان�شطار لـ 8.50 مثال لاحظ اأنّ ( ,
{x2−2, x2−3}  

لـ كلها  الذاتية  التماثلات  الدوال i، σ1، σ2، σ3 هي  اأنّ   17.48 المثال  يثبت   ℚ  على 
يجب  الجزئي  للحقل  ذاتي  تماثل  كل  لاأن  الحقيقة؛  (في  ثابتة.   ℚ تترك  التي   ℚ( , )
على  الوحيدة  الذاتية  التماثلات  اأنها  نرى  فاإننا  ثابتًا،  الاأولي  الجزئي  الحقل  يترك   اأن 

)ℚ؛ اإذن:          , )

{ℚ( , ) : ℚ} = |G(ℚ( , )/ℚ)| = 4 

p                         .7.50 مو�شحًا النتيجة
نود اأن نحدد اصروطًا توؤدي اإلى اأنّ

|G(E/F)| = {E : F} = [E : F]
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اأول في الجبر المجرد 560 مقرر 

  لامتداد منتهٍ E على F، هذا هو مو�شوعنا الاآتي، و�شنثبت في الف�شل المقبل اأنّ هذه المعادلة 
تتحقق دائمًا عندما يكون E حقل ان�شطار على الحقل F ذي المميز 0 ، اأو عندما يكون F حقلًا 

 .p ≠ 0 حقلًا غير منتهٍ ذا مميز F منتهيًا. هذه المعادلة لي�شت بال�صرورة �شحيحة، عندما يكون

لاأن 9.50 مثال )ℚ؛  ) في  تن�شطر  لا    x3-2 الاآن  كالعادة،   ،2 لـ  الحقيقي  التكعيبي  الجذر  ليكن     
)ℚ﴾   اإلى  )﴿[x]   تتحلل في x3-2 ،؛ اإذنx3-2 وهناك �شفر حقيقي واحد فقط لـ ℚ( )<ℝ

عامل خطي  - x  وعامل تربيعي غير مختزل. 

)ℚ؛ اإذن،   حقل الان�شطار E لـ x3-2 على ℚ هو لذلك من الدرجة 2 على (

[E:ℚ] = [E: ℚ( )][ℚ( ): ℚ] = (2)(3) = 6

         اأثبتنا اأنّ حقل الان�شطار على ℚ لـ x3-2 من الدرجة 6 على ℚ، ويمكننا التحقق با�شتخدام 
التكعيب اأنّ: 

3 1 32
2
i− +

       
و

        
3 1 32

2
i− −

                 
 .ℚ( , i هي الاأ�شفار الاأخرى لـ x3-2  في ℂ؛ اإذن، حقل الان�شطار E لـ x3-2 على ℚ هو (
)ℚ ، الذي له درجة 12 على ℚ). �شتترك درا�شة اأخرى لهذا  المثال  , i, (هذا لي�س الحقل (
الم�شوق اإلى التمارين (انظر التمارين 7، 8، 9، 16، 21، 23).                                                      ▲
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الوحدة العااصرة الف�شل 50: حقول الان�شطار  561

∎ تمارين 50

ح�صابات 

  .ℚ[x] لكثيرات الحدود المعطاة في ℚ في التمارين من 1 اإلى 6، اأوجد درجة حقل الان�شطار على

(x2−2) (x2−3) .3    x4−1 .2                  x2+3 .1

 (x2−2) (x3−2) .6    x3−1 .5     x3−3 .4

ارجع اإلى المثال 9.50 في التمارين من 7 اإلى 9. 

؟ ( )3( 2 / )G   7. ما رتبة  

؟  ( )3( 2, 3 / )G i  8. ما رتبة   

؟  ( )3 3( 2, 3 / ( 2))G i  9. ما رتبة 

[م�ساعدة: يوجد ثمانية عنا�صر في   .ℤ2(α) x3+x2+1 تن�شطر في  اأنّ  اأثبت   .  ℤ2 x3+x2+1  على  لـ  α �شفرًا  10. ليكن 
ا عن ذلك ا�شتخدم نتائج  ℤ2(α). اأوجد �شفرين لـ  x3+x2+1  -اإ�شافة اإلى α – من هذه العنا�صر الثمانية. اأو عو�شً

الف�شل 33]. 

مفاهيم 

حاجة  هناك  كانت  اإذا   - الكتاب  اإلى  الرجوع  دون  مائل   بخط  المكتوب  الحدّ  تعريف   �شحّح   ،12 و   11 التمرينين  في 
للت�شحيح – بحيث يكون ب�شيغة قابلة للن�صر. 

 E اإذا وفقط اإذا كانت F حقل ان�سطار على E يكون الحقل .F الاإغلاق الجبري للحقل F F حيث  E F≤ ≤ 11. ليكن 
 .E التي لها �شفر في ، F[x] لكل كثيرة حدود في F تحوي الاأ�شفار جميعها في 

12.    كثيرة الحدود f(x)  في F[x] تن�سطر في الامتداد الحقلي E لـ F ، اإذا وفقط اإذا كانت تحلل اإلى عوامل في  E[x]، هي 
حا�شل �صرب كثيرات حدود من درجة اأقل. 

. ما الحدود التي  F E حقل الان�شطار لـ  f(x)  على F في F≤ 13. لتكن f(x)  كثيرة حدود في F[x] من الدرجة n، وليكن 
يمكن و�شعها لـ [E:F]؟  

14. �شع اإاشارة �شح اأو اإاشارة خطاأ:

 F ويترك E ؛ اإذن، يوجد تماثل ذاتي علىF حقل ان�شطار على E F≤   اأ.  لتكن α, β ∈ E، حيث 
          .irr (𝛼𝛼,F) = irr (β,F ) اإذا وفقط اإذا كانت ، β بـ α ثابتًا، ويربط

.ℚ حقل ان�شطار على ℝ .ب 
.ℝ حقل ان�شطار على ℝ .جـ 
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اأول في الجبر المجرد 562 مقرر 

.ℝ حقل ان�شطار على ℂ .د 
.ℚ حقل ان�شطار على  ℚ(i) .هـ 

.ℚ(π2) حقل ان�شطار على ℚ(π) .و 
 .E هو تماثل ذاتي على E كل تماثل على ، E F≤  ز. لكل حقل ان�شطار E على F، حيث 

F هو تماثل  ، كل تماثل من E اإلى حقل جزئي من  E F≤  ح.  لكل حقل ان�شطار E على F، حيث 
.E ذاتي على

 F ويترك F ، كل تماثل على E اإلى حقل جزئي من  E F≤  ط.  لكل حقل ان�شطار E على F، حيث 
.E ثابتة، هو تماثل ذاتي على

.F حقل ان�شطار على F للحقل F  ي. يكون كل اإغلاق جبري 
15.  اأثبت م�شتخدمًا مثالًا اأنّ النتيجة 6.50 لن تبقى �شحيحة اإذا اأُزيلت الكلمة »غير مختزل«.
16.  اأ. هل |G(E/F)| �صربية على الاأبراج المنتهية للامتددات المنتهية، اأي هل �شحيح اأنّ:  

                                 | ( / ) | | ( / ) || ( / ) |G K F G K E G E F=                       
؟  F E K F≤ ≤ ≤ حيث     

لماذا نعم اأو لماذا لا؟ [م�شاعدة: ا�شتخدم التمارين من 7 اإلى 9].
ب.   هل |G(E/F)| �صربية على الاأبراج المنتهية للامتددات المنتهية التي كل منها حقل ان�شطار على الحقل الذي 

اأ�شفل منه؟ لماذا نعم اأو لماذا لا؟ 
براهين 

17.  اأثبت اأنه اإذا كان الامتداد المنتهي E للحقل F حقل ان�شطار على F ، فاإنّ E حقل ان�شطار لكثيرة حدود واحدة في 
.F[x]

 .F حقل ان�شطار على E ّفاإن ،[E:F]=2 18.  اأثبت اأنه اإذا كان

 F‾ في F يحوي المترافقات كلها على E اإذا وفقط اإذا كان ، F حقل ان�شطار على E ّفاإن ،F ≤ E ≤ F‾  19.  اأثبت اأنه اإذا كان
لكل عن�صر من عنا�صره. 

)ℚ التماثل الذاتي المحايد فقط.  20.  اأثبت اأنّ لـ (
21.  بالرجوع اإلى المثال 9.50، اأثبت اأنّ: 

3

3( 2, 3) / ( 3)) ,G i i +      
 f (x) يكون تباديل على اأ�شفار ، f (x) ∈ F[x]  لكثيرة الحدود F على E 22.  اأ. اأثبت اأنّ التماثل الذاتي لحقل الان�شطار  

 .E في
      ب. اأثبت اأنّ التماثل الذاتي لحقل الان�شطار E على F لكثيرة الحدود f (x) ∈ F[x] ، يتعين تمامًا بالتباديل على 

 .( اأ�شفار f(x)  في E المعطاة في الفرع (اأ
جـ. اأثبت اأنه اإذا كان E حقل ان�شطار على F لكثيرة الحدود  f (x) ∈ F[x]، فاإنه يمكن النظر لـ G(E/F) بطريقة 

طبيعية بو�شفها زمرة تباديل. 
23.  ليكن E حقل الان�شطار لـ x3-2 على ℚ، كما في المثال 9.50. 

                          .[ ( )3i E≤ ≤  ؟ [م�ساعدة: ا�شتخدم النتيجة 7.50 والنتيجة 4.49 المطبقة على البرج  ( / )G E  اأ. ما رتبة 
.[( ب. اأثبت اأنّ G(E/ℚ) = S3، زمرة التناظر على ثلاثة اأحرف. [م�شاعدة: ا�شتخدم التمرين 22 مع الفرع (اأ
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 24.  اأثبت اأنه لاأيّ عدد اأولي p ، تكون درجة حقل الان�شطار على ℚ لـ x p−1 هي p − 1 . [م�شاعدة: ارجع اإلى النتيجة 
 .[17.23

25.  ليكن   ‾F و '    ‾F اإغلاقين جبريين للحقل F، ولتكن f (x) ∈ F[x] ، اأثبت اأنّ حقل الان�شطار E على F لـ f(x) في    ‾F، يماثل 
حقل الان�شطار ′E على F لـf(x)  في '    ‾F . [م�شاعدة: ا�شتخدم النتيجة 5.49].
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الامتدادات القابلة للف�صل Separable Extensionsالف�صل 51
تكرارات اأ�صفار كثيرة الحدود 

الدرا�شة جميعها محتواة في  F قيد  للحقل  الامتددات الجبرية  اأنّ  دائمًا  الاآن نفتر�س  اأننا  تذكر 
 .F لـ F‾    اإغلاق جبري محدد

هدفنــا الاآتــي هــو تحديــد ال�ــصروط الواجــب توافرهــا - لامتــداد منتــهٍ E لـــF – لكــي يكــون 
[E:F]={E:F}. مفتاح الاإجابة عن هذا ال�شوؤال هو افترا�س تكرار اأ�شفار كثيرات الحدود. 

ليكـــن f (x) ∈ F[x] . يكــون العن�شــر α من   ‾F حيث f (α) = 0  �صفرًاا ذا تكرار  v لـِ1.51f(x) تعريف

(zero of f(x) of multiplicity v)، اإذا كان v اأكبر عدد �شحيح، بحيث يكون v(x – α) عاملًا 
■                                                                     .F‾    [x] في f(x) من عوامل

تثبــت المبرهنــة الاآتيــة اأنّ تكــرارات اأ�شفار كثــيرة حدود غير مختزلــة ومعطاة علــى حقل، كلها 
مت�شاوية. ال�شهولة التي يمكننا بها اإثبات هذه المبرهنة، هي دليل اآخر على قوة تماثلات الترافق، 

وطريقتنا كلها في درا�شة اأ�شفار كثيرات الحدود هي عن طريق الدوال. 
لتكن f(x)  غير مختزلة في F[x]. كل اأ�شفار f(x)  في    ‾F لها التكرار نف�شه.2.51 مبرهنة

البرهان
 ( ), : ( )F Fα βψ α β→

غامر
 لتكن α و β اأ�شفارًا لـf(x) في ‾F بح�شب المبرهنة 3.48، يوجد تماثل ترافق.  

ــا   . يُنتــج τ تماثــلًا طبيعيًّ : F Fτ → بح�شــب النتيجــة 4.49، يمكــن تمديــد ψα,β اإلى تماثــل 
f (x) ∈ F[x] ثابتــة؛ لاأن τx f(x) تــترك τx ،الاآن .τx (x) = x حيــث ، [ ] [ ]:x F x F xτ →

و ψα,β تترك F ثابتة. ولكن 
τx ((x − α)ν ) = (x − β)ν ,

اأو ي�شاوي تكرار α. بالطريقة نف�شها يمكن الح�شول على  اأنّ تكرار β في f(x)  اأكبر     ما يثبت 
t                                                                       .β ي�شاوي تكرار α المتباينة العك�شية؛ اإذن، تكرار

اإذا كانت f(x)  غير مختزلة في F[x]، فيمكن تحليل f(x)  في F   [x] على ال�شورة:3.51 نتيجة

( ) ,v
i

i

a x α−∏
 .a ∈ F  و F حيث αi الاأ�شفار المختلفة لـ f(x) في 

النتيجة مبااصرة من المبرهنة t                                                  .2.51البرهان
       عند هذه النقطة، يحتمل اأنه يتعيّن علينا الاإثبات بمثال، اأنّ ظاهرة الاأ�شفار ذات  التكرار اأكبر 
من 1 لكثيرة حدود غير مختزلة، هي ظاهرة ممكنة الحدوث، و�شوف نعر�س لاحقًا في هذا الف�شل، 

. p ≠ 0 اأنها يمكن اأن تحدث فقط لكثيرة حدود في حقل غير منتهٍ ذي مميز
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 لتكن E = ℤp(y)، حيث y غير معين. لتكن t = yp، وليكن F الحقل الجزئي ℤp(t) من E. (انظر 4.51 مثال
ال�شكل 5.51). الاآن، E = F(y) جبري على F؛ لاأن y �شفر لـ F [x] ∋ (xp – t). بح�شب المبرهنة 
irr(y,F) ،13.29 يجب اأن تق�شم xp−t في F[x]. [في الحقيقة، irr(y,F)= xp-t ، و�شنترك برهان 

هذا اإلى التمارين انظر التمرين 10].
E = ℤp(y) = F(y)

F = ℤp(t) = ℤp(y
p)

ℤp

ال�صكل 5.51

لاأنَّ F(y) لا ي�شاوي F، فيجب اأن تكون درجة irr(y, F)  ≥ 2، ولكن لاحظ اأنّ 
                                   x p − t = x p − y p = (x − y) p,              

لاأن E ذو مميز p (انظر المبرهنة 19.48 والملاحظة التي بعدها). 
 y ما يعني اأنّ تكرار ،xp−t = irr(y,F) وذو تكرار < 1.  في الحقيقة irr(y,F) شفر لـ� y ،اإذن
p                                                                                                                                    .p ي�شاوي

          من الاآن ف�شاعدًا، �شنعتمد ب�شورة مكثفة على المبرهنة 7.49 ونتيجتها. تثبت المبرهنة 
3.48 ونتيجتها اأنه لامتداد جبري ب�شيط F(𝛼𝛼) لـ F ، يوجد تمديد واحد لتماثل العن�صر المحايد 
i ، الذي يربط F بـ F للاأ�شفار المختلفة جميعها لـ irr(α,F)، وهذه هي التمديدات الوحيدة لـ i؛ 

   .irr(α,F ) ي�شاوي عدد الاأ�شفار المختلفة لـ {F (α): F} ،اإذن
بالنظر لعملنا في مبرهنة لاجرانج والمبرهنة 4.31، فيجب اأن ندرك قوة مبرهنة مثل   

هذه المقبلة.    

اإذا كان E امتدادًا لـ F، فاإنّ {E:F} يق�شم [E:F].6.51 مبرهنة  

. لتكنالبرهان i Fα ∈   بح�شب المبرهنة 11.31، اإذا كان E منتهيًا على F، فاإنّ E = F (α1,…,αn)، حيث 
irr (αi , F (α1,…,αi-1) ) لها  αi  بو�شفه اأحد اأ�شفارها األـ ni التي لها جميعها التكرار  vi  بح�شب 

المبرهنة 2.51؛ اإذن: 

[F(α1, · · · , αi) : F(α1, · · · , αi−1)] = niνi = {F(α1, · · · , αi) : F(α1, · · · , αi−1)}νi .

 بح�شب المبرهنة 4.31 والنتيجة 10.49. 

[ ]: i i
i

E F n v=∏     

{ }: i
i

E F n=∏   و   

t                                      .[E:F] تق�شم {E:F} ،اإذن
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الامتدادات القابلة للف�صل
ا قابلاًا للف�صل على F (separable extension)، اإذا كان 7.51 تعريف  ي�شمى الامتداد المنتهي E لـ F امتدادًا

F قابل للف�صل على F ، اإذا كان F(α)  امتدادًا قابلًا للف�شل  [E:F]={E:F}. العن�صر α في 
 f(x) اإذا كانت اأ�شفار ، F قابلة للف�صل على f (x) ϵ F [x] كثيرة الحدود غير المختزلة .F على
¡                                                                                        .F جميعها قابلة للف�صل على F في 

,2   قابل للف�شل على ℚ؛ لاأننا راأينا في المثال 8.50 اأن8.51 مثال 3E  =    الحقل 
p                                                 .{E : ℚ} = 4 = [E : ℚ] 

ولجعل الاأمور اأكثر ب�شاطة ، �شنحدد تعريفنا للامتدادت القابلة للف�شل للحقل F على الامتدادات 
المنتهية E لـ F. للتعريف المقابل للامتدادات غير المنتهية، انظر التمرين 12.   

 irr (α,F) في α وكذلك تكرار ،irr(α,F) ي�شاوي عدد الاأ�شفار المختلفة لـ {F(𝛼𝛼): F} ّنعلم اأن
م�شاوٍ لتكرار كل مرافق لـ α على F، بح�شب المبرهنة 2.51. 

اإذن، α  قابلة للف�شل على F ، اإذا وفقط اإذا كانت irr(α,F) لها اأ�شفار ذات تكرار 1، وهذا يخبرنا 
باأنّ كثيرة الحدود غير المختزلةf (x) ϵ F [x]  قابلة للف�شل على F ، اإذا وفقط اإذا كانت اأ�شفارها 

جميعها ذات تكرار 1. 

، فاإنّ K قابلة 9.51 مبرهنة F E K≤ ≤ اإذا كان K امتدادًا منتهيًا لـ E ، وكانت E امتدادًا منتهيًا لـ F، اأي اإنّ 
 .F قابلة للف�شل على E و  E قابلة للف�شل على K اإذا وفقط اإذا كانت ، F للف�شل على

الاآن:البرهان:

[K : F] = [K : E][E : F],
و

{K : F} = {K : E}{E : F}.

اأنّ  اإلى  يوؤدي  اأن  يجب  وهذا   ،[K:F] = {K:F} فاإنّ   ،F على  للف�شل  قابلة   K كانت  اإذا 
المبرهنة  بح�شب  الدرجة  الدليل  يق�شم  حالة  كل  في  لاأنه  و{E:F}=[E:F]؛   [K:E]={K:E}
6.51  اإذن، اإذا كانت K قابلة للف�شل على F، فاإنّ K قابلة للف�شل على E و E قابلة للف�شل على 

  .F
في المقابل، لاحظ اأنّ {K:E}=[K:E] و {E:F}=[E:F] يوؤدي اإلى:                             

t    [K : F] = [K : E][E : F] = {K : E}{E : F} = {K : F}.

يمكن تعميم المبرهنة 9.51 ب�شورة وا�شحة - با�شتخدام الا�شتقراء الريا�شي – اإلى اأيّ   
برج منتهٍ من الامتدادات المنتهية. الحقل الاأعلى امتداد قابل للف�شل على الحقل في الاأ�شفل، اإذا 

وفقط اإذا كان كل حقل امتدادًا قابلًا للف�شل على الحقل اأ�شفله مبااصرة. 
اإذا كان E امتدادًا منتهيًا على F، فاإنّ E قابل للف�شل على F ، اإذا وفقط اإذا كان كل α في E قابلًا 10.51 نتيجة

 .F للف�شل على
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افتر�س اأنّ E قابل للف�شل على F ، ولتكن α ∈ E. فاإنّالبرهان
 F ≤ F(α) ≤ E,

.F قابل للف�شل على F(α) ّوتثبت المبرهنة 9.51 اأن
 ،F امتداد منتهٍ على E َّولاأن ،F قابلة للف�شل على α ∈ E افتر�س - في الحالة المقابلة- اأنّ كل

فيوجد  α1,…,αn  ، حيث:

F < F(α1) < F(α1, α2) < · · · < E = F(α1, · · · , αn).

 لاأنَّ αi  قابلة للف�شل على αi ،F قابلة للف�شل على F(α1,…,αi-1)؛ لاأن
 q(x) = irr(αi, F(α1,…,αi-1))

تق�شم  irr(αi, F)، وهذا يوؤدي اإلى اأنّ αi �شفر لـ q(x) ذو تكرار 1؛ اإذن، F(α1,…,αi) قابل للف�شل 
على F(α1,…,αi-1)؛ اإذن، E قابل للف�شل على F بح�شب المبرهنة 9.51، معممة بالا�شتقراء

t                                                                                                                                    .الريا�شي 
الحقول الكاملة

 F فقط، اإذا كان F يمكن اأن تف�شل في اأن تكون قابلة للف�شل على α ّنتحول الاآن اإلى اإثبات اأن
حقلًا غير منتهٍ ذا مميز p ≠ 0 ، اإحد الطرق هي تقديم الم�شتقات ال�شكلية لكثيرات الحدود، وعلى 
الرغم من اأنها تقنية رائعة ومفيدة كذلك، فاإننا - ورغبة في الاخت�شار- �شن�شتخدم بدلًا منها 

التمهيدية الاآتية، �شتقدم الم�شتقات ال�شكلية في التمارين من 15 اإلى 22.      
ا لـ F ، ولتكن: 11.51 تمهيدية ليكن  ‾F اإغلاقًا جبريًّ

f (x) = xn + an−1x
n−1 + ·· ·+a1x + a0

، فاإذا كانت m ∈ F [x](f (x)) و m . 1≠ 0 في F ، فاإن  [ ]F x اأي كثيرة حدود اأحادية في 
 .ai ∈F اأي اإنّ كل ،f (x) ∈ F [x]

يجب اأن نثبت اأنّ ai ∈ F، �شنعمل - با�شتخدام الا�شتقراء الريا�شي على  r- لاإثبات اأنّ an-r∈ F. البرهان
r =1 اإذا كان

.( f (x))m = xmn + (m · 1)an−1x
mn−1 + ·· ·+a0

m

ولاأنَّ m ∈ F [x](f (x))، فاإننا نح�شل وبوجه خا�س على:
(m · 1)an−1 ∈ F

 .F في  m  .1 ≠ 0 ّ؛ لاأن  an-1 ∈ F  ،اإذن
بو�شفها فر�شية للا�شتقراء، افتر�س اأنّ an-r ∈ F و r = 1,2,…,k-؛ اإذن، معاملxmn-(k+1)   في 

m(f(x)) يكون على ال�شورة: 

(m · 1)an−(k+1) + gk+1(an−1, an−2, · · · , an−k ),
حيث gk+1(an-1, an-2,…,an-k) هي تعبير بكثيرة حدود اشكلية في  an−1, an−2, · · · ,an−k . بح�شب 
فر�شية الا�شتقراء التي ذكرناها اآنفًا، gk+1(an-1, an-2,…,an-k) ∈ F ، وهكذا، فاإنّ an-(k+1) ∈ F؛ لاأن  
 t                                                                                 .F في  m · 1 ≠ 0
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 نحن الاآن في مو�شع معالجة الحقول F ذات المميز �شفر، واإثبات اأنه لامتداد منتهٍ E لـ F، فاإنّ 
[E:F]={E:F}. وبح�شب التعريف، هذا يعادل اإثبات اأنّ كل امتداد منتهٍ لحقل ذي مميز �شفر، 

يكون امتدادًا قابلًا للف�شل، نعطي في البداية تعريفًا.
يكون الحقل كاملاًا (Perfect) اإذا كان كل امتداد منتهٍ قابلًا للف�شل.                               ¡12.51 تعريف
كل حقل مميزه �شفر كامل.                                     13.51 مبرهنة

  ليكن E امتدادًا منتهيًا للحقل F ذي المميز �شفر، ولتكن α ∈ E ؛ اإذن، تتحللالبرهان
 irr (α,F) الاأ�شفار المختلفة  لـ αi حيث ، ( )vii

x α−∏ ] اإلى  ]F x  f(x) = irr (α,F)  في 
وافتر�س  α = α1؛ اإذن: 

( )( )
v

i
i

f x x α = − 
 
∏

ولاأن v. 1 ≠ 0  في حقل F مميزه �شفر، فيجب اأن يكون: 

( ) [ ]i
i

x F xα 
− ∈ 

 
∏      

بح�شب التمهيدية 11.51؛ ولاأن f(x) غير مختزلة وذات درجة �شغرى في F[x] و α �شفر لها، 
نرى اأنّ v = 1؛ اإذن، α قابلة للف�شل على F لكل α ∈ E. وهذا يعني، وبح�شب النتيجة 10.51 
t                                                                                           .F امتداد قابل للف�شل على E ّاأن

�شتدخلنا التمهيدية 11.51 لحالة الحقول المنتهية على الرغم من اأنّ برهانها اأ�شعب قليلًا. 
14.51 مبرهنة

البرهان

كل حقل منتهٍ كامل. 

ليكن F حقلًا منتهيًا مميزه p، وليكن E  امتدادًا منتهيًا لـ F، ولتكن α ∈ E. نريد اإثبات اأنّ α قابلة 

) ، حيث αi  الاأ�شفار  )vii
x α−∏ اإلى   F تتحلل في   f(x)=irr(α،F)  ،الاآن .F للف�شل على

 ، v = pt e لتكن . α = α1  ّوافتر�س اأن ،f(x) المختلفة لـ
حيث p لا تق�شم e؛ اإذن: 

( ) ( ) ( )
t

e
v p

i i
i i

f x x xα α 
= − = − 

 
∏ ∏

لاأن         F[x]؛  اإلى  تنتمي   ( )
tp

ii
x α−∏ فاإنّ   ،  11.51 التمهيدية  وبح�شب   ،F[x] اإلى  تنتمي 

e.1 ≠ 0 في F، ولاأن f (x) = irr(α,F)  ذات درجة �شغرى على  F و α �شفر لها، فيجب اأن 
 .e = 1 يكون

تثبت المبرهنة 19.48 والملاحظة اللاحقة لها اأنّ: 

( ) ( )
t t tp p p

i t
i i

f x x xα α 
= − = − 

 
∏ ∏
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اإذن، اإذا افتر�شنا f(x) مثل g(xpt)، فيجب اأن تكون g(x) ∈ F[x]. الاآن، g(x) قابلة للف�شل على 
) قابل للف�شل على  )tpF α اإذن،  F(α1؛  

pt
) = F(αpt

 ) αi. افتر�س 
pt F واأ�شفارها المختلفة  

. يجب  F x pt − α pt ، فنرى اأنّ α هو ال�شفر الوحيد لـ x pt − α pt  في 
 = (x − α) pt َّولاأن ،F

اأن يكون كذلك حقلًا منتهيًا – لاأنه ف�شاء متجهات منتهي البعد على حقل منتهٍ F- اإذن، الدالة 
  σp : F(α pt ) → F(α pt )

a ∈ F(α pt، تماثل ذاتي على  ح�شب المبرهنة 19.48. وعليه، 
المعطاة بـ σp(a) = ap، حيث (

(σp)
t (a) = apt و   ،F(αpt

(σp)  تماثل ذاتي كذلك على، (
t

 .(σp)
t (β) = α pt بحيث ،β ∈ F(α pt )  هو دالة غامرة،  فيوجد F(α pt ) لاأنَّ التماثل الذاتي على  

 .β = α ؛  ولذلك،  فيجب اأن يكون t وقد راأينا اأن α هو ال�شفر الوحيد لـ  tp pβ α= وهكذا، 
)  كانت قابلة للف�شل  )tpF α ، ولاأنَّ  ( ) ( )tpF Fα α= ، فاإننا نح�شل على  ( )  

tpFβ α∈ لاأنّ 
 .t = 0 و F قابلة للف�شل على α ،؛ لذلكF قابلة للف�شل على F(𝛼𝛼) ّفاإننا نرى الاآن اأن ،F على

اأثبتنا اأنه لـ α ،α ∈ E قابلة للف�شل على F؛ اإذن وبح�شب النتيجة E ،10.51 امتداد قابل للف�شل 
t                                                                                                                                       .F على

لقد اأكملنا هدفنا، الذي كان اإثبات اأنّ كل حقل مميزه 0 وكل حقل منتهٍ له فقط امتدادات منتهية 
 ،F لمثل هذه الحقول الكاملة E قابلة للف�شل، اأي اإنّ هذه الحقول كاملة، وللامتدادات المنتهية

.[E:F]={E:F} يكون

مبرهنة العنا�شر البدائية 
المبرهنة الاآتية كلا�شيكية في مبرهنة الحقول. 

          
يوجد            15.51 مبرهنة اإذن،  F؛  الحقل  على  للف�شل  قابلًا  منتهيًا  امتدادًا   E ليكن  البدائية):  العنا�شر  (مبرهنة 

 ،(Primitive element)) ي�شمى عن�شرًاا بدائيًّا α مثل هذا العن�صر) F = F(α) بحيث α ∈ E
بمعنى اأنّ الامتداد المنتهي القابل للف�شل لحقل يكون امتدادًا ب�شيطًا. 

اإذا كان F حقلًا منتهيًا، فاإنّ E حقل منته كذلك، لتكن α مولدة للزمرة الدورية *E من العنا�صر البرهان :
غير ال�شفرية في E بالن�شبة اإلى ال�صرب. (انظر المبرهنة 5.33). من الوا�شح اأنّ E=F(α)، وهكذا 

فاإنّ α عن�صر بدائي في هذه الحالة.

نفتر�س الاآن اأنّ F  غير منتهٍ، ونثبت مبرهنتنا في حالة E=F(β,γ)، فالمناق�شة بالا�شتدلال الريا�شي 
 من هنا اإلى الحالة العامة وا�شحة. لتكن irr(𝛽𝛽, F) لها اأ�شفار مختلفة  𝛽𝛽𝛽= 𝛽𝛽1,…, 𝛽𝛽n، ولتكن
 E حيث الاأ�شفار جميعها ذات تكرار 1؛ لاأن ، F irr(γ, F)  لها اأ�شفار مختلفة 𝛽𝛽γ  = γ1,…,γmفي 

امتداد قابل للف�شل على F، ولاأنَّ F غير منتهٍ، فن�شتطيع اأن نجد a∈ F ، بحيث: 
a ≠ (βi − β)/(γ − γj)
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لكل i و j حيث j ≠ 1  ، بمعنى اأنّ a(γ - γj) ≠ βi - β ، وبجعل a = β + aγ، فاإننا نح�شل على 
α = β + aγ ≠ βi + aγj؛ اإذن،   

α − aγj ≠ βi    

لكل i ولكل j ≠ 1 .  لتكن f (x) = irr (β, F) ، وافتر�س 
h(x) = f (α − ax) ∈ (F(α))[x].

الاآن، h(γ) = f (β) = 0، على اأيّ حال، h(γj) ≠ 0  لكل j ≠ 1  بالتعريف؛ لاأن βi  هي الاأ�شفار الوحيدة لـ 
f(x)؛ اإذن، h(x) و g(x) = irr(γ, F) لهما عامل م�شترك في (F(α)[x])، وهو irr(γ, F(α)) الذي 
ا؛ لاأن γ هو ال�شفر الوحيد الم�شترك لـ g(x) و h(x)؛ اإذن، γ ∈ F (α)؛ ولذلك،   يجب اأن يكون خطيًّ
t                                                                        .F (β، γ) = F (a)،؛ اإذنF(α) تنتمي لـ β = α – αγ 

يكون الامتداد المنتهي لحقل مميزه �شفر امتدادًا ب�شيطًا.          16.51 نتيجة
تثبت النتيجة مبااصرة من المبرهنتين 13.51 و t                                                              .15.51البرهان

 نرى اأنّ الاحتمال الوحيد “للحالة ال�شيئة” حيث يمكن اأن يكون الامتداد المنتهي غير ب�شيط هو 
. p≠ 0  الامتداد المنتهي لحقل غير منتهٍ مميزه
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∎ تمارين 51

ح�صابات 

في التمارين من 1 اإلى 4، اأوجد α بحيث يكون الحقل المعطى ℚ(α)، واأثبت اأنّ α هي بالتاأكيد في الحقل المعطى، تحقق 
م�شتخدمًا الح�شابات المبااصرة اأنّ المولدات المعطاة للامتداد على ℚ ، يمكن بالتاأكيد التعبير عنها بو�شفها كثيرة حدود 

 .ℚ ومعاملات من α اشكلية با�شتخدام

 64( 2,  2)   .2                            3( 2,  2)       .1
3( ,  2)i    .4                             ( 2,  3)        .3

مفاهيم 
في التمرينين 5 و 6،  �شحّح تعريف الحد المكتوب بخط مائل دون الرجوع اإلى الكتاب، - اإذا كانت هناك حاجة للت�شحيح- 

بحيث يكون ب�شيغة قابلة للن�صر. 
F الاإغلاق الجبري للحقل F، تكرار ال�شفر  α ∈ F   لكثيرة الحدود  f (x) ∈ F [x]  هو  +v ∈ ℤ، اإذا وفقط اإذا كان  5.      ليكن 

.F[x] في  f(x)ـ  v(x – α) هو اأعلى قوة لـ  x – α ، وتكون عاملًا  ل

.irr(α,F)شفرًا ذا تكرار 1 لـ� α اإذا وفقط اإذا كانت ، F قابل للف�شل على F ا لـ F. العن�صر α في F اإغلاقًا جبريًّ 6.     ليكن 
7.    اأعطِ مثالًا على f (x) ∈ ℚ[x]  لا اأ�شفار لها في ℚ ، ولكن اأ�شفارها في ℂ لها تكرار 2. ف�صّر كيف يتوافق هذا مع 

المبرهنة 13.51، التي تثبت اأنّ ℚ حقل كامل. 
8.   �شع اإاشارة �شح اأو اإاشارة خطاأ:

 .F قابل للف�شل على F اأ. كل امتداد منتهٍ لاأيّ حقل 
 .F قابل للف�شل على F ٍب. كل امتداد منتهٍ لاأيّ حقل منته 

 جـ. كل حقل ذي مميز 0 كامل. 
 . F  د. كل كثيرة حدود من الدرجة n على اأيّ حقل F، لها دائمًا n من الاأ�شفار المختلفة في

 هـ.  كل كثيرة حدود من الدرجة n على اأيّ حقل كامل F ، لها دائمًا n من الاأ�شفار المختلفة في 
. F

 و.  كل كثيرة حدود غير مختزلة من الدرجة n على اأيّ حقل كامل F ، لها دائمًا n من الاأ�شفار 
. F المختلفة في 

ا كامل.   ز. كل حقل مغلق جبريًّ
 ح. كل حقل F له امتداد جبري E بحيث يكون كاملًا. 

 .|G(E/F)| = [E : F] ّفاإن ،F امتداد ان�شطار منتهيًا قابلًا للف�شل على E ط. اإذا كان الحقل 
 .[E:F] يق�شم |G(E/F)| ّفاإن ،F امتداد ان�شطار منتهيًا لـ E ي. اإذا كان الحقل 
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براهين 
9. اأثبت اأنه اإذا كان كلا α, β∈ F قابلين للف�شل على F، فاإنّ  aβ ،α ± β و α/β، اإذا كانت β ≠ 0 كلها قابلة للف�شل 

 .F على 
[م�ساعدة: ا�شتخدم المبرهنة 9.51 ونتيجتها].     

10.  اأثبت اأنّ {y,…,y p-1,1} اأ�شا�س لـ   ℤp (y) على ℤp(y p)، حيث y غير معينة. بالرجوع اإلى المثال 4.51، ا�شتنتج 
.t = y p حيث ،ℤp (t) غير مختزلة على xp-t ّبمناق�شة الدرجة اأن
ا لحقل كامل F، فاإنّ E كامل.  11.  اأثبت اأنه اإذا كان E امتدادًا جبريًّ

Separable ex�) F امتداد قابل للف�صل على F على الحقل E -ٍ12.  الامتداد الجبري - الذي يمكن اأن يكون غير منته
tension)، اإذا كان لكل α ∈E ، F(α) امتداد قابل للف�شل على F، بالمعنى المعرّف في الكتاب. اأثبت اأنّ E امتداد 

يمكن اأن يكون غير منتهٍ - قابل للف�شل على F و K امتداد – يمكن اأن يكون غير منتهٍ – قابل للف�شل على E، فاإنّ 
 .F امتداد قابل للف�شل على K

 ،E ا من ا للحقل F. اأثبت اأنّ مجموعة عنا�صر E جميعها القابلة للف�شل على F ت�شكل حقلًا جزئيًّ 13.  ليكن E امتدادًا جبريًّ
الاإغلاق القابل للف�صل لـ F في E (Separable Closure).  [م�شاعدة: ا�شتخدم التمرين  9]. 

    .pn حقلًا منتهيًا من الرتبة E 14.   ليكن
 .n له رتبة σp اأ. اأثبت اأنّ التماثل الذاتي لفروبين�س

 .σp ومولدة بـ n دورية من الرتبة G(E/ ℤp)  ّاأن ( ب. ا�شتنتج من الفرع (اأ
 .[F على E لامتداد الان�شطار المنتهي القابل للف�شل |G(E/F)| = {E : F} = [E : F] ّم�ساعدة: تذكر اأن]

 .F[x] تقدم التمارين من 15 اإلى 22 الم�شتقات ال�شكلية في
f (x) = α0 + α1x + … + aix    في F[x]. الم�صتقة 

i + …+anx
n اأيّ حقل، ولتكن F 15. ليكن

 f ´(x)  لـ derivative( f(x)( هي كثيرة الحدود
f´ (x) = a1 +· · ·+(i · 1)ai x

i−1 + ·· ·+(n · 1)an x
n−1

حيث i.1 لها معناها الطبيعي لـ  +i ∈ ℤ و F ∋ 1. هذه م�شتقات اشكلية؛ لا »نهايات« متطلبة هنا.    

. [ ], F x +  اأ. اأثبت اأنّ الدالة D: F [x] → F [x] المعطاة بـ  D(f(x)) = f´(x) ، ت�شاكل على 
ب. اأوجد نواة D في حالة مميز F ي�شاوي 0. 

 .p ≠ 0 ي�شاوي F في حالة مميز D جـ. اأوجد نواة
16.  ا�شتكمالًا لاأفكار التمرين 15، اأثبت اأنّ: 

 .𝛼𝛼 ∈ Fو    f (x) ∈ F[x]لكل D(αf(x)) = αD (f (x))   .اأ
) من  ب.  D (f (x) g (x)) = f (x) g´ (x) + f´(x) g (x) لكل f (x), g(x) ∈ F[x] . [م�شاعدة: ا�شتخدم الفرع (اأ

 .[ f (x)g(x) هذا التمرين والتمرين ال�شابق، ثم اأكمل م�شتخدمًا الا�شتقراء الريا�شي على درجة
جـ. D(( f (x))m) = (m · 1) f (x)m−1 f´(x)  لكل f(x) ∈ F[x]. [م�صاعدة: ا�صتخدم الفرع (ب)].

a ∈ F �شفرًا لـ f (x) تكراره v ، فاأثبت اأنّ v > 1 اإذا وفقط اإذا كانت 𝛼𝛼 �شفرًا كذلك لـ  17. لتكن f (x) ∈ F [x]، وليكن 
.f´(x)

 [م�ساعدة: طبّق الفرع (ب) و(جـ) في التمرين 16 على التحليل f (x) = (x – α)v g(x)   لـ f(x) في الحلقة].

18. اأثبت م�شتخدمًا التمرين 17 ، اأنّ كل كثيرة حدود غير مختزلة على حقل F مميزه 0 قابلة للف�شل.
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.]F على 𝛼𝛼 كثيرة حدود ذات درجة �شغرى لـ irr(𝛼𝛼, F) ّم�شاعدة: ا�شتخدم حقيقة اأن[ 

19. اأثبت م�شتخدمًا التمرين 17 ، اأنّ كثيرة الحدود غير المختزلة q(x) على حقل F مميزه p ≠0 غير قابلة للف�شل، اإذا وفقط 
 .p يق�شم بـ q(x) اإذا كان كل اأ�سّ لكل حدّ في

) بلا قوا�شم  )f x′ 20. عمّم التمرين 17، باإثبات اأنّ f (x) ∈ F [x]  لا اأ�شفار لها بتكرار < 1 ، اإذا وفقط اإذا كانت f(x) و

] من درجة < 0.  ]F x م�شتركة في 

21. بجعل العمل اأكثر �شعوبة من العمل في التمرين 20، اأثبت اأنّ f (x) ∈ F [x]  لا اأ�شفار لها بتكرار < 1، اإذا وفقط اإذا 

. ]م�شاعدة: ا�شتخدم المبرهنة 9.46 في اإثبات اأنه اإذا كان  [ ]F x ) بلا قوا�شم م�شتركة غير ثابتة في  )f x′ كانت f(x) و
] كذلك[.  ]F x ، فاإنه القا�شم الم�شترك الاأكبر لهما في [ ]F x ) في  )f x′ 1 هو القا�شم الم�شترك الاأكبر لـ f(x) و

 f(x) لها اأ�شفار تكرارها < 1، من غير اإيجاد اأ�شفار  f (x) ∈ F [x]  ا لتحديد ما اإذا كانت ا عمليًّ 22. �شف اإجراءً ح�شابيًّ
ا. ]م�شاعدة: ا�شتخدم التمرين 21[. فعليًّ
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الامتدادات غير القابلة للف�صل كليًّاTotally Inseparable Extensions 1الف�صل 52
يثبت هذا الف�شل اأنّ الامتداد المنتهي E للحقل F يمكن اأن يق�شم اإلى مرحلتين، هما: امتداد قابل 
للف�شل K على F، متبوعًا بامتداد اآخر لـ K اإلى E ، الذي يكون اأبعد عن اأنّه قابل للف�شل بو�شفه 

اأبعد ما يمكن اأن يتخيله المرء. 
ا بطريقة موزاية لطريقة تطوير الامتدادات  �شنطور نظريتنا عن الامتدادات غير القابلة للف�شل كليًّ

القابلة للف�شل. 
ــى F 1.52 تعريف ــل ــا ع ــيًّ ــل ـــير قـــابـــل لــلــفــ�ــصــل ك غ  F ــل ــق ــح ــل ـــون الامـــــتـــــداد المــنــتــهــي E ل ـــك  ي

(totally inseparable extension) ، اإذا كان  1 < [E:F] ={E:F}، ويكون العن�صر a في
∎                    .F ا على F غير قابل للف�صل كليًّا على F ، اإذا كان F(a)  غير قابل للف�شل كليًّ

ا  نعلم اأنّ {F(α):F} ي�شاوي عدد الاأ�شفار المختلفة لـ irr(α,F) ؛ اإذن، α غير قابلة للف�شل كليًّ
على F ، اإذا وفقط اإذا كانت  irr(α,F) لها �شفر واحد تكراره < 1. 

ℤp)y، حيث y غير معينة. 2.52 مثال
p)  ا على بالعودة اإلى المثال 5.51، نرى اأنّ ℤp(y) غير قابل للف�شل كليًّ

▲
F،3.52 مبرهنة لـــ  منتهيًــا  امتــدادًا   E وكان   ،E لـــ  منتهيًــا  امتــدادًا   K كان  اإذا   :(9.51 المبرهنــة   (نظــيرة 

ا على  ا على F ، اإذا وفقط اإذا كان K غير قابل للف�شل كليًّ و F ≤ E ≤ K، فاإنّ K غير قابل للف�شل كليًّ
.F ا على E، وE غير قابل للف�شل كليًّ

لاأنَّ F < E < K، فاإننا نح�شل على  1 < [K:E]  و1 <[E:F]. افتر�س اأنّ K غير قابل للف�شل البرهان
{ } { }{ }: : : ,K F K E E F= ا على F؛ اإذن، 1={K:F} ، و كليًّ

اإذن، يجب اأن نح�شل على:
{ } [ ]: 1 :K E E F= < } و  } [ ]: 1 :E F K E= <  

.F غير قابل للف�شل كليًا على Eو ،E ا على وبذلك، K غير قابل للف�شل كليًّ
ا على F، فاإنّ:  ا على E، و E غير قابل للف�شل كليًّ  في المقابل، اإذا كان K غير قابل للف�شل كليًّ

{ } { }{ } ( )( ): : : 1 1 1,K F K E E F= = =

u                                                  .F  ا على و1˃[K:F]؛ اإذن K غير قابل للف�شل كليًّ
ا على F، اإذا 4.52  نتيجة )نظيرة النتيجة 10.51(: اإذا كان E امتدادًا منتهيًا لـ F، فاإنّ E غير قابل للف�شل كليًّ

.F ا على وفقط اإذا كانت كل α في E وα∉F  غير قابلة للف�شل كليًّ

افتر�س اأنّ E غير قابل للف�شل على F، ولتكن α ∈ E  و  α ∉ F ، فاإنّالبرهان
F < F(α) ≤ E

.F ا على اإذا كان F(α) =E، نكون قد انتهينا، بح�شب تعريف α غير قابلة للف�شل كليًّ
 ،F ا على اإذا كان F < F(α)< E، فاإنّ المبرهنة 3.52 تثبت ذلك؛ ولاأن E غير قابل للف�شل كليًّ

.F ا على فاإنّ F(α) غير قابل للف�شل كليًّ

1 لن ي�شتخدم هذا الف�شل فيما تبقى من الكتاب
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ا  575 الوحدة العااصرة الف�شل 52: الامتدادات غير القابلة للف�شل كليًّ

ا على F. لاأنَّ E منتهٍ على  في المقابل، افتر�س اأنه لكل  α ∉ F , α ∈ E  و α غير قابلة للف�شل كليًّ
F، فيوجد α1 ,…,αn ، بحيث:

F < F(α1) < F(α1, α2) < · · · < E = F(α1, · · · , αn).

ا على F(α1, …, αi-1) ؛  ا على αi ،F  غير قابلة للف�شل كليًّ ولاأنَّ كل αi  غير قابلة للف�شل كليًّ
لاأن q (x) = irr (αi, F (α1,...,αi – 1)) تق�شم irr(αi,F) بحيث αi هو ال�شفر الوحيد لـ q(x) وله 
ا على F (α1,...,αi-1)، و E غير قابل للف�شل   تكرار <1؛ اإذن، F(α1 , ..., αi) غير قابل للف�شل كليًّ
t                                 .بح�شب المبرهنة 3.52  معممة با�شتخدام الا�شتقراء الريا�شي ،F ا على كليًّ

لقد قمنا بعمل موازٍ لعملنا في الف�شل 51، بحيث ن�شتطيع التعامل مع هذه الاأفكار معًا. 

الاإغلاقات القابلة للف�صل 

ناأتي الاآن لل�شبب الرئي�س لاإدراج هذه المادة.
ا 5.52 مبرهنة ليكن F ذا مميز   p ≠ 0 ، وليكن E امتدادًا منتهيًا لـ F؛ اإذن، α ∈ E و α ∉ F غير قابلة للف�شل كليًّ

 .αpt ∈ F بحيث ،t ≤ 1 اإذا وفقط اإذا وجد عدد �شحيح ،F على

وكذلك يوجد امتداد وحيد K لـ F، بحيث F ≤ K ≤ E و K  قابل للف�شل على F، واإما E =K اأو 
 .K ا على E غير قابل للف�شل كليًّ

ا على F؛ اإذن، يوجد �شفر وحيد α  لـ  irr(α,F البرهان   لتكن  α ∉ F  ، α∈ E، غير قابلة للف�شل كليًّ
 ( تكراره < 1 ، وكما جاء في اإثبات المبرهنة 14.51، يجب اأن  تكون  irr(α,F )  على ال�شورة:

xpt − αpt.

 .t ≤ 1 حيث ،αpt ∈ F ،اإذن

في المقابل، اإذا كانت αpt ∈ F حيث t ≤ 1  و   α ∉ F ،α ∈ E  فاإنّ: 

xpt − αpt = (x − α)pt

لـ الوحيد  ال�شفر  هو   α اإذن،  تق�شمpt(x − α) ؛    irr(α,F) اأنّ  مثبتًا   ،  (xpt − αpt) ∈ F[x]  و 
 .F ا على irr(α,F) ، وهذا ال�شفر تكراره < 1، ما يعني اأنّ α غير قابلة للف�شل كليًّ

للجزء الثاني من المبرهنة، لتكن E = F(α1, …, αn)؛ اإذا كان 

( )irr( , )
ti

itp
i ij

j
F x pα α= −∏

ti  ، نح�شل على F(β11, β21,  ..., βn1) ≤ E  ،  و βi1 �شفر لـ 
ij ij pβ α= حيث αi1 = αi، لتكن 

( ) ( )i ij
j

f x x β= −∏
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حيث fi(x) ϵ F [x]، لاأنَّ الرفع للقوة p يعطي التماثل σp من E اإلى حقل جزئي من E، الرفع اإلى 
(σp) من E اإلى حقل جزئي من E، ولاأنَّ αij كلها مختلفة لـ i محددة، 

t هو دالة التماثل pt القوة
 ،F قابلة للف�شل على βij ،محددة؛ لذلك i لـ  βij فكذلك  األـ

لاأنه �شفر لكثيرة الحدودfi(x)  في F[x]، التي اأ�شفارها ذات تكرار 1؛ اإذن:

 K = F(β11, β21, · · · , βn1)

قابل  للف�شل على F، بح�شب برهان النتيجة 10.51. 

 αi
pti= βi1و ،K≠E ّفاإن  ،pti  ≠ 1 اأمّا اإذا كان بع�س األـ ،K=E ّفاإن ،pti  ≠ 1 اإذا كانت كل األـ

ا على K- بح�شب الجزء الاأول من  عن�صر في K، ما يثبت اأنّ كل αi � K غير قابل للف�شل كليًّ
هذه المبرهنة -. 

ا  على K- بح�شب برهان النتيجة 4.52.  اإذن، E = K(α1, … , αn) غير قابلة للف�شل كليًّ
ينتج من النتيجتين 10.51 و 4.52 اأنّ الحقل K يتكوّن من العنا�صر α  جميعها في E  القابلة للف�شل 
u                                                                                                   .وحيد K ؛ اإذنF على

ي�شمى الحقل الوحيد K في المبرهنة 5.52  الاإغلاق القابل للف�صل  لـ F فيE  6.52 تعريف
¡                                                                                                        . (separable closure)
 . 0≠p تعر�س المبرهنة ال�شابقة التركيب الدقيق للامتدادات غير القابلة للف�شل كليًّا لحقل مميزه
 .p لعنا�صر لي�شت قوًى  لـ p يمكن الح�شول على هذا الامتداد بتكرار اإ�شافة الاأ�شفار التي ترتيبها
ن�شير اإلى اأنّ المبرهنة 5.52 �شحيحة للامتدادات الجبرية غير المنتهية E لـ F. اإثبات  الجزء الاأول 
 ،αβ ،α ± β َّمن المبرهنة �شحيح كذلك في حالة الامتدادات غير المنتهية، اأما الجزء الثاني، فلاأن
و  α/β، عندما β ≠ 0 كلها محتواة في الحقل F(𝛼𝛼,β)، فاإنّ عنا�صر E جميعها القابلة للف�شل 
 α ∈ E ّما يوؤدي اإلى اأن ، E في F الاإغلاق القابل للف�صل لـ – E من K ا على F ت�شكل حقلًا جزئيًّ
ا على K؛ لاأن α ومعاملات irr(α, K) جميعها محتواة في امتداد  وα ∉ K غير قابلة للف�شل كليًّ

منتهٍ لـ F، وعليه، يمكن تطبيق المبرهنة 5.52. 
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ا  577 الوحدة العااصرة الف�شل 52: الامتدادات غير القابلة للف�شل كليًّ

∎ تمارين 52 
مفاهيم 

 .ℤ3  (y, z)في ℤ3  (u, v) ِشف الاإغلاق القابل للف�شل لـ� .v = z18  و   u= y12غير معينة، ولتكن z و y لتكن   .1
 .ℤ3  (y, z)في ℤ3  (u, v)ِشف الاإغلاق القابل للف�شل لـ� .v = y2z18و u = y12 غير معينة، ولتكن z و y 2. لتكن
 .ℤ3(y,z) في ℤ3  (u,v)ا (انظر التمرين 6) لـ بالرجوع اإلى التمرين 1، �شف الاإغلاق غير القابل للف�شل كليًّ   .3

ا لـِℤ3  (u, v) فيℤ3  (y, z). (انظر التمرين 6).  بالرجوع اإلى التمرين 2، �شف الاإغلاق غير القابل للف�شل كليًّ   .4
�شع اإاشارة �شح اأو اإاشارة خطاأ:   .5

 اأ. لا يوجد امتداد جبري فعلي لحقل غير منتهٍ مميزه p ≠ 0 ، يمكن اأن يكون امتدادًا قابلًا للف�شل. 
 .t< 0  حيث αpt ∈ F ّفاإن ،p ≠ 0ذي المميز F ا على  ب. اإذا كان F (α) غير قابل للف�شل كليًّ

 .ℤ5(y
 جـ.  لغير المعين ℤ5(y)، y، قابل للف�شل على (5

 .ℤ5(y
 د. لغير المعين ℤ5(y)، y، قابل للف�شل على (10

.ℤ5(y
ا على (10   هـ. لغير المعين ℤ5(y)، y، غير قابل للف�شل كليًّ

 .F ا على  و. اإذا كان F حقلًا و a جبرية على F، فاإنّ a اإما قابلة للف�شل اأو غير قابلة للف�شل كليًّ
 .E اإغلاقًا قابلًا للف�شل في F فاإنّ لـ ،F ا للحقل  ز. اإذا كان E امتدادًا جبريًّ

 F ا على الاإغلاق القابل للف�شل لـ ا للحقل F، فاإنّ E  غير قابل للف�شل كليًّ  ح.  اإذا كان E امتدادًا جبريًّ
 .E في

ا للحقل F ، و E  لي�س امتدادًا قابلًا للف�شل على F، فاإنّ  E غير قابل   ط. اإذا كان E امتدادًا جبريًّ
 .E في F ا على الاإغلاق القابل للف�شل لـ للف�شل كليًّ

 .irr(𝛼𝛼,F) هو ال�شفر الوحيد لـ 𝛼𝛼 ّفاإن ،F ا على  ي. اإذا كانت 𝛼𝛼 غير قابلة للف�شل كليًّ
براهين 

ا على F ، ت�شكل  ا للحقل F، فاإنّ اتحاد F ومجموعة عنا�صر E غير القابلة للف�شل كليًّ اأثبت اأنه اإذا كان E امتدادًا جبريًّ  .6
 .(totally inseparable closure) E في F الاإغلاق غير القابل للف�صل كليًّا لـ ،E ا من حقلًا جزئيًّ

 F، بمعنى اأنّ كل عن�صر في F هو القوة p لعن�صر في 
p = F كامل اإذا وفقط اإذا كان  p ≠ 0 ذا المميز F اأثبت  اأنّ الحقل   .7

 .F
8.  ليكن E امتدادًا منتهيًا للحقل F ذي المميز p. با�شتخدام م�شطلحات التمرين 7، اأثبت اأنّ E p = E اإذا وفقط اإذا كان           

E p = E . [م�شاعدة: الدالة σp: E → E المعرفة بـ  σp(α) = αp، حيث α ∈  E تماثل اإلى حقل جزئي من E. افتر�س 
المخطط في ال�شكل 7.52  ثم ناق�س الدرجة]. 

E

Ep

Ep

F

ال�صكل 7.52
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اأول في الجبر المجرد 578 مقرر 

مبرهنة جالوا Galois Theoryالف�صل 53
التفاعل ملخّ�س  جالوا  مبرهنة  تعطي  حيث  الكتاب،  كل  في  البحث  مادة  ذروة  يكون  ربما  الف�شل  هذا 

الجميل بين نظريتي  الزمر والحقول، وقد كان عملنا يق�شد هذا الهدف بدءًا من الف�شل 48، و�شنبداأ 
با�شتذكار النتائج الرئي�شة التي طوّرناها، حيث يتعيّن اأن تكون في الذاكرة تمامًا: 

لـ . 1 �شفر كذلك   β اأنّ  F بمعنى  α على  لـ  β مرافقة  ولتكن   ،  α ∈ E  ،  F ≤ E ≤ F  ليكن  
irr(α, F)؛ اإذن، يوجد تماثل ψα,β يربط F(α) ب�شورة غامرة مع F(β)، ويترك F  ثابتة، ويربط 

 .(β) بـ α
F  ويترك F ثابتة، يجب اأن . 2 F ≤ E ≤  F و α ∈ E ، فاإنّ التماثل الذاتي σ على  اإذا كان  

 .F على α باأحد مرافقات α  يربط
3 . ،G(E/F)  ثابتة الزمرة F التي تترك E ت�شكل مجموعة التماثلات الذاتية على ،F ≤ E اإذا كانت

فلاأيّ مجموعة جزئية S من G(E/F)، ت�شكل مجموعة عنا�صر E جميعها التي تُترك ثابتة 
 .F ≤ EG(E/F) ّوكذلك فاإن ،ES  كلها، حقلًا S  بعنا�صر

F ≤ E ≤ F، حقل ان�شطار على F ، اإذا وفقط  اإذا كان كل تماثل من E اإلى . ا  ،E يكون الحقل 
F ويترك F ثابتة، تماثل ذاتي على E، واإذا كان E امتدادًا منتهيًا وحقل  حقل جزئي من

 .{F : E} = |G(F/E)| ّفاإن ،F ان�شطار على
 اإذا كان E امتدادًا منتهيًا لـ F، فاإنّ {E: F} يق�شم [E: F]، واإذا كان E قابلًا للف�شل على . 5

F كذلك، فاإنّ [E : F] = {E : F}، وكذلك فاإنّ E قابل للف�شل على F، اإذا وفقط اإذا كانت 
 .α ∈ E جميعها تكرارها 1، لكل irr (α,F) اأ�شفار

اإذا كان E امتدادًا منتهيًا  على F وقابلًا للف�شل وحقل ان�شطار على F، فاإنّ: . 6
|G(E/F)| = {E : F} = [E : F].

الامتدادات الناظمية 

 �شنكون مهتمين بالامتدادات المنتهية K لـ F ، بحيث اإنّ كل تماثل من K  اإلى حقل جزئي من
ا على K، ويحقق:  F ويترك F ثابتة، يكون تماثلًا ذاتيًّ

[K : F] = {K : F}.

بالنظر اإلى النتيجتين 4 و5، هذه هي  الامتدادات المنتهية لـ F التي تكون قابلة للف�شل وحقول 
 .F ان�شطار على

يكون الامتداد المنتهي K لـ F امتدادًاا ناظميًّا منتهيًاا لـ F  (finite normal  extension) ، اإذا 1.53 تعريف
■                                                                                          .Fقابلًا للف�شل وحقل ان�شطار على  K كان

افتر�س اأنّ K امتداد منتهٍ ناظمي على F، حيث  F ≤ K -كالعادة-  اإذن وبح�شب النتيجة 4،  
  G(K/F)  وكما في ال�شابق نترك ،K ا على F ويترك F ثابتة، ينتج تماثلًا ذاتيًّ كل تماثل على 
لتكون زمرة التماثلات الذاتية جميعها المعرفة على K وتترك F ثابتة، اإذ �شنكون جاهزين بعد 

خطوة واحدة اأخرى لتو�شيح المبرهنة الاأ�شا�شية . 
F ≤ E ≤ K≤ F ؛ اإذن، 2.53 مبرهنة ا على F، وليكن E امتدادًا لـ F، بحيث  ليكن K امتدادًا منتهيًا ناظميًّ

K امتداد منتهٍ ناظمي على E، و G(K/E) هو بالتحديد الزمرة الجزئية.
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الوحدة العااصرة  الف�شل 53: مبرهنة جالوا   579

البرهان

من G(K/F) المكوّنة من التماثلات الذاتية التي تترك E ثابتة. اإ�شافة اإلى ذلك، يولد التماثلان 
، اإذا وفقط اإذا كانا في  F الذاتيان σ و τ من G(K/F) التماثل نف�شه من E اإلى حقل جزئي من 

.G(K/F) في G(K/E)  المجموعة الم�شاركة الي�صرى نف�شها لـ

اإذا كان K حقل ان�شطار للمجموعة {fi(x) | i ∈ I} من كثيرات الحدود في F[x]، فاإنّ K حقل 
 ،E[x] E لهذه المجموعة نف�شها من كثيرات الحدود معتبرة بو�شفها عنا�صر في  ان�شطار على 
حيث تثبت المبرهنة 9.51 اأنّ K قابل للف�شل على E؛ لاأنه قابل للف�شل على F؛ اإذن،K امتداد 

ناظمي على E، وهذا يبرهن الزعم الاأول.

الاآن كل عن�صر في G(K/E) هو تماثل ذاتي على K ويترك F ثابتة؛ لاأنها تترك الحقل   
ولاأنَّ   ،G(K/F) من  جزئية  مجموعة  بو�شفها   G(K/E) اإلى  النظر  يمكن  اإذن،  ثابتًا؛   E الاأكبر 

.G(K/E)  ≤ G(K/F) ّزمرة مع عملية تركيب الدوال كذلك، فاإننا نرى اأن G(K/E)

وτ في المجموعــة الم�شاركــة الي�ــصرى نف�شهــا   σ تقــع ،G(K/E) في τو  σ اأخــيًرا، لـــ  
حيــث  ،σ = τμ كان  اإذا  وفقــط  اإذا  اأو   ،τ−1σ ∈ G(K/E) كان  اإذا  وفقــط  اإذا   ،G(K/E)  لـــ 

 α ∈ E  فاإنه لكل ،μ ∈G(K/E) حيث ، σ = τμ ؛ ولكن، اإذا كان μ ∈ G(K/E) 
σ(α) = (τμ)(α) = τ (μ(α)) = τ (α),

لاأن μ(α) = α لكل α ∈ E. في المقابل، اإذا كان σ(α) = τ (α) لكل α ∈ E، فاإنّ 
(τ−1σ)(α) = α

                                                     ♦        .G(K/E) لذلك تنتمي اإلى  μ = τ−1σثابتة، و E تترك τ−1σ  ّوهذا يعني اأن ،α ∈ E لكل

 G(K/E) تثبت المبرهنة ال�شابقة اأنّ هناك تقابلًا بين المجموعات الم�شاركة الي�صرى لـ
اأننا لا ن�شتطيع  F ثابتة. لاحظ  K وتترك  اإلى حقل جزئي من   E G(K/F)، والتماثلات من  في 
قد   E لاأن  F؛  على   E من  ذاتية  تماثلات  تقابل  الي�صرى  الم�شاركة  المجموعات  هذه  اإنّ  القول: 
التماثلات  فاإنّ هذه   ،F ا على  امتدادًا ناظميًّ  E لو كان  بالطبع،   .F ان�شطار على  لا يكون حقل 
�شت�شبح تماثلات ذاتية من E على F، حيث يمكننا اأن نظن اأنّ هذا �شيحدث، اإذا وفقط اإذا كان 

ا.    G(K/E) زمرة جزئية ناظمية من G(K/F)، وهذه هي الحالة حقًّ

 E اإذا كان  اإذن،  ال�شلة ب�شورة حقيقية؛  الا�شتخدامين المختلفين لكلمة ناظمي وثيق  اأنّ  بمعنى 
ا لـ F، فاإنّ المجموعات الم�شاركة الي�صرى لـ G(K/E) في G(K/F) يمكن النظر اإليها  امتدادًا ناظميًّ
 E وهي زمرة التماثلات الذاتية الموؤثرة في ،G(K/F)/G(K/E) بو�شفها عنا�صر في زمرة العامل

.G(E/F) ثابتة، �شوف نثبت اأنّ زمرة العامل هذه تماثل F وتترك

المبرهنة الاأ�صا�صية

تن�سّ المبرهنة الاأ�شا�شية في مبرهنة جالوا على اأنه لامتداد ناظمي منتهٍ K للحقل F، يوجد تقابل 
.F ≤ E ≤ K حيث ،E والحقول المتو�شطة G(K/F) بين الزمر الجزئية لـ

هذا التقابل يربط بكل حقل متو�شط E الزمرة الجزئية G(K/E). ويمكننا كذلك الانتقال للجهة 
الاأخرى، والبدء بالزمرة الجزئية H من G(K/F)، ونقابل H بالحقل الثابت KH . �شنو�شح هذا 

بمثال، ثمّ نقدّم ن�سّ المبرهنة، ونناق�س اإثباتها. 
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اأول في الجبر المجرد 580 مقرر 

) الاآن K امتداد ناظمي لـ ℚ، ويثبت المثال 17.48 اأنه يوجد اأربعة 3.53 مثال )2, 3 K =  ليكن 
 {1, 2, 3, 6} تماثلات ذاتية على K وتترك ℚ ثابتة، نُذكّر بها باإعطاء قيمها على الاأ�شا�س 

 .ℚ على K لـ

( مخطط الزمر        )ب( مخطط الحقول ال�صكل 4.53   )اأ

  τ : الدالة المحايدة. 
−6  وتترك الباقي ثابتًا.  6 بـ   ، 2− 2 بـ  σ1: تربط 

−6 وتترك الباقي ثابتًا.  6 بـ   ، 3− 3 بـ  σ2: تربط 

−3 وتترك الباقي ثابتًا.  3 بـ   ، 2− 2 بـ  σ3: تربط 

راأينا اأنّ {ι، σ1, σ2, σ3} تماثل زمرة كلاين الرباعية، والقائمة الكاملة للزمر الجزئية، 
ومقرونة بكل زمرة جزئية الحقل المتو�شط الذي تتركه ثابتًا، هي كما ياأتي: 

{ }
{ }
{ }
{ }
{ }

1 2 3

1

2

3

, , , ,

     , ( 3),

     , ( 2),

     , ( 6),

     ( 2, 3).

i

i

i

i

i

σ σ σ

σ

σ

σ

↔

↔

↔

↔

↔











 الزمر الجزئية كلها من الزمرة الاإبدالية {ι، σ1, σ2, σ3} زمر جزئية ناظمية، والحقول المتو�شطة 
كلها امتدادات ناظمية لـ ℚ، األي�س هذا رائعًا؟! 
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هاتين  من  الاأكبر  فاإنّ  اأخرى،  في  محتواة  الجزئية  الزمر  اإحدى  كانت  اإذا  اأنه  لاحظ 
الزمرتين الجزئيتين تقابل الاأ�سغر من الحقلين الثابتين المقابلين، فكلما كبرت الزمرة الجزئية،  
اأي كلما زاد عدد التماثلات الذاتية �شغر الحقل الثابت، اأي قلّ عدد العنا�صر المتروكة ثابتة، لقد 
اأعطينا في ال�شكل 4.53 الر�شومات المتقابلة للزمر الجزئية والحقول المتو�شطة، ولاحظ مرة ثانية 
اأنّ الزمر قرب القمة تقابل الحقول قرب القاع، بمعنى اأنّ اأحد الر�شمين ي�شبه الاآخر مقلوبًا راأ�شًا 
على عقب، ولاأنَّ الر�شم هنا في الحقيقة ي�شبه نف�شه مقلوبًا راأ�شًا على عقب، فاإنه لي�س مثالًا جيدًا 

لنا.
لتو�شيح المبداأ  المقابل، تقدّم اإلى الاأمام لل�شكل 6.54 لترى الر�شم الذي لا ي�شبه معكو�شه.           ▲

     
ــا منتهيًــا للحقــل F، فــاإنّ G(K/F) زمـــرة جالـــوا لـــ K علــى F 5.53 تعريف اإذا كان K امتــدادًا ناظميًّ

■                                                                                       .(Galois group)
�شنذكر الاآن ن�سّ المبرهنة الرئي�شة، ثم نعطي مثالًا اآخر، واأخيًرا نكمل اإثبات المبرهنة الاأ�شا�شية.

ا على الحقل F، مع زمرة 6.53 مبرهنة )المبرهنة الرئي�صة في مبرهنة جالوا(: ليكن K امتدادًا منتهيًا ناظميًّ
 G(K/E) الزمرة الجزئية من   λ(E) لتكن   ،F ≤ E ≤ K E، حيث  G(K/F). لاأيّ حقل  جالوا 
التي تترك E ثابتة؛ اإذن، λ دالة تقابل من مجموعة هذه الحقول المتو�شطة E اإلى مجموعة الزمر 

 :λ حيث تتحقق الخ�شائ�س الاآتية لـ ،G(K/F) الجزئية من
( ) ( / )E G K Eλ = .1

( / ) ( )G K E EE K K λ= = .2

:λ(EH) = H ّفاإن ، H ≤ G(K/F) 3. اإذا كانت

λ(E)|.4| = [K : E] و (G(K/F) : λ(E)) = [E : F]، عدد المجموعات الم�شاركة الي�صرى لـ 
.G(K/F) في λ(E)

E .5 امتداد ناظمي على F ، اإذا وفقط اإذا كانت λ(E) زمرة جزئية ناظمية من G(K/F)، وعندما 
تكون λ(E) زمرة جزئية ناظمية في G(K/F)، فاإن: 

( / ) ( / ) / ( / ).G E F G K F G K E

6. الر�شم البياني للزمر الجزئية من G(K/F) ، هو معكو�س الر�شم البياني للحقول المتو�شطة من 
.F على K

ا جزءًا كبيًرا من هذه المبرهنة، لنَر كم تبقى علينا  ملاحظات على البرهان: في الحقيقة اأثبتنا توًّ
لنثبته. 

  15.48 λ المذكور في ن�سّ المبرهنة، وتثبت المبرهنة  1 هي مجرد تعريف  الخا�شية   
للخا�شية 2 اأنّ: 

( / ).G K EE K≤
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اأول في الجبر المجرد 582 مقرر 

، ولاأنَّ K امتداد ناظمي على E، وبا�شتخدام تماثل الترافق ومبرهنة    Eα لتكن 𝛼𝛼𝛼∈𝛼K، حيث           ∌
بالاأ�شفار   α ويربط  ثابتة،   E ويترك   ،K على  ا  ذاتيًّ تماثلًا  نجد  اأن  فيمكننا  التماثلات،  تمدد 

، وهذا يوؤدي اإلى اأنّ:  ( )irr ,  Fα المختلفة لـ 

( / ) ,G K EK E≤

كان اإذا  لاأنه  اأحادية؛   λ باأنّ  كذلك  ويخبرنا   ،2 الخا�شية  يثبت  وهذا   ،E = KG(K/E)  اإذن، 
 λ(E1) = λ(E2)، فاإننا وبح�شب الخا�شية 2 نح�شل على:

E1 = Kλ(E1) = Kλ(E2) = E2 
λ دالة غامرة. بالطبع،  اأنّ  اإثبات  3 عملنا الاأ�شا�شي، وهذا يعادل تمامًاأ  الاآن، �شتكون الخا�شية 
اإذا كانت H ≤ G(K/F)، فاإنّ H ≤ λ(KH)؛ لاأن H مت�شمنة بالتاأكيد في مجموعة التماثلات 

.[K : E] = {K : E} ثابتة، حيث �شن�شتخدم هنا بقوة خا�شيتنا KH الذاتية كلها التي تترك

ن�شتنتج الخا�شية 4 من ،{E : F} = [E : F] ,{K : E} = [K : E] والعبارة   
الاأخيرة في المبرهنة 2.53. 

�شيبقى علينا اإثبات اأنّ المعنيين لكلمة ناظمي تتقابل في الخا�شية 5، 

ا الخا�شية 6 في المثال 3.53؛ اإذن، يبقى علينا اإثبات الخا�شيتين 3 و 5.  وقد اأثبتنا توًّ  

فاإذا كانت       اأ�شفار كثيرات الحدود.  لدرا�شة  اأداة قوية  الرئي�شة لمبرهنة جالوا  المبرهنة   
 f(x) ∈ F [x]، بحيث اإنّ كل عامل غير مختزل لـ  f (x)   قابل للف�شل على F، فاإنّ حقل الان�شطار 
K لـf (x) على F امتداد ناظمي لـ F. زمرة جالوا G(K/F) هي زمرة كثيرة الحدود f (x) على 
ح هذا  F، ويمكن اأن تعطى بنية هذه الزمرة معلومات ذات فائدة بخ�شو�س اأ�شفار f(x)،  �شيُو�شَّ

ب�شورة مده�شة في الف�شل 56 عندما نحقق هدفنا النهائي. 

زمر جالوا على الحقول المنتهية

 F امتداد قابل للف�شل على K ّلقد راأينا اأن ،F امتدادًا منتهيًا  للحقل المنتهي K ليكن  
(الحقل المنتهي كامل). افتر�س اأنّ رتبة F هي pr وn = [K : F] ، اإذن، رتبة K ت�شاوي prn، وقد 

 .F امتداد ناظمي على K ،؛ اإذنF على  x prn− x هو حقل الان�شطار لـ K ّراأينا اأن
،𝛼𝛼𝛼 ∈ K لـــــكل  حيـــــث   ،σpr ثابتـــــة   F تتــــرك  التــــي  الذاتيــــة  التماثــــلات  اأحـــــد   الاآن 
𝜎𝜎)، ولاأنَّ كثــيرة الحدود من الدرجة pri يمكن اأن يكون لها 

pr)
i(α)= αpri ّلاحـــظ اأن .𝜎𝜎

pr (α) =αpr 

rp التي يمكن اأن تترك كل األـ 
σ على الاأكثر pri  من الاأ�شفار في الحقل، فاإننا نرى اأنّ اأ�شغر اأ�س لـ

σpr في G(K/F) هي على الاأقل 
  

pr n  عن�ــصًرا في K ثابتــة، هي القوة n. بمعنى اأنّ رتبة العن�صر

 .σpr دورية ومولدة بـ G(K/F) فيجب اأن تكــون ، ( ) [ ]/  :G K F K F n= = n؛ ولذلـــك، لاأنَّ 
نلخّ�س هذه الخطوات في مبرهنة. 

اإذن،  7.53 مبرهنة من العنا�صر؛   pr F ، الذي يحوي  للحقل المنتهي   n K امتدادًا منتهيًا من الدرجة   ليكن 
𝛼𝛼𝛼∈𝛼K لكل 𝜎𝜎

pr (α) =αpr𝛼 حيث ، 𝜎𝜎
pr ومولدة بـ ،n دورية من الرتبة G(K/F) 
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ن�شتخدم هذه المبرهنة في اإعطاء تو�شيح اآخر للمبرهنة الرئي�شة في مبرهنة جالوا.
 ليكن F = ℤp ، ولتكن K = GF(p12)؛ اإذن،  12 = [K : F]، هذا يوؤدي اإلى اأنّ G(K/F) تماثل 8.53 مثال

اإنّ الر�شم البياني للزمر الجزئية والحقول المتو�شطة معطًى في  اإذ   ، 〈ℤ12, + 〉   الزمرة الدورية
ال�شكل 9.53، ومرة اأخرى، كل ر�شم لي�س معكو�س الاآخر فقط ، بل للاأ�شف، ي�شبه معكو�س نف�شه، 
�شتُعطى اأمثلة في الف�شل 54، حيث الر�شوم البيانية لا ت�شبه معكو�شها، اإ�شافة اإلى اأن ن�شف الزمر 

الجزئية الدورية 

  
                  (أ)                                                                       (ب)                  
) مخطط الزمر                           (ب) مخطط الحقول                                ال�صكل 9.53  (اأ

من  G(K/F) =   〈σp 〉  باإعطاء مولداتها، على �شبيل المثال:

▲                                                          〈σ p
4 〉 = {ι, σp

4, σp
8} 

اإتمام اإثبات المبرهنة الرئي�صة

راأينا اأنّ الخا�شيتين 3 و 5 ، هما كل ما تبقى لاإثباته في المبرهنة الرئي�شة في مبرهنة   
جالوا. 

بالعودة اإلى الخا�شية 3، يجب اأن تثبت اأنه لـ λ(KH) = H ، H ≤ G(K/F). البرهان
اأنه من  اإثباته،  اإذن، ما يجب علينا في الحقيقة  اأنّ H ≤ λ(KH) ≤ G(K/F)؛    نعلم 

الم�شتحيل اأن تكون H زمرة جزئية فعلية من λ(KH). �شنفر�س اأنّ:
H < λ(KH)

 ،α∈K  حيث  K = KH(α)  ،ا، وبو�شفه امتدادًا منتهيًا قابلًا للف�شل ثم نجد تناق�شً  
بح�شب المبرهنة 15.51، ولتكن:

n = [K : KH] = {K : KH} = |G(K/KH)|.

اإذن، H <G(K/KH) يوؤدي اإلى اأنّ H| < |G(K/KH)| = n|، ما يعني اأنّ: H| < [K : KH] = n| لتكن 
,1 ، وافتر�س كثيرة الحدود  , Hσ σ…  H عنا�صر

( )( )
1

( ) .
H

i
i

f x x σ α
=

= −∏
اإ
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اإذن، درجة f (x)  ت�شاوي |n > |H ، وتكون معاملات كل قوة لـ x  في f (x)  تعابير 
متماثلة في σI(α)، على �شبيل المثال:  معامل  x|H|-1   ي�شاوي

 σ1(α) −σ2(α) − ·· ·−σ|H|(α)− · اإذن، لا تتغير هذه المعاملات تحت اأيّ تماثل σi ∈ H؛ لاأنه 
اإذا كانت σ ∈ H، فاإنّ: 

σσ1, · · · , σσ|H|

 هي مرة اأخرى المتتالية  |σ1, σ2,…,σ|H ، ما عدا طبعًا الترتيب؛ لاأنّ H زمرة؛  اإذن، تنتمي معاملات
f (x)  اإلى KH ، ولاأنَّ اإحدى σi  هي i، نرى اأنّ   σ i (α)   هي α، وهكذا  f (α) = 0؛ اإذن، نح�شل على:

deg(α, KH) ≤ |H| < n = [K : KH] = [KH(α) : KH].
وهذا م�شتحيل، وهكذا نكون قد اأثبتنا الخا�شية 3.

نتوجه الاآن للخا�شية 5. كل امتداد E لـ F، F ≤ E ≤ K  يكون قابلًا للف�شل بح�شب المبرهنة 
9.51؛ اإذن، E ناظمي على F ، اإذا وفقط اإذا كان E حقل ان�شطار على F، وبح�شب مبرهنة تمديد 
F  ويترك F ثابتة، يمكن تمديده اإلى تماثل ذاتي  التماثل، كل تماثل من E اإلى حقل جزئي من  
على K؛ لاأن K ناظمي على F؛ اإذن، التماثلات الذاتية في كلها تنتج التماثلات الممكنة من E اإلى 
حقل جزئي من F وتترك F ثابتة، وبح�شب المبرهنة 3.50، فاإنّ هذا يثبت اأنّ E حقل ان�شطار على 

، α∈ E و ( )/ G K Fσ∈ F؛ ولذا، فهو ناظمي على F ، اإذا وفقط اإذا كان لكل 
σ(α) ∈ E

 بح�شب الخا�شية E ،2 هوالحقل الثابت لـ  G(K/E)؛ واإذن، σ (α) ∈ E، اإذا وفقط اإذا كان لكل
 .τ ∈ G(K/E)  

τ (σ(α)) = σ(α).
وهذا بدوره يتحقق اإذا وفقط اإذا كان: 

(σ−1τσ)(α) = α
  σ ∈ G(K/F) ولكن هذا يعني اأنه لكل ، τ ∈ G(K/E) و  σ ∈ G(K/F) ، α ∈ E لكل   

و σ−1τσ ، τ ∈ G(K/E) تترك كل عن�صر في E ثابتًا، اأي:
(σ−1τσ) ∈ G(K/E).

 . ( )/G K F ) زمرة جزئية ناظمية في  )/G K F هذا بالتحديد اصرط اأنّ 
ا لـ F ، فاإنّ:  بقي علينا اإثبان اأنه عندما يكون E امتدادًا ناظميًّ

الذاتــي  التماثــل  تكــون   σE دع   ،σ ∈ G(K/F) كانــت  اإذا   .G(E/F)≃G(K/F)/G(K/E)  
 علــى E المتولــد مــن σ  (نفتر�ــس اأنّ E امتــداد ناظمــي لـــ F)؛ اإذن،  σE ∈ G(E/F) . الدالــة

ϕ : G(K/F) → G(K/F) المعطاة بـ
ϕ(σ) = σE  

حيث  σ ∈ G(K/F)، تمثل ت�شاكلًا بح�شب مبرهنة تمديد التماثل،  كل تماثل ذاتي على E ويترك F ثابتة، 
 ϕ ونواة ، G(K/F) ـ  يمكن تمديده اإلى تماثل ذاتي على K، اأي اإنه τE  حيث   τ ∈ G(K/F)؛  اإذن، ϕ غامر ل

هي . G(K/E)، وهكذا وبح�شب المبرهنة الاأ�شا�شية للتماثل،

 t                                                       .اإ�شافة اإلى ذلك، هذا التماثل طبيعي ( ) ( ) ( )/ / / /G E F G K F G K E
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∎ تمارين 53
ح�صابات

)  امتداد ناظمي منتهٍ على ℚ. يمكن اإثبات اأنّ  8=[K : ℚ] في التمارين 1 اإلى 8،  2, 3, 5)K = الحقل  
اح�شب الكمية العددية المطلوبة. ا�شتُخدمت الرموز في المبرهنة 6.53. 

.1{K : ℚ}.2|G(K / ℚ)|

.3|λ(ℚ)|.4|λ (ℚ(√
—
2    ,√

—
3    ))|

.5|λ (ℚ(√
—
6    ))|.6|λ (ℚ(√

—
3   0 ))|

.7|λ (ℚ(√
—
2    + √

—
6    ))|.8 |λ(K)|

 .ℚ على (x4 – 1) ∈ ℚ[x]  9. �شف زمرة كثيرة الحدود
.G (GF (729)/GF(9))  10. اأوجد الرتبة، و�شف المولد للزمرة
11. ليكن K حقل ان�شطار x3 - 2  على ℚ. (ارجع للمثال 9.50). 

. 3( ( 2, 3)K i= . (بح�شب المثال  9.50  3i و   3 2 اأ. �شف العنا�صر ال�شتة لـ G(K/ℚ) باإيجاد قيمها على 
ب. اأيّ الزمر التي راأيناها �شابقًا تماثل G(K/ℚ)؟ 

) في نهاية الكتاب، اأوجد الر�شم البياني للحقول الجزئية من K والزمر  جـ. با�شتخدام الرموز المعطاة لاإجابة الفرع (اأ
الجزئية من G(K/ℚ) ، مظهرًا الحقول المتو�شطة والزمر الجزئية المتقابلة، كما فعلنا في ال�شكل 4.53. 

.ℚ على (x4 − 5x2 + 6) ∈ ℚ[x] 12. �شف زمرة كثيرة الحدود
 .ℚ على (x3 − 1) ∈ ℚ[x] 13. �شف زمرة كثيرة الحدود

مفاهيم 

ولكــن:   ،K2 يماثــل  لا   K1 بحيــث  نف�شــه،   F للحقــل   K2 و   K1 منتهيــين  ناظميــين  امتداديــن  علــى  مثــالًا  اأعــطِ   .14 
 .G(K1/F) ≃ G(K2/F)      

15. �شع اإاشارة �شح اأو اإاشارة خطاأ:
 اأ. يمكن اأن يكون لزمرتين جزئيتين مختلفتين من زمرة جالوا الحقل الثابت نف�شه. 

    .λ(E) < λ(L) ّفاإن ، F ≤ E < L ≤ K ب. برموز المبرهنة 6.53، اإذا كان 
.F ≤ E ≤ K  حيث E امتداد ناظمي لـ K ّفاإن ،F ا منتهيًا لـ  جـ. اإذا كان K امتدادًا ناظميًّ

 د.  اإذا كان للامتدادين الناظميين المنتهيين E و L للحقل F زمرتي جالوا متماثلتين، فاإنّ:                    
.[E :F] = [L : F]

ا منتهيًا لـ F و H زمرة جزئية ناظمية لـ G(E/F)، فاإنّ EH امتداد ناظمي  هـ.  اإذا كان E امتدادًا ناظميًّ
 .F لـ

ا منتهيًا للحقل F، فاإنّ زمرة جالوا G(E/F) زمرة ب�شيطة.   و.  اإذا كان E امتدادًا ب�شيطًا ناظميًّ
 ز.  زمرة جالوا لا تكون ب�شيطة. 

 ح. زمرة جالوا لامتداد منتهٍ لحقل منتهٍ اإبدالية. 
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 .F ا لـ  ط. الامتداد E ذو الدرجة 2 على الحقل F ، يكون دائمًا امتدادًا ناظميًّ
ا لـ F ، اإذا كان مميز F لي�س 2.   ي. الامتداد E ذو الدرجة 2 على الحقل F ، يكون دائمًا امتدادًا ناظميًّ

براهين
 K زمرة اإبدالية. اأثبت اأنه اإذا كان G(E/F) اإذا كانت ، F اإبداليًّا على F للحقل K 16. ي�شمى الامتداد المنتهي الناظمي

 .F اإبدالية على E و E اإبدالي على K ّفاإن  ،F ≤ E ≤ K بحيث ،F ا لـ ا على F ، وكان E امتدادًا ناظميًّ اإبداليًّ
(norm of 𝛼𝛼 over F)  F على α فاإنّ معيار ،α ∈ K اأثبت اأنه لكل .F ا منتهيًا للحقل 17. ليكن K امتدادًا ناظميًّ

     المعطى بـ:
( ) ( )/

( / )
K F

G K F

N
σ

α σ α
∈

= ∏

واأثر  α في F   (trace of 𝛼𝛼) المعطى بـ:
( ) ( )/

( / )

,K F
G K F

Tr
σ

α σ α
∈

= ∏

 .F تكون عنا�صر في
. بالرجوع اإلى التمرين 17، اح�شب كلاًّ مما ياأتي (انظر المثال 3.53):  ( 2, 3)K i= 18. افتر�س 

اأ.
/

/

/

/

( 2)

( 6)

( 2)

( 6)

K

K

K

K

N

N

Tr

Tr









ب.
/

/

/

/

( 2 3)
(2)

( 2 3)
(2)

K

K

K

K

N
N

Tr
Tr

+

+









د.جـ.

و.هـ.

ح.ز.

ا لـ F، ولتكن K = F(α)، ولتكن:  19. ليكن K امتدادًا ناظميًّ
irr(α, F) = xn + an−1x

n−1 +· · ·+a1x + a0

بالرجوع اإلى التمرين 17، اأثبت اأنّ: 
.TrK/F (α) = −an−1ب.,NK/F (α) = (−1)na0اأ.

لتكن f (x) ∈ F[x] كثيرة حدود من الدرجة n ، بحيث اإنّ كل عامل غير مختزل لها قابل للف�شل على F. اأثبت اأنّ    .20
.n! تق�شم F على f (x) رتبة زمرة

لتكن f (x) ∈ F[x]  كثيرة حدود، بحيث اإنّ كل عامل غير مختزل لـ f (x)  كثيرة حدود قابلة للف�شل على F. اأثبت اأنّ    .21
. F زمرة  f (x)   على F يمكن اأن تُعدّ ب�شورة طبيعية زمرة تباديل اأ�شفار f(x)  في 

 .n ي�شاوي 0 اأو لا يق�شم F حيث مميز ، F ا من الرتبة n للواحد في  ليكن F حقلًا، ولتكن ζ جذرًا بدائيًّ   .22

 .F امتداد ناظمي على F(ζ) ّاأ.  اأثبت اأن

.[r وتتحدد تمامًا بهذه القيمة ζr  باأحد ζ تربط 𝜎𝜎 ∈ G (F(ζ)/F) م�شاعدة: كل] .اإبدالية G(F(ζ)/F) ّاأثبت اأن ب.  

ا على F (cyclic)، اإذا كانت G(K/F) زمرة دورية. ي�شمى الامتداد الناظمي المنتهي K للحقل F دوريًّ   .23

F دوري على E ّفاإن ، F ≤ E ≤ K بحيث ،F ا على ا على F، وكان E امتدادًا ناظميًّ اأثبت اأنه اإذا كان K دوريًّ  اأ.  
.E دوري على Kو
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ا على F، فاإنه يوجد بال�شبط حقل واحد F ≤ E ≤ K ،E ، من الدرجة d على F لكل  اأثبت اأنه اإذا كان K دوريًّ ب.  
.[K : F] لـ d قا�شم

 .F ا منتهيًا لـ ليكن K امتدادًا ناظميًّ   .24

لـ α ∈  K، اأثبت اأنّ:  اأ.  
( )( )

( / )

( )
G K F

f x x
σ

σ α
∈

= −∏

F[x]  عن�صر في
 .K = F(α) اإذا وفقط اإذا كان ، f(x) = irr(α,F) و ، irr (α,F) قوة لـ  f (x)  ّاأثبت اأن ،( بالاإاشارة اإلى الفرع (اأ ب.  

ويحوي كلاًّ من E و L ، بمعنى 
 
 F ، هو اأ�شغر حقل جزئي من  F 25. المو�صل E ∨ L  (join) للامتدادين E و L للحقل F في 

 ،F ا منتهيًا للحقل F التي تحوي كلاًّ من E و L. ليكن K امتدادًا ناظميًّ اأنّ E ∨ L هو تقاطع الحقول الجزئية كلها من 
 G(K/E) بدلالة G(K/(E ∨ L)) كما هو مو�شح في ال�شكل 10.53 ، �شف ،K محتويين في F امتدادين لـ L و E وليكن

.G(K/L) و
 .G(K/L) و G(K/E) بدلالة G(K/(E ∩ L)) بالاإاشارة اإلى الو�شع في التمرين 25، �شف   .26

ال�صكل 9.53
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تو�صيحات على مبرهنة جالوا Illustrations of Galois Theoryالف�صل 54
الدوال المتناظرة

 F تترك F(y1, … yn) غير معينات، هناك تماثلات ذاتية طبيعية على y1, … yn حقلًا، ولتكن F ليكن
ثابتة – يعني – تلك المعرفة بو�شفها تباديل على {y1, … yn}. لنكن اأكثر و�شوحًا،  لتكن σ تبديلة 
         σ : F(y1, · · · , yn) → F(y1, · · · , yn)  اإلى دالة طبيعية σ ؛ اإذن، تعمّمσ ∈ Sn  اأي {1,…,n} على

 المعطاة بـ : 

( )
( )

( )( )
( ) ( )( )

( )11

1 1

,...,,...,
,..., ,...,

nn

n n

f y yf y y
g y y g y y

σσ

σσ

σ
 

=  
 

 σ حيث  f (y1,…yn), g(y1,…,yn) ϵ F[y1,…,yn]، و  g(y1,…,yn) ≠ 0. ن�شتنتج على الفور اأنّ 
 ،σ تماثل ذاتي على F (y1,…yn) يترك F ثابتة، وعنا�صر  F(y1,…,yn) التي تترك ثابتة بكل 

. y1,…yn هي الدوال الن�شبية المتناظرة في غير المعينات ،σn ϵ S  لكل

 ي�شمى العن�صر في الحقل F(y1,…yn) دالة متناظرة في y1,…yn على 1.54F تعريف
 (Symmetric function)، اإذا تُركت ثابتة بتباديل  y1,…yn كلها، بالمعنى الذي اصرحناه

توًّا.                                                                                                                                                ∎ 

Sn  ب�شورة  nS تماثل  اأنّ  ، لاحظ   σn  ϵ  S σ كلها، حيث   الذاتية  التماثلات  nS زمرة   لتكن 
. افتر�س كثيرة الحدود.   nS طبيعية. ليكن K الحقل الجزئي من  F (y1,…yn)  الذي يترك ثابتًا بـ 

1

( ) ( )
n

i
i

f x x y
=

= −∏

n كثيرة الحدود العامة من الدرجة  f (x) ∈ (F(y1,…,yn)) [x] ت�شمى كثيرة الحدود
σ- ب�شورة طبيعية – اإلى   [x] (F(y1,…,yn)) ، حيث  xσ تمديدًا لـ   (general polynomial of degree n): لتكن 

xσ ، حيث σ ∈ Sn. بمعنى اأنّ:  . الاآن، تترك f(x) ثابتة بكل دالة  ( )x x xσ =

( ) ( )( )
1 1

.
n n

i i
i i

x y x y σ
= =

− = −∏ ∏

اإذن، معاملات f(x) في K؛ اإنها الدوال المتناظرة الابتدائية في  y1,…,yn  ، وبو�شفه تو�شيحًا، لاحظ اأنّ الحدّ الثابت في 
f(x)  هو:  

 (−1)n y1 y2 · · · yn,
 ،  y1,…,yn واأول دالة متناظرة ابتدائية في ، y1,…,yn وهكذا. هذه دوال متناظرة في ،(y1 + y2 + … + yn) هو xn-1 معامل

هي: 
 s1 = y1 + y2 + ·· ·+ yn,

                 .sn = y1 y2 · · · yn  هي ،n وهكذا، والدالة التي ترتيبها ،s2 = y1 y2 + y1 y3 +· · ·+ yn−1 yn  :والثانية هي
y1,…,yn حقل الدوال المتناظرة جميعها في K حيث ،E ≤ K بالطبع .E= F(s1, …, sn) افتر�س الحقل

على F. ولكن F(y1, …, yn) امتداد ناظمي منتهٍ لـ  E – تحديدًا – حقل الان�شطار لـ 
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( )
1

( )
n

i
i

f x x y
=

= −∏
على E. لاأنَّ درجة f(x) هي n، فاإننا نح�شل مبااصرة على: 

 [F(y1, · · · , yn) : E] ≤ n!

nS (انظر التمرين 13، في الف�شل 50). وعلى اأيّ حال، لاأنَّ K هو الحقل الثابت بـ 
و 

| nS | = |Sn| = n!,
نح�شل كذلك على:

n! ≤ {F(y1, · · · , yn) : K} ≤ [F(y1, · · · , yn) : K]. 

ولذلك:

n! ≤ [F(y1, · · · , yn) : K] ≤ [F(y1, · · · , yn) : E] ≤ n!, 

اإذن:
K = E.

، وحقيقة اأنّ K = E تثبت اأنه يمكن  nS لذلك، فاإنّ زمرة جالوا الكاملة لـ F(y1, …, yn) على E هي 
التعبير عن الدوال المتناظرة جميعها بدوال ن�شبية من الدوال المتناظرة الابتدائية s1,…, sn. نلخ�س 

هذه النتائج في مبرهنة. 

لتكن s1,…, sn الدوال المتناظرة الابتدائية في غير المعينات y1, …, yn. كل دالة متناظرة في  ,… ,y1 2.54 مبرهنة
yn على  F، هي دالة ن�شبية في الدوال المتناظرة الابتدائية، كذلك F(y1, …, yn)  امتداد ناظمي منتهٍ 

من الدرجة n! على  F(s1, …, sn)، وزمرة جالوا  لهذا الامتداد تماثل Sn ب�شورة طبيعية.  

بالنظر في مبرهنة كيلي 16.8، يمكن الا�شتنتاج من المبرهنة 2.54 اأنّ اأيّ زمرة منتهية يمكن اأن 
تظهر بو�شفها زمرة جالوا  (تبعًا للتماثل).  (انظر التمرين 11).

اأمثلة 

لنعطي المثال الذي وعدنا به عن امتداد ناظمي منتهٍ له زمرة جالوا، بحيث يكون الر�شم البياني 
لزمرها الجزيئة لا يظهر بو�شفه معكو�شًا لنف�شه. 

افتر�س حقل الان�شطار في ℂ لـ  x4–2  على x4–2 ،ℚ  غير مختزلة على ℚ- ح�شب معيار 3.54 مثال
4 ال�شفر الحقيقي الموجب لـ x4-2، والاأ�شفار الاأربعة  2α = اإيزن�شتين، حيث p =2 - لتكن 

لـ  x4–2  في ℂ، هي iα ،-α ،α، و iα- ، حيث i هو ال�شفر المعروف لـ x2+1  في ℂ، وحقل 
 الان�شطار K لـ  x4-2  على ℚ يحتوي على

 α = i/(iα). لاأنَّ α عدد حقيقي، ℚ(α) < ℝ؛ اإذن، ℚ(α) ≠ K. على اأيّ حال، لاأنَّّ
ℚ(α, i) تحوي اأ�شفار x4–2 جميعها، فنرى اأنّ ℚ(α, i)=K. لتكنE = ℚ (α)، نح�شل على 

الر�شم البياني  في ال�شكل 4.54. 
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الاآن، {α, α2, α3 ,1} اأ�شا�س لـ E على ℚ ، و {i ,1} اأ�شا�س لـ K على E؛ اإذن:
{1, α, α2, α3, i, iα, iα2, iα3}

K = ℚ(α,i) 

E = ℚ(α) 

ℚ
ال�صكل 4.54

اأ�شا�س لـ K على ℚ، ولاأنَّ 8 =[K : ℚ]، فيجب اأن نح�شل على G(K/ℚ|=8|؛ لذا، نحتاج اإلى 
اأن نجد ثمانية تماثلات ذاتية على K تترك ℚ ثابتة. نعرف اأنّ اأيّ تماثل ذاتي σ يتحدد تمامًا 
 σ (𝛼𝛼) وهذه القيم بدورها تتحدد بـ ،{1,α,α2,α3,i,i𝛼𝛼,i𝛼𝛼2,i𝛼𝛼3} بقيمه على عنا�صر الاأ�شا�س
لـ  الاأربعة  الاأ�شفار  اأحد  اأي   ،ℚ على   α لـ  مرافقًا  دائمًا  تكون  اأن  σ (𝛼𝛼) يجب  ولكن  σ (i)؛   و 
irr(α, ℚ) = x4–2 . وكذلك σ (i) يجب اأن تكون �شفرًا لـ irr(i, ℚ) = x2 + 1؛ اإذن، الاحتمالات 
الاأربعة لـ σ(𝛼𝛼)، من�شمة لاحتمالي  𝜎𝜎(i)، يجب اأن تعطي التماثلات الذاتية الثمانية. ن�شفها في 
الجدول 5.54، على �شبيل المثال: 𝜌𝜌3(α)= iα و 𝜌𝜌3(i)= i، بينما 𝜌𝜌0 هو التماثل الذاتي المحايد. 

الاآن، 

( )( ) ( ) ( )1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( )p p i i iµ α µ α µ α µ µ α α= = = = −

                                                                             

    

وبالمثل كذلك 

( )( )1 1 ,p i iµ = −

  
اإذن، μ1 𝜌𝜌1 = δ2، وتثبت ح�شابات م�شابهة اأنّ 

(ρ1μ1)(α) = iα      و    ( )( )1 1 .p i iµ = −

اإبدالية؛ لذلك، يجب اأن تكون  اأنّ 𝜌𝜌1μ1 ≠ μ1 𝜌𝜌1  وG(K/ ℚ) لي�شت  اإذن، 𝜌𝜌1μ1=δ1 ، ما يعني 
G(K/ ℚ) تماثل اأحد الزمرتين غير الاإبداليتين من الرتبة 8 المو�شوفة في المثال 6.40.

تولد   {ρ1, μ1}  ،2 الرتبة  μ1  من  و   ،4 ρ1  ت�شاوي  رتبة  اأنّ  نرى   ،5.54 الجدول  من  بالح�شاب 
الزمرة   ،6.40 المثال  في   G1 الزمرة  تماثل   G(K/ℚ) اإذن،  ؛   𝜌𝜌1μ1=μ1 𝜌𝜌1

3 =δ1 و   ،G(K/ℚ)
الثمانية. 

لقد اخترنا ترميز العنا�صر في G(K/ℚ) ليكون جدول الزمرة منطبقًا مع جدول الزمرة الثمانية 
في الجدول 12.8. حيث اإنّ الر�شم البياني للزمر الجزئية Hi من G(K/ℚ) معطًى في ال�شكل 13.8، 
 ،K و ℚ ونعيد كتابته هنا في ال�شكل 6.54 ، ونعطي كذلك الر�شم البياني للحقول المتو�شطة بين

هذا في النهاية يو�شح ب�شورة لطيفة اأنّ اأحد الر�شمين هو معكو�س الاآخر. 
اإيجاد  KH2، لا يجب علينا غير 

، لاإيجاد  الاإبداع، لنو�شح ذلك  اإلى بع�س  اأحيانًا  KHi يحتاج 
الثابتة          تحديد الحقول 

الذي نبحث  ℚ(i) هو الحقل  فاإنّ  ثابتة،   i ρj تترك  بـ {ρ0, ρ1, ρ2, ρ3}، ولاأنَّ كل  ثابتًا  2 يترك  الدرجة  ℚ من  لـ  امتداد 
KH4، يجب علينا اإيجاد امتداد لـ ℚ من الدرجة 4 يترك ثابتًا بـ ρ0 و μ1، ولاأنَّ μ1 تترك α ثابتة و α �شفر لـ

 عنه، ولاإيجاد 
 irr(α,Q) = x4 − 2 ، نرى اأنّ ℚ(α) من الدرجة 4 على ℚ ويترك ثابتًا بـ {ρ0, μ1}. بح�شب مبرهنة جالوا، اإنه الحقل الوحيد. 
ن�شتخدم هنا بقوة التقابل المعطى بمبرهنة جالوا، فاإذا وجدنا حقلًا يلائم القائمة، فاإنه الحقل الذي نبحث عنه، اأ�شف اإلى 
KH7 يحتاج اإلى مزيد من الاإبداع، فلاأنّ H7= {ρ0, δ1}  زمرة، فلكل βϵ K نرى اأنّ  ρ0(β ) + δ1(β) تترك ثابتة 

ذلك، اإيجاد 
بـ ρ0   و δ1، وباأخذ β= α، نرى اأنّ ρ0(α ) + δ1(α)=α+iα  تترك ثابتة بـ H7، حيث يمكننا التحقق وروؤية اأنّ ρ0 و δ1 هي 
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التماثلات الذاتية الوحيدة التي تترك α + iα ثابتة؛ اإذن: 

جدول 5.54
δ2

μ2δ1
μ1ρ3ρ2ρ1ρ0

– iα–αiαα– iα–αiααα→

–i–i–i–iiiiii →

( الر�صم البياني للزمر  )ب( الر�صم البياني للحقول ال�صكل 6.54 )اأ
بح�شب التقابل، يجب اأن نح�شل على: 

( )
7

4 4
( 2 2) Hi i Kα α+ = + = 

يوجد   ،ℚ على   γ لـ  مرافق  لكل  فاإن   ،γ = α + iα كانت  فاإذا   ،irr(α+ iα,ℚ) اإيجاد  نودّ  اأننا  افتر�س 
حيث   ،σ(γ) لـ  المختلفة  القيم  ح�شاب  اإلى  فقط  نحتاج  اإذن،  لها؛  بمرافق   γ يربط   K على  ذاتي  تماثل 
التي   G(K/ℚ) في   σ عنا�صر   ،2.53 المبرهنة  وبح�شب   ،irr(γ, ℚ) اأ�شفار  بقية  لاإيجاد   σ∈G(K/ℚ)
الي�صرى  الم�شاركة  للمجموعة  الممثلات  مجموعة  باأخذ  اإيجادها  يمكن  المختلفة،  القيم  هذه   تعطي 

G(K/ ℚ(γ))= {ρ0, δ1} في G(K/ℚ). مجموعة الممثلات لهذه المجموعات الم�شاركة الي�صرى هي: 
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{ρ0, ρ1, ρ2, ρ3}.

 –iα + α  و ، –α – iα ،iα – α ،α + iα  هي γ= α + iα اإذن، مرافقات

اإذن: 
irr(γ,Q) = [(x − (α + iα))(x − (iα − α))]

    ·[(x − (−α − iα))(x − (−iα + α))]

= (x2 − 2iαx − 2α2)(x2 + 2iαx − 2α2)

= x4 + 4α4 = x4 + 8.
                                                                                                     ▲

راأينا اأمثلة فيها حقل الان�شطار لكثيرة حدود من الدرجة الرابعة على حقل F، يكون امتدادًا على 
امتداد  درجة   .(n=4 2.54، حيث  (المبرهنة   24 الدرجة  ومن   (3.54 (المثال   8 الدرجة  من   F
للحقل F الذي يكون حقل ان�شطار لرباعي الدرجة على F ، يجب اأن تق�شم دائمًا 24= 4!، وحقل 
الان�شطار لـ  4(x- 2) على ℚ هو ℚ، امتداد من الدرجة 1، وحقل الان�شطار لـ 2(x2 – 2) على ℚ هو 
)ℚ، امتداد من الدرجة 2. مثالنا الاأخير �شيعطي امتدادًا من الدرجة 4 لحقل امتداد لرباعي  2)

الدرجة. 

افتر�س حقل الان�شطار لـ x4 + 1 على ℚ، فيمكننا بح�شب المبرهنة 11.23 اإثبات اأنّ x4 + 1 غير 7.54 مثال
مختزلة على ℚ، بمناق�شة عدم اإمكانية تحليلها في ℤ[x]. (انظر التمرين 1). العمل في الاأعداد 

. ( 1 ) / 2i− ± 1) و  ) / 2i± المركبة في الف�شل 1 يثبت اأنّ اأ�شفار x4+1 ، هي :

تثبت الح�شابات اأنه اإذا كانت :

1
2
iα +

=

فاإنّ 

7 1
2
iα −

= ،  و  5 1
2

iα − −
=   ، 3 1 .

2
iα − +

=
                

اإذن، حقل الان�شطار K لـ x4+1 على ℚ ، هو ℚ(α)، و 4=[K: ℚ]. لنح�شب G(K/ℚ) ، ونعطي الر�شم البياني للزمر 
 ،σ(α) يتحدد تمامًا بـ ℚ(α) على σ بكل مرافق لها؛ ولاأنّ اأيّ تماثل α تربط K والحقول، فلاأنّه توجد تماثلات ذاتية على

σj(α = (α)(σj σk) و α8 =1، نرى اأنّ 
k)=(αj)k = αjk ّمعرفة بالجدول 54.8، ولاأن G(K/ℚ) فنرى اأنّ العنا�صر الاأربعة لـ

 -  σ
2

j= σ1 ّفي المبرهنة 6.20، ولاأن G8 يماثل الزمرة {7 ,5 ,3 ,1} مع ال�صرب مقيا�س 8. هذه هي الزمرة G(K/ℚ) 
الدالة المحايدة – لكل j، فيجب اأن تكون G(K/ℚ) مماثلة لزمرة كلاين الرباعية. الر�شوم البيانية معطاة في ال�شكل 9.54. 
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 .[K{σ1, σ3}: ℚ]=2 ّلاأن ،{σ1, σ3} يترك ثابتًا بـ ℚ ولي�س في K فاإنه من ال�صروري فقط اإيجاد عن�صر في ،K{σ1, σ3}لاإيجاد
من الوا�شح اأنّ σ1(α)+ σ3 (α) تترك ثابتة بكلا σ1 و σ3؛ ولاأن  {σ1, σ3}  زمرة نح�شل على: 

( ) ( ) 3
1 3 2.iσ α σ α α α+ = + =

بالمثل: 
( ) ( ) 7

1 7 2σ α σ α α α+ = + =

الجدول  8.54

( الر�صم البياني للزمر. )ب( الر�صم البياني للحقول. ال�صكل 9.54 )اأ

يترك ثابتًا بـ {σ1,σ7}. لن تُجدي هذه التقنيات لاإيجاد E{σ1,σ5}؛ لاأن 

σ1(α) + σ5(α) = α + α5 = 0

     ،σ5 و σ1 تترك ثابتة بكلا σ1(α) σ5(α) ،0، ولكن بمناق�شة م�شابهة ∈ ℚ و

σ1(α)σ5(α) = αα5 = −i و

اإذن، ℚ(-i) = ℚ(i) هو الحقل الذي ن�شعى وراءه.                                                                                                              ▲
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∎ تمارين 54
ح�صابات (تتطلب ا�صتخدام مبرهنات اأكثر من المعتاد)

1.  اأثبت اأنّ x4 +1 غير مختزل على  ℚ[x]– كما ذكرنا في المثال 7.54. 
تحقق من اأنّ الحقول المتو�شطة المعطاة في الر�شم البياني للحقول في ال�شكل 6.54 �شحيحة. (تّم التحقق من بع�شها   .2

في الكتاب. تحقق من الباقي).
لكل حقل من الحقول في الر�شم البياني في ال�شكل 6.54، اأوجد العن�صر البدائي المولد للحقل على ℚ (انظر المبرهنة    .3

 .ℚ 5.51)، واأعطِ كثيرة الحدود غير المختزلة لها على
 .ℚ ا من الرتبة 5 للواحد في ليكن ζ جذرًا بدائيًّ   .4

 .ℚ على x 5-1 حقل ان�شطار لـ ℚ(ζ) ّاأ. اأثبت اأن
. ζ  لـ 

r
ζ باأحد القوى ζ يربط K=ℚ(ζ)  ب. اأثبت اأنّ اأيّ تماثل ذاتي على

 .G(K/ℚ) جـ. م�شتخدمًا الفرع (ب)، �شف عنا�صر
د. اأعطِ الر�شم البياني للزمر والحقول لـ  ℚ(ζ) على ℚ، واح�شب الحقول المتو�شطة، كما فعلنا في المثالين 3.54 و 7.54. 

�شف زمرة كثيرة الحدود  [x ](ℚ(ζ)) ∋ (x 5- 2)على ℚ(ζ)، حيث ζ الجذر البدائي من الرتبة 5 للواحد.    .5
 .ℂ الجذر البدائي من الرتبة 7 للواحد في ζ اأعد التمرين 4 لـ   .6

.ℚ شف زمرة كثيرة الحدود باأ�شهل طريقة ممكنة على�   .7
 (x8-1) ∈ ℚ[x]

 
اأوجد حقل الان�شطار K في ℂ لكثيرة الحدود ℚ[x] ∋ (x 4  - 4 x 2 - 1)، اح�شب زمرة كثيرة الحدود على ℚ ، واأظهر    .8

التقابل بين الزمر الجزئية لـ G(K/ℚ) والحقول المتو�شطة. بعبارة اأخرى، قم بالعمل كله. 
عبّر عن الدوال المتناظرة الاآتية كلها في y1, y2, y3  على ℚ بو�شفها دالة ن�شبية في الدوال المتناظرة البدائية   .9 

 .s1, s2, s3 
y1

2 + y2
2+y3

اأ. 2
3 31 2 1 2

2 1 3 1 3 2

    y yy y y y
y y y y y y

+ + + + +
 
ب.

10. لتكن α1, α2, α3 اأ�شفارًا في ℂ لكثيرة الحدود 
(x3 − 4x2 + 6x − 2) ∈ ℚ[x].

 اأوجد كثيرة الحدود ذات الاأ�شفار المحددة الاآتية: 
α1 + α2 + α3 اأ. 

  α1
2, α2

2, α3
ب.   2

براهين 
 .F لاأحد الحقول K لامتداد منتهٍ ناظمي G(K/F) 11.  اأثبت اأنّ اأيّ زمرة منتهية تماثل زمرة جالوا

لتكن f(x) ∈ F[x] كثيرة حدود اأحادية من الدرجة n، بحيث اإنّ عواملها غير المختزلة كلها قابلة للف�شل على F. ليكن    .12
K حقل ان�شطار f(x)  على F، وافتر�س اأنّ f(x)  تتحلل في K[x] اإلى:  F≤

1

( ).
n

i
i

x α
=

−∏
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لتكن: 
( ) ( );i j

i j

f α α
<

∆ = −∏

 (discriminant) f(x) بالممايز لـ (∆(f)2 ي�شمى حا�شل ال�صرب
 .F[x] مربعًا لكثيرة حدود غير مختزلة في  f(x) اإذا وفقط اإذا كان اأحد عوامل ،(∆f)=0 ّاأ.  اأثبت اأن

.(∆(f ))2 ∈ F ّب.  اأثبت اأن
nS زمرة جميع التبادل{αi| i=1, …, n}. اأثبت اأنّ  nS ، حيث  يمكن النظر لـ G(K/F) بو�شفها زمرة جزئية من  ج.  
nA - الزمرة المكوّنة من التباديل الزوجية جميعها في   G(K/F)  – عندما ينظر لها بهذه الطريقة – زمرة جزئية من 

 .∆(f )∈ F اإذا وفقط اإذا كان ، -{αi| i=1, …, n}
 .ℤ[x] اإذا كان �شفرًا لكثيرة حدود اأحادية في (algebraic integer) ،ا ا جبريًّ 13.  ي�شمى العن�صر في ℂ عددًاا �صحيحًا

 .ℂ اأثبت اأنّ مجموعة العنا�صر ال�شحيحة الجبرية، ت�شكل حلقة جزئية من
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الامتدادات الدورية Cyclotomic Extensionsالف�صل 55

زمرة جالوا لامتداد دوري

�شيعالج هذا الف�شل حقول الامتداد لحقل F ، التي يح�شل عليها باإ�شافة بع�س جذور الواحد لـ 
F، غُطّيت حالة الحقل المنتهي في الف�شل 33؛ لذا، �شنكون مهتمين ب�شورة اأ�شا�شية بحالة F غير 

المنتهي. 
 ي�شمى حقل ان�شطار xn-1 على F الامتداد الدوري من الرتبة n لـ F      1.55 تعريف

∎                                                                  .(nth cyclotomic extension)

افتر�س اأنّ F اأيّ حقل، وافتر�س ϵ F[x] (x n – 1)  ، فبا�شتخدام الق�شمة الطويلة – كما   
 في برهان التمهيدية -8.33 نرى اأنه اإذا كانت α �شفرًا لـ xn – 1 و g(x) = (x n – 1) / (x-α) ، فاإنّ

 g(α) = (n . 1) (1/α) ≠ 0، ب�صرط اأنّ مميز F لا يق�شم n؛ لذلك – وتحت هذا ال�صرط – يكون 
.F قابلًا للف�شل، وهكذا، فهو امتداد ناظمي لـ x n – 1 حقل ان�شطار

نبذة تاريخية  ¢

 عالج كارل جاو�س كثيرات الحدود الدورية في الف�شل الاأخير من كتابه (Disquisitiones Arithmeticae) عام 1801م. في 
ذلك الف�شل،  اأعطى اإجراءات بنائية لتحديد اأ�شفار   Φp(x) ، حيث p عدد اأولي. 

ا لجالوا في تطوير المبرهنة العامة،  التي كانت حلّ �شل�شلة من المعادلات الم�شاعدة، كلٌ  اأ�شبحت طريقة جاو�س مثالًا مهمًّ
من درجة اأولية تق�شمp – 1، ومعاملات كل منها، وعليه، تحدد من جذور المعادلة ال�شابقة، فقد علم جاو�س – بلا ريب – 
 ، ζj وقد حدّد المعادلات الم�شاعدة باأخذ مجموعات محددة من مجاميع الجذور ،ζ هي قوى اإحداها، وليكن  Fp(x) اأنّ جذور
التي كانت الجذور المطلوبة لهذه المعادلات، على �شبيل المثال: في حالة p = 19 و (p – 1 = 18 = 3 × 3 × 2)، احتاج 
 جاو�س اإلى اإيجاد معادلتين من الدرجة 3 ومعادلة من الدرجة 2 بو�شفها م�شاعدات، وقد تبيّن اأنّ الاأولى لها الجذور الثلاثة:

α 1 = ζ + ζ8 + ζ7 + ζ18 + ζ11 + ζ12

α3 = ζ 4 + ζ13 + ζ9 + ζ15 + ζ6 + ζ10 ,   α2 = ζ2 + ζ16 + ζ14 + ζ17 + ζ3 + ζ5

في الحقيقة، هذه القيم الثلاث هي جذور المعادلة التكعيبية x3 + x2 – 6x – 7، ثم وجد جاو�س معادلة تكعيبية ثانية، 
ζ، واأخيًرا معادلة تربيعية، تتاألف معاملاتها من جذور  α، وكانت جذورها مجاميع قوتين لـ  األـ  تتاألف معاملاتها من 

المعادلة ال�شابقة، التي كانت ζ اأحد جذورها. 

 ، xm − A  صّرح جاو�س بعدها (من غير برهان كامل): اأنّ كل معادلة م�شاعدة يمكن اأن تختزل اإلى معادلة على ال�شورة�
التي يمكن حلها با�شتخلا�س الجذور، اأي اإنه اأثبت اأنّ قابلية الحل لزمرة جالوا في هذه الحالة – الزمرة الدورية من الرتبة 

p – 1 – توؤدي اإلى قابلية حلّ المعادلة الدورية با�شتخلا�س الجذور. (انظر الف�شل 56).

افتر�س من الاآن ف�شاعدًا  اأنّ هذه هي الحالة، واأنّ K حقل الان�شطار لـ xn − 1 على F؛ اإذن،  
 n وبح�شب النتيجة 6.23،   ت�شكل هذه الاأ�شفار زمرة دورية من الرتبة ،K من الاأ�شفار في n لها  xn − 1
مع عملية ال�صرب في الحقل، لقد راأينا في النتيجة 16.6، اأنّ  الزمرة الدورية من الرتبة n لها φ(n) من 
 المولدات – حيث φ هي دالة – فاي لاأويلر التي عرفت قبل المبرهنة 8.20.  في حالتنا هذه، المولدات

 ϕ(n)  هي بال�شبط الجذور البدائية من الرتبة n للواحد.
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كثيرة الحدود2.55 تعريف
( )

1

( ) ( )
n

n i
i

x x
ϕ

α
=

Φ = −∏

 n هي كثيرة الحدود الدورية من الرتبة ،
__

F حيث األـ αi الجذور البدائية من الرتبة n للواحد في 
¡                                                                                             .(nth cyclotomic polynomial) F على

 n يجب اأن يبادل بين الجذور البدائية من الرتبة ،G(K / F) لاأنّ التماثل من زمرة جالوا  
ا  للواحد، فنرى اأنّ Φn(x) تترك ثابتة مع اأيّ عن�صر في  G(K / F)، معدودًا بو�شفه تمديدًا طبيعيًّ
 x تق�شم  Φn(x) و،Φn (x) ∈ ℚ [x] ،F = ℚ بوجه خا�س، لـ .Φn(x) ∈ F[x] ،؛ اإذنK [x] اإلى
n – 1؛ اإذن، على ℚ، يجب في الحقيقة اأن نعدّ Φn(x) ∈ ℤ [x]  بح�شب المبرهنة 11.23. لقد راأينا 
اأنّ Φp(x) غير مختزلة على ℚ، في النتيجة 17.23، بينما Φn(x) لي�شت بال�صرورة غير مختزلة 

.ℚ غير مختزلة على Φn(x) ّحيث يمكن اإثبات اأن ، ℤp في حالة الحقول
دعونا الاآن نحدد نقااشنا بالمميز 0، بوجه خا�س الحقول الجزئية من الاأعداد المركبة.   

ليكن i ال�شفر المركب العادي لـ x 2 + 1. عملنا بهذا العدد المركب في الف�شل 1 يثبت اأنّ:
2 2cos sin cos 2 sin 2 1,

n

i i
n n
π π π π + = + = 

 

 اإذن  cos(2π/n) + i sin(2π/n)، جذر من الرتبة n للواحد، واأقل عدد �شحيح m ، بحيث
 (cos(2π/n)m + i sin(2π/n))m = 1 هو n؛ اإذن cos(2π/n) + i sin(2π/n)، جذر بدائي من 

ِ الرتبة n للواحد، و�شفر لـ
ϕn(x) ∈ ℚ[x]. 

الجذر البدائي من الرتبة 8 للواحد في ℂ، هو:3.55 مثال
2 2cos sin
8 8

cos sin
4 4

1 1 1 .
2 2 2

i

i

ii

π πξ

π π

= +

= +

+
= + =

بح�شب مبرهنة الزمر الدورية، وبوجه خا�س بح�شب النتيجة 16.6، الجذور البدائية 
من الرتبة 8 للواحد في ℚ ، هي: 
 ζ ، ζ3 ، ζ5، و ζ7 ؛ اإذن:

Φ8(x) = (x − ζ )(x − ζ 3)(x − ζ 5)(x − ζ 7).

يمكننا الح�شاب مبااصرة من هذا التعبير،Φ8(x)= x4+1 (انظر التمرين 1). قارن هذا بالمثال 
▲                                                                                              .7.54
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لنظل محددين عملنا على F = ℚ، ولنفتر�س – من غير برهان – اأنّ Φn(x) غير مختزلة على 
ℚ. لتكن :

2 2cos sin ,i
n n
π πξ = +

اأنّ ζ مولــد لزمــرة ال�ــصرب الدوريــة مــن  اإذن، ζ جــذر بدائــي مــن الرتبــة n للواحــد. لاحــظ 
الرتبــة  البدائيــة كلهــا مــن  n للواحــد. الجــذور  الرتبــة  n، المكوّنــة مــن الجــذور مــن  الرتبــة 
 mو  1 ≤ m < n حيــث   ،ζm ال�شــورة  علــى  تكــون   – الزمــرة  هـــذه  مولــدات  اأي   –  n
ℚ. ليكــن xn – 1 علــى  لـــ  ℚ(ζ) هــو كامــل حقــل الان�شطــار  n. الحقــل  اإلى   اأوليــة بالن�شبــة 
ــا اآخــر مــن الرتبــة n للواحــد؛ اإذن – ولاأنّ ζ و ζm مترافقان  K = ℚ(ζ). اإذا كان ζm جــذرًا بدائيًّ
ا م�شابهًا في   علــى ℚ - يوجــد تماثــل ذاتــي 𝜏𝜏m في G(k / ℚ) يربط ζ بـ ζm. ليكن τr تماثــلًا ذاتيًّ

G(K / ℚ) بالن�شبة اإلى ζr الجذر البدائي من الرتبة n للواحد؛ اإذن:
(τmτr )(ζ ) = τm(ζr ) = (τm(ζ ))r = (ζm)r = ζrm.

هذا يثبت اأنّ زمرة جالوا G(K / ℚ) تماثل الزمرة Gn في المبرهنة 6.20 ، المكوّنة من 
عنا�صر ℤn الاأولية بالن�شبة اإلى n مع عملية ال�صرب مقيا�س n، وتحوي هذه الزمرة φ(n) من 

العنا�صر، وهي اإبدالية.

�شبيل  على  والتمارين،  الكتاب  في  عدة  مرات  المادة  هذه  من  الخا�شة  الحالات  بع�س  ظهرت 
المثال: α في المثال 7.54 جذر بدائي من الرتبة 8 للواحد، وقد ناق�شنا في ذلك المثال مطابقة 

لتلك المعطاة هنا. نلخ�س هذه النتائج في مبرهنة.

زمرة جالوا للامتداد الدوري من الرتبة φ(n),n من العنا�صر، وتماثل الزمرة الموؤلفة من الاأعداد 4.55 مبرهنة
.n مع عملية ال�صرب مقيا�س n والاأولية بالن�شبة اإلى n ال�شحيحة الموجبة الاأقل من

يو�شح المثال 7.54 هذه المبرهنة؛ لاأنه من ال�شهل روؤية اأنّ حقل الان�شطار لـ x4 + 1 ، هو نف�شه 5.55 مثال
حقل الان�شطار لـ x8 – 1 على ℚ، حيث  ي�شتنتج هذا من حقيقة اأنّ  Φ8(x) = x4 + 1 (انظر المثال 
3.55 والتمرين 1).                                                                                                                         �

زمرة جالوا للامتداد الدوري من الرتبة p على ℚ ، حيث p اأولي، هي الزمرة الدورية من الرتبة 6.55 نتيجة
.p – 1

φ(p) = p – 1،ℚ البرهان p على  الرتبة  الدوري من  لزمرة جالوا للامتداد   ،4.55 بح�شب المبرهنة 
اإلى  بالن�شبة  والاأولية   p من  الاأقل  الموجبة  ال�شحيحة  الاأعداد  زمرة  تماثل  وهي  العنا�صر،  من 
العنا�صر  من  الموؤلفة   〈ℤ*

p ,.〉 ال�صرب زمرة  بال�شبط  هذه   .p مقيا�س  ال�صرب  عملية  مع   p
الزمرة  6.23، هذه  النتيجة  وبح�شب  الحقل،  ال�صرب في  ℤp مع عملية  الحقل  ال�شفرية في   غير 
t                                                                                                                           .دورية
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الم�صلعات القابلة للاإن�صاء   

ا من الم�شلعات المنتظمة التي لها n من الاأ�شلاع قابلة للاإن�شاء بالم�شطرة  نختم بتطبيق يحدد اأيًّ
والفرجار، لقد راأينا في الف�شل 32، اأنّ الم�شلع المنتظم الذي له n �شلعًا يكون قابلًا للاإن�شاء، اإذا 

ا قابلًا للاإن�شاء. الاآن، لتكن: وفقط اإذا كان cos(2π/n) عددًا حقيقيًّ
2 2cos sini
n n
π πζ = +

اإذن 
1 2 2cos sini

n n
π π

ζ
= −

لاأن:
2 22 2 2 2 2 2cos sin cos sin cos sin 1i i

n n n n n n
π π π π π π  + − = + =  

  

ولكن 
1 22cos .

n
πζ

ζ
+ =

ζ/ 1 يولد امتدادًا  ζ+ اإذن، تثبت النتيجة 8.32 اأنّ الم�شلع المنتظم الذي له n �شلعًا، يكون قابلًا للاإن�شاء، فقط اإذا كان 
على ℚ درجته من قوى األـ 2.

 σ∈G(K/ℚ)بح�شب المبرهنة 4.55، واإذا كانت ،[K : ℚ] = φ(n) ّفاإن ،ℚ على xn – 1 حقل الان�شطار لـ K اإذا كان
σ(ζ) = ζ ، فاإنّ: 

rو
1 1

2 2 2 2                = cos sin cos sin

2               =2cos .

r
r

r r r ri i
n n n n

r
n

σ ζ ζ
ζ ζ

π π π π

π

 
+ = + 

 
   + + −   
   

 
ولكن اإذا كانr < n > 1 ، فنح�شل على cos(2πr/n) = 2 cos(2π/n)  فقط في حالة r = n – 1؛ اإذن، العنا�صر الوحيدة 

 في G(K / G) التي تحمل τ (ζ ) = ζ n−1 = 1/ζ  اإلى نف�شها، هي التماثل الذاتي المحايد والتماثل الذاتي 𝜏𝜏، حيث
ζ + 1/ζ، يثبت هذا اأنّ الزمرة الجزئية من G(K / ℚ) التي تترك ℚ(ζ + 1/ζ ) ثابتًا، هي من الرتبة 2؛ اإذن وبح�شب 

مبرهنة جالوا: 
( )1 : .
2
nϕ

ζ
ζ

  
+ =  

  
 

 
اإذن، يكون الم�شلع المنتظم الذي له n �شلعًا قابلًا للاإن�شاء، فقط اإذا كان 𝜑𝜑 (n) / 2 – وهكذا 𝜑𝜑 (n) كذلك – من قوى األـ 2.

يمكن الاإثبات بمناق�شة اأولية في مبرهنة الاأعداد، اأنه اإذا كانت: 

n = 2ν p1
s1 · · · pt

st ,
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حيث األـ pi اأعداد اأولية مختلفة تق�شم n؛ اإذن:

 (1)  φ(n) = 2ν−1 p1
s1−1 · · · pt

st−1(p1 − 1) · · · (pt − 1).                                     
        

اإذا كانت φ (n) قوة لـ 2، فاإنّ كل عدد اأولي فردي يق�شم n ، يجب اأن يظهر فقط للقوة الاأولى، 
ويجب اأن يكون اأكثر بواحد من اإحدى قوى األـ 2؛ اإذن، يجب اأن يكون كل 

 pi = 2m + 1
xq  ، حيث q عدد 

لاأي m. ولاأنّ 1- �شفر لـ xq + 1 ، حيث q عدد اأولي فردي، x + 1 تق�شم 1 + 
اأولي فردي؛ اإذن، اإذا كانت m = q u، حيث q عدد اأولي فردي، فاإنّ 2m + 1 = (2u)q + 1 تق�شم 
ا، يجب اأن تكون m تق�شم بـ 2  فقط، وبهذا يجب  بـ 2u+1؛ وعليه، ليكون pi = 2m + 1 عددًا اأوليًّ

اأن تكون pi على ال�شورة:
pi = 2(2k ) + 1,

عدد فيرما الاأولي (Fermat prime): خمّن فيرما اأنّ هذه الاأعداد 1+( 2k)2 اأعداد اأولية لكل 
عدد �شحيح غير �شالب k، ولكن اأثبت اأويلر اأنه بينما تعطىk = 0,1,2,3 و k = 4 الاأعداد 

الاأولية 3 ، و5 ، و17 ، و257 و 65537 ، فاإنّ لـِ k = 5، العدد ال�شحيح 1 + ( 2s)2 يقبل الق�شمة 
 k = 20 2 كلها غير اأولية. حالة(2k ) + 1 5 ، تكون الاأعداد≤ k ≤19على 641، وقد اأثبت اأنّ لـ
ما زالت غير محلولة على حدّ علمنا، وكذلك لـ 60 قيمة على الاأقل لـ k اأكبر من 20، بما فيها 

k = 9448 ، وقد اأُثبت اأنّ  1 + ( 2k)2  غير اأولّي، ومن غير المعلوم ما اإذا كان عدد اأعداد فيرما 
الاأولية منتهيًا اأم غير منتهٍ.

لقد اأثبتنا اأنّ الم�شلعات المنتظمة التي لها n �شلعًا والوحيدة التي يمكن اأن تكون قابلة للاإن�شاء، 
تق�شم  لا  التي  الاأولية،  فيرما  اأعداد   n لـ  القا�شمة  الفردية  الاأولية  الاأعداد  تكون  التي  تلك  هي 
مربعاتها n، بوجه خا�س، الم�شلعات المنتظمة التي لها p �شلعًا الوحيدة التي يمكن اأن تكون 

قابلة للاإن�شاء، حيث p اأكبر من 2 ، هي تلك التي تكون حيث p عدد فيرما اأولي.
ا. بالمثل الم�شلع 7.55 مثال الم�شلع المنتظم الذي له 7 اأ�شلاع غير قابل للاإن�شاء؛ لاأن 7 لي�س عدد فيرما  اأوليًّ

المنتظم الذي له 18 �شلعًا لي�س قابلًا للاإن�شاء؛ لاأنه على الرغم من اأنّ 3 عدد فيرما  اأولي، فاإنّ 
مربعها يق�شم األـ 18.                                                                                                                         �

�شنبــين الاآن اأنّ هــذه الم�شلعــات المنتظمــة التــي لهــا n �شلعًا المراشحــة لتكون قابلــة للاإن�شاء، 
 هــي في الحقيقــة قابلــة للاإن�شــاء. لتكــن ζ مــرة اأخــرى الجــذر البدائــي مــن الرتبــة n للواحــد 

 cos(2π/n) + i sin(2π/n). لقد راأينا قبل قليل اأنّ:
2 12cos ,
n
π ζ

ζ
= +

واأنّ
( )1 : .
2
nϕ

ζ
ζ

  
+ =  
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اأنّ �شابقًا  راأينا  لقد   ،E=  ℚ(ζ + 1/ζ ) ليكن   .2 لـ   2s اأنّ φ (n) القوة  الاآن   افتر�س 
  ℚ(ζ + 1/ζ )   حقل جزئي من  K = ℚ(ζ) يترك ثابتًا بـ H1 = {ι,τ}، حيث i العن�صر المحايد في
 2j من الرتبة Hj وبح�شب مبرهنة �شيلو، توجد زمر جزئية اإ�شافية ،τ (ζ ) = 1/ζ  و G (K / ℚ)

من                    G(ℚ(ζ )/ℚ) ، حيث j = 0,2,3,…,s  ، بحيث اإنّ:    

{ι} = H0 < H1 < · · · < Hs = G(ℚ(ζ )/ℚ).

بح�شب مبرهنة جالوا

1 1

1... ,
s sH H HK K K ζ

ζ−

 
= < < < = + 

 
 

كان اإذا   ℚ(ζ +1/ζ )< ℝ وهكذا   ،(ζ +1/ζ ) ∈ ℝ اأنّ   لاحظ   .  [KHj−1 : KH] = 2  و 
aj x). وبح�شب “القانون العام 

2 + bj x + cj) ∈ KHj
 [x] شفر لـ� αj ّفاإن ،KHj−1= KHj(αj ) 

لحلّ المعادلة التربيعية” الم�شهور، نح�شل على:

تحقيقه  يمكن  للاإن�شاء  قابل  موجب  لعدد  التربيعية  الجذور  اإن�شاء  اأنّ   33 الف�شل  في  راأينا  لاأننا 
بالم�شطرة والفرجار، نرى اأنّ كلّ عن�صر في ℚ(ζ + 1/ζ )، وبوجه خا�س، cos(2π/n) قابل للاإن�شاء؛ 

اإذن، الم�شلع المنتظم الذي له n �شلعًا، حيث  φ(n)  اإحدى قوى األـ 2 قابل للاإن�شاء.
نلخ�س عملنا تحت هذا العنوان بمبرهنة.

الم�شلع المنتظم الذي له n �شلعًا قابل للاإن�شاء بالم�شطرة والفرجار، اإذا وفقط اإذا كانت الاأعداد 8.55 مبرهنة
.n اأعداد فيرما الاأولية، وبحيث لا تق�شم مربعاتها ، n الاأولية الفردية كلها التي تق�شم

الم�شلع المنتظم الذي له 60 �شلعًا قابلًا للاإن�شاء؛ لاأن  (5) (3) (22) = 60  وكلا 3  و 5 اأعداد 9.55 مثال
فيرما الاأولية.                                                                                                                              �
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 ∎ تمارين 55
ح�صابات

 .Φ8 (x) = x4 + 1 ّبالرجوع اإلى المثال 3.55، اأكمل الح�شابات الم�شار اإليها، مثبتًا اأن   .1
[ اقتراح: اح�شب حا�شل ال�صرب بدلالة  ζ، ثمّ ا�شتخدم حقيقة اأنّ ζ8 = 1 و ζ4 =–1 لتب�شيط المعاملات].  

�شنّف زمرة كثيرة الحدود ℚ[x] ∋ (x20 – 1)  على ℚ بح�شب المبرهنة الاأ�شا�شية للزمر الاإبدالية المنتهية التولد.    .2
[م�شاعدة: ا�شتخدام المبرهنة 4.55].

م�شتخدمًا �شيغة φ(n) بدلالة تحليل n، كما هو معطًى في المعادلة (1)، اح�شب القيم الم�شار اإليها:   .3
φ (60) .اأφ(1000) .ب φ(8100) .جـ

4.  اأعطِ القيم األـ 30 الاأولى لـ n ≤ 3 ، بحيث يكون الم�شلع المنتظم الذي له n �شلعًا قابلًا للاإن�شاء بالم�شطرة والفرجار.
اأوجد اأ�شغر زاوية ذات درجة �شحيحة، اأي 1° ، 2° ، 3° ، اإلى اآخره، قابلة للاإن�شاء بالم�شطرة والفرجار. [م�شاعدة:    .5

اإن�شاء الزاوية 1° يعادل اإن�شاء الم�شلع المنتظم الذي له 360 �شلعًا، وهكذا].
.ℚ على x12 – 1 حقل ان�شطار K ليكن   .6

.[K : ℚ] اأوجد اأ. 
اأثبت اأنه لكل σ2 ، σ ∈ G(K/ℚ) هو التماثل الذاتي المحايد. �شنّف  G(K/ℚ) بح�شب المبرهنة الاأ�شا�شية   ب.  

12.11 للزمر الاإبدالية منتهية التولد.
.ℤ3 علىΦ8 (x)  واأوجد .ℤ2 على Φ3 (x) اأوجد   .7

كم عن�صًرا يوجد في حقل ان�شطار x6 – 1 على ℤ3؟   .8

مفاهيم
�شع اإاشارة �شح اأو اإاشارة خطاأ:   .9

اأ.    Φn (x)  غير مختزلة على اأيّ حقل مميزه 0.
ب.    كل �شفر في ℂ لـ Φn (x) ، هو جذر بدائي من الرتبة n للواحد.

جـ.    زمرة Φn(x) ∈ ℚ[x] على ℚ تحوي n من العنا�صر.
د.    زمرة  Φn(x) ∈ ℚ[x]  على ℚ اإبدالية.

 .φ(n) من الرتبة ℚ على Φn(x) هـ.    زمرة جالوا لحقل ان�شطار
و.    الم�شلع المنتظم الذي له 25 �شلعًا، قابل للاإن�شاء بالم�شطرة والفرجار.
ز.    الم�شلع المنتظم الذي له 17 �شلعًا، قابل للاإن�شاء بالم�شطرة والفرجار.

ح.    لكل عدد اأولي p، الم�شلع المنتظم الذي له p �شلعًا، قابل للاإن�شاء اإذا وفقط اإذا كان p عدد فيرما 
الاأولي.

ط.   الاأعداد ال�شحيحة كلها على ال�شكل 1 + (2k)2 ، حيث k عدد �شحيح غير �شالب، هي اأعداد فيرما 
الاأولية.

ي. اأعداد فيرما الاأولية كلها اأعداد على ال�شورة 1 + (2k)2، حيث k عدد �شحيح غير �شالب.
براهين

10.  اأثبت اأنه اإذا كان F حقلًا مميزه لا يق�شم n، فاإنّ 

|

1 ( )n
d

d n

x x− = Φ∏

في F[x]، حيث ال�صرب على القوا�شم d لـ n كلها.
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اأوجد كثيرة الحدود الدورية Φn(x) على ℚ لـ n = 1,2,3,4,5,6. [م�شاعدة: ا�شتخدم التمرين 10].   .11
اأوجد Φ12 (x) في ℚ[x]. [م�شاعدة: ا�شتخدم التمرينين 10 و 11].   .12

 n ا من الرتبة اأثبت اأنه في ,Φ2n(x) =Φn(−x)،ℚ[x]  لكل عدد �شحيح فردي n >1. [م�شاعدة: اإذا كانت ζ جذرًا بدائيًّ   .13
الفردية للواحد، فما رتبة ζ- ؟].

لـ   ℂ ℚ هو نف�شه حقل الان�شطار في  xnm – 1 على  لـ   ℂ اأنّ حقل الان�شطار في  اأثبت  ا.  اأولية ن�شبيًّ  n,m ∈ ℤ+ لتكن    .14 
.ℚ على (xn -1)(xm -1)

لزمرتي  المبااصر  ال�صرب  تماثل   ℚ على   (xnm - 1) ∈ ℚ[x] زمرة  اأنّ  اأثبت  ا.  ن�شبيًّ اأولية   n, m ∈ ℤ+ لتكن    .15 
 x n – 1 و  x m – 1 م�شاعدة: م�شتخدمًا مبرهنة جالوا، اأثبت اأنّ زمرتي] .ℚ على(xm - 1) ∈ℚ[x]  و  (xn - 1) ∈ ℚ[x]

كلتيهما يمكن اأن تُعدّا زمرتين جزئيتين من زمرة x n m- 1. ثم ا�شتخدم التمرينين 50 و 51 في الف�شل 11].
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عدم قابلية حل المعادلة من الدرجة الخام�صة للحلّ Insolvability of the Quinticالف�صل 56
نحن معتادون على حقيقة اأنّ كثيرة الحدود من الدرجة الثانية f (x) = ax2 + bx + c، a ≠0 ذات الم�صكلة

)2   بو�شفها اأ�شفارًا في ℂ. في الحقيقة، هذا  4 / 2 )b b ac a− ± − المعاملات الحقيقية لها 
. �شيُطلب منا في التمرين 4  F �شحيح لـ f(x)∈F[x] حيث F اأيّ حقل مميزه ≠2 والاأ�شفار في 

 اإثبات هذا. وهكذا، وعلى �شبيل المثال:
. ( 2)−  ℚ[x] ∋ (x2 + 2x + 3) اأ�شفارها في 

امتدادات بالجذور
التعبير  دائمًا  يمكن   ،ℚ على  الثالثة  الدرجة  من  حدود  كثيرة  اأ�شفار  كانت  اإذا  ما  تت�شاءل  قد 
عنها با�شتخلا�س الجذور، والجواب نعم بالتاأكيد، وحتى اأ�شفار كثيرة حدود من الدرجة 4 على 
“�شيغة  اإيجاد  اأن حاول الريا�شيون �شنوات  ℚ، يمكن التعبير عنها با�شتخلا�س الجذور، وبعد 
لاأ�شفار كثيرة الحدود من الدرجة 5، فقد كان ن�صرًا، عندما اأثبت “اأبل”  با�شتخلا�س الجذور”. 
اأنّ المعادلة الخام�شة لا تحلّ بال�صرورة با�شتخلا�س الجذور، �شيكون عملنا الاأول الو�شف الدقيق 

لما يعنيه هذا، و�شيُ�شتخدم في المناق�شة المقبلة قدر كبير من الجبر الذي طوّرناه . 
ا لـ F بالجذور. (extension of F by radicals)، اإذا  1.56 تعريف ي�شمى الامتداد K للحقل F امتدادًا

وجدت عنا�صر α1, · · · , αr ∈ K واأعداد �شحيحة موجبة
αi،  لكل 

ni ∈ F(α1, · · · , αi−1) و K = F(α1, · · · , αr ), α1
n1 ∈ F،  ّبحيث اإن ،  n1,…, nr 

Solv�) F قابلة للحلّ با�صتخلا�س الجذور على  f (x) ϵ F [x] 1 حيث  كثيرة الحدود< i ≤ r
able by radicals over F)، اإذا كان حقل الان�شطار E لـ f(x) على F محتوًى في امتداد لـ 

■ F بالجذور. 
اإذن، تكون كثيرة الحدود  f(x) ∈ F(x)  قابلة للحلّ با�شتخلا�س الجذور على F، اإذا كان بالاإمكان 
الح�شول على كل �شفر لـ f(x)  با�شتخدام �شل�شلة منتهية من عمليات الجمع، والطرح، وال�صرب، 
والق�شمة، واأخذ الجذور ni  بدءًا بعنا�صر من F. الاآن، قولنا: اإنّ المعادلة من الدرجة الخام�شة غير 
قابلة للحل في الحالة التقليدية – اأي المميز 0- لا يعني قولنا: اإنه لا معادلة من الدرجة الخام�شة 

قابلة للحلّ، كما يثبت المثال الاآتي.
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∎  نبذة تاريخية 

كان اأول ن�صر ل�شيغة حلّ المعادلة من الدرجة الثالثة با�شتخلا�س الجذور عام 1545م في كتاب (Ars Magna) لجيرولامو 
ا يعود كذلك ل�شيبوني ديل فيرو، ونيكولو  كاردانو (Girolamo Cardano)، على الرغم من اأنّ بداية اكت�شاف الطريقة جزئيًّ
 Lodovico) اكت�شف تلميذ كاردانو، لودوفيكو فيراري .(Scipione del Ferro and Niccolo Tartaglia) تارتاجليا

Ferrari) طريقة لحلّ المعادلة من الدرجة الرابعة با�شتخلا�س الجذور، التي ظهرت كذلك �شمن عمل كاردانو.

        وبعد اأن حاول كثير من الريا�شيين حلّ المعادلة من الدرجة الخام�شة بطرق م�شابهة، كان جوزيف لوي�س لاجرانج 
(Joseph Louis Lagrange) عام 1770م اأول من حاول بالتف�شيل تحليل المبداأ العام وراء حلول كثيرات الحلول من 
الدرجة 3 و 4، وبرهن لماذا ف�شلت هذه الطرق في حل تلك المعادلات ذات الدرجات الاأعلى، كان اأ�شا�س فهمه العميق لهذه 
الطرق ال�شابقة يقوم على وجود دوال ن�شبية للجذور، التي تاأخذ قيمتين اأو ثلاثة- على التوالي- تحت التباديل الممكنة 
للجذور كلها، وهكذا يمكن كتابة هذه الدوال الن�شبية بو�شفها جذورًا لمعادلات ذات درجة اأقلّ من الاأ�شلية، لم تكن اأي من 

هذه الدوال وا�شحة في المعادلات ذات الدرجات الاأعلى. 

 Paolo Ruffini1765-) كان اأول ريا�شي يدعي عدم قابلية المعادلة من الدرجة الخام�شة للحلّ هو باولو روفيني       
الجزئية  الزمر  الواقع، حدّد  ففي  تبعًا لمقترحات لاجرانج،  برهانه  كان  وقد  1799م،  عام  الجبر  كتابه في  1822)، في 
جميعها من S5، واأثبت كيف توؤثر هذه الزمر الجزئية في الدوال الن�شبية لجذور المعادلة، ول�شوء الطالع، كان هناك كثير 
من الثغرات في الن�شخ المن�شورة من البرهان، لقد كان نيلز هينريك اأبل (Niels Henrik Abel) الذي ن�صر برهانًا كاملًا 

عامي 1824م و1826م ، مغلقًا ثغرات روفيني جميعها ، الذي حلّ �شوؤالًا عمره قرون.  
   

كثيرة الحدود x5 -1 قابلة للحلّ با�شتخلا�س الجذور على ℚ . حقل الان�شطار K لـ x5 -1 مولد بالجذر البدائي 2.56 مثال
ζ من الرتبة 5 للواحد، اأي  ζ5 = 1  و  K = ℚ (ζ). وكذلك x5 -2  قابلة للحلّ با�شتخلا�س الجذور على ℚ؛  
▲                                     .x5 -2 5 هو ال�شفر الحقيقي لـ 2 5 و ζ، حيث   2 لاأن حقل ان�شطارها  مولد بـ 

للقول: اإنّ المعادلة من الدرجة الخام�شة غير قابلة للحلّ في الحالة التقليدية، يعني اأنه يوجد بع�س كثيرات 
الحدود من الدرجة 5 معاملاتها اأعداد حقيقية، ولا يمكن حلها با�شتخلا�س الجذور. �شنثبت ذلك، �شوف 

نفتر�س اأنّ الحقول المذكورة خلال هذا الف�شل جميعها ذات مميز 0.  

الخطوط العري�شة للمناق�شة هي كما ياأتي، ومن النافع محاولة تذكرها.

1.   �شنثبت اأنّ كثيرة الحدود f(x) ∈ F(x)  قابلة للحلّ با�شتخلا�س الجذور على F، (اإذا و) فقط اإذا كان 
حقل ان�شطارها E على F له زمرة جالوا قابلة للحل.

        تذكر اأنّ الزمرة القابلة للحلّ، هي تلك التي يكون لها �شل�شلة تركيب مع خوارج اإبدالية، ومع اأنّ هذه 
المبرهنة �شحيحة في الاتجاهين، فاإننا لن نثبت جزء األـ »اإذا«.

2.  �شوف نثبت اأنه يوجد حقل جزئي F من الاأعداد الحقيقية وكثيرة حدودf(x) ∈ F(x)  من الدرجة 5 مع 
حقل ان�شطار E على F،  بحيث G(E/F)≃ S5، زمرة التناظر على 5 حروف. تذكر اأنّ �شل�شلة التركيب 

لـ S5 هي A5 < S5 > {ι}، ولاأنّ A5 لي�شت اإبدالية، نكون قد انتهينا.
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التمهيدية الاآتية تقوم بمعظم عمل الخطوة 1.
ليكن F حقلًا مميزه 0، وليكن a ∈ F، فاإذا كان K حقل ان�شطار xn – a على F، فاإنّ G(K/F) 3.56 تمهيدية

زمرة قابلة للحل. 

ت�شكل البرهان:  ،6.23 النتيجة  وبح�شب  للواحد،   n الرتبة  الجذور جميعها من  F يحوي  اأنّ  اأولًا  افتر�س 
الجذور من الرتبة n للواحد زمرة جزئية دورية من  〈.,∗F〉  ليكن ζ مولدًا لهذه الزمرة الجزئية. 
(في الحقيقة، المولدات هي بال�شبط الجذور البدائية من الرتبة n للواحد)؛ اإذن، الجذور من الرتبة 

n للواحد هي: 
 1, ζ, ζ2, · · · , ζn−1.

∋β �شفرًا لـ  F [x] ∋ (xn - a)، فاإنّ اأ�شفار xn – a هي:  فاإذا كان 
β, ζβ, ζ 2β, · · · , ζn−1β.

 .β على σ للتماثل الذاتي σ(β) يتحدّد بقيمة G(K/F) في σ فاإنّ اأيّ تماثل ذاتي ،K= F(β) ّولاأن
الاآن، اإذا كان  σ(β) = ζ iβ  و τ (β) = ζ jβ ، حيث τ ∈ G(K/F)، فاإنّ:                     

  
(τσ)(β) = τ (σ(β)) = τ (ζ iβ) = ζ i τ (β) = ζ i ζ jβ,

لاأنّ ζ i ∈ F . وبالمثل:
.(στ)(β) = ζ j ζ i β

اإذن، στ = τσ، وG(F/K) اإبدالية؛ ولذلك، فهي قابلة للحل.
الاآن، افتر�س اأنّ F لا يحوي الجذور البدائية من الرتبة n للواحد. ليكن ζ مولدًا للزمرة الدورية 
 β ّفلاأن ،xn– a مرة اأخرى �شفرًا لـ β ليكن . للجذور من الرتبة n للواحد مع عملية ال�صرب في 
و ζβ كليهما في حقل الان�شطار K لـ xn – a، فاإنّ ζ=(ζβ)/β تقع في K. ليكن F′= F(ζ)، نح�شل 
 ،F′= F(ζ) ّولاأن .xn- 1 حقل ان�شطار F ′ ؛ لاأنF امتداد ناظمي على F ′ ،الاآن .F < F ′ £ K على
فيتحدد التماثل الذاتي η من G(F ′ / F) بـ η(ζ)، ويجب اأن نح�شل على η(ζ)=ζi؛ لاأن اأ�شفار 

xn -1 كلها هي قوًى لـ ζ، واإذا كان μ(z)= z j، حيث μ ∈ G(F ′/F)؛ اإذن:    
(μη)(ζ ) = μ(η(ζ )) = μ(ζ i ) = μ(ζ )i = (ζ j )i = ζ i j

وكذلك بالمثل، 
(ημ)(ζ ) = ζ i j . 

اإذن،  G(F’/F) اإبدالية. وبح�شب المبرهنة الاأ�شا�شية لمبرهنة جالوا،
{ι} ≤ G(K/F′) ≤ G(K/F) 

مــن  الاأول  الجــزء  اأثبــت  الزمــر.  مــن  ناظميــة  تحــت  �شل�شلــة  فهــي  ولذلــك  ناظميــة؛  �شل�شلــة 
تماثــل  G(K/F)/G(K/F′) بــاأنّ  جالــوا  وتخبرنــا مبرهنــة  اإبداليــة،   G(K/F′) اأنّ   البرهــان 

 G(F’/F)، وهي اإبدالية، حيث يثبت التمرين 6، اأنه اإذا كان لزمرة �شل�شلة تحت ناظمية من الزمر 
الجزئيــة وزمر خارجة اإبدالية، فاإنّ اأيّ ت�شفية لهــذه ال�شل�شلة لها كذلك زمر خارجة اإبدالية؛ اإذن، 
t             .قابلة للحل G(K/F) ّلها زمر خارجة اإبدالية، وهكذا، فاإن G(K/F) شل�شلة التركيب لـ�
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�شتكمل المبرهنة الاآتية الخطوة 1 في برنامجنا.

4.56 مبرهنة

البرهان

ليكن F حقلًا مميزه �شفر، وليكن   ≥ F ≤ E ≤ K ، حيث E امتداد ناظمي لـ F و K امتداد 
بالجذور لـ F؛ اإذن، G(E/F) زمرة قابلة للحل. 

 G(L/F) بالجذور، واأنّ الزمرة F لـ L ٍمحتوًى في امتداد ناظمي منته K ّشنثبت في البداية اأن�
 K = F(α1, · · · , αr ) ،امتداد بالجذور K ّقابلة للحل. لاأن

α1. ولتكوين L، نكوّن اأولًا حقل الان�شطار 
n1∈ F 1 و< i ≥ r و αi

ni ∈ F(α1, · · · , α
i−1)  حيث

  L1 لكثيرة الحدود f1(x) = xn1 − αn1  على F؛ اإذن، L1 امتداد ناظمي على F، وتثبت التمهيدية 

α2 ونكوّن كثيرة الحدود. 
n2∈ L1  ،زمرة قابلة للحل. الاآن G(L1/F)  ّ3.56 اأن

( )( ) 2
2

1

2 2
( / )

( ) .
nn

G L F
f x x

σ

σ α
∈

 = −  ∏

 L2 شنترك� . f2(x) ∈ F[x] ّنرى اأن ، G(L1/F) في σ ّلاأنّ كثيرة الحدود لا تتغير تحت تاأثير اأي
ليكون حقل ان�شطار f2(x)  على L1؛ اإذن، L2 حقل ان�شطار على F كذلك، وهو امتداد ناظمي على 
F بالجذور، ن�شتطيع بناء L2 من L1 عن طريق خطوات متكررة كما في التمهيدية 3.56 مرورًا اإلى 
xn2 − σ(α2) بكل خطوة، وبح�شب التمهيدية 3.56 وتمرين 7، نرى اأنّ زمرة جالوا 

n2  حقل ان�شطار
على F لكل امتداد جديد مكوّن تظل قابلة للحل، ن�شتمر بهذه الخطوات بتكوين حقول ان�شطار على 

F بهذا الاأ�شلوب: في المرحلة i، نكوّن حقل ان�شطار لكثيرة الحدود 

( ) ( )( )
1( / )

i
i

i

nn
i i

G L F
f x x

α

σ α
−∈

 = −  ∏

ا على F بالجذور، ونرى اأنّ G (L / F)  زمرة قابلة  على Li-1. نح�شل اأخيًرا على الحقل L = Lr ، الذي يكون امتدادًا ناظميًّ
 .K ≤ L ّللحلّ، حيث نرى من خلال العمل اأن

لنختم عملنا، نحتاج اإلى اأن نلاحظ اأنه بح�شب المبرهنة 6.53، يكون G(E/F)  ≃ G(L/F)/G(L/E). اإذن G(E/F)، زمرة عامل، 
وعليه، هي �شورة ت�شاكل من G(L/F). ولاأنّ  G(L/F) قابل للحل، فيثبت التمرين 29 في الف�شل 35 اأنّ G(E/F) قابل لل
 t                                                                                                                                                                                   .حل

عدم قابلية المعادلة من الدرجة الخام�صة للحل با�صتخلا�س الجذور
بقي علينا اإثبات وجود حقل جزئي F من الاأعداد الحقيقية وكثيرة حدود f(x) ∈ F(x)  من الدرجة الخام�شة، بحيث اإنّ 

 .S5 له زمرة جالوا تماثل F على  f(x) لـ E حقل الان�شطار
ليكن  y1 ∈ ℝ  مت�شاميًا على  y2 ∈ ℝ  ،ℚ  مت�شاميًا على ℚ(y1) ، وهكذا، حتى ن�شل اإلى y5∈ ℝ  مت�شامية على   

ℚ (y1, …, y4) .  بالاإمكان برهنة وجود مثل هذه الاأعداد الحقيقية المت�شامية با�شتخدام مقاربة العدّ، فالاأعداد المت�شامية التي 
 يمكن اإيجادها بهذه الطريقة ت�شمى عنا�شر مت�صامية م�صتقلة على ℚ  (independent transcendental elements). ليكن

 E = ℚ(y1, ··· , y5)، ولتكن: 

( )
5

1

( ) .i
i

f x x y
=

= −∏

اإذن، f(x) ∈ E[x]. الاآن معاملات f(x)- ما عدا احتمال الاإاشارة  - �شمن الدوال المتناظرة الابتدائية في yi، يعني:
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1 1 2 5

2 1 2 1 3 1 4 1 5 2 3

2 4 2 5 3 4 3 5 4 5

5 1 2 3 4 5

... ,

       + ,
.
.
.

.

s y y y
s y y y y y y y y y y

y y y y y y y y y y

s y y y y y

= + + +
= + + + +

+ + + +

=

E = ℚ(y1,...,y5) 

F = ℚ(s1,...,s5) 

ℚ

ال�صكل 5.56 

معامل xi في  f(x)هو s5-i±. ليكن F = ℚ(s1, s2, · · · , s5)؛ اإذن، f(x) ∈ F[x]  (انظر ال�شكل 
 . f(x)لـ F حقل ان�شطار على E ،5.56)؛ وعليه

األـyi  تت�صرف بو�شفها غير معين على ℚ ، فاإنّ كل s ∈ S5 زمرة التماثل على خم�شة  لاأن 
ا  على E معرّف بـ  σ(a) = a لكل a ∈ ℚ و  ..σ(yi) = yσ(i ) ولاأنّ  حروف – تولد تماثلًا ذاتيًّ

 فنح�شل على
5

( )
1

( )i
i

x y s
=

−∏  هي كثيرة الحدود نف�شها، 
5

1

( )i
i

x y
=

−∏
( )i is ss =

 S5 رتبة  الاآن،   ( / )G E Fs ∈ فاإنّ  وهكذا،  ثابتة،   F تترك   ( )i is ss اأنّ = اإلى  يوؤدي  وهذا   ،i لكل 
ت�شاوي !5، وعليه، 

|G(E/F)| ≤ 5!.
لاأنّ درجة حقل الان�شطار على F لكثيرة حدود من الدرجة 5 على F ، هي على الاأكثر !5، فنرى 

اأنّ: 
|G(E/F)| ≤ 5!.

  .G(E/F)  ت�شنع كامل زمرة جالوا ( )i is ss اإذن، ,!G(E/F)| = 5|  ، والتماثلات الذاتية =
لذلك، G(E/F) ≃ S5 ، وهذا يوؤدي اإلى اأنّ G(E/F) غير قابلة للحل، هذا يكمل خطوطنا العري�شة، 

ونلخ�س ذلك في مبرهنة. 
لتكن y1, … , y5 اأعدادًا حقيقية مت�شامية م�شتقلة على ℚ . كثيرة الحدود 6.56 مبرهنة

5

1

( ) ( )i
i

f x x y
=

= −∏
الدالة  هي   si حيث   ،F = ℚ(s1, s2, · · · , s5) على  الجذور  با�شتخلا�س  للحلّ  قابلة  غير 

  .y1, … ,y5 في i المتناظرة الابتدائية
 n من الوا�شح اأنّ تعميم هذه المناق�شة يثبت (الهدف النهائي)، اأنّ كثيرة الحدود من الدرجة

 .n ≤ 5 لي�شت بال�صرورة قابلة للحلّ با�شتخلا�س الجذور لـ
وختامًا، ن�شير اإلى اأنه توجد كثيرات حدود من الدرجة 5 في ℚ[x] غير قابلة للحل با�شتخلا�س 

الجذور على ℚ. يترك برهان هذا اإلى التمارين (انظر التمرين 8).
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∎ تمارين 56 
مفاهيم 

 K ؟ هلℤ2 لاأحد عنا�صر ℤ2 باإ�شافة جذر تربيعي لـ ℤ2 على x2+ x +1 لـ K هل يمكن الح�شول على حقل الان�شطار   .1
امتداد بالجذور لـ ℤ2 ؟

هل كل كثيرة حدود في F[x] على ال�شورة ax8+ bx6 + cx4 + dx2 +e، حيث a ≠ 0، قابلة للحلّ با�شتخلا�س الجذور    .2
على F، اإذا كان مميز F ي�شاوي 0؟ لماذا نعم اأو لا؟

�شع اإاشارة �شح اأو اإاشارة خطاأ:   .3
 اأ.   ليكن F حقلًا مميزه 0. كثيرة الحدود في F[x] قابلة للحلّ با�شتخلا�س الجذور اإذا وفقط اإذا كان 

 .F حقل ان�شطارها في  محتوًى في امتداد بالجذور لـ
 ب.   ليكن F حقلًا مميزه 0. كثيرة الحدود فيF[x]  قابلة للحلّ با�شتخلا�س الجذور اإذا وفقط اإذا كان 

.F حقل ان�شطارها في  له زمرة جالوا قابلة للحلّ على
 جـ. حقل ان�شطار x17 -5 على ℚ له زمرة جالوا قابلة للحلّ. 

 .ℚ مت�شاميان م�شتقلان على √p  و p العددان  د.  
زمرة جالوا لامتداد منتهٍ لحقل منتهٍ قابلة للحل.   هـ.  

لا معادلة من الدرجة الخام�شة قابلة للحلّ با�شتخلا�س الجذور على اأيّ حقل.  و.  
كل كثيرة حدود من الدرجة 4 على حقل مميزه 0 ، قابلة للحلّ با�شتخلا�س الجذور.   ز.  

 ح.   اأ�شفار كثيرة حدود تكعيبية على حقل F مميزه 0 ، يمكن دائمًا الو�شول اإليها ب�شل�شلة منتهية 
 .F من عمليات الجمع، والطرح، وال�صرب، والق�شمة، واأخذ الجذور التربيعية بدءًا من عنا�صر في
 ط.   لا يمكن اأبدًا الو�شول اإلى اأ�شفار كثيرة حدود تكعيبية على حقل F مميزه 0، ب�شل�شلة منتهية من 

.F عمليات الجمع، والطرح، وال�صرب، والق�شمة، واأخذ الجذور التربيعية بدءًا من عنا�صر في
ا في تطبيقات مبرهنة جالوا.  اأدت مبرهنة �شلا�شل الزمر تحت الناظمية دورًا مهمًّ  ي.  

براهين
4.  ليكن F حقلًا، ولتكن f(x) = ax2 + bx +c في F[x] ، حيث a ≠0. اأثبت اأنه اإذا كان مميز F لا ي�شاوي 2، فاإنّ حقل 

 . 2( 4 )F b ac− ان�شطار f(x) على F هو 
[م�ساعدة: اأكمل المربع، تمامًا كما في عمل المدر�شة العليا، لا�شتنتاج »القانون العام لحلّ المعادلة التربيعية«].  

 f (x) = ax4 + bx2 + c, حقلًا مميزه لا ي�شاوي 2 و F 5.  اأثبت اأنه اإذا كان
 .F قابلة للحلّ با�شتخلا�س الجذور على f(x) ّفاإن ،a ≠ 0 حيث   

اإبدالية، وهكذا يكتمل  اإبدالية، لها كذلك خوارج  اأنه لزمرة منتهية، كل ت�شفية ل�شل�شلة تحت ناظمية مع خوارج  اأثبت   .6
اإثبات التمهيدية 3.56. [م�ساعدة: ا�شتخدم المبرهنة 7.34].

7.  اأثبت اأنه لزمرة منتهية، يمكن ت�شفية �شل�شلة تحت ناظمية مع زمر خارجة قابلة للحلّ اإلى �شل�شلة تركيب مع خوارج 
اإبدالية، وهكذا يكتمل اإثبات المبرهنة 4.56. 

[م�ساعدة: ا�شتخدم المبرهنة 7.34].  
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اأول في الجبر المجرد 610 مقرر 

.ℚ غير قابلة للحلّ با�شتخلا�س الجذور على  ℚ [x] يقدم هذا التمرين كثيرة حدود من الدرجة 5 في   .8
اأثبت اأنه اإذا كانت H زمرة جزئية من S5، وتحوي حلقة طولها 5 وحلقة طولها 2، فاإنّ H= S5. [م�ساعدة: اأثبت اأنّ  اأ.  

H تحوي الحلقات الثنائية جميعها في S5 ، وطبق النتيجة 12.9. انظر التمرين 39، في الف�شل 9].
ب. اأثبت اأنه اإذا كانت f(x)  كثيرة حدود غير مختزلة في ℚ [x] من الدرجة 5 ، ولها بال�شبط �شفران مركبان وثلاثة 
اأنّ الزمرة  اإثبات  [م�ساعدة: ا�شتخدم مبرهنة �شيلو في   .S5 f(x)  على ℚ تماثل  ℂ، فاإنّ زمرة  اأ�شفار حقيقية في 
تحوي عن�صًرا رتبته 5. ا�شتخدم حقيقة اأنّ f(x) له بال�شبط �شفران مركبان لاإثبات اأنّ الزمرة تحوي عن�صًرا رتبته 

.[( 2، ثم طبّق الفرع (اأ
جـ. كثيرة الحدود f(x)= 2x5 – 5x4 + 5 غير مختزلة في ℚ [x] – بح�شب معيار اأيزن�شتين، حيثp = 5. ا�شتخدم 
تقنيات التفا�شل والتكامل في اإيجاد القيم العظمى وال�شغرى المحلية و“ر�شم دالة كثيرة الحدود f” ؛ لم�شاهدة 
  f(x) ّا�شتنتج من الفرع (ب) والمبرهنة 4.56 ، اأن . ℂ يجب اأن يكون لها بال�شبط ثلاثة اأ�شفار حقيقية في f(x) ّاأن

.ℚ غير قابلة للحلّ با�شتخلا�س الجذور على
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ةيدر لا مايلأ الت ل نيرام لا لولح  611

حلول التمارين ذات الأرقام الفردية

التي ل ت�ساأل عن تعريفات اأو براهين 

الف�سل 0

{ 3− ,  3 } .1

{1,−1, 2,−2, 3,−3, 4,−4, 5,−5, 6,−6, 10,−10, 12,−12, 15,−15, 20,−20, 30,−30, 60,−60} .3

ϕ ا ايمجمدعح للخاايح 5.  اي�ضت مجمدعح )اي�ضت ة�ضنح لا عللف(. ةااح يمكأ عميها لنل�ضً

ϕ 7.  للمجمدعح

 9. للمجمدعح 

(a, 1), (a, 2), (a, c), (b, 1), (b, 2), (b, c), (c, 1), (c, 2), (c, c) .11

CD هي نقطح تقاطعه مع لاقطعح للم�ض قيمح  y وا كأ ،x و P 13. لي�ضم للخط  للمايّ خلار

2 )لابرلهين عاوة تحذف مأ للحيدر( ( ( ))s n A= P 17. مخمّنح:  

ا  . [)ل نعدلو x ةيث x ≤ 1 ≥ 0 يمكأ ك اب ها الان�ضا�س 12 والان�ضا�س 2 ولنل�ضً 0 0 02 510 ,10 ,10 12 2ℵ ℵ ℵ= = =   .21
الان�ضا�س 10(

52 .27  5 .25  1 .23

29. اي�ضت علارح تكافدؤ.

.a ∈ 0 0 02 510 ,10 ,10 12 2ℵ ℵ ℵ= = =  نيّ عن�صر غير �ض لي  a  = {a,−a} ، 0 31. علارح تكافدؤ،  {0} = 

33. علارح تكافدؤ:

  {1,2 }1 , ,9 ,= …

 {10,11,...10 ,99},=

،  وبدجه عام {100,101,...,90 ,10 99}=                

1{1 0 ,10  1,...,1 00 }1 1n n nn += + −

لن.  {… ,6 ,4 ,2} ,{… ,5 ,3 ,1}   .35

ب. {… ,9 ,6 ,3},{… ,8 ,5 ,2},{… ,7 ,4 ,1}  

ج. {… ,15 ,10 ,5},{… ,14 ,9 ,4},{… ,13 ,8 ,3},{… ,12 ,7 ,2},{…,11 ,6 ,1}  
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لنور في للجبر للمجلو 612 مقلي 

37. ل �ضم ولاح اثنين اإلى اثنين لقترح لننّ ولاح f كهذه لجب لنن تحمل كل زوج مأ لانقاط للمخ ي ح لإلى نقط ين مخي  ين، ولاح 
كهذه لنةاولح بالمعنى ل �ضطلاةي . )لإال كان في للمجار عن�صر ولةد، فاادلاح   يمكأ لنن ت �ضل في لنن تكدن ولاح لثنين لإلى 
لثنين؛  نن لاطللقح لادةيدة لا ي يمكأ لنن ت �ضل فيها لنن تكدن ولاح لثنين لإلى لثنين هي لنن تحمل نقط ين لإلى نقطح ولةدة، 
وللمجمدعح اي�س فيها نقط ان(،  في للمقابل، كل ولاح لنةاولح بالمعنى ل �ضطلاةي تحمل لنيّ زوج مأ لانقاط لإلى نقط ين 
مخ ي  ين. وعييه، فمأ لاناةيح ل �ضطلاةيح، فاإن لادولر لا ي ت�ضمى لنةاولح  هي باا�ضبط تيك لا ي تحمل لنيّ نقط ين لإلي 
ا، لاطللقح لاقيا�ضيح  إثبات لنن  نقط ين، وااك باع باي لنن هذه لادولر وب�ضدية بدهيح هي الت طللق لنةاوي ل تجاه. لنل�ضً
ا  لادلاح لنةاولح، هي باا حدلد لإثبات لننها   تحمل نقط ين لإلى نقطح ولةدة فقط. وعييه، لإثبات لننّ لادلاح لنةاولح �ضاي طبيعيًّ

مأ خلار ل�ضطلاح لثنين لإلى لثنين.

الف�سل 1

23 + 7i .5   –i .3   –i .1

−4 + 4i .9    17 − 15i .7

1 12
2 2

i − + 
 

 .13    2 13  .11

3 534
34 34

i− + 
 

 .15

3 3 3 ,3
2 2

i i± −   .19     1 1
2 2

i− ±    , 1 1
2 2

i±  .17

2   .27        3
8
 . 25    4 .23    3 i− ±  , 2i±  , 3 i±  .21

7 ,1 .33                          5 .31                                                 11 .29

 0 0ζ ↔ , 3 7ζ ↔  , 4 4ζ ↔ , 5 1ζ ↔ , 6 6ζ ↔ , 7 3ζ ↔  .35

، لا ي هي م�ض حييح في لا قابل ل نةاوي. 4 4ζ ↔ ا ، ولنل�ضً 3 0ζ ↔  ، 2 1ζ ↔ 4ζ لجب لنن لكدن ادلنا  ↔ 37. مع 

39. باا�صرب، نح�ضل عيى:

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 | || | [(cos cos  sin  sin )  (cos  sin   sin  cos )  ]z z z z iθ θ θ θ θ θ θ θ= − + +  

. 1 2 1 2 z z z z= ولان يجح للمطيدبح تن ج مبا�صرة مأ لا مللأ 38 ومأ للمعاواح 

Abstract 1_Book.indb   612 3/4/2014   9:56:10 AM

o b e i k a n d l . c o m



ةيدر لا مايلأ الت ل نيرام لا لولح  613

الف�سل 2

c  ، a .3. ∗ اي�ضت تجميعيح    e, b, a .1

b  ،c  :لا�ضف لاللبع  ،a  :لا�ضف لاثاني   d  :5. لا�ضف ل نوّر

7. اي�ضت تبدلييح،  اي�ضت تجميعيح.

9.  تبدلييح، تجميعيح.

11. اي�ضت تبدلييح،  اي�ضت تجميعيح.

[ ]( 1)/2n nn +  ،729 ،8 .13

19. نعم 17.  ، لا�صرط 2 ل �ضل  

21.  ، لا�صرط 1 ل �ضل

ب. نعم 23. لن. نعم  

*' a اكل a, b ∈ S )هناك ةيدر لنخلى ممكنح(.  b = △  و  a ∗ b =?  بـ  S عيى '* . علِّف ∗ و   {?, }S =  25. ا كأ 

29. �ضح 27. �ضح. 

، g(x) = x ، وh(x) = 2x + 1. عندئذٍ: ( ) 2f x x= = x2  ّ31. خطان، لفتر�س لنن

) اكأ ) ( ) ( ) 2( ) 3 1f x g x h x x x− − = − −  

( ) ( ) ( ) 2 2( ) ( 1) 1f x g x h x x xx x− − = − − − = + +
 *'   عيى  33. �ضح              35. خطان، لفتر�س لننّ  ∗ هي + ، ولفتر�س لنن

الف�سل 3         

'S φ لجب لنن تكدن جميع  [S] .ب ا   φ لجب لنن لكدن لنةاولًّ لن.   .1

a, b ∈ S اكل  ( ) '( )  ( )a b a bφ φ φ∗ = ∗ ج.   

n ∈ )  اكل  ) 1nφ ≠  . '
  ب�ضدية غاملة لإلى φ   تل�ضل  3.  ؛  نن 

9. نعم 7. نعم   5. نعم  

 2 2( ) ( 1)x xφ φ= + 11.  ؛  ننّ

f ∈ F اي�س اها ةل ( ) 1f xφ = + 13.  ؛  ننّ 
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لنور في للجبر للمجلو 614 مقلي 

f ∈ F اي�س اها ةل ( ) 1fφ = 15.  ؛  ننّ 

؛ لاعن�صر للمحالد 2 2m n mn m n∗ = − − + 17.  لن. 

m؛ لاعن�صر للمحالد 0 n mn m n∗ = + + ب.   

؛ لاعن�صر للمحالد 2 ( 2)1
3

ab ba b a+ + −∗ = لن.     .19

2
3
؛ لاعن�صر للمحالد  2

3
3a b ab a b∗ = − − + ب.    

L . )مأ عاوتنا ةذف  Re e= ، فاإن  Re Le  وعن�صر محالد لنيمأ  S* , اها عن�صر محالد لنل�صر  25.  ، لإال كانت
لابرلهين مأ للحيدر(.

الف�سل 4

1G ت �ضل  .  .5 1G ت �ضل    .   .3 3G  ت �ضل   .  .1

 باان�ضبح لإلى لا�صرب فيها 1000 عن�صر. 1000 في  1z = 1000 لحيدر للمعاواح    ,.U 7. لازملة  

,.∗
 ، وةلّان في  ,+ ، ةل ولةد في  ,. U x  اها لنيبعح ةيدر في  x x x e∗ ∗ ∗ = 9. للمعاواح عيى لا�ضدية: 

13. نعم 11.  نعم     

15.  . للم�ض دفح لا ي جميع مدخلاتها 0 هي مثيثيح عيدلح، اكأ اي�س اها معكد�س.

17. نعم

1
3

− ج.  19. )لابرهان محذوف( 

21. 2، 3. )ت�ضبح ل إجابح �ضعبح في ةااح لنيبعح عنا�صر، ةيث لإنّ للجدلب لي�س 4(.

ط. خطان ز. �ضح   ه. خطان   ج. �ضح   لن. خطان     .25

الف�سل 5

9. نعم   2{ |  }nπ ∈ + و
   .7 5. نعم   3. نعم   1. نعم  

11.  ، اي�ضت مغيقح باان�ضبح لإلى لا�صرب.

13. نعم
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ةيدر لا مايلأ الت ل نيرام لا لولح  615

F ب.  ، لإنها اي�ضت ة ى مجمدعح جزئيح مأ  لن. نعم    .15

ب. نعم لن.  ، اي�ضت مغيقح باان�ضبح لإلى للجمع    .17

F ب.  ، لادلاح لاثاب ح لا�ض للح اي�ضت في  لن. نعم    .19

2 21,  ,  ,1/ ,1/π π π π ج.    14  ,
1
2 ب.  4 ,2 ,1 , لن. 50 ,25 ,0 ,25− ,50−    .21

n ∈ 1 اـ 
0 1

n 
 
 

23. جميع للم�ض دفات 

n ∈  اـ 
2 1

2 1

0 2
 

2 0

n

n

+

+

 −
 − 

4 لنو  0
 

0 4

n

n

 
 
 

25. للم�ض دفات جميعها عيى لا�ضدية: 

3 .35   2 .33   4 .31   3 .29   4 .27

ط. �ضح ز. خطان   ه. خطان   ج. �ضح   لن. �ضح     .39

الف�سل 6

60 .7   8 .5     7, 6q r= − =  .3   4, 6q r= = .1

4 .19   6 .17   2 .15    2.13   16 .11   4  .9

19. زملة وويلح   نهائيح

.23

𝕫𝕫36
3

9

18

0

3

6

12

2

4

3

9

18

0

3

6

12

2

4

3

9

18

0

3

6

12

2

4

3

9

18

0

3

6

12

2

4

3

9

18

0

3

6

12

2

4

3

9

18

0

3

6

12

2

4

3

9

18

0

3

6

12

2

4

3

9

18

0

3

6

12

2

4

17 ،1 .29  12 ،6 ،4 ،3 ،2 ،1 .27   6 ،3 ،2 ،1 .25

   8   .37    2  .35 33. زملة كلالأ لالباعيح 

( )1
2

1 3i− )   و )1
2

1 3i+   .39
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1 ( 3 )
2

i− −  ، 1 ( 3 )
2

i− +   ، 1 ( 3 )
2

i−   ، 1 ( 3 )
2

i+  .41

( 1)( 1)p q− −  .51

الف�سل 7

0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16  .3   0 , 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11.1

..., 24, 18, 12, 6,  0,  6,  12,  18,  24,...− − − −  .5

a2 .ج                a2 .ب           a3b .7. لن

 .9

e a b c d f

e e a b c d f

a a e c b f d

b b d e f a c

c e f a d e b

d d b f e c a

f f c d a b e

ال�ضم  يلن�س  لنيّ  لبدلن مأ   ،arc2و  arc1 ل �ضمين  لنطيق عييهما  11. لختر زوجًا مأ للحدلفّ للمدجّهح للمداّدة، 
مدجه، ولنظل فيما لإال كانت للم  اايح arc2 ،arc1 وarc1  ،arc2 تدؤوي لإلى لاللن�س ن �ضه. )هذه تقابل لا�ضدؤلر 
فيما لإال كان للمدادلن  للمقابلان  ايزملتين تبدلييين(. لازملة تبدلييح لإال وفقط لإال كانت هاتان للم �ضي�ضي ان 

تدؤولان لإلى لاللن�س ن �ضه لأيّ زوج مأ للحدلفّ للمدجّهح للمداّدة.

13. لإنها اي�ضت ول�ضحح؛  نن ي�ضم مدجه ازملة وويلح يمكأ لنن ل�ضكل با�ض خدلم مجمدعح مدادة مأ عن�صرلأ 
لنو لنكثر، اي�س لنيّ منهما لداد لازملة.
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 .15

1

1 2

0

2

34

5

17. لن. لابدء مأ لنيّ يلن�س a، لنيّ م�ضاي خلار لابيان لن هي عند لاللن�س a ن �ضه، يمثل �صربًا لمدادلت لنو لمعكد�ضاتها، 
لا ي ت�ضاوي للمحالد، وعييه، تعطي علارح.

( )24 2 , ,a e b e ab e= = = ب.   

الف�سل 8

1 2 3 4 5 6
     

3 4 1 6 2 5
 
 
 

 .3  1 2 3 4 5 6
     

1 2 3 6 5 4
 
 
 

  .1

1 2 3 4 5 6
     

2 6 1 5 4 3
 
 
 

  .5

ι .9   2 .7

{ }1,   5  .13      { }1,  2,  3,  4,  5,  6  .11

عيى  عنا�صرنا  تعطي  هذه  خا�ض نا.   1µ هي  هنا   φ ةيث   ، 2 3 2 3,  ,  ,  ,  ,  , ,  ρ ρ ρ φ ρφ ρ φ ρ φ∈  .15

0 1 2 3 1 1 2 2, , , , , , ,ρ ρ ρ ρ µ δ µ δ لاترتيب: 

24 .17

 { }1 3 0 1 2 3,  , , ρ ρ ρ ρ ρ ρ= =  ، { }0 0ρ ρ= لننّ:  نجــد   ،12.8 للجــدور  لإلى  باالجــدع   .19
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تيــك   ، { }2 0 2,δ ρ δ= و   ، { }1 0 1,δ ρ δ=   ، { }2 0 2,µ ρ µ=  ، { }1 0 1,µ ρ µ=  ، { }2 0 2,ρ ρ ρ=

2δ لايدلتي  ، لنو  1 2 1, ,µ µ δ هــي جميــع لازمل للجزئيح لادويلح. لازملة للجزئيح لا ي تحــدي ولةدة مأ لا باولل 
3ρ �ضــدف ت�ضــف لنو�ضــاع للملبع جميعها، وهكذل لجب لنن تكدن لازملة  ρ 1 لنو  ــا  “تعيد للملبع” وتحدي لنل�ضً
، نلى لنن لاعنا�ــصر ل نخلى لادةيــدة لا ي يمكأ لنن  1µ 4D جميعهــا. ب ح�ــس لا�ضــف في للجدور للمقابل اـــ 

} مغيقح باان�ضــبح لإلى  }0 2 1 2,  , , ρ ρ µ µ . ن ح�س لنن  2µ  ، 2ρ  ، 0ρ 1µ هي تكــدن في زمــلة جزئيح فعييــح مع 
2µ لعطي لازملة للجزئيح ن �ضها،  لا�صرب، وفيما  لإال كانت زملة جزئيح.  ب ح�س لا�ضف في للجدور للمقابل اـ 
2δ لعطي - با�ضــ خدلم لا  �ضــير ن �ضــه - لازملة للجزئيح  1δ و  وب ح�ــس لا�ضــ ين في للجــدور وللمقابيين اـ 

} كا ة مار لادةيد للم بقي. }0 2 1 2,  , , ρ ρ δ δ

21. لن. هذه هي “م�ضــ دفات لا باولل لاب�ضــيطح” لا ي تن ج عأ تبدلل �ضــ دف م�ضــ دفح لادةدة. عند �صرب 
م�ضــ دفح لنخلى A مأ لاي�ضــاي بدلةدة مأ هذه للم�ضــ دفات P، فاإن �ضــ دف للم�ضــ دفح A ت بدر بااطللقح 
ن �ضــها لا ي تبدات فيها �ضــ دف م�ضــ دفح لادةدة مأ لاديجح 3 × 3 ا ن ج P؛ و نن لة ما ت لا باولل لناـ 6 
3S في تبدلل للمدخلات 1 ,2 ,3 لم جه لاعمدو  جميعها اي�ض دف لاثلاثح مُثِّيَت، نلى لننها تدؤثل ك انثير عنا�صر 

3S زملة. للمعطى. وعييه، فاإنها ت�ضكل زملة، وااك؛  نن 

3S عيى ثلاثح لنةلف. ب. زملة لا ناظل    

D4 .25   2  .23

    ، 2

0 1 2 3
     

2 3 0 1
λ

 
=  
 

    ، 1

0 1 2 3
     

1 2 3 0
λ

 
=  
 

    ،    0

0 1 2 3
     

0 1 2 3
λ

 
=  
 

  ، 4 اـ   .27

. 3

0 1 2 3
     

3 0 1 2
λ

 
=  
 

 ،S3 اـ  . nλ  مع تبدلل n بـ  للجدور اي مثيل للمن ظم ل نل�صر هد ن �ضه للجدور اـ 4

، ...لإاخ، ةيث لا�ضف في ل ن�ض ل في  0 1 2 1 2 3
1

1 2 0 2 3 1

    
r r r m m m
r r r m m m

ρ
 

=  
 

  ، 0 1 2 1 2 3
0

0 1 2 1 2 3

    
r r r m m m
r r r m m m

ρ
 

=  
 

3  بااترتيب لاذي  تظهل فيه مأ ل نعيى لإلى ل ن�ض ل في لاعمدو تحت تانثير 𝜎𝜎 في للجدور   S σρ ل كدّن مأ عنا�صر  لا بدلل 

. σρ 3 با�ض بدلر 𝜎𝜎  بـ    S 8.8. للجدور اي مثيل للمن ظم ل نيمأ هد ن �ضه للجدور اـ 

33. اي�س تبدللا 31. اي�س تبدللًا  

لن. �ضح   ب. �ضح  جـ- خطان  و- خطان       .35

37. مدندلد                                 41.                                                                   43. نعم
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الف�سل 9

{1, 2, 5}, {3}, {4, 6}   .1
{1, 2, 3, 4, 5}, {6}, {7, 8} .3

 { }2 |n n ∈ , { }2 1|n n+ ∈  .5

1 2 3 4 5 6 7 8
        

4 1 3 5 8 6 2 7
 
 
 

 .7

1 2 3 4 5 6 7 8
        

5 4 3 7 8 6 2 1
 
 
 

 .9

(1, 3, 4)(2, 6)(5, 8, 7) = (1, 4)(1, 3)(2, 6)(5, 7)(5, 8) .11

13.  لن. 4

n  يتب ها n ب. لادوية لا ي  طداها

ج. 𝜎𝜎 يتب ها 6؛ τ يتب ها 4  

و. 6 في لا مايلأ 10 و11، 8 في لا مللأ 12  

ه. يتبح لا بدلل للمعبر عنه ك�صرب وويلت من �ضيح هي للم�ضاعف للم�ضترك ل ن�ضغل  نطدلر تيك لادويلت.  

30 .17                                  6  .15

.19

(1) (1,2,3)

(1,3,4)

(1,2,4)(1,4,3)

(1,2) (3,4)

(1,2,3)

(3,3,4)

(1,4,2)

(2,4,3) (1,4)(2,3)

(1,3) (2,4)
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23. لن. خطان                   ج.  خطان               ه. خطان                         ز. �ضح                     ط. �ضح

الف�سل 10

 4 {..., 8, 4,0, 4,8,...}= − −  .1

 1 4 {..., 7, 3,1,5,9,...}+ = − −  

 2 4 {..., 6, 2, 2,6,10,...}+ = − −  

 3 4 {..., 5, 1,3,7,11,...}+ = − −  

  2 {0,2,4,6,8,10}= ,  {1,3,5,7,9 12 }1 ,1+ =  .3

 {0 }18 ,18=  , {1 98 }1 1 ,1+ = , {2 08 }2 1 ,2+ =  , ...,  {117 7 51 }8 ,3=+  .5

} . اي�ضت ن �ضها }0 2 ,ρ µ , { }1 1,ρ δ , { }2 1,ρ µ , { }3 2,mρ  .7

 { }0 2,ρ ρ , { }1 3, ρ ρ , { }1 2,µ µ , { }1 2,δ δ .9

V 11.  نعم، نح�ضل عيى زملة مجمدعات م�ضايكح تماثل زملة كلالأ لالباعيح
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ةيدر لا مايلأ الت ل نيرام لا لولح  621

𝛿𝛿2𝛿𝛿1𝜇𝜇2𝜇𝜇1𝜌𝜌3𝜌𝜌1𝜌𝜌2𝜌𝜌0

𝛿𝛿2𝛿𝛿1𝜇𝜇2𝜇𝜇1𝜌𝜌3𝜌𝜌1𝜌𝜌2𝜌𝜌0𝜌𝜌0

𝛿𝛿1𝛿𝛿2𝜇𝜇1𝜇𝜇2𝜌𝜌1𝜌𝜌3𝜌𝜌0𝜌𝜌2𝜌𝜌2

𝜇𝜇1𝜇𝜇2𝛿𝛿2𝛿𝛿1𝜌𝜌0𝜌𝜌2𝜌𝜌3𝜌𝜌1𝜌𝜌1

𝜇𝜇2𝜇𝜇1𝛿𝛿1𝛿𝛿2𝜌𝜌2𝜌𝜌0𝜌𝜌1𝜌𝜌3𝜌𝜌3

𝜌𝜌1𝜌𝜌3𝜌𝜌2𝜌𝜌0𝛿𝛿1𝛿𝛿2𝜇𝜇2𝜇𝜇1𝜇𝜇1

𝜌𝜌3𝜌𝜌1𝜌𝜌0𝜌𝜌2𝛿𝛿2𝛿𝛿1𝜇𝜇1𝜇𝜇2𝜇𝜇2

𝜌𝜌2𝜌𝜌0𝜌𝜌3𝜌𝜌1𝜇𝜇2𝜇𝜇1𝛿𝛿2𝛿𝛿1𝛿𝛿1

𝜌𝜌0𝜌𝜌2𝜌𝜌1𝜌𝜌3𝜇𝜇1𝜇𝜇2𝛿𝛿1𝛿𝛿2𝛿𝛿2 .

24 .15                             3  .13

ط. خطان ه. �ضح               ز. �ضح         19. لن. �ضح                           ج. �ضح 

 2H =  ، لازملة للجزئيح  2G =   .21

23. م�ض حيل، عدو للخلالا لجب لنن لق�ضم يتبح لازملة و12  لق�ضم 6

الف�سل 11

   .1

لالتبحلاعن�صرلالتبحلاعن�صر
(0, 0)1(0, 2)2
(1, 0)2(1, 2)2
(0, 1)4(0, 3)4
(1, 1)4(1, 3)4

لازملة اي�ضت وويلح

60 .7  9 .5                                            2   .3

{ }(0, 0), (0,1 ) , { }(0, 0), (1, 0) , { }(0, 0), (1,1 )  .9
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لنور في للجبر للمجلو 622 مقلي 

{ }(0, 0), (0,1 ), (0, 2), (0, 3)  .11

 { }(0, 0), (0, 2), (1, 0), (1, 2)  

{ }(0, 0), (1,1 ), (0, 2), (1, 3)  

5 3 4× ×   ، 12 5×  ، 15 4×  ، 20 3×   .13

12 .15 

120 .17

180 .19

2 2 2× ×   ، 2 4×  ، 8  .21

، 2 2 2 4× × ×    ، 2 4 4× ×   ، 2 2 8× ×   ، 4 8×  ، 2 16×  ، 32 .23

3 3 11 11× × ×    ، 9 11 11× ×   ، 3 3 121× ×   ، 9 121×   .25

29. لن.  

n2345678
2357111522عدو لازمل

  

110  )iii  225 )ii  225  )i ب.    

31. لن. لإنها لإبدلايح، عندما تكدن ل ن�ضهم عيى كلا للم�ضيعين اوي لناـ n  �ضيعاً اها ل تجاه ن �ضه )مع عقايب 
لا�ضاعح لنو عك�س عقايب لا�ضاعح(.

2 n×  ب.   

ا ج. عندما لكدن n فلولًّ   

Dn و. لازملة لازوجيح  

2 مثار عيى ااك.    .33

S3 .35 مثار عيى ااك.

37. ل نعدلو هي ن �ضها             41. {1 ,1−}

2 2 2 2 2× × × ×    
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الف�سل 12

 c – x لإلى c + x لاذي لحمل ،c  مثبً ا، هي ل نعكا�س خلار c لا ي تترك لاعدو  1.  لن. لا قال�ضات لادةيدة مأ 
، لإ�ضافح لإلى لادلاح للمحالدة. x ∈ اكل 

  0 ≤ θ < 360◦ ةيث ،θ خلار لنيّ زلولح P مثب ح، هي لادويلنات ةدر P لا ي تترك نقطح 2
 ب. لا قال�ضات مأ  

.P با إ�ضافح لإلى ل نعكا�ضات عبر لنيّ محدي يمل خلار

 لا ي تحمل لاقطعح للم�ض قيمح لإلى ن �ضها هي ل نعكا�س خلار نقطح للمن �ضف ايقطعح  ج. لا قال�ضات لادةيدة مأ   
للم�ض قيمح )لنظل لإجابح لا لع )لن(( لإ�ضافح لإلى لادلاح للمحالدة.

ايقطعح  للمن �ضف  نقطح  ◦180 ةدر  بـ  تدولل  ن �ضها، هي  لإلى  للم�ض قيمح  لاقطعح  لا ي تحمل   2
 اـ لا قال�ضات  و.   

لاقطعح  لعامد  لاذي  للمحدي  في  ولنعكا�س  للم�ض قيمح،  لاقطعح  لحدي  لاذي  للمحدي  في  ولنعكا�س  للم�ض قيمح، 
للم�ض قيمح في نقطح من �ض ها، لإ�ضافح لإلى لادلاح للمحالدة.

3 لا ي تحمل لاقطعح للم�ض قيمح لإلى ن �ضها ت �ضمأ لا دولللت خلار لنيّ زلولح ةدر محدي لحدي 
 ه. لا قال�ضات اـ  

لاقطعح للم�ض قيمح، ول نعكا�ضات عبر لنيّ م�ض دًى لحدي لاقطعح للم�ض قيمح، ول نعكا�س عبر للم�ض دى لاعمدوي 
عيى لاقطعح للم�ض قيمح في نقطح من �ض ها.

 .3    

𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾

𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾

𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾

𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾

𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾𝛾

 .7                                             .5                                               

.
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9. ان�سحاب: لالتبح ∞

دوران: لالتبح لني n ≥ 2 لنو ∞   

انعكا�س: لالتبح 2   

انعكا�س انحداري:  لالتبح ∞   

13. فقط للمحالد ول نعكا�ضات  11. وويلنات  

17. نعم، لا�صرب  ن�ضحابين هد لن�ضحاب، ومعكد�س ل ن�ضحاب هد لن�ضحاب.

 2 19. نعم، لدجد لنعكا�س ولةد فقط μ عبر خط معين  L ، و  μ2  هد للمحالد، وهكذل ادلنا زملة تماثل 

21. فقط  ل نعكا�ضات ولادويلنات )وللمحالد(؛  نن ل ن�ضحابات ول نعكا�ضات ل نحدليلح يتبها اي�ضت من هيح في زملة 
تقال�ضات للم�ض دى جميعها.

D∞ .هــ و.      جـ.  نعم  ب.    لن.      .25

D∞ .هــــ و.      جـ.     ب.    لن. نعم    .27

 هــ.  و.  نعم   جـ.    ب.    29.   لن.   

ج.   ب. نعم  31.    لن. نعم. ◦90،◦180 

ج.   ب.    33.    لن.   

ج.   ب. نعم  35.    لن. نعم. ◦180 

ج.   ب. نعم  37.    لن. نعم. ◦120 

و.  (1 ,1−) و (1 ,1) ج.    ب. نعم  39.    لن. نعم. ◦90،◦180 

(1, 3) و. (1 ,0)  و ج.    ب. نعم   41.    لن. نعم. ◦120 

الف�سل 13

  .5 3. نعم  1.  نعم  

7. نعم   9. نعم 

  .15 13. نعم  11. نعم  

(25) 2φ = )Ker؛  ) 7φ =   .17

( ) ( )( )20 1,  2,  7 4,  5,  6φ = )Ker؛  ) 6φ =   .19
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( ) ( )( )14 1,6 4,7φ = )Ker؛  ) {0,4,8,12,16,20}φ =  .21

( ) ( )4,6 2,18φ = )Ker؛  ) {(0,0)}φ = .23

g ∈ G 29. اكل  2 .27   2 .25

، وعييه، ا �ضــاكل  5 φ لجب لنن تكدن زملة جزئيح مأ 33.    لدجد ت�ضــاكل غير  تافه. للمبرهنح 12.13 تبين لنن لا�ضــدية اـ 

5 جميعها. اكأ عدو مجمدعات للم�ضايكح ازملة جزئيح مأ زملة من هيح هد  φ هي   φ، �ضــ كدن لا�ضــدية اـ  غير تافه 
را�ضم التبح لازملة، و 5   تق�ضم  12.

 2 4( , )m n ∈ ×  ) اـ   ) ( ), ,0m n mφ = 35. ايكأ 

S3 م�ض خدمًا يمدزنا في لاك اب اعنا�صر  ، 3n ∈ ) اـ  ) nnφ ρ= 37. ايكأ 

( ), 2m n mφ = 39. ايكأ 

  σ ∈ D4 هد للمحالد اكل φ (σ) فلولح  و σ ∈ D4 اكل ( ) ( )1,2φ σ = 41.  باانظل لإلى D4  بد�ض ها زملة تباولل، ايكأ 
زوجيح.

φ  هد للمحالد اكل σ ∈ S4 زوجيح. (σ)فلولح  و σ ∈ S4 اكل ( ) ( )1,2  φ σ = 43. ايكأ 

. n مأ  )Ker لجب لن تكدن زملة جزئيح ما  )φ a و φ هي  51. لا�ضدية اــ 

.G  في e لجب لنن لكدن للمحالد hn .55  hk = kh .53

الف�سل 14

2    .7  2    .5  4    .3  3    .1

1   .15  4  .13  3   .11  4   .9

لن.  عند لاعمل مع زملة لاعامل G/H، يمكنك جعل a وb عن�صرلأ في G، اي�ضا في G/H. مأ للمح مل لنن لاطااب      .21
لديك �ضدية لاعنا�صر في G/H، و  ل�ض طيع ك ابح �ضيء منطقي م عيق بهم.

G/H عن�صرلأ في bH و aH لإبدلايح. ايكأ G/H ب. لجب لنن نثبت لنن  

ط. �ضح ز. �ضح   ه. �ضح  ج. �ضح  لن. �ضح   .23

0 3{ , }ρ µ ، و 0 2{ , }ρ µ  ، 0 1{ , }ρ µ  .29

 .Gاي�ضت ناظميح في H N H∩ = . عندئذٍ N ناظميح في G، اكأ  0 1 { , }H ρ µ= 35. مثار: ا كأ G = N = S3، وا كأ 
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الف�سل 15

3 4× ×     .9    .7  4 8×   .5   4  .3   2   .1

  { }4 0 2( ) ,D C ρ ρ= =  .13    2 ×   .11

3 م�ض خدمًا لالمدز لادليوة في لا �ضل 8 اهذه لازمل- 4 0 0 0 2( )  {( ,  ), ( ,  )}Z S D ρ ρ ρ ρ× =  .15

3 0 2 { ,  }C A ρ ρ= ×

ط. �ضح ز. خطان  ه. خطان  ج. خطان  لن. �ضح    .19

( )*{ | 0  1}f F f∈ =  .21

2  اكأ  *f K∈ ) اكل x،  وهكذل  ) ( ). 1 f x f x = ) اـ x > 0. عندئذٍ،  )  1 f x = − ) اـ x ≥ 0 و ) 1f x = 23. نعم. ايكأ 
F*/K*  يتب ها 2 في  f K* ،وعييه .K* اي�س في  f

U .25

27. زملة لا�صرب U الانعدلو للملكبح  الت لاقيمح للمطيقح 1

2 2×  ، بينما G/K تماثل  4 ، اكأG/H تماثل   (0, 2)K = H(0 ,1)   تماثل  = . عندئذٍ  2 4G = ×  29. ا كأ 

ب. لازملة جميعها   {e} .31.  لن

الف�سل 16

 
0

 X Xρ =  , { }
1
 X Cρ =  , 

2 1 2 1 2{ , , , , }m m d d CX ρ =  , { }
3

X Cρ =  ,  .1

1 1 3 1 2 1 3{ , , , , , , }s s m m C PX Pµ =  , 
2 2 4 1 2 2 4{ , , , , , , }s s m m C PX Pµ =  ,     

  1 1 2{2, 4, , , }X d d Cδ = , 
2 1 2{1,3, , , }d d CX δ =      

{ }1,  2,  3,  4 , 1 2 3 4{ , , , }s s s s , 1 2{ , }m m , 1 2{ , }d d , { }C , 1 2 3 4{ , , , }P P P P  .3

7.  مجمدعح-G للم عدلح اها مدلي ولةد فقط.

1 2 3 4{ , , , }P P P P 1 و 2 3 4{ , , , }s s s s 9.      لن. 

P 13.  ب. مجمدعح لانقاط عيى لادلئلة لا ي ملكزها نقطح ل ن�ضل، وتمل في لانقطح

 G =  2π  مأ          ج. لازملة للجزئيح لادويلح 

1
0 0  K g Hg −= 17.  لن. 
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ةيدر لا مايلأ الت ل نيرام لا لولح  627

G لجب لنن تكدنا زملتين جزئي ين مترلفق ين مأ Kو H :ب. مخمّنح  

6 19.    لدجد لنيبعح منها: Z ،Y ،X و 

ZYX

cbabaa

cbabaa0

acbaba1

bacbaa2

cbaaba3

acbbaa4

bacaba5

الف�سل 17

11, 712   .5  2  .3   5  .1

ب. 231 7.  لن. 45 

ب. 246 ,6 9. لن.  90 

الف�سل 18

(1, 6)  .5  1  .3   0  .1

7.  ةيقح لإبدلايح،   لدجد محالد، اي�ضت ةقلًا.

9. ةيقح لإبدلايح مع عن�صر محالد، اي�ضت ةقلًا.

11. ةيقح لإبدلايح مع عن�صر محالد، اي�ضت ةقلًا.

} اي�ضت مغيقح باان�ضبح لإلى لا�صرب. }|ri r ∈   .  .13

 (−1,−1), (−1, 1) ,(1,−1) , (1, 1) .15

3 ،1  .19   q ∈ 17. جميع ل نعدلو غير لا�ض للح 
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لنور في للجبر للمجلو 628 مقلي 

:' معلّف بـ  R Rφ → 1' . ايكأ  (1,1)= R' مع لاعن�صر للمحالد   = ×  = مع عن�صر محالد 1 و   21. ا كأ 

 ( ) ( ) '1 1, 10φ = ≠ . عندئذٍ:  ( ) ( ),  0n nφ =

( )2 n nφ = 2  ةيث  :φ →   ، ( )1 0nφ = 1 ةيث  :φ →    .23

( )2 ,n m nφ = 2 ةيث  :φ × →    ، ( )1 , 0n mφ = 1 ةيث  :φ × →    .25

. ( )3 ,n m mφ = 3 ةيث  :φ × →  

3 لم�ض دف ين يمكأ لنن لكدن للم�ض دفح لا�ض للح 0 وون لنن لكدن  3( )( )X I X I− + 27. لا  �ضير غير �ضحيح؛  نن لا�صرب 
لنيّ مأ للم�ض دف ين م�ض دفح �ض للح. مثار منار�س:

2

3

0 0 1
0 1 0
1 0 0

I
 
  = 
  

 

6 b = 3 ،a = 2  .31 في 

ط. �ضح ز. �ضح  ه. �ضح  ج. خطان  33.  لن. �ضح 

الف�سل 19

12  .9  0  .7  0  .5 3.   تدجد ةيدر   11 ،9 ،8 ،5 ،3 ،0 .1

a6 + 2a3b3 + b6 .13  a4 + 2a2b2 + b4 .11

ط. خطان ز. خطان  ه. �ضح  ج. خطان  لن. خطان    .17

2.  مّ جهات ل نعمدة اـ A غير م�ض قيح )تابعح(.  Det(A) = 0  .1   .19

A 4. لا�ض ل هد ريمح التيح اـ 3. مّ جهات لا�ض دف  اـ A غير م�ض قيح )تابعح(.   

A .5 اي�س اها معكد�س.  

الف�سل 20

2  .5 3. لني مأ 3، 5، 6، 7، 10، 11، 12 لنو 14   1. 3 لنو 5 

( )25 20ϕ =    ( )19 18ϕ =   ( )13 12ϕ =       ( )7 6ϕ =     ( )1 1ϕ =    .7

( )26 12ϕ =  ( )20 8ϕ =  ( )14 6ϕ =  ( )8 4ϕ =  ( )2 1ϕ =  

( )27 18ϕ =  ( )21 12ϕ =  ( )15 8ϕ =  ( )9 6ϕ =  ( )3 2ϕ =  
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ةيدر لا مايلأ الت ل نيرام لا لولح  629

( )28 12ϕ =  ( )22 10ϕ =  ( )16 8ϕ =  ( )10 4ϕ =  ( )4 2ϕ =  

( )29 28ϕ =  ( )23 22ϕ =  ( )17 16ϕ =  ( )11 10ϕ =    ( )5 4ϕ =  

( )30 8ϕ =        ( )24 8ϕ =      ( )18 6ϕ =      ( )12 4ϕ =   ( )6 2ϕ =       

13.   تدجد ةيدر    1 4 ,3 4+ +   , 1 4 ,3 4+ + 
 .11   ( 1)( 1)p q− −  .9

15.   تدجد ةيدر.

3 65+   ،16 65+   ، 29 65+   ، 42 65+   ،55 65+   .17

9   .21                 1   .19

ط. خطان ز. خطان  ه. �ضح  ج. �ضح  23.  لن. خطان 

الف�سل 21

{ }1 2 1 2| ,q q i q q+ ∈   .1

15. لإنها تماثل ةيقح جميع ل نعدلو لان�ضبيح D، لا ي يمكأ لنن لعبر عنها بد�ض ها خايج ر�ضمح لنعدلو �ضحيحح مقامها ردة 
ما اـ 2

17. �ضنقع في م�ضكيح عند محاوا نا لإثبات خا�ضيح لا عدي في لا مهيدلح 2.21؛  نن للحذف في لا�صرب مأ للممكأ لن  ل حقق. اـ 

 ( )( ) ( )( )2 1 4 2= ؛  نن  (2, 4) (2,1) و  ( )( ) ( )( )1 4 2 2 4 = = ؛  نن  (1, 2) (2, 4) T{1,2,4} ادلنا  = 6R و = 

6 في  ( )( ) ( )( )1 1 2 2≠ . وفي ل نةدلر كيها، (2 ,1)   تكافئ (1 ,2)؛  نن  6 في 

الف�سل 22

( ) ( ) 26 4 6f x g x x x= + +  ، ( ) ( ) 22 5f x g x x+ = +  .1

( ) ( ) 3 5f x g x x x= +  ، ( ) ( ) 25 5 1f x g x x x+ = + +  .3

4 ،2 ،0   .15  3 ،2   .13  0   .11  2   .9  7   .7   16   .5

3 ،2 ،1 ،0  .17

,0 . )هناك ةيدر لنخلى ممكنح(. – 5x , 2 –10x , 2 – 25x , 2 5x x− , 4 35x x−  .21

ط. �ضح ز. �ضح  ه. خطان  ج. �ضح  23.  لن. �ضح 

ج. 1، 2، 3، 4، 5، 6 ب. 1، 1−   D 25.  لن. لإنها عنا�صر لادةدة في
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لنور في للجبر للمجلو 630 مقلي 

3 3 3× ×   , 2 2×  ب.  31.  لن.  4، 27   F[x] .ج  F .27.  ب

الف�سل 23

( ) 4 3 2 – 2q x x x x x= + + + , ( ) 4 3r x x= +  .1

( ) 4 3 26 7 2 2q x x x x x= + + − + , ( ) 4r x =  .3

6 ،12 ،7 ،14 ،11 ،5 ،10 ،3  .7   3 ،2  .5

( 1)( 1)( 2)( 2)x x x x− + − +  .9

( 3)( 3)(2 3)x x x− + +  .11

5 13. نعم. لإنها مأ لاديجح 3، واي�س اها لن�ض اي  في 

3 22 2 2x x x+ + +

 ، اكنها مخ زاح عيى  15. لإجابة مخت�صرة: g(x) غير مخ زاح عيى 

p = 5 .21. نعم   p = 3 .19. نعم

ط. �ضح ز. �ضح  ه. �ضح  ج. �ضح  25. لن. �ضح 

2 1x x+ +  .27

 2 1x + , 2 2x x+ + , 2 2 2x x+ + , 22 2x + , 22 1x x+ + , 22 2 1x x+ + .29

2( 1) / 2p p −  .31

الف�سل 24

(1/ 50) (3 / 50)j k−  .7  j .5  2 2 2e a b+ +  .3  1 0 3e a b+ +  .1

{ }1 1 10 0 0 | , 0a i j k a a+ + + ∈ ≠ ، لني لإن،   ∗
  .9 

ط. �ضح ز. �ضح  ه. خطان  ج. خطان  11.  لن. خطان 

Iso(A) اي�س في ( )0 End A∈ ه.   End(A) = {0} فاإن ،|A| = 1 ج. لإال كان  
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ةيدر لا مايلأ الت ل نيرام لا لولح  631

0
0
i

K
i

 
=  − 

لن.    .19

ب. نلمز باالمز  B  ايم�ض دفح الت للمعامل b، ونلمز باالمز C ايم�ض دفح الت للمعامل c، ونلمز لم�ض دفح لادةدة   
مأ لاديجح 2 × 2 باالمز I، لجب عيينا فح�س لننّ:

2B I= − , 2C I= − , 2K I= −

CK B= , KB C= , CB K= − , KC B= − ,  BK C= −

φلنةاوي ج. لجب عيينا فح�س لننّ 

الف�سل 25

a R∈ 2 نيّ 3 ... ...na x x x x< < < < <  .1

2n2 < m2 و n < 0 لنو لإال كان ، m2 < 2n2 و m < 0 لنو لإال كان ،n < 0 و m < 0 2 مدجب لإال كانm n+  .3

ii.  هـ جـ ب لن و  i  .5.  لن جـ هـ و ب   

ii.  و جـ هـ لن ب i  .7.  و لن ب جـ هـ   

ii.  هـ جـ ب لن و  i  .9.  جـ لن هـ و ب   

13.  و هـ ب لن جـ  11.  و ب لن هـ جـ   

ط. خطان ز. �ضح  ه. �ضح  ج. خطان  15.  لن. �ضح 
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اأول في الجبر المجرد 632 مقرر 

الف�صل  26 

1.  هناك ت�سعة احتمالات فقط:

ϕ(0, 1) = (0, 1) اأو ϕ(0, 1) = (0, 0) بينما ،ϕ(1, 0) = (1, 0)  

ϕ(0, 1) = (1, 0) اأو ϕ(0, 1) = (0, 0) بينما ،ϕ(1, 0) = (0, 1)  

،ϕ(0, 1) = (0, 0) بينما ،ϕ(1, 0) = (1, 1)  

ϕ(0, 1) = (1, 1) اأو  ϕ(0, 1) = (0, 0) اأو ϕ(0, 1) = (1, 0) اأو ϕ(0, 1) = (0, 1) بينما ،ϕ(1, 0) = (0, 0) و

  〈0〉 = {0}, { }12 12/ 0     .3

〈1〉 = {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 11}, { }12 / 1 0 

  〈2〉= {0, 2, 4, 6, 8, 10}, 12 2/ 2  

 〈3〉 = {0, 3, 6, 9}, 12 3/ 3  

〈4〉 = {0, 4, 8}, 12 4/ 4  

 〈6〉 = {0, 6}, 12 6/ 6  

. n ∈ φ: معطاة بـ  ϕ(n) = (n,0) لـ   → ×   9.  لتكن 

.R  تماثل  R/{0}هي الحلقة التي تحوي العن�صر �سفر فقط، و R/R لي�ست ذات اأهمية فعلية؛ لاأن R/{0} و  R/R  .11

، التي لها قا�سم 2  لـ  0.  4 /  تماثل   4    حلقة تامة.    .13

)} )هناك اإجابات اأخرى محتملة(. ), |n n n ∈ } .15

32 هو {30 ,…,8 ,6 ,4 ,2 ,0}. } ، ومتلا�سي الجذر لـ  }0  هو   }. متلا�سي الجذر لـ   }0,6 هو  12 31.  متلا�سي الجذر لـ  

. 2 4N = ≠  ، عندئذٍ يكون  4N =  ، ولتكن   R =  35.  اأ.  لتكن 

 . N N= ، عندئذٍ يكون   2N =  ، ولتكن   R =         ب.  لتكن 
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حلول التمارين ذات الاأرقام الفردية  633

الف�صل  27

1.  {4 ,2 ,0}  و {3 ,0} كلاهما اأولّي واأعظميّ.

3.  {(0 ,1) ,(0 ,0)} و {(1 ,0) ,(0 ,0)} كلاهما اأولّي واأعظميّ.

{ }4 0×  .17          2 ×   .15              4 ،1  .9          2   .7            1  .5

. p =2  بالاعتماد على اآيزن�ستاين مع  2x غير مختزل على   − 6x + 6 .19.  نعم

2 3×  21.  نعم. 

، وهذا  q p و 23.  لا. بتكبير المجال اإلى حقل خوارج، يجب اأن يكون لديك حقل يحوي حقلين اأوليين مختلفين 
م�ستحيل.

الف�صل  28

−3 3x  + 7 2 2 x y z − 5 2x y 3z  + 2x 3 5y z   .1

2 2x y 2z   − 2x 2 2y z  − 7x + 3y + 10 3z   .3

2 5z 3y x – 5 3z y 2x  +7z 2 2y x  – 3 3x   .5

10 3z  − 2 2z 2y x + 2 2z y 2x  + 3y − 7x  .7

1<z<y<x< 2z <yz< 2y <xz<xy< 2x < 3z <y 2z < 2y z< 3y <x 2z <xyz<x 2y < 2x z< 2x  y< 3x  <...   .9

3y 3z  − 8xy − 4xz + 2yz + 38   .13                        3 2 5y z  − 8 7z  + 5 3 3y z  − 4x  .11

〈 2 3 2 2  3,   3   2 ,    3y z y z y z+ − − + 〉  .17                            〈  5 3 3 4  ,    ,   y y y z x y+ + − 〉  .15

 {x −1} .21                                                                     {1}  .19

{2x + y − 5, y2  − 9y + 18}  .23

.{(1,3), (− 1
2

المتنوعة الجبرية هي {(6,  

{x + y, 3y  − y + 1}  .25

.a ≈1.3247 حيث ،(a,−a) تتكوّن المتنوّعة الجبرية من نقطة واحدة  
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اأول في الجبر المجرد 634 مقرر 

27.  اأ. �سح       جـ. �سح      هـ. �سح       ز. �سح         ط. خطاأ 

الف�صل  29

2x   − 2x + 2  .3                                   2x   − 2x − 1  .1
12x   + 3 8x   − 4 6x   + 3 4x   + 12 2x   + 5  .5

   .7

deg(α,F) = 2 ،9.  جبري

11.  مت�سامٍ

deg(α,F) = 2 ،13.  جبري

deg(α,F) = 1 ،15.  جبري

2x   + x + 1 = (x −α)(x + 1 + α)  .17

23.  اأ. �سح       جـ. �سح      هـ. خطاأ       ز. خطاأ         ط. خطاأ

x3  + x2  + 1 = (x −α)(x − α2)[x − (1 +α+α2)] .25.  ب

27.  هي كثيرة الحدود الواحدية في F[x] ذات الدرجة الاأ�سغرية، التي α �سفر لها.

الف�صل  30

1.  {(0 ,1) ,(1 ,0)}، {(1 ,1−) ,(1 ,1)}، {(2 ,1) ,(1 ,2)}. )هناك اإجابات اأخرى محتملة(.

3.  لا. (0 ,0 ,0) = (0 ,14−,10) + (1 ,3−,2)4 − (2 ,1 ,1−)2.

{1, 4 2 , 2 , 34( 2) }  .9                                    {1, i }  .7                                    {1}  .5

15.  اأ. �سح       جـ. �سح      هـ. خطاأ       ز. خطاأ         ط. �سح

.S  التي تحوي  V هو تقاطع جميع الف�ساءات الجزئية من S  المولد بـ V  17.  اأ. الف�صاء الجزئي من 

.F  هو  {(1,...,0,0),...,(0,...,0,1),(0,...,1,0)}  حيث 1 هو المحايد ال�صربي لـ nF 19.  جواب جزئي: اأ�سا�س لـ  

25.  اأ.  ت�ساكل
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حلول التمارين ذات الاأرقام الفردية  635

.{α ∈ V | ϕ(α) = 0}  هو ϕ  لـ )(nullspace) اأو الف�صاء ال�صفري( (kernel) ب.  جواب جزئي: النواة  

. 'V V' اإذا كان Ker(ϕ) = {0} ، وϕ  تر�سل V ب�سورة غامرة اإلى     جـ.  ϕ  تماثل من  V اإلى  

الف�صل  31

                      { }4, 1, 3, 2, 6  .3                                2 , {1, 2 } .1

 2 ,{1, 6 } .7                6,{1, 2 , 3 2 ,  2 23( 2) , 23( 2) , 23 2( 2) } . 5

   39,{1, 2 , 3 4 , 3 3 , 3 6 , 3 12 , 3 9 , 3 18 , 3 36 }.9  

 { }2, 1, 2 }.13                                       { }2, 1, 2
 
.11 

19.  اأ. خطاأ       جـ. خطاأ      هـ. خطاأ       ز. خطاأ         ط. خطاأ

.n ∈ + n2 لـ  23.  جواب جزئي: يتمّ الح�سول على امتدادات من الدرجة 

الف�صل  32   

الاأ�سئلة جميعها ذات الاأرقام الفردية تحتاج اإلى براهين، وهي لي�ست م�صرودة هنا.

الف�صل  33 

1.  نعم                  3.  نعم                          5. 6                   7.  0
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الف�صل  34 

 K = {0, 3, 6, 9} .اأ    .1

   0 + K = {0, 3, 6, 9}, 1 + K = {1, 4, 7, 10}, 2 + K = {2, 5, 8, 11}.ب

  μ(0 + K) = 0, μ(1 + K) = 2 , μ(2 + K) = 1 جـ.  

    HN = {0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, 14, 16, 18, 20, 22}, H ∩ N = {0, 12}  3.   اأ. 

   0 + N = {0, 6, 12, 18}, 2 + N = {2, 8, 14, 20}, 4 + N = {4, 10, 16, 22}.ب  

   0 + (H ∩ N) = {0, 12}, 4 + (H ∩ N) = {4, 16}, 8 + (H ∩ N) = {8, 20}.جــ  

  ϕ(0 + N) = 0 + (H ∩ N), ϕ(2 + N) = 8 + (H ∩ N), ϕ(4 + N) = 4 + (H ∩ N) .د  

       0 + H = {0, 4, 8, 12, 16, 20}, 1 + H = {1, 5, 9, 13, 17, 21}, .5.   اأ

2 + H = {2, 6, 10, 14, 18, 22}, 3 + H = {3, 7, 11, 15, 19, 23}.

   0 + K = {0, 8, 16}, 1 + K = {1, 9, 17}, 2 + K = {2, 10, 18}, .ب

3 + K = {3, 11, 19},

4 + K = {4, 12, 20}, 5 + K = {5, 13, 21}, 6 + K = {6, 14, 22},

7 + K = {7, 15, 23}.

   0 + K = {0, 8, 16}, 4 + K = {4, 12, 20} جـ. 

   (0 + K) + (H/K) = H/K = {0 + K, 4 + K} = {{0, 8, 16}, 4, 12, 20}}.د

        (1 + K) + (H/K) = {1 + K, 5 + K} = {{1, 9, 17}, {5, 13, 21}}

                                        (2 + K) + (H/K) = {2 + K, 6 + K} = {{2, 10, 18}, {6, 14, 22}}

(3 + K) + (H/K) = {3 + K, 7 + K} = {{3, 11, 19}, {7, 15, 23}}.

       ϕ(0 + H) = (0 + K) + (H/K), ϕ(1 + H) = (1 + K) + (H/K) .هـ

        ϕ(2 + H) = (2 + K) + (H/K), ϕ(3 + H) = (3 + K) + (H/K).
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حلول التمارين ذات الاأرقام الفردية  637

الف�صل  35 

متماثلة. 0 25< < 

}  لـ }0 250 25< < <   } و }0 10< <  } لـ }0 | 250< < 

<10 ℤ < ℤ 1.  الت�سفيات

3.  المت�سل�سلات المعطاة متماثلة.

5.  الت�سفيات  ℤ < (240ℤ) × ℤ < (60ℤ) × ℤ < (10ℤ) × ℤ < ℤ × ℤ × (4800ℤ) > {(0 ,0)}  للمت�سل�سلة الاأولى،

و ℤ × (4800ℤ) < ℤ × (480ℤ) < ℤ × (80ℤ) < ℤ × (20ℤ) < ℤ × ℤ > {(0 ,0)} للمت�سل�سلــة الثانيــة هــي   
ت�سفيات متماثلة. 

   {0} < 16 < 8 < 4 < 2 < ℤ48 .7

 {0} <  { }0 24  < 8  < 4  < 2  < 48

 { }0 24<  < 12  < 4  < 2  < 48

  { }0 24<  < 12  < 6  < 2  < 48

 { }0 24<  < 12  < 6  < 3  < 48

{(ρ0, 0)} < A3 ×{0} < S3 ×(0) < S3 × 2    .9

 {(ρ0, 0)} < {ρ0}× 2 < A3 × 2 < S3 × 2  

{(ρ0, 0)} < A3 ×{0} < A3 × 4 < S3 × 2  

.{ρ0}× 4 ≤{ρ0}× 4 ≤{ρ0}× 4 ≤...  .13                                   { }0 4ρ ×   .11

17.  اأ. �سح       جـ. �سح      هـ. خطاأ       ز. خطاأ         ط. �سح

n ي�سمن المبرهنة الاأ�سا�سية للح�ساب. ط. تطبيق مبرهنة جوردن-هولدر على الزمر   

 ، 2 ا رئي�سة( وزمر العامل جميعها تماثل  19.  نعم. D4>{ρ0,ρ1,ρ2,ρ3}>{ρ0,ρ2}>{ρ0}  هي مت�سل�سلة تركيب )فعليًّ
وعليه، فهي اإبدالية.

21.    �سل�سلة )3(                                       �سل�سلة )4(

{ }0 12≤  ≤ 12  ≤ 6                    { }0 12≤  ≤ 12  ≤ 12

≤ 6  ≤ 6  ≤ 3                               ≤ 12  ≤ 12  ≤ 4  

≤〈3〉 ≤ 24  ≤ 24                             ≤ 2  ≤ 24 ≤ 24  
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التماثلات

{ } { } { } 412 / 12 6 / 6 0     12 / 0 12 / 0    

{ } { }12 / 12 12 / 12 0     12 / 12 3 / 3 0   

{ }24 34 / 12 / 3      12 / 12 6 / 6 0     

24 2 2/ 2 3 / 6      2 / 4 6 / 12      

{ }24 24 24 24/ / 0     

الف�صل  36  

3 ،1  .3                               3  .1

5.  زمر �سيلو الجزئية من النوع 3 هي: 〈(3 ,2 ,1)〉 ، 〈(4 ,2 ,1)〉 ، 〈(4 ,3 ,1)〉 ، و 〈(4 ,3 ,2)〉 . 

كذلك 〈(4 ,2 ,1)〉 = (4 ,3)〈(3 ,2 ,1)〉(4 ,3)، اإلى اآخره.

الف�صل  37 

.{δ1,δ2} ،{μ1,μ2} ،{ρ1,ρ3} ،{ρ2} ،{ρ0} :1.  اأ.  �سفوف الترافق هي

ب.  2 + 2 + 2 + 2 = 8  

3.  اأ. �سح       جـ. خطاأ      هـ. �سح       ز. �سح         ط. خطاأ

هـ.  هذا يُعدّ اإلى حدّ ما وجهة نظر.  

24 = 1 + 6 + 3 + 8 + 6  .9
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الف�صل  38

{(1, 1, 1), (1, 2, 1), (1, 1, 2)}  .1

3.  لا. n(2, 1) + m(4, 1)  لا يمكن اأن توؤدي اإلى عدد فردي للاإحداثي الاأول.

 r = 1 المرتبة ، 2 <    .7

الف�صل  39

        ac−6a−4b−3a  ،  a−1b3a4c6a−1   .ب     b2c−3a−3b−2a−2 ، a2b2a3c3b−2 .1. اأ

3.  اأ.  16                           ب.  36                          جـ.  36

5.  اأ.  16                           ب.  36                          جـ.  18

.        جـ. نعم  4 11.  اأ.  جواب جزئي:  {1} هو اأ�سا�س لـ 

.S على F[S]  تماثل الزمرة الحرة S 13.  جـ.  زمرة بلوب على

الف�صل 40 

1.  (a : a4 = 1)؛ (a, b : a4 = 1, b = a2)؛ (a, b, c : a = 1, b4 = 1, c = 1). )هناك اإجابات اأخرى محتملة(.

3.  الزمرة الثمانية:
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الزمرة الرباعية: جدول الزمرة الثمانية نف�سه ما عدا األـ 16 مدخلاًا في الزاوية اليمنى ال�سفلى، فتكون:

a21aa2

1aa2a3

aa2a31
a2a31a  

ℤ21.(a, b : 7a  = 1, 3b  = 1, ba = 2a b) .5
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الف�صل 41

2P1P3 − 3P1P4 + P1P6 − 3P2P3 + 3P2P4 − 5P3P4 + 4P3P6 − 5P4P6  .لن  .1

ج. نعم ب.     

0 وت داد مأ P لادوية-0 ( ) Z P    .B0(P) = 0. i > 0 اـ Ci (P) = Zi (P) = Bi (P) = Hi (P) = 0   .3 
H 0(P) 0 ( )B x  

Z  )0-cycle(

.P2 − P1 )0-chain(  0-0 ، وت داد مأ لا�سي�سيح ( ) .B x    i > 0 اـ Ci (X) = Zi (X) = Bi (X) = Hi (X) = 0   .5

 ،”P2 مع P1 تطابق“ Z0(X)/B0(X) ؛  ننP2 و P1  )two 0-cycles( 0-وت داد مأ لادويتين ،Z0(X)≃ℤ × ℤ  
P1 + B0(X) وتدادت مأ مجمدعح للم�سايكح ، 0 ( )H X  

P1P2 ... Pn+1 هد م  اايح ملتبح n لن. مب�صّط موجّه من الرتبة   .7

ب. الحدود لـ P1P2 .. . Pn+1 تعطي بـ  

( ) ( )
1

1
1 2 1 1 2 1 1 1

1

  ... P 1  ...  ... .
n

i
n n i i n

i

PP PP P P P
+

+
+ − + +

=

∂ −∑  

ج. كل مجمدع م لو مأ ةدوو مب�سّط مدجّه مأ لالتبح n هد وجه للمب�صّط  

( ) ( )
i i i

i

( )n n
i

i

m mδ σ δ σ
 

= 
 
∑ ∑ لن.     .11

H(n)(X) = Z(n)(X)/B(n)(X)   .13

(P1 + P2 + P3 + P4) + {0} وت داد مأ ( )0 ( )H S  
  

P1P2P3 + B(2)(S)  وت داد مأ ( )2 ( )H S  
  

الف�صل 42

1n > اـ  ( )0 1. ( ) . ( ) 0nH X H X H X× =       .1

2n > 0 اـ  1 2( ) . ( ) . ( ) . ( ) 0nH X H X H X H X× =        .3

2n > 0 اـ  1 2( ) . ( ) . ( ) . ( ) 0nH X H X H X H X =       .5

ط.  خطان ز. �سح  ه. �سح  ج. خطان  لن. �سح    .7

. 2n > 0 اـ  1 2( ) . ( ) . ( ) . ( ) 0nH X H X H X H X× × × =          .9
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2n > 0 اـ  1 2( ) . ( ) . ( ) . ( ) 0nH X H X H X H X× × × =          .11

الف�صل  43

χ(X) = 1 ّلن لبينان لنن 1.  كلا لاعَدَّ

3. �س  حقق ايمنطقح للملبعح؛  نن منطقح كهذه تماثل  E2 . مأ لاد�سدح لننها   ت حقق لخيي ين من �سي ين مأ لالتبح 2، 
 نن كلًا منهما يمكأ لنن تل�سل ب�سدية م �سيح وغاملة لإلى ل نخلى، ومثل هذه لادلاح اي�س اها نقاط مثب ح.

1n > H0(X)≃ℤ × ℤ. H1(X)≃ℤ × ℤ × ℤ2 × ℤ2. Hn (X) = 0 .5 اـ 

2 − 2n .7

1n > 0 اـ  1 2( ) . ( ) ... . ( ) 0nH X H X H X× × × × =      



 .9

         )q-1( عامل 

11. ايكأ Q يلن�سًا اـ b، وا كأ c م �سي�سيح-chain( 2-2( ت كدّن مأ جميع للمب�سطات )simplexes-2( اـ X، مدجهح 
 c ∈ Z2(X) بااطللقح ن �سها، بحيث تكدن

f*0 (Q + B0(X)) = Q + B0(b)  معطًى بـ  f*0 .أ  

f*1 ((ma + nb) + B1(X)) = nb + B1(b)  معطًى بـ  f*1  

f*2 (c + B1(X)) = 0  معطًى بـ  f*2  

ب. f*0  كما في )لن(  

f*1 ((ma + nb) + B1(X)) = 2nb + B1(b)  معطًى بـ  f*1  

f*2  كما في )لن(  

،b يلن�سًا اـ Q 13. ايكأ

f*0 (Q + B0(X)) = Q + B0(b)  معطًى بـ  f*0  

m = 0,1 ةيث  f*1 ((ma + nb) + B1(X)) = nb + B1(b)  معطًى بـ  f*1  

f*2  تافه؛  نن كلاًّا مأ  H2(X)  و H2(b)  هد 0.  
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الف�صل 44

fk−1(Bk−1(A)) ⊆ Bk−1(A') لدؤوي لإلى  fk−1∂k = '
k∂  fk 5. ايمبرهنح 4.44، لا�شرط

ا مأ  Zk−1(A)/Bk−1(A)  لإلى  Zk−1(A')/Bk−1(A'). هذه هي  عندئذٍ لا مللأ 39.14 لبيّن لننّ fk−1  لن�سئ ت�ساكلًا طبيعيًّا
لاطللقح لا�سحيحح اينظل لإلى للمبرهنح 4.44.

ا ) k∂  تبين لنن k∂  لن�سئ ت�ساكلًا طبيعيًّا
'Ak ) ⊆ '

1Ak −  ايمبرهنح 7.44، لإال ل�س خدمنا لا مللأ 39.14، للحقيقح لنن  
 k∂ : (Ak/

'Ak  ) → (Ak−1/
'

1Ak − ) 

7. م  اايح لا�سباه للم�سبدطح هي

[H2(a ) = 0] 
*2i

→  [H2(X)   ] 
*2j

→  [H2(X, a )    ] 
*2∂

→  [H1(a )  ]

*1i

→  [H1(X)  ×   ] 
*1j

→  [H1(X, a )    ] 
*1∂

→  [H0(a   ]

*0i

→  [H0(X)  ] 
*0j

→  [H0(X, a ) = 0]

2* تل�سل للمداد  c + B2(X) في H2(X) ب�سدية غاملة لإلى للمداد  j

(c + C2(a)) + B2(X, a)

.(kernel j∗2) = (image i∗2) = 0 ،وهي تماثل. وعييه H2(X, a) في

.(kernel ∂∗2) = (image j∗2)  2∗∂ تل�سل كل �سيء ب�سدية غاملة لإلى 0، وهكذل  

i∗1 تل�سل للمداد a + B1(a) ب�سدية غاملة لإلى B1(X) + (a + 0b)، وهكذل  i∗1 هي تماثل �إلى، 

.(kernel i∗1) = (image ∂∗2) = 0و

.(kernel j∗1) = (image i∗1)    j∗1 تل�سل B1(X) + (ma + nb) ب�سدية غاملة لإلى B1(X, a) + (nb + C1(a))، وهكذل 

.(kernel ∂∗1) = (image j∗1)  1∗∂ تل�سل B1(X, a) + (nb + C1(a)) ب�سدية غاملة لإلى 0، وهكذل 

.(kernel i∗0) = (image ∂∗1) = 0 تماثل، و i∗0 وهكذل ،Q + B0(X) ب�سدية غاملة لإلى Q + B0(a)  تل�سل i∗0 ،aـ  ايللن�س Q ا

.(kernel j∗0) = (image i∗0)    j∗0 تل�سل Q + B0(X)  ب�سدية غاملة لإلى B0(X, a) مأ H0(X, a)، وهكذل 

9. للحل  ب�سدية منهجيح مماثل اذاك في لا مللأ44.7 

11. �إجابة جزئية: م  اايح لا�سباه للم�سبدطح هي
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[H2(Y ) = 0] 
*2i

→   [H2(X)= 0] 
*2j

→  [H2(X,Y)  ] 
*2∂

→  [H1(Y ) ×   ]

*1i

→  [H1(X)    ] 
*1j

→  [H1(X, Y )    ] 
*1∂

→  [H0(Y )  ×   ]

*0i

→  [H0(X)    ] 
*0j

→  [H0(X, Y ) = 0]

لترك اك لا حقق مأ لننها م�سبدطح.  ةظ لننّ للحافّح P1Q1  في لا�سكل 11.42 تن�سئ مدادًل اـ H1(X, Y ). باابدء بـ2∗∂ ، تيك 
لادولر مم عح.

الف�صل 45

7. نعم    .5    .3 1. نعم  

−2x + 7 ،2x – 7 فقط : [ ]x في     .9

−8x + 28 ، 6x – 21 ، x- 7
2
  ، 4x – 14  : [ ]x في   

5x – 1 ،3x – 5 ،6x + 1 ،10x – 2 ،2x – 7 : [ ]11 x في   

−198 ،198   .13  −26 ،26   .11

 18ax2 − 12ax + 48a هد عن�شر وةدة. في لادلرع  15. لإنها “كثيرة ةدوو بدلئيح”؛  نن كل عن�شر غير �س لي في 
a ≠  0 ،a ∈ كثيرة ةدوو بدلئيح اكل  

. 7 ؛  نن كل عن�شر a مثل هذل هد عن�شر محالد في  7 ≠ a في  2ax2 − 3ax + 6a .17 كثيرة ةدوو بدلئيح اكل 0 

ط. خطان ز. خطان  ه. �سح  ج. �سح  لن. �سح    .21

ط. لنما p لنو لإةدى مللفقاتها  (associates) فيجب لنن تظهل في كل تحييل لإلى غير مخ ز ت.  

[ ]x ] اكأ اي�س في  ]x 2x + 4 .23 غير مخ زر في 

x3 − y3 = (x − y)(x2 + xy + y2) :31. �إجابة جزئية
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الف�صل 46

.5.  نعم 3.  . (1)   ل حقق   1.  نعم     

66  .11     x3 + 2x – 1 .9   61    .7

ط. �سح ز. �سح  ه. �سح  ج. �سح  لن. �سح    .13

a, b ∈ n لإال كان وفقط لإال كان gcd للمدجب  n ايعنا�شر غير لا�س للح  23. �إجابة جزئية: للمعاواح ax = b  اها ةل في 
.b لق�سم   اـ a  و  n في 

الف�صل 47

4 + 3i = (1 + 2i)(2 − i ) .3    5 = (1 + 2i)(1 − 2i )  .1

7 – i .7     ( )( )6 (2)(3) 1 5 1 5= = − + − − − −  .5

ج.      i( لالتبح 9، للمميز ii    3( لالتبح 2، للمميز iii     2( لالتبح 5، للمميز 5   .15

الف�صل 48

2 i− −   ، 2 i− +   ، 2 i−  ، 2 i+  .5   3 2−  ،3 2+  .3         2− ، 2     .1

3  .9    1 2− −   ، 1 2−   ، 1 2− +   ، 1 2+  .7

2 45− +  .13          2 3 5− +  .11

 ج.    ( )6 ب.     15. لن. 

  .21  ( )3, 10  .19  ( )2, 3, 5  .17

ب. لإنهما لادلاح ن �سها      3 2− لن.    .25

 σ3(0) = 0، σ3 (1) = 1، σ3 (2) = 2، σ3 (α) = −α، σ3 (2α) = −2α،   .27
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σ3 (1 + α) = 1 – α، σ3 (1 + 2α) = 1 − 2α، σ3 (2 + α) = 2 – α،  

σ3(2+ 2α)=2−2α، 3 (α){σ3}= 3  .  

ط. �سح ز. �سح  ه. خطان  ج. �سح  لن. خطان   .29

37. نعم

الف�صل 49

E وب�سدية غاملة لإلى E  1. لادلاح للمحالدة مأ

 τ ( 2 ) = 2 , τ( 3 ) = − 3 , τ( 5 ) = − 5 τ  للمعطاة  بـ  

 τ1 ( 2 ) = 2 , τ1 ( 3 ) = 3 , τ1 ( 5 ) =− 5 τ1  للمعطاة  بـ   .3

τ2 ( 2 ) = 2 , τ2 ( 3 ) = − 3 , τ2 ( 5 ) = 5 τ2  للمعطاة  بـ   

τ3 ( 2 ) = − 2 , τ3 ( 3 ) = 3 , τ3 ( 5 ) = 5 τ3  للمعطاة  بـ   

τ4 ( 2 ) = − 2 , τ4 ( 3 ) = − 3 , τ4 ( 5 ) = − 5 τ4  للمعطاة  بـ   

) لإلى ن �سها؛ )3 2, 3 5. لادلاح للمحالدة مأ 

α1= 
3 2 ) τ1 (α1) = α1، τ1  ةيث  3 ) = 3− τ1 للمعطاة بـ   

 α2= ( )3 2 1 i 3 / 2− + ) τ2 (α1) = α2، τ2،  ةيث  3 ) = 3 τ2 للمعطاة  بـ   

  τ3 (α1) = α2، τ3 ( 3 ) = 3− τ3 للمعطاة  بـ   

α3= ( )3 2 1 i 3 / 2− − ) τ4 (α1) = α3 ،τ4 ةيث   3 ) = 3 τ4 للمعطاة  بـ   

  τ5 (α1) = α3 ،τ5 ( 3 ) = 3− τ5 للمعطاة  بـ  

τ2 ( π ) = i π− )τ2 ،τ1 للمعطاة  بـ   π )=i π ب. τ1 للمعطاة بـ    (π2) .اأ   .7
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الف�صل 50

1 ≤ [E : F] ≤ n!  .13           2  .9            1  .7           2  .5          4  .3             2  .1

. عندئذٍ، لكدن اـ ( )2E = F و = 15.  ايكأ 

f (x) = x4 − 5x2 + 6 = (x2 − 2)(x2 − 3)

.E اكنه   لن�شطل في ،E ش ل في�  

23.  اأ.  6

الف�صل 51

α = 6. )هناك لإجابات لنخلى مح ميح(.              2  = 2/( 3 2 2 ). 2  = ( 6 2 )3, 3 2  = ( 6 2 )2  .1

α = 2. )هناك لإجابات لنخلى مح ميح(.  + 3 . 2  = ( 1
2

)α3 − ( 9
2

)α,  3  = (11
2

)α − ( 1
2

)α3  .3

f (x) = x4 − 4x2 + 4 = (x2 − 2)2   .7 . هنا f(x) اي�شت كثيرة ةدوو غير مخ زاح. كل عامل غير مخ زر اـ  f (x) اه 
لن�ش اي تكلليها 1 فقط.           

F[xP ]  .جـ      .F 15.  ب.  للحقل

الف�صل 52

  4 2
3 ( , )y z  .3             3 9

3 ( , )y z  .1

5.  اأ. خطان       جـ. خطان      هـ. خطان       ز. �شح         ط. �شح

الف�صل 53

     2  .7           4  .5          8  .3             8  .1

.σ(i ) = −i  ّبحيث لإن ،σ و  ( )i 9.  ايزملة عن�صرلن، لا ماثل لاذلتي للمحالد ι اـ 
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.α3 =
3 1  32

2
i− − = α2، و  

3 1  32
2

i− +   ،α1 = 3 2 11.  اأ.  ايكأ  

لادولر هي 

ρ0 ، ةيث ρ0 هي لادلاح للمحالدة؛

ρ1(i؛ 3 ) = i 3 ρ1، ةيث  ρ1(α1) = α2 و  

ρ2(i؛ 3 ) = i 3 ρ2، ةيث  ρ2(α1) = α3 و  

μ1(i؛ 3 ) = −i 3 μ1، ةيث  μ1(α1) = α1 و  

μ2(i؛ 3 ) = −i 3 μ2، ةيث   μ2(α1) = α3 و  

.μ3(i 3 ) = −i 3 μ3، ةيث   μ3(α1) = α2 و  

ب.  S3. تّم لخ ياي لالمدز في )لن( ا  طابق مع لالمدز اـ S3 في للمثار 7.8.  

جـ.   

           مخطط لازملة


  



مخطط للحقل

 ، ولازملة وويلح مأ لالتبح 2 وعنا�صرها: ι، ةيث ι هي لادلاح   (i 3 ]  هد ( ]3( 1)x x− ∈ 13.  ةقل ل ن�شطاي اـ 

.σ(i 3 ) = −i 3 ، و σ، ةيث  ( )3i للمحالدة اـ  

15.  اأ. خطان       جـ. �شح      هـ. �شح       ز. خطان        ط. خطان
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G(K/(E ∨ L)) = G(K/E) ∩ G(K/L) :25.  جواب جزئي

الف�صل 54

   ( 4 2 ,i): 4 2  + i ,  x8 + 4x6 + 2x4 + 28x2 + 1; .3

 ( 4 2 ):  4 2  ,  x4 – 2; 

 (i( 4 2 )):  i ( 4 2 ) ,  x4 – 2 ;     

 ( 2 ,i ):  2  + i ,  x4 − 2x2 + 9 ;

 ( 4 2  + i ( 4 2 )):   4 2    + i ( 4 2 ) ,  x4 + 8 ; 

 ( 4 2  − i ( 4 2 )): 4 2 - i ( 4 2 ) ,  x4+ 8 ; 

 ( 2 ):  2 ,  x2 – 2 ;    

 (i ):  i ,   x2 + 1; 

 (i 2 ):  i 2  ,  x2 + 2 ; 

 : 1 ,  x – 1 

5.  لازملة وويلح مأ لالتبح 5، وعنا�صرها هي:

σ4σ3σ2σ1ι

ζ4( 5 2 )ζ3( 5 2 )ζ2( 5 2 )ζ( 5 2 )5 25 2  →

5 هد للجذي للحقيقي للخام�س اـ 2. 2 ةيث 

، وعييه، فهناك و�شف كامل �شمأ للمثار   هد ةقل ل ن�شطاي ن �شه اـ x4+1 عيى  7.  ةقل ل ن�شطاي اـ  x8 − 1 عيى 
7.54. )هذه لن�شهل طللقح الإجابح عأ لا�شدؤلر(.

1 2 3

3

3s s s
s
− s1                       ب. 

2 − 2s2  .9.  اأ
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جـ. 2160 ب. 400   3. اأ. 16   

3∘  .5

7.  عيى  هي 

  عيى   هي  .

9.  اأ. �شح       جـ. خطان      هـ. �شح       ز. �شح        ط. خطان

 

الف�صل 56

1.   . نعم، K لم دلو اـِ  بالجذوي

ا( ) عيى  تعطى مثاً  منار�شً 3.  اأ. �شح       جـ. �شح      هـ. �شح       ز. �شح        ط. خطان  

ملحق
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ملحق: جبر الم�سفوفات

نَت في كثير مأ لا مايلأ.  مِّ ا مخ �صًرل لجبر للم�ض دفات. تظهل للم�ض دفات في لنمثيح ابع�س وةدلت لاك اب، كما �ضُ نعطي هنا ميخّ�ضً

الم�سفوفة )matrix( هي تلتيب عيى �ضدية م�ض طيل ا�ض دفٍ مأ ل نعدلو، عيى �ضبيل للمثار:

)1(
                                                                     

2 1 4
3 1 2

−









ا وn عمدوًل، هي م�ض دفح مأ لاديجح m × n، وهكذل للم�ض دفح )1(        م�ض دفح اها �ض ان وثلاثح لنعمدة. م�ض دفح اها m �ض ًّ
 .)square( فاإننا نقدر: لإن الم�سفوفة مربعة ،m = n هي م�ض دفح مأ لاديجح 3× 2، لإال كان

يمكأ لنن تكدن مدخلات للم�ض دفح مأ لنيّ ندع مأ ل نعدلو – �ضحيحح، لنو ن�ضبيح، لنو ةقيقيح، لنو ملكبح، ورد جعينا Mm×n(ℝ) تلمز 
لمجمدعح جميع للم�ض دفات مأ لاديجح m × n بمدخلات ةقيقيح، فاإال كان m = n، فيخ �صر لالمز لإلى Mn(ℝ)، ويمكننا ب�ضدية 

م�ضابهح لنن نعُدّ M2×3(ℂ) ،Mn(ℤ)، ... لإاخ. 

       م�ض دف ان اهما عدو لا�ض دف ن �ضه m ، وعدو ل نعمدة ن �ضه n، يمكأ جمعهما بطللقح ول�ضحح: نجمع للمدخلات في للمدلرع 
للم قابيح. 
في M2×3(ℤ)، ادلنا  A1 مثال

p  

2 1 4
3 1 2

1 0 3
2 7 1

3 1 1
5 6 3

−







 +

−
−









 =

−
−











 ،n× m م�ض دفات مأ لاديجح Cو Bو ،A ضدف ن�ض خدم ل نةلف لاكبيرة انرمز ايم�ض دفات، فاإال كانت�        
.A+)B + C( = )A + B( + C و A + B = B +A ّفمأ لا�ضهل يوؤلح لنن

 A لني لإنه لإال كانت ،B ل�ضاوي عدو �ض دف A مُعَلَّف فقط لإال كان عدو لنعمدة ،AB ،ــصرب للم�ض دفــات�  
م�ض دفح مأ لاديجح m× n، فاإنّ B لجب لنن تكدن م�ض دفح مأ لاديجح n×s اعدو ما �ضحيح s، ونبدلن عيى لانحد 

 :n × 1 م�ض دفح مأ لاديجح B1 و × n م�ض دفح مأ لاديجح A ةيث ،AB ل آتي ب عللف لا�صرب

                                                                    AB a a a

b
b

b

a b a b a bn

n

n n=



















= + + +[ ... ] ... .1 2

1

2
1 1 2 2

 )2(
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× 1 رلتي لهل هذر رلعدد   1 رأنّ رلنتيجة عدد. )لن نميز بين رلعدد وربج :قحة ان رلدرلة  لحظ 
بتجهين.  رلنقطي  رل�صرب  رأنه  عفى  رل�صرب  هذر  تمييز  يمكنك  رلقحيدة(,  ادخفتهل  بق� :ه 
ربج :قحلم رلتي لهل � ف ورحد حقط رأو عمقد ورحد حقط, هي متجهات �صف )row vectors( رأو 

متجهات عمود )column vectors(, عفى رلترتيب. 

نجد رأنّصA2 مثال 

p                            

[ ] ( )( ) ( )( ) ( )( )3 7 2
1
4
5

3 1 7 4 2 5 15−
















= + − + = −

 n لحظ رأنّ رلعدد .n × s اج :قحة ان رلدرلة B ولتكن , m × n اج :قحة ان رلدرلة A لتكن      
ف ان A هق رلعدد ن:� ه n لفمدخلام في كل عمقد ان B. رل�صرب C = AB هق  لفمدخلام في كل � َ
اج :قحة m × s, رأاّل ربدخفة في رلج ف ذي رلترتيب i ورلعمقد ذي رلترتيب j في AB , حهي رل�صرب 
ح في  لفج ف ذي رلترتيب i ان A بللعمقد ذي رلترتيب j ان B, كمل عُرِّف ان خلال ربعلدلة )2(, وو� ّ

 .A2 ربثلل
رح� بA3 مثال  

AB =
−







 −

−

















2 1 3
1 4 6

3 1 2 1
1 4 1 1
1 0 2 1

  
  

  

لحظ رأنّ A ان رلدرلة 3 × 2 , وB ان رلدرلة 4 × 3. وعفيه, AB � تكقن ان رلدرلة 4 × 2, الحل
وربدخفة في � :هل رلثلني وعمقدهل رلثللث, هيص 

)A رلج ف رلثلني( )B رلعمقد رلثللث( =
















= + + =[ ]1 4 6
2
1
2

2 4 12 18 .

بو� لب ربدخلام رلثملنية لميعهل ل�ِ AB بهذر رلأ� فقب, نوج ل عفىص 

p  
AB =

−









2 2 9 6
1 17 18 3

رل�صرب A4 مثال
2 1 3
1 4 6

2 1
5 4

−



















غير اُعَرَّف؛ لأنّ عدد ربدخلام في � فّ لفمج :قحة رلأولى ل ي� لوي عدد ربدخلام في عمقد 
p لفمج :قحة رلثلنية.   
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فَان. ل�ضانانا لا مللأ          لم�ض دف ين ملبع ين مأ لاديجح ن �ضها، للجمع ولا�صرب كلاهما ولئمًا مُعَلَّ
ح للحقيقح ل آتيح:  10 لنن ند�ضّ

�صرب للم�ض دفات غير لإبدللي. 
كمــا معلّفًــا،  لا�صربــين  كلا  لكــدن  عندمــا  ة ــى   ،BA ت�ضــاوي  باا�ــصروية  اي�ــس   AB لإنّ   لني 
اـــِ A,B ∋Mn (ℤ). يمكــأ لإثبــات لننّ A(BC) = (AB)C و A(B + C) = AB + AC  م ى كانت هذه 

لا عابير معلفح. 

       جعينا In ا كدن للم�ض دفح مأ لاديجح n × n ، مع للمدخلات 1 عيى لاقطل مأ لازلولح لاي�صرى 
لاعييا لإلى لازلولح لايمنى لا�ض يى وللمدخلات 0 في ل نماكأ ل نخلى. 

عيى �ضبيل للمثار: 

I3

1 0 0
0 1 0
0 0 1

=
















.

 ،r × n لنيّ م�ض دفح مأ لاديجح B و ، n × s لنيّ م�ض دفح مأ لاديجح A مأ لا�ضهل يوؤلح لننه لإال كانت
فاإنّ InA = A و BIn= B، لني لإنّ للم�ض دفح In تعمل كما لعمل لاعدو 1 اي�صرب عندما لكدن لا�صرب 

فًا.  بـ In مُعَلَّ

      ا كأ A م�ض دفح مأ لاديجح n × n ، ولفتر�س معاواح م�ض دفات عيى لا�ضدية AX = B ، ةيث 
A و B معيدم ان اكأ X غير معيدمح، فاإال ل�ض طعنا لإلجاو م�ض دفح A-1 مأ لاديجح n × n ، بحيث لإنّ 

A-1A = AA-1 = In ، فاإننا ن�ض طيع ل�ض ن اج لننّ: 

  A-1A = In :تعمل مثل مقيدب لاعدو A-1 للمطيدبح. م�ض دفح مثل X ورد وجدنا للم�ض دفح
  .A-1 هذل هد �ضبب لالمز .(1 / r) r = 1 و

لإال كانت A-1 مدجدوة، فنقدر: لإن للم�ض دفح للملبعح A اها معكو�س )invertible( ، و A-1  هد معكو�س 
)inverse( A، لإما لإال كانت A-1 غير مدجدوة، فاإنّ A لقار عنها: منفردة )singular(. يمكأ لإثبات لننه 
لإال وجدت م�ض دفح A-1 بحيث لإنّ A-1A = In، فاإنّ AA-1 = In ، لإ�ضافح لإلى ااك، تدجد م�ض دفح ولةدة 

فقط A-1 اها هذه للخا�ضيح.
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لتكن A5 مثال 

A− =
−

−










1 4 9
1 2

  
  

.A

يمكننل حوجض رأنّ 
−

−


















 =











−
−









 =

4 9
1 2

2 9
1 4

2 9
1 4

4 9
1 2

1 0
          00 1











وعفيه,

A− =
−

−










1 4 9
1 2

  
  

.A-1

 

نترك ا� لئل تحديد ولقد A-1 وح� لبهل رإلى اقرر درر� ي في رلجا رلخطي. 

له  ويراز   ,  A ل�ِ  ربوددة  ي� مى  × n عدد   n رلدرلة  A ان         يتررحف اع كل اج :قحة اربعة 
رلتي تظهر في  رلعدد بق� :ه لمعًل وطرحًل ل�صروب اعينة للاأعدرد  det(A), ويمكن ح� لب هذر  ب� 
a ان رلدرلة 2 × 2 هي ad- bc. لحظ  b

c d








 ربج :قحة A, عفى � بيل ربثللص ربوددة لفمج :قحة 

رأنّ اج :قحة ان رلدرلة n ×1 ادخلاتهل رأعدرد حقيقية, يمكن رلنظر رإليهل بق� :هل رإعطلء رإحدرثيلم 
نقطة في رل:� لء رلإقفيدي ℝn ذي رلبعد n, وب�صرب اج :قحة عمقد ورحد كهذه ان رلي� لر بمج :قحة 
رل�صرب ان  ℝn, وهذر  , تنتج اج :قحة عمقد ورحد تقلبل نقطة في   n ×  n رلدرلة  A ان  حقيقية 
رلي� لر ب� A يعطي درلة ان ℝn رإلى ن:� هل, وان ربمكن رإثبلم رأنّ قطعة ان ℝn حجمهل V تُرْ�َ لُ ان 

خلال هذر رل�صرب ب� A رإلى قطعة حجمهل  det(A)|.V|. هذر رأحد رأ� بلب رأهمية ربوددرم. 

      رلخج لئجض رلآتية لفموددرم بج :قحتين A و B ان رلدرلة n × n ذرم رأهمية في هذر رلكتلبص 
1 .det(In) = 1
2 .det (AB) = det (A) det (B)

det (A) ≠ 0 , رإذر وحقط رإذر كلنت A اج :قحة لهل اعكق�ض. . 3

4 .det (B) = -det (A) ّحلإن ,A بتبديل � ّ:ين )رأو عمقدين( ان A عن B رإذر نتجت
رإذر كلنت كل ادخفة ل�ِ A � :رًر حقق القطر الرئي�س ان رلزروية رلي�صرى رلعفيل رإلى رلزروية رليمنى . 5

رل� :فى, حلإنّ det(A) هق �صرب ادخلام هذر رلقطر. رلنتيجة ن:� هل � ويوة رإذر كلنت ربدخلام 
كفهل تحت رلقطر رلرئي�ض رأ� :لرًر. 
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 التمارين اأ 

في رلتملرين ان 1 رإلى 9, رح� ب رلعبلررم رلجاية لفمج :قحلم ربعطلة رإذر كلنت رلعمفية اعرحة. 

−







 +

−









2 4
1 5

4 3
1 2

 .1

1 2 3
4 2

3 1 2
3 1 0

+ − −
−









 +

− − +
− +











i i
i i

i i
i i

  .2

i

i

i i
i4

3

1
1

2

3
2
3

4
1    

  
         

    
    

   

 

−

−

















−
−

+
− ii

















  .3

1 1
3 1

2 4
1 3

−







 −











  .43 1
4 2

1 5 3
2 1 6−











−








 .5

4 1
3 2

1 0
1 7
3 7

−







 −

















 .6i i
i

1
2 1

3 1
4 2−









 −











 .7

1 1
1 0

4−









 .8
1

1

4−









i
i

 .9

ل.  10. رأعطِ اثللً في M2(ℤ) يبيّن رأنّ �صرب ربج :قحلم لي�ض رإبدرليًّ
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, بللتجريب رإذر لزم.  0 1
1 0

1

−










−

11.  رأولد   

, بللتجريب رإذر لزم. 
2 0 0
0 4 0
0 0 1

1

−

















−

12.  رأولد  

 .det(A) حلأولد ,A =
3 0 0

10 2 0
4 17 8

−
















13. رإذر كلنت  

ل.  14. رأثبت رأنه رإذر كلنت A,B ∋ Mn (ℂ) لهمل اعكق�ض, حلإنّ AB و BA لهمل اعكق�ض رأي� ً
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الرموز
1، زنتماء   
1، مجملعة خاوية   
1، عدم زنتماء   
 P(x) ّبحيث زإن x 1 ، مجملعة كل  
2 ، زحتلزء مجملعات   
  B≠A 2 ، مجملعة جزئية  
3 ، �ضرب ديكارتي لمجملعات   

ℤ 3 ، زلأعدزد زو�صحيحة   
ℚ 3 ، زلأعدزد زون�صبية   
ℝ 3 ، زلأعدزد زلحقيقية   
ℂ 3 ، زلأعدزد زلممكبة   

ℤ+, ℚ+, ℝ+  ℝ, ℚ, ℤ 3 ، زوعنا�ضر زلملجبة رن  
ℤ*, ℚ*, ℝ*, ℂ*  ℤ ,ℚ ,ℝ, ℂ 3 ، زوعنا�ضر غير زو�صفمية رن  

3 ، علاقة   
 A 50 ، بل�صفها رتبة ارمة؛ 4 ، عدد زوعنا�ضر في  
 B زإلى A 4 ، دزوة  رن  
4 ، �صلرة زوعن�ضر a تحت تاأثير    
4 ، �صلرة زلمجملعة A تحت تاأثير    
4 ، تقابل زأحادي   
5 ، رعكل�س زودزوة    
   ℤ+5 ، عدد عنا�ضر  
 S في تجزئة وـ x ∈ S 6 ، خلية تحلي  
 n 7 ، تطابق رقيا�س  
 A 9 ، مجملعة زوقلى وـ  
 |z| = 1 ّبحيث زإن ،z ∈ ℂ 15 ، مجملعة كل  

ℝc   0 ≤ x < c ّبحيث زإن ،x ∈ ℝ 16 ، مجملعة كل  
   c 16 ، جمع رقيا�س  

18 ، ارمة زلجذور ذزت زومتبة n وللزحد   
ℤn  {0, 1, 2, · · · , n − 1} ، 18  

 n باون�صبة  زإلى زلجمع رقيا�س {1 ,0, · · · , n− 1} 54 ، زوزرمة زودورية  
n 137 ، ارمة �صفلف زوموز�صب قيا�س  
n باون�صبة زإلى زلجمع وزو�ضرب رقيا�س {1 ,0, · · · , n − 1} 169 ، زلحلقة  
20 ، عملية ثنائية   
22 ، 76 ، تمكيب دوزل   
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29 ، بنية ثنائية   
30 ، تماثل بنى   
32 ، عن�ضر محايد   
 S بمدخلات رن m × n 40 ، 477 ، ر�صفلفات رن زودرجة  
 S بمدخلات رن n × n 40 ، 477 ، ر�صفلفات رن زودرجة  
 n 40 ، ارمة خطية عارة رن زودرجة  
 A 46 ، 479 ، محدّدة زلم�صفلفة زلممبّعة  
 a 49 ، رعكل�س زأو نظير  

H ≤ G; K ≤ L 173 ، زحتلزء بنية جزئية؛ 50 ، زحتلزء ارمة جزئية   
H < G; K < L 173 ، بنية جزئية  ؛ 50 ، ارمة جزئية    

 a 54 ، ارمة جزئية دورية رلودة بـ  
 a 250 ، رثالي رئي�س رلود بـ  
 n رلودة بـ ℤ 54 ، ارمة جزئية رن  
n رلودة بـ ℤ 169 ، 250 ، حلقة جزئية )رثالي( رن  
62 ، 258 ، 395 ، قا�صم ر�صترك زأعظم   
69 ، تقاطع مجملعات   
  
 A 77 ، ارمة تبديلات  
77 ، دزوة محايدة   

Sn 78 ، ارمة زوتناظم على  n حمف   
n!  n 78 ، ر�ضروب  
Dn  n 79 ، ارمة اوجية رن زودرجة  
An 93 ، ارمة رتناوبة على n حمف   

aH, a + H  a تحلي H 97 ، مجملعة ر�صاركة ي�ضرى وـ  
Ha, H + a  a تحلي H 97 ، مجملعة ر�صاركة يمنى وـ  

 G في H 101 ، دويل  
φ 104 ، 187 ، دزوة- فاي لأويلم   

104 ، �ضرب ديكارتي لمجملعات   
S1 × S2 ×· · ·× Sn   

104 ، 105 ، �ضرب ربا�ضر وزرم   
105 ، جمع ربا�ضر وزرم   

lcm 107 ، ر�صاعف ر�صترك زأ�صغم   
107 ، ارمة جزئية طبيعية رن     
126 ، ت�صاكل تعلي�س   

πi  i 127 ، زإ�صقاط على زلممكبة ذزت زوترتيب  
128 ، �صلرة رعكل�صة ولمجملعة B تحت تاأثير    
129 ، نلزة زوت�صاكل    
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G/N; R/N 242 ، حلقة زوعارل؛ 137 ، ارمة زوعارل   
γ 139 ، 140 ، دزوة �صفلف زوبلزقي زوقانلنية   
ig 141 ، تماثل ذزتي دزخلي   

 G 150 ، رمكز زوزرمة  
C 150 ، ارمة زلمبدلت زلجزئية   

Xg  g زلمثبّتة بـ X 157 ، مجملعة جزئية رلؤوفة رن عنا�ضر  
Gx  x زوتي تثبت G 157 ، ارمة تلحّد زلخ�صائ�س زلجزئية زلملؤوفة رن عنا�ضر  
Gx  G تحت تاأثير x 158 ، ردزر  

R[x]  R 200 ، حلقة كثيرزت حدود بمعارلات رن  
F(x)  F[x] 201 ، حقل خلزرج زوق�صمة وـ  

201 ، حقل دوزل ن�صبية في n مجهلل   
 p − 1 216 ، 217 ، كثيرة حدود دورية رن زودرجة  

End(A) 221 ، ت�صاكلات A زودزخلية   
RG 223 ، حلقة زوزرمة   
FG  F 223 ، جبر زوزرمة على زلحقل  
ℍ 224 ، 225 ، رمبّعيات   

R[[x]]  R على x 231 ، حلقة رت�صل�صلات قلى �صكلية في  
 F على x 231 ، حقل رت�صل�صلات ولرنت �صكلية في  
 F على xn ، ... ،x1 255 ، حلقة كثيرزت حدود في  

V(S)  S 255 ، رتنلّعة جبرية وكثيرزت حدود في  
  br ، ... ،b1 255 ، رثالي رلود باوعنا�ضر  

lt( f )  f 260 ، حدّ زأراري وكثيرة زلحدود  
lp( f )  lt( f ) 260 ، �ضرب قلى وـ  

irr(α, F)  F على α 269 ، كثيرة حدود غير مختزوة وـ  
deg(α, F)  F على α 269 ، درجة  

F(α)  F زإلى زلحقل α 270 ، حقل ناتج رن �صم  
[E : F]  F على E 283 ، درجة  

F(α1, · · · ,αn)  F زإلى  زلحقل α n ، ... ،α 1 285 ، حقل ناتج عن �صم  
 E في F 286 ، زإغلاق جبري وـ  
 F 287 ، 288 ، زإغلاق جبري وـ  

GF(pn) 	pn 300 ، حقل جاولز رن زومتبة  
HN 308 ، مجملعة �ضرب   

H ∨ N 308 ، رل�صل ارم جزئية   
N[H]  H 323 ، رنظم  
F[A]  A 341 ، 342 ، ارمة حمة على  

(xj : ri ) 348 ، تمثيل ارمة   
∂n 357 ، ت�صاكل حدود   
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Cn (X)  X وـ n 358 ، �صلا�صل رن زومتبة  
Zn (X)  X وـ n 359 ، دورزت رن زومتبة  
Bn (X)  X وـ n 359 ، حدود رن زومتبة  
Hn (X)  X وـ n 361 ، ارمة �صباه ذزت زوترتيب  

δ(n) 363 ، ت�صاكل حدود رقابلة   
C(n)(X)  X وـ n 363 ، �صلا�صل رقابلة رن زومتبة  
Z(n)(X)  X وـ n 363 ، دورزت رقابلة رن زومتبة  
H(n)(X)  X وـ n 363 ، حدود رقابلة رن زومتبة  
H(n)(X)  X وـ n 363 ، ارمة �صباهية رقابلة ذزت زوترتيب  

Sn  n 364 ، كمة رن زومتبة  
En  n 364 ، خلية ذزت زوبعد  

χ(X)  X 374 ، مميز زأويلم وـ  
f*n  f : X → Y 375 ، 381 ، ت�صاكل �صباه رلود رن  

381 ، �صل�صلة رمكبة   
382 ، رلؤثم حدود ن�صبي   

Hk (A/A')  A' رقيا�س A ول�صل�صلة زلممكبة k 383 ، ارمة �صباهية ن�صبية ذزت زوترتيب  
Hk (X, Y )  Y رقيا�س X لممكب زلمب�صطات k 383 ، �صباه ن�صبي ذو زوترتيب  

a | b  b )تق�صم )عارل وـ a ، 389  
UFD 390 ، حلقة تارة وحيدة زوتحليل   
PID 391 ، حلقة زلمثاويات زومئي�صة زوتارّة   

∪i∈I Si , 391 ، زتحاد مجملعات   
S1 ∪ S2 ∪ · · · ∪ Sn   

ν 401 ، رعيار زإقليدي   
N(α)  α 408 ، 410 ، 455 ، رعيار  

 F(β) رع F(α) 416 ، تماثل تمزفق وـ  
 σ ∈ H زأو كل σi رثبت بكل E 419 ، حقل جزئي رن  

G(E/F)  F على E 420 ، ارمة زوتماثلات زوذزتية وـ  
{E : F}  F على E 428 ، دويل  
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