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اأول في الجبر المجرد 506 مقرر 

الف�صل 45 

1.45 تعريف

2.45 تعريف

3.45 مثال

4.45 تعريف

Unique Factorization Domains .حلقات تامة وحيدة التحليل

الحلقة التامة ℤ هي مثالنا الأ�سا�سي لحلقة تامة، حيث يوجد فيها تحليل وحيد اإلى اأعداد اأولية )غير 
ا حلقة تامة فيها تحليل وحيد.   مختزلة(، وكما بَيَّن  لنا  الف�سل 23 بالن�سبة اإلى الحقل F، فاإنّ F[x] اأي�سً
و�سنقدِّم مجموعة من التعريفات؛ لأجل مناق�سة اأفكار م�سابهة في اأيّ حلقة تامة، علمًا باأنّ بع�سها 

اإعادة لتعريفات قديمة، ومن الجيد و�سعها في مكان واحد للرجوع اإليها. 

لتكن R حلقة اإبدالية فيها عن�ضر محايد، وليكن a, b ϵ R، فاإذا وجد  c ϵ R بحيث b = ac، فاإنّ 
 ■  ."b ل يق�سم a" a ∤ b ونقراأ ،a|b ويرمز لها بالرمز ،)b عامل لـ a اأو( b (divides)  يق�صم a

 العن�ضر u في الحلقة الإبدالية R التي فيها عن�ضر محايد ي�سمّى عن�صر	وحدة )unit( في R، اإذا 
كان u يق�سم 1، اأي اإنه اإذا كان لـ u معكو�س �ضربي في R، والعن�ضران a. b ϵ R  مت�صاركان في 
■                                                  .R  عن�ضر وحدة في u حيث ،a = bu اإذا كان	)associates( R

 .R مت�ساركي هي علاقة تكافوؤ على b و a ح اأنَّن خا�سية يطلب منا التمرين 27 اأن نو�سّ

عنا�ضر الوحدة في ℤ هي 1 و 1– فقط؛ لذلك، الذي ي�سارك 26 في ℤ هما 26 و 26– فقط.     ▲

مختزل غير	 اإنه   :p عن  يقال   .D تامة  حلقة  في  وحدة  ولي�س  �سفري،  غير  عن�ضًرا   p  ليكن 
)irreducible( على D، اإذا كان اأيّ تحليل p = ab في D يوؤدي اإلى اأنّ a اأو b عن�ضر وحدة. ■ 

 u p = uc حيث  اإذا كانت  ا غير مختزل؛ وذلك لأنه  اأي�سً p هو  اأنّ م�سارك غير المختزلة  لحظ 
 .p هو تحليل لِـ c عن�ضر وحدة، فاإنّ اأيّ تحليل لِـ
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 ■نبذة	تاريخية	
ظهر ال�ســوؤال عــن التحليــل الوحيد في حلقــة تامة غير 
الأعداد ال�سحيحة بدايةً للعلن في بحث من�سور، وكانت 
 Gabriel-Lame( لــه علاقة بمحاولــة جبرائيل لمي
الأخــيرة،  فيرمــا  مبرهنــة  اإثبــات  في   )1870-1795

نّ xn + yn = zn لي�س لها حلول �ســحيحة  وهي تخمي اأ
غير �ســفرية لـ n < 2، ولي�س من ال�ســعب اأن نبيّ اأنّ هذا 
التخمي �سحيح، اإذا اأمكن اإثباتها للاأعداد الأولية الفردية 
p كلهــا، وقد اأعلن لمي في اللقاء الذي عقد في اأكاديمية 
باري�س في واحد مار�س عام 1847م، اأنه اأثبت المبرهنة، 
 وقــدَّنم اإثباتًــا مخت�ضًرا، فقــد كانت فكرتــه اأولً: اأن نحلل

xp + y p  في الأعداد المركبة كالآتي:

xp + yp =
(x + y)(x + αy)(x + α2 y) · · · (x + αp−1 y)

   حيث α الجذر البدائي من الرتبة p للواحد، ثمّ حاول 
اأولية  التعبير  العوامل في  اإذا كانت  اأنه  اأن يبيِّ  بعدها 
هذه  من  كلاًّا  فاإنّ   ،xp + yp = zp كان  واإذا  ا،  ن�سبيًّا
العوامل p يجب اأن تكون من قوى p، بعدها ا�ستطاع اأن 
اأنّ معادلة فيرما هذه �ستكون �سحيحة للثلاثي  ح  يو�سِّ
′x′ , y′ , z، حيث كل عدد اأقل من العدد المقابل له في 
ل  متناق�سة  متتالية  اإلى  �سيقود  وهذا  الأ�سلي،  الثلاثي 
هذا  وا�ستحالة  الموجبة،  ال�سحيحة  الأعداد  من  نهائية 

يثبت المبرهنة. 
ليوفيل  جوزيف  قدَّنم  ذلك،  ومع  اإعلانه،  لمي  اأنهى     
)Joseph Liouville 1809-1882( �سكوكًا مهمّة على 
خُلا�سة الإثبات، م�سيًرا اإلى ا�ستنتاج اأنَّن كلاًّا من العوامل 
الأولية الن�سبية هي من قوى p؛ لأن حا�سل �ضربها من 
اإيّ عدد �سحيح يمكن  اأنَّن  النتيجة  اعتمدت على   p قوى 
تحليله ب�سورة وحيدة اإلى حا�سل �ضرب اأعداد اأولية. اأ�سبح 
 x+αky وا�سحًا ل محالة اأنَّن "الأعداد ال�سحيحة" من النوع
اأنَّن  من  الرغم  وعلى  الوحيد،  التحليل  هذا  خا�سية  لها 

تّمت  فقد  ليوفيل،  اعترا�سات  يتجاوز  اأن  حاول  لمي 
ت�سوية المو�سوع في 24 مايو، عندما اأظهر ليوفيل ر�سالة 
قد  اأنه  اإلى  ي�سير   )Ernst Kummer( كمر  اإيرن�ست  من 
ف�سل في  الوحيد  التحليل  اأنَّن  1844م،  عام  بالفعل  اأثبت 
الحلقة التامة ℤ[α]، حيث α هي الجذر الثالث والع�ضرون 

للواحد. 
1994م، وبا�ستخدام  لم تثبت مبرهنة فيرما حتى عام 
عند  معروفة  غير  وهي  الجبرية،  الهند�سة  تقنيات 
يوتاكا  لحظ  الخم�سينيات  اأواخر  في  وكمر،  لمي 
 Goro(   وجورو �سيمورا –)Taniyama Yutaha( تانياما
الريا�سيات  في  حقلي  بي  قوية  علاقة   )shimura
يبدوان مختلفي، المنحنيات الناق�سية والأ�سكال المقي

ا�سية.                                         
   بعد �سنوات من الوفاة الماأ�ساوية لتانياما عن عمر 31 
ن ما اأ�سبح يعرف  عامًا، اأو�سح �سيمورا هذه الفكرة، وكوَّن
الآن بمخمنة تانياما- �سيمورا. عام 1984، اأكد  جرهارد 
اأثبت كن ريبت  1986م  )Gerhard Fery(، وعام  فري 
)Ken Ribet( اأنّ تخمي تانياما- �سيمورا �سيوؤدي اإلى 

�سحّة مبرهنة فيرما الأخيرة. 
اأخيًرا، اأعطى اأندرو وايلز )Andrew Wiles( من جامعة 
ا�ستمر  المع�سلة  هذه  على  م�سنٍ  عمل  وبعد  برين�ستون، 
كامبريدج  جامعة  في  محا�ضرات  �سل�سلة  �سنوات،  �سبع 
في حزيران 1993م، التي اأعلن من خلالها اإثبات كفاية 
تخمي تانياما- �سيمورا لإثبات مبرهنة فيرما الأخيرة، 
الإثبات،  في  فجوة  �ضريعًا  اكت�سف  الطالع  ول�سوء 
اأكثر  العمل  منه  وا�ستغرق  العمل،  اإلى  وايلز  ورجع 
وذلك  الفجوة،  ملء  من  اأخيًرا  تمكن  ولكنه  عام،  من 
 ،)Taylor Richard( بم�ساعدة طالبه ريت�سارد تايلور
 (Annals of Mathematics) وقد نُ�ضرت النتيجة في 
في مايو عام 1995م، فحُلّت المع�سلة التي عمرها 350 

عامًا.

نقول: اإن الحلقة التامة D حلقة	تامة	وحيدة	التحليل (Unique factorization domain) 5.45	تعريف
)باخت�سار UFD( اإذا تحققت ال�ضروط الآتية: 

1. كل عن�ضر في D لي�س 0 ، ولي�س عن�ضر وحدة يمكن تحليله اإلى حا�سل �ضرب عدد منتهٍ من 
غير المختزلت. 
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اأول في الجبر المجرد 508 مقرر 

 r = s ّاإلى غير مختزلت، فاإن D هما تحليلان للعن�ضر نف�سه في q1 … qs و p1 … pr 2. اإذا كان
و qj يمكن اإعادة ترقيمها، بحيث pi و qi مت�ساركان.                                                                 ■

ح المبرهنة 20.23 بالن�سبة اإلى الحقل F، اأنّ F[x] هو UFD، ونعلم كذلك اأنّ ℤ هو UFD، 6.45	مثال	 تو�سّ
 ℤ المثال: في  �سبيل  قطّ، على  نثبتها  اأننا لم  الرغم من  مرارًا على  الحقيقة  ا�ستخدمنا هذه  وقد 

عندنا: 
24 = (2)(2)(3)(2) = (−2)(−3)(2)(2).

غير  العوامل  والم�ساركات،  الترتيب  با�ستثناء  لذلك،  3–؛  و   3 وكذلك  مت�ساركان   –2 و   2 هنا 
المختزلة في كلا التحليلي لِـ 24 مت�سابهة.                                                                              ▲

7.45	تعريف

 .a يحوي م�ساعفات العن�ضر D في 〈a〉 تذكر اأنّ المثالي الرئي�س

بعد تعريف اإ�سافي واحد فقط يمكننا و�سف ما نتمنى اأن ن�سل اإليه في هذا الف�سل. 

الحلقة التامة D هي حلقة	المثاليات	الرئي�صة	التامة )Principal ideal domain( )باخت�سار 
PID(، اإذا كانت كل مثالية في D مثالية رئي�سة.                                                                      ■

ح              نعلم اأنّ ℤ هو PID ؛ لأن كل مثالية على �سورة nℤ، مولَّندة بالعدد ال�سحيح n، وتو�سّ
 .PID هو F[x] ّحقلًا، فاإن F ه اإذا كان المبرهنة 24.27 اأنَّن

هدفنا في هذا الف�سل اأن نثبت مبرهنتي مهمّتي اإلى حدّ بعيد: 

1. كل PID يكون UFD. )المبرهنة 17.45(.

2. اإذا كانت D هي UFD، فاإنّD[x]  هي UFD  )المبرهنة 29.45(. 

20.23(، كلتا  F حقل )با�ستخدام المبرهنة  اأنّ F[x] تكون UFD حيث  ح حقيقة           تو�سَّن
المبرهنتي؛ لأنه با�ستخدام المبرهنة PID F[x] ،24.27 كذلك لأنه ل يوجد في F عن�ضر غير 
�سفري لي�س عن�ضر وحدة، حيث اإنّ F تحقق �ضروط UFD؛ لذلك، �ستقدم المبرهنة 29.45 اإثباتًا 
اآخر على اأنَّن UFD F[x] عدا حقيقة اأننا �سن�ستخدم المبرهنة 20.23 في اإثبات المبرهنة 29.45. 
في الف�سل المقبل �سندر�س خ�سائ�س �سنف خا�س ومحدد من UFD، الحلقات التامة الإقليدية. 

لنوا�سل اإثبات المبرهنتي. 

UFD يكون PID كل

الخطوات التي قادتنا اإلى المبرهنة 20.23 واإثباتها تحدد طريق اإثباتنا للمبرهنة 17.45، حيث 
اإنّ معظم هذه المادة �سيكون مكررًا، وقد تعاملنا ب�سورة محدودة ومنف�سلة مع الحالة الخا�سة 
اإليها في مبرهنة  التي نحتاج  F[x] في المبرهنة 20.23؛ لأنها �سهلة، وكانت الحالة الوحيدة 

الحقول بوجه عام. 
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8.45 تعريف

لإثبات اأنّ الحلقة التامة D هي UFD، من ال�ضروري اأن نبيّ اأنّ كلا ال�ضرطي 1 و 2 لتعريف 
الأول  ال�ضرط  20.23، كان  F[x] في المبرهنة  اإلى حالتنا الخا�سة  UFD متحققان، وبالن�سبة 
اإلى حا�سل �ضرب   0> الرتبة  اإنه في تحليل كثيرة حدود من  القائل:  المفهوم  ونتج عن  �سهلًا، 
كثيرتي حدود غير ثابتتي، بحيث اإنّ رتبة كل عامل اأقل من رتبة كثيرة الحدود الأ�سلية، وبذلك 
ل يمكننا اأن ن�ستمر في التحليل ب�سورة غير محددة من غير ال�سطدام بعوامل وحدة، اأي كثيرات 

حدود من الرتبة 0، اأمّا بالن�سبة اإلى الحالة العامة لـ PID، فمن ال�سعب اأن نبيَّن ذلك. 
ونعود الآن اإلى هذه الم�ساألة، �سنحتاج زيادة على ذلك اإلى مفهوم من مبرهنة المجموعات. 

Ai للمجموعات  	∪i∈I Ai الاتحاد فاإنّ  المجموعات،  من  مجموعة   {Ai | i ∈ I} كانت   اإذا 
(union of the sets) هو مجموعة كل x ، بحيث x ∈ Ai على الأقل لـ i ∈ I واحدة.               ■     

فاإن9.45ّ تمهيدية  ،R في   Ni المثاليات  من  ت�ساعدية  �سل�سلة   N1⊆N2⊆... ولتكن اإبدالية،  حلقة   R  لتكن 
 .R مثالية في N =∪i Ni

والآن البرهان  ،b ∈ Nj و a ∈ Ni بحيث  ال�سل�سلة،  في   Nj و   Ni مثاليتان  فتوجد   ،a, b ∈ N  ليكن
اأنَّن  اإلى  Nj، وهذا يوؤدي  b في  a و  Ni ⊆ Nj؛ لذلك، كلا  اأنّ  Nj ⊆ Ni؛ لنفتر�س  Ni ⊆ Nj اأو  اإما 
اأن اإلى  b ∈ N توؤدي  اأنَّن  a = 0، نرى  N، وباأخذ  ab في  a ± b و  اإذن،  ؛   Nj ab في   a ± b و 

 b ∈ N– و  N ∋ 0 ؛  لأن Ni ∋ 0، وبذلك N  حلقة جزئية من D، ولـ a ∈ N  و d ∈ D، يجب 
علينا اأن ناأخذ  a ∈ Ni لبع�س Ni؛ ولأن  Ni  مثالية،   da = ad   في Ni؛  لذلك،  da ∈ ∪iNi اأي 
اإنّ da ∈ N؛ اإذن، N مثالية.                                                                                                  ¿

)�صرط	ال�صل�صلة	الت�صاعدية	لـ Ascending chain condition for a PID( )PID(: لتكن D 10.45 تمهيدية 
 ، r فيوجد عدد �سحيح موجب ،Ni سل�سلة ت�ساعدية من المثاليات� N1⊆N2⊆...  فاإذا كانت ،PID
ا من  المثاليات )الحتواءات  بحيث Nr = Ns لكل s ≥ r، وهذا يكافئ  اأنّ كل �سل�سلة ت�ساعدية فعليًّا
كلها فعلية( في PID، تكون ذات طول منتهٍ، ونعبرِّ عن ذلك بقولنا: �صرط	ال�صل�صلة	الت�صاعدية 

 .PID تتحقق للمثاليات في )ascending chain condition )ACC((

عن طريق التمهيدية 9.45، نعلم اأنّ N =∪i Ni  مثالية في D. الآن بو�سفها ماثلية في D التي البرهان
عندنا c ∈ Nr، حيث  يكون  اأن  هي N = 〈c〉  ،PID، حيث c ∈ D؛ ولأن N =∪i Ni ، فيجب 

 +r ∈ ℤ. لِـ s ≥ r، عندنا 
〈c〉 ⊆ Nr ⊆ Ns ⊆ N = 〈c〉

¿                                                                                                          . s ≥ r  لكل Nr = Ns ،لذلك

ة.  العبارة المتكافئة مع ACC مبا�ضِرَ
،D في الحلقة التامة b و a سيكون من المفيد فيما تبقى اأن نتذكر اأنه للعن�ضرين�

 ،a ويق�سم b اإذا وفقط اإذا كان  ،〈a〉 ⊆ 〈b〉   
و〈b〉 = 〈a〉، اإذا وفقط اإذا كان a و b مت�ساركي. 
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11.45 مبرهنة

بالن�سبة اإلى الخا�سية الأولى، لحظ اأنّ 〈b〉 ⊇ 〈a〉، اإذا وفقط اإذا كان a ∈ 〈b〉، وهو �سحيح اإذا وفقط 
اأنّ  الأولى هذه، نرى  اإنّ b يق�سم a، وبا�ستخدام الخا�سية  اإذا كان a = bd ، حيث d ∈ D، اأي 
〈b〉 = 〈a〉، اإذا وفقط اإذا كان a = bc و b = ad ، حيث c, d ∈ D، لكنّ a = adc وبالحذف، نجد اأنّ  

dc=1؛ اإذن، c وd عنا�ضر وحدة؛ ولذلك a و b مت�ساركان. 

      .PID لحلقة تامة UFD يمكننا الآن اأن نثبت ال�ضرط 1 من تعريف
لتكن PID D، فكل عن�ضر لي�س 0 ولي�س عن�ضر وحدة، هو حا�سل �ضرب غير مختزلت.

لتكن a ∈ D، حيث a لي�س 0 ولي�س عن�ضر وحدة، �سنبيِّ اأولً اأنَّن a لها  على الأقل عامل غير البرهان
 a1 حيث ،a = a1 b1 ّمختزلً، فاإن a غير مختزل، انتهينا، اأمّا اإذا كان a مختزل واحد، اإذا كان 

وb1 لي�سا عن�ضري وحدة، الآن:    
 〈a〉 ⊂ 〈a1〉

�سيكونان   a1 و   a فاإنّ   ،〈a〉  =  〈a1〉 كان  اإذا   ،a = a1b1 من  جاءت   a ⊆ 〈a1〉 اإلى  بالن�سبة 
الإجراء،  هذا  في  وبال�ستمرار  الفر�س،  يناق�س  وهذا  وحدة،  عن�ضر  �سيكون   b1 و  مت�ساركي، 

مبتدئي مع a1، ن�سل اإلى ال�سل�سلة الت�ساعدية فعليًّاا من المثاليات:
 〈a〉 ⊂ 〈a1〉 ⊂ 〈a2〉 ⊂...

با�ستخدام ACC في التمهيدية 10.45، تتوقف هذه ال�سل�سلة عند 〈ar〉، و ar يجب عندها اأن تكون 
¿                                                                                                                                      .ar عامل غير مختزل a ِغير مختزلة؛ اإذن، لـ

با�ستخدام ما اأثبتناه، لأيّ عن�ضر a لي�س 0 ولي�س عن�ضر وحدة في D،  تكون اإما a غير مختزل 
اأو a = p1c1 ، حيث p1 غير مختزلة وc1 لي�س عن�ضر وحدة. 

ا، في الحالة الأخيرة ن�ستنتج اأنَّن 〈c1〉 ⊃ 〈a〉، فاإذا  با�ستخدام مفهوم م�سابه لما ا�ستخدمناه توًّا
كانت c1 مختزلة، فاإنc1 = p2 c2، حيث p2 غير مختزلة و c2 لي�س عن�ضر وحدة. 

بال�ستمرار، نح�سل على ال�سل�سلة المت�ساعدة فعليًّاا من المثالثات 
 〈a〉 ⊂ 〈c1〉 ⊂ 〈c2〉 ⊂...

هذه ال�سل�سلة يجب اأن تتوقف، با�ستخدام ACC في التمهيدية 10.45 عند cr = qr  ، اأي اإنها غير 
.a = p1 p2 · · · prqr ،مختزلة؛ اإذن

هذا يكمل بحثنا عن ال�ضرط الأول لتعريف UFD. لنعد اإلى ال�ضرط الثاني، اإجراءاتنا هنا موازية 
لتلك التي قادتنا اإلى المبرهنة 20.23، والنتائج التي �سنح�سل عليها على طول الطريق ممتعة 

بذاتها.

ا، اإذا وفقط اإذا كان p  غير مختزل. 12.45 تمهيدية )تعميم	للمبرهنة 25.27( يكون المثالي 〈p〉 في PID اأعظميًّا

⊇ 〈p〉، البرهان  〈a〉 اإذن   ،  D في   p = ab اأنّ  وافتر�س   ،PID  ،D في  اأعظميًّاا  ا  مثاليًّا  〈p〉 ليكن 
واإذا  وحدة،  عن�ضر   b يكون  اأن  يجب  لذلك،  مت�ساركان؛   pو  a فاإنّ   ،〈a〉 = 〈p〉 كان  واإذا 
عندها  و1   a لكن  اأعظمي،   〈p〉 لأن  〈D〉=〈1〉=〈a〉؛  يكون  اأن  فيجب   ،〈a〉≠〈p〉 كان 
b عن�ضر وحدة؛ ولذلك، اأو   a p = ab، فاإما  اإذا كان  a عن�ضر وحدة؛ ولذلك،  اإذن،  مت�ساركان؛ 
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13.45 تمهيدية 

البرهان

14.45 نتيجة 

البرهان 

15.45 تعريف

p غــير مختــزل في D. في المقابل، افتر�س اأنّ p غير مختــزل في D، فاإذا كان 〈a〉⊇〈p〉، فيجب 
 a اأمّا اإذا لم يكن ،〈a〉= 〈1〉= D ّعن�ــضر وحــدة، فــاإن a الآن، اإذا كان ،p = ab اأن يكــون عندنــا
 عن�ــضر وحــدة، فيجــب اأن يكــون b عن�ضر وحدة؛ لذلــك، يوجد u ∈ D ، بحيــث bu = 1، وعندها
اأنّ اإلــــى  يـــــوؤدي   〈p〉⊆〈a〉 اإذن،  〈p〉=〈a〉؛  اأي   〈a〉 ⊆ 〈p〉 وبهــــــذا   ،pu = abu = a 

    D= 〈a〉 اأو 〈p〉=〈a〉 و D ≠ 〈p〉 واإلّ �سيكون p عن�ضر وحدة؛ اإذن، 〈p〉 مثالي اأعظمي.    ¿
 

 .p|b اأو  p|a فاإمّا ،ab غير مختزل، ويق�سم p اإذا كان ،PID 27.27( في	للمبرهنة	تعميم(

 .p|ab عندنا D في p ،وافتر�س اأنه لغير المختزل ، PID D لتكن

16.27، فاإنّ  اأولي بح�سب النتيجة  D هو مثالي  اأعظمي في  اإذن،〈p〉 ∋ (ab)؛ ولأن كل مثالي 
¿              .p|b اأو p|a وهذا يعطينا اإما ، b ∈ 〈p〉اأو a ∈ 〈p〉   يوؤدي اإلى اأنّه اإما (ab) ∈ 〈p〉

  p|ai ّفاإن ، ai ∈ D حيث a1a2 … an يق�سم حا�سل ال�ضرب p و ، PID غير مختزل في p اإذا كان
لـ i واحدة على الأقل. 

برهان هذه النتيجة مبا�ضرة من التمهيدية 13.45 اإذا ا�ستخدمنا ال�ستقراء الريا�سي.   ¿

 ،)prime(	ليًّا ا، ولي�س عن�ضر وحدة في الحلقة التامة D، فيكون p  اأوَّ ليكن العن�ضر p  لي�س �سفريًّا
■                                                           .p|b اأو p|a يوؤدي اإلى اأن p| ab ،a, b ∈ D اإذا كان لكل

هت التمهيدية 13.45 انتباهنا اإلى خا�سية تعريف الأوّلّي، و�سن�ساألك في التمريني 25 و 26  وجَّن
اأن تبيِّ اأنَّن الأولي في الحلقة التامة هو غير مختزل دائمًا، واأنَّن غير المختزل في UFD هو اأوّلي 
ا ؛ لذلك، المفهومان الأوّلي وغير المختزل متطابقان في UFD، و�سيظهر مثال 16.45 حلقة  اأي�سً
اأوّلية؛ لذلك، المفهومان ل يتطابقان في كل  تامة تحوى بع�س غير المختزلت التي تكون غير 

حلقة تامة. 

ليكن F حقلًا، ولتكن D الحلقة التامة الجزئية F[x3, xy, y3] من F[x, y]، فاإنّ x3, xy و y3  غير 16.45 مثال
مختزلة في D، لكن 

 .(x3) (y3) = (xy) (xy) (xy)

ا.  لأن xy يق�سم x3y3  لكن ل يق�سم x3 اأو y3، فنرى اأنَّن xy لي�س اأوّليًّا

 ▲ اأوّليي.                                           y3 غير  و    x3 اأنَّن  تو�سح  م�سابهة   اإجراءات 
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17.45 مبرهنة

البرهان

الثاني في  ال�ضرط  التحليل،  لبناء وحدانية  اإليه  ما نحتاج  بال�سبط  الأوّلي هي  تعريف  خا�سية 
 .PID نكمل الآن اإثبات المبرهنة 17.45 بتو�سيح وحدانية التحليل في .UFD تعريف

.UFD تكون PID تعميم للمبرهنة 20.23( كل(

تُبيِّ المبرهنة 11.45 اأنه اإذا كان PID D، فاإنّ كل a ∈ D لي�س 0 ول عن�ضر وحدة له تحليل 
a = p1p2 … pr

ح الوحدانية. ليكن:  اإلى غير مختزلت، بقي علينا اأن نو�سّ
a = q1q2 … qs 

 p1|qj ّالذي يوؤدي اإلى اأن ،p1|(q1q2 … qs) ّتحليل اآخر اإلى غير مختزلت، حيث ينتج عندنا اأن
ا، فن�ستطيع اأن نفتر�س اأنّ  لأحد األـ j  كما في النتيجة 14.45، وبتغيير ترتيب qj اإذا كان �ضروريًّا

j = 1 ؛ اإذن، p1| q1، وبهذا، فاإنَّن q1 = p1u1؛ ولأن p1 غير مختزلة u1 عن�ضر وحدة؛ اإذن، p1 و 

q1 مت�ساركان، وهذا يُنتج : 

 p1 p2 … pr = p1u1q2 … qs. 
لذلك، وبا�ستخدام قانون الحذف في D، نح�سل على: 

p2 … pr = u1q2 … qs.
بال�ستمرار في هذا العمل، مبتدئي بـ p2 وهكذا، نح�سل اأخيًرا على: 

 .1 = u1u2 … urqr+1 … qs .
¿                                                                    .r = s غير مختزلة، فيجب اأن يكون عندنا qj ّولأن

 UFD سيبيِّ لنا المثال 31.45 في نهاية هذا الف�سل، اأنَّن عك�س المبرهنة 17.45 خطاأ، اأي اإنّ األـ�
 .PID لي�س بال�ضرورة

	18.45 نتيجة:

البرهان

اأنك على علم  17.45، وقد افتر�سنا  الآتية للمبرهنة  النتيجة  باإثبات  تبداأ كثير من كتب الجبر 
بهذه النتيجة، وا�ستخدمناها بحرية في عملنا الآخر. 

 .UFD هي ℤ المبرهنة الأ�سا�سية في الح�ساب( الحلقة التامة(

راأينا اأنّ المثاليات في ℤ كلها على ال�سورة  nℤ  = 〈n〉 لـ  n ∈ ℤ؛ لذلك، ℤ هي PID والمبرهنة 
17.45 تنطبق.                                                                                                                             ¿

ا اإلى النتيجة 7.6، فقد اأثبتنا  من الجدير بالملاحظة في اإثبات اأنّ ℤ هي PID، فاإننا نعود فعليًّا
اأنَّن   ،24.27 اأثبتنا في المبرهنة  ℤ، تمامًا كما  الق�سمة على  6.6 با�ستخدام خوارزمية  المبرهنة 
F[x] هي PID با�ستخدام خوارزمية الق�سمة على F[x] و�سنختبر في الف�سل 46 هذين الأمرين 

المتوازيي ب�سورة اأكثر قربًا. 
 UFD D[x] ّفاإن ،UFD D اإذا كانت

نبداأ باإثبات المبرهنة 29.45، ثاني اأكبر نتيجة في هذا الف�سل، حيث اإنّ فكرة هذا المفهوم هي 
كالآتي: 
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UFD بح�سب المبرهنة   F[x] اإنّ   ،D لـ   F الق�سمة  UFD، فيمكننا تكوين حقل خارج   D لتكن 
F[x] و�سيكون من  f(x) ∈ D[x] من تحليلها في  ا�ستعادة تحليل  اأنه يمكننا  20.23، و�سنبيِّ 
نف�سلها  التي  المقارنة،  D[x]. هذه  التي في  بتلك   F[x] المختزلت في  مقارنة غير  ال�ضروري 

لأنها عملية اأكثر من بع�س المقارنات الحديثة الفعّالة، وهي تن�سب لجاو�س ب�سورة اأ�سا�سية. 

19.45	تعريف   

20.45 مثال

هو   D في   d فالعن�ضر   ،D في  �سفرية  غير  عنا�ضر   a1, a2, …, an ولتكن   ،UFD  D لتكن 
كان                             اإذا   ،  ai لكل  اأ(	 م  ق  )باخت�سار  	)greatest common divisor( اأكبر  م�صترك	 قا�صم 

ا.                                                ■ d|ai لـi =1, …, n، واأيّ d' ∈ D يق�سم كل ai يق�سم d اأي�سً

�سمينا d في التعريف ق م اأ بدلً من األـ  ق م اأ؛ لأن ق م اأ معرفة فقط ن�سبةً اإلى عنا�ضر الوحدة. 
 افتر�س اأنّ d و 'd هما ق  م اأ لـ  ai ، حيث i = 1, …, n، فاإنّ d'|d و 'd|d من التعريف؛ لذلك،
 q′q= اأنَّن ،D 1، ونرى بالحذف فيd = q′qd  ،؛ اإذنq, q' ∈ D لبع�س d' = qd و d = q' d'
       .UFD ح التقنية في المثال المقبل وجود ق م اأ في 1 ؛ لذلك، q و 'q بالفعل عنا�ضر وحدة. تو�سّ

لنح�سب ق م اأ لـ 420، 168– و 252 في األـ  ℤ  UFD. بالتحليل نح�سل على 22.3.5.7=420، 
ة  قوَّن اأكبر   ،420 وليكن  الأرقام،  هذه  اأحد  نختار   .252=22.32.7 و   –168=23.(–3).7
 ،–168  ،420 كلها  الأعداد  يق�سم  الذي  الم�ساركة(  اإلى  )بالن�سبة  مختزل  غير  معامل  لكل 
المختزلت  لغير  الأكبر  القوى  هذه  �ضرب  حا�سل  ناأخذ  حيث  هذه،  حالتنا  في  و252 
 50  ،31  ،22 هي   420 لـ  المختزلة  غير  للعوامل  القوى  هذه  هذا،  ولمثالنا  اأ،  م  ق  بو�سفه 
لأن 84–؛  هو   ℤ الأعداد في  لهذه  الآخر  اأ   م  ق  األـ   ،d = 4.3.1.7 = 84 اأ   م  ق  ناأخذ   ،  71  و 
 1،1–  هي فقط عنا�ضر الوحدة.                                                                                                    ▲

21.45 تعريف

22.45 مثال 

23.45 تمهيدية

يعتمد تنفيذ التقنية في المثال 20.45 على قدراتنا على تحليل اأيّ عن�ضر في UFD اإلى حا�سل 
 .ℤ ضرب غير المختزلت، وقد يكون هذا عملًا م�سنيًا حتى في�

غير  من  اأ  م  ق  األـ  باإيجاد  لنا  �ست�سمح  التي  الإقليدية،  الخوارزمية  تقنية   46 الف�سل  �سيو�سح 
 .F للحقل F[x] و ℤ التي تحوي ،UFD التحليل في األـ

لتكن UFD D، ت�سمى كثيرة الحدود غير ال�سفرية 
f (x) = a0 + a1x + ·· ·+anx

n

■                        .i = 0, 1, …, n لـ ai اإذا كان األـ 1 هو ق م اأ لـ ،)primitive( بدائية D[x] في

لي�س  وهو   2 لأن  بدائية؛  لي�ست   4x2 + 6x +2 بينما  بدائية،   4x2 + 3x +2  ،ℤ[x] في 
▲ 4، و6 و2.                                                       عن�ضر وحدة، هو القا�سم الم�سترك لـ 
لحظ اأنّ كل كثيرة حدود غير ثابتة وغير مختزلة في D[x] يجب اأن تكون كثيرة حدود بدائية، 
حيــث  ،  f(x) = (c) g(x) عندنــا    f(x) ∈ D[x] ثابــت  غــير  فلــكل   ،UFD  D كانــت   اإذا 

g(x) ∈ D[x] ،c ∈ D و g(x)  بدائي، والعن�ضر c وحيد ما عدا  ال�ضرب بعن�ضر وحدة في D وهو 
 .D وحيد ما عدا  ال�ضرب بعن�ضر وحدة في g(x) ا محتوى )content( لـ f (x) . اأي�سً
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لتكن f(x) ∈ D[x] معطاة حيث f(x) كثيرة حدود غير ثابتة معاملاتها a0, a1, …, an، ولتكن c البرهان
ق م اأ لـ ai لـ i= 0, 1, …, n ، فلكل i، يكون ai = cqi ، حيث qi 𝜖𝜖 D، وبا�ستخدام قانون التوزيع، 
 q0, q1, يق�سم المعاملات كلها D حيث ل يوجد غير مختزل في ، f(x) = (c)g(x) نح�سل على

qn ,… لـ g(x)؛ اإذن، g(x) بدائية.

h(x) و ،d ∈ D ،h(x) ∈ D[x ]حيــث ،f (x) = (d)h(x)  ــا بالن�ســبة اإلى الوحدانيــة، اإذا كان اأي�سً
وبو�ســع       يق�ســم d وبالعك�ــس،  ن  اأ لـــ c يجــب  مختــزل  غــير  معامــل  كل  ن  فــاإ ئيــة،  بدا
 ،(u)g(x) = (v)h(x) ن�سل اإلى ،d في c وحذف المعاملات غير المختزلة لـ (c)g(x) =(d)h(x)
حيــث u ∈ D عن�ــضر وحدة؛ لكن عندها يجب اأن يكون v عن�ضر وحدة D، واإل ف�ســنكون قادرين 
على حذف معامل غير مختزل لـ v في u؛ اإذن، v, u كلاهما عن�ضرا وحدة؛ لذلك، c وحيدة ما عدا 
ال�ضرب بعن�ضر وحدة، ومنf (x) = (c)g(x) ، نرى اأنَّن كثيرة الحدود البدائية g(x) وحيدة ما عدا 
ال�ضرب بعن�ضر وحدة.                                                                                                               ¿

24.45 مثال

25.45 تمهيدية 

 ،ℤ[x] في
4x2 + 6x − 8 = (2)(2x2 + 3x − 4)

▲ بدائية.                                                                2x2 + 3x – 4  حيث 

)تمهيدية جاو�س(:  اإذا كانت UFD   D، فاإنّ حا�سل �ضرب كثيرتي حدود بدائيتي في D[x] تكون 
ا بدائية.   اأي�سً

لتكن البرهان
f (x) = a0 + a1x + ·· ·+anxn

و 
g(x) = b0 + b1x + ·· ·+bmxm

،ai ل يق�سم كل p ّفاإن ،D غير مختزل في p ليكن ،h(x) = f (x)g(x) ولتكن ، D[x] بدائيتي في 
وp ل يق�سم كل bj؛ لأنg(x) و  f(x)  بدائيتان، ليكن ar اأول معامل لـ f(x) غير قابل للق�سمة على p؛ 
 . .p∤bs لكن ، j < s  لكل p|bj وبالمثل، ليكن ،)ar ل يق�سم p ّاأي اإن( p∤ ar ّلكن ، i < r لـ p|ai ّاأي اإن

معاملxr+s في h(x)= f(x)g(x) هو:
 cr+s = (a0br+s +· · ·+ar–1bs+1) + arbs + (ar+1bs–1 + ·· ·+ar+sb0).

الآن p|ai  لـ i < r يوؤدي اإلى: 
p | (a0br+s + · · · +ar–1bs+1)

ا p|bj  لـ j < s  يوؤدي اإلى:  واأي�سً
p | (ar+1bs–1 + · · · + ar+sb0)

لكن p ل يق�سم ar اأو bs؛ لذلك، p ل يق�سم ar bs، وعليه، p ل يق�سم cr+s، وهذا يو�سح اأنه اإذا اأعطينا 
غير مختزل p∈ D، فيوجد معامل لـ f(x)g(x) غير قابل للق�سمة على p  اإذن،f(x)g(x) بدائي. ¿

26.45 نتيجة

البرهان 

ا  اإذا كانت UFD  D، فاإنّ حا�سل �ضرب عدد منتهٍ من كثيرات الحدود البدائية في  D[x]، يكون اأي�سً
ا.  بدائيًّا

نح�سل على النتيجة من التمهيدية 25.45 بال�ستقراء الريا�سي.                                                       ¿
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يكون   20.23 المبرهنة  فبح�سب   ،D على  الق�سمة  خوارج  حقل   F وليكن   ،UFD   D لتكن  الآن، 
لـ   F[x] التحليل في اأنّ D[x] هو UFD عن طريق نقل   UFD  F[x]، وكما قلنا �سابقًا، �سنبي 
 D[x] التمهيدية المقبلة تربط غير المختزلت غير الثابتة في ،D[x] اإلى تحليل في f(x) ∈ D[x]

بمثيلاتها في F[x]، وهذه اآخر خطوة مهمّة.
)درجة27.45 تمهيدية حيث   ،f(x) ∈ D[x] لتكن   ،D على  الق�سمة  خوارج  حقل   F وليكن   ،  UFD  D  لتكن 

ا، وكذلك، اإذا   f(x)< 0، فاإذا كان f(x) غير مختزل في D[x]، فاإنّ f(x) غير مختزل في F[x] اأي�سً
 .D[x] غير مختزل في  f(x) ّفاإن ، F[x] وغير مختزل في D[x] بدائيًّاا في f(x) كان

افتر�س اأنّ غير الثابتة f(x) ∈ D[x]  تتحلل اإلى كثيرات حدود ذات درجات اأقلّ في F[x] اأي اإنّ البرهان
f(x) = r(x)s(x)

حيث r(x), s(x)∈F[x]؛ ولأنَّن F حقل خوارج الق�سمة على D، فاإنّ كل معامل في s(x) و r(x) على 
�سورة a|b حيث a, b ∈ D، ويمكننا باإلغاء المقامات اأن نح�سل على: 

(d)  f(x)= r1(x)s1(x)

حيث d∈ D و r1(x), s1(x) ∈ D [x]، و رتب s1(x) و r1(x) هي رتب s(x) و r(x) نف�سها على 
 ،f (x) = (c)g(x), r1(x) = (c1)r2(x) ،23.45 الترتيب، عن طريق التمهيدية 

 .c, c1, c2 ∈ D و g(x), r2(x) و s2(x) لكثيرات الحدود البدائية s1(x) = (c2)s2(x)و

وهكذا، فاإنّ 
 (dc)g(x) = (c1c2)r2(x)s2(x)،

وبح�سب التمهيدية 25.45، تكونr2(x)s2(x) بدائية، با�ستخدام جزء الوحدانية للتمهيدية 23.45، 
c1c2 = dcu ، حيث u عن�ضر وحدة في D؛ اإذن: 

(dc)g(x) = (dcu)r2(x)s2(x),

وهكذا	

f (x) = (c)g(x) = (cu)r2(x)s2(x).

f(x) تتحلل ب�سورة غير  فاإنّ   ،F[x] تافهة في  f(x) تتحلل ب�سورة غير  اإذا كانت  اأنه  اأو�سحنا 
تافهة اإلى كثيرات حدود من الرتب نف�سها في D[x]؛ لذلك، اإذا كانت f(x) ∈ D[x] غير مختزلة 

  .F[x] فيجب اأن تكون غير مختزلة في ،D[x] في
ا غير مختزلة في    غير الثابتة f (x) ∈ D[x]  البدائية في D[x] وغير مختزلة في F[x] هي اأي�سً
 ¿                                                                                                      .D[x] ⊆ F[x] ؛ لأنD[x] 

  تو�سح التمهيدية	27.45 اأنه اإذا كانت UFD  D، فاإنّ غير المختزلت في D[x] هي نف�سها غير 
المختزلت في D، وكثيرات الحدود البدائية غير الثابتة وغير المختزلة في F[x]، حيث F حقل 

.D خوارج الق�سمة لـ
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من  خا�سة  حالة  وهي  القادمة،  النتيجة  في  هذا  ويظهر  ذاتها،  في  مهمة  ال�سابقة  التمهيدية   
تمهيدية  لنتيجة  خا�سة  حالة  على  نطلق  اأن  اللائق  من  لي�س  باأنه  )نعترف   .11.23 مبرهنتنا 
مبرهنة، حيث يعتمد الرقم الذي ي�سير اإلى النتيجة بطريقة اأو باأخرى على المحتوى حيثما ظهر(.

28.45 نتيجة

البرهان 

  اإذا كانت UFD D و F حقل خوارج الق�سمة على D، فاإنّ غير الثابتة f (x) ∈ D[x] تتحلل الى 
حا�سل �ضرب كثيرتي حدود ذات درجة اأقل r و s في F[x] اإذا وفقط اإذا كان لها التحليل اإلى 

 .D[x] في s و r كثيرات حدود من الدرجة نف�سها
لقــد اأثُبــت في برهــان التمهيديــة 27.45 اأنــه اإذا كانــت f(x) تتحلل اإلى حا�ســل �ــضرب كثيرتي 
حــدود ذات درجــة اأقــل في F[x]، فــاإنّ لهــا تحليــلًا اإلى كثيرتــي حــدود مــن الدرجــة نف�ســها 
لأن العك�ــس؛  ويتحقــق  للبرهــان(،  الأولى  الفقــرة  مــن  جملــة  لآخــر  الآتــي  )انظــر   D[x]  في 
¿                                                                                                                          .D[x] ⊆ F[x] 

�ضرنا الآن جاهزين لإثبات مبرهنتنا الرئي�سة: 
29.45 مبرهنة

البرهان

 .UFD  D[x]  ّفاإن ،UFD  D اإذا كانت

لتكن f (x) ∈ D[x]، حيث f(x) لي�ست 0 ول عن�ضر وحدة، فاإذا كانت f(x) من الدرجة 0، فنكون 
قد انتهينا؛ لأن UFD  D. افتر�س اأنّ درجة (f(x)) < 0 وليكن 

f (x) = g1(x)g2(x) · · · gr (x)

تحليل لِـ f(x)  في D[x] له اأكبر عدد r من العوامل ذات الدرجات الموجبة. )يوجد مثل هذا العدد 
الأكبر من العوامل؛ لأن r ل ي�ستطيع اأن يزيد على درجة f(x) . الآن حلل gi(x) كلها اإلى ال�سيغة 
gi(x)= cihi(x) ، حيث ci محتوى hi(x) و ،gi(x) كثيرة حدود بدائية، hi(x) كلها غير مختزلة؛ 
ا من عواملها يمكن اأن يقع في D؛ لذلك، �سيكون لها كلها درجات  لأنه اإن اأمكن تحليلها، فاإنّ اأيًّا
r من العوامل ذات  f(x) لأكثر من  gi(x)، وهكذا لتحليل   موجبة، ما يوؤدي اإلى تحليل مماثل لـ 

ا لختيارنا لـ r؛ لذلك، نح�سل الآن على:  الدرجات الموجبة، مناق�سً
f (x) = c1h1(x)c2h2(x) · · · cr hr (x)

حيث hi(x) غير مختزلة في D[x]، واإذا حللنا ci الآن اإلى غير مختزلت في D، نح�سل على تحليل 
 .D[x] اإلى حا�سل �ضرب غير المختزلت في   f(x) لـ

تحليل f (x) ∈ D[x]، اإذا كانت درجة f(x)   ت�ساوي 0، فيكون وحيدًا؛ لأن UFD D، انظر التعليق 
f(x) اإلى  اأيّ تحليل لـ  0، فيمكننا ت�سوّر  f(x) اأكبر من  27.45، واإذا كانت درجة  بعد التمهيدية 
 )D اإلى عنا�ضر وحدة )اأي العوامل في F[x] كتحليل في D[x] حا�سل �ضرب غير مختزلت في
 ،20.23 المبرهنة  وبح�سب   ،27.45 التمهيدية  في F[x] بح�سب  مختزلت  غير  حدود  وكثيرات 
F، لكن بو�سفها غير مختزلة في  كثيرات الحدود هذه وحيدة ما عدا ال�ضرب بعوامل ثابتة من 
D[x]، كل كثيرة حدود ذات درجة < 0 تظهر في تحليل f(x) في D[x] هي بدائية، وبح�سب جزء 
الوحدانية للتمهيدية 23.45، فهذا يو�سح اأنّ كثيرات الحدود هذه وحيدة في D[x] ما عدا ال�ضرب 
وحدة  بعن�ضر  ال�ضرب  عدا  ما  وحيدة  اأخرى  مرة  هي  التي  مت�ساركة،  اإنها  اأي  وحدة،  بعنا�ضر 
بح�سب التمهيدية 23.45؛ لذلك، كل غير المختزلت في D[x] الظاهرة في التحليل وحيدة ما عدا 
الترتيب والم�ساركة.                                                                                                                    ¿
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30.45 نتيجة 

البرهان

 .UFD F[x1, …, xn] ّغير معينات، فاإن x1, … , xn حقلًا و F اإذا كان

 ، (F[x1])[x2] = F[x1, x2]وبح�سب المبرهنة 29.45، كذلك ،UFD F[x1] ،20.23 بح�سب المبرهنة
                    . .UFD F[x1, …, xn]  وبال�ستمرار بهذا الإجراء، نرى )بال�ستقراء الريا�سي( اأنَّن

     راأينا اأنَّن اأيّ PID يكون UFD، وقد جعلت النتيجة 30.45 الأمر �سهلًا اأن نقدم مثالً يو�سح 
 .PID يكون UFD اأنّه لي�س كل

30.45. افتر�س 31.45 مثال  y , x غير معينات، فاإنّ UFD F[x,y] بح�سب النتيجة  F حقلًا، ولتكن  ليكن 
N مثالية، لكن  0، فاإنّ  F[x,y] ذات الحدّ الثابت  y, x في  N من كثيرات الحدود في  المجموعة 
▲                                                                         .PID لي�ست F[x,y] ،لي�ست مثالية رئي�سة؛ اإذن

مثال اآخر على UFD ولي�س PID هو ℤ[x]، كما �سيظهر في تمرين 12، ف�سل 46. 
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■ تمارين 45 

ح�صابات	

في التمارين من 1 اإلى 8، بيِّ فيما اإذا كان العن�ضر غير مختزل في الحلقة التامة المبينة  

ℤ 2. 17– في      ℤ 1. 5 في

ℤ[x] 2 فيx – 3 .4      ℤ 3. 14 في

ℚ[x] 2 فيx – 3 .6     ℤ[x] 2 فيx – 10 .5

ℤ11[x] 2 فيx – 10 .8      ℚ[x] 2 فيx – 10 .7
9. اأعطِ اأربع م�ساركات مختلفة لـ  2x – 7 بو�سفها عن�ضًرا في ℤ[x]؛ في ℚ[x]؛ ℤ11[x] ، اإذا كان ذلك ممكنًا.  

10. حلّل كثيرة الحدود 4x2 – 4x + 8  اإلى حا�سل �ضرب غير مختزلت، بو�سفها عن�ضًرا في الحلقة التامة ℤ[x]؛ في 
 .ℤ11[x] ؛ في الحلقة التامةℚ[x] الحلقة التامة

ℤ في التمارين من 11 اإلى 13  اأوجد ق م اأ للعنا�ضر المعطاة في

 784 ،–1960 ،448 .12    234 ،3250 ،1690 .11

 .2178 ،396 ،792 ،594 .13
في التمارين من 14 اإلى 17، عبّر عن كثيرة الحدود المعطاة بو�سفها حا�سل �ضرب محتواها في كثيرة حدود بدائية في 

األـ UFD المبينة. 

 ℚ[x] 18 فيx2 – 12x + 48 .15   ℤ[x] 18 فيx2 – 12x + 48 .14

 ℤ7[x] 2 فيx2 – 3x + 6 .17    ℤ[x] 2 فيx2 – 3x + 6 .16

مفاهيم
 في التمارين من 18 اإلى 20،  �سحّح تعريف الحد المكتوب بخط مائل دون الرجوع اإلى الكتاب –اإذا كانت هناك حاجة 

للت�سحيح – بحيث يكون ب�سيغة قابلة للن�ضر. 
18. العن�ضران a  و b في الحلقة التامة D مت�شاركان في D، اإذا وفقط اإذا كان الك�ضر a|b في D عن�ضر وحدة. 

 .D اإذا وفقط اإذا كان ل يمكن تحليله اإلى حا�سل �ضرب عن�ضرين من ، D غير مختزل في D 19. العن�ضر في الحلقة التامة

 .D اإذا وفقط اإذا كان ل يمكن تحليله اإلى حا�سل �ضرب عن�ضرين اأ�سغر في ،D أولي في� D 20. العن�ضر في الحلقة التامة
21. �سع اإ�سارة �سح اأو اإ�سارة خطاأ:

 .UFD اأ.  كلّ حقل 
 .PID ب. كلّ حقل 

 .UFD يكون PID ّجـ. كل 
 .PID يكون UFD ّد. كل 

 .UFD ℤ[x] .هـ 
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 و. اأيّ غير مختزلي في UFD مت�ساركان. 
 .PID D[x] ّفاإن ، PID D ز. اإذا كان 

 .UFD D[x] ّفاإن ، UFD D ح. اإذا كان 
 .a نف�سه يظهر في كل تحليل لـ p ّفاإن ،p لأيّ غير مختزل p|a اإذا كان ،UFD ّط. في اأي 

 ي. UFD ل يحوي قوا�سم لـ 0. 
22.   ليكن UFD D �سف  غير المختزلت في D[x] بدللة غير المختزلت في D وغير المختزلت في F[x]، حيث F هو 

 .D حقل خوارج الق�سمة على
 f(x) حقل خوارج الق�سمة، فاإنّ غير المختزلة وغير الثابتة F و UFD D ه اإذا كان ت التمهيدية 26.45 على اأنَّن 23.   ن�سّ
ا غير مختزلة في F[x]. بيّ بمثال اأنه اإذا كانت g(x) ∈ D[x]  غير مختزلة في F[x]، فاإنها لي�ست  في D[x] اأي�سً

 .D[x] بال�ضرورة غير مختزلة في
مفاهيم

ز عملنا كله في هذا الف�سل على الحلقات التامة، باأخذ التعريف نف�سه في هذا الف�سل، لكن على الحلقة الإبدالية  24. ركَّن
التي لها عن�ضر محايد، افتر�س التحليل اإلى غير مختزلت في ℤ × ℤ. ماذا يمكن اأن يحدث؟ افتر�س ب�سورة 

خا�سة )1، 0(.  
براهين 

25. اأثبت اأنه اإذا كان p اأوليًّاا في حلقة تامة D، فاإنّ p غير مختزل. 
26. اأثبت اأنه اإذا كان p غير مختزل في UFD، فاإنّ p اأولى. 

 a = bu اأي اإنه، اإذا كان( b ت�سارك a اإذا كانت a ∽ b فيها عن�ضر محايد. بيِّ اأنّ العلاقة R 27. بالن�سبة اإلى حلقة اإبدالية
 .R هي علاقة تكافوؤ على )R عن�ضر وحدة في u حيث

28. لتكن D حلقة تامة. وقد بيَّن تمرين 37، ف�سل 18 اأنَّن 〈.,U 〉 زمرة ، حيث U هي مجموعة عنا�ضر الوحدة في D، بيِّ 
اأنّ المجموعة D* – U لغير عنا�ضر الوحدة عدا 0 مغلقة تحت عملية ال�ضرب. هل هذه المجموعة زمرة تحت عملية 

ال�ضرب على D؟ 
ا كثيرة حدود بدائية.  29. لتكن UFD  D. بيِّ اأنّ القا�سم غير الثابت لكثيرة حدود بدائية في D[x] هي اأي�سً

30. بيِّ اأنّ كل مثالية فعلية في PID، محتواة في مثالية اأعظمية. [م�ساعدة: ا�ستخدم التمهيدية 10.45]. 
31. حلِّل x3 – y3 اإلى غير مختزلت في  ℚ[x,y] ، واأثبت اأنَّن هذه العوامل كلها غير مختزلة.

الحلقة.  في  المثاليات  على  المت�ساعدة  ال�سل�سلة  �ضرط  ت�سخي�س  في  وم�سابهة  عادة  معتبرة  عدة  اأخرى  مفاهيم  هناك   
التمارين الثلاثة الآتية تهتم ببع�س هذه المفاهيم. 

ا  32. لتكن R اأيّ حلقة، �صرط	ال�صل�صلة	الت�صاعدية )ACC( لمثاليات متحقق في R ، اإذا كانت كل متتالية متزايدة فعليًّا
··· ⊃N1 ⊂ N2 ⊂ N3 من المثاليات في R ذات طول منتهٍ. ال�صرط	الاأعظمي (MC) لمثاليات متحقق في R ، اإذا كانت 
من  اأخرى  مثالية  اأيّ  في  فعلية  ب�سورة  محتواة  لي�ست  مثالية  تحوي   ،  R في  المثاليات  من   S خالية  غير  مجموعة  كل 
 المجموعة S. �صرط	الاأ�صا�س	المنتهي (FBC) لمثاليات متحقق في R ، اإذا كان لكل مثالية N في R، توجد مجموعة منتهية

BN = {b1, · · · , bn} ⊆ N، بحيث N تقاطع المثاليات كلها في R التي تحوي BN. المجموعة BN مجموعة منتهية مولدة 
       .N لـ

.R متكافئة لكل حلقة FBC ،MC ،ACC بيِّ اأنّ ال�ضروط
ا  33. لتكن R اأي حلقة، �صرط	ال�صل�صلة	التنازلية (DCC) لمثاليات متحقق في R ، اإذا كانت كل متتالية متناق�سة فعليًّا
··· ⊂ N1 ⊃ N2 ⊃ N3 لمثاليات في R ذات طول منتهٍ، وال�صرط	الاأ�صغري	(mC) لمثاليات	متحقق في R ، اإذا اأعطينا 

   .S ل تحوي ب�سورة فعلية اأيّ مثالية اأخُرى من المجموعة S يوجد مثالية في ،R من المثاليات في S اأيّ مجموعة
بيِّ اأنّ ال�ضرطي DCC و mC متكافئان لكل حلقة.

34. اأعطِ مثالً لحلقة، بحيث ACC متحقق لكنّ DCC غير متحقق. )انظر التمريني 32 و 33(. 
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الف�صل 46

1.46 تعريف

Euclidean Domains	اإقليدية	تامة	حلقات

اأ�ضرنا مرات عدّة اإلى اأهمية خوارزميات الق�سمة، واأول ات�سالنا بها كان بخوارزمية الق�سمة على 
التي تن�سّ  اإثبات المبرهنة المهمّة،  ا�ستخدمت تلك الخوارزمية مبا�ضرة في  اإذ   ،6 الف�سل  ℤ في 
هذا  وبالطبع،  واحدًا،  مولِّدًا  لها  اإنَّن  اأي  دورية،  تكون  دورية  زمرة  من  الجزئية  الزمرة  اأنَّن  على 
يتّ�سح للوهلة الأولى؛ لأن PID ℤ خوارزمية الق�سمة على F[x] التي ظهرت في المبرهنة 1.23، 
وا�ستخدمت بطريقة م�سابهة بالكامل في اإثبات اأنَّن  PID F[x]، اأمّا الآن، فالتقنية الحديثة في 
الريا�سيات تعتمد على اأخذ اأو�ساع مت�سابهة تمامًا، ومحاولة جمعها في برهان واحد عن طريق 
تجريد اأفكار مهمّة م�ستركة بينها، والتعريف المقبل هو تو�سيح لهذه التقنية، كما هو هذا الكتاب 
كله، لنرى ماذا يمكننا اأن نطوِّر عندما نبداأ باإيجاد خوارزمية ق�سمة عامة لئقة في حلقة تامة. 

غير  العنا�ضر  تربط   v دالة  هو   D تامة  حلقة  على   )Euclidean norm( الاإقليدي  المعيار	
ال�سفرية من D باأعداد غير �سالبة، بحيث يتحقق ال�ضرطان الآتيان: 

 لكل a, b ∈ D حيث b ≠ 0، يوجد q وr في D حيث a = bq + r، واإمّا r = 0 اأو. 1
.v(r) < v(b)

2 . .v(a) ≤ v(ab) ،0 ل ي�ساويان a, b حيث a, b, ∈ D لكل

ت�ســمّى الحلقــة التامــة D حلقـــة	تامـــة	اإقليديـــة (Euclidean domain)	اإذا وجــد معيــار 
■                                                                                 .D علــى   اإقليــدي 
   اأهمية ال�ضرط الأول وا�سحة من خلال مناق�ستنا، واأهمية ال�ضرط الثاني تكمن في اأنه يمكننا من 

 .D ت�سخي�س عنا�ضر الوحدة في الحلقة التامة الإقليدية

2.46 مثال

3.46 مثال 

4.46 مبرهنة 

 ℤ في   n ≠ 0 لـــ   v(n) = |n| بـــ  المعرفــة   v الدالــة  لأن  اإقليديــة؛  تامــة  حلقــة   ℤ  الحلقــة 
هــي معيــار اإقليدي علــى ℤ فال�ضرط الأول متحقّق عــن طريق خورازمية الق�ســمة على ℤ ال�ضرط 
▲                                                            .ℤ في a ≠ 0  لـ   |a| ≥1 و |ab| = |a| |b| الثاني ياأتي من

 (f(x) درجة( = v (f(x)) المعرفة بـ v حلقة تامة اإقليدية؛ لأن الدالة F[x] ّحقلًا، فاإن F اإذا كان
لـ ،f(x) ∈ F[x] و f(x) ≠ 0 هي معيار اإقليدي، فال�ضرط الأول متحقق بح�سب المبرهنة 1.23، 
درجتيهما.▲     مجموع  هي  حدود  كثيرتي  �ضرب  حا�سل  درجة  لأن  متحقق؛  الثاني  وال�ضرط 
بالطبع، �سنقدم بع�س الأمثلة على حلقات تامة اإقليدية غير تلك الم�سهورة التي عززت التعريف. 

ل بالمبرهنة الآتية:  �سنفعل ذلك في الف�سل 47، وبا�ستعرا�س الملحوظات الفتتاحية، نعجِّ

 .PID  تكون كل حلقة تامة اإقليدية
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لتكن D حلقة تامة اإقليدية مع المعيار الإقليدي v، ولتكن N مثالية في D، فاإذا كانت N = {0}، البرهان
فاإنّ  N= 〈0〉 و N رئي�سة. افتر�س اأنَّن N ≠ {0}؛ اإذن، يوجد b≠ 0 في N، دعنا نختار b ، بحيث 
v(b) هي الأ�سغر بي كل v(n) ، حيث n ∈ N، وندَّنعي اأنَّن N = 〈b〉. لتكن a ∈ N، فبا�ستخدام 

ال�ضرط الأول للحلقة التامة الإقليدية، يوجد q و r في D بحيث: 
a = bq + r

حيث اإما  r =0 اأو v(r)< v(b). الآن، r = a – bq و a,b ∈ N؛ لذلك، r ∈ N ؛ لأن N مثالية. 
ولكن v(r) < v(b) وهذا م�ستحيل من خلال اختيارنا لـ b؛ لذلك، r = 0، وبذلك a = bq، ولأنَّن 
¿                                        .N = 〈b〉  فنح�سل على ،N كان عن�ضًرا ع�سوائيًّاا في a

5.46 نتيجة

البرهان 

  .UFD الحلقة التامة الإقليدية هي
¿  .UFD هي PID وبح�سب المبرهنة 17.45 األـ ،PID بح�سب المبرهنة 4.46 الحلقة التامة الإقليدية

ه بينما كل حلقة تامة اإقليدية هي PID بح�سب المبرهنة 4.46،     اأخيًرا، يجب علينا اأن نذكر اأنَّن
فلي�س كل  PID حلقة تامة اإقليدية. لي�س من ال�سهل اإيجاد اأمثلة على PID ولي�ست اإقليدية. 

الح�صاب	في	حلقات	تامة	اإقليدية     

�سنكت�سف الآن بع�س خ�سائ�س الحلقات التامة الإقليدية التي لها علاقة بتركيبتها ال�ضربية، 
الأحوال  باأيّ حال من  الإقليدية غير متاأثر  التامة  للحلقة  البناء الح�سابي  اأنَّن  ن�سدد على  حيث 
ا في اإلقاء بع�س  بالمعيار الإقليدي v على الحلقة التامة، والمعيار الإقليدي فقط اأداة مفيدة ربمَّن
مُحدَّندة   D التامة  للحلقة  الح�سابية  والبنية  التامة،  للحلقة  الح�سابي  التركيب  ذلك  على  ال�سوء 
اإقليدية مع  D حلقة تامة  D. لتكن  .  على  الثنائيتي  +،  D والعمليتي  بالكامل بالمجموعة 
المعيار الإقليدي v. ن�ستطيع اأن ن�ستخدم ال�ضرط الثاني للمعيار الإقليدي في تمييز عنا�ضر الوحدة 

 .D في
6.46 مبرهنة 

 :
البرهان

ال�سفري           v(a) لغير  الأ�سغر بي كل   v(1)  ،v الإقليدي  الإقليدية مع المعيار  التامة  للحلقة      
 .v(u) = v(1) عن�ضر وحدة، اإذا وفقط كان u ∈ D و ،a ∈ D

   .a ≠ 0 ه لـ يخبرنا ال�ضرط الثاني لـ v من الوهلة الأولى باأنَّن
 ν(1) ≤ ν(1a) = ν(a).

من ناحية اأخرى، اإذا كان u عن�ضر وحدة في D، فاإنَّن
 ν(u) ≤ ν(uu–1) = ν(1).

اإذًا 
ν(u) = ν(1)

 .D في u لعن�ضر وحدة
في المقابل، افتر�س اأنَّن غير ال�سفري u ∈ D ، حيث v(u) = v(1)، فيوجد با�ستخدام خوارزمية 

الق�سمة q و r في D ، حيث 
  1= uq + r.

حيث اإما r = 0 اأو v(r) < v(u)، ولكن لأن v(u) = v(1) هي الأقل بي كل v(d) لغير ال�سفري 
v(r) < v(u) ،d∈ D  م�ستحيل؛ اإذن، r = 0 و uq = 1؛ لذلك، يكون u عن�ضر وحدة.                     ¿
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بالن�سبة اإلى ℤ، حيث |v(n) = |n، اأ�سغر قيمة لـ v(n) لغير �سفري n ∈ ℤ هو 1، ولكن 1 و 1– هي فقط 7.46 مثال 
▲                        .ℤ وبالطبع 1 و 1– هي بال�سبط عنا�ضر الوحدة في ،v(n) = 1 حيث ، ℤ العنا�ضر في

 بالن�سبة اإلى F[x]، حيث  v(f(x)) = )درجة f(x)) لـ f(x) ≠ 0، اأقل قيمة لـ v(f(x)) لكل غير �سفري8.46 مثال 
العنا�ضر غير  بال�سبط  0 هي  الدرجة  ال�سفرية من  الحدود غير  0، وكثيرات  f(x) ∈ F[x] هو 
                     ▲                                                          .F[x] وهذه هي فقط عنا�ضر الوحدة في ،F ال�سفرية لـ 
 ،F[x] و ℤ ن�سدد على اأنَّن كل �سيء اأثبتناه هنا متحقق في كل حلقة تامة اإقليدية، بوجه خا�س في
وكما اأ�ضرنا في المثال 20.45، ن�ستطيع اأن نبيِّ اأنَّن اأيّ a و b في UFD لها ق م اأ ، ونح�سبه فعلًا عن 
طريق تحليل a و b  اإلى غير مختزلت؛ لكن من الممكن اأن يكون اإيجاد هذه التحليلات �سعبًا، اأمّا 
 اإذا كانت األـ UFD هي في الواقع اإقليدية، ولدينا معيار اإقليدي �سهل الح�ساب، فتوجد طريقة فعّالة

و�سهلة لإيجاد ق م اأ، كما تو�سح المبرهنة الآتية .   

■ نبذة	تاريخية 
كما  ا�ستخدمت  حيث  ال�سابع،  الكتاب  في   2 و   1 كالق�سيتي  لإقليد�س  العنا�ضر  كتاب  في  الإقليدية  الخوارزمية  ظهرت 

ا�ستخدمت هنا في اإيجاد القا�سم الم�سترك الأكبر بي عددين �سحيحي. 
ا في الكتاب الخام�س )الق�سيتان 2 و 3( في اإيجاد القيا�س الم�سترك الأعظم لمقدارين )اإذا وجد(،  وا�ستخدمها اإقليد�س اأي�سً

ولتحديد فيما اإذا كان المقداران غير قابلي للقيا�س. 
للريا�سي   )628( الفلكي(  براهما  نظام  )ت�سحيح   )Brahme sphutasiddhanta( في  اأخرى  مرة  الخوارزمية  تظهر 
والفلكي الهندي في القرن ال�سابع برهما جوبتا، فلحلّ المعادلة غير المحددة rx + c = sy في الأعداد ال�سحيحة، ي�ستخدم 
براهما جوبتا اإجراء اإقليد�س "ليق�سم ب�سورة تتابعية" r على s ؛ حتى ي�سل اإلى اآخر باقٍ غير �سفري، بعدها وبا�ستخدام 

التعوي�س معتمدًا على خوارج الق�سمة ال�سابقة والبواقي، ينتج خوارزمية مبا�ضِرة لإيجاد اأ�سغر حل موجب لمعادلته. 
ى مع�سلة الباقي  ا خوارزمية اإقليد�س في القرن الثالث ع�ضر، في حله لما يُ�سمَّن عالم الجبر ال�سيني كِن جيو�ساو ا�ستخدم اأي�سً
ال�سينية التي ن�ضرت في )Shushu jiuzhang( )ر�سالة ريا�سية في ت�سعة ف�سول( )1247(، فقد كان هدف كِن �سياغة 
 Nx وبو�سفه جزءًا من هذه الطريقة، احتاج اإلى حل تطابقات على �سورة )mi مقيا�س( N ≡ ri طريقة لحل نظام تطابقات
ا عن طريق اإجراء  ا، حيث اإنّ حلّ التطابق من هذا النوع يمكن اإيجاده اأي�سً 1 ≡ )مقيا�س m(، حيث N و m اأوّليان ن�سبيًّا
التعوي�س، بطريقة مختلفة عن الطريقة الهندية، التي ت�ستخدم خوارج الق�سمة والبواقي من تطبيق خوارزمية اإقليد�س على 
N و m، ولي�س من المعلوم فيما اإذا كان العن�ضر الم�سترك في الخوارزميات الهندية وال�سينية، وخوارزمية اإقليد�س نف�سها، 

قد اكت�سفت ب�سورة منف�سلة في هذه الح�سارات، اأم اأنها اقتب�ست من الم�سادر اليونانية.
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9.46 مبرهنة

البرهان
 

 )الخوارزمية الإقليدية(: لتكن D حلقة تامة اإقليدية مع المعيار الإقليدي v، ولتكن a و b عنا�ضر 
غير �سفرية في D. ليكن r1 كما في ال�ضرط الأول من المعيار الإقليدي، اأي اإنَّن 

 a = bq1 + r1،

حيث اإما r1 = 0 اأو v(r1) < v(b). اإذا كان r1 ≠ 0، ليكن r2 ، حيث 
 b = r1 q2 + r2،

وحيث اإما r2 = 0 اأو v(r2) < v(r1). بوجه عام، ليكن ri +1 ، حيث: 
 ri–1

 = riqi+1
 + ri +1،

تتوقف عند بع�س            اأن  المتتالية … ,r1,r2 يجب  فاإنَّن   ،v(ri+1) < v(ri) اأو   ri+1 = 0 اإما  وحيث 
rs = 0. اإذا كان r1= 0 ، فاإنّ  b ق م اأ لـ a و b، واإذا كان r1 ≠ 0 و rs هو اأوّل ri = 0، فاإنّ األـ  ق 

  .rs–1 هو b و a م اأ لـ
 .d= 𝜆𝜆a + 𝜇𝜇b بحيث ، D في 𝜇𝜇 و 𝜆𝜆 فاإنه يوجد ،b و a  ق م اأ لـ  d اإ�سافة اإلى ذلك، اإذا كان

ه بعد عدد منتهٍ من الخطوات يجب اأن  لأن  ν(ri ) < ν(ri–1) و ν(ri ) عدد غير �سالب، يوؤدي اإلى اأنَّن
 .rs = 0 ن�سل اإلى

 ،d|b و d|a ه اإذا كان اإذا كان r1 = 0، فاإنّ a = bq1  و b هو ق م اأ لـ a و b. افتر�س اأنَّن r1 ≠ 0، فاإنَّن
فاإننا نح�سل على: 

 d| (a– bq1)،

لذلك، d|r1، ومع ذلك، اإذا كان d1|r1 و d1|b، فاإنّ 
 d1| (bq1 + r1)،

لذلك، d1|a؛ اإذن، مجموعة القوا�سم الم�ستركة لـ a و b هي نف�سها مجموعة القوا�سم الم�ستركة لـ 
b و r1. وباإجراء م�سابه، اإذا كان r2 ≠ 0 ، فاإنّ مجموعة القوا�سم الم�ستركة لـ b و r1 هي نف�سها 
مجموعة القوا�سم الم�ستركة لـ r1 و r2، وم�ستمرون على هذا العمل، فنرى اأخيًرا اأنّ مجموعة القوا�سم 
الم�ستركة لـ a و b هي مجموعة القوا�سم الم�ستركة نف�سها rs–2 و rs–1، حيث rs هو اأوّل ri ي�ساوي 0. 

ا ق م اأ لـ a و b. لكن المعادلة  لذلك، ق م اأ لـ rs–2 و rs–1 هو اأي�سً
rs–2 = qs rs–1 + rs = qs rs–1

 .rs–1 هو rs–1 و rs–2 ح اأنّ ق م اأ لـ تو�سّ
يبقى علينا اأن نبيِّ اأنه يمكننا اأن نعبرِّ عن األـ ق م اأ  d  لـ  a و b بــ d = 𝜆𝜆a+ 𝜇𝜇b. بدللة البناء 
 ، d = rs–1 وبذلك نكون انتهينا. اإذا كان ، d= 0a + 1b ّفاإن ،d = b ا، فاإذا كان الذي اأعطي توًّا
 ، 𝜆𝜆iri–1 +  𝜇𝜇iri–2 كلها بال�سيغة ri فاإنه وبالرجوع العك�سي خلال معادلتنا، يمكننا اأن نعبرِّ عن

حيث 𝜆𝜆i , 𝜇𝜇i ∈ D .للتو�سيح م�ستخدمي الخطوة الأولى، فنح�سل من المعادلة: 
rs–3 = qs–1 rs–2 + rs–1

على 
 (1)                                d = rs–1 = rs–3 – qs–1 rs–2                                      
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 ،rs–4 و rs–3 بدللة d ونعو�س في المعادلة )1( للتعبير عن ، rs–4 و rs–3 بدللة rs–2 بعدها نعبّر عن
حيث �سيكون لدينا في اآخر الأمر:

d = λ3r2 + μ3r1 = λ3(b – r1q2) + μ3r1 = λ3b + (μ3 – λ3q2)r1
= λ3b + (μ3 – λ3q2)(a – bq1)

، فاإنّ  b a و  لـ  اآخر  اأي ق م   d' اإذا كان   .d = λa + μb التعبير عنه على ال�سورة   الذي يمكن 
¿                                                         .d'  = (λu)a + (μu)b ،عن�ضر وحدة؛ اإذن u حيث d' = ud
ه يمكن تنفيذها با�ستخدام الحا�سوب، وبالطبع، نتوقع ذلك  ال�سيء الجميل في المبرهنة 9.46 اأنُّ

من اأيّ �سيء م�سمّى بـ " خوارزمية". 

 لنو�سح خوارزمية الق�سمة على المعيار الإقليدي | | على ℤ عن طريق ح�ساب ق م اأ  لـ 10.4622,471 مثال 
و3,266. نطبّق فقط خوارزمية الق�سمة مرات عدّة واآخر باقٍ غير �سفري هو ق م اأ، حيث نرمز اإلى 
الأرقام التي ح�سلنا عليها كما في المبرهنة 9.46 ؛ لنو�سح ن�سّ المبرهنة واإثباتها ب�سورة اأكثر، 

اإذ يمكن التحقق من الح�سابات ب�سهولة.   
                     a = 22,471

                  b = 3,266
22,471 = (3,266)6 + 2,875               r1 = 2,875
 3,266 = (2,875)1 + 391                   r2 = 391      
2,875 = (391)7 + 138                       r3 = 138
391 = (138)2 + 115                          r4 = 115
138 = (115)1 + 23                            r5 = 23
115 = (23)5 + 0                                r6 = 0

اإذن، r5 = 23 هو ق م اأ لـ 471 ,22 و 266 ,3. اأوجدنا ق م اأ من غير تحليل وهذا مهم، اإذ من 
ال�سعوبة بمكان تحليل عدد �سحيح اإلى اأعداد اأولية في بع�س الأحيان.                                  ▲

لحظ اأنه في خوارزمية الق�سمة وفي ال�ضرط الأول في تعريف المعيار الإقليدي، لم نقل اأيّ �سيء 11.46 مثال
ℤ عن طريق خوارزمية  اأ في  م  بالتاأكيد في ح�ساب ق  اهتمامنا  وقد كان  "موجب"،   r اأنّ  عن 
اإقليد�س لـ | |، كما في المثال 10.46، اأن نجعل |ri| اأ�سغر ما يمكن في كل حا�سل ق�سمة؛ لذلك، 

باإعادة المثال 10.46 �سيكون اأكثر فاعلية اأن نكتب: 
      a = 22,471

b = 3,266
22,471 = (3,266)7 – 391                        r1 = – 391

3,266 = (391)8 + 138                                 r2 = 138
391 = (138)3–23                                       r3 = – 23
138 = (23)6 + 0                                        r4 = 0

يمكننا اأن نبدل اإ�سارة ri من �سالب اإلى موجب عندما نريد؛ لأن قوا�سم ri و ri– هي نف�سها.          ▲
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■ تمارين 46 

ح�صابات 

ا للحلقة التامة المعطاة.  في التمارين من 1 اإلى 5، اذكر فيما اإذا كانت الدالة المعطاة v معيارًا اإقليديًّا

    .n ∈ ℤ لغير ال�سغرى v(n) = n2 المعطاة بـ ℤ لـ v 1. الدالة 

  .f(x) ≠ 0 ، f (x)) ∈ℤ[x] لــ v(f (x))= (f(x) المعطاة بـ )درجة ℤ[x] لـ v 2. الدالة

3. الدالة v لـ ℤ[x] المعطاة بـ v(f (x)) = )القيمة المطلقة لمعامل اأعلى درجة غير �سفرية لحد في f(x) ( لغير ال�سفري 
 .f(x) ∈ ℤ [x]

 .a ∈ ℚ لغير ال�سفري v(a) = a2 المعطاة بـ ℚ لـ v 4. الدالة

 .a ∈ ℚ لغير ال�سفري v(a) = 50 المعطاة بـ ℚ لـ v 5. الدالة

ْ عن ق م اأ 23 بال�سيغة: λ(22,471) + μ(3,266)  حيث λ، μ∈ ℤ. [م�ساعدة: في  6. بالعودة اإلى المثال 11.46، عَبرِّ
ال�سطر قبل الأخير في ح�سابات المثال 11.46، 391– 3 )138( = 23. ومن   ال�سطر الذي قبله، 8(391) – 266 ,3 = 138، 
اإذن، تح�سل بالتعوي�س على391 – 3[8 (391)– 3,266] =23، وهكذا. اأي ، �ضر في طريقك من الأ�سفل اإلى الأعلى حتى 

.[μ و λ ا قيم تجد فعليًّا

 .ℤ 7.  اأوجد ق م اأ لـ 49,349 و 555 ,15 في

ْ عن ق م اأ الموجب لـ 49,349 و 15,555 في ℤ بال�سيغة  8. باتباع الفكرة في تمرين 6 وبالعودة اإلى تمرين 7، عبرِّ
 .λ,μ ∈ ℤ حيث ، λ(49,349) + μ(15,555) 

9.  اأوجد ق م اأ لـ 
x10 − 3x9 + 3x8 − 11x7 + 11x6 − 11x5 + 19x4 − 13x3 + 8x2 − 9x + 3

          و 
x6 − 3x5 + 3x4 − 9x3 + 5x2 − 5x + 2

 .ℚ[x] في
10. �سف كيف يمكن ا�ستخدام خوارزمية اإقليد�س في اإيجاد ق م اأ لـ n من الأعداد a1, a2, · · · , an في حلقة تامة 

اإقليدية. 
11. با�ستخدام الطريقة الم�ستنبطة من تمرين 10، اأوجد ق م اأ لـ 2178، 396، 792، 726. 

مفاهيم		
 .ℤ[x] 12. لنفتر�س

 اأ.    هل UFD ℤ[x]؟ لماذا؟ 
 .ℤ[x] مثالية في {a + x f (x) | a ∈ 2ℤ, f (x) ∈ ℤ[x]} بيِّ اأنَّن ب.   

 جـ.	 هل PID ℤ[x]؟ )ا�ستخدم الجزء )ب((.
د. هل ℤ[x]حلقة تامة اإقليدية؟ لماذا؟   
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اأول في الجبر المجرد 526 مقرر 

13.�سع اإ�سارة �سح اأو اإ�سارة خطاأ:

 .PID اأ. كل حلقة تامة اإقليدية 
 ب. كل PID حلقة تامة اإقليدية. 

 .UFD جـ. كل حلقة تامة اإقليدية 
 د. كل UFD حلقة تامة اإقليدية.	
 . 1

2
 هـ. ق م اأ لـ 2 و 3 في ℚ هو 

 و. خوارزمية اإقليد�س تقدِّم طريقة لإيجاد ق م اأ لعددين �سحيحي. 
 .a ∈ D لكل غير �سفري v(1) ≤ v(a) ّفاإن ،D ا على حلقة تامة اإقليدية  ز. اإذا كان v معيارًا اإقليديًّا
�سفري             غير  لكل   v(1) < v(a) فاإنّ   ،D اإقليدية  تامة  حلقة  على  ا  اإقليديًّا معيارًا   v كان  اإذا  ح.   

 .a ≠ 1 ،a∈ D                         

ا على حلقة تامة اإقليدية D، فاإنّ v(1) < v(a) لكل غير �سفري، ولي�س  ط. اإذا كان v معيارًا اإقليديًّا
.a∈ D عن�ضر وحدة                                    

 ي. لأي حقل F[x] ،F حلقة تامة اإقليدية.

14. هل اختيار معيار اإقليدي محدّد v على حلقة تامة اإقليدية D ، هو تدخل غير م�ضروع في البناء الح�سابي لـ D باأيّ 
ح.  �سورة في ال�سور؟ و�سِّ

براهين	 	

فاإنّ           ،D مت�ساركي في   b و   a اإذا كان  ه  اأنَّن D. بيِّ  ا على  اإقليديًّا v معيارًا  وليكن  اإقليدية،  تامة  D حلقة  15. لتكن 
 .v(a) = v(b)

a,b ∈D، نح�سل على       ال�سفرين  لغير  ه  اأنَّن اأثبت   .D ا على  اإقليديًّا v معيارًا  اإقليدية، وليكن  تامة  D حلقة  16. لتكن 
 v(a) < v(ab) م�ساعدة: يظهر من التمرين 15، اأنَّن] .D لي�س عن�ضر وحدة في b اإذا وفقط اإذا كان ،v(a) < v(ab)
اأنّ       اإلى  يوؤدي   v(a) = v(ab) اأنّ  بيِّ  الإقليدية،  الخوارزمية  با�ستخدام   .D في  وحدة  عن�ضر  لي�س   b اأنّ  اإلى  يوؤدي 

.[v(a) < v(ab) ّلي�س عن�ضر وحدة، فاإن b ه اإذا كان �a� =  �ab�. ا�ستنتج اأنَّن

ا على حلقة تامة اإقليدية D، فاإنّ   17. اأثبت اأو انفِ الجملة الآتية: اإذا كان v معيارًا اإقليديًّا
 .D مثالية في {a ∈ D | ν(a) > ν(1)} ⋃ {0}

18. بيِّ اأنَّن كل حقل يكون حلقة تامة اإقليدية. 

 .D ا على الحلقة التامة الإقليدية 19. ليكن v معيارًا اإقليديًّا

اأ.  بيِّ اأنه اإذا كان s ∈ ℤ حيث s + v (1) >0، فاإنّ n :D* → ℤ المعرفة بـ n(a) = v(a) +s لغير ال�سفري               
.D هي مجموعة العنا�ضر غير ال�سفرية في D* كالعادة .D معيار اإقليدي على a ∈ D
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الوحدة التا�سعة الف�سل 6ا: حلقات تامة اإقليدية  527

 .D معيار اإقليدي على ،a ∈ D لغير ال�سفري 𝜆𝜆(a) = t. v(a) المعطاة بـ 𝜆𝜆 :D* → ℤ ،t ∈ ℤ+ ه لـ ب.	 اأثبت اأنَّن  

جـ.		بيِّ اأنه يوجد معيار اإقليدي 𝜇𝜇 على D ، حيث 𝜇𝜇(1) = 1 و 𝜇𝜇(a) >100 لكل غير �سفري، ولي�س عن�ضر وحدة         
  .a ∈ D

اأ(  )باخت�سار م م  	)least common multiple( اأ�صغر  م�صاعف	م�صترك	  D c في  العن�ضر   .UFD  D 20. لتكن 
لعن�ضرين a و b في D ، اإذا كان b|c ،a|c ، واإذا كان c يق�سم كل عن�ضر في D قابل للق�سمة على كلٍّ من a و b. بيِّ 
اأنَّن كل عن�ضرين غير �سفريي a و b في حلقة اإقليدية D لهما  م م اأ في D. [م�ساعدة: بيِّ اأنَّن الم�ساعفات الم�ستركة 

.[Dت�سكل مثالية في b و a كلها - بالمعنى الوا�سح - لكلٍّ من

اأنَّن كل عن�ضرين غير �سفريي r, s ∈ ℤ يولدان الزمرة  9.46 لتبيِّ  الأخيرة في المبرهنة  العبارة  21. ا�ستخدم 
ا  )reatively prime(، اأي  ⟨+ ,ℤ⟩، اإذا وفقط اإذا كان s, r، بو�سفهما عن�ضرين في الحلقة التامة ℤ، اأوليّين ن�سبيًّ

اإنَّن ق م اأ لهما هو 1. 

     ax ≡ b التطابق   a, b, n ∈ ℤ ال�سفرية  غير  للقيم  اأنه  بيِّ   9.46 المبرهنة  في  الأخيرة  الجملة  با�ستخدام   .22
ا.  )مقيا�س n( له حل في ℤ اإذا كان a و n اأوليي ن�سبيًّا

م التمرين 22 مو�سحًا اأنه للقيم غير ال�سفرية a, b, n 𝜖𝜖 ℤ، التطابق ax ≡ b )مقيا�س n( له حل في ℤ ، اإذا  23. عمِّ
 .b يق�سم ℤ في n و a وفقط اإذا كان ق م اأ الموجب لـ

   .ℤn ترجم هذه النتيجة في الحلقة

 )n )مقيا�س   ax ≡ b للتطابق   ℤ في  الحل  لإيجاد  بنّاءة  طريقة  اأوجز   ،23 و   6 التمريني  في  الفكرة  24. متّبعًا 
        22x ≡ 18 اإيجاد الحلّ للتطابق  a,b,n ∈ ℤ واإذا كان للتطابق حل، ا�ستخدم هذه الطريقة في  للقيم غير ال�سفرية 

)مقيا�س 42(. 
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اأعداد	جاو�س	والمعايير	ال�صربية	Gaussian Integers and Multiplicative Normsالف�صل 47 

1.47 تعريف 

اأعداد	جاو�س	ال�صحيحة	

 .F[x] و ℤ سنقدِّم مثالً على حلقة تامة اإقليدية تختلف عن�

 .a, b ∈ ℤ a + bi، حيث  ب  هو العدد المركَّن 	(Gaussian Integer) ال�سحيح   جاو�س  عدد 
 ■          .a2 + b2 𝛼𝛼 هو  لـ   N (𝛼𝛼)  )norm( المعيار   ،𝛼𝛼 = a + bi ال�سحيح   ولعدد جاو�س 
�سنجعل ℤ[i] تعني مجموعة اأعداد جاو�س ال�سحيحة. �ستقدِّم التمهيدية الآتية بع�س الخ�سائ�س 
 v(𝛼𝛼) = N(𝛼𝛼) المعرفة بـ v و�ستقود اإلى تو�سيح اأنًّا الدالة ، ℤ[i] على N الأ�سا�سية لدالة المعيار
لغير �سفري  𝛼𝛼 ∈ ℤ[i]، هي معيار اإقليدي على ℤ[i]. لحظ اأنَّن اأعداد جاو�س ال�سحيحة ت�سمل 

الأعداد الن�سبية ال�سحيحة كلها ، اأي عنا�ضر ℤ كلها. 

■  نبذة	تاريخية 

التي هي مبرهنة  التربيعية،  البواقي  مبرهنة   (Disquisitiones Arithmeticae) كتابه  بالتف�سيل في  در�س جاو�س 
حلول  بي  العلاقة  حًا  مو�سّ الم�سهورة،  التربيعية  المقلوبية  مبرهنة  واأثبت   ،  )q )مقيا�س   x2 ≡ p للمتطابقة  الحلول 
المتطابقتي x2≡ p )مقيا�س q( x2 ≡ q )مقيا�س p( ، حيث p و q اأعداد اأولية، وفي محاولته لتعميم نتائجه اإلى مبرهنات 
ال�سحيحة  الأعداد  من  بدلً  ال�سحيحة  جاو�س  اأعداد  الح�سبان  في  الأخذ  اأكثر  الطبيعي  من  ه  اأنَّن اأدرك  التربيعية،  البواقي 

العادية. 
اكت�سافات جاو�س على اأعداد جاو�س ال�سحيحة محتواة في بحث طويل من�سور عام 1832م، وقد اأثبت فيه وجود كثير من 
اأوجه ال�سبه بينها وبي الأعداد ال�سحيحة العادية، على �سبيل المثال: بعد اأن لحظ وجود اأربعة عنا�ضر وحدة )عنا�ضر 
م مفهوم  لها معكو�س �ضربي( من اأعداد جاو�س ال�سحيحة، هي i ،–1 ،1 و i– وبتعريف المعيار كما في التعريف 1.47، عمَّن
العدد الأولي بتعريفه عدد جاو�س الأولي؛ ليكون العدد الذي ل يمكن التعبير عنه بو�سفه حا�سل �ضرب عددين �سحيحي 

ا منهما عن�ضر وحدة، واأ�سبح قادرًا - بعدها -على تحديد اأيّ من اأعداد جاو�س اأولي:  لي�س اأيًّا
ا، الذي يمكن اأن يكون 2 اأو على ال�سيغة  ا اأوليًّا ا، اإذا وفقط اإذا كان معياره عددًا حقيقيًّا عدد جاو�س غير الحقيقي يكون اأوليًّا
 13= (2 + 3i) 2 والأعداد الحقيقية الأولية المطابقة لـ 1 مقيا�س 4 مثل= (1+ i) (1– i) 4. العدد الأولّي الحقيقيn+1
ليي، والأعداد الأولـــية الحقيقـــية على �سيغــة 4n+3 مثل 7 و 11،  (3i – 2) ، تتحلل اإلى حا�سل �ضرب عددي جاو�س اأوَّن

ل تزال اأولية في الحلقة التامة لأعداد جاو�س ال�سحيحة. انظر التمرين 10.

في ℤ[i]، الخ�سائ�س الآتية لدالة المعيار N متحققة لكل 𝛼𝛼, 𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽[i]: 2.47 تمهيدية 

. N(α) ≥ 0  .1    

.α = 0 اإذا وفقط اإذا كان N(α) = 0  .2  

. N(αβ) = N(α)N(β)  .3  

اإذا جعلنا 𝛼𝛼𝛼 a1 + a2i و 𝛽𝛽𝛽= b1+ b2i، هذه النتائج هي ح�سابات مبا�ضِرة، ونترك اإثبات هذه البرهان
                                                                          .)11 الخ�سائ�س بو�سفها تمرينًا )انظر التمرين
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ℤ[i] حلقة تامة. 3.47 تمهيدية

لتكنالبرهان  .0 لـ  قوا�سم  توجد  ل  اأنه  �سنبيِّ  محايد،  عن�ضر  فيها  اإبدالية  حلقة   ℤ[i] اأنّ  الوا�سح   من 
 𝛼𝛼, 𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽[i].  با�ستخدام التمهيدية 2.47، اإذا كان 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 0 ، فاإنَّن 

N(α)N(β) = N(αβ) = N(0) = 0

اإذن، 𝛼𝛼𝛼𝛼 = 0 يوؤدي اإلى اأنَّن N(𝛼𝛼) = 0 اأو N(𝛽𝛽) = 0، مرّة اأخرى وبا�ستخدام التمهيدية 2.47، 
  .حلقة تامة  ℤ[i] ،ل تحوي قوا�سم لـ 0؛ لذلك ℤ[i] ،؛ اإذن𝛽𝛽 =0 اأو 𝛼𝛼 =0 يوؤدي هذا اإلى اأنه اإما

ه من الوا�سح حقيقةً اأنَّن  بالطبع، لأن ℤ[i]  حلقة جزئية من ℂ، حيث ℂ حقل الأعداد المركبة، فاإنَّن
ℤ[i] ل تحوي قوا�سم لـ 0. قدَّنمنا برهان التمهيدية 3.47 لتو�سيح ا�ستخدام الخا�سية ال�ضربية 3 

 .ℤ[i] ولتجنُّب الذهاب خارج ، N للمعيار الدالي
  4.47 مبرهنة 

البرهان

الدالة v المعطاة بـ v(𝛼𝛼) = N(𝛼𝛼) لغير ال�سفري 𝛼𝛼 ∈ ℤ[i] هي معيار اإقليدي على ℤ[i]، اإذن، 
ℤ[i]  حلقة تامة اإقليدية. 

    .N(β) ≥ 1 ،؛ اإذن N(b1 + b2i ) = b1
2 + b2

2 ،β = b1 + b2i ≠ 0 ه لـ لحظ اأنَّن

اإذن، لكل α, β≠  0 في N(α) ≤ N(α)N(β) = N(αβ) ، ℤ[i]، وهذا يثبت ال�ضرط الثاني للمعيار 
الإقليدي في التعريف 1.46. 

 𝛼𝛼𝛼𝛼a1 + a2i لتكــن   .N لـــ  الأول،  ال�ســـــرط  الق�ســمـــة،  خوارزميـــــة  نثبــــت  اأن   بقـــــي 
 𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼𝛼ρ بحيــث ، ℤ[i] في 𝜌𝜌 و 𝜎𝜎 يجــب علينــا اأن نجــد .𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽0 حيــث ،𝛽𝛽𝛽𝛽𝛽b1 +b2i و
N(ρ) < N(β) = b1. لتكــن α/β = r + si حيــث r, s ∈ ℚ، لتكــن 

2 + b2
واإمّــا ρ = 0 اأو 2

 q1 و q2 اأعــدادًا �ســحيحة في ℤ ، اأقــرب مــا تكــون اإلى الأعداد الن�ســبية r و s علــى الترتيب. لتكن

  σ = q1 + q2i و ρ = α – βσ، فــاإذا كان ρ = 0 ، فقــد انتهينــا. واإلّ، وبح�ســب بنــاء σ، نــرى اأنَّن
  و  ؛ اإذن: 

لذلك نح�سل على  

                                                             .اإذن، ح�سلنا فعلًا على  كما هو مطلوب
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عنا�ضر 5.47 مثال   ،N(1) =1 لأنَّن  بالتحديد؛   ،ℤ[i] على   46 الف�سل  في  جميعها  نتائجنا  تطبيق  يمكننا 
N(𝛼𝛼) = a1، ومن حقيقة اأنَّن 

2
 + a2

الوحدة في ℤ[i] هي بال�سبط 𝛼𝛼 = a1 + a2i،  حيث 1 =2
a1 و a2 اأعداد �سحيحة، فاإنّ الحتمالت هي فقط a1 = ± 1 مع a2 = 0 اأو a1 = 0 مع a2 = ± 1؛ 

اأ   اإذن، عنا�ضر الوحدة في ℤ[i] هي 1± و  i±. يمكن ا�ستخدام خوارزمية الق�سمة لح�ساب ق م 
لعن�ضرين غير �سفريي. �سنترك مثل هذه الح�سابات للتمارين. 

 ،5= (1 + 2i) (1 – 2i) لأنَّن ℤ[i] اأ�سبح 5 مختزلً في ℤ ه، بينما 5 غير مختزل في اأخيًرا، لحظ اإنَّن
ولي�س 2i +1 اأو 2i–1 عن�ضر وحدة.                                                                                             ▲

المعايير	ال�صربيّة	
لنُ�ضر مرّة اأخرى اإلى اأنه للحلقة التامة D، المفاهيم الح�سابية لغير المختزلت وعنا�ضر الوحدة، 
فًا ربما ي�ساعد على تحديد البنية  ل تتاأثر باأيّ حال بالمعيار الذي ربما يُعرَّنف على الحلقة التامة، مع ذلك كما في الف�سل ال�سابق ، وعملنا اإلى الآن في هذا الف�سل يو�سحان اأنَّن معيارًا منا�سبًا معرَّن

ح ب�سورة لفتة للنظر في مبرهنة الأعداد الجبرية، فبالن�سبة اإلى الحلقة  الح�سابية لـ D. هذا مو�سَّن
التامة للاأعداد الجبرية، نفتر�س معايير كثيرة مختلفة على الحلقة التامة، كل منها له دوره في 
الم�ساعدة على تحديد البنية الح�سابية للحلقة التامة، وعندنا في الحلقة التامة للاأعداد الجبرية 
عن  معلومات  يقدّم  منها  معيارٍ  وكل  للم�ساركة(،  )تبعًا  مختزل  غير  لكل  جوهري  واحد  معيار 

�سلوك غير المختزلت في الحلقة التامة التي ترتبط بها. 

هذا مثال على اأهمية درا�سة خ�سائ�س العنا�ضر في بنية جبرية من خلال دوال مرتبطة بها. 

في  المعطاة   ℤ[i] على   N لـ   3 و   2 للخ�سائ�س  محقق  �ضربي  معيار  لها  تامة  حلقة  لندر�س 
التمهيدية 2.47.           

D 6.47 تعريف (multiplicative norm) هو دالة تربط   D على   N ال�ضربي  المعيار  D حلقة تامة.  لتكن 
بالأعداد ال�سحيحة ℤ ، حيث تتحقق ال�ضروط الآتية: 

 .𝛼𝛼 = 0 اإذا وفقط اإذا كان ، N(𝛼𝛼) = 0  .1  

■                                                                   .𝛼𝛼, 𝛽𝛽 ∈ D لكل N(𝛼𝛼𝛼𝛼) = N (𝛼𝛼) N(𝛽𝛽)  .2  
اإذا كانت D حلقة تامة مع المعيار ال�ضريبي N، فاإنّ N(1) =1 و N(u)| =1| لكل عن�ضر وحدة 7.47 مبرهنة 

u في D، واإذا كان- اإ�سافة اإلى ذلك - كل 𝛼𝛼 بحيث N(α)| =1| عن�ضر وحدة في D، فاإنّ العن�ضر  
 .D عدد اأوّلّي غير مختزل في p ∈ ℤ و |N(𝜋𝜋)| =p بحيث ، D في 𝜋𝜋

لتكن D حلقة تامة مع المعيار ال�ضربي N؛ اإذن: البرهان
N(1) = N((1)(1)) = N(1) N(1)

تبيّ اأنّ N(1) = 1. كذلك، اإذا كان u عن�ضر وحدة في D، فاإنَّن 
1 = N(1) = N(uu−1) = N(u) N(u−1)

  .|N(u)| = 1 ّعدد �سحيح، فهذا يوؤدي اإلى اأن N(u) ولأن
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 π ∈ D لتكن     افتر�س الآن اأنَّن عنا�ضر الوحدة في D هي بال�سبط العنا�ضر ذات المعيار ±1. 
بحيث N(π) |=p|، حيث p عدد اأوّلي في ℤ، فاإذا كان π = 𝛼𝛼𝛼𝛼، فنح�سل على: 

p = |N(π)| = |N(α)N(β)|

لذلك، اإما N(α)| = 1| اأو N (β)| =1|. وبالإفترا�س، هذا يعني اأنه اإما α اأو β عن�ضر وحدة في D؛ 
                                                                                                                         .D غير مختزل في π ،اإذن

ا يتنا�سب مع تعريفنا. 8.47 مثال   في ℤ[i]، الدالة N المعرفة بـ N(a + bi) = a2 + b2 تقدِّم معيارًا �ضربيًّا

راأينا اأنَّن الدالة v المعطاة بـ v(𝛼𝛼) = N(𝛼𝛼) لغير ال�سفري 𝛼𝛼 ∈ ℤ[i] هي معيار اإقليدي على ℤ[i]؛ 
لذلك، عنا�ضر الوحدة هي بال�سبط العنا�ضر 𝛼𝛼 في ℤ[i] ، حيث N(𝛼𝛼) = N(1) = 1؛ اإذن، الجزء 

 .ℤ[i] الثاني من المبرهنة 7.47 متحقق في

نَّن  ولأ  .5=(1+2i) (1–2i) نَّن  لأ ℤ[i]؛  في لــة مختـــــز  5 نّ  اأ  5.47 ل  لمثــا ا فــــي  ينـــــا  اأ ر
اأنَّن  7.47 ℤ، فنرى من المبرهنة  اأولي في  5 عدد   N(1+ 2i) = N(1–2i) = 12 + 22 = 5 و 

.ℤ[i] 2–1 كليهما غير مختزل فيi 2 +1 وi

بو�سفه تطبيقًا على المعايير ال�ضربية، �سنقدم الآن مثالً على حلقة تامة لي�ست UFD، فقد راأينا 
مثالً واحدًا في المثال 16.45، والآتي هو تو�سيح اأ�سا�سي. 

]ℤ، وبو�سفها مجموعة جزئية من الأعداد المركبة، فهي 9.47 مثال  ] = {a + ib  | a, b ∈ ℤ}لتكن
]ℤ حلقة تامة.  مغلقة تحت الجمع، والطرح، وال�ضرب وتحوي 0 و 1؛ اإذن، [

]ℤ بـ  عرّف  N على [
N (a +b ) = a2 + 5b2

من الوا�ســح اأنّ N(𝛼𝛼)= 0، اإذا وفقط اإذا كان α =a+b  = 0؛ ولأنّ N(αβ) = N(α)N(β) هو 
 ح�ســاب مبا�ضر، ف�ســنتركه للتمارين )انظر التمرين 12(. لنجد عنا�ضر الوحدة كلها المر�ســحة في
كان فــاإذا   ،N(α) = 1 حيــث   ،ℤ [ ] في   α العنا�ــضر  اإيجــاد  طريــق  عــن   ،ℤ [ ] 
 b و a وللاأعداد ال�ســحيحة a2 + 5b2 = 1 فيجب اأن يكون عندنا ،N(α) = 1 و α = a + b 
 ، هذا ممكن فقط اإذا b = 0 و a = ±1؛ اإذن، 1± هي فقط المر�ســحة بو�ســفها عنا�ضر وحدة، ولأنَّن

 ℤ [ 1± عنا�ضر وحدة، فاإنها بال�سبط عنا�ضر الوحدة في [
] ℤ، عندنا  21 = (3) (7) ، وكذلك:  الآن في [

. 21 = (1 + 2 )(1 − 2  )

] ℤ ، ف�سنعلم  2−1 كلها غير مختزلة في [ 2+1، 7، 3 و  اإذا ا�ستطعنا اأن نبيِّ اأنَّن 
ه ل 3 ول 7 ي�ساوي ( 2 + 1)±.  ] ℤ ل يمكن اأن يكون UFD؛ لأنَّن عندها اأنّ [

 . افتر�س اأنَّن αβ = 3، فاإنَّن
9 = N(3) = N(α)N(β)
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تو�سح اأنه يجب اأن يكون عندنا  N(α)  ت�ساوي 1، 3 اأو 9، فاإذا كان N(α) = 1، فاإنّ α عن�ضر وحدة، 
واإذا كان  α =a + b، فاإنّ N(α) = a2 + 5b2  ، ولي�س هناك اأيّ خيار لأعداد �سحيحة a و b ، حيث 
 N(α) = 3،  فاإذا كان N(α) = 9 ، فاإنّ N(β) = 1؛ اإذن، β عن�ضر وحدة؛ ولذلك، 3 غير مختزل في

 .ℤ[ ]ℤ وبمناق�سة م�سابهة يتبيّ اأنّ 7 غير مختزل في[ ]

2 + 1 ، فنح�سل على:   = γ δ اإذا كان
21 = N(1 + 2 ) = N(γ )N(δ)

]ℤ  معياره 3 اأو 7؛ لذلك،  ه ل يوجد عن�ضر في [ اإذن، N(γ) ت�ساوي 1، اأو 3، اأو 7 اأو 21. راأينا اأنَّن
 اإمّا N(γ) = 1، وγ عن�ضر وحدة، اأو N(γ) = 21 ؛ وبذلك، فاإنّ N(δ) = 1، و δ عن�ضر وحدة؛ اإذن، 
ا غير مختزلة في  2 − 1 اأي�سً ]ℤ. وبمناق�سة موازية يتّ�سح اأنّ  2 + 1غير مختزل في[

 .ℤ[ ]

نا اأنَّن  باخت�سار، بيَّن

 ℤ[ ] = {a + ib | a, b ∈ Z}

هي حلقة تامة، لكنها لي�ست UFD، وبالتحديد هناك تحليلان مختلفان 
21 = 3 · 7 = (1 + 2 )(1 − 2 )

لـ 21 اإلى غير مختزلت. غير المختزلت هذه ل يمكن اأن تكون اأولية؛ لأنها لو كانت اأولية لأمكننا 
اإثبات وحدانية التحليل )انظر اإثبات المبرهنة 17.45(.                                                    ▲

     نختم بال�سوؤال التقليدي، حدِّد اأيّ الأعداد الأوّلية p في ℤ ت�ساوي حا�سل جمع مربعي عددين 
في ℤ، على �سبيل المثال22 + 12 = 5 ، 12 + 12 = 2، و 32 + 22= 13 هي مجموع مربعات؛ ولأننا 
بالأعداد  اأنف�سنا  نقيِّد  اأن  فن�ستطيع   ،2 الوحيد  الأولي  الزوجي  للعدد  ال�سوؤال  الآن عن هذا  اأجبنا 

الأولية الفردية.   

للعددين 10.47	مبرهنة  p = a2 + b2 فاإنّ   ،ℤ ا في  فرديًّا ا  اأوليًّا عددًا   p ليكن   )p = a2 + b2 فيرما  )مبرهنة 
ال�سحيحي a و b في ℤ ، اإذا وفقط اإذا كان p ≡1 )مقيا�س 4(.

اأولً، افتر�س اأنّ p = a2 + b2. الآن، ل يمكن اأن يكون a و b كلاهما زوجي اأو كلاهما فردي؛ لأن البرهان
p عدد فردي، فاإذا كان a = 2r و b = 2s +1، فاإنّ a2 + b2 = 4r 2 + 4(s2 + s) + 1؛ اإذن،    

p ≡ 1. )مقيا�س 4(. هذا يهتم باتجاه واحد لهذه المبرهنة: اإذا وفقط اإذا كان. 

     بالن�سبة اإلى التجاه الآخر، نفتر�س اأنّ p ≡ 1 )مقيا�س 4(. الآن، الزمرة ال�ضربية للعنا�ضر غير 
 n يحوى عن�ضر ℤp نرى اأنَّن ،p –1 دورية ورتبتها 1؛ ولأنّ 4 قا�سم لـ ℤp ال�سفرية للحقل المنتهي
 رتبته ال�ضربية 4. وعليه، n2 رتبتها ال�ضربية 2؛ اإذن،  n2 =  –1 في ℤp؛ لذلك، نح�سل  في ℤ على:

 .ℤ في n2 +1يق�سم p ،؛ اإذن)p مقيا�س( n2 ≡ –1
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 p افتر�س اأنَّن .n2 + 1 = (n + i )(n − i ) تق�سم p ّاأن با�ستعرا�س p وn2 +1 في ℤ[i]؛ نرى 
 غير مختزلة في ℤ[i] فيجب على p اأن تق�سم n + i اأو n – i، فاإذا كانت p تق�سم n + i ، فاإنّ

 n + i  = p(a + bi)، حيث a, b ∈ ℤ، وبم�ساواة معاملات i، نح�سل على pb = 1 ، وذلك غير 
 .–1 = pb :فاإنّ ذلك يقود اإلى معادلة غير ممكنة، وهي ، n – i تق�سم p ممكن، وبالمثل، اإذا كانت

اإذن، افترا�سنا اأنَّن p غير مختزلة في ℤ[i] يجب اأن يكون خاطئًا. 

لأنّ p مختزلة في ℤ[i]، فاإننا نح�سل على p = (a + bi)(c + di) ، حيث a + bi و c + di لي�سا 
p2 = (a2 + b2)(c2 + d2)، حيث ل  يــير، يكون عندنا  خــذ المعا عنا�ــضر وحــدة، وباأ
 a2 + b2 = 1  ول c2 + d2 = 1 بناءً على ذلك، يكون عندنا ،p = a2 + b2 الذي يكمل اإثباتنا. 

. [c + di = a – bi. اأي اإنَّن ، pنرى اأنَّن هذا هو التحليل لـ  a2 + b2 = (a + bi)(a − bi) لأن]

 .ℤ[i] تبقى اأوّلية في ℤ من p ي�ساألك التمرين 10 لتحدد اأيّ الأعداد الأوّلية
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■ تمارين 47 

ح�سابات
في التمارين من 1 اإلى 4، حلل عدد جاو�س ال�سحيح اإلى حا�سل �ضرب غير مختزلت في ℤ[i]. [م�ساعدة: لأنّ كل معامل 
 a فيوجد فقط عدد منتهٍ من اأعداد جاو�س ال�سحيحة ،N )𝛼𝛼) يجب اأن يكون معياره < 1 ويق�سم 𝛼𝛼 ∈ℤ[i]  غير مختزل لـ
ا من نواتج الق�سمة مرة اأخرى  bi + لأن تُعدّ عوامل غير مختزلة ممكنة لأيّ 𝛼𝛼 معطاة. ق�سم 𝛼𝛼 على كل منها في ℂ، وانظر اأيًّا

 [.ℤ[i] في

6 – 7i	.4 	 	 		4 + 3i	.3 	 		7	.2  	5	.1
] ℤ. اأعطِ تحليلي مختلفي.  5. بيِّ اأنَّن 6 ل يتحلل ب�سورة وحيدة )تبعًا للم�ساركات( اإلى غير مختزلت في [

6. افتر�س α = 7 + 2i و β = 3 − 4i في  ℤ[i]. اأوجد σ و ρ في ℤ[i] بحيث: 

  α = βσ + ρ حيث N(ρ) < N(β) 

[م�شاعدة: ا�ستخدم البناء في اإثبات المبرهنة 4.47]. 

7. ا�ستخدم الخوارزمية الإقليدية في ℤ[i]  في اإيجاد  ق م اأ  لـ 15i − 5 و 6i + 8 في ℤ[i]. [م�شاعدة: ا�ستخدم البناء في 
اإثبات المبرهنة 4.47]. 

مفاهيم 

8. �سع اإ�سارة �سح اأو اإ�سارة خطاأ:

 .PID هي ℤ[i]  .ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ اأ
ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ ب.  ℤ[i] حلقة اإقليدية. 

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  ج. كل عدد �سحيح في ℤ هو عدد جاو�س �سحيح. 
 .ℤ[i]  ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  د. الخوارزمية الإقليدية متحققة في
ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  هـ. كل عدد مركب هو عدد جاو�س �سحيح. 

ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  و. المعيار ال�ضربي على حلقة تامة ي�ساعد في بع�س الأحيان على اإيجاد غير مختزلت في الحلقة 
التامة.  

 .D في u لكل عن�ضر وحدة |N(u)| = 1 ّفاإن ،D ا على حلقة تامة ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  ز. اإذا كان N معيارًا �ضربيًّا
 .F[x] هي معيار �ضربي على N (f(x)( = )f(x) المعرفة بـ )درجة N حقلًا، فاإنّ الدالة F ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  ح. اإذا كان

  f (x) ≠ 0 لـ  N(f(x)) = 2(f(x)حقلًا، فاإنَّن الدالة المعرفة بـ )درجة F ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  ط. اإذا كان 
وN(0) = 0 هي معيار �ضربي على F[x] تبعًا لتعريفنا. 

  .UFD حلقة تامة لي�ست ℤ[ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ  ي. [
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9. لتكن D حلقة تامة مع المعيار ال�ضربي N ، بحيث N(α)| = 1| لـ  α ∈ D، اإذا وفقط اإذا كان α عن�ضر وحدة في D. لتكن 
 .D غير مختزل في π ّبيِّ اأن .β ∈ D حيث ،|N(β)| > 1الأ�سغر بي كل |N(π)| بحيث π

.ℤ[i] اأثبت اأنّ 2 ي�ساوي حا�سل �ضرب عن�ضر وحدة ومربع غير مختزل في	اأ.	10.

ب. اأثبت اأنّ العدد الأوّلي p في ℤ غير مختزل في ℤ[i] ، اإذا وفقط اإذا كان p ≡ 3 )مقيا�س 4(. )ا�ستخدم المبرهنة 10.47(. 
11. اأثبت التمهيدية 2.47. 

.α, β ∈ ℤ [  ] لكل  N(αβ) = N(α) N(β)   ّفي المثال 9.47 �ضربية، اأي اإن N ّ12. اأثبت اأن

 .D عن�ضر وحدة في α اإذا وفقط اإذا كان α ∈ D لـ |N(α)| = 1  بحيث ،N حلقة تامة مع المعيار ال�ضربي D لتكن	13.
	        .D له تحليل اإلى غير مختزلت في D بيّ اأنّ اأيّ عن�ضر لي�س �سفرًا، ولي�س عن�ضر وحدة في

14.	ا�ستخدم الخوارزمية الإقليدية في ℤ[i] في اإيجاد ق م اأ لـ  7i + 16و 5i − 10 في ℤ[i].       [م�شاعدة: ا�ستخدم البناء 
في اإثبات المبرهنة 4.47].   

 .ℤ[i]  مثالية رئي�سة غير �سفرية في  〈α〉 15. لتكن

اأ.    اأثبت اأنَّن ℤ[i] /〈α〉 حلقة منتهية. [م�شاعدة: ا�ستخدم خوارزمية الق�سمة]. 
ب.	اأثبت اأنه اإذا كان π غير مختزل في ℤ[i]، فاإنّ ℤ[i] / 〈π〉 حقل. 

يز كل من الحقول الآتية:  جـ.  بالرجوع اإلى الجزء )ب(، اأوجد رتبة وممِّ
  ℤ[i] / 〈1 +2i〉	.iii 	  ℤ[i] / 〈1 + i〉	.ii						 	ℤ[i] / 〈3〉  .i  

16.	لتكن +n ∈ ℤ حرّة من المربعات، اأي اأنها ل تقبل الق�سمة على مربع اأيّ عدد اأوّلي �سحيح. 

   .ℤ[ n− ]  = {a +ib | a, b ∈ ℤ}لتكن      
.ℤ[ n− اأثبت اأنّ المعيارN ، المعرّف بـ N(α) = a2 + nb2، لـ  α = a + ib هو معيار �ضربي على [ اأ.   

 .ℤ[ n− ]α ∈ ℤ اإذا وفقط اإذا كان α عن�ضر وحدة في [ n− ب.  اأثبت اأنّ N(α) = 1 لـ [  
اإلى غير مختزلت في  ه لي�س عن�ضر وحدة له تحليل  اإنَّن ]α ∈ ℤ وبحيث  n− ] اأنّ كل عن�ضر غير �سفري  اأثبت  جـ.    

]ℤ. [م�شاعدة: ا�ستخدم الفرع )ب(]. n− ]

N مـعــرّفــة بـــ N(α) = a2 − nb2  لـ  ]ℤ، حـيــث  ] = {a + b  | a, b ∈ ℤ} لـــ   16  17. اأعــــد التمــريـــن 
 .ℤ[  α = a + b في [

التامة الحلقة  على  متحققة  الق�سمة  خوارزمية  اأنَّن   ،  4.47 المبرهنة  اإثبات  في  اأعُطي  الذي  لذلك  م�سابه  ببناءٍ  يُبيِّ   .18 
 ـν(α) = N(α) لغير �سفري α في هذه الحلقة التامة. )انظر التمرين 16(. )اإذن، هذه الحلقة التامة اإقليدية. انظر  ]ℤ ل ] 

]ℤ اإقليدية(.  n− ]ℤ و [ )(Hardy and Wright [29] في مناق�ستهما اأيّ الحلقات التامة [
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