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مقدّمة للمدر�س

هذه مقدمة للجبر �لمجرّد, �إذ �إنه من �لمتوقع �أن يكون �لطلبة قد در�سو� �لتفا�سل و�لتكامل, وربما �لجبر 
ا, وعلى �أيّة حال, فاإنها متطلبات ريا�سية �أولية؛ حيث تظهر �لحاجة �إلى �لتفا�سل و�لتكامل  �لخطي �أي�سً

و�لجبر �لخطي غالبًا في �لاأمثلة �لتو�سيحية و�لتمارين. 
وكما هو �لحال في �لطبعات �ل�سابقة للكتاب, يبقى �لهدف هو تعليم �لطلاب �أكبر قدر من �لمعلومات عن 
�أول تجربة للتعميم بدر��سة �لفر�سيات �لريا�سية  �أول, وهذه  �لزمر, و�لحلقات, و�لحقول في مقرر در��سي 
مّن �لكتاب تف�سير�ت مكثفة بخ�سو�س ما نحاول تحقيقه, وكيف �سنحاول عمله,  لكثير من �لطلبة؛ وقد �سُ
ا في �لجبر, ويزود  ا لعمل �أكثر تخ�س�سً ولماذ� �خترنا هذه �لطرق, حيث ي�سكل �إتقان هذ� �لكتاب �أ�سا�سًا قويًّ

كذلك بتجربة قيمة لاأيّ در��سة ريا�سية م�ستقبلية  بالفر�سيات. 

تعديلات على الطبعة ال�ساد�سة
�زد�دت �لمادة �لتمهيدية من ف�سل و�حد في �لطبعة �لاأولى �إلى �أربعة ف�سول في �لطبعة �ل�ساد�سة؛ ولاأنني 
�أغلبه  كان  �لتمهيد,  في  �أقلّ  وقتًا  ق�سيت  فقد  �لجبر؛  �إلى  �لدخول  قبل  قليل  وقت  ق�ساء  ا  �سخ�سيًّ �أف�سل 
مر�جعة لكثير من �لطلبة, �إذ من �لممكن �ألا يترك لنا ق�ساء �أربعة درو�س في �لتمهيد �لوقت �لكافي لمعالجة 
�لمقرر �لدر��سي عند �لو�سول �إلى �لمادة �لجديدة؛ ولذلك, عدت في هذه �لطبعة �إلى ف�سل تمهيدي و�حد على 
�لمجموعات و�لعلاقات, تاركًا بقية �لمو�سوعات لمر�جعتها عند �لحاجة. ويظهر تلخي�س للم�سفوفات في 

ملحق هذه �لطبعة. 
تكوّنت �لطبعتان �لاأوليان من ف�سول ق�سيرة متتالية, يمكن تغطيتها في محا�شرة و�حدة, وقد رجعت �إلى 
هذ� �لت�سميم لتجنب �لترقيم �لثلاثي �لمتعب للتعريفات, و�لمبرهنات, و�لاأمثلة, ...�إلخ, �أ�سف �إلى ذلك, فقد 
تغيّر ترتيب �لعر�س؛ وذلك ��ستجابة لاقتر�حات �لمر�جعين, بحيث تُغطى مادة �لزمر, و�لحلقات, و�لحقول 
1 مقدمة جديدة, في  �لف�سل  للزمر,  �أولَاً, قبل �لمبرهنة �لمتقدّمة  ب�سورة طبيعية في ف�سل در��سي و�حد 

محاولة لاإعطاء �ل�سعور حول طبيعة هذه �لدر��سة. 
ا, فقد �سمّنت مادة على �لزمر �ل�سباهية في �لطبولوجيا, �لتي ظهرت  و��ستجابة لكثير من �لطلبات �أي�سً
�سابقًا في �لطبعتين �لاأوليين؛ لاأن ح�سابات زمر �ل�سباه تقوي فهم �لطالب لزمر �لعامل, مع مر�عاة �سهولة 
�لحرة في  �لاإبد�لية  �لزمر  عن  �لقر�ءة  �إلى  فقط  �لمرء  يحتاج  �إذ  �لو�سول �إلى �لمادة من �لف�سل 0 �إلى 15, 
�ل�سباه, فقد حذفت مناق�سة  لزمر  تمهيدً�, ولاأترك مجالًا  بو�سفها   5.38 38 من خلال �لمبرهنة  �لف�سل 

ذ�تيات �لحركة, و�ل�سيفر�ت �لخطية �لثنائية, و�لبنى �لجبرية �لاإ�سافية �لتي ظهرت في �لطبعة �ل�ساد�سة. 
و�سمّنت كذلك �لقليل من �لتمارين �لتي تطلب من �لطالب �أن يعطي جملة �أو جملتين بو�سفهما برهانًا 

مخت�شًر� لاإثباتٍ ظهر في �لكتاب, ف�سلًا عن �أنني �أعطيت مثالًا لما �أتوقعه, قبل هذه �لتمارين. 

بع�س المزايا الأخرى
��ستمرّ تق�سيم معظم �لتمارين �إلى �أجز�ء تتكوّن من ح�سابات, ومفاهيم, ومبرهنة, وظهرت كذلك �إجابات 

Abstract 1_Book.indb   7 3/19/2014   3:30:50 PM

o b e i k a n d l . c o m



�أول في �لجبر �لمجرد viii مقرر 

للتمارين �لفردية �لتي لا ت�ساأل عن �لبرهان في �آخر �لكتاب, و��ستجابة للمقترحات و�سعت �إجابات للاأجز�ء 
)�أ(, و)جـ(, و)هـ(, و)ز(, و)ط( فقط لتمارين �ل�سو�ب و�لخطاأ �لمكونة من ع�شرة �أجز�ء.

وتوجد كذلك �لملاحظات �لتاريخية لفيكتور كاتز بالطبع, �إ�سافة �إلى دليل يحوي �لحلول كاملة للتمارين 
جميعها, بما فيها �لتمارين �لتي ت�ساأل عن �لبرهان, وهو متو�فر للمدر�سين من قبل �لنا�شر.

تظهر خريطة �لتتابع باأرقام �لف�سول في �لمقدمات ب�سفتها م�ساعدة على  عمل خطة �لدر��سة.  

�سكر
�إنني مدين ب�سورة  �إذ  �أر�سلو� �قتر�حاتهم وت�سويباتهم,  �أو  �لكتاب,  �لذين ر�جعو�  كل �لامتنان لاأولئك 
خا�سة لجورج م. بيرجمان, �لذي ��ستخدم �لطبعة �ل�ساد�سة في عمل قائمة بالاأخطاء �لمطبعية وغيرها, 
و�أر�سلها لي مع كثير من �لاقتر�حات �لقيمة للتطوير, �أقدر حقيقة هذ� �لجهد �لذي لا �سك في �أنه �أنفق عليه 

�لكثير من وقته. 
و�أود كذلك �أن �أعرب عن تقديري لويليام هوفمان, وجولي لا�سان�س, و�سندي كودي من موؤ�س�سة �أدي�سون 
 Tech“ بجون بروب�ست و�لفريق في � – ويزلي؛ لم�ساعدتهم في هذ� �لم�شروع. �أخيًر�, لقد كنت محظوظًا جدًّ
من  �لكتاب خالية  �أكثر �سفحات  �أنتجو�  فقد  �لكتاب من مخطوطتي,  هذ�  باإنتاج  قامو�  �لذين   ”Books

�لاأخطاء , و�ساعدوني بكل �أدب على حلّ م�سكلة فنية و�جهتها في �أثناء �إعد�د دليل �لحلول.

اقتراحات لمدر�سي الجبر الجدد
�لملاحظات �لتي �أذكرها هنا لي�ست �شرورية لاأولئك �لذين درّ�سو� �لجبر مر�ت عدّة, و�كت�سفو� �ل�سعوبات, 

وطورو� حلولهم �لخا�سة. 
يمثل هذ� �لمقرر �لدر��سي نقلة نوعية للطلاب من تفا�سل وتكامل �لبكالوريو�س �لتقليدي, �إذ لن يكون 
�لتعريفات  وكتابة  �لمحا�شرة,  بعر�س  �لعليا  �لدر��سات  طلبة  �أ�سلوب  ��ستخد�م  �لطلاب  لمعظم  مجديًا 
و�لبر�هين على �ل�سبورة لمعظم وقت �لمحا�شرة, وقد وجدت �أنه من �لاأف�سل �أن �أق�سي- على �لاأقل- �لن�سف 
�لاأول من وقت �لمحا�شرة, باإجابة �أ�سئلة �لو�جب �لمنزلي, ومحاولة �لح�سول على متطوعين لاإعطاء برهان 
�أحد �لتمارين �لمطلوبة, وبوجه عام, �لتحقق من فهم �لطلبة للمادة �لتي �سبق, وكلفو� بها, �إذ �إنني �أق�سي 
�ألـ 50 دقيقة, في �لحديث عن �لاأفكار �لجديدة للمحا�شرة  عادة على �لاأقل �آخر 20 دقيقة من محا�شرة 
�لقادمة, و�إعطاء برهان و�حد على �لاأقل, تُعدّ محاولة كتابة �لتعريفات و�لبر�هين جميعها على �ل�سبورة 

من وجهة �لنظر �لعملية م�سيعة للوقت؛ لاإنها بالطبع موجودة في �لكتاب. 
�أقترح �أن تكون -على �لاأقل- ن�سف �لتمارين �لمطلوبة من �لطلاب من تمارين �لح�سابات, فقد �عتادو� 
�لرغم من وجود كثير من �لتمارين �لتي ت�ساأل عن �لبر�هين, و�لتي  عليها في �لتفا�سل و�لتكامل, وعلى 
نحب تكليف �لطلبة بها, فاإنني �أن�سح بالتكليف بتمرينين �أو ثلاثة من مثل هذه �لتمارين, ومحاولة تكليف 
�أحدهم ب�شرح كيفية �أد�ء كل برهان في �لمحا�شرة �لمقبلة. �أعتقد �أنه يتعيّن تكليف �لطلبة �إثبات و�حد على 

�لاأقل في كل و�جب منزلي.
يو�جه �لطلبة و�بلًا لا ينتهي من �لتعريفات و�لمبرهنات, وهو �سيء لم ي�سادفه �لطلبة قط من قبل, ولم 
�إلينا �أنّ علامات �لامتحانات �لتي تبدو معقولة بالن�سبة  �إتقان هذ� �لنوع من �لمو�د, ف�سلًا عن   يعتادو� 

– تكون عادة قليلة ومحبطة لكثير من �لطلبة.  – و�لتي تطلب قليلًا من �لتعريفات و�لبر�هين 
وقد ظهرت تو�سيتي لمعالجة هذه �لم�سكلة في �لمقال “Happy Abstract Algebra classes” في عدد 

 .)MMA FOCUS( نوفمبر عام 2001م في �إ�سد�ر �ألـ
�إنّ  �إذ  �لبكالوريو�س,  لطلبة  �لمجرد  �لجبر  في  و�حد  لف�سل  در��سي  مقرر  �أيلاند,  رود  جامعة  في  لدينا 
�, ومكوّنة من محا�شر�ت بقر�بة )42 – 50( دقيقة, �أعطيت ثلاثة �ختبار�ت في ح�سة  ف�سولنا ق�سيرة جدًّ
ح�سة للتدري�س, �لتي �أكلف �لطلبة   )38( قر�بة  تاركًا   , �لدر��سي  �لمقرر  درّ�ست  عندما  دقيقة  �ألــ )50(  
 ,27 فيها عادةً بو�جبات منزلية, و�أغطي �لمادة عادة في �لف�سول 0 – 11, 13 – 15, 18 – 23, 26, 
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و29 – 32, �لتي ت�ساوي )27( ف�سلًا, بالطبع, �أق�سي �أكثر من ح�سة في كثير من �لف�سول, ولكني �أجد 
عادة �لوقت لتغطية ف�سلين �آخرين, و�أ�سيف �أحيانًا �لف�سلين 16 و 17. )لا معنى لتقديم �لف�سل 16 �إلا 
�إذ� قدّم �لف�سل 17, �أو �أقدم �لف�سل 36 لاحقًا( , �إ�سافة �إلى �أنني �أغطي عادة �لف�سل 25 و�أحيانًا �لف�سل 
12 )ر�جع خريطة �لتتابع(, �إذ �إنّ �لو�جب يق�سي بعدم �إحباط �لطلبة في �لاأ�سابيع �لاأولى للمقرر �لدر��سي. 
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xi  

مقدّمة للطالب

�لريا�سيات  مقرر�ت  في  ��ستخدمتها  �لتي  تلك  عن  مختلفة  طرق  �إلى  �لدر��سي  �لمقرر  هذ�  يحتاج  قد 
�لرجوع  �لو�جب �لمنزلي من خلال  �أد�ء م�سائل  �أ�سبحت معتادً� على  �أنك  �ل�سابقة, ومن �لممكن  �لدر��سية 
للكتاب و�لبحث عن م�سائل م�سابهة, ومن ثم تعديل بع�س �لاأرقام فقط, هذ� قد ي�سلح في �لقليل من تمارين 
�, بحيث لا يُتعامل مع  ا جدًّ �أ�سبح �لفهم لهذ� �لمو�سوع مهمًّ هذ� �لكتاب, ولكنه لن ي�سلح لمعظمها, وقد 

�لتمارين من غير در��سة �لكتاب.
�أقــدم لــك بع�س �لمقترحات لدر��ســة هــذ� �لكتاب, لاحــظ �أنّ �لكتــاب ملــيء بالتعريفــات, و�لمبرهنات, 
و�لنتائــج, و�لاأمثلــة, فالتعريفــات حا�ســمة, ويجب �أن نتفــق على �لم�ســطلحات؛ لنحرز �لتقــدم, وقد يتبع 
�لتعريفَ �أحيانًا مثال يو�سح �لمفهوم, �إذ ربما تكون �لاأمثلة �أكبر م�ساعد على در��سة �لكتاب؛ ولذلك, �أوليت 
�هتمامًــا بالاأمثلــة, و�أقــترح �أن تتجاوز �إثباتات �لمبرهنــات في قر�ءتك �لاأولى للف�ســل, �إلا �إذ� كنت مغرمًا 
تمامًــا بالبر�هين, حيث يجب �أن تقر�أ ن�ــسّ �لمبرهنة, وتحاول �أن تفهم فقط ماذ� تعني, ثمّ ياأتي في �لعادة 

مثال يو�سح �لمبرهنة, وهذ� ي�ساعد تمامًا على فهم ما تقوله �لمبرهنة. 
ا لذلك, في قر�ءتك �لاأولى للف�سل, �أقترح �أن تركز على �لمعلومات �لتي يعطيها �لف�سل, وتحاول  تلخي�سً
�كت�ساف فهم حقيقي له, فاإذ� لم تفهم ن�سّ �لمبرهنة, فمن �لمحتمل �أنه لا معنى لقر�ءتك للاإثبات. �لبر�هين 
�أ�سا�سية في �لريا�سيات, و�إذ� �سعرت باأنك قد فهمت �لمعلومات �لمعطاة في �لف�سل, فعليك قر�ءة �لبر�هين 
ومحاولة فهم بع�سها على �لاأقل, ومن �لجدير بالذكر �أنّ بر�هين �لنتائج في �لعادة هي �لاأ�سهل؛ لاأنها غالبًا 
تنتج مبا�شرة من �لمبرهنة, �إ�سافة �إلى �أنّ  �لكثير من �لتمارين تحت �لعنو�ن »مبرهنة« ت�ساأل عن �لبرهان؛ 
لذ�, حاول �ألا تحبط من �لبد�ية, فهي تحتاج �إلى بع�س �لتمرين و�لخبرة, فالبر�هين في �لجبر يمكن �أن تكون 
�أكثر �سعوبة من �لبر�هين في �لهند�سة و�لتفا�سل و�لتكامل؛ لاأنه لا توجد في �لعادة ر�سمات مقترحة يمكنك 
ر�سمها, وغالبًا ينتج �لبرهان ب�سهولة �إذ� حدث, ونظرت فقط �إلى �لم�سطلح �ل�سحيح. بالطبع, لا فائدة من 
ت�سميم برهان �إذ� لم تفهم ما �لذي تحاول �إثباته, على �سبيل �لمثال: �إذ� �ساألك تمرين لتثبت �أنّ �سيئًا معطًى 
ينتمي لمجموعة محددة, فيجب عليك �أن تعرف �لمعيار �لمعرّف للعن�شر في تلك �لمجموعة, ومن ثم تبرهن 

�أنّ �ل�سيء �لمعطى لك يحقق هذ� �لمعيار. 
هناك كثير من �لم�ساعد�ت لك على �لدر��سة في نهاية �لكتاب. بالطبع, �ستكت�سف �إجابات �لاأ�سئلة �لفردية 
ℤn مثلًا, فانظر �إلى م�شرد �لرموز �لذي يظهر  �لتي لا ت�ساأل عن �لبرهان, و�إذ� مررت برمز لا تعرفه مثل 
بعد ثبت �لمر�جع, �أمّا �إذ� مررت بم�سطلح لا تعرفه, مثل �لتماثل �لذ�تي �لد�خلي, فيمكنك �لبحث في م�شرد 

�لم�سطلحات عن �ل�سفحة �لاأولى لظهور هذ� �لم�سطلح. 
�لخلا�سة, على �لرغم من �أنّ فهم �لمو�سوع مهم في كل مقرر در��سي للريا�سيات, فاإنه في �لحقيقة حا�سم 

لاأد�ئك في هذ� �لمقرر �لدر��سي, �لذي ع�سى �أن تجد فيه خبرة مجزية. 

ج.    ب.    ف
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13  

المجموعات والعلاقات Sets And Relationsالف�سل 0
حول التعريفات ومفهوم المجموعة 

من  �لاأهمية  هذه  وتن�ساأ  �لريا�سيات,  في  للتعريفات  �لكبرى  �لاأهمية  �لطلبة  من  كثير  يدرك  لا 
حول  بينهما  فيما  �لتو��سل  �سخ�سان  حاول  فلو  بينهم,  فيما  �لتو��سل  �إلى  �لريا�سيين  حاجة 
�أيّ حال  هناك �سعفٌ  �لتقنية. وعلى  �أن يكونا م�ستركين في فهم مفرد�ته  مو�سوع ما, فلا بد 

بنائي مهم في هذ� �لاأمر. 

�إنه من �لم�ستحيل �أن نعرّف كل مفهوم.

�أننا عرّفنا مفهوم المجموعة على هذ� �لنحو: "المجموعة (set) هي جماعة مكونة  مثلًا �فتر�س 
من �أ�سياء", فمن �لطبيعي �أن ي�ساأل �لمرء عن �لمق�سود بالجماعة, وهذ� يجعلنا نعرفها  على �لنحو 
�لاآتي: "�لجماعة هي تجمّع من �أ�سياء", وهنا يظهر  �ل�سوؤ�ل �لاآتي: ما �لتجمّع؟ ولاأن مفرد�ت �للغة 
منتهية, ف�سنجد �أنف�سنا بعد حين ن�ستخدم كلمات �سبق ��ستخد�مها )تقليدية �أو مبتذلة(, وعندها 
يكون �لتعريف مفرغًا من معناه وعديم �لاأهمية, ويدرك �لريا�سيون �أنه لا بدّ من وجود مفاهيم 
ا على �أن المجموعة هي �أحد هذه �لمفاهيم �لبد�ئية,  غير معرّفة �أو بد�ئية نبد�أ منها, وقد �تفقو� حاليًّ
�لاأعد�د  "مجموعة  مثل  عبار�ت,  ذكرت  �إذ�  �أنه  ناأمل  لكننا  المجموعة,  نعرّف  لن  �أننا  عن  ف�سلًا 
�لمختلفة  �لنا�س  مفاهيم  تكون  �أن  �لاأمريكي"  �ل�سيوخ  مجل�س  �أع�ساء  "مجموعة  �أو  �لحقيقية" 

للمق�سود مت�سابهة بما يكفي لجعل �لتو��سل معقولًا. 
         نجمل بع�س �لاأ�سياء �لتي �سنفتر�سها حول �لمجموعات باخت�سار كالاآتي:

تتكوّن �لمجموعة S من عنا�شر (elements), و�إذ� كان a �أحد هذه �لعنا�شر, فن�سير �إلى . 1
 .a S∈ ذلك بالرمز 

2 . (empty set) هناك مجموعة و�حدة بال�سبط لي�س فيها عنا�شر, وهي المجموعة الخالية
ويرمز لها بِـ  ∅.

يمكننا و�سف �لمجموعة, �إما باإعطاء �سفة مميزة لعنا�شرها, مثل »مجموعة �أع�ساء مجل�س . 3
�لعنا�شر  �لقيا�سية لو�سف مجموعة ب�شرد  �لطريقة  �لعنا�شر.  �أو ب�شرد  �لاأمريكي«  �ل�سيوخ 
�لمثال �سبيل  على  حا�شرتين,  بين   – بفو��سل  مف�سولة   – �لعنا�شر  �أ�سماء  بح�شر   هي 

}15, 2, 1{ �إذ� و�سفت مجموعة ب�سفة مميزة )P)x لعنا�شرها x, فاإنه عادة ما ي�ستخدم 
�لعبارة )P)x عنx �سحيحة«  �إن  x بحيث  رمز �لحو��شر}x | P(x){ ويقر�أ »مجموعة كل 

وعليه:
}x | 8 عدد �سحيح موجب �أقل من �أو ي�ساوي  x{ = }2, 4, 6, 8}

}2x | x = 1 ,2 ,3 ,4{ =

�لرمز }x | P(x){ عادة ما ي�سمى »رمز بناء- �لمجموعة«.   
المجموعة ح�سنة التعريف )well defined( تعني �أنه �إذ� كانت S مجموعة و a �سيء ما, . 4

 .a ∉ S ِويرمز لها بـ – S لي�س في a أو بالتاأكيد� – a ∈ S ويرمز لها بِـ – S في a فاإنه �إما
ومن ثم يجب علينا �ألا نقول �أبدً� “�عتبر �لمجموعة S لبع�س �لاأعد�د �لموجبة,” لاأنه لي�س 
و��سحًا فيما �إذ� كان S ∋ 2 �أو S ∌ 2 . من �لناحية �لاأخرى, يمكننا �عتبار �لمجموعة T لكل 
�لاأعد�د �ل�سحيحة �لموجبة �لاأولية ح�سنة �لتعريف وذلك لاأن كل عدد �سحيح موجب هو بلا 
ا �أو غير �أولي. ومن ثم T ∋ 5 و T ∌ 14. من �لممكن �أن يكون �سعبًا �أن نحدد  ريب �إما �أوليًّ
بالفعل ما �إذ� كان �سيء ما في مجموعة. على �سبيل �لمثال, عندما �أُر�سل هذ� �لكتاب للطباعة 
 من �لمحتمل �أنه لم يكن معلومًا فيما �إذ� كان 1 + (265)2 في T. على �أي حال, من �لموؤكد �أن

ا �أو غير �أولي.  1 + (265)2 �إما �أوليًّ
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�أول في �لجبر �لمجرد 14 مقرر 

مفهوم  �إلى  ن�ستخدمه  �سيء  كل  تعريف  نُرْجِع  �أن  �لكتاب  هذ�  في  �لملائم  غير  ومن           
�لمجموعة, فمثلًا: لن نُعَرِّفَ �لعدد π بدلالة مجموعة �أبدً�.

كل تعريف هو عبارة من �لنوع اإذا وفقط اإذا.

من  جزءً�  بو�سفها  تُفهم  د�ئمًا  لكنها  اإذا،  فقط  بحذف  عادة  �لتعريفات  تُذكَر  �لفهم  هذ�  مع 
مت�ساوي  "يكون �لمثلث  �لنحو:  �ل�ساقين على  �لتعريف, وعليه, يمكننا تعريف �لمثلث مت�ساوي 
ال�ساقين (isosceles) �إذ� كان له �سلعان مت�ساويان في �لطول," وهذ� نعني به حقيقةً �أن �لمثلث 

مت�ساوي �ل�ساقين �إذ� وفقط �إذ� كان له �سلعان مت�ساويان في �لطول.
         يتعيّن علينا في كتابنا هذ� تعريف �لكثير من �لم�سطلحات, فن�ستخدم على وجه �لتخ�سي�س 
ترقيمًا وتعليمًا لتعريفات �لمفاهيم �لجبرية �لرئي�سة �لتي نهتم بها, ولتجنب كمية مربكة من مثل 
هذه �لتعليمات و�لترقيمات, عرّفنا كثيًر� من �لم�سطلحات �سمن متن �لكتاب وتمارينه با�ستخد�م 

�لطباعة بالحرف �لغامق.

ا�سطلاح الخط الغامق
�لم�سطلح �لمطبوع بحرف غامق في جملة يتم تعريفه في تلك �لجملة.

ا, بل �إن �ل�سيء �لمهم اإدراك �لمفهوم, وعليه, يمكنك          لا تعتقد �أن عليك �أن تحفظ �لتعريف حرفيًّ
المت�ساوي  "�لمثلث  �لاآتي:  فالتعريف  وهكذ�  �لخا�سة,  بكلماتك  نف�سه  �لمفهوم  تعريف  بال�سبط 
ال�ساقين هو مثلث له �سلعان مت�ساويان " هو على نحو كاملٍ �سحيح,  وقد كان لز�مًا علينا �أن 
نوؤخر �سياغتنا لم�سطلح �لخط �لغامق �إلى ما بعد ��ستخد�منا له في مناق�سة تعريف �لمجموعة؛ 

وذلك لاأننا لم نكن عرّفنا �لمجموعة بعد!
لتو�سيحها  بو�سفها مجموعات, وذلك  �لماألوفة  �لمفاهيم  �لف�سل بع�س  �سنعرّف في هذ�         

ومر�جعتها, ونعطي �أولًا  بع�س �لتعريفات و�لرموز. 
�أو1.0 تعريف  B ⊆ A  بِـ A  يرمز لها   (subset of a set) مجموعة جزئيّة من مجموعة   B �لمجموعة 

لِـ    A B⊃ �أو  B A⊂ �لرموز  و�ست�ستخدم   ,A في  هو   B في  عن�شر  كل  كان  �إذ�   A B⊇
▄                                                                                                  . B A≠ B , لكن  A⊆

 .A كلتاهما مجموعتان جزئيّتان من φ لاحظ �أنه وفقًا لهذ� �لتعريف, لاأيّ مجموعة A ,A نف�سها و 

�إذ� كانت A �أيّ مجموعة, فاإن A مجموعة جزئيّة غير فعليّة من A (improper subset of), 2.0 تعريف
▄     .A (proper subset of) هي مجموعة جزئيّة فعليّة من A أيّ مجموعة جزئيّة �أخرى من�

لتكن {S = }1, 2, 3. هذه �لمجموعة S لها ب�سورة كلّية ثماني مجموعات جزئيّة, هي:3.0 مثال
�                                                                 , , , , , , , , ,1 2 3 1 2 1 3 2 3z " " " " " ", , , , , ,

 , , ,1 2 3" ,

لتكن A و B مجموعتين, �لمجموعة {b ∊ B و A × B = }(a, b) | a ∊ A هي ال�شرب الديكارتي 4.0 تعريف
¢                                                                                                   .B و A لِـ (Cartesian product)
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�لف�سل ا: �لمجموعات و�لعلاقات  15

�إذ�  كانت {A = }1, 2, 3 و {B = }3, 4 , فاإن لدينا: 5.0 مثال
▲                                                     A × B = }(1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 3), (3, 4)}

          خلال هذ� �لكتاب �سينجز كثير من �لعمل مت�سمنًا مجموعات �أعد�دٍ ماألوفة,  لنعتني  برموز 
هذه �لمجموعات مرة و�حدة و�أخيرة.

ℤ مجموعة �لاأعد�د �ل�سحيحة )�لاأعد�د �ل�سحيحة: �لموجبة, و�ل�سالبة, و�ل�سفر(.

�لتعبير عنها بو�سفها خو�رج ق�سمة �لتي يمكن  )�لاأعد�د  �لن�سبيّة  �لاأعد�د   ℚ مجموعة 
 .)n ≠ 0 لاأعد�د �سحيحة, حيث m/ n

ℝ مجموعة �لاأعد�د �لحقيقيّة.
+ℚ+ ,ℤ, و +ℝ هي مجموعات �لاأعد�د �لموجبة في ℚ ,ℤ, و ℝ على �لترتيب.

ℂ مجموعة �لاأعد�د �لمركّبة.
 ,ℂو ,ℝ ,ℚ ,ℤ هي مجموعات �لاأعد�د غير �ل�سفريّة في ℂ* و ، ℝ* ، ℚ* ،ℤ*

على �لترتيب.

�لمجموعة ℝ × ℝ هي �لم�ستوى �لاإقليدي �لماألوف �لذي ن�ستخدمه في �أوّل مقرر در��سي تفا�سل 6.0 مثال 
وتكامل لر�سم بيانات دو�لّ.                                                                                                                     ▲

العلاقات بين المجموعات

�سنقدم �لاآن مفهوم ارتباط عن�شر a من مجموعة A مع عن�شر b من مجموعة B، �لتي يمكننا �أن 
، حيث اإنّ �لرمز  يُظْهِرُ �لعن�شرين a و b بترتيب من �لي�سار �إلى �ليمين,  نرمز لها بِـ  
بو�صفها   ℜ �لتعريف �لاآتي لعلاقة  �إلى  A × B، وهذ� يقودنا  (a, b) لعن�شر في  �لرمز  كما في 

مجموعة.

) 7.0 تعريف ),  a b ℜ∈ ℜ من A × B. فنقر�أ   العلاقة (relation) بين مجموعتين A و B، هي مجموعة جزئيّة 
¢                                                                                               .a ℜ  b ونكتب ,"b ِترتبط بـ a" على �لنحو

)علاقة الم�ساواة (Equality Relation)(: توجد علاقة ماألوفة و�حدة بين مجموعة ونف�سها, 8.0 مثال
على  �لمعرفة   = �لم�ساو�ة  علاقة  �أي  تمتلكها:  �لكتاب  هذ�  في  ذكرت   S مجموعة  كل  نعُدّ  حيث 

مجموعة S بِـ 

.S × S من , |x x x S!^ h

" , = هي �لمجموعة �لجزئيّة 
x لدينا x = x, لكن �إذ� كان x و y عن�شرين مختلفين في S, فاإن  S∈ وعليه, لاأيّ 

 �                                                                                                . x y≠ , ونكتب  ,x y "=^ h

        �سن�سير �إلى �أيّ علاقة بين مجموعة S ونف�سها – كما في �لمثال �ل�سابق- بو�سفها علاقة 
 .S (relation on) على
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�أول في �لجبر �لمجرد 16 مقرر 

, 9.0 مثال |x x x R3 !^ h

" x , هو �لمجموعة �لجزئيّة , R! �لبيان للد�لّة f حيث f(x) = x3 لكل 
دَّد �لد�لّة تمامًا من خلال بيانها.                �  , حيث تُحَ , وعليه, هي علاقة على  ×  من 
 x R! �س لكل     يقترح �لمثال �ل�سابق بدلًا من تعريف "د�لّة" y =f(x) لتكون "قاعدة" تخ�سِّ
, ويمكننا ب�سهولة و�سفها باأنها مجموعة جزئيّة من نوع مُعَيّن من  x R! عن�شًر� و�حدً� فقط 
R, ونتعامل مع �أيّ مجموعتين  , �أي بو�سفها علاقة من نوع معيّن, فنُحَرِّر �أنف�سنا من  × 

 .Y و X

 الدال���ة ϕ (function) �لتــي تر�ســل X �إلى Y, هــي علاقــة بــين X و Y, مــع �لخا�ســيّة �أن كل 10.0 تعريف
ى د�لّــة  ــا لــزوج مرتّــب (x, y) و�حــد فقــط في ϕ، وتُ�ســمَّ  x ∊ X تظهــر بو�ســفها ع�ســوً� �أوّليًّ
ــا تطبيقً���ا (map or mapping) مــن X �إلى Y. نكتــب ϕ: X → Y، ونُعَــبرِّ عــن  كهــذه �أي�سً
�أمــا   ،X �لمجموعــة  هــو   ϕ لـــِ   (domain) والمج���ال   ,ϕ (x) = y بـــ   (x, y) ∊  ϕ  
هــو  ϕ لـــِ   (range) والم���دى   ,ϕ لـــِ   (codomain) المقاب���ل  المج���ال  فهــي   ،Y  �لمجموعــة 
 ¢                                                                                                     . ( ) |X x x X!z z=6 @ " ,

 

يمكننا �لنظر �إلى عملية جمع �لاأعد�د �لحقيقية بو�سفها د�لّة ℝ → (ℝ × ℝ) :+, �أي د�لّة تر�سل  11.0 مثال
) معطًى برمز �لد�لّة على  )2, 3  ∈ ×   , فعلى �سبيل �لمثال: �لتاأثير لـ + على  ×  �إلى  
�لنحو: 5 = ((3 ,2))+ . برمز �لمجموعات نكتب +∍(5 ,(3 ,2)), وبالطبع �لرمز �لماألوف لنا هو 
 ▲                                                                                                                                 .2 +3 =5

تعداد
عدد �لعنا�شر في مجموعة X هو العدد الرئي�س (cardinality) لـِ X , ويرمز له عادة بـ |X|, فعلى 
ا لنا مَعْرِفة فيما �إذ� كانت مجموعتان لهما  �سبيل �لمثال: لدينا 3= |{7 ,5 ,2{|, و�سيكون مهمًّ
�لعدد �لرئي�س نف�سه, فلي�س هناك م�سكلة �إن كانت كلتا �لمجموعتين منتهيتين؛ فيمكننا بب�ساطة عَدُّ 
 لها �لعدد �لرئي�س نف�سه؟ ولاإقناع �أنف�سنا باأن  , و , و �لعنا�شر في كل مجموعة. لكن, هل 
مجموعتين X و Y لهما �لعدد �لرئي�س نف�سه, نحاول �أن نعر�س لكل x ∊ X �زدو�جًا مع  y و�حدة فقط 
ا مرة و�حدة لهذه �لازدو�ج, للمجموعتين  في Y, بطريقة يكون فيها  كل عن�شر من Y يُ�ستعمل �أي�سً

{X = }2, 5, 7 و {# ,! ,?{ = Y �لازدو�ج �لاآتي:

2↔? ,5 ↔ # ,7 ↔ !

�لنحو: على  هذه  �لازدو�ج  عر�س  ا  �أي�سً يمكننا  �أنه  لاحظ  نف�سه,  �لرئي�س  �لعدد  لهما  �أن   يبيّن 
 .Y و X علاقة بين  –  X × Y  (! ,7) ,(# ,5) ,(? ,2){, �لتي هي– بو�سفها مجموعة جزئيّة من}

�لازدو�ج:
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 X لهما �لعدد �لرئي�س نف�سه. �زدو�ج كهذ� – يبيّن �أن مجموعتين +  و تبيّن �أن �لمجموعتين 
ا  اأحاديًّ ى تقابلًا  و Y لهما �لعدد �لرئي�س نف�سه– هو علاقة ↔ من نوع خا�س بين X و Y تُ�سمَّ
(one-to-one correspondence)؛ لاأن كل عن�شر x في X يظهر بال�سبط مرة و�حدة في هذه 
�لعلاقة, ويمكننا �أن نَعُدَّ هذ� �لتقابل �لاأحادي باأنه دالّة مجالها X, ومد�ها Y؛ وذلك لاأن كل y في 

ا في زوج ما x ↔ y. ن�سوغ هذه �لمناق�سة في تعريف:  Y تظهر �أي�سً

1 12.0 تعريف 2x x= 1 فقط عندما  2( ) ( )x xφ φ= : اأُحاديّة  (one-to-one), �إذ� كان  X Yφ → 1�لد�لّة 
¢                          .Y هو ϕ ِإذ� كان �لمدى لـ� Y ِلـ (onto) غامرة φ )�نظر �لتمرين 37(, و�لد�لّة 

Y, فاإن  X ب�سورة غامرة �إلى  ϕ , تر�سل  X × Y د�لّةُ �أحاديّة       �إذ� كانت مجموعة جزئيّة من 
ا  كل   x ∊ X يظهر بو�سفه ع�سوً� �أوّليًّا في زوج مرتب و�حد فقط في ϕ، وكل y ∊ Y يظهر �أي�سً
بو�سفه ع�سوً� ثانيًا في زوج مرتب و�حد فقط في ϕ. وعليه, �إذ� بادلنا �لع�سوين �لاأول و�لثاني 
في  �لاأزو�ج �لمرتّبة (x, y) جميعها في ϕ ؛ لنح�سل على مجموعة �أزو�ج مرتّبة (y, x) – ح�سلنا 
على مجموعة جزئيّة من Y × X- �لتي تعطي د�لّة �أحاديّة تر�سل Y ب�سورة غامرة �إلى X, وت�سمّى 
ϕ-1. بوجه عام, �إذ� كانت  ϕ, ويرمز لها بـِ  هذه �لد�لّة دالّة المعكو�س (inverse function) لـِ 
ϕ تر�سل X ب�سورة �أحاديّة وغامرة �إلى Y, وكان  ϕ (x) = y؛ فاإن ϕ-1 تر�سل Y ب�سورة �أحاديّة 

 .ϕ-1(y) =x وعليه فاإن X وغامرة �إلى
مجموعتان, X و Y لهما العدد الرئي�س نف�سه (same cardinality), �إذ� وجدت د�لّة �أُحاديّة 13.0 تعريف

¢                                    .Yو X أي �إذ� وجد تقابل �أحادي بين� ,Y ب�سورة غامرة �إلى X تُر�سل

, حيث f(x) = x2 لي�ست �أحاديّة؛ لاأن f(2) = f(-2) = 4 , لكن 2- ≠ 2, 14.0 مثال :f →  �لد�لّة 
؛ لاأن �لمدى هو �لمجموعة �لجزئيّة �لفعليّة لكل �لاأعد�د غير �ل�سالبة  ا هي لي�ست غامرة لـِ  �أي�سً
g: → �لمعرَّفة بـ g(x) = x3 هي د�لة �أحاديّة وغامرة   ¡  ومن ناحية �أخرى فالد�لة,   في 
p  . لـِ 

0
+= =ℵ  ؛ ولذلك,  0ℵ + لهما �لعدد �لرئي�س نف�سه, ونرمز لهذ� �لعدد بـ   و نّا �أن       بَيَّ

�أن  منتهية يمكن  فعليّة من مجموعة غير  �أن مجموعة جزئيّة  �لعجيب  �أنه من  ذلك  �إلى  �أ�سف   ,
 يكون عددها �لرئي�س هو �لعدد �لرئي�س نف�سه للمجموعة �لكاملة؛ �إذ �إن المجموعة غير المنتهية

(infinite set) يمكن �أن تُعرَّف بو�سفها مجموعة لها هذه �لخا�سيّة. 

�إذ� كانت �لمجموعات غير �لمنتهية جميعها لها �لعدد  �إننا نت�ساءل ب�سورة طبيعية فيما          
�إذ�  وفقط  �إذ�   0ℵ هو  �لرئي�س  عددها  يكون  فالمجموعة   . للمجموعة  كالذي  نف�سه,  �لرئي�س 
كانت عنا�شرها جميعها يمكن �أن ت�شرد في �سف لا نهائي, بحيث ن�ستطيع "ترقيمها" با�ستخد�م
, ففي �لم�سفوفة �لمربعة للك�سور �لتي  �أن هذ� ممكن للمجموعة  15.0 ي�سير �إلى  . �ل�سكل  +
 كلها,  نرى خيطًا ي�سقّ طريقًا   تمتد �إلى �ليمين و�إلى �لاأ�سفل ب�سورة لا نهائية, وتحوي عنا�شر 
ملتويًا خلال هذه �لم�سفوفة, لنتخيّل �أنّ �لك�سور ملت�سقة بهذ� �لخيط, و�أننا �أخذنا بد�ية �لخيط, 
 جميعها عليه في  و�سحبناه للي�سار في �تجاه �ل�سهم, فاإن �لخيط �سي�ستقيم, و�ستظهر عنا�شر 

 . 0ℵ= ا  �إذن لدينا �أي�سً
 

1 1 30, , ,1, 1, ,...
2 2 2
− − �سف لا نهائي كالاآتي:  

ا �آخر ��ستخدم من قِبَل تلاميذ بورباكي (N.Bourbaki) قد ت�ساهده في مكان �آخر. في ��سطلاح  1. نذكر ��سطلاحًا فنيًّ
�لد�لة  �أما   ,(surjection) �ساملة  د�لة  هي  �لغامرة  و�لد�لة   (injection) متباينة  د�لة  هي  �لاأحادية  �لد�لة  بورباكي 

.(bijection) لاأحادية و�لغامرة فهي د�لة تقابل�
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ال�سكل 15.0

, فاإن جميع عنا�شرها  0ℵ } هو  } |  0 1S x x= ∈ < <   �إذ� كان �لعدد �لرئي�س للمجموعة 
يمكن �أن ت�شرد على �سورة  ك�سور ع�شرية غير منتهية ممتدة للاأ�سفل, متخذة �سكلًا لانهائيًّا في 

عمود, ربما على �لنحو: 
0.3659663426 ...
0.7103958453 ...
0.0.58493553 ...
0.9968452214 ...

...

�سنثبت �لاآن �أنّ �أيّ ترتيب على هذه �ل�سورة, يجب �أن ي�سقط عن�شًر� ما في S, بالتاأكيد S تحوي  
ا من 0 و 9,  عددً�  r , تكون فيه �لمنزلة ذ�ت �لترتيب n بعد �لفا�سلة �لع�شرية هي رقم لا ي�ساوي �أيًّ
ولا ي�ساوي �لمنزلة ذ�ت �لترتيب n للعدد ذي �لترتيب n في هذه �لقائمة, فمثلًا: من �لممكن �أن تبد�أ 
r بـ … 0.5637. باختلاف �لرقم 5 بعد �لفا�سلة �لع�شرية عن �لرقم 3, يتبيّن لنا �أن r لي�س �لعدد 
�لاأول في �لقائمة S �لم�شرودة في �لترتيب �لمبيّن, وباختلاف �لرقم 6 عن 1 في �لمنزلة �لع�شرية 
, ولاأننا ن�ستطيع عمل هذ�  �لقائمة, وهكذ�  �لثاني في  �لعدد  r لي�ست  �أن  ا  �أي�سً �لثانية, يتبيّن لنا 
. ي�سير  + �لتبرير مع اأيّ قائمة, فاإننا نرى �أن S فيها عنا�شر �أكثر بكثير مما يمكن قرنه بتلك في 
, وي�سير    بـ   فيها عدد عنا�شر S نف�سه, وقد رمزنا لعدد عنا�شر  �لتمرين 15 �إلى �أن 

 .  ا من �لاأعد�د �لرئي�سة �لمختلفة, حتى �أكبر من  �لتمرين 19 �إلى �أن هناك عددً� لانهائيًّ
التجزئة وعلاقات التكافوؤ 

تكون �لمجموعات منف�سلة (disjoint) �إذ� لم تكن فيها �ثنتان  بينهما عن�شر م�سترك, و�سنحتاج 
لاحقًا �إلى �أن نجزّئ مجموعة لها بنية جبريّة )مثلًا مفهوم �لجمع( �إلى مجموعات جزئيّة منف�سلة, 
ت�سبح عنا�شر بنية جبريّة مرتبطة بالمجموعة, ثم نختم هذ� �لف�سل بدر��سة لمثل هذه التجزئات 

�أو �لتقطيع للمجموعات. 
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يكون فيها 16.0 تعريف   S S هي عائلة لمجموعات جزئيّة غير خالية من  (partition) لمجموعة  التجزئة 
كل عن�شر من S في و�حدة فقط من هذه �لمجموعات �لجزئيّة, و�لمجموعات �لجزئيّة هي خلايا 
(cells) �لتجزئة.                                                                                                                               ¢ 

 . x         عندما نناق�س تجزئة لمجموعة S, نرمز للخليّة �لتي تحوي �لعن�شر x في S بـ 
+ �إلى مجموعتين: �لمجموعة �لجزئيّة للاأعد�د �ل�سحيحة �لموجبة �لزوجيّة )تلك �لتي 17.0 مثال بتق�سيم 

2(, و�لمجموعة �لجزئيّة للاأعد�د �ل�سحيحة �لموجبة �لفردية )تلك �لتي باقي  تقبل �لق�سمة على 
+ �إلى خليّتين.  ق�سمتها على 2 هو 1(, نح�سل على تجزئة لـِ 

فمثلًا, ن�ستطيع �أن نكتب

{ }14 2,4,6,8,10,12,14,16,18,...=

+ �إلى ثلاث خلايا: و�حدة تتاألّف من �لاأعد�د �ل�سحيحة �لموجبة �لقابلة  ا يمكننا تجزئة  �أي�سً
للق�سمة على 3, و�أخرى تتاألّف من �لاأعد�د �ل�سحيحة �لموجبة �لتي يكون باقي ق�سمتها على 3 هو 

1, و�لاأخيرة تتاألّف من �لاأعد�د �ل�سحيحة �لموجبة �لتي يكون باقي ق�سمتها على 3 هو 2.
+ �إلى n خليّة وفقًا للباقي فيما       وبالتعميم – لكل عدد �سحيح موجب n – يمكننا تجزئة 
�إذ� كان  n-1 ,… ,2 ,1 ,0 وذلك عند ق�سمة عدد �سحيح موجب على n, فهذه �لخلايا هي �سفوف 
، وي�ساألنا �لتمرين 35 �أن نعر�س هذه  + البواقي قيا�س n (residue classes modulo) في

 p                                                                                           .n = 2, 3, 5 لتجزئات للحالات�

ℜ على S: �أي لـــِ x, y ∊ S, ليكن       �إن كل تجزئــة لمجموعــة S تعطــي بطريقــة طبيعيــة علاقــة 
x �إذ� وفقــط �إذ� كان x و y في �لخليّــة نف�ســها للتجزئة. با�ســتخد�م رمــز �لمجموعة, يمكننا  yℜ
x,y) ∊ ℜ(  )�نظر �لتعريــف 7.0(. وبقليل من �لتفكير, يظهر �أنّ هذه  x علــى �لنحو:  yℜ كتابــة 

ℜ على S تحقّق �لخ�سائ�س �لثلاث لعلاقة التكافوؤ في �لتعريف �لاآتي:   �لعلاقة 

ℜ على مجموعة S, هي علاقة تحقّق �لخ�سائ�س 18.0 تعريف  (equivalence relation) علاقة التكافوؤ
 :x, y, z ∊ S لثلاث �لاآتية  لكل�

x xℜ )منعك�سة(:   .1

 . y xℜ xℜ y, فاإن  )متناظرة(: �إذ� كان   .2

¢                                    . x zℜ , فاإن  y zℜ x و yℜ )متعدية(: �إذ� كان   .3

ℜ �لمقابلة لتجزئة لـِ S تحقّق �شرط �لتناظر في �لتعريف؟ علينا �أن       لنو�سح, لماذ� نجد �لعلاقة 
(, فاإن y وx في �لخليّة نف�سها )�أي  x yℜ نلاحظ فقط �أنه �إذ� كان x و y في �لخليّة نف�سها )�أي �إن
(. و�لاآن نترك �لملاحظات �لم�سابهة لاإثبات خا�سيتي �لانعكا�س و�لتعدي للتمرين 28.  y xℜ �إن

S, علاقة �لم�ســاو�ة = �لمعرفــة من خلال �لمجموعــة �لجزئية 19.0 مثال يّ مجموعــة غــير خالية  لاأ
p                                                                                         .هي علاقة تكافوؤ S × S من }(x, x) | x ∊ S}
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+ �إلى �سفوف 20.0 مثال + �لمقابلة لتجزئة   . علاقة �لتكافوؤ على  n +∈ )التطابق مقيا�س n(: ليكن 
 ,(congruence modulo n) لتي نوق�ست في �لمثال 17.0  هي تطابق مقيا�س� n بو�قي مقيا�س
, نكتب عادة a ≡ b )مقيا�س n(, وتقر�أ  na b≡ .  بدلاً من كتابة  n≡ ويرمز لها في بع�س �لاأحيان بـ 
"a تطابق b مقيا�س n". مثلًا: لدينا 27≡ 15 )مقيا�س 4(؛ لاأن كليهما 15 و27 له �لباقي 3 عند 
p                                                                                                                                     .4 ق�سمته على

n �إذ� وفقط �إذ� كان nm ≥ 0, لنحدد �لاآن 21.0 مثال mℜ  �لمعرفة بـِ  ℜ �لعلاقة على �لمجموعة  لتكن 
ℜ علاقة تكافوؤ.  فيما �إذ� كانت 

 .a∈ a ؛ لاأن a2 ≥ 0 لكل  aℜ منعك�سة
 .b aℜ a، فاإن ab ≥ 0 وهكذ� ba≥ 0 ومن ثم  bℜ متناظرة: �إذ� كان 

b، فاإن ab ≥ 0 و bc ≥ 0. وعليه, ab2c = acb2 ≥ 0. �إذ� علمنا  cℜ a و  bℜ متعدية: �إذ� كان 
b = 0 على  علينا فح�س �لحالة   .a cℜ ac ≥ 0 وعليه فاإن  �أنَّ  b2 > 0 , يمكننا ��ستنتاج  �أن 
. وعليه,  3 5ℜ− , لكن لي�س لدينا  0 5ℜ 3 و 0ℜ− نحو  منف�سل, حيث تبيّن لحظة تفكير �أن 
p ℜ لي�ست متعدية, �إذن فهي لي�ست علاقة تكافوؤ.  فالعلاقة 

      لاحظنا فيما �سبق �أن �لتجزئة تنتج علاقة تكافوؤ طبيعية, و�سوف نثبت �لاآن �أن علاقة �لتكافوؤ 
�لنتيجتين بو�سفها  تذكر كلتا  �لاآتية  للمجموعة. �لمبرهنة  على مجموعة تعطي تجزئة طبيعية 

مرجعًا لهما. 
)علاقات التكافوؤ والتجزئات(: لتكن S مجموعة غير خالية, ولتكن ~ علاقة تكافوؤ على S. عندئذٍ 22.0 مبرهنة 

~ تنتج تجزئة لـِ S, حيث 
 ā = } x ∈ S | x ~ a }

ا, كل تجزئة لـِ S تن�سئ علاقة تكافوؤ ~ على S, حيث a ~ b �إذ� وفقط �إذ� كان a وb في خليّة  �أي�سً
�لتجزئة نف�سها. 

البرهان
a تعطي تجزئة لـِ S؛ ولذلك,  S∈ } لـِ   }|a x S x a= ∈ ∼ يجب �أن نثبت �أن �لخلايا �لمختلفة 
a, عندئذٍ  S∈ a. ليكن  b= a, فاإن  b∈ فاإن كل عن�شر في S هو في خليّة ما, وهكذ� �إذ� كان 

a , وهكذ� a في خليّة واحدة على الأقل.  a∈ ومن خلال �ل�شرط )1( فاإن 

a بو�سفها مجموعات؛  b= b. نحتاج �إلى �أن نثبت �أنّ  ا في خليّة        �فتر�س �لاآن �أن a �أي�سً
و�ستثبت هذه �أن a لا يمكن �أن يكون في �أكثر من خليّة و�حدة, وهناك طريقة قيا�سية لاإثبات �أن 

مجموعتين مت�ساويتان: 
اأثبت اأن كل مجموعة هي مجموعة جزئيّة من الأخرى.

– من  a, عندئذٍ   ~  b a, وهكذ�  b∈ x ~ a؛ لكن  , عندئذٍ  x a∈ a. ليكن  b⊆ �أن  �أولًا  نثبت 
b. ليكن  a⊆ a. نثبت بعد ذلك �أن  b⊆ . وعليه,  x b∈ خلال �شرط �لتعدي )x ~ b )3, وهكذ� 
a, وهكذ� a ~ b ومن خلال �شرط �لتناظر )b ~ a )2, عندئذٍ من  b∈ , عندئذٍ y ~ b؛ لكن  y b∈

b , ويكون برهاننا  a= b وهكذ�  a⊆ ا  , لهذ� �أي�سً y a∈ خلال �لتعدي )3( فاإن y ∼a وهكذ� 
قد �كتمل.                                    ¿

.(equivalence class) كل خليّة في �لتجزئة �لنا�سئة من علاقة تكافوؤ, هي �سف تكافوؤ        
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¢ تمارين 0 
ف  �لمجموعة ب�شرد عنا�شرها.  في �لتمارين من 1 �إلى 4, �سِ

{ }2| 3x x∈ =  .1

{{ }2 |  115m m m∈ − <  mn = 60 for some n { }2 |  115m m m∈ − <  } .3
{ }2 | 3m m∈ =  .2

{ }2 |  115m m m∈ − <  .4
في �لتمارين من 5 �إلى 10, قَرِّر فيما �إذ� كان �ل�سيء �لمو�سوف مجموعة بالفعل )ح�سنة �لتعريف(, ثم �أعطِ و�سفًا بديلًا  لكل 

مجموعة. 
}n  ∈ ℤ+ |  عدد كبير n } .5

   }n ∈ ℤ | n2 < 0 } .6
}n ∈ ℤ | 39 < n3 < 57 } .7

 }x ∈ ℚ | عدد �سحيح تقريبًا x} .8
}x ∈ ℚ | 100 يمكن �أن يكتب وله مقام �أكبر من x} .9

}x ∈ ℚ | 4 يمكن �أن يكتب وله مقام موجب �أقل من x} .10

11. �كتب �لمجموعة {a, b, c} × }1, 2, c{  بذكر عنا�شرها. 

12. لتكن {A = }1, 2, 3 و {B = }2, 4, 6. لكل علاقة بين A وB معطاة بو�سفها مجموعة جزئيّة من A ×B, قَرِّر فيما 
 .B ِو�إذ� كانت د�لّة, قرِّر فيما �إذ� كانت �أُحاديّة, وفيما �إذ� كانت غامرة لـ ,B إلى� A إذ� كانت  د�لّة تر�سل�

اأ. {(6 ,3) ,(4 ,2) ,(4 ,1){ 

ج�ـ. {(4 ,1) ,(2 ,1) ,(6 ,1){ 

ه�. {(6 ,3) ,(6 ,2) ,(6 ,1){

ب. {(4 ,3) ,(6 ,2) ,(4 ,1){

د. {(4 ,3) ,(6 ,1) ,(2 ,2){

و. {(4 ,2) ,(6 ,2) ,(2 ,1){
ا �أن قطعتين م�ستقيمتين AB و CD مختلفتين في �لطول لهما عدد �لنقاط نف�سه, وذلك من خلال  �إ�سارتك  ح هند�سيًّ 13. و�سِّ

.AB على x يمكن �أن تقرن بنقطة ، CD على y في �ل�سكل 23.0 �إلى نقطة
P

A B
x

C D

ال�سكل 23.0

 معرفة على �لنحو , وa< b, الفترة المغلقة (closed internal) [a, b] في    a b∈ 14. تذكّر �أن لـِ 

]. �أثبت �أنّ �لفتر�ت �لمعطاة لها �لعدد �لرئي�س نف�سه, باإعطاء �سيغة لد�لّة �أحُاديّة  f تر�سل  ] { },  |   a b x a x b= ∈ ≤ ≤
�لفترة �لاأولى ب�سورة غامرة �إلى �لثانية. 

 [c, d] و [a, b] .�اأ. [1 ,0] و [2 ,0]     ب. [3 ,1] و [25 ,5]      ج

  لهما �لعدد �لرئي�س نف�سه, ]م�صاعدة: �أوجد د�لّة �بتد�ئيّة بالا�ستعانة  } و  } |  0 1S x x= ∈ < < 15. �أثبت �أنّ 
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اأول في الجبر المجرد 22 مقرر 

، وبعد ذلك ب�شحب وتق�ي�ض من��شبين، اجعل المج�ل هو  ب�لتف��شل والتك�مل، تر�شل فترة ب�شورة اأح�ديّة وغ�مرة اإلى
.]S المجموعة

 ،A= }a, b, c, d} اإذا ك�نت : ρ(Α) لمجموعة المجموعات الجزئيّة (Power set) من A، فمثلاًا لأي مجموعة A، نرمز بـ 
ρ(Α) ت�شمى مجموعة القوى (Power set). التم�رين من 16 اإلى 19 تتع�مل مع مفهوم  } المجموعة  }, ,a b c ρ∈ (Α) ف�إن 

 .A مجموعة المجموع�ت الجزئيّة من
16. ا�صرد عن��صر مجموعة القوى للمجموعة المعط�ة، واأعطِ العدد الرئي�ض لمجموعة القوى. 

.}a, b, c} .د       }a, b} .�ج       }a} .ب           φ اأ. 

، ثم ح�ول  ( )Aρ . ب�لعتم�د على التمرين ال�ش�بق، اقترح مخمنَّة عن قيمة  A s= 17. لتكن A مجموعة منتهية، وليكن 
اإثب�ته�. 

18. لأيّ مجموعة A – منتهية اأو غير منتهية – لتكن BA مجموعة الدوالّ جميعه� التي تر�شل A اإلى B = {0, 1}. اأثبت اأنّ 
 .]A يُحدِّدُ بطريقة طبيعية مجموعة جزئيّة من BA لهم� العدد الرئي�ض نف�شه ]م�ش�عدة: كل عن�صر في  ρ(Α) BA و

19. اأثبت اأنّ مجموعة القوى لمجموعة A – منتهية اأو غير منتهية – فيه� عن��صر اأكثر بكثير من اأن تكون ق�درة على اأن 
تو�شع في تق�بل اأح�دي مع A، ثم ف�صّر لم�ذا يعني هذا الحد�ض وجود عدد غير نه�ئي لأعداد رئي�شة غير نه�ئيّة. ]م�صاعدة: 
اإذا ك�ن  فيم�  ρ(Α) بمن�ق�شة  لـِ  اأن تكون غ�مرة  ϕ ل يمكن  اأن  واأثبت   ، ρ(Α) اإلى   A تر�شل  ϕ معط�ة  اأُح�ديّة  دالّة  تخيل 
، وا�شتخدم هذه  الفكرة لِتُعَرِّفَ مجموعة جزئيّة S من A لي�شت في مدى ϕ[. هل مفهوم مجموعة كل  x A∈ ) لكل  )x xφ∈

�صيء مقبول من ن�حية منطقية؟ لم�ذا اأو لم�ذا ل؟ 

.B = }3, 4, 5} ولتكن ، A = }1, 2} 20. لتكن

� مع مجموع�ت من اختي�رك لتقرّر  � م�ش�بهًا ح – ب��شتخدام A و B – لم�ذا نعُدّ 5 = 3 + 2، ثم ا�شتخدم ا�شتنت�جًا اأ. و�شّ
م�ذا �شتعُدّ القيمة لـِ 

. 0 0ℵ +ℵ  .2      03+ℵ  .1
�، وذلك  � م�ش�بهًا ، ثم ا�شتخدم ا�شتنت�جًا ×  ح لم�ذا نعُدّ 6 = 3 . 2 بر�شم النق�ط لـِ A × B في الم�شتوى  ب. و�شّ

. 0 0ℵ ℵ⋅ ب�ل�شتع�نة ب�شكل من الكت�ب؛ لتقرر م�ذا �شتعُدّ قيمة 

ا في الفترة x ≤ 1 ≥ 0 يمكن اأن يعبرَّ عنه ب�ل�شكل ##. ، حيث كل # هو اأحد الأرق�م 9 ,… ,3 ,2 ,1 ,0؟ وكم  21. كم عددًا
؟ 02ℵ 012ℵ و ، وم�ذا عن  010ℵ ا يوجد على ال�شكل #####.؟ ب�تب�ع فكرة كهذه والتمرين 15، قرّر م�ذا �شتعُدّ القيمة لـِ  عددًا

� لتملاأه في الفراغ�ت الثلاثة؛ لتعطي  ا اأُ�شيًّ 22. اإكم�لًا  للفكرة في التمرين ال�ش�بق وب��شتخدام التمرينين 18 و19، ا�شتخدم رمزًا
ا لخم�شة تعدادات، كل منه� اأكبر من الذي ي�شبقه.  �صردًا

 ℵ0, |ℝ|
 
ــــــــ, ـــــــــ, ـــــــــ. 

في التم�رين من 23 اإلى 27، اأوجد عدد التجزئ�ت المختلفة لمجموعة له� عدد العن��صر المعط�ة. 
25. 3 عن��صر 24. عن�صران 23. عن�صر 

27. 5 عن��صر 26. 4 عن��صر 

حت لم�ذا العلاقة: 28.  افتر�ض اأنّ لديك تجزئة لمجموعة S. الفقرة التي اأعقبت التعريف 18.0 و�شَّ

x اإذا وفقط اإذا ك�ن x وy في الخليّة نف�شه� yℜ

� خ��شيت� النعك��ض والتعدي؟  �. لم�ذا تحقق اأي�شًا ا م�ش�بهًا تحقّق �صرط التن�ظر لعلاقة التك�فوؤ، اكتب تف�شيرًا
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�لف�سل ا: �لمجموعات و�لعلاقات  23

ف �لتجزئة �لنا�سئة من  في �لتمارين من 29 �إلى 34, حدّد فيما �إذ� كانت �لعلاقة �لمعطاة علاقة تكافوؤ على �لمجموعة, ثم �سِ
كل علاقة تكافوؤ. 

 nm >0 إذ� كان� , n في  mℜ  .29

x y=  , �إذ� كان  x في  yℜ  .31

 x ≥ y إذ� كان� , x في yℜ  .30

|x – y| ≤ 3 إذ� كان� , x  في yℜ  .32

, �إذ� كان n وm لهما عدد �لمنازل نف�سه في �لرمز �لاعتيادي للاأ�سا�س 10.  + n في  mℜ  .33

+ , �إذ� كان n و m لهما �لمنزلة �لاأخيرة نف�سها في �لرمز �لاعتيادي للاأ�سا�س 10.  في  n mℜ  .34

 35. م�ستخدمًا رمز �لمجموعة على �ل�سورة {… ,# ,# ,#} لمجموعة غير منتهية, �كتب �سفوف �لرو��سب قيا�س n في 
, �لتي نوق�ست في �لمثال 17.0 لقيمة n �لم�سار �إليها.  +

 n = 5 .�ج                            n = 3 .ب                    n = 2 .اأ

  بـ r~ s �إذ� وفقط �إذ� كان r-s يقبل �لق�سمة على n, �أي �إذ� وفقط �إذ� كان , ولتكن ~ �لمعرَّفة على  n +∈  36. ليكن 
 .  q ∈ r- s = nq لعن�شر ما 

 . �نظر �لفرع ب( . ى "تطابق مقيا�س n" كما كانت لـِ+ . )تُ�سمَّ اأ. �أثبت �أنّ ~ علاقة تكافوؤ على 

, فاإن ~ تمثل علاقة �لتكافوؤ  - تطابق مقيا�س n – للمثال  + من  ب. �أثبت �أنه عندما نقت�شر على �لمجموعة �لجزئيّة 
 .20.0

 بدلًا من �أن  . �أعد �لتمرين 35 ل�سفوف �لتكافوؤ مقيا�س في   هي �صفوف البواقي قيا�س n في  ج�. خلايا هذه �لتجزئة لـِ 
, م�ستخدمًا �لرمز {… ,# , # ,# ,…} لهذه �لمجموعات غير �لمنتهية.  + يكون في 

�لد�لّة  �إلى  �نظر  �ل�سبب معروفًا.  �أن يكون  �لاأحاديّة, من �لممكن  )�لتطبيق(  �لد�لّة  �لطلاب عادة في فهم مفهوم  37. يُخطئ 
، ف�سترى �أن لها اتجاهًا يتر�فق معها – من A �إلى B – وتلاحظ �أن توقع  �لد�لّة �لاأحاديّة لتكون د�لّة تحمل نقطة  : A Bφ →
 A ا, ولكن بالتاأكيد كل د�لّة من و�حدة من A �إلى نقطة و�حدة من B – في �لاتجاه �لم�سار �إليه بال�سهم, يبدو بب�ساطة منطقيًّ
م در�سًا باأف�سل ما ت�ستطيع, تحلّ فيه �لدو�لّ �لمو�سوفة في  مِّ �إلى B  توؤدي ذلك, و�لتعريف 12.0 لا يقول ذلك مطلقًا. و�لاآن �سَ

�لتعريف 12.0 محل دوالّ اثنين – اإلى – اثنين. ) �إنه من �لم�ستحيل تقريبًا �أن نتو�سّع �أكثر با�ستخد�م تغيير �لم�سطلح(. 
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