
8

	J
�ËñK. ñ� �H@ZA� 	�� 	̄

É�KA��ÖÏ �é�J
�K @Q�
 	ª�K �é� 	«AJ
� ð
Y�ª�J. Ë @ ø
 XA�k


@ ZA� 	� 	̄ ú


	̄ �éK
Y�k

	Q 	̄ Ag .1.8

: ���®m��' u(x)
�éË @X Yg. ð


@ , f ∈ C([a, b]) ZA¢«AK. . �éJ
�K

�
B@ �éË


A�ÖÏ @ Q�. �Jª 	JË

(1)
[a, b] úÎ« −u′′ + u = f

. u(a) = u(b) = 0

}

(1)
���®m��' [a, b] úÎ« C2 �éJ. �KQÖÏ @ 	áÓ �éË @X ñë (1)

�éË

A�ÒÊË - AK
ñ�̄ Cg ð


@ - AJ
ºJ
�C¿ Cg 	à@

, ¡J
��. Yg. H. A�k �é¢�@ñK. Qå��AJ.Ó É¾ ���. (1) Ég 	áºÖß
 é 	KA
	̄ ÈAmÌ'@ �éªJ
J.¢�. . 	¬ñË


AÖÏ @ ú 	æªÖÏ AK.

. ú
Íð

B@ ÈA�JÖÏ @ @ 	Yë úÎ« �é�®K
Q¢Ë@ l� 	�ñ	K ú �æk QÓ


B@ 	áÓ I. 	KAm.Ì'@ @ 	Yë ÉëAj. �J 	K 	¬ñ� A 	J 	JºË ð

½Ë 	X 	á« Ñj. 	JK
 ; �éK 	Qj. �JËAK. ÉÓA¾ 	K ð ' ∈ C1([a, b]) �K. (1) H. Qå	� 	�

(2)

∫ b

a

u′'′ +
∫ b

a

u' =

∫ b

a

f' ∀' ∈ C1([a, b]), '(a) = '(b) = 0.

u 	à

@ 	�Q�� 	®�K ú


�æË@ (1) �ºªK.) u ∈ C1([a, b]) 	àñº�K 	à

@ XQj. Öß. ú 	æªÓ (2) �Ë 	à


@ 	¡kC	K

u′ ©Ó u, u′ ∈ L1(a, b) A 	JK
YË 	àñºK
 	à

@ ú �æk ù


	®ºK
 é 	K @ , �é�®J
�®mÌ'@ ú

	̄ ;( 	á�
�KQÓ ��A�®�J ��CË �éÊK. A�̄

. éjJ
 	�ñ�K I. m.�'
 ú 	æªÖß.
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. (1) �Ë 	J
ª 	� Ég ù
 ë (2) �Ë �é�®�®m× C1 �éJ. �KQÖÏ @ 	áÓ u
�éË @X 	à


AK. (A�J�̄ ñÓ) É�® 	JË

�éJ
K 	Qm.Ì'@ �HBXAªÖÏ @ �éK
Q 	¢	� ú

	̄ �éJ
�K @Q�
 	ª�JË @ �éK. PA �®ÒÊË �é 	��
QªË@  ñ¢	mÌ'@ 	��
 ú
ÍA�JË @ l .×A 	KQ�. Ë @

: �éJ
Ê 	�A 	®�JË @
	J
ËñK. ñ� �H@ZA 	� 	̄ ÈA 	gX@ úÎ« ÉÒª�K �èQ�
 	g


B@ è 	Yë ; 	J
ª 	�Ë@ ÉmÌ'@ �èQº 	̄ XYm� 	' �� . 

@ �éÊgQÓ
. �éJ
�A�


B@ ÉKA�ñË@ 	áÓ ù
 ë ú


�æË@ (Sobolev Spaces)

�é 	JëQ�.Ó ��K
Q£ 	á« �éJ
�K @Q�
 	ª�JË @ �é�®K
Q¢ËAK. 	J
ª 	� Ég �éJ
 	K @Ygð ð Xñk. ð �IJ. �� 	K �� . H. �éÊgQÓ
. Ð @Q 	ªÊÓ - �» B

Èñk �éj. J
�� 	K è 	Yë :(C�JÓ) C2 �éJ. �KQÖÏ @ 	áÓ 	J
ª 	�Ë@ ÉmÌ'@ 	à

@ úÎ« 	áëQ�. 	K �� . �k. �éÊgQÓ

. ÐA 	¢�J 	KB@

Ég ñë C2 �éJ. �KQÖÏ @ 	áÓ A 	®J
ª 	� Cg 	à

@ �IJ. �� 	K . �éJ
ºJ
�C¾Ë@ ÈñÊmÌ'@ úÍ@

�èXñªË@ �� . X �éÊgQÓ
. ú
¾J
�C¿

���®m��' u ð u(a) = u(b) = 0 , u ∈ C2([a, b]) 	à

@ 	�Q 	® 	JË , Éª 	®ËAK. . �é¢J
��. Yg. X �éÊgQÖÏ @

úÎ« É�m� 	' , �éK 	Qj. �JËAK. (2) �éÊÓA¾Öß. . (2)

∫ b

a

(−u′′ + u− f)' = 0 ∀' ∈ C1([a, b]), '(a) = '(b) = 0

, øQk

BAK. ð

∫ b

a

(−u′′ + u− f)' = 0 ∀' ∈ C1
c (]a, b[).

�H . �k −u′′ + u = f 	àA
	̄ ú
ÍA�JËAK. ð ( 23.4

�éÓ 	PB ) L2(a, b) ú

	̄ 	J
�J» C1

c (]a, b[) 	áºË
.( u ∈ C2 Ð@XAÓ 	àA¿ AÒ�JJ
k �é�®J
�®mÌ'@ ú


	̄ )

W 1,p(I)
	J
ËñK. ñ� ZA 	� 	̄

.2.8

. 1 ⩽ p ⩽ ∞ �IJ
m�'. p ∈ ℝ 	áºJ
Ë ð �èXðYm× Q�
 	« ð

@ �èXðYm× �èQ�� 	̄

I 	áº�JË

o b e i k a n d l . c o m
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1 �K.
	¬QªÓ W 1,p(I)

	J
ËñK. ñ� ZA 	� 	̄ 	à@ �� . 	K
Qª�K

.
{

∀' ∈ C1
c (I)

∫

I

u'′ = −
∫

I

g' �IJ
m�'. ∃g ∈ Lp(I) ; u ∈ Lp(I)
}

= W 1,p(I)

© 	�	�

. H1(I) = W 1,2(I)

. 2u′ = g I. �Jº	K , u ∈ W 1,p(I) É¾Ë

Z@ñ�Ë@ úÎ« A 	J 	JºÖß
 . �éK
PAJ. �J 	k@ �éË @X ' 	à

AK. W 1,p ZA 	� 	®Ë@ 	K
Qª�K ú


	̄ Èñ�® 	K �� .1
�é 	¢kCÓ

	àA
	̄
' ∈ C1

c (I)
�I	KA¿ @ 	X @ é 	K


@ AÖß. �éK
PAJ. �J 	kB@ È@ðYË@ �é«ñÒj. Ò» C∞

c (I) ð

@ C1

c (I) ÈAÒª�J�@
; 4.4 ©¢�®ÖÏ @ Q 	¢ 	� @ ) C1 ú


	̄
½n ∗ ' → ' ð 	¬A¿ É¾ ���. Q�
J.» n �Ë ½n ∗ ' ∈ C∞

c (I)

.( I h. PA 	g 0 �K. ' YK
YÒ�JK.

@YJ. 	K ½n ∗ ' ú
ÎÓA¾�JË @ 	¬ñ 	®ÊÖÏ @ 	K
Qª�JË ©J.¢ËAK.

u′ ∈ Lp(I) �I	KA¿ @ 	X @ ð u ∈ C1(I) ⌢ Lp(I) �I	KA¿ @ 	X @ é 	K

@ l� 	�@ñË@ 	áÓ �� .2 �é 	¢kCÓ

�Ë ø
 XAªË@ ���J ��Ò�Ë@ 	àA
	̄ ½Ë 	YË �é 	̄ A 	�@ . u ∈ W 1,p(I) 	àA

	̄ ( u �Ë ø
 XAªË@ ���J ��ÖÏ @ ñë u′ A 	Jë )
	àA

	̄ , �èXðYm× I �I	KA¿ @ 	X @ �ñ�	mÌ'AK. ð . W 1,p ú 	æªÖß. u
���J ��Ó ©Ó ��K. A¢�JK
 u

. 1 ⩽ p ⩽ ∞ É¾Ë C1(Ī) ⊂ W 1,p(I)

: 	à

AK. ���®m��' , 	áK
QÒ�J» . I =]− 1,+1[ 	áº�JË �� . �éÊ�JÓ


@

u′ = H 	à

AK. ð 1 ⩽ p ⩽ ∞ É¾Ë W 1,p(I) úÍ@ ù
 Ò�J 	��K u(x) =

1

2
(∣x∣+ x)

�éË @YË@ (1

�IJ
k

0 < x < 1 @ 	X @ + 1

.− 1 < x < 0 @ 	X @ 0

⎫
⎬
⎭ = H(x)

úÍ@ ù
 Ò�J 	��K , Ī 	áÓ Z@ 	Qk.

@ úÎ« QÒ�J�ÖÏ @ ��A�®�J ��CË �éÊK. A�̄ ð Ī úÎ« �èQÒ�J�Ó �éË @X É¿ �éÓA« �é 	®��.

. 1 ⩽ p ⩽ ∞ É¾Ë W 1,p(I)

. 1 ⩽ p ⩽ ∞ É¾Ë W 1,p(I) úÍ@ ù
 Ò�J 	��K B H
�éË @YË@ (2

. W 1,p(I) 	á« A 	�ñ« W 1,p I. �Jº	K 	¬ñ� , 	�ñÔ 	« ø


@ ¼A 	Jë 	àñºK
 B AÓY	J« 1

. 2.4 �éJ£ñ�JË @ É 	� 	®K. YJ
kð g : ú 	æªÓ �éK. A�JºË@ è 	YêË 	à

@ 	¡kB 2
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�HAªK
 	Pñ�JË @ �éK
Q 	¢	� �é 	ªË ÈAÒª�J�@ A 	��


@ A 	J 	JºÖß
 W 1,p ZA 	� 	®Ë @ 	K
Qª�JË �� .3

�é 	¢kCÓ ∗
ú 	æªÖß. A �®�J ��Ó ½Ê�JÖ �ß u ∈ Lp(I)

�éË @X É¿ .( L. Schwartz [1] Q 	¢	� @ ) Distribution Theory
��K. A¢�� @ 	X @ u ∈ W 1,p(I) 	à


AK. Èñ�® 	K . D′(I) Q�.»


B@ ZA 	� 	®Ë @ 	áÓ Qå� 	J« ñë ø


	YË@ ð ©K
 	Pñ�JË @
. Lp 	áÓ �éË @X ©Ó , D′(I) ZA 	� 	®Ë @ ú


	̄ , ù
 ªK
 	Pñ�JË @ ���J ��ÖÏ @ @ 	Yë
�é¢�@ñK. 	J
ËñK. ñ� �H@ZA 	� 	̄ 	K
Qª�K ½Ë 	Y» A 	J 	JºÖß
 , p = 2 ð I = ℝ 	àñºK
 AÓY 	J«
. Malliavin [1] ð


@ Lions−Magenes [1] C�JÓ Q 	¢	� @ ; Fourier Transform éJ
K
Pñ 	̄ ÉK
ñm��'

. �éêk. ñË@ è 	Yë úÍ@ @ 	Yë A 	J«ñ 	�ñÓ ú

	̄ �I 	®�JÊ 	K 	áË

Õæ

	¢ 	JËAK. Xð 	QÓ W 1,p ZA 	� 	®Ë @ �� . 	Q�
ÓQ�K

∥u∥W 1,p = ∥u∥Lp + ∥u′∥Lp .

.( [∥u∥pLp + ∥u′∥pLp

]1/p ú 	̄ A¾ÖÏ @ Õæ

	¢ 	JËAK. Xð 	QK
 , 1 < p < ∞ 	àA¿ @ 	X @ , A 	K AJ
k


@ )

ù
 ÒÊ�Ë@ Z @Ym.Ì'AK. Xð 	QÓ H1 ZA 	� 	®Ë@

(u, v)H1 = (u, v)L2 + (u′, v′)L2 ;

�� 	̄ @QÖÏ @ Õæ

	¢ 	JË @

∥u∥H1 =
(∥u∥2L2 + ∥u′∥2L2

)1/2

. W 1,2 Õæ

	¢ 	JË ú 	̄ A¾Ó

3ú
æ�A¾ª	K @ W 1,p ZA 	� 	®Ë @ . 1 ⩽ p ⩽ ∞ É¾Ë pA 	JK. Z A 	� 	̄ ñë W 1,p ZA 	� 	®Ë @ �� .1.8
�éJ
 	��̄

. É� 	®ÊË ÉK. A�̄ �HQ�. Êë ZA 	� 	̄
H1 ZA 	� 	®Ë@ . 1 ⩽ p < ∞ �Ë É� 	®ÊË ÉK. A�̄ ð 1 < p < ∞ �Ë

ú
æ
��ñºË 	àA�JJ
Ë A�J�JÓ AÒë (u′

n) ð (un)
	à 	X@ ; W 1,p ú


	̄ ú
æ
��ñ» �éJ
ËA�J�JÓ (un) 	áº�JË (

@ �� . �HAJ. �K @
A 	JK
YË . Lp ú


	̄
u′
n −→ g ð Lp ú


	̄
un −→ u ú
ÍA�JËAK. . Lp ú


	̄
∫

I

un'
′ = −

∫

I

u′
n' ∀' ∈ C1

c (I),

, Calculus of variations �H@Q�
 	ª�JË @ H. A�k ÉKA�Ó ú

	̄ , É 	� 	® 	K . W 1,p ZA 	� 	®ÊË AÓAë @ 	PAJ
�JÓ@ �éJ
�A	mÌ'@ è 	Yë Yª�K 3

.( 20.3
�éÓ 	PC�Ë@ Q 	¢ 	� @ ) ú
æ�A¾ª 	K @ Q�
 	« ñë ø


	YË@ C1 	á« A 	�ñ« W 1,p ÈAÒª�J�@
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�éK
Aî 	DË @ Y 	J« ð
∫

I

u'′ = −
∫

I

g' ∀' ∈ C1
c (I).

. ∥un − u∥W 1,p −→ 0 ð u′ = g , u ∈ W 1,p 	à 	X@
. 1 < p < ∞ �Ë ú
æ�A¾ª	K @ W 1,p (H.

: �K.
	¬QªÖÏ @ T : W 1,p −→ E Q�K ñÖÏ @ . ú
æ�A¾ª 	K @ E = Lp(I)× Lp(I) ú
æêj. �JÖÏ @ Z A 	� 	®Ë @ , Éª 	®ËAK.

. E ú

	̄ ��Ê 	ªÓ ú


G 	Qk. ZA 	� 	̄ ñë T (W 1,p) 	à 	X@ ; E ú

	̄
W 1,p 	áÓ ��
A�®�K , Tu = [u, u′]

. W 1,p ñë ½Ë 	Yº 	̄ ú
ÍA�JËAK. ð �� ú
æ�A¾ª	K @ T (W 1,p) 	à

AK. ( 17.3

�éJ
 	��̄ ) i. �J 	J���	�
. 1 ⩽ p < ∞ �Ë É� 	®ÊË ÉK. A�̄ W 1,p (�k.

É� 	®ÊË ÉK. A�̄ T (W 1,p) 	à 	X@ ; É� 	®ÊË ÉK. A�̄ E = Lp(I)× Lp(I) ú

G @Ym.Ì'@ Z A 	� 	®Ë@ 	à@ , Éª 	®ËAK.

□ . É� 	®ÊË ÉK. A�̄ W 1,p ú
ÍA�JËAK. .( 22.3
�éJ
 	��®Ë@ Q 	¢	� @ ) ½Ë 	Y»

�éJ
ËA�J�JÓ (un) 	áº�JË : ú

�G
�
B@ QÓ


BAK. ��K. A�Ë@ �HAJ. �KB @ 	áÓ 	¡ 	®�Jm� 	' 	à


@ Õç'CÖÏ @ 	áÓ �� .4 �é 	¢kCÓ

ð u ∈ W 1,p 	à 	X@ . Lp ú

	̄ AÓ �éK
Aî 	E ñm� 	' H. PA�®�J�K u′

n ð Lp ú

	̄
un −→ u �IJ
m�'. W 1,p 	áÓ

ù�®J. �K (u′
n)

	à

AK.

	¬Qª	K 	à

@ ù


	®ºK
 , 1 < p ⩽ ∞ 	àñºK
 AÓY 	J« ) ∥un − u∥W 1,p −→ 0

.( [EX] Q 	¢	� @ ; u ∈ W 1,p 	à

AK. i. �J 	J���	� ú �æk Lp ú


	̄
bounded

�èXðYm×

É¾ ���. . Lp È@ðYË antiderivatives �HA�®�J ��Ó �HCK. A �®Ó ′′ BAÔg. @ ′′ ù
 ë W 1,p È@ðX 	à@
A 	JK
YË ��X


@

�IJ
m�'. ũ ∈ C(Ī)
�éË @X Yg. ñ�K 	à 	X@ ; u ∈ W 1,p(I) 	áº�JË �� .2.8 �é 	JëQ�.Ó

I úÎ« �H . �k u = ũ

ð

ũ(x)− ũ(y) =

∫ x

y

u′(t)dt ∀x, y ∈ Ī .

	àA
	̄ , u ∈ W 1,p �éË @X �I	KA¿ @ 	X @ é 	K


@ Bð


@ 	¡kC	K . 2.8 �é 	JëQ�. ÖÏ @ øYÓ l� 	�ñ	JË �� .5 �é 	¢kCÓ

. W 1,p úÍ@ A 	��


@ ù
 Ò�J 	��K , I úÎ« �H . �k u = v

���®m��' v
�éË @X É¿
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�éË @X Yg. ñ�K é 	K

@ ø



@ (@YJ
kð) @QÒ�J�Ó C�JÜØ ½Ê�JÖ �ß W 1,p 	áÓ u

�éË @X É¿ 	à

AK. 2.8 �é 	JëQ�. ÖÏ @ Y»ñ�K

	àñºK
 AÓY 	J« . �H . �k u = v @ 	X @ u ∼ v
�é�̄CªÊË �éJ.� 	�ËAK. u ñ 	̄ A¾�K 		J� úÍ@ ù
 Ò�J 	��K �èQÒ�J�Ó

½Ë 	Y» 	QÓQ 	K , 	áK
ð@Y�JË @ É�®�J 	K B ú �æk ð ;QÒ�J�ÖÏ @ AêÊ�JÒÖß. Ñ 	¢�J 	JÓ É¾ ���. u 	�ñª	J� , 4 @YJ
 	®Ó ½Ë 	X
�éJ
�A	mÌ'@ 	á« �é 	®Ê�J	m× ′′ @QÒ�J�Ó C�JÜØ u ½Ê�JÖ �ß ′′ �éJ
�A	mÌ'@ 	à


AK. @Q�
 	g


@ 	¡kC	K .QÒ�J�ÖÏ @ É�JÒÒÊË u �K.

. ′′ �H . �k QÒ�J�Ó u ′′

u ∈ C1(Ī) 	àA
	̄
u′ ∈ C(Ī) @ 	X @ ð u ∈ W 1,p �I	KA¿ @ 	X @ é 	K


@ l� 	�@ñË@ 	áÓ �� .6 �é 	¢kCÓ

.( ũ ð u 	á�
K. 	Q�
Ö
	ß 	áË A �®K. A� Q» 	X AÒ» 	áºË ð , ũ ∈ C1(Ī)

��X

@ É¾ ���. )

�Ë @ ÉÒª�J�	� 	¬ñ� , 2.8
�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @ Y 	J«

�IJ
m�'. f ∈ L1
loc(I)

	áº�JË �� .1.8 �éJ£ñ�K

(3)

∫

I

f'′ = 0 ∀' ∈ C1
c (I).

. �H . �k f = C �IJ
m�'. C �IK. A�K Yg. ñK
 	à 	X@

' ∈ C1
c (I) Yg. ñ�K ! ∈ Cc(I)

�éË @X É¾Ë .
∫

Ã = 1 �IJ
m�'. Ã ∈ Cc(I)
�éË @X PA�J	m� 	' �� . �HAJ. �K @

�IJ
m�'.

'′ = ! −
(∫

I

!
)
Ã.

	à

@ AÖß. ð I ú


	̄ øñ�Jm× �@Q��Ó ÉÓAg �H@ 	X , �èQÒ�J�Ó ℎ = ! −
(∫

I

!
)
Ã

�éË @YË@ , Éª 	®ËAK.
	à

AK. (3) 	áÓ i. �J 	J���	� . �@Q��Ó ÉÓAg ð 	X (YJ
kð) ���J ��Ó ÉK. A �®Ó ℎ �Ë 	àA

	̄ ,
∫

I

ℎ = 0

∫

I

f
[
! −

(∫

I

!
)
Ã
]
= 0 ∀! ∈ Cc(I)

ø


@

∫

I

[
f −

(∫

I

fÃ
)]

! = 0 ∀! ∈ Cc(I)

. ∀x ∈ Ī u(x) �Ë ú 	æªÓ ZA¢«B , ÈA�JÖÏ @ ÉJ
�. � úÎ« 4
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©Ó �H . �k f = C 	à

@ ø



@ , �H . �k f −

(∫

I

fÃ
)
= 0 ,( 2.4

�éJ£ñ�K ) ú
ÍA�JËAK. ð

□ . C =

∫

I

fÃ

© 	�	� I ú

	̄ XYm× y0 �Ë ; g ∈ L1

loc(I)
	áº�JË �� .2.8 �éJ£ñ�K

v(x) =

∫ x

y0

g(t)dt, x ∈ I.

ð v ∈ C(I) 	à 	X@
∫

I

v'′ = −
∫

I

g' ∀' ∈ C1
c (I).

A 	JK
YË �� . �HAJ. �K @

∫

I

v'′ =
∫

I

[ ∫ x

y0

g(t)dt
]
'′(x)dx = −

∫ y0

a

dx

∫ y0

x

g(t)'′(x)dt+
∫ b

y0

dx

∫ x

y0

g(t)'′(x)dt.

	à

AK. i. �J 	J���	� , ú


	æJ
K. ñ 	̄ �é 	JëQ�.Ó ��J
J.¢��K.

∫

I

v'′ = −
∫ y0

a

g(t)dt

∫ t

a

'′(x)dx+

∫ b

y0

g(t)dt

∫ b

t

'′(x)dx

= −
∫

I

g(t)'(t)dt.

□

. ū(x) =
∫ x

y0

u′(t)dt © 	�	� ð y0 ∈ I XYm� 	' �� .2.8
�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @

A 	JK
YË 2.8
�éJ£ñ�JË @ úÎ« ZA 	JK.

∫

I

ū'′ = −
∫

I

u′' ∀' ∈ C1
c (I).

. �H . �k u− ū = C 	à

AK. 1.8 �éJ£ñ�JË @ 	áÓ i. �J 	J���	� . ∀' ∈ C1

c (I)

∫

I

(u− ū)'′ = 0 	à 	X@
□ . �éK. ñÊ¢ÖÏ @ ��A�	mÌ'@ ũ = ū+ C

�éË @YÊË

o b e i k a n d l . c o m
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W 1,p úÍ@ ù
 Ò�J 	�K
 Lp 	áÓ g
�éË @YË v

���J ��Ó ÉK. A �®Ó 	à

AK. 2.8

�éJ£ñ�JË @ 	á�
J. �K �� .7
�é 	¢kCÓ

. �èXðYm× I 	àñº�K AÓY 	J« AÖ ß @X ÈAmÌ'@ ñë @ 	Yë ð � v ∈ Lp 	àñº�K 	à

@ XQj. Öß.

�éJ 	̄ A¾�JÓ �éJ
ËA�JË @ ��A�	mÌ'@ . 1 < p ⩽ ∞ ©Ó u ∈ Lp 	áº�JË �� .3.8 �éJ
 	��̄

u ∈ W 1,p (1)

�IJ
m�'. C �IK. A�K Yg. ñK
 (2)

∣∣∣
∫

I

u'′
∣∣∣ ⩽ C∥'∥Lp′ (I) ∀' ∈ C∞

c (I).

∣ℎ∣ < dist(!,CI) ©Ó ℎ ∈ ℝ É¾Ë ð ! ⊂⊂ I hñ�J 	®Ó É¾Ë �IJ
m�'. C �IK. A�K Yg. ñK
 (3)

A 	JK
YË é 	KA
	̄

∥¿ℎu− u∥Lp(!) ⩽ C∣ℎ∣.
. (3) ð (2) ú


	̄
C = ∥u′∥Lp(I) PAJ
�J 	k@ , ½Ë 	X úÎ« �èXAK
 	P , A 	J 	JºÖß


�� . �HAJ. �K @
. ú
æîE
YK. (2) ⇐= (1)

ù
 ¢	mÌ'@ ú
Í@YË@ 	à@ (1) ⇐= (2)

' ∈ C∞
c (I) 7−→

∫

I

u'′

úÍ@ ©�ñ�JK
 ñê 	̄ 	à 	X@ . Lp′ Õæ

	¢ 	JË �éJ.� 	�ËAK. QÒ�J�Ó , Lp′ 	áÓ 	J
�J» ú


G 	Qk. ZA 	� 	̄ úÎ« 	¬QªÖÏ @
.( �éK
P@QÒ�J�BAK. ©J
�ñ�JË @ ð


@ pA 	JK. - 	àAë �é 	JëQ�.Ó ��J.£) Lp′ úÎ« F QÒ�J�Ó ð ù
 ¢ 	k ú
Í@X

�IJ
m�'. g ∈ Lp ,( 14.4
�é 	JëQ�.Ó ð 11.4

�é 	JëQ�.Ó ) 	QK
 @P ÉJ
�JÖ
�ß �é 	JëQ�.Ó úæ	��J�®Öß. , Yg. ñK


< F,' >=

∫
g' ∀' ∈ Lp′

.

�ñ�	mÌ'AK. i. �J 	J���	�
∫

u'′ =
∫

g' ∀' ∈ C∞
c

o b e i k a n d l . c o m
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. u ∈ W 1,p 	à 	X @

x ∈ ! �Ë , 2.8
�é 	JëQ�. ÖÏ @ úæ	��J�®Öß. , A 	JK
YË (3) ⇐= (1)

u(x+ ℎ)− u(x) =

∫ x+ℎ

x

u′(t)dt = ℎ

∫ 1

0

u′(x+ sℎ)ds.

	à 	X@

∣u(x+ ℎ)− u(x)∣ ⩽ ∣ℎ∣
∫ 1

0

∣u′(x+ sℎ)∣ds.

,PYËñë �é 	JK
AJ. �JÖÏ A 	J �®J
J.¢��K. . 1 < p < ∞ 	à

AK. 	à 	X@ 	�Q�� 	® 	JÊ 	̄ ; ú
æîE
YK. h. A�J 	J���BA 	̄

p = ∞ 	àA¿ @ 	X @
úÎ« É�m� 	'

∣u(x+ ℎ)− u(x)∣p ⩽ ∣ℎ∣p
∫ 1

0

∣u′(x+ sℎ)∣pds.
�éj. J
�� 	JË AK.

∫

!

∣u(x+ ℎ)− u(x)∣p ⩽ ∣ℎ∣p
∫

!

dx

∫ 1

0

∣u′(x+ sℎ)∣pds

= ∣ℎ∣p
∫ 1

0

ds

∫

!

∣u′(x+ sℎ)∣pdx.

A 	JK
YË , 0 < s < 1 �Ë 	áºË
∫

!

∣u′(x+ sℎ)∣pdx =

∫

!+sℎ

∣u′(y)∣pdy ⩽
∫

I

∣u′(y)∣pdy.

. (3) i. �J 	J���	� ú
ÍA�JËAK.

©Ó ℎ ∈ ℝ �Ë A 	JK
YË . Supp' ⊂ ! �IJ
m�'. ! ⊂⊂ I PA�J	m� 	' ; ' ∈ C1
c (I) 	áº�JË (2) ⇐= (3)

∣ℎ∣ < dist(!,CI)

∫

I

[u(x+ ℎ)− u(x)]'(x)dx =

∫

I

u(x)['(x− ℎ)− '(x)]dx.

úÎ« É�m� 	' (3) ð PYËñë �é 	JK
AJ. �JÓ ÈAÒª�J�AK. ð
∣∣∣
∫

I

[u(x+ ℎ)− u(x)]'(x)dx
∣∣∣ ⩽ C∣ℎ∣ ∥'∥Lp′ .

ℎ → 0 AÖÏ �éK
Aî 	DË @ Y 	J« i. �J 	J���	�

o b e i k a n d l . c o m
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∣∣∣
∫

I

u'′
∣∣∣ ⩽ C∥'∥Lp′ ∀' ∈ C1

c .

□

�éjJ
m�� ù�®J. �K �éJ
�K
�
B@ �H@ZA 	��J�̄B@ 	àA

	̄ , p = 1 	àñºK
 AÓY 	J« �� .8 �é 	¢kCÓ ∗
(1) =⇒ (2) ⇐⇒ (3).

È@ðYË@ ù
 ë , W 1,1 È@ðX ø


@ , (1) �Ë �é�®�®jÖÏ @ È@ðYË@ 	à@ . �èXðYm× I 	à


AK. ú
ÎK
 AÒJ
 	̄ 	�Q 	® 	JË

: �éJ
�A	mÌ'AK. ½Ë 	Y» �è 	Q�
ÜØ Aî 	E @ . A �®Ê¢Ó �èQÒ�J�ÖÏ @

]ak, bk[
�éÊ� 	® 	JÓ �H@Q�� 	̄ 	áÓ �éJ
î �D 	JÓ �éJ
ËA�J�JÓ É¾Ë �IJ
m�'. ∃± > 0 , ∀² > 0

. ∑ ∣f(bk)− f(ak)∣ < ² 	àA
	̄ , ∑

∣bk − ak∣ < ±
���®m��' I 	áÓ

}
(Ð . Ð)

XðYm× Q�
 	ª�K �H@ 	X È@ðX ù
 ë p = 1 ©Ó [ (3) ð

@ ] (2) �Ë �é�®�®jÖÏ @ È@ðYË@ AÒ 	J�
K.

: ��Q£ �èYªK. È@ðYË@ è 	Yë 	Q�
J
Ö
�ß 	áºÖß
 ; bounded variation

. I úÎ« ( 	á�
�KQÒ�J�Ó Q�
 	« AÒî 	E

@ ÈAÒ�Jk@ ©Ó) 	á�
�KXðYm× 	á�
�KYK
@ 	Q��Ó 	á�
�JË @X ��Q 	̄ ù
 ë ��

: �éJ
�A 	jÊË �é�®�®jÖÏ @ u È@ðYË@ ù
 ë ��

�IJ
m�'. C > 0 �IK. A�K Yg. ñK

. I 	áÓ t0 < t1 < ... < tk

�éJ
ËA�J�JÓ É¾Ë ,
k−1∑

i=0

∣u(ti+1)− u(ti)∣ ⩽ C

⎫
⎬
⎭

(Ð . �H)

. @XðYm× A�AJ
�̄ ù
 ªK
 	Pñ�JË @ Aê �®�J ��Ó 	àñºK
 ú

�æË @ u ∈ L1(I) È@ðYË@ ù
 ë ��

Kolmogorov − Fomin [1] , Hewitt− Stromberg [1]
�éªk. @QÓ 	áºÖß
 , ¨ñ 	�ñÖÏ @ @ 	Yë Èñk

. Chae [1] ð

@

C �IK. A�K Yg. ð @ 	X @ ¡�® 	̄ ð @ 	X @ W 1,∞(I) úÍ@ L∞(I) 	áÓ u
�éË @X ù
 Ò�J 	��K �� .4.8

�éÓ 	PB
�IJ
m�'.

. x, y ∈ I �H . �k ∣u(x)− u(y)∣ ⩽ C∣x− y∣

o b e i k a n d l . c o m
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□ . p = ∞ ©Ó [(3) ⇐⇒ (1)] 3.8
�éJ
 	��®Ë@ ��J.£ �� . �HAJ. �K @

éÊÒ»

AK. ℝ úÎ« �é 	̄QªÖÏ @ È@ðYÊË �éJ.� 	�ËAK. ¡�® 	̄ ú 	æªÓ ÉJ
Êj�JË @ ú


	̄ �éJ
�A�

B@ �HAJ
ÊÒªË@ 	�ªJ. Ë

�éË @X YK
YÖ �ß ©J
¢���	� 	à

@ YJ
 	®ÖÏ @ 	áÓ é 	KA

	̄ 	à 	X@ .(tÌ'@ , éJ
K
Pñ 	̄ ÉK
ñm��' , 	¬ñ 	®ÊÖÏ @ ÈA�JÖÏ @ ÉJ
�. � úÎ«)
. ÈA 	ª ��	�B@ @ 	Yë úÎ« I. J
m.�

�' �éJ
�K
�
B@ �éj. J
�� 	JË @ . 4ū ∈ W 1,p(ℝ) �éË @X úÍ@ u ∈ W 1,p(I)

©J
�ñ�K Q�K ñÓ Yg. ñK
 . 1 ⩽ p ⩽ ∞ 	áºJ
Ë �� (YK
YÒ�JË @ ð

@ ©J
�ñ�JË @ Q�K ñÓ) .5.8

�é 	JëQ�.Ó
�IJ
m�'. QÒ�J�Ó ð ù
 ¢ 	k P : W 1,p(I) −→ W 1,p(ℝ)

∀u ∈ W 1,p(I) Pu∣I = u (1)

∀u ∈ W 1,p(I) ∥Pu∥Lp(ℝ) ⩽ C∥u∥Lp(I) (2)

∀u ∈ W 1,p(I) ∥Pu∥W 1,p(ℝ) ⩽ C∥u∥W 1,p(I) (3)

.(¡�® 	̄ 5∣I∣ ⩽ ∞ �K. ¡J. �KQÓ C 	à@ �IJ
k)

�K.
	¬QªÖÏ @ Reflection �A¾ª	KBAK. ©J
�ñ�JË @ 	à


AK. 	áëQ�. 	JË ð I =]0,+∞[

�éËAmÌ'AK.

@YJ. 	JË �� . �HAJ. �K @

x ⩾ 0 @ 	X @ u(x)

x < 0 @ 	X @ u(−x)

⎫
⎬
⎭ = u∗(x) =

(
Pu

)
(x)

. È@ ñ�Ë@ úÎ« I. J
m.�'

. ∥u∗∥Lp(ℝ) ⩽ 2∥u∥Lp(I) A 	JK
YË �éK
 @YJ. Ë @ ú


	̄

© 	�	JË

x > 0 @ 	X @ u′(x)

.x < 0 @ 	X @ − u′(−x)

⎫
⎬
⎭ = v(x)

	à

AK. ð v ∈ Lp(ℝ) 	à


AK. �éËñîD��. ���®j�J 	K

.( 3.8 ©¢�®ÖÏ @ Q 	¢ 	� @ ) W 1,p(ℝ) úÍ@ AÓñÔ« ù
 Ò�J 	��K B AîD
Ê« É�jÖÏ@ �éË @YË @ 	àA
	̄ , I h. PA 	g 0 �K. u A 	KXYÓ @ 	X @ 4

. (3) ú

	̄
C = 4

(
1 +

1

∣I∣
)

ð (2) ú

	̄
C = 4

	Y 	g

@ A 	J 	JºÖß
 5

o b e i k a n d l . c o m
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u∗(x)− u(0) =

∫ x

0

v(t)dt ∀x ∈ ℝ.

. ∥u∗∥W 1,p(ℝ) ⩽ 2∥u∥W 1,p(I) ð ( 7
�é 	¢kCÖÏ @ Q 	¢	� @ ) u∗ ∈ W 1,p(ℝ) 	àA

	̄ ú
ÍA�JËAK.
�éË @X XYm� 	' . I =]0, 1[

�éËAmÌ'@ úÍ@ AÖ ß @X ©k. Q 	K 	à

@ A 	J 	JºÖß
 ; I

�èXðYm× �èQ�� 	̄ �éËAg 	à
�
B@ Q�. �Jª 	JË

�IJ
m�'. , 0 ⩽ ´ ⩽ 1 , ´ ∈ C1(ℝ)

x <
1

4
@ 	X @ 1

.x >
3

4
@ 	X @ 0

⎫
⎬
⎭

= ´(x)

´

@
@@

-
1

6

x

© 	�	� , ]0, 1[ úÎ« �é 	̄QªÓ �éË @X f 	áº�JË
0 < x < 1 @ 	X @ f(x)

.x ⩾ 1 @ 	X @ 0

⎫
⎬
⎭ = f̃(x)

úÍ@ h. A�Jm� 	' 	¬ñ�

	à 	X @ , u ∈ W 1,p(I) 	áº�JË �� .3.8 �éJ£ñ�K
. (´ũ)′ = ´′ũ+ ´ũ′ ð ´ũ ∈ W 1,p(0,∞)

A 	JK
YË ; ' ∈ C1
c (]0,∞[) 	áº�JË �� . �HAJ. �K @

∫ ∞

0

´ũ'′ =
∫ 1

0

´u'′ =

∫ 1

0

u[(´')′ − ´′']

= −
∫ 1

0

u′´'−
∫ 1

0

u´′', ´' ∈ C1
c (]0, 1[)

	à

@ AÖß.

= −
∫ ∞

0

(ũ′´ + ũ´′)'.

□

o b e i k a n d l . c o m
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I. �Jº	K . u ∈ W 1,p(I) ù¢ª�K �� . 5.8 �é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @
�éK
Aî 	E

u = ´u+ (1− ´)u.

ℝ úÍ@ ©�ñ�K Õç�' ( 3.8
�éJ£ñ�JË @ É 	� 	®K. ) ´ũ �K. ]0,+∞[ úÍ@

�éK
 @YK. ´u
�éË @YË@ ©�ñ�K

�IJ
m�'. ð ´u ©�ñ�K v1 ∈ W 1,p(ℝ) �éË @X úÎ« @ 	Yºë É�m� 	' . �A¾ª	KBAK.

∥v1∥Lp(ℝ) ⩽ 2∥u∥Lp(I), ∥v1∥W 1,p(ℝ) ⩽ C∥u∥W 1,p(I)

.( ∥´′∥L∞ �K. ¡J. �KQK
 C �IJ
k )
úÎ« 0 �K. ]−∞, 1[ úÍ@ (1− ´)u

�éK
 @YJ. Ë @ ú

	̄ ©�ñ	K ø



@ , (1− ´)u ©Ó �éÊ�KAÜØ �é�®K
Q£ ©J. �� 	K

�éË @X úÎ« @ 	Yºë É�m� 	' .( 1
�é¢�® 	JË @ Èñk ) �A¾ª	KBAK. ℝ úÍ@ XYÖ 	ß Õç�' ]−∞, 0]

�IJ
m�'. ð (1− ´)u ©�ñ�K v2 ∈ W 1,p(ℝ)

∥v2∥Lp(ℝ) ⩽ 2∥u∥Lp(I), ∥v2∥W 1,p(ℝ) ⩽ C∥u∥W 1,p(I)

□ . È@ ñ�Ë@ úÎ« I. J
m.�'
 Pu = v1 + v2
	à 	X@

C�JÓ Q 	¢	� @ ) W 1,p È@ðYË �éJ.� 	�ËAK. �éK
PA� C1 �éJ. �KQÖÏ @ �H@ 	X È@ðYË@ ��A� 	k 	�ªK. ù�®J. �K
density ′′ �é 	̄ A�JºË@ �é¢�@ñK. ′′ ��A�	mÌ'@ è 	Yë �HAJ. �K @ Õç'CÖÏ @ 	áÓ .( 10.8 ð 9.8 	á�
�JÓ 	PC�Ë@

. �éJ
�K
�
B@ �éj. J
�� 	JË @ ÈAÒª�J�AK.

(un)
�éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K 	à 	X@ . 1 ⩽ p < ∞ ©Ó u ∈ W 1,p(I) 	áº�JË �� ( �é 	̄ A�J») .6.8

�é 	JëQ�.Ó ∙
. W 1,p(I) ú


	̄
un∣I −→ u �IJ
m�'. C∞

c (ℝ) ú

	̄

W 1,p(ℝ) 	áÓ �éË @X úÍ@ u YK
YÒ�JK. A 	K

@YK. B@ ð ; I = ℝ 	à


AK. AÖ ß @X 	�@Q�� 	̄ B@ A 	J 	JºÖß
 �� . �HAJ. �K @

ð ( C∞ È@ðYË@ ©k. QK
 ø

	YË@ ) 	¬ñ 	®ÊÖÏ @ AîD�A�


@ �éÒêÓ �éJ
 	J �®�K ÉÒª�J�	� . 5.8

�é 	JëQ�. ÖÏ @ É 	� 	®K.
.( �é�@Q��Ó ÉÓ@ñk �H@ 	X È@ðYË@ ©k. QK
 ø


	YË@) Truncation Q��J. Ë @

	¬ñ 	®ÊÓ (
@

�Ë @ úÍ@ h. A�Jm� 	' 	¬ñ�

o b e i k a n d l . c o m
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	à 	X@ . 1 ⩽ p ⩽ ∞ ©Ó v ∈ W 1,p(ℝ) 	áº�JË ð ½ ∈ L1(ℝ) 	áº�JË �� .4.8 �éJ£ñ�K
. (½ ∗ v)′ = ½ ∗ v′ ð ½ ∗ v ∈ W 1,p(ℝ)

; ' ∈ C1
c (ℝ) 	áº�JË . ½ ∗ v ∈ Lp 	à


AK. ÕÎª 	K . �@Q��Ó ½ ÉÓAg 	à


AK. �éK
 @YK. 	�Q�� 	® 	JË �� . �HAJ. �K @

20.4 ð 16.4 	á�
�J�
 	��®Ë@ I. �m�'. , A 	JK
YË

∫
(½ ∗ v)'′ =

∫
v(½̌ ∗ '′) =

∫
v(½̌ ∗ ')′ = −

∫
v′(½̌ ∗ ') = −

∫
(½ ∗ v′)'.

ú
ÍA�JËAK.
. (½ ∗ v)′ = ½ ∗ v′ ð ½ ∗ v ∈ W 1,p(ℝ)

. L1 ú

	̄
½n −→ ½ �IJ
m�'. Cc(ℝ) 	áÓ (½n)

�éJ
ËA�J�JÓ É 	gY	K , �@Q��Ó Q�
 	« ½ ÉÓAg 	àA¿ @ 	X @
A 	JK
YË é 	KA

	̄ ��J.� AÓ I. �k

. (½n ∗ v)′ = ½n ∗ v′ ð ½n ∗ v ∈ W 1,p(ℝ)

.( 22.4
�é 	JëQ�. ÖÏ @ Q 	¢ 	� @ ) Lp ú


	̄
½n ∗ v′ −→ ½ ∗ v′ ð Lp ú


	̄
½n ∗ v −→ ½ ∗ v A 	JK
YË é 	K


@ YJ
K.

	à

AK. 4 �é 	¢kCÖÏ @ �é¢�@ñK. i. �J 	J���	�

. (½ ∗ v)′ = ½ ∗ v′ 	à

AK. ð ½ ∗ v ∈ W 1,p(ℝ)

□

Q��K. (H.
ð 0 ⩽ ³ ⩽ 1 �IJ
m�'. ³ ∈ C∞

c (ℝ) �éË @X XYm� 	'

∣x∣ ⩽ 1 @ 	X @ 1

.∣x∣ ⩾ 2 @ 	X @ 0

⎫
⎬
⎭ = ³(x)

�éJ
ËA�J�JÖÏ @
	¬Qª	K

(4) . n = 1, 2, . . . �Ë ³n(x) = ³
(x
n

)

o b e i k a n d l . c o m
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1 ⩽ p < ∞ ©Ó f ∈ Lp �éË @X �I	KA¿ @ 	X @ é 	K

AK. , lk. QÖÏ @ H. PA�®�JË @ �é 	JëQ�.Ó É 	� 	®K. , �éËñîD��. ���®j�J 	K

. Lp ú

	̄
³nf −→ f 	àA

	̄

h. A�J 	J���@ (�k.

ú

	̄
u úÍ@ H. PA�®�J�K un = ³n(½n ∗ u) �éJ
ËA�J�JÖÏ @ 	à


AK. 	áëQ�. 	JË . (½n)

�éJ
ÒJ
 	¢ 	��K �éJ
ËA�J�JÓ PA�J	m� 	'
I. �Jº	JË Éª 	®ËAK. . ∥un − u∥Lp −→ 0 A 	JK
YË Zú
æ

�� É¿ ÉJ. �̄ . W 1,p

un − u = ³n[(½n ∗ u)− u] + [³nu− u]

ú
ÍA�JËAK. ð

∥un − u∥Lp ⩽ ∥(½n ∗ u)− u∥Lp + ∥³nu− u∥Lp −→ 0.

, 4.8
�éJ£ñ�JË @ É 	� 	®K. A 	JK
YË ½Ë 	X YªK.

u′
n = ³ ′n(½n ∗ u) + ³n(½n ∗ u′).

	àA
	̄ éJ
Ê« ZA 	JK.

∥u′
n − u′∥Lp ⩽ ∥³ ′n(½n ∗ u)∥Lp + ∥³n(½n ∗ u′)− u′∥Lp

⩽ C

n
∥u∥Lp + ∥(½n ∗ u′)− u′∥Lp + ∥³nu′ − u′∥Lp −→ 0

□ . C = ∥³ ′∥L∞ �IJ
k

6.8
�é 	JëQ�. ÖÏ @ ú


	̄
C∞

c (I) 	áÓ (un)
�éJ
ËA�J�JÓ PAJ
�J 	k@ A 	J 	JºÖß
 B , ÐñÒªË@ úÎ« �� .9 �é 	¢kCÓ

W 1,p(I) ú

	̄ 	J
�J» Q�
 	« C∞

c (I) , øQ 	k

@ �èPAJ.ªK. .( 3.8 ©¢�®ÖÏ @ Q 	¢ 	� @ ¨ñ 	�ñÖÏ @ @ 	Yë Èñk )

.( I = ℝ 	àA¿ @ 	X @ B@ )

�IJ
m�'. (¡�® 	̄ ∣I∣ ⩽ ∞ �K. ¡J. �KQÓ) C �IK. A�K Yg. ñK
 �� .7.8 �é 	JëQ�.Ó ∙

(5) ∥u∥L∞(I) ⩽ C∥u∥W 1,p(I) ∀u ∈ W 1,p(I), ∀ 1 ⩽ p ⩽ ∞,

. 1 ⩽ p ⩽ ∞ É¾Ë QÒ�J�Ó 	áK
AJ. ��K. W 1,p(I) ⊂ L∞(I) 	àA
	̄ Q 	k

�
@ Q�
J.ª�JK.

A 	JK
YË 	àñºK
 é 	KA
	̄ , �èXðYm× I 	àñº�K AÓY 	Jª 	̄ , ½Ë 	X úÍ@

�é 	̄ A 	�@

(6) . 1 < p ⩽ ∞ É¾Ë �@Q��Ó W 1,p(I) ⊂ C(Ī) 	áK
AJ. �JË @
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(7) . 1 ⩽ q < ∞ É¾Ë �@Q��Ó W 1,1(I) ⊂ Lq(I) 	áK
AJ. �JË @

©J
�ñ�JË @ �é 	JëQ�.Ó É 	� 	®K. �éÓAªË@ �éËAmÌ'@ i. �J 	J����� ; I = ℝ �Ë �éJ.� 	�ËAK. (5) �HAJ. �KAK.

@YJ. 	K �� . �HAJ. �K @

ù
 Ò�J 	��K . G(s) = ∣s∣p−1s © 	�	� 1 ⩽ p < ∞ 	àA¿ @ 	X @ ; v ∈ C1
c (ℝ) 	áº�JË .( 5.8

�é 	JëQ�.Ó )
ð C1

c (ℝ) úÍ@ w = G(v)
�éË @YË@

w′ = G′(v)v′ = p∣v∣p−1v′.

x ∈ ℝ �Ë A 	JK
YË 	à 	X@

G(v(x)) =

∫ x

−∞
p∣v(t)∣p−1v′(t)dt,

úÎ« É�m� 	' ,PYËñë �é 	JK
AJ. �JÓ ÈAÒª�J�AK. ð

∣v(x)∣p ⩽ p∥v∥p−1
Lp ∥v′∥Lp .

	à

AK. ( 2.4 ©¢�®ÖÏ @ Q 	¢ 	� @ ) 	© 	KñK
 �é 	JK
AJ. �JÓ É 	� 	®K. , i. �J 	J���	� , éJ
Ê« ð

(8) ∥v∥L∞ ⩽ C∥v∥W 1,p ∀v ∈ C1
c (ℝ)

. 6 ÐA« �IK. A�K C 	à@ �IJ
k
un −→ u 	à@ �IJ
m�'. (un) ∈ C1

c (ℝ)
�éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K ; u ∈ W 1,p 	áº�JË . �é 	̄ A�JºËAK. 	à

�
B@ ÈY�J�	�

ú
ÍA�JËAK. . L∞ ú

	̄ ú
æ

��ñºË �éJ
ËA�J�JÓ (un)
	à

AK. øQ 	K (8)

��J
J.¢��K. .( 6.8
�é 	JëQ�.Ó ) W 1,p(ℝ) ú


	̄
. (5) úÎ« É�m� 	' éJ
Ê« ð L∞ ú


	̄
un −→ u

A 	JK
YË u ∈ ℱ �Ë . 1 < p ⩽ ∞ ©Ó W 1,p(I) ú

	̄ �èYgñË@ �èQ» ℱ 	áº�JË �� . (6) �HAJ. �K @

∣u(x)− u(y)∣ =
∣∣∣
∫ x

y

u′(t)dt
∣∣∣ ⩽ ∥u′∥Lp ∣x− y∣1/p′ ⩽ ∣x− y∣1/p′ ∀x, y ∈ I.

. C(Ī) ú

	̄ AJ
�. �	� �é�@Q��Ó ℱ 	à


AK. ú
Íñº�


@ �é 	JëQ�.Ó 	áÓ 	à 	X@ i. �J 	J����


ú

	̄ AJ
�. �	� �é�@Q��Ó ℱ 	à


@ úÎ« �é 	JëQ�. ÊË . W 1,1(I) ú


	̄ �èYgñË@ �èQ» ℱ 	áº�JË �� . (7) �HAJ. �K @
. (23.4)  Qå��Ë @ 	áÓ ���®j�J 	JË . 26.4 �éÓ 	PC�Ë@ ��J.¢	� , 1 ⩽ q < ∞ ©Ó Lq(I)

. ∀p ⩾ 1 p1/p ⩽ e1/e 	à

@ 	¡kB 6
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(3) 3.8
�éJ
 	��®Ë@ I. �m�'. A 	JK
YË . ∣ℎ∣ < dist(!,CI) ð u ∈ ℱ , ! ⊂⊂ I 	áº�JË

∥¿ℎu− u∥L1(!) ⩽ ∣ℎ∣ ∥u′∥L1(I) ⩽ ∣ℎ∣.
	à 	X@

∫

!

∣u(x+ ℎ)− u(x)∣qdx ⩽
(
2∥u∥L∞(I)

)q−1
∫

!

∣u(x+ ℎ)− u(x)∣dx ⩽ C∣ℎ∣,

ú
ÍA�JËAK. ð

. ∣ℎ∣ < ± @ 	X @
(∫

!

∣u(x+ ℎ)− u(x)∣qdx
)1/q

⩽ C1/q∣ℎ∣1/q < ²

u ∈ ℱ �Ë A 	JK
YË . (24.4)  Qå��Ë @ 	áÓ ���®j�J 	JË

∥u∥Lq(I∖!) ⩽ ∥u∥L∞(I) ∣I ∖ !∣1/q ⩽ C∣I ∖ !∣1/q < ²

□ . ½Ë 	X ���®j�JK
 ú �æk ! PA�J	m� 	' ; 	¬A¿ É¾ ���. @Q�
 	ª� ∣I ∖ !∣ 	àñºK
 	à

@ �é¢�
Qå��

ñË ú �æk , @YK.

@ A�@Q��Ó 	àñºK
 B é 	JºË ð QÒ�J�Ó W 1,1(I) ⊂ C(Ī) 	áK
AJ. �JË @ �� .10

�é 	¢kCÓ
�èXðYm× (un)

�I	KA¿ @ 	X @ é 	K

@ YJ
K. . [EX] Q 	¢	� @ ð


@ ½Ë 	X 	áÓ Y»


A�JË @ ÈðAg , �èXðYm× �èQ�� 	̄

I �I	KA¿
H. PA�®�J�K �IJ
m�'. (unk

)
�éJ
K 	Qk. �éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K é 	KA

	̄ ( �èXðYm× Q�
 	« ð

@ �èXðYm× I ©Ó) W 1,1(I) ú


	̄
.( [EX] C�JÓ Q 	¢	� @ ; Helly

�é 	JëQ�.Ó ù
 ë è 	Yë ) x ∈ I É¾Ë (unk
(x))

,QÒ�J�Ó W 1,p(I) ⊂ L∞(I) 	áK
AJ. �JË @ 	àA
	̄ , 1 < p ⩽ ∞ ð �èXðYm× Q�
 	« I

�èQ�� 	®Ë @ 	àñº�K AÓY 	J«
ú


	̄ �èXðYm× (un)
�I	KA¿ @ 	X @ é 	K


@ B@ . [EX] Q 	¢	� @ ð


@ ½Ë 	X 	áÓ Y»


A�JË @ ÈðAg ; �@Q��Ó Q�
 	« é 	JºË ð

�IJ
m�'. u ∈ W 1,p(I) Yg. ñK
 ð (unk
)

�éJ
K 	Qk. �éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K é 	KA
	̄ , 1 < p ⩽ ∞ ©Ó W 1,p(I)

.( [EX] C�JÓ Q 	¢	� @ ) J ⊂ I , �èXðYm× J É¾Ë L∞(J) ú

	̄
unk

−→ u 	à@

	à

AK. �éËñîD��. 	áëQ�. 	K , (5) É 	� 	®K. . 1 ⩽ q ⩽ ∞ ð �èXðYm× �èQ�� 	̄

I 	áº�JË �� .11
�é 	¢kCÓ

Õæ

	¢ 	JË @

∣∣∣u∣∣∣ = ∥u′∥Lp + ∥u∥Lq

.( [EX] C�JÓ Q 	¢	� @ ) W 1,p(I) Õæ

	¢ 	JË ú 	̄ A¾Ó

É¾Ë u ∈ Lq(I) 	àA
	̄ , u ∈ W 1,p(I) �I	KA¿ @ 	X @ . �èXðYm× Q�
 	« �èQ�� 	̄

I 	áº�JË �� .12 �é 	¢kCÓ
	à

@ AÖß. q ∈ [p,∞]
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∫
∣u∣q ⩽ ∥u∥q−p

L∞ ∥u∥pLp .

.( [EX] Q 	¢	� @ ) q ∈ [1, p[ �Ë u ∕∈ Lq(I) 	àA
	̄ I. ËA 	ªË @ ú


	̄ 	áºË ð

	à 	X @ . 1 ⩽ p < ∞ ©Ó u ∈ W 1,p(I) 	áº�JË ð �èXðYm× Q�
 	« I 	à

AK. 	�Q�� 	® 	K �� .8.8

�éÓ 	PB
A 	JK
YË

(9) lim
x∈I

∣x∣→∞
u(x) = 0.

ú

	̄
un∣I −→ u �IJ
m�'. (un) ∈ C1

c (ℝ)
�éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K , 6.8

�é 	JëQ�. ÖÏ @ I. �k �� . �HAJ. �K @
. (9) úÎ« É�m� 	' A 	J 	K A

	̄ éJ
Ê« ð ; ∥un − u∥L∞(I) −→ 0 	à

AK. (5) 	áÓ i. �J 	J���	� . W 1,p(I)

YJ
K. ; ∥un − u∥L∞(I) < ² 	àñºK
 ú �æk 	¬A¿ É¾ ���. @Q�
J.» n PA�J	m� 	' , ² > 0 ZA¢«AK. Éª 	®ËAK.
□ . ∣u(x)∣ < ² 	àA

	̄ ú
ÍA�JËAK. ð un(x) = 0 A 	JK
YË �éK
A 	®ºË@ éJ
 	̄ AÖß. Q�
J.» ∣x∣ �Ë é 	K

@

	à 	X @ . 1 ⩽ p ⩽ ∞ ©Ó u, v ∈ W 1,p(I) 	áº�JË �� .(Z@Yg. ��A�®�J ��@) 9.8
�éÓ 	PB ∙

ð 7uv ∈ W 1,p(I)

(10) (uv)′ = u′v + uv′.

�éK 	Qj. �JËAK. �éÊÓA¾ÖÏ @ �èY«A�̄ A 	JK
YË , ½Ë 	X úÎ« �èXAK
 	P

(11)

∫ x

y

u′v = u(x)v(x)− u(y)v(y)−
∫ x

y

uv′ ∀x, y ∈ Ī .

. uv ∈ Lp 	àA
	̄ ú
ÍA�JËAK. ð ( 7.8

�é 	JëQ�.Ó ) u ∈ L∞ 	à

AK. �éK
 @YK. 	¡kC	K �� . �HAJ. �K @

B uv Z @Ym.Ì'@ 	àA
	̄
Lp úÍ@ 	àAJ
Ò�J 	��K v ð u �I	KA¿ @ 	X @ AÓñÒª 	̄ . Lp ��A� 	k ©Ó 	�PAª�J�K �éj. J
�� 	JË @ è 	Yë 	à


@ 	¡kB 7

. pA 	JK. �é�®Êg W 1,p 	à

AK. Èñ�® 	K . Lp úÍ@ ù
 Ò�J 	�K
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�IJ
m�'. C1
c (ℝ) 	áÓ 	á�
�JJ
ËA�J�JÓ (vn) ð (un) 	áº�JË ; 1 ⩽ p < ∞ �IJ
k �éËAmÌ'AK.


@YJ. 	K

L∞(I) ú

	̄
vn −→ v ð un −→ u 	à 	X@ . W 1,p(I) ú


	̄
vn∣I −→ v ð un∣I −→ u

A 	JK
YË . Lp(I) ú

	̄ ð L∞(I) ú


	̄
unvn −→ uv 	à


@ ½Ë 	X 	áÓ �Ê 	j�J�	� ;( 7.8

�é 	JëQ�.Ó )

. Lp(I) ú

	̄

(unvn)
′ = u′

nvn + unv
′
n −→ u′v + uv′

�éJ
ËA�J�JÖÏ @ úÎ« 4
�é 	¢kCÖÏ @ ��J.£ ) (uv)′ = u′v + uv′ 	à


@ ð uv ∈ W 1,p(I) 	à


@ ½Ë 	X 	á« i. �J 	�K


.( unvn

. (10) �éÊÓA¾Öß. (11) úÎ« É�m� 	' @Q�
 	g

@

	à 	X@ . u, v ∈ W 1,∞(I) 	à

AK. 	à

�
B@ 	�Q�� 	® 	JË

. u′v + uv′ ∈ L∞(I) ð uv ∈ L∞(I)

	à

@ 	áÓ ���®j�JË @ ù�®J. K


∫

I

uv'′ = −
∫

I

(u′v + uv′)' ∀' ∈ C1
c (I).

É¾Ë u, v ∈ W 1,p(J) 	à 	X@ . Supp' ⊂ J �IJ
m�'. J ⊂ I
�ékñ�J 	®Ó �èQ�� 	̄ �IJ. �� 	K , ½Ë 	X Ég.


@ 	áÓ

	à

@ ÕÎª 	K ��J.� AÓ úÎ« ZA 	JK. ð p < ∞

∫

J

uv'′ = −
∫

J

(u′v + uv′)'

	à

@ ø



@

∫

I

uv'′ = −
∫

I

(u′v + uv′)'.

□

8G(0) = 0 �IJ
m�'. G ∈ C1(ℝ) 	áº�JË �� .(I. J
»Q�K ��A�®�J ��@) 10.8
�éÓ 	PB

	à 	X@ . u ∈ W 1,p(I) 	áº�JË ð

. (Gou)′ = (G′ou)u′ ð Gou ∈ W 1,p(I)

ù�®J. K
 é 	JºË .[ p = ∞ ð �èXðYm× Q�
 	« I 	àñº�K AÓY 	J« ð

@ ] �èXðYm× I 	àñº�K AÓY 	J« AK
PðQå 	� ��
Ë ZA 	J�J���B@ @ 	Yë 8

. 1 ⩽ p < ∞ ð �èXðYm× Q�
 	« I �I	KA¿ @ 	X @ AK
PðQå 	�
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∣G(s)∣ ⩽ C∣s∣ �IJ
m�'. C �IK. A�K Yg. ñK
 é 	K A
	̄
G(0) = 0 	à


@ AÖß. . M = ∥u∥L∞ 	áºJ
Ë �� . �HAJ. �K @

A 	JK
YË AîD� 	® 	K �é�®K
Q¢ËAK. ð . ∣Gou∣ ⩽ C∣u∣ 	à

@ AÖß. Gou ∈ Lp(I) 	à 	X@ . s ∈ [−M,+M ] �Ë

	à

AK. ���®j�JË @ ù�®J. K
 . (G′ou)u′ ∈ Lp(I)

(12)

∫

I

(Gou)'′ = −
∫

I

(G′ou)u′' ∀' ∈ C1
c (I).

ú

	̄
un −→ u �IJ
m�'. C∞

c (ℝ) 	áÓ (un)
�éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K 	à 	X@ . 1 ⩽ p < ∞ 	à


AK. �éK
 @YK. 	�Q 	® 	JË

ð L∞(I) ú

	̄

Goun −→ Gou ú
ÍA�JËAK. . L∞(I) ú

	̄ ð W 1,p(I)

A 	JK
YË é 	K

@ YJ
K. . Lp(I) ú


	̄
(G′oun)u

′
n −→ (G′ou)u′

∫
(Goun)'

′ = −
∫
(G′oun)u

′
n' ∀' ∈ C1

c (I).

. (12) i. �J 	J���	� ú
ÍA�JËAK.
□ . 9.8 �éÓ 	PC�Ë@ ú


	̄ AÒ» i. î 	DË @ � 	® 	K ©J. �� 	K , p = ∞ �éËAjÊË �éJ.� 	�ËAK.

Wm,p(I)
	J
ËñK. ñ� �H@ZA 	� 	̄

Z @Q�®�J�BAK.
	¬Qª	K . AJ
 �®J
�®k @XY« 1 ⩽ p ⩽ ∞ ð AJ
ªJ
J.£ @XY« m ⩾ 2 	áºJ
Ë �� . 	K
Qª�K

ZA 	� 	®Ë@

Wm,p(I) = {u ∈ Wm−1,p(I), u′ ∈ Wm−1,p(I) }.
© 	�	�

Hm(I) = Wm,2(I).

g1, . . . , gm ∈ Lp(I) È@ðX m �HYg. ð @ 	X@ ¡�® 	̄ ð @ 	X @ u ∈ Wm,p(I) 	à

AK. �éËñîD��. ���®j�J 	K

�IJ
m�'.
∫

I

uDj' = (−1)j
∫

I

gj' ∀' ∈ C∞
c (I), ∀j = 1, 2, . . . ,m

PAJ. �J«@ , 	à 	X@ A 	J 	JºÖß
 , u ∈ Wm,p(I) AÓY 	J« . ' �Ë j
�éJ. �KQÖÏ @ ø


	X ���J ��ÒÊË 	QÓQK
 Dj' 	à@ �IJ
k
. . . , D2u , Du �K. AîD
Ë @ 	QÓQ 	K ð ; m

�éJ. �KQÖÏ @ ú �æk u′ = g1, (u
′)′ = g2 . . .

�éJ
ËA�J�JÖÏ @ �HA�®�J ��ÖÏ @
. Dmu
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Õæ

	¢ 	JËAK. Xð 	QÓ Wm,p(I) ZA 	� 	®Ë@

∥u∥Wm,p = ∥u∥Lp +
m∑

®=1

∥D®u∥Lp

ù
 ÒÊ�Ë@ Z @Ym.Ì'AK. Xð 	QÓ Hm ZA 	� 	®Ë@ ð

(u, v)Hm = (u, v)L2 +
m∑

®=1

(D®u,D®v)L2 .

, ��X

@ É¾ ���. ; ∣∣∣u∣∣∣ = ∥u∥Lp + ∥Dmu∥Lp Õæ


	¢ 	JÊË ú 	̄ A¾Ó ∥ ∥Wm,p Õæ

	¢ 	JË @ 	à


AK. 	áëQ�. 	K

�IJ
m�'. ( ∣I∣ ⩽ ∞ ð ² �K. ¡J. �KQÓ ) ∃C , ∀² > 0 é 	KA
	̄ , 1 ⩽ j ⩽ m− 1 	àA¿ @ 	X @ é 	K


AK. �IJ. �� 	K

∥Dju∥Lp ⩽ ²∥Dmu∥Lp + C∥u∥Lp ∀u ∈ Wm,p

.( [EX] C�JÓ Q 	¢	� @ )
ÉJ
�. � úÎ« ; W 1,p �Ë Aî 	D« 	áëQ�. ÖÏ @ ��A�	mÌ'@ Wm,p �H@ZA 	� 	̄ úÍ@ Õæ
Òª�K øPA�®ÊË 	áºÖß


.QÒ�J�Ó 	áK
AJ. �K ©Ó Wm,p(I) ⊂ Cm−1(Ī) ÈA�JÖÏ @

W 1,p
0 (I) ZA 	� 	̄

.3.8

. W 1,p(I) ú

	̄
C1

c (I)
�é�̄C 	«@ úÍ@ W 1,p

0 (I) �K. 	QÓQ 	K , 1 ⩽ p < ∞ ZA¢«AK. �� . 	K
Qª�K
. 9H1

0 (I) = W 1,2
0 (I) I. �Jº	K

ù
 ÒÊ�Ë@ Z @Ym.Ì'AK. Xð 	QÓ H1
0 ZA 	� 	®Ë@ ; W 1,p 	áÓ �Ê 	j�J�ÖÏ @ Õæ


	¢ 	JËAK. Xð 	QÓ W 1,p
0 ZA 	� 	®Ë @

ñê 	̄ ½Ë 	X 	áÓ Q��»

@ ð ; É� 	®ÊË ÉK. A�̄ , pA 	JK. Z A 	� 	̄ ñë W 1,p

0 ZA 	� 	®Ë @ . H1 	áÓ �Ê 	j�J�ÖÏ @
. É� 	®ÊË ÉK. A�̄ , �HQ�. Êë ZA 	� 	̄ ñë H1

0 ZA 	� 	®Ë @ . 1 < p < ∞ �Ë ú
æ�A¾ª	K @

Q 	¢	� @ ) W 1,p(ℝ) ú

	̄ 	J
�J» C1

c (ℝ)
	à

AK.

	¬Qª	K , I = ℝ 	àñº�K AÓY 	J« �� .13
�é 	¢kCÓ

. W 1,p
0 (ℝ) = W 1,p(ℝ) 	àA

	̄ éJ
Ê« ZA 	JK. ð ( 6.8
�é 	JëQ�.Ó

: 	à

AK. �éËñîD��. ���®j�J 	K (½n)

�éJ
ÒJ
 	¢ 	��K �éJ
ËA�J�JÓ ÈAÒª�J�AK. �� .14 �é 	¢kCÓ
. H1

0 (I) ð W 1,p
0 (I) 	á« A 	�ñ« H1

0 ð W 1,p
0 AJ. Ë A 	« I. �Jº	K 9
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. W 1,p
0 (I) ú


	̄ 	J
�J» C∞
c (I) (1)

. u ∈ W 1,p
0 (I) 	àA

	̄
u ∈ W 1,p(I) ⌢ Cc(I) @ 	X @ (2)

: W 1,p
0 (I) È@ðYË �è 	Q�
ÜØ �éJ
�A 	g �éJ
ËA�JË @ �éj. J
�� 	JË @ ù
 ¢ª�K

úÎ« u = 0 @ 	X @ ¡�® 	̄ ð @ 	X @ u ∈ W 1,p
0 (I) 	à 	X@ , u ∈ W 1,p(I) 	áº�JË �� .11.8

�é 	JëQ�.Ó ∙
. ∂I

	à

@ 	X @ . W 1,p

0 ZA 	� 	®Ë @ éJ.ªÊK
 ø

	YË@ PðYË@ �éJ
Òë


@ øYÓ 11.8

�é 	JëQ�. ÖÏ @ hQå���� �� .15 �é 	¢kCÓ
. boundary conditions

�éK
Yg  ðQå���. ¡J. �KQ�K ( �éJ
K 	Qm.Ì'@ �éJ
Ê 	�A 	®�JË @ ð

@) �éJ
Ê 	�A 	®�JË @ �HBXAªÖÏ @

. �é 	�ðQ 	®Ó ∂I Y	J« u
�éÒJ
�̄ 	à


@ ½Ë 	YK. ú


	æª 	K

ú

	̄
un −→ u �IJ
m�'. C1

c (I) 	áÓ (un)
�éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K é 	KA

	̄ , u ∈ W 1,p
0 @ 	X @ �� . �HAJ. �K @

. ∂I úÎ« u = 0 	àA
	̄ ú
ÍA�JËAK. ð Ī úÎ« ÐA 	¢�J 	K AK. un −→ u 	à 	X@ . W 1,p(I)

�IJ
m�'. G ∈ C1(ℝ) �éË @X �IJ. �� 	K . ∂I úÎ« u = 0 �IJ
m�'. u ∈ W 1,p 	áº�JË , AJ
�º«

∣t∣ ⩽ 1 @ 	X @ 0

∣t∣ ⩾ 2 @ 	X @ t

⎫
⎬
⎭ = G(t)

ð

. t ∈ ℝ É¾Ë ∣G(t)∣ ⩽ ∣t∣

øQ 	k

@ �éJ
kA 	K 	áÓ .( 10.8

�éÓ 	PB ) un ∈ W 1,p(I) �IJ
m�'. un =
1

n
G(nu) © 	�	�

Suppun ⊂ {x ∈ I; ∣u(x)∣ ⩾ 1

n
}

ð ∂I úÎ« u = 0 	à

@ �éË


A�Ó ÉÒª�J�@ ) I ú


	̄ �è @ñ�Jm× �é�@Q��Ó �é«ñÒm.× Suppun
	àA

	̄ ú
ÍA�JËAK. ð
.( 14

�é 	¢kCÖÏ @ Q 	¢	� @ ) un ∈ W 1,p
0 (I) ú
ÍA�JËAK. .( x ∈ I , ∣x∣ −→ ∞ AÓY 	J« u(x) −→ 0

□ . W 1,p ú

	̄
un −→ u 	à


AK. lk. QÖÏ @ H. PA�®�JË @ �é 	JëQ�.Ó �é¢�@ñK. �éËñîD��. ���®j�J 	K , Q�
 	g


B@ ú


	̄

.( [EX] C�JÓ Q 	¢	� @ ) W 1,p
0 È@ðYË 	á�
�JK
Q 	k


@ 	á�
�J�
�A 	g úÍ@ Q�
 ��	� �� .16 �é 	¢kCÓ
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C �IK. A�K Yg. ð @ 	X @ ¡�® 	̄ ð @ 	X @ u ∈ W 1,p
0 (I) 	à 	X@ , u ∈ Lp(I) ð 1 < p < ∞ 	áºJ
Ë (1)

�IJ
m�'.
∣∣∣
∫

I

u'′
∣∣∣ ⩽ C∥'∥Lp′ (I) ∀' ∈ C1

c (ℝ).

�K. ū
	¬Qª	K , u ∈ Lp(I) ð 1 ⩽ p < ∞ 	áºJ
Ë (2)

x ∈ I @ 	X @ u(x)

.x ∈ ℝ ∖ I @ 	X @ 0

⎫
⎬
⎭ = ū(x)

. ū ∈ W 1,p(ℝ) @ 	X @ ¡�® 	̄ ð @ 	X @ u ∈ W 1,p
0 (I) 	à 	X@

. �èXðYm× I 	à

AK. 	�Q 	® 	K �� .( Poincaré éK
PA¾ 	K @ñK. �é 	JK
AJ. �JÓ ) 12.8

�éJ
 	��̄ ∙
�IJ
m�'. ( ∣I∣ �K. ¡J. �KQÓ ) C �IK. A�K Yg. ñK
 	à 	X@

(13) ∥u∥W 1,p ⩽ C∥u′∥Lp ∀u ∈ W 1,p
0 (I).

. W 1,p Õæ

	¢ 	JË ú 	̄ A¾Ó , W 1,p

0 (I) úÎ« Õæ

	¢	� ù
 ë ∥u′∥Lp

�éJ
ÒºË@ , øQ 	k

@ �èPAJ.ªK.

A 	JK
YË u ∈ W 1,p
0 (I) �Ë �� . �HAJ. �K @

∣u(x)∣ = ∣u(x)− u(a)∣ =
∣∣∣
∫ x

a

u′(t)dt
∣∣∣ ⩽ ∥u′∥L1 .

□ .PYËñë �é 	JK
AJ. �JÓ É 	� 	®K. (13) i. �J 	J���	� ; ∥u∥L∞ ⩽ ∥u′∥L1
	à 	X@

ð H1
0 úÎ« AJ
ÒÊ� Z@Yg. (u′, v′)L2

�éJ
ÒºË@ 	¬Qª�K , �èXðYm× I �I	KA¿ @ 	X @ �� .17
�é 	¢kCÓ

. H1 Õæ

	¢ 	JË ú 	̄ A¾Ó - ∥u′∥L2 ø



@ - é�® 	̄ @QK
 ø


	YË@ Õæ

	¢ 	JË @

Z A 	� 	®Ë @ 	¬Qª	K , 1 ⩽ p < ∞ ù

�®J
�®k XY« ð m ⩾ 2 ù
 ªJ
J.£ XY« ZA¢«AK. �� .18 �é 	¢kCÓ

	à

AK. �IJ. �� 	K . Wm,p(I) ú


	̄
Cm

c (I)
�é�̄C 	«A¿ Wm,p

0 (I)

. { ∂I úÎ« u = Du = . . . = Dm−1u = 0 ; u ∈ Wm,p(I) } = Wm,p
0 (I)

	á�
K. 	Q�
J
Ò�JË @ A 	JK. PYm.�'
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{ ∂I úÎ« u = Du = 0 ; u ∈ W 2,p(I) } = W 2,p
0 (I)

ð

; { ∂I úÎ« u = 0 ; u ∈ W 2,p(I) } = W 2,p(I) ⌢ W 1,p
0 (I)

. [EX] Q 	¢	� @

W 1,p
0 ø
 ñ	J�K ∗

ø
 ñ	J�JË H−1(I) �K. ð ( 1 ⩽ p < ∞ ©Ó ) W 1,p
0 (I) ø
 ñ	J�JË W−1,p′

(I) �K. 	QÓQ 	K �� . 	Q�
ÓQ�K
. H1

0 (I)

. éK
ñ 	J�K ©Ó H1
0

��K. A¢	� B 	áºË ð , éK
ñ 	J�K ©Ó L2 ��K. A¢ 	� , 5 É� 	®Ë@ 	áÓ 1
�é 	¢kCÒÊË A �® 	̄ð

	à@Z @ñ�JkB@ A 	JK
YË

H1
0 ⊂ L2 ⊂ H−1

. 	àA 	®J
�J» ð 	à@QÒ�J�Ó 	àA 	JK
AJ. �JË @ ð
	àA

	̄ , �èXðYm× I �I	KA¿ @ 	X @
1 ⩽ p < ∞ É¾Ë W 1,p

0 ⊂ L2 ⊂ W−1,p′

. 	àA 	®J
�J» ð 	à@QÒ�J�Ó 	àA 	JK
AJ. �JË @ ð
¡�® 	̄ A 	JK
YË é 	KA

	̄ , �èXðYm× Q�
 	« I �I	KA¿ @ 	X @
1 ⩽ p ⩽ 2 É¾Ë W 1,p

0 ⊂ L2 ⊂ W−1,p′

.( 12
�é 	¢kCÖÏ @ Q 	¢	� @ ) 	àA 	®J
�J» ð 	à@QÒ�J�Ó 	àA 	JK
AJ. �JË @ ð

A 	JK
YË ��X

@ É¾ ���. ; Lp′ 	áÓ È@ðX �é¢�@ñK. W−1,p′ Qå�A 	J« ÉJ
�JÖ

�ß 	áºÖß


�IJ
m�'. f0, f1 ∈ Lp′ Yg. ñ�K 	à 	X@ . F ∈ W−1,p′ 	áºJ
Ë �� .13.8 �éJ
 	��̄
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< F, v >=

∫
f0v +

∫
f1v

′ ∀v ∈ W 1,p
0

ð

∥F∥ = max{∥f0∥Lp′ , ∥f1∥Lp′}.
. f0 = 0

	Y 	g

@ A 	J 	JºÖß
 , �èXðYm× I 	àñº�K AÓY 	J«

Õæ

	¢ 	JËAK. E = Lp × Lp ZA 	� 	®Ë @ Xð 	Q 	K �� . �HAJ. �K @

. ℎ = [ℎ0, ℎ1]
�IJ
k ∥ℎ∥ = ∥ℎ0∥Lp + ∥ℎ1∥Lp

G = T (W 1,p
0 ) © 	�	� . E ú


	̄
W 1,p

0
	áÓ ��
A�®�K ñë T : u ∈ W 1,p

0 7−→ [u, u′] ∈ E
��J
J.¢�JË @

��J
J.¢�JË @ . S = T−1 : G −→ W 1,p
0 ð , E 	áÓ �Ê 	j�J�ÖÏ @ Õæ


	¢ 	JËAK. èXð 	Q 	K ð
A 	J 	JºÖß
 pA 	JK. 	àAë �é 	JëQ�.Ó É 	� 	®K. . G úÎ« QÒ�J�Ó ù
 ¢ 	k ú
Í@X ñë ℎ ∈ G 7−→< F, Sℎ >
�é 	JëQ�.Ó úæ	��J�®Öß. . ∥Á∥E′ = ∥F∥ ©Ó Á �K. éË 	QÓQ 	K E úÎ« QÒ�J�Ó ù
 ¢ 	k ú
Í@X úÍ@ èYK
YÖ �ß

�IJ
m�'. f0, f1 ∈ Lp′ Yg. ñK
 é 	K

AK. ÕÎª 	K 	QK
 @QË ÉJ
�JÒ�JË @

< Á, ℎ >=

∫
f0ℎ0 +

∫
f1ℎ1 ∀ℎ ∈ E.

. ∥Á∥E′ = max{∥f0∥Lp′ , ∥f1∥Lp′} 	à

AK. ���®j�JË @ ÉîD�Ë @ 	áÓ

��J.¢	� .( 12.8
�éJ
 	��®Ë@ Q 	¢	� @ ) ∥u′∥Lp Õæ


	¢ 	JËAK. W 1,p
0 Xð 	Q 	K , �èXðYm× I 	àñº�K AÓY 	J«

□ . T : u ∈ W 1,p
0 7−→ u′ ∈ Lp ð E = Lp ©Ó ��K. A�Ë@ ÈBY�J�B@

. 	á�
�KYJ
kð Q�
 	« f1 ð f0
	àA�JË @YË @ �� .19 �é 	¢kCÓ

©K
 	Pñ�JË @ , 	K
Qª�JË @ I. �k ) f0 − f ′
1 ©K
 	Pñ�JËAK. F

��K. A¢	� 	à

@ A 	KY�J«@ �� .20

�é 	¢kCÓ
.( C∞

c úÎ« v 7−→
∫

f0v +

∫
f1v

′ ù
 ¢	mÌ'@ ú
Í@YË@ ñë f0 − f ′
1

úÎ« �èQÒ�J�ÖÏ @ �éJ
¢	mÌ'@ �HAJ
Ë @YÊË �éJ.� 	�ËAK. AK
PA� É 	¢�
 13.8
�éJ
 	��®Ë@ h. A�J 	J���@ �� .21

�é 	¢kCÓ
. W 1,p
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�éK
Yg ÉKA�ÖÏ �éÊ�JÓ

B@ 	�ªK. .4.8

�éË

A�ÖÏ @ Ég 	áºJ
Ë

(14)
I =]0, 1[ úÎ« −u′′ + u = f

u(0) = u(1) = 0

}

ø
 YmÌ'@  Qå��Ë @ ú«YK
 .( L2(I) ú

	̄ ð


@ , C(Ī) ú


	̄ C�JÓ ) �èA¢ªÓ �éË @X f 	à@ �IJ
k
.( homogeneous �	�Aj. �JÖÏ @ ) Dirichlet′s condition éJ
Ê¾K
QK
X  Qå���. u(0) = u(1) = 0

(14)
���®m��' u ∈ C2(Ī)

�éË @X ñë (14) �Ë Classical solution ú
¾J
�C¾Ë@ ÉmÌ'@ �� . 	K
PAª�K
���®m��' u ∈ H1

0 (I)
�éË @X ñë (14) Ë 	J
ª 	�Ë@ ÉmÌ'@ .(ø
 XAªË@ ú 	æªÖÏ AK.)

(15)

∫

I

u′v′ +
∫

I

uv =

∫

I

fv ∀v ∈ H1
0 (I).

. 1.8 ©¢�®ÖÏ @ ú

	̄ è A 	KXYg ø


	YË@ l .×A 	KQ�. Ë @ ��J
J.¢��K.

@YJ. 	JË

�éÊÓA¾ÖÏ @ �èY«A�̄ É 	� 	®K. ú
æîE
YK. @ 	Yë . 	J
ª 	� Ég ñë , ú
¾J
�C¿ Ég É¿ �� . 
@ �éÊgQÖÏ @

. 9.8 �éÓ 	PCË �éK 	Qj. �JËAK.

: 	J
ª 	�Ë@ ÉmÌ'@ �éJ
 	K @Ygð ð Xñk. ð �� . H. �éÊgQÖÏ @

. (15) �Ë u ∈ H1
0 YJ
kð Ég Yg. ñK
 , f ∈ L2 É¾Ë �� .14.8 �éJ
 	��̄ ∙

��K
Q£ 	á« u úÎ« É�m� 	' , ½Ë 	X úÍ@
�é 	̄ A 	�@

min
v∈H1

0

{1

2

∫

I

(v′2 + v2)−
∫

I

fv
}
;

. éJ
Ê¾K
QK
X

@YJ.Ó ñë @ 	Yë ð
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231

ZA 	� 	̄ ú

	̄ ( éJ
 ���
Q 	̄ - 	QK
 @QË ÉJ
�JÒ�JË @ �é 	JëQ�.Ó �é£A��. K. ð


@) Ð@Q 	ªÊÓ - �» B �é 	JëQ�.Ó ��J.¢	� �� . �HAJ. �K @�éJ
¢	mÌ'@ ú


GA 	J�JË @ É¾ ��Ë@ ©Ó H = H1
0 (I)

�HQ�. Êë

a(u, v) =

∫
u′v′ +

∫
uv =< u, v >H1

□ . ' : v 7−→
∫

fv ù
 ¢	mÌ'@ ú
Í@YË@ ð

Yg. ñ�K é 	K

AK. éJ
 ���
Q 	̄ - 	QK
 @QË ÉJ
�JÒ�JË @ �é 	JëQ�.Ó I. �k ÕÎª	K , F ∈ H−1 ZA¢«AK. �� .22 �é 	¢kCÓ

�IJ
m�'. u ∈ H1
0

< u, v >H1=< F, v >H−1,H1
0

∀v ∈ H1
0 .

Q�. �Jª 	K 	à

@ A 	J 	JºÖß
 . H1

0 úÎ« H−1 	áÓ éJ
 ���
Q 	̄ - 	QK
 @QË ú
ÎK. A �®�JË @ É¿ A ����Ë @ ñë F 7−→ u Q�K ñÖÏ @ 	à@
. −u′′ + u = F

�éËXAªÒÊË ÕÔªÓ Ég u 	à

AK.

. ú
¾J
�C¾Ë@ ÉmÌ'@ úÍ@
�èXñ« ð ÐA 	¢�J 	K @ �� . X ð �k. A�JÊgQÓ

	àA
	̄ , A 	®J
ª 	� Cg u ∈ H1

0
�I	KA¿ @ 	X @ ð f ∈ L2 �I	KA¿ @ 	X @ é 	K


AK. �éK
 @YJ. Ë @ ú


	̄ 	¡kC	K
A 	JK
YË é 	KA

	̄ Éª 	®ËAK. .u ∈ H2

∫
u′v′ =

∫
(f − u)v ∀v ∈ C1

c

f ∈ C(Ī) �I	KA¿ @ 	X @
�é 	̄ A 	�B AK. ð . u ∈ H2 	à


@ ø



@ ,( f − u ∈ L2 	à


@ AÖß. ) u′ ∈ H1 	à 	X@

Q 	¢	� @ ) u′ ∈ C1(Ī) ú
ÍA�JËAK. ð (u′)′ ∈ C(Ī) é 	K

@ 	X @ . C2(Ī) úÍ@ ù
 Ò�J 	�K
 u

	J
ª 	�Ë@ ÉmÌ'@ 	àA
	̄

Ég úÍ@ u ∈ C2(Ī)
	J
ª 	� Ég 	áÓ ÈA�®�J 	KB@ Õ �æK
 . u ∈ C2(Ī) ½Ë 	X úÎ« ZA 	JK. ;( 6

�é 	¢kCÖÏ @
. 1.8 ©¢�®ÖÏ @ ú


	̄ AÒ» ú
¾J
�C¿

�éËñîD��. ���®j�J 	K , 1 ⩽ ù
 ªJ
J.£ XY« k ©Ó f ∈ Hk(I) �I	KA¿ @ 	X @ �� .23
�é 	¢kCÓ

. Hk+2(I) úÍ@ ù
 Ò�J 	�K
 (15) �Ë u ÉmÌ'@ 	à

AK. (Z@Q�®�J�BAK.)

	�ªK. úÍ@ Q�
 ��	� . ÉKA�ÖÏ @ 	áÓ Q�
J.» XY« ©Ó 	J
º�J�K ð �é 	KQÓ Yg. èC«

@ �é 	̄ñ�ñÖÏ @ �é�®K
Q¢Ë@ 	à@�éJ.� 	�ËAK. éJ
 	̄ ÉÒª	K ø


	YË@ ú
Í@YË@ ZA 	� 	®Ë@ iJ
 	�ñ�K ø
 PðQå	�Ë@ 	áÓ .PQº�J�K AÓ @Q�
�J» ú

�æË @ ÉKA�ÖÏ @

. �éË

A�Ó É¾Ë
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�éË

A�ÖÏ @ Ég 	áºJ
Ë �� . (�	�Aj. �JÖÏ @ Q�
 	« éJ
Ê¾K
QK
X  Qå��) 1 ÈA�JÓ

(16)
I =]0, 1[ úÎ« −u′′ + u = f

u(0) = ®, u(1) = ¯

}

. �è A¢ªÓ �éË @X f ð 	à@XYm× ®, ¯ ∈ ℝ ©Ó

�é�®�®m× �èYJ
kð u ∈ H2(I) Yg. ñ�K , ®, ¯ ∈ ℝ ð f ∈ L2(I) ZA¢«AK. �� .15.8 �éJ
 	��̄ ∙
��K
Q£ 	á« u úÎ« É�m� 	' ½Ë 	X úÍ@

�é 	̄ A 	�@ . (16) �Ë

min
v∈H1

v(0)=®,v(1)=¯

{1

2

∫

I

(v′2 + v2)−
∫

I

fv
}
.

. u ∈ C2(Ī) 	àA
	̄ , f ∈ C(Ī) �I	KA¿ @ 	X @ é 	K A

	̄ , ½Ë 	X úÎ« �èðC«

. 	á�
�J 	JºÜØ 	á�
�J�®K
Q£ úÍ@ Qå�� 	JË �� . �HAJ. �K @

Q�
J
 	ª�JK. Ðñ�® 	K ð 10u0(1) = ¯ ð u0(0) = ® �IJ
m�'. u0
�éÒ 	¢�J 	JÓ �éË @X XYm� 	' �� . úÍð


B@ �é�®K
Q¢Ë@

���®m�'
 ũ 	àA
	̄ ; ũ = u− u0 Èñêj. ÖÏ @

{ −ũ′′ + ũ = f + u′′
0 − u0

ũ(0) = ũ(1) = 0.

. ũ �Ë �éJ.� 	�ËAK. �é�®K. A�Ë@ �éË

A�ÖÏ @ úÍ@ A 	KY« Y�̄ 	àñº	K 	à 	X@

�é�®Ê 	ªÖÏ @ �éK. YjÖÏ @ �é«ñÒj. ÖÏ @ , H1 ZA 	� 	̄ ú

	̄ Q�. �Jª 	K �� . �éJ
 	K A�JË @ �é�®K
Q¢Ë@

K = { v ∈ H1(I); v(0) = ®, v(1) = ¯ }.
A 	JK
YË 	àñºK
 é 	KA

	̄
(16) �Ë AJ
ºJ
�C¿ Cg u �I	KA¿ @ 	X @

∫

I

u′(v − u)′ +
∫

I

u(v − u) =

∫

I

f(v − u) ∀v ∈ K.

�ñ�	mÌ'AK. A 	JK
YË éJ
Ê« ð

. affine function
�éJ
 	®Ë

�
A�K �éË @X u0 C�JÓ Q�� 	g@ 10

o b e i k a n d l . c o m
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(17)

∫

I

u′(v − u)′ +
∫

I

u(v − u) ⩾
∫

I

f(v − u) ∀v ∈ K.

; (17) �Ë A �®�®m× , @YJ
kð , u ∈ K Yg. ñK
 : ( 6.5
�é 	JëQ�.Ó ) AJ
» AJ.ÓA�J� �é 	JëQ�.Ó 	à 	X@ ÉÒª�J�	�

��K
Q£ 	á« u É�m�'
 ½Ë 	X úÎ« C 	� 	̄

min
v∈K

{1

2

∫

I

(v′2 + v2)−
∫

I

fv
}
.

úÎ« É�m� 	' ð ! ∈ H1
0 (I) ©Ó v = u± ! (17) ú


	̄ PA�J	m� 	' , ú
¾J
�C¾Ë@ ÉmÌ'@ úÍ@ ¨ñk. QÊË
∫

I

u′!′ +
∫

I

u! =

∫

I

f! ∀! ∈ H1
0 (I).

. tÌ'@ , u ∈ H2(I) Ð 	QÊ�J��
 @ 	Yë

�éË

A�ÖÏ @ è 	Yë Ég Q�. �Jª 	JË �� . ( Sturm− Liouville ÉJ
�̄ñJ
Ë - ÐPñ�J �� �éË


A�Ó ) 2 ÈA�JÓ ∗

(18)
I =]0, 1[ úÎ« −(pu′)′ + qu = f

u(0) = u(1) = 0

}

©Ó �èA¢ªÓ È@ðX f ∈ L2(I) ð q ∈ C(Ī) , p ∈ C1(Ī) �IJ
k

p(x) ⩾ ® > 0 ∀x ∈ Ī .

	àA
	̄
(18) �Ë AJ
ºJ
�C¿ Cg u 	àA¿ @ 	X @

∫

I

pu′v′ +
∫

I

quv =

∫

I

fv ∀v ∈ H1
0 (I).

, Q 	£A 	J�JÓ ð QÒ�J�Ó , �éJ
¢	mÌ'@ ú

GA 	J�K ú
Í@Y» ð , ú
Í@X ZA 	� 	®» H1

0 (I) ZA 	� 	®Ë @ ú 	æJ. �� 	K

a(u, v) =

∫

I

pu′v′ +
∫

I

quv.

�é 	JëQ�.Ó) 	à 	X@ .( 12.8
�éJ
 	��̄ ) éK
PA¾ 	K @ñK. �é 	JK
AJ. �JÓ É 	� 	®K. ú
j. ÊJ
Êë@ ú
Í@YË@ 	àA

	̄ , q ⩾ 0 	àA¿ @ 	X @
�IJ
m�'. @YJ
kð u ∈ H1

0 Yg. ñK
 (Ð@Q 	ªÊÓ - �» B

a(u, v) =

∫

I

fv ∀v ∈ H1
0 (I).

��K
Q£ 	á« u úÎ« É�m�'
 , ½Ë 	X úÍ@
�é 	̄ A 	�@

min
v∈H1

0

{1

2

∫

I

(pv′2 + qv2)−
∫

I

fv
}
.
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@ 	X @ Q�
 	g

B@ ú


	̄ . u ∈ H2 	àA
	̄ ú
ÍA�JËAK. ð u′ =

1

p
.pu′ ∈ H1 	à 	X@ ; pu′ ∈ H1 	à


@ l� 	�@ñË@ 	áÓ

. (18) �Ë AJ
ºJ
�C¿ Cg u 	àñºK
 ð u ∈ C2(Ī) 	àA
	̄
f ∈ C(Ī) 	àA¿

�éJ
ËA�JË @ Ñ«

B@ �éË


A�ÖÏ @ 	à

�
B@ Q�. �Jª 	JË

(19)
I =]0, 1[ úÎ« −(pu′)′ + ru′ + qu = f

. u(0) = u(1) = 0

}

. r ∈ C(Ī) ð ��J.� AÒ» AîD� 	® 	K ù
 ë q ð p úÎ« �HAJ
 	�Q 	®Ë@
A 	JK
YË é 	KA

	̄
(19) �Ë AJ
ºJ
�C¿ Cg u 	àA¿ @ 	X @

∫

I

pu′v′ +
∫

I

ru′v +
∫

I

quv =

∫

I

fv ∀v ∈ H1
0 (I).

QÒ�J�Ó ð �éJ
¢	mÌ'@ ú

GA 	J�K ú
Í@Y» ð H1

0 (I) ZA 	� 	®Ë @ , ú
Í@X ZA 	� 	®» , ú 	æJ. �� 	K

a(u, v) =

∫

I

pu′v′ +
∫

I

ru′v +
∫

I

quv.

ð q ⩾ 1 	àA¿ @ 	X @ ÈA�JÖÏ @ ÉJ
�. � úÎ« : AJ
j. ÊJ
Êë@ 	àñºK
 �HBAmÌ'@ 	�ªK. ú

	̄ .Q 	£A 	J�JÓ Q�
 	« ú
Í@YË@ @ 	Yë

	à

AK. 	¡kB �� ∣r′∣ ⩽ 2 ©Ó r ∈ C1(Ī) ð q ⩾ 1 	àA¿ @ 	X @ ð


@ r2 ⩽ ®

∫

I

rv′v = −1

2

∫

I

r′v2 ∀v ∈ H1
0 (I).

úÍ@ Qå�� 	JË . �é�® 	̄ @QÓ Q�
 	ª��� �éË

A�Ó Yg. ñ�K B 	áºË ð Ð@Q 	ªÊÓ - �» B �é 	JëQ�.Ó ��J
J.¢�� 	à 	X@ A 	J 	JºÖß


© 	�	� ð r

p
�Ë R

���J ��Ó ÉK. A �®Ó É 	gY	K . �éJ
¢	mÌ'@ ú

GA 	J�K ú
Í@X úÍ@ ¨ñk. QËAK. A 	JË iÒ��� �éÊJ
�ð

: ³ �K. H. Qå	�Ë@ YªK. (19) �éËXAªÖÏ @ I. �Jº�K . ³ = e−R

−³pu′′ − ³p′u′ + ³ru′ + ³qu = ³f

: ( ³ ′p+ ³r = 0 Ð@X AÓ ) Q 	k
�
@ É¾ ���. ð


@

−(³pu′)′ + ³qu = ³f.

Q 	£A 	J�JÖÏ @ ð QÒ�J�ÖÏ @ , �éJ
¢	mÌ'@ ú

GA 	J�JË @ ú
Í@YË@ H1

0 úÎ« 	à 	X@ É 	gY	K

a(u, v) =

∫

I

³pu′v′ +
∫

I

³quv.

�IJ
m�'. @YJ
kð u ∈ H1
0 Yg. ñK
 é 	KA

	̄ ú
ÍA�JËAK. ð AJ
j. ÊJ
Êë@ 	àñºK
 a(u, v) 	àA
	̄ , q ⩾ 0 	àA¿ @ 	X @

a(u, v) =

∫

I

³fv ∀v ∈ H1
0 (I).
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��K
Q£ 	á« u úÎ« É�m�'
 , ½Ë 	X úÍ@
�é 	̄ A 	�@

min
v∈H1

0

{1

2

∫

I

(³pv′2 + ³qv2)−
∫

I

³fv
}
.

Cg 	àñºK
 u ∈ C2([0, 1]) 	àA
	̄
f ∈ C([0, 1]) 	àA¿ @ 	X @ é 	K


AK. ð u ∈ H2 	à


AK. �éËñîD��. ���®j�J 	K

. (19) �Ë AJ
ºJ
�C¿

�éË

A�ÖÏ @ Ég 	áºJ
Ë �� . (�	�Aj. �JÖÏ @ Neumann 	àAÓñJ
 	K  Qå��) 3 ÈA�JÓ

(20)
I =]0, 1[ úÎ« −u′′ + u = f

. u′(0) = u′(1) = 0

}

. 11(20)
���®m�'
 YJ
kð u ∈ H2(I) Yg. ñK
 , f ∈ L2(I) É¾Ë �� .16.8

�éJ
 	��̄ ∙
��K
Q£ 	á« u É�m�'
 ½Ë 	X úÍ@

�é 	̄ A 	�@

min
v∈H1

{1

2

∫

I

(v′2 + v2)−
∫

I

fv
}
.

. u ∈ C2(Ī) 	àA
	̄ , f ∈ C(Ī) @ 	X @

	àA
	̄
(20) �Ë AJ
ºJ
�C¿ Cg u 	àA¿ @ 	X @ �� . �HAJ. �K @

(21)

∫

I

u′v′ +
∫

I

uv =

∫

I

fv ∀v ∈ H1(I).

	à

@ úÎ« Y»ñ	K) ��J.� AÒ» H1

0 (I) ú

	̄ ��
Ë ð H1(I) �HQ�. Êë ZA 	� 	̄ ú


	̄ ÉÒªË@ 	à 	X@ 	á�j�J��

- 	QK
 @QË ÉJ
�JÒ�JË @ �é 	JëQ�.Ó ð


@) Ð@Q 	ªÊÓ - �» B �é 	JëQ�.Ó ��J.¢	� .(AJ
ÊJ. �̄ 	àBñêm.× AÒë u(1) ð u(0)

ù
 ¢	mÌ'@ ú
Í@YË@ ©Ó ð a(u, v) =

∫

I

u′v′ +
∫

I

uv
�éJ
¢	mÌ'@ ú


GA 	J�JË @ ú
Í@YË@ ©Ó ( éJ
 ���
Q 	̄

	áÓ Zú
æ
�� É¿ ÉJ. �̄ i. �J 	J���	� . (21) �Ë u ∈ H1(I) YJ
kð Ég úÎ« É�m� 	' . ' : v 7−→

∫

I

fv

	à

AK. ½Ë 	X YªK. ð u ∈ H2(I) 	à


AK. (21)

(22)

∫

I

(−u′′ + u− f)v + u′(1)v′(1)− u′(0)v′(0) = 0 ∀v ∈ H1(I).

A 	JK
YË 	àA¿ ñË ð . ú 	æªÓ u′(0) = u′(1) = 0  Qå��ÊË 	àñºK
 ú
ÍA�JËAK. ð u ∈ H2(I) =⇒ u ∈ C1(Ī) 	à

@ 	¡kB 11

. ú 	æªÓ éË 	àA¿ AÖÏ u ∈ H1 ¡�® 	̄
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236

(22) úÍ@
�èXñªËAK. . �H . �k −u′′ + u = f úÎ« É�m� 	' ð v ∈ H1

0 (I) PAJ
�J 	kAK.

@YJ. 	K , (22) ú


	̄

úÎ« É�m� 	'

u′(1)v(1)− u′(0)v(0) = 0 ∀v ∈ H1(I).

□ . u′(0) = u′(1) = 0 	à

AK. i. �J 	J���	� , 	àA�JJ
 	®J
» 	àA�JÒJ
�̄ v(1) ð v(0) 	à


@ AÖß.

�éË

A�ÖÏ @ Ég 	áºJ
Ë �� . (�	�Aj. �JÖÏ @ Q�
 	« 	àAÓñJ
 	K  Qå��) 4 ÈA�JÓ

(23)
I =]0, 1[ úÎ« −u′′ + u = f

u′(1) = ¯ , u′(0) = ®

}

. �è A¢ªÓ �éË @X f ð 	á�
J
¢ªÓ 	áK
XY« ®, ¯ ∈ ℝ ©Ó

���®m�'
 YJ
kð u ∈ H2(I) Yg. ñK
 , ®, ¯ ∈ ℝ É¾Ë ð f ∈ L2(I) É¾Ë �� .′16.8 �éJ
 	��̄
��K
Q£ 	á« u úÎ« É�m�'
 ½Ë 	X úÍ@

�é 	̄ A 	�@ .(23)

min
v∈H1

{1

2

∫

I

(v′2 + v2)−
∫

I

fv + ®v(0)− ¯v(1)
}
.

	àA
	̄
(23) �Ë AJ
ºJ
�C¿ Cg u 	àA¿ @ 	X @ �� . �HAJ. �K @

(24)

∫

I

u′v′ +
∫

I

uv =

∫

I

fv − ®v(0) + ¯v(1) ∀v ∈ H1(I).

�éJ
¢	mÌ'@ ú

GA 	J�JË @ ú
Í@YË@ ©Ó H1(I) ZA 	� 	®Ë @ ú


	̄ Ð @Q 	ªÊÓ - �» B �é 	JëQ�.Ó ��J
J.¢�� 	à 	X@ Õç'CÖÏ @ 	áÓ

ù
 ¢	mÌ'@ ú
Í@YË@ ð a(u, v) =

∫

I

u′v′ +
∫

I

uv

' : v 7−→
∫

I

fv − ®v(0) + ¯v(1).

ÈA�JÖÏ @ ú

	̄ AÒ» �é�®K
Q¢Ë@ � 	® 	K ©J. �� 	K ½Ë 	X YªK. .( 7.8

�é 	JëQ�. ÖÏ @ É 	� 	®K. ) QÒ�J�Ó ù
 ¢	mÌ'@ ú
Í@YË@ @ 	Yë
□ . u′(1) = ¯ , u′(0) = ® 	à


@ �HAJ. �KB 3

�éË

A�ÖÏ @ Ég 	áºJ
Ë �� . ( �é¢Ê�J	m× �éK
Yg  ðQå��) 5 ÈA�JÓ
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(25)
I =]0, 1[ úÎ« −u′′ + u = f

. u′(1) = 0 , u(0) = 0

}

	àA
	̄
(25) �Ë AJ
ºJ
�C¿ Cg u 	àA¿ @ 	X @

(26) v(0) = 0 ©Ó ∀v ∈ H1(I)

∫

I

u′v′ +
∫

I

uv =

∫

I

fv.

ú

�GQ�. ÊêË @ Z A 	� 	®Ë@ ú


	̄ ÉÒªË@ Õç'CÖÏ @ 	áÓ

H = { v ∈ H1(I); v(0) = 0 }.
. l .×A 	KQ�. Ë @ �éJ
�®K. �èQå��AJ.Ó øPA�®ÊË ¼Q��K


�éË

A�ÖÏ @ Ég 	áºJ
Ë �� . ( �é�JËA�K �éK
Yg  ðQå��) 6 ÈA�JÓ

(27)
I =]0, 1[ úÎ« −u′′ + u = f

u(1) = 0 , u′(0)− ku(0) = 0

}

. 12ù¢ªÓ k ∈ ℝ �IJ
k
A 	JK
YË é 	KA

	̄
(27) �Ë AJ
ºJ
�C¿ Cg u 	àA¿ @ 	X @

. v(1) = 0 ©Ó ∀v ∈ H1(I)

∫

I

u′v′ +
∫

I

uv + ku(0)v(0) =

∫

I

fv

ú

�GQ�. ÊêË @ Z A 	� 	®Ë @ ú


	̄ Ð @Q 	ªÊÓ - �» B �é 	JëQ�.Ó ��J
J.¢�� 	à 	X@ 	á�j�J��


H = { v ∈ H1(I); v(1) = 0 }.
Q 	£A 	J�JÖÏ @ ,QÒ�J�ÖÏ @ �éJ
¢	mÌ'@ ú


GA 	J�JË @ ú
Í@YË@ ©Ó

a(u, v) =

∫

I

u′v′ +
∫

I

uv + ku(0)v(0).

. 13k ⩾ 0 	àñºK
 AÓY 	J« ú
j. ÊJ
Êë@ ú
Í@YË@ @ 	Yë
�éK
YmÌ'@  ðQå��Ë @ PAJ. �J«@ A 	J 	JºÖß
 Ñ«


@ É¾ ���. 12

®0u
′(0) + ¯0u(0) = 0, ®1u

′(1) + ¯1u(1) = 0.

Yg. ñ�K é 	K

@ 	á�
J. K
 Am�'
Qå� AK. A�k 	à


@ YJ
K. . ú
j. ÊJ
Êë@ a(u, v) ú
Í@YË@ ù�®J. K
 , 	¬A¿ É¾ ���. �èQ�
 	ª� ∣k∣ ð AJ. Ë A� k 	àA¿ @ 	X @ 13

.( [EX] Q 	¢	� @ ) Cg ÉJ. �®�K B (27) �IJ
m�'. f È@ðX ð k
�éJ. Ë A� �éÒJ
�̄

o b e i k a n d l . c o m



238

�éË

A�ÖÏ @ Ég 	áºJ
Ë �� . ( �éK
PðX �éK
Yg  ðQå��) 7 ÈA�JÓ

(28)
I =]0, 1[ úÎ« −u′′ + u = f

. u′(0) = u′(1) , u(0) = u(1)

}

A 	JK
YË é 	KA
	̄
(28) �Ë AJ
ºJ
�C¿ Cg u 	àA¿ @ 	X @

(29) . v(0) = v(1) ©Ó ∀v ∈ H1(I)

∫

I

u′v′ +
∫

I

uv =

∫

I

fv

ú

�GQ�. ÊêË @ Z A 	� 	®Ë @ ú


	̄ Ð @Q 	ªÊÓ - �» B �é 	JëQ�.Ó ��J
J.¢�� 	à 	X@ Õç'CÖÏ @ 	áÓ

H = { v ∈ H1(I); v(0) = v(1) }.

úÎ« É�m� 	' f ∈ L2(I) 	àñºK
 AÓY 	J« . a(u, v) =
∫

I

u′v′ +
∫

I

uv
�éJ
¢	mÌ'@ ú


GA 	J�JË @ ú
Í@YË@ ©Ó
	àñºK
 ÉmÌ'@ @ 	Yë 	àA

	̄ , f ∈ C(Ī) 	àA¿ @ 	X @ , ½Ë 	X úÍ@
�é 	̄ A 	�@ ; (28) �Ë u ∈ H2(I) Ég

. AJ
ºJ
�C¿

�éË

A�ÖÏ @ Ég 	áºJ
Ë �� . ( ℝ úÎ« �éK
Yg ÉKA�Ó ) 8 ÈA�JÓ

(30)
ℝ úÎ« −u′′ + u = f

∣x∣ −→ ∞ AÓY 	J« u(x) −→ 0

}

. f ∈ L2(ℝ) ©Ó
A 	®J
ª 	� Cg 	à@ ; 	¬ñË


AÖÏ @ ú 	æªÖÏ AK. (30)

���®m��' u ∈ C2(ℝ) �éË @X ñë (30) �Ë AJ
ºJ
�C¿ Cg 	à@���®m��' u ∈ H1(ℝ) �éË @X ñë (30) �Ë

(31)

∫

ℝ
u′v′ +

∫

ℝ
uv =

∫

ℝ
fv ∀v ∈ H1(ℝ).

�Ë A 	®J
ª 	� Cg 	àñºK
 u 	àA
	̄
(30) �Ë AJ
ºJ
�C¿ Cg u 	àA¿ @ 	X @ é 	K


AK. Zú
æ

�� É¿ ÉJ. �̄ 	áëQ�. 	JË
�HAJ. �K @ ú


	̄ AÒ» (³n)
�éJ
ËA�J�JÓ PA�J	m� 	' . u ∈ H1(ℝ) 	à


@ 	áÓ QÓ


B@ �éK
 @YK. ú


	̄ ���®j�J 	JË , Éª 	®ËAK. .(30)
úÎ« É�m� 	' �éK 	Qj. �JËAK. �éÊÓA¾ÖÏ AK. ð (³nu) �K. (30) H. Qå	��. .( (4)

�é 	ªJ
�Ë@ ) 6.8
�é 	JëQ�. ÖÏ @

∫

ℝ
u′(³nu′ + ³ ′nu) +

∫

ℝ
³nu

2 =

∫

ℝ
³nfu

éJ
Ê« ð
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(32)

∫

ℝ
³n(u

′2 + u2) =

∫

ℝ
³nfu+

1

2

∫

ℝ
³ ′′nu

2.

	áºË

C = ∥³ ′′∥L∞(ℝ) ©Ó 1

2

∫

ℝ
³ ′′nu

2 ⩽ C

n2

∫

n<∣x∣<2n

u2

i. �J 	J���	� . ∣x∣ −→ ∞ AÓY 	J« u(x) −→ 0 	à

B n −→ ∞ AÓY 	J« 1

n2

∫

n<∣x∣<2n

u2 −→ 0 ð

ú

	̄ �éK
Aî 	DË @ úÍ@ QÓ Õç�'

∫

ℝ
³nfu ⩽ 1

2

∫

ℝ
³nu

2 +
1

2

∫

ℝ
³nf

2 	à

@ 	¡kB )

u ∈ H1(ℝ) 	à

AK.

	àA
	̄
(30) �Ë AJ
ºJ
�C¿ Cg u 	àA¿ @ 	X @ , @Q�
 	g


@ . ( n −→ ∞ AÓY 	J« (32)

∫

ℝ
u′v′ +

∫

ℝ
uv =

∫

ℝ
fv ∀v ∈ C1

c (ℝ)

. (30) �Ë 	J
ª 	� Ég ñë u 	à 	X@ ; ∀v ∈ H1(ℝ) �é 	̄ A�JºËAK. ð
ZA 	� 	̄ ú


	̄ Ð @Q 	ªÊÓ - �» B �é 	JëQ�.Ó ��J
J.¢�� ù

	®ºK
 , 	J
ª 	� Ég �éJ
 	K @Ygð ð Xñk. ð úÎ« Èñ�jÊË

, ½Ë 	X úÍ@
�é 	̄ A 	�@ ð H2(ℝ) úÍ@ ù
 Ò�J 	�K
 u

	J
ª 	�Ë@ ÉmÌ'@ 	à

AK. �éËñîD��. ���®j�J 	K . H1(ℝ) �HQ�. Êë

. u ∈ C2(ℝ) 	àA
	̄ , f ∈ C(ℝ) 	àA¿ @ 	X @

ø

	YË@ ð ) (30) �Ë YJ
kð ú
¾J
�C¿ Ég Yg. ñK
 é 	KA

	̄
f ∈ L2(ℝ) ⌢ C(ℝ) 	áºJ
Ë : �é�C 	g

.( H2(ℝ) úÍ@ ½Ë 	Y» ù
 Ò�J 	�K


�éË

A�ÖÏ @ �é�@PX 	áºÖß
 B �� .24 �é 	¢kCÓ

ℝ úÎ« −u′′ = f

∣x∣ −→ ∞ AÓY 	J« u(x) −→ 0

}

. H1(ℝ) ú

	̄ AJ
j. ÊJ
Êë@ ��
Ë a(u, v) =

∫

ℝ
u′v′ �éJ
¢	mÌ'@ ú


GA 	J�JË @ ú
Í@YË@ 	à

B �é�®K. A�Ë@ �é�®K
Q¢ËAK.

�éË

A�ÖÏ @ Ég A 	J 	JºÖß
 èC«


@ �é�®K
Q¢Ë@ � 	® 	JK. �� .25 �é 	¢kCÓ

]0,∞[ úÎ« −u′′ + u = f

∣x∣ −→ +∞ AÓY 	J« u(x) −→ 0 ð u(0) = 0

}

. �è A¢ªÓ f ∈ L2(0,∞) ©Ó
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ùÒ 	¢ªË@ �éK
Aî 	DË @

@YJ.Ó .5.8

A 	JK
YË ; I =]0, 1[ 	áº�JË

éJ
Ê¾K
QK
X �éË

A�Ó Ég u ∈ H2(I) 	áº�JË ð f ∈ L2(I) 	áº�JË �� .17.8 �é 	JëQ�.Ó ∙

(33)
I úÎ« −u′′ + u = f

u(1) = ¯ ð u(0) = ®

}

14 A 	JK
YË 	à 	X@

(34) min{®, ¯, inf
I
f} ⩽ u(x) ⩽ max{®, ¯, sup

I
f} ∀x ∈ I.

A 	JK
YË .(AJ
» AJ.ÓA�J�Ë Q��J. Ë @ �é�®K
Q£) �� . �HAJ. �K @

(35)

∫

I

u′v′ +
∫

I

uv =

∫

I

fv ∀v ∈ H1
0 (I).

�IJ
m�'. G ∈ C1(ℝ) �éË @X XYm� 	'
]0,+∞[ úÎ« Cª 	̄ �èYK
@ 	Q��Ó G (

@)
. t ∈]−∞, 0] �Ë G(t) = 0 (H. )

. I úÎ« �H . �k u ⩽ K 	à

AK. 	á�
J. 	JË . K < ∞ 	à


@ 	�Q 	® 	K ; K = max{®, ¯, sup

I
f} 	áºJ
Ë

	à

B ½Ë 	X ð v ∈ H1

0 A 	��


@ A 	JK
YË é 	K @ ÉK. , v ∈ H1 	à


AK. ÕÎª 	K ; v = G(u−K) 	áº�JË

. u(1)−K = ¯ −K ⩽ 0 ð u(0)−K = ®−K ⩽ 0

úÎ« É�m� 	' (35) ú

	̄
v 	��
ñª�JK.

∫

I

u′2G′(u−K) +

∫

I

uG(u−K) =

∫

I

fG(u−K)

ø


@

= é 	K

@ ÉÒ�JjÖÏ @ 	áÓ ) f �Ë infess úÍ@ ð ( +∞ = é 	K


@ ÉÒ�JjÖÏ @ 	áÓ ) f �Ë supess úÍ@ inf f ð sup f 	QÓQK
 14

. infessf = −supess(−f) ð { �H . �k f(x) ⩽ C ; C } inf = supessf 	à

AK. Q» 	Y 	K .( −∞

o b e i k a n d l . c o m
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∫

I

u′2G′(u−K) +

∫

I

(u−K)G(u−K) =

∫

I

(f −K)G(u−K).

	à

AK. i. �J 	J���	� ú
ÍA�JËAK. , G(u−K) ⩾ 0 ð (f −K) ⩽ 0 	à


@ Q�
 	«

∫

I

(u−K)G(u−K) ⩽ 0

. �k (u−K)G(u−K) = 0 	à

AK. �é�®K. A�Ë@ �émk. @Q��ÖÏ @ Ð 	QÊ�J��� , ∀t ∈ ℝ tG(t) ⩾ 0 	à


@ AÖß. ð

□ . −u �K. u 	��
ñª�JK. (34) �HAJ. �K @ ú
æî 	D 	K . �H . �k u ⩽ K ú
ÍA�JËAK. . �H

�é�®K
Q¢�. (34) �HAJ. �K @ A 	J 	JºÖß
 ð u ∈ C2(Ī) 	àA
	̄ , f ∈ C(Ī) 	àñº�K AÓY 	J« �� .26 �é 	¢kCÓ

x0 = 0 �I	KA¿ @ 	X @ . Ī úÎ« ùÒ 	¢ªË@ Aî �DK
Aî 	E u AëY	J« ¼PY�K ú

�æË @ �é¢�® 	JË @ x0 ∈ Ī 	áº�JË . �é 	®Ê�J	m×

, u′(x0) = 0 ú
ÍA�JËAK. ð 0 < x0 < 1 	àA
	̄ ½Ë 	X Q�
 	« 	àA¿ @ 	X @ . u ⩽ K A 	JK
YË é 	KA

	̄
x0 = 1 ð


@

	à

AK. (33) �éËXAªÖÏ @ úÎ« ZA 	JK. i. �J 	J���	� ; u′′(x0) ⩽ 0

u(x0) = f(x0) + u′′(x0) ⩽ f(x0) ⩽ K.

. �éÓAªË@ ÉJ
�̄ñJ
Ë - ÐPñ�J �� ÉKA�Ó úÍ@ Õæ
Òª�JË @ �éJ
 	K A¾Ó@
�è 	Q�
Ó �é�®K
Q¢Ë@ è 	YêË

: 17.8
�é 	JëQ�.ÒÊË �èQå��AJ. ÖÏ @ l .�

'A�J 	JË @ 	�ªK. �Ê 	j�J� 	�Ë

(33) �Ë Cg u 	áº�JË �� .18.8 �éÓ 	PB ∙
. I úÎ« u ⩾ 0 	àA

	̄ , I úÎ« f ⩾ 0 @ 	X @ ð ∂I úÎ« u ⩾ 0 @ 	X @ (1)

. ∥u∥L∞(I) ⩽ ∥f∥L∞(I)
	àA

	̄ , f ∈ L∞(I) @ 	X @ ð ∂I úÎ« u = 0 @ 	X @ (2)

. ∥u∥L∞(I) ⩽ ∥u∥L∞(∂I)
	àA

	̄ , I úÎ« f = 0 @ 	X @ (3)

: 	àAÓñJ
 	K  Qå��Ë �éJ.� 	�ËAK. �éÊ�KAÜØ �éj. J
�� 	K A 	JK
YË
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�éË

A�ÖÏ @ Ég u ∈ H2(I) 	áº�JË ð f ∈ L2(I) 	áº�JË �� .19.8 �éJ
 	��̄

I úÎ« −u′′ + u = f

. u′(0) = u′(1) = 0

}

	à 	X@

(36) inf
I
f ⩽ u(x) ⩽ sup

I
f ∀x ∈ Ī .

A 	JK
YË �� . �HAJ. �K @

(37)

∫

I

u′v′ +
∫

I

uv =

∫

I

fv ∀v ∈ H1(I).

ú

	̄ AÒ» �é�®K
Q¢Ë@ � 	® 	K ©J. �� 	K ½Ë 	X YªK. . K = sup

I
f �IJ
k v = G(u−K) (37) ú


	̄ É 	gY	K
□ . 17.8 �é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @

�é 	¢kCÖÏ @ ú

	̄ AÒ» (36) �HAJ. �K @ A 	J 	JºÖß
 ð u ∈ C2(Ī) 	àA

	̄ , f ∈ C(Ī) @ 	X @ �� .27
�é 	¢kCÓ

u XYÓ ) u′′ ⩽ 0 	àA
	̄ , 0 ú


	̄ C�JÓ , ∂I úÎ« ùÒ 	¢ªË@ Aî �DK
Aî 	E u �I»PX

@ @ 	X @ é 	K


@ 	¡kB .26

.( 0 PA��
 	á« AJ
�A¾ª	K @

Ég u ∈ H2(I) 	áº�JË ð f ∈ L2(ℝ) 	áº�JË . I = ℝ 	à

@ 	�Q 	® 	JË �� .28 �é 	¢kCÓ

. ℝ úÎ« −u′′ + u = f

	à 	X@
inf
ℝ

f ⩽ u(x) ⩽ sup
ℝ

f ∀x ∈ ℝ.

.( [EX] C�JÓ Q 	¢	� @ )

o b e i k a n d l . c o m
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ù

	®J
£ ÉJ
Êm�

�' ð �éJ
�K @ 	X È@ðX .6.8

A 	JK
YË . I =]0, 1[ 	áº�JË

Yg. ñ�K 	à 	X@ . q ∈ C(Ī) ð I úÎ« p ⩾ ® > 0 ©Ó p ∈ C1(Ī) 	áº�JË �� .20.8
�é 	JëQ�.Ó ∙

ð en ∈ C2(Ī) �IJ
m�'. L2(I) �Ë (en)n⩾1
�éJ
�KQ�. Êë �èY«A�̄ ð (¸n)n⩾1

�éJ
�®J
�®k X@Y«

@ �éJ
ËA�J�JÓ

(38)
I úÎ« −(pe′n)

′ + qen = ¸en
. en(0) = en(1) = 0

}

. n −→ ∞ AÓY 	J« ¸n −→ +∞ 	àA
	̄ ½Ë 	X úÍ@

�é 	̄ A 	�B AK.

Au = −(pu′)′ + qu ú
Î
	�A 	®�JË @ Q�K ñÒÊË eigenvalues

�éJ
�K @ 	YË @ Õæ

�®Ë @ ù
 ë (¸n) �Ë @ 	à


AK. Èñ�® 	K

. �é�® 	̄ @QÖÏ @ �éJ
�K @ 	YË @ È@ðYË@ ù
 ë (en) �Ë @ 	à

@ ð éJ
Ê¾K
QK
X  Qå�� ©Ó

q + C ⩾ 0 �IJ
m�'. C A�JK. A�K A 	KQ�� 	g@ B@ ð , q ⩾ 0 	à

AK. 	�@Q�� 	̄ B@ È@ñk


B@ É¾K. A 	J 	JºÖß
 �� . �HAJ. �K @

	à 	X@ Yg. ñ�K , f ∈ L2(I) É¾Ë . (38) �éËXAªÖÏ @ ú

	̄
¸n + C �K. ¸n

	��
ñª�K úÍ@ ø
 X ñK
 @ 	Yë ð
�Ë �é�®�®m× ð �èYJ
kð u ∈ H2(I) ⌢ H1

0 (I)

(39)
I úÎ« −(pu′)′ + qu = f

.u(0) = u(1) = 0

}

. 15L2(I) ú

	̄
L2(I) 	áÓ Q�K ñÒ» Q�. �JªÖÏ @ f 7−→ u Q�K ñÒÊË T �K. 	QÓQ 	K

, (39) É 	� 	®K. , A 	JK
YË . �@Q��Ó ð ú

�G@ 	X 	áK
Q�̄ Q�K ñÓ T 	à


AK. ���®j�J 	JË

∫

I

pu′2 +
∫

I

qu2 =

∫

I

fu

�IK. A�K C �IJ
k) ∥u∥H1 ⩽ C∥f∥L2
	à

AK. i. �J 	J���	� . ®∥u′∥2L2 ⩽ ∥f∥L2∥u∥L2

	àA
	̄ ú
ÍA�JËAK. ð

I. �JºK
 	à

@ 	áºÖß
 ø


	YË@ ð ,(¡�® 	̄
® �K. ��Êª�JÓ

.( 8.9 ©¢�®ÖÏ @ Q 	¢ 	� @ ) H1
0 ú


	̄
H1

0
	áÓ Q�K ñÒ» T úÍ@ Q 	¢	J 	K 	à


@ ½Ë 	Y» A 	J 	JºÖß
 15
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∥Tf∥H1 ⩽ C∥f∥L2 .

	áÓ �@Q��Ó Q�K ñÓ T 	à

AK. i. �J 	J���	� ,(XðYm× I 	à


B) �@Q��Ó L2(I) ú


	̄
H1(I) 	áÓ 	áK
AJ. �JË @ 	à


@ AÖß.

	à

@ úÎ« 	áëQ�. 	JË . L2(I) ú


	̄
L2(I)

∫

I

(Tf)g =

∫

I

f(Tg) ∀f, g ∈ L2(I).

	àñºJ
 	̄ ; v = Tg ð u = Tf © 	�	� , Éª 	®ËAK.

(40) −(pu′)′ + qu = f

(41) −(pv′)′ + qv = g.

A 	JK
YË 	àñºK
 é 	KA
	̄ �éÊÓA¾ÖÏ AK. ð u �K. (41) ð v �K. (40) H. Qå	��.

∫

I

pu′v′ +
∫

I

quv =

∫

I

fv =

∫

I

gu.

	à

AK. @Q�
 	g


@ 	¡kC	K

(42)

∫

I

(Tf)f =

∫

I

uf =

∫

I

(pu′2 + qu2) ⩾ 0 ∀f ∈ L2(I)

. f = 0 	àA
	̄
Tf = u = 0 	àA¿ @ 	X @ é 	K


@ AÖß. N(T ) = {0} øQ 	k


@ �éJ
kA 	K 	áÓ ð

�éJ
�K @ 	X �HAêj. �JÓ 	áÓ �é 	KñºÓ (en)n⩾1
�éJ
�KQ�. Êë �èY«A�̄ ½ÊÖß
 L2(I) 	àA

	̄ , 11.6
�é 	JëQ�. ÖÏ @ I. �k

I. �m 	̄ , Éª 	®ËAK. ) ¹n > 0 A 	JK
YË . (¹n)n⩾1
�éJ
�K @ 	YË @ Õæ


�®ÊË �é�® 	̄ @QÖÏ @ , T �Ë (eigenvectors)

. ¹n −→ 0 	à

@ ÕÎª 	K ð ( N(T ) = {0} 	à


@ AÖß. ¹n ∕= 0 ð ¹n ⩾ 0 	àA

	̄
(42)

	à

AK. øQ 	K , Ten = ¹nen

�éK. A�JºK.

. ¸n =
1

¹n

�IJ
k −(pe′n)
′ + qen = ¸nen

f = ¸nen ∈ C(Ī) 	à

B @Q 	¢	� en ∈ C2(Ī) 	à


AK. 	¡kC	K , @Q�
 	g


@

□ .( en ∈ C∞(Ī) 	àA
	̄ , p, q ∈ C∞(Ī) @ 	X @ ©�̄ @ñË@ ú


	̄ )

úÎ« É�m� 	' q ≡ 0 ð p ≡ 1 @ 	X @ �� . ÈA�JÓ

. n = 1, 2 . . . , ¸n = n2¼2 ð en(x) =
√
2 sin(n¼x)
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�éJ
�K @ 	YË @ È@ðYË@ ð �éJ
�K @ 	YË @ Õæ

�®Ë @ © 	�	m��' , ú
Î

	�A 	®�JË @ Q�K ñÖÏ @ � 	® 	JË �éJ.� 	�ËAK. �� .29
�é 	¢kCÓ

AÒ» �éK
YmÌ'@  ðQå��Ë @ ©Ó Au = −u′′ Q�K ñÒÊË �éJ
�K @ 	YË @ Õæ

�®Ë @ XAm.�'
 @ 	áK
QÒ�J» A 	J 	JºÖß
 . �éK
YmÌ'@  ðQå��ÊË

. 7 ð 6 , 5 , 3
�éÊ�JÓ


B@ ú


	̄

. T Q�K ñÖÏ @ �@Q�K �HAJ. �KB Õæ�Ag É¾ ���. ′′ �èXðYm× I ′′ 	�@Q�� 	̄ @ É 	gY�K Y�®Ë �� .30 �é 	¢kCÓ
ð ; 16 �èXðYm× Q�
 	« I 	àñº�K AÓY 	J« �éjJ
m�� Q�
 	« 	àñº�K 20.8

�é 	JëQ�. ÖÏ @ �éj. J
�� 	K 	àA
	̄ , ÐñÒªË@ úÎ«

Q 	¢	� @ , Continuous Spectrum QÒ�J�ÖÏ @ 	J
¢ÊË �éÒêÓ Ym.Ì'@ �èQëA 	¢Ë@ ék. @ñ 	K A 	J 	K A
	̄ éJ
Ê«

�IJ
k T : f 7−→ u Q�K ñÒÊË 	J
¢Ë@ ð �éJ
�K @ 	YË @ Õæ

�®Ë @ XAm.�'
 @ , 	áK
QÒ�J» , A 	J 	JºÖß
 . Reed− Simon [1]

	áÓ ú

�G @ 	X 	áK
Q�̄ , XðYm× Q�K ñÓ T ) ℝ úÎ« −u′′ + u = f

�éËXAªÖÏ @ Ég ù
 ë u ∈ H2(ℝ) 	à@
. [EX] Q 	¢	� @ ;( �@Q��Ó Q�
 	« é 	JºË ð , L2(ℝ) ú


	̄
L2(ℝ)

	áÓA�JË @ É�� 	®Ë@ Èñ�k ��J
�ËAª�K

�HA 	JK
AJ. �JÖÏ @ 	�ªK. (1

. 	J
ËñK. ñ� Ñ 	¢	JK. �é�®Êª�JÖÏ @ �éÒêÖÏ @ �HA 	JK
AJ. �JÖÏ @ 	�ªK. úÍ@ Q�
 ��	�

Poincaré−Wirtinger
�é 	JK
AJ. �JÓ (@

.( I úÎ« u ¡�ñ�JÓ ) ū =
1

∣I∣
∫

I

u © 	�	� . u ∈ L1(I) ZA¢«AK. . �è A¢ªÓ �èQ�� 	̄
I 	áº�JË

A 	JK
YË

∥u− ū∥L∞ ⩽ ∥u′∥L1 ∀u ∈ W 1,1(I)

.( [EX] Q 	¢	� @ )

Hardy
�é 	JK
AJ. �JÓ (H.

.( [EX] Q 	¢	� @ ) �éjJ
m�� 20.8
�é 	JëQ�. ÖÏ @ �éj. J
�� 	K ù�®J. �K �HBAmÌ'@ 	�ªK. ú


	̄ 16
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ð u(x)

x(1− x)
∈ Lp(I) 	à 	X@ . 1 < p < ∞ ©Ó u ∈ W 1,p

0 (I) 	áº�JË ð I =]0, 1[ 	áº�JË
	àA

	̄ ½Ë 	X úÎ« �èXAK
 	P
∥∥∥ u(x)

x(1− x)

∥∥∥
Lp

⩽ Cp∥u′∥Lp ∀u ∈ W 1,p
0 (I)

.( [EX] Q 	¢	� @ )

Gagliardo−Nirenberg �Ë Interpolation ÈAÒº�J�B@ �HA 	JK
AJ. �JÓ (�k.

�IJ
m�'. C �IK. A�K Yg. ñK
 	à 	X@ . 1 ⩽ q ⩽ p ⩽ ∞ ð 1 ⩽ r ⩽ ∞ 	áºJ
Ë . �èXðYm× �èQ�� 	̄
I 	áº�JË

(43) ∥u∥Lp ⩽ C∥u∥1−a
Lq ∥u∥aW 1,r ∀u ∈ W 1,r(I)

. [EX] Q 	¢	� @ ; a
(1
q
− 1

r
+ 1

)
=

1

q
− 1

p
�K.

	¬QªÓ 0 ⩽ a ⩽ 1 �IJ
k
,( r > 1 ð p = ∞ 	àA¿ @ 	X @ ð


@ ) p < ∞ 	àA¿ @ 	X @ é 	K


AK. (43)

�é 	JK
AJ. �JÖÏ @ 	áÓ �ñ�	mÌ'AK. i. �J 	J���	�
	àA

	̄

(44)
�IJ
m�'. ∃C²

, ∀² > 0
. ∀u ∈ W 1,r(I) ∥u∥Lp ⩽ ²∥u∥W 1,r + C²∥u∥Lq

}

.( [EX] Q 	¢	� @ ; Compactness method �@Q��Ë @ �é�®K
Q¢�. (44) �HAJ. �K @ ½Ë 	Y» A 	J 	JºÖß
 )
ð


@ Friedman [2] ½Ë 	Y» Q 	¢	� @ ) Nirenberg [1] ú


	̄ �éJ
ËñÖÞ�� Q��»

@ øQ 	k


@ �HA 	JK
AJ. �JÓ Ym.�

	'
�é 	JK
AJ. �JÖÏ @ 	¡kC	K , ½Ë 	X 	á�
K. 	áÓ .( [BT]

∥u′∥Lp ⩽ C∥u∥1/2W 2,r ∥u∥1/2Lq ∀u ∈ W 2,r(I)

. 1

p
=

1

2

(1
q
+

1

r

)
: 	à


@ ø



@ , r ð q �Ë harmonic−mean ù


�® 	̄ @ñ�JË @ ¡�ñË@ ñë p 	à@ �IJ
k

�HYÖÞ�� - �HQ�. Êë �H@Q�K ñÓ (2

ÉmÌ'@ f ∈ L2(I) É¾Ë �� 	̄QK
 ø

	YË@ f 7−→ u Q�K ñÖÏ @ 	à


AK. 	áëQ�. 	K . �èXðYm× �èQ�� 	̄

I 	áº�JË
�éË


A�ÒÊË YJ
kñË@

I úÎ« −(pu′)′ + qu = f

u(0) = u(1) = 0

}
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( q ⩾ 0 ð p ⩾ ® > 0 ©Ó )
. [EX] Q 	¢	� @ ; L2(I) ú


	̄
L2(I) 	áÓ �HYÖÞ�� - �HQ�. ÊêË Q�K ñÓ ñë

�éJ
 	®J
£ ��A� 	k (3

©Ó Au = −(pu′)′ + qu ÉJ
�̄ñJ
Ë - ÐPñ�J �� Q�K ñÖÏ �éJ
 	®J
¢Ë@ ��A�	mÌ'@ 	áÓ YK
YªË@ 	¬Qª	K
: 	¬Qª	K Aî 	DJ
K. 	áÓ . ]0, 1[ úÎ« éJ
Ê¾K
QK
X  Qå��

, �é¢J
��. �éJ
�K @ 	X �éÒJ
�̄ É¿ 	à

AK. ½Ë 	Y» Èñ�® 	K : 1 ñë �éJ
�K @ 	X �éÒJ
�̄ É¿ multiplicity XYª�K (@

�Ë �é�® 	̄ @QÖÏ @ en(x) �éJ
�K @ 	YË @ �éË @YË @ 	àA
	̄ , YK
 @ 	Q��Ó I. �
�KQ�K ú


	̄
(¸n)

�éJ
�K @ 	YË @ Õæ

�®Ë@ A 	JÒ 	¢	� @ 	X @ (H.

e1(x) úÍð

B@ �éJ
�K @ 	YË @ �éË @YÊË 	àA

	̄ �ñ�	mÌ'AK. ð ; ]0, 1[ úÎ« @P 	Yg. (n− 1) ¡J. 	�ËAK. ½ÊÖ �ß ¸n

. ]0, 1[ úÎ« �é�JK. A�K �èPA ��@

. 0 <
�éK
Aî 	E ñm� 	' n → ∞ AÓY 	J« ¸n

n2
Qå�ºË@ H. PA�®�JK
 (�k.

, Protter−Weinberger [1] , Weinberger [1]
�éªk. @QÓ A 	J 	JºÖß
 , AK
A 	��®Ë@ è 	Yë Èñk

. Agmon [1] ð Hartman [1] , Coddington− Levinson [1]
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