
7

�é� 	J�ëQ�J. �Ó
@Y�J
� ��ñ�K
 � ÉJ
�ë

�éJ. �
�KQË @ �éJ
Ò 	¢«

B@ �H@Q�K ñÒÊË �éJ
Ëð


@ ��A� 	k ð 	K
PAª�K .1.7

. �HQ�. Êë ZA 	� 	®Ë H �K. 	QÓQ 	K ú

�G

AJ
� AÓ É¿ ú


	̄

	à

AK. Èñ�® 	K . XðYm× Q�
 	« AJ
¢ 	k @Q�K ñÓ A : D(A) ⊂ H −→ H 	áºJ
Ë �� . 	K
Qª�K

@ 	X @ 1I. �
�KP A

(Av, v) ⩾ 0 ∀v ∈ D(A),

ø


@ R(I +A) = H

�é 	̄ A 	�B AK. A 	JK
YË 	àA¿ @ 	X @ I. �
�KP ù
 Ò 	¢«

@ A

. u+Au = f �IJ
m�'. ∃u ∈ D(A) , ∀f ∈ H

	à 	X@ . AJ. �
�KP AJ
Ò 	¢«

@ @Q�K ñÓ A 	áºJ
Ë �� .1.7 �éJ
 	��̄

. H ú

	̄ 	J
�J» D(A) (

@
. ��Ê 	ªÓ A (H.

, H úÎ« D(A) 	áÓ ú
ÎK. A �®�K (I + ¸A) , ¸ > 0 É¾Ë (�k.
. ∥(I + ¸A)−1∥ℒ(H) ⩽ 1 ð XðYm× Q�K ñÓ (I + ¸A)−1

. �HAJ. �K @
. dissipative ø
 XYJ. �K −A 	à


@ ð


@ accretive ù
 Ò» @Q�K A 	à


AK. 	àñËñ�®K
 H. A�JºË@ 	�ªK. 1
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, Éª 	®ËAK. . f = 0 	à

AK. ���®j�J 	JË . v ∈ D(A) É¾Ë (f, v) = 0 �IJ
m�'. f ∈ H 	áºJ
Ë (

@
A 	JK
YË . v0 +Av0 = f �IJ
m�'. v0 ∈ D(A) Yg. ñK


0 = (f, v0) = ∣v0∣2 + (Av0, v0) ⩾ ∣v0∣2.
. f = 0 ú
ÍA�JËAK. ð v0 = 0 	à 	X@

. u+Au = f �IJ
m�'. YJ
kð u ∈ D(A) Yg. ñK
 f ∈ H É¾Ë 	à

AK. �éK
 @YK. 	¡kC	K (H.

Z @Ym.Ì'@ A 	K 	Y 	g

AK. . (u− ū) +A(u− ū) = 0 A 	JK
YË 	àñºK
 é 	KA

	̄ Q 	k
�
@ ÉmÌ ū �K. A 	K 	QÓP @ 	X @ é 	K


@ 	X @

A 	JK
YË øQ 	k

@ �éêk. 	áÓ . u− ū = 0 	à


AK. øQ	K A 	J 	K A

	̄
A

�éK. A�KQË A 	J �®J
J.¢�� ð (u− ū) ©Ó ù
 ÒÊ�Ë@
(I +A)−1 �K. éË 	QÓQÖÏ @ f 7−→ u Q�K ñÖÏ @ . ∣u∣ ⩽ ∣f ∣ 	àA

	̄ ú
ÍA�JËAK. ð ∣u∣2 + (Au, u) = (f, u)

. ∥(I +A)−1∥ℒ(H) ⩽ 1 ð H úÍ@ H 	áÓ XðYm× ù
 ¢ 	k Q�K ñÓ 	à 	X@ ñë
. ��Ê 	ªÓ A 	à


AK. 	áëQ�. 	JË���®j�JË @ I. m.�'
 . Aun −→ f ð un −→ u , n É¾Ë un ∈ D(A) �IJ
m�'.

�éJ
ËA�J�JÓ (un) 	áº�JË
ú
ÍA�JËAK. ð un +Aun −→ u+ f A 	JK
YË . Au = f 	à


AK. ð u ∈ D(A) 	à


AK.

un = (I +A)−1(un +Aun) −→ (I +A)−1(u+ f).

. u+Au = u+ f ð u ∈ D(A) 	à

@ ø



@ u = (I +A)−1(u+ f) 	àA

	̄ �éj. J
�� 	JË AK.

é 	K

@ úÎ« 	áëQ�. 	K

	¬ñ� . R(I + ¸0A) = H A 	JK
YË 	á�
ªÓ ¸0 > 0 �Ë é 	K

AK. 	�Q 	® 	JË (�k.

. ¸ >
¸0

2
É¾Ë R(I + ¸A) = H A 	JK
YË

�IJ
m�'. YJ
kð u ∈ D(A) Yg. ñK
 f ∈ H É¾Ë é 	K

AK. �� (H. ú


	̄ AÒ» AÓAÖ �ß �� �é 	¢kCÖß.

@YJ. 	JË

A 	JK
YË ð (I + ¸0A)−1 �K. f 7−→ u Q�K ñÒÊË 	QÓQK
 ; u+ ¸0Au = f
�éËXAªÖÏ @ Ég �Ij�. 	K . ∥(I + ¸0A)

−1∥ℒ(H) ⩽ 1

(1) . ¸ > 0 ©Ó u+ ¸Au = f

É¾ ��Ë@ úÎ« (1) I. �Jº	K

u+ ¸0Au =
¸0

¸
f +

(
1− ¸0

¸

)
u

A 	��


@ ð


@

(2) u = (I + ¸0A)
−1

[¸0

¸
f +

(
1− ¸0

¸

)
u
]
.

�é 	JëQ�.Ó É 	� 	®K. ½Ë 	X ð Ég AîE
YË (2) 	àA
	̄ , ¸ >

¸0

2
ø



@
∣∣∣1− ¸0

¸

∣∣∣ < 1 @ 	X @ é 	K

AK. 	à 	X@ øQ	K

. �é�JK. A�JË @ �é¢�® 	JÊË pA 	JK.
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I + ¸A 	àA
	̄ ��J.� AÖÏ @XA 	J���@ . @QÓA 	« 	àñºK
 I +A 	àA

	̄ AJ. �
�KP AJ
Ò 	¢«

@ A 	àA¿ @ 	X @ . Õ �æ 	j	JË

¸ > 0 É¾Ë QÓA 	« I + ¸A 	à

AK. øQ 	K Z @Q�®�J�BAK. . tÌ'@ , ¸ >

1

4
�Ë A 	��



@ 	à 	X@ ¸ >

1

2
É¾Ë QÓA 	«

□ .

. ¸ > 0 É¾Ë A 	��


@ AJ. �
�KP AJ
Ò 	¢«


@ 	àñºK
 ¸A 	àA

	̄ , AJ. �
�KP AJ
Ò 	¢«

@ A 	àA¿ @ 	X @ �� .1 �é 	¢kCÓ ∗

úÎ« 	¬QªÖÏ @ A+B 	àA
	̄ 	àAJ. �
�KP 	àAJ
Ò 	¢«


@ 	à@Q�K ñÓ B ð A 	àA¿ @ 	X @ ½Ë 	X ÉK. A �®Ó ú


	̄

. [EX] Q 	¢	� @ ; AJ. �
�KP AJ
Ò 	¢«

@ �èPðQå	�ËAK. 	àñºK
 B D(A) ⌢ D(B)

, ¸ > 0 É¾Ë , © 	�	� . AJ. �
�KP AJ
Ò 	¢«

@ @Q�K ñÓ A 	áºJ
Ë �� . 	K
PAª�K

. A¸ =
1

¸
(I − J¸) ð J¸ = (I + ¸A)−1

. A �Ë Yosida @YJ
 ��ñK
 �éÒ 	¢	JÓ ù
 ë A¸ ð A resolvent
�éËAg ù
 ë J¸

. ∥J¸∥ℒ(H) ⩽ 1 	à

AK. 	¡ 	®j	JË

A 	JK
YË . AJ. �
�KP AJ
Ò 	¢«

@ @Q�K ñÓ A 	áºJ
Ë �� .2.7 �éJ
 	��̄

∀¸ > 0 ð ∀v ∈ H A¸v = A(J¸v) (
1


@

∀¸ > 0 ð ∀v ∈ D(A) A¸v = J¸(Av) (
2


@

∀¸ > 0 ð ∀v ∈ D(A) ∣A¸v∣ ⩽ ∣Av∣ (H.
∀v ∈ H lim

¸→0
J¸v = v (�k.

∀v ∈ D(A) lim
¸→0

A¸v = Av (X
∀¸ > 0 , ∀v ∈ H (A¸v, v) ⩾ 0 (�ë

. ∀¸ > 0 , ∀v ∈ H ∣A¸v∣ ⩽ 1

¸
∣v∣ (ð

. �HAJ. �K @
. J¸ 	K
Qª�K 	á« l .�

�'A 	K ñë ø

	YË@ �� v = (J¸v) + ¸A(J¸v) �Ë ú 	̄ A¾Ó (

1


@

A 	JK
YË (
2


@

Av =
1

¸
[(I + ¸A)v − v] =

1

¸
(I + ¸A)(v − J¸v)
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	àA
	̄ ú
ÍA�JËAK. ð

J¸Av =
1

¸
(v − J¸v).

. (
2


@ 	á« i. �J 	��K (H.

	à 	X@ . v ∈ D(A) 	à

AK. �éK
 @YK. 	�Q 	® 	JË (�k.

. (H. úÍ@ @XA 	J���@ ∣v − J¸v∣ = ¸∣A¸v∣ ⩽ ¸∣Av∣
. lim
¸→0

J¸v = v 	à 	X@
( 1.7

�éJ
 	��̄ ) D(A) = H 	à

@ AÖß. . ² > 0 	áºJ
Ë ð v ∈ H 	áºJ
Ë . �éÓAªË@ �éËAmÌ'@ úÍ@ éj. �J 	JË

A 	JK
YË . ∣v − v1∣ ⩽ ² �IJ
m�'. v1 ∈ D(A) Yg. ñK
 é 	KA
	̄

∣J¸v − v∣ ⩽ ∣J¸v − J¸v1∣+ ∣J¸v1 − v1∣+ ∣v1 − v∣
⩽ 2∣v − v1∣+ ∣J¸v1 − v1∣ ⩽ 2²+ ∣J¸v1 − v1∣.

�éj. J
�� 	JË AK.

lim sup
¸→0

∣J¸v − v∣ ⩽ 2², ∀² > 0

	àA
	̄ ú
ÍA�JËAK. ð

lim
¸→0

∣J¸v − v∣ = 0.

. (�k. ð (
2


@ ��J.£ (X
A 	JK
YË (�ë

(A¸v, v) = (A¸v, v − J¸v) + (A¸v, J¸v)

= ¸∣A¸v∣2 + (A(J¸v), J¸v).

	à 	X@

(3) (A¸v, v) ⩾ ¸∣A¸v∣2 ⩾ 0.

□ . 	Q�KPA 	® �� - ú
æ
��ñ» �é 	JK
AJ. �JÓ 	á« ð (3) 	á« i. �J 	��K (ð
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	áÓ �éÊKA« ù
 ë (A¸)¸>0
	à

AK. 2.7

�éJ
 	��®Ë@ 	áÓ �Ê 	j�J�	� 	à

@ Õç'CÖÏ @ 	áÓ �� .2

�é 	¢kCÓ
′′ ∥A¸∥ℒ(H)

	àA
	̄ ©J.¢ËAK. . ¸ −→ 0 AÓY 	J« A ′′ 	áÓ H. Q���®�K ′′ ú


�æË@ �èXðYjÖÏ @ �H@Q�K ñÖÏ @
. ¸ −→ 0 AÓY 	J« ′′ Qj. 	® 	J�K

Pñ¢�JË @ �éË

A�Ó Ég .2.7

[0,∞[ úÎ« du

dt
+Au = 0

u(0) = u0

}

�éJ
 	K @Ygð ð Xñk. ð

. �éJ
ºJ
�C¿ �éj. J
�� 	K Q�
»
	Y�JK.


@YJ. 	JË

F : E −→ E 	áºJ
Ë ð pA 	JK. Z A 	� 	̄
E 	áºJ
Ë �� .(XPA¾J
K. , 	Q�� ���. J
Ë , ú
æ

��ñ») 3.7
�é 	JëQ�.Ó ∙

�IJ
m�'. A �®J
J.¢��

∥Fu− Fv∥ ⩽ L∥u− v∥ ∀u, v ∈ E (L ⩾ 0).

�IJ
m�'. YJ
kð u ∈ C1([0,∞[;E) Yg. ñK
 , u0 ∈ E É¾Ë 	à 	X@

(4)
[0,∞[ úÎ« du

dt
= Fu

.(ú

G @Y�JK. @  Qå��) u(0) = u0

⎫
⎬
⎭

�IJ
m�'. u ∈ C([0,∞[;E) XAm.�'
 @ ú 	̄ A¾K
 (4) Ég 	à@ . Xñk. ð �� . �HAJ. �K @

(5) u(t) = u0 +

∫ t

0

F (u(s))ds.
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© 	�	� �� A �®kB èYK
Ym��' Õ �æJ
� ø

	YË@ �� k > 0 ZA¢«AK.

X = {u ∈ C([0,∞[;E); sup
t⩾0

e−kt∥u(t)∥ < ∞}.

: �éJ
ËA�JË @ ��A�	mÌ'@ 	áÓ Qå�J
K. ���®j�J 	K
Õæ


	¢ 	JÊË �éJ.� 	�ËAK. pA 	JJ. Ë Z A 	� 	̄
X (1

∥u∥X = sup
t⩾0

e−kt∥u(t)∥.

�éË @YË@ 	àA
	̄
u ∈ X É¾Ë (2

(Φu)(t) = u0 +

∫ t

0

F (u(s))ds

. X úÍ@ ù
 Ò�J 	��K

. ∀u, v ∈ X ∥Φu− Φv∥ ⩽ L

k
∥u− v∥X (3

. (5) �Ë Ég ù
 ë ú

�æË@ �é�JK. A�K �é¢�® 	K Φ ½ÊÖ �ß , k > L �Ë

A 	Jª 	�ñK. . (4) �Ë 	àCg ū ð u 	áºJ
Ë �� . �éJ
 	K @Ygð

'(t) = ∥u(t)− ū(t)∥,
(5) É 	� 	®K. , A 	JK
YË 	àñºK


'(t) ⩽ L

∫ t

0

'(s)ds ∀t ⩾ 0.

□ . ' ≡ 0 	à 	X@
�éJ
Ê 	�A 	®�JË @ �HBXAªÖÏ @ �é�@PX ÈAm.× ú


	̄ �éÊJ
Êg. �HAÓY 	g XPA¾J
K. - 	Q�� ���. J
Ë - ú
æ
��ñ» �é 	JëQ�.Ó ÐY�®�K

�éJ
�K
�
B@ �éj. J
�� 	JË @ . �éJ
K 	Qk. �éJ
Ê 	�A 	®�K �HBXAªÓ ÉmÌ ÈAÒª�J�CË �émÌ'A� Q�
 	« AJ. K
Q�®�K Aî 	E


@ Q�
 	« , �éK
XAªË@

É� 	®Ë@ Q 	¢	� @ ) Pñ¢�JÊË �éJ
K 	Qm.Ì'@ �éJ
Ê 	�A 	®�JË @ �HBXAªÖÏ @ ÉmÌ �éJ
Ê«A 	®Ë @ �èYK
Y �� �è@X

@ , ÉK. A �®ÖÏ @ ú


	̄ , ù
 ë
.( 10

ZA 	� 	̄ ú

	̄ AJ. �
�KP AJ
Ò 	¢«


@ @Q�K ñÓ A 	áºJ
Ë �� .( Hille−Yosida @YJ
 ��ñK
 - ÉJ
ë ) 4.7

�é 	JëQ�.Ó ∙

. (∣v∣2 + ∣Av∣2)1/2 ú 	̄ A¾ÖÏ @ ú

�GQ�. ÊêË @ Õæ


	¢ 	JËAK. ð

@ ∣v∣+ ∣Av∣ 	àAJ
J. Ë @ Õæ


	¢ 	JK. Xð 	QÓ D(A) ZA 	� 	®Ë@ 2
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2 �éË @X Yg. ñ�K u0 ∈ D(A) É¾Ë 	à 	X@ . H �HQ�. Êë

u ∈ C1([0,+∞[;H) ⌢ C([0,+∞[;D(A))

�IJ
m�'.
�èYJ
kð

(6)

[0,+∞[ úÎ« du

dt
+Au = 0

.(ú

G @Y�JK. @  Qå��) u(0) = u0

⎫
⎬
⎭

A 	JK
YË é 	K A
	̄ ½Ë 	X úÍ@

�é 	̄ A 	�B AK.

. ∀t ⩾ 0
∣∣∣du
dt

(t)
∣∣∣ = ∣Au(t)∣ ⩽ ∣Au0∣ ð ∣u(t)∣ ⩽ ∣u0∣

úÍ@ (6)
�éK
Pñ¢�JË @ �éË


A�ÖÏ @ Ég XP ú


	̄
4.7

�é 	JëQ�. ÖÏ @ 	áÓ �éJ
��
KQË @ �èYKA 	®Ë @ 	áÒº�K �� .3 �é 	¢kCÓ
. u+ ¸Au = f

�ékð@QÖÏ @ �éËXAªÖÏ @ �é�@PX úÍ@ , ø


@ , I. �
�KP ù
 Ò 	¢«


@ A 	à


AK. ���®j�JË @

. Ég@QÓ 6 úÍ@ éÒ��® 	K �� . �HAJ. �K @

A 	JK
YË . (6) �Ë 	á�
Êg ū ð u 	áºJ
Ë �� . �éJ
 	K @Ygð : úÍð

B@ �éÊgQÖÏ @

( d

dt
(u− ū), u− ū

)
= −(A(u− ū), u− ū) ⩽ 0.

3 	à

@ YJ
K.

1

2

d

dt
∣u(t)− ū(t)∣2 =

( d

dt
(u(t)− ū(t)), u(t)− ū(t)

)
.

i. �J 	J���	� ∣u(0)− ū(0)∣ = 0 	à

@ AÖß. . [0,+∞[ úÎ« �éJ
��̄ A 	J�K t 7−→ ∣u(t)− ū(t)∣ �éË @YËA 	̄ 	à 	X@

	à

AK.

∣u(t)− ū(t)∣ = 0 ∀t ⩾ 0.

Õç�' ¸ �K. �é¢J. �KQÓ Q�
 	« �H@QK
Y�®�K �èY« �IJ. �� 	K , A¸ @YJ
 ��ñK
 é�JÒ 	¢	JÖß. A 	�ñª	K , u Xñk. ð �HAJ. �KB
. ¸ −→ 0 AÓY 	J« H. PA�®�JË @ úÍ@ É�®�J 	� 	K

	àA
	̄
' ∈ C1([0,+∞[;H) �I	KA¿ @ 	X @ é 	K


AK. Q» 	Y�K ÑêÖÏ @ 	áÓ 3

. d

dt
∣'∣2 = 2(

d'

dt
, ') ð ∣'∣2 ∈ C1([0,+∞[;ℝ)
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�éË

A�ÖÏ @ Ég u¸

	áºJ
Ë

(7)
[0,+∞[ úÎ« du¸

dt
+A¸u¸ = 0

.u¸(0) = u0 ∈ D(A)

⎫
⎬
⎭

. F = −A¸ ©Ó XPA¾J
K. - 	Q�� ���. J
Ë - ú
æ
��ñ» �é 	JëQ�.Ó ��J
J.¢�� É 	� 	®K. �èXñk. ñÓ u¸

	à

AK. 	¡kB

QK
Y�®�JË @ A 	JK
YË �� . �éJ
 	K A�JË @ �éÊgQÖÏ @

(8)
∣∣∣du¸

dt
(t)

∣∣∣ = ∣A¸u¸(t)∣ ⩽ ∣Au0∣ ∀t ⩾ 0, ∀¸ > 0.

�Ë �èQå��AJ.Ó �éj. J
�� 	K ù
 ë �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ è 	Yë

���®m��' �éË @X w ∈ C1([0,+∞[;H) 	áº�JË �� .1.7 �éJ£ñ�K

(9) . [0,+∞[ úÎ« dw

dt
+A¸w = 0

. [0,+∞[ úÎ« 	àA�J�
��̄ A 	J�K t 7−→
∣∣∣dw
dt

(t)
∣∣∣ = ∣A¸w(t)∣ ð t 7−→ ∣w(t)∣ 	àA�JË @YËA 	̄ 	à 	X@

. (dw
dt

, w) + (A¸w,w) = 0 A 	JK
YË �� . �HAJ. �K @
. 1

2

d

dt
∣w∣2 ⩽ 0 ú
ÍA�JËAK. ð (A¸w,w) ⩾ 0 ( �ë 2.7

�éJ
 	��®Ë@ ) 	à

@ YJ
K.

	à

AK. ð C∞ w 	à


AK. (9) 	áÓ i. �J 	J����
 é 	KA

	̄ , XðYm× ù
 ¢ 	k Q�K ñÓ A¸
	à

@ AÖß. , øQ 	k


@ �éêk. 	áÓ

d

dt
(
dw

dt
) +A¸(

dw

dt
) = 0.

. dw

dt
úÎ« ��J.� AÓ 	à 	X@

��J.¢	�

�éK
Aî 	E úÍ@ , ¸ −→ 0 AÓY 	J« , H. PA�®�J�K u¸(t)
	àA

	̄ , t ⩾ 0 É¾Ë , é 	K

AK. 	áëQ�. 	J� �� . �é�JËA�JË @ �éÊgQÖÏ @

�èQ�� 	̄ ø


@ úÎ« t �Ë �éJ.� 	�ËAK. Ñ 	¢�J 	JÓ H. PA�®�JË @ @ 	Yë 	àA

	̄ ½Ë 	X úÍ@
�é 	̄ A 	�B AK. ; u(t) �K. AêË 	QÓQK


. [0, T ]
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A 	JK
YË . ¸, ¹ > 0 	áºJ
Ë Éª 	®ËAK.
du¸

dt
− du¹

dt
+A¸u¸ −A¹u¹ = 0

ú
ÍA�JËAK. ð

(10)
1

2

d

dt
∣u¸ − u¹∣2 + (A¸u¸ −A¹u¹, u¸ − u¹) = 0.

	à

@ Q�
 	«

(11)

⎧
⎨
⎩

(A¸u¸ −A¹u¹, u¸ − u¹)

= (A¸u¸ −A¹u¹, u¸ − J¸u¸ + J¸u¸ − J¹u¹ + J¹u¹ − u¹)

= (A¸u¸ −A¹u¹, ¸A¸u¸ − ¹A¹u¹)

+(A(J¸u¸ − J¹u¹), J¸u¸ − J¹u¹)

⩾ (A¸u¸ −A¹u¹, ¸A¸u¸ − ¹A¹u¹).

	à

AK. (11) ð (10) , (8) 	áÓ 	à 	X@ i. �J 	J���	�

1

2

d

dt
∣u¸ − u¹∣2 ⩽ 2(¸+ ¹)∣Au0∣2

�éÊÓA¾ÖÏ AK. ð

∣u¸(t)− u¹(t)∣2 ⩽ 4(¸+ ¹)t∣Au0∣2

ø


@

(12) ∣u¸(t)− u¹(t)∣ ⩽ 2
√
(¸+ ¹)t∣Au0∣.

¸ −→ 0 AÖÏ H. PA�®�J�K ú
æê 	̄ 	à 	X@ ð , ú
æ
��ñºË ù
 ë (u¸(t))

	àA
	̄ , t ⩾ 0 É¾Ë , é 	K


AK. �Ê 	j�J��


úÎ« É�m� 	' ¹ −→ 0 AÖÏ (12) ú

	̄ �éK
Aî 	DË @ úÍ@ A 	JË A �®�J 	K @ Y 	J« . u(t) �K. AêË 	QÓQK
 �éK
Aî 	E ñm� 	'

∣u¸(t)− u(t)∣ ⩽ 2
√
¸t∣Au0∣.

ð [0, T ]
�èXðYm× �èQ�� 	̄ ø



@ úÎ« t �Ë �éJ.� 	�ËAK. Ñ 	¢�J 	JÓ H. PA�®�JË @ 	àA

	̄ �éj. J
�� 	JË AK.
. u ∈ C([0,+∞[;H)

ð u0 ∈ D(A) 	à

@ ø



@ u0 ∈ D(A2) 	à


AK. ½Ë 	X úÎ« �èXAK
 	P 	�Q�� 	® 	K �� . �éªK. @QË @ �éÊgQÖÏ @

úÎ« t �Ë �éJ.� 	�ËAK. ÐA 	¢�J 	KAK. ð t ⩾ 0 É¾Ë , ¸ −→ 0 AÖÏ H. PA�®�J�K du¸

dt
(t) 	à 	X @ . Au0 ∈ D(A)

. [0, T ] �èXðYm× �èQ�� 	̄ ø


@
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. dv¸
dt

+A¸v¸ = 0 é 	K @ �IJ
m�'. v¸ =
du¸

dt
© 	�	JË Éª 	®ËAK.

úÎ« É�m� 	' �é�JËA�JË @ �éÊgQÖÏ @ �é�®K
Q£ � 	® 	K A 	J»ñÊ��.

(13)
1

2

d

dt
∣v¸ − v¹∣2 ⩽ (∣A¸v¸∣+ ∣A¹v¹∣)(¸∣A¸v¸∣+ ¹∣A¹v¹∣).

A 	JK
YË é 	K A
	̄ , 1.7

�éJ£ñ�JÊË @XA 	J���@ é 	K

@ Q�
 	«

(14) ∣A¸v¸∣ ⩽ ∣A¸v¸(0)∣ = ∣A¸A¸u0∣,

é�K @ 	X ñj	JË @ úÎ« ð

(15) ∣A¹v¹∣ ⩽ ∣A¹v¹(0)∣ = ∣A¹A¹u0∣.

ú

�G

AK
 é 	KA

	̄
Au0 ∈ D(A) 	à


@ AÖß. Q�
 	g


B@ ú


	̄

A¸A¸u0 = J¸AJ¸Au0 = J¸J¸AAu0 = J2
¸A

2u0,

½Ë 	YK. ð

(16) ∣A¸A¸u0∣ ⩽ ∣A2u0∣, ∣A¹A¹u0∣ ⩽ ∣A2u0∣.

úÎ« É�m� 	' �éªÒ�Jm.× (16) ð (15) , (14) , (13) ÈAÒª�J�AK.
1

2

d

dt
∣v¸ − v¹∣2 ⩽ 2(¸+ ¹)∣A2u0∣2.

ð t ⩾ 0 É¾Ë ¸ −→ 0 AÓY 	J« H. PA�®�J�K v¸(t) =
du¸

dt
(t) 	à


AK. �é�JËA�JË @ �éÊgQÖÏ @ ú


	̄ AÒ» �Ê 	j�J�	�
. �èXðYm× �èQ�� 	̄ ø



@ úÎ« t �Ë �éJ.� 	�ËAK. ÐA 	¢�J 	K AK.

. u0 ∈ D(A2) 	à

AK. A 	��



@ A 	J 	�Q�� 	̄ @ @ 	X @ (6) �Ë Ég Yg. ñK
 �� . �é�ÓA	mÌ'@ �éÊgQÖÏ @

: T < ∞ É¾Ë é 	K

AK. ÕÎª 	K , ��J.� AÓ úÎ« ZA 	JK. , Éª 	®ËAK.

,[0, T ] úÎ« ÐA 	¢�J 	K AK. ,¸ −→ 0 AÖÏ ,u¸(t) −→ u(t)

.[0, T ] úÎ« ÐA 	¢�J 	K AK. ,¸ −→ 0 AÖÏ H. PA�®�J�K du¸

dt
(t)

⎫
⎬
⎭

úÎ« ÐA 	¢�J 	K AK. , ¸ −→ 0 AÖÏ , du¸

dt
(t) −→ du

dt
(t) 	à


AK. ð u ∈ C1([0,∞[;H) 	à


AK. i. �J 	J����


É¾ ��Ë@ úÎ« (7) I. �Jº	K . [0, T ]
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(17)
du¸

dt
(t) +A(J¸u¸(t)) = 0.

	à

B @Q 	¢	� , J¸u¸(t) −→

¸→0
u(t) 	à


AK. 	¡kC	K

∣J¸u¸(t)− u(t)∣ ⩽ ∣J¸u¸(t)− J¸u(t)∣+ ∣J¸u(t)− u(t)∣
⩽ ∣u¸(t)− u(t)∣+ ∣J¸u(t)− u(t)∣ −→

¸→0
0.

	à

AK. ð ∀t ⩾ 0 , u(t) ∈ D(A) 	à


AK. (17) 	áÓ i. �J 	J���	� ��Ê 	ªÓ A 	àAJ
K. 	à


@ �éj. J
�� 	JË A 	J �®J
J.¢��K.

du

dt
(t) +Au(t) = 0.

ð H úÍ@ [0,∞[ 	áÓ �èQÒ�J�Ó t 7−→ Au(t)
�éË @YË@ 	àA

	̄ , u ∈ C1([0,∞[;H) 	à

@ AÖß. @Q�
 	g


@

. u ∈ C([0,∞[;D(A)) 	àA
	̄ ½Ë 	YK.

ð ∀t ⩾ 0 , ∣u(t)∣ ⩽ ∣u0∣ ���®m�'
 (6) �Ë Ég úÎ« A 	JÊ�k Y�®Ë , �éj. J
�� 	JË AK.
. ∀t ⩾ 0 ,

∣∣∣du
dt

(t)
∣∣∣ ⩽ ∣Au0∣

�Ë @ úÍ@ h. A�Jj 	�� Õ �æ	m� 	' ú �æk

	à 	X@ . u0 ∈ D(A) 	áºJ
Ë �� 2.7 �éJ£ñ�K

. ∣Au0 −Aū0∣ < ² ð ∣u0 − ū0∣ < ² �IJ
m�'. ∃ū0 ∈ D(A2) , ∀² > 0

.( 	àAJ
J. Ë @ Õæ

	¢ 	JË �éJ.� 	�ËAK.) D(A) ú


	̄ 	J
�J» D(A2) 	àA
	̄ øQ 	k


@ �èPAJ.ªK.

. ū0 + ¸Aū0 = u0 ð ū0 ∈ D(A) 	à@ �IJ
m�'. , ū0 = J¸u0
	áºJ
Ë �� . 2.7 �éJ£ñ�JË @ �HAJ. �K @

. ū0 ∈ D(A2) é 	K

@ ø



@ , Aū0 ∈ D(A) 	à 	X @

	à

AK. ( 2.7

�éJ
 	��̄ Q 	¢	� @ ) 	¬Qª	K , øQ 	k

@ �éêk. 	áÓ

Aū0 = A¸u0 = J¸Au0,

ð

lim
¸→0

∣J¸u0 − u0∣ = 0, lim
¸→0

∣J¸Au0 −Au0∣ = 0.
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□ . �èñk. QÖÏ @ �éj. J
�� 	JË @ úÎ« É�m� 	' ð ù

	®ºK
 AÖß. @Q�
 	ª� ¸ > 0 	à 	X@ PA�J	m� 	'

�éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K �é�®K. A�Ë@ �éJ£ñ�JË @ É 	� 	®K. . u0 ∈ D(A) 	áºJ
Ë �� . �éÖ �ßA 	mÌ'@ : �é�XA�Ë@ �éÊgQÖÏ @
	¬Qª	K �é�ÓA	mÌ'@ �éÊgQÖÏ @ úÍ@ @XA 	J���@ . Au0n −→ Au0 ð u0n −→ u0

�IJ
m�'. (u0n) ∈ D(A2)
�éË


A�ÒÊË un Ég Yg. ñK
 é 	K


AK.

(18)
[0,∞[ úÎ« dun

dt
+Aun = 0

.un(0) = u0n

⎫
⎬
⎭

A 	JK
YË �é 	̄ A 	�B AK.

∣un(t)− um(t)∣ ⩽ ∣u0n − u0m∣ −→
m,n→∞0,

∣∣∣dun

dt
(t)− dum

dt
(t)

∣∣∣ ⩽ ∣Au0n −Au0m∣ −→
m,n→∞0.

�éj. J
�� 	JË AK.

[0,∞[ úÎ« ÐA 	¢�J 	KAK. un(t) −→ u(t)

, [0,∞[ úÎ« ÐA 	¢�J 	K AK.
dun

dt
(t) −→ du

dt
(t)

øQ	K A 	J 	K A
	̄ , A �®Ê 	ªÓ A 	àñ» É 	� 	®K. ð , (18) ú


	̄ �éK
Aî 	DÊË A 	JË A �®�J 	K @ Y 	J« . u ∈ C1([0,∞[;H) ©Ó
□ . (6) ���®m�'
 u 	à


AK. ð u ∈ C([0,∞[;D(A)) 	à


AK.

. (7) �éË

A�ÖÏ @ Ég u¸

	áºJ
Ë �� .4 �é 	¢kCÓ
	àA

	̄ , ¸ −→ 0 AÖÏ , é 	K

AK. ( �é�JËA�JË @ �éÊgQÖÏ @ úÎ« ZA 	JK. ) 	¬Qª	K . u0 ∈ D(A) 	à


AK. 	�Q 	® 	JË (

@
( [EX] Q 	¢	� @ ) �IJ. �� 	K 	à


@ A 	J 	JºÖß
 . u(t) �K. AêË 	QÓQK
 �éK
Aî 	E ñm� 	' , t ⩾ 0 É¾Ë , H. PA�®�J�K u¸(t)

. (6) ���®m��' u 	à

AK. ð u ∈ C1([0,∞[;H) ⌢ C([0,∞[;D(A)) 	à


AK.

u¸(t)
	àA

	̄ , ¸ −→ 0 AÖÏ é 	K

AK. ( [EX] Q 	¢	� @ ) �IJ. �� 	K 	à


@ 	áºÖß
 . u0 ∈ H 	à


AK. 	�Q 	® 	JË (H.

	à

AK. �HYm�'
 	à


@ 	áºÖß
 é 	K


@ Q�
 	« . u(t) �K. AêË 	QÓQK
 �éK
Aî 	E ñm� 	' , t ⩾ 0 É¾Ë , H. PA�®�J�K

BA�JÓ Q 	¢	� @ ) ]0,∞[ 	áÓ �é¢�® 	K �éK


@ ú


	̄ ��A�®�J ��CË �éÊK. A�̄ Q�
 	« u(t) 	à

AK. ð ∀t > 0 u(t) ∕∈ D(A)

ú

	̄ . (6) �Ë ′′ AJ
ºJ
�C¿ ′′ Cg 	àñº�K 	à


@ u(t) �Ë 	áºÖß
 B øQk


BAJ. 	̄ , 	à 	X@ .( [EX] ú


	̄

A 	J 	K A
	̄ ½Ë 	X ©Ó . ú
¾J
�C¾Ë@ ú 	æªÖÏ AK. Ég ø



@ ½ÊÖ �ß B (6)

�éË

A�ÖÏ @ 	àA

	̄ , �éËAmÌ'@ è 	Yë ú

	̄ , �é�®J
�®mÌ'@

	àA¿ @ 	X @ é 	K

AK. ( 4.7 ©¢�®ÖÏ @ ©k. @P ) A�®kB øQ	�� A 	J 	K


@ Q�
 	« . (6) �Ë ′′ ÕÔªÓ ′′ Ém» u(t) Q�. �Jª 	K
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	àA¿ @ 	X @ ú �æk , u0 ∈ H É¾Ë (6) �Ë ′′ AJ
ºJ
�C¿ ′′ Cg 	àñºK
 u(t) 	àA
	̄ AJ
�K @ 	X A 	JK
Q�̄

A

. u0 ∕∈ D(A)

ù
 ¢	mÌ'@ ��J
J.¢�JË @ Q�. �Jª 	K ; t ⩾ 0 	áºJ
Ë �� .( �HA ��AÒº	K @ QÓ 	P 	¬A�	�

@) 5

�é 	¢kCÓ ∗
	áÓ éJ
Ê« Èñ�jÖÏ@ (6) Ég ñë u(t) 	à@ �IJ
k D(A) úÍ@ D(A) 	áÓ SA(t) : u0 7−→ u(t)
�é 	̄ A�JºK. ð �éK
P@QÒ�J�AK. SA(t) YK
YÖ �ß A 	J 	JºÖß
 é 	KA

	̄ , ∣SA(t)u0∣ ⩽ ∣u0∣ 	à

B @Q 	¢	� . 4.7

�é 	JëQ�. ÖÏ @
	áÓ �éËñîD��. ���®j�J 	K . 4SA(t) �K. YK
YÒ�JË @ @ 	YêË A 	��



@ 	QÓQ 	K . éJ
Ë @ ð H 	áÓ QÒ�J�Ó ù
 ¢ 	k Q�K ñÓ úÍ@

: �éJ
ËA�JË @ ��A�	mÌ'@ ½Ê�JÖß
 SA(t)
	à

@

∥SA(t)∥ℒ(H) ⩽ 1 ð QÒ�J�Ó ù
 ¢ 	k Q�K ñÓ ñë SA(t) : H −→ H , t ⩾ 0 É¾Ë (
@

(H.
{

SA(t1 + t2) = SA(t1)oSA(t2) ∀t1 ⩾ 0, ∀t2 ⩾ 0

SA(0) = I.

. ∀u0 ∈ H lim
t−→0
t⩾0

∣SA(t)u0 − u0∣ = 0 (�k.

,(
@ ���®m��' ú


�æË@ ð t ⩾ 0 ¡J
�ñÊË �éÒJ
�̄ É¾Ë �é 	̄QªÓ ℒ(H) 	áÓ �H@Q�K ñÖÏ {SA(t)}t⩾0
�éÊKA« 	à@

. �HA ��AÒº	K@ �èQÒ�J�Ó �èQÓ 	P 	�	� , 	K
Qª�JË @ I. �k ù
 ë ,(�k. ,(H.

, S(t) �HA ��AÒº	K @ �èQÒ�J�Ó �èQÓ 	P 	�	� ZA¢«AK. , AJ
�º« é 	K

AK. ( @YJ
 ��ñK
 - ÉJ
ë ) 	áëQ�. K


. t ⩾ 0 É¾Ë S(t) = SA(t)
�IJ
m�'. YJ
kð ð I. �
�KP ù
 Ò 	¢«


@ A Q�K ñÓ Yg. ñK
 é 	KA

	̄

�HA ��AÒº	KB@ QÓ 	P 	¬A�	�

@ ð �éJ. �
�KQË @ �éJ
Ò 	¢«


B@ �H@Q�K ñÖÏ @ 	á�
K. AJ
ÊK. A �®�K A �®K. A¢�� Õæ


�® 	K A 	J 	K A
	̄ @ 	Yºë
. �èQÒ�J�ÖÏ @

. 7 É� 	®Ë@ úÎ« ��J
ËAª�JË @ ú

	̄ �èXP@ñË@ ©k. @QÖÏ @ ð [EX] C�JÓ Q 	¢	� @ , 	á�
ë@Q�. ÊË �éJ.� 	�ËAK.

�éËXAªÖÏ @ Ég 	à@ . ¸ ∈ ℝ 	áºJ
Ë ð AJ. �
�KP AJ
Ò 	¢«

@ @Q�K ñÓ A 	áºJ
Ë �� 6. �é 	¢kCÓ ∙

[0,+∞[ úÎ« du

dt
+Au+ ¸u = 0

u(0) = u0

⎫
⎬
⎭

© 	�	� . �éJ
�K
�
B@ �éJ
ºJ
�C¾Ë@ �è @X


B@ É 	� 	®K. (6) Ég úÍ@

�é£A��. K. é«Ag. P@ 	áºÖß


. 4 �é 	¢kCÖÏ @ ú

	̄ XP@ñË@ u0 ∈ H 7−→ u(t) ∈ H

��J
J.¢�JË @ Aî 	Eñ» SA(t)
	¬Qª	K 	à


@ Z @ñ� Yg úÎ« 	áºÖß
 4
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v = e¸tu(t).

���®m��' v 	à 	X @

[0,+∞[ úÎ« dv

dt
+Av = 0

.v(0) = u0

⎫
⎬
⎭

ÐA 	¢�J 	K @ .3.7

½Ë 	X ð 5 AÓA 	¢�J 	K @ Q��»

@ ñë (6) �Ë u ÉmÌ'@ 	à


@ �HAJ. �KAK. 4.7

�é 	JëQ�. ÖÏ @ �éj. J
�� 	K ÈAÒ» AK.
	à
�
B@ Ðñ�® 	J�

. u0
�éJ
K @Y�JK. B@ �éÒJ
�®Ë @ úÎ« �éJ
 	̄ A 	�@ �HAJ
 	�Q 	̄ ZA �®Ë

ZA 	� 	®Ë@ Z @Q�®�J�BAK.
	¬Qª	K , 	�Q 	ªË@ @ 	YêË

. 2 ⩽ ù
 ªJ
J.£ XY« k , D(Ak) = {v ∈ D(Ak−1); Av ∈ D(Ak−1)}

ù
 ÒÊ�Ë@ Z @Yj. ÊË �éJ.� 	�ËAK. �HQ�. Êë ZA 	� 	̄ ñë D(Ak) 	à

AK. Qå�J
K. ���®j�J 	K

(u, v)D(Ak) =
k∑

j=0

(Aju,Ajv);

ñë ÉK. A �®ÖÏ @ Õæ

	¢ 	JË @

∣v∣D(Ak) =
( k∑

j=0

∣Aju∣2
)1/2

.

(6)
�éË


A�ÒÊË u ÉmÌ'@ 	àA

	̄ 	à 	X@ . k ⩾ 2 ©Ó u0 ∈ D(Ak) 	à

AK. 	�Q 	® 	JË �� .5.7

�é 	JëQ�.Ó
½Ë 	X úÍ@

�é 	̄ A 	�@
���®m�'
 4.7

�é 	JëQ�. ÖÏ @ 	áÓ éJ
Ê« É�AmÌ'@

. j = 0, 1, ...k �Ë u ∈ Ck−j([0,+∞[;D(Aj))

. u ∈ C1([0,+∞[;H) 	à

AK. ¡�® 	̄ 	á�
J. �K 4.7

�é 	JëQ�. ÖÏ @ �é�C 	g 	à

AK. Q» 	Y 	K 5
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195

. k = 2 	à

@ 	�@Q�� 	̄ AK.


@YJ. 	JË �� . �HAJ. �K @

	à

AK. Qå�J
K. ���®j�J 	K . (u, v)D(A) ù
 ÒÊ�Ë@ Z @Ym.Ì'AK. @Xð 	QÓ H1 = D(A) ú


�GQ�. ÊêË @ Z A 	� 	®Ë@ Q�. �Jª 	K
�K.

	¬QªÖÏ @ A1 : D(A1) ⊂ H1 −→ H1 Q�K ñÖÏ @

D(A1) = D(A2)

u ∈ D(A1) �Ë A1u = Au

}

é 	K

AK. øQ 	K H1 ZA 	� 	®Ë@ ú


	̄
A1 Q�K ñÖÏ @ úÎ« 4.7

�é 	JëQ�.ÒÊË A 	J �®J
J.¢��K. . H1 ú

	̄ I. �
�KP ù
 Ò 	¢«


@ ñë

�éË @X Yg. ñ�K

u ∈ C1([0,+∞[;H1) ⌢ C([0,+∞[;D(A1))

�IJ
m�'.

[0,+∞[ úÎ« du

dt
+A1u = 0

.u(0) = u0

⎫
⎬
⎭

¡�® 	̄ ù�®J. ��K
 . (6) Ém�'. 	à 	X@
��Êª�JK
 QÓ


B@ 	àA

	̄ �éJ
 	K @YgñË@ É 	� 	®K. ð ; (6)
���®m��' u �ñ�	mÌ'AK.

	à

B @Q 	¢	� . u ∈ C2([0,+∞[;H) 	à


AK. ���®j�JË @

, u ∈ C1([0,+∞[;H1)
	à


B ð A ∈ ℒ(H1,H)

	à

AK. ð Au ∈ C1([0,+∞[;H) 	à


AK. i. �J 	J����
 é 	KA

	̄

(19)
d

dt
(Au) = A(

du

dt
).

	à

AK. ð u ∈ C2([0,+∞[;H) 	à


@ ø



@ , du

dt
∈ C1([0,+∞[;H) 	à


AK. øQ 	K (6) �Ë A 	J �®J
J.¢��K.

(20) . [0,+∞[ úÎ« d

dt
(
du

dt
) +A(

du

dt
) = 0

: k úÎ« Z@Q�®�J�BAK. 	áëQ�. 	K . k ⩾ 3
�éÓAªË@ �éËAmÌ'@ úÍ@ 	à

�
B@ É�®�J 	� 	JË

A �®J.�Ó 	¬Qª	K ��J.� AÖÏ @XA 	J���@ . u0 ∈ D(Ak) 	à

AK. 	�Q 	® 	JË ð k − 1

�éJ. �KQÖÏ @ ú �æk �éj. J
�� 	JË AK. ÕÎ� 	�Ë
���®m�'
 u 	à


AK. ð C2([0,+∞[;H) ⌢ C1([0,+∞[;D(A)) úÍ@ ù
 Ò�J 	�K
 (6) �Ë u ÉmÌ'@ 	à


AK.

. (20)
© 	�	JË

v =
du

dt
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úÎ« É�m� 	'

v ∈ C1([0,+∞[;H) ⌢ C([0,+∞[;D(A)),

[0,+∞[ úÎ« dv

dt
+Av = 0

.v(0) = −Au0

⎫
⎬
⎭

	à

@ AÖß. . v0 = −Au0

�éJ
K @Y�JK. B@ �éÒJ
�®Ë@ ÉK. A �®K
 ø

	YË@ (6) Ég ñë v 	àA

	̄ , øQ 	k

@ �èPAJ.ªK.

	à

AK. Z @Q�®�J�B@ �éJ
 	�Q 	̄ úÎ« ZA 	JK. , 	¬Qª	K A 	J 	K A

	̄
v0 ∈ D(Ak−1)

(21) , j = 0, 1, ...k − 1 �Ë v ∈ Ck−1−j([0,+∞[;D(Aj))

ø


@

. j = 0, 1, ...k − 1 �Ë u ∈ Ck−j([0,+∞[;D(Aj))

	à

AK. ���®j�J 	K 	à


@ ¡�® 	̄ ù�®J. K


(22) u ∈ C([0,+∞[;D(Ak)).

úÎ« É�m� 	' , j = k − 1 ©Ó (21) �Ë A 	J �®J
J.¢��K.

(23)
du

dt
∈ C([0,+∞[;D(Ak−1)).

	à

AK. (6) �éËXAªÖÏ @ 	áÓ ð (23) 	áÓ i. �J 	J���	�

Au ∈ C([0,+∞[;D(Ak−1))

□ . (22) ø


@

ú

�G@ 	YË @ 	áK
Q�®Ë@ �éËAg .4.7

É�KAÒ�JË @ A 	J �®J.£ @ 	X@ . D(A) = H ©Ó XðYm× Q�
 	« AJ
¢ 	k @Q�K ñÓ A : D(A) ⊂ H −→ H 	áºJ
Ë
. H ú


	̄ XðYm× Q�
 	« Q�K ñÒ» A∗ PAJ. �J«@ A 	J 	JºÖß
 é 	KA
	̄
H ′ = H

o b e i k a n d l . c o m
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	à

AK. Èñ�® 	K �� . 	K
Qª�K

@ 	X @ Q 	£A 	J�JÓ A

(Au, v) = (u,Av) ∀u, v ∈ D(A);

@ 	X @ ú

�G@ 	X 	áK
Q�̄

A

A∗ = A

. D(A∗) = D(A) 	à

AK. 	�Q�� 	®K
 AÓ ñë ð

Q�K ñÓ ð Q 	£A 	J�JÓ Q�K ñÓ 	á�
K. ��K
Q 	®�JÊË ú
«@X B é 	KA
	̄ , A ∈ ℒ(H) 	àñºK
 AÓY 	J« �� .7 �é 	¢kCÓ

′′ ú

�G@ 	X 	áK
Q�̄ ′′ ð ′′ Q 	£A 	J�JÓ ′′ 	á�
K. ��K
Q 	®�JË @ 	àA

	̄ XðYm× Q�
 	« A 	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ B@ . ú


�G @ 	X 	áK
Q�̄

@ 	X @ Q 	£A 	J�JÓ A : iJ
m�� Q�
 	« �ºªË@ .Q 	£A 	J�JÓ ñë AJ
�K @ 	X A 	JK
Q�̄ @Q�K ñÓ 	à

AK. l� 	�@ñË@ 	áÓ . A �®J
�̄ X 	àñºK


úÎ« A∗ = A ð D(A) ⊂ D(A∗) 	à

AK. AJ
 	JÖÞ 	� 	�Q�� 	®K
 AÓ ñë ð �� A ⊂ A∗ @ 	X @ ¡�® 	̄ ð

.( [EX] Q 	¢	� @ ) A & A∗ 	àñºK
 	à

AK. �HYm�'
 	à


@ 	áºÖß
 , @Q 	£A 	J�JÓ A 	àñºK
 AÓY 	J« . D(A)

é 	KA
	̄ , AJ. �
�KP AJ
Ò 	¢«


@ A 	àñºK
 AÓY 	J« é 	K


AK. �éJ
�K

�
B@ �éj. J
�� 	JË @ l� 	�ñ�K

.( ú

�G@ 	X 	áK
Q�̄

A ) ⇐⇒ ( Q 	£A 	J�JÓ A )

. @Q 	£A 	J�JÓ , AJ. �
�KP AJ
Ò 	¢«

@ @Q�K ñÓ A 	áºJ
Ë �� .6.7 �éJ
 	��̄

. ú

�G @ 	X 	áK
Q�̄

A 	à 	X@

@Q 	¢ 	� �� ���®j�J 	K 	à

@ ù


	®ºK
 . ú

�G @ 	X 	áK
Q�̄

J1
	à

AK. �éK
 @YK. �IJ. �� 	JË . J1 = (I +A)−1 	áºJ
Ë �� . �HAJ. �K @

	à

AK. �� J1 ∈ ℒ(H) 	à


B

(24) (J1u, v) = (u, J1v) ∀u, v ∈ H.

	à@ �IJ
m�'. v1 = J1v , u1 = J1u © 	�	�

u1 +Au1 = u

v1 +Av1 = v.

. (24) ø


@ (u1, v) = (u, v1)

	à

AK. i. �J 	J����
 é 	KA

	̄
(u1, Av1) = (Au1, v1)

	à

@ AÖß.

A 	JK
YË . f = u+A∗u © 	�	JË ð u ∈ D(A∗) 	áºJ
Ë
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∀v ∈ D(A) (f, v) = (u, v +Av)

. ∀w ∈ H (f, J1w) = (u,w) ø


@

□ . D(A∗) = D(A) : �é�C	mÌ'@ . u ∈ D(A) ½Ë 	YK. ð u = J1f
	àA

	̄ �éj. J
�� 	JË AK.

B A∗ 	àA
	̄ , @Q 	£A 	J�JÓ ñË ð , AJ. �
�KP @Q�K ñÓ A 	àA¿ @ 	X @ . @Q�
�J»  AJ
�JkB@ ù


	ªJ. 	�K
 �� .8
�é 	¢kCÓ

: ( [EX] Q 	¢	� @ ) �éJ
ËA�JË @ �H@ ñ 	̄ A¾�JË @ úÎ« 	áëQ�. K
 ÉK. A �®ÖÏ AK. . [EX] Q 	¢	� @ ; AJ. �
�KP �èPðQå	�ËAK. 	àñºK


I. �
�KP ù
 Ò 	¢«

@ A

I. �
�KP ù
 Ò 	¢«

@ A∗ ⇐⇒

. 	àAJ. �
�KP A∗ ð A , 	J
�J» D(A) , ��Ê 	ªÓ A ⇐⇒

�éË @X Yg. ñ�K 6u0 ∈ H É¾Ë 	à 	X@ . AJ
�K @ 	X A 	JK
Q�̄ , AJ. �
�KP AJ
Ò 	¢«

@ @Q�K ñÓ A 	áºJ
Ë �� .7.7 �é 	JëQ�.Ó ∙

u ∈ C([0,+∞[;H) ⌢ C1(]0,+∞[;H) ⌢ C(]0,+∞[;D(A))

�IJ
m�'.
�èYJ
kð

]0,+∞[ úÎ« du

dt
+Au = 0

.u(0) = u0

⎫
⎬
⎭

A 	JK
YË é 	K A
	̄ ½Ë 	X úÍ@

�é 	̄ A 	�B AK.

∀t > 0 ∣du
dt

(t)∣ = ∣Au(t)∣ ⩽ 1

t
∣u0∣ ð ∣u(t)∣ ⩽ ∣u0∣

(25) . 	á�
J
ªJ
J.£ 	áK
XY« k, l É¾Ë u ∈ Ck(]0,+∞[;D(Al))

. �HAJ. �K @
�é�C	mÌ'@ .( u0 ∈ D(A) 	áÓ BYK. ) u0 ∈ H A 	Jë : 7.7

�é 	JëQ�. ÖÏ @ ð 4.7
�é 	JëQ�. ÖÏ @ 	á�
K. AÓ 	¬C�J 	kB @ úÎ« iÊ 	K 6

. t −→ 0 AÖÏ du

dt
(t) ′′ Qj. 	® 	J�K ′′ 	à


@ ÈAÒ�JkB @Q 	¢	� , 	ª 	�


@

o b e i k a n d l . c o m
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'(t) = ∣u(t)− ū(t)∣2 �éË @YË@ 	à

AK. øQ 	K A

�éK. A�KQË A 	J �®J
J.¢��K. . 	á�
Êg ū ð u 	áºJ
Ë . �éJ
 	K @Ygð
	à 	X@ . '(0) = 0 ð [0,+∞[ úÎ« �èQÒ�J�Ó Aî 	EA

	̄ øQ 	k

@ �éêk. 	áÓ . ]0,+∞[ úÎ« �éJ
��̄ A 	J�K

. ' ≡ 0

. Xñk. ð

�é 	JëQ�. ÖÏ @ 	áÓ éJ
Ê« É�AmÌ'@ (6) Ég u 	áº�JË ð u0 ∈ D(A2) 	à

AK. �éK
 @YK. 	�Q 	® 	JË . úÍð


B@ �éÊgQÖÏ @

QK
Y�®�JË @ �IJ. �� 	K 	¬ñ� . 4.7

(26) ∣du
dt

(t)∣ ⩽ 1

t
∣u0∣ ∀t > 0.

	à

AK. 	¡kC	K

∀¸ > 0 A∗
¸ = A¸ ð J∗

¸ = J¸

.( 6.7
�éJ
 	��®Ë@ �HAJ. �K @ Q 	¢	� @ )

: 4.7
�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @ ú


	̄ ÉÒª�J�ÖÏ @ I. K
Q�®�JË @ Yª�J� 	�Ë

(27) . u¸(0) = u0
, [0,∞[ úÎ« du¸

dt
+A¸u¸ = 0

úÎ« É�m� 	' [0, T ] úÎ« �éÊÓA¾ÖÏ AK. ð u¸ �K. (27) AJ
ÒÊ� A 	JK. Qå	��.

(28)
1

2
∣u¸(T )∣2 +

∫ T

0

(A¸u¸, u¸)dt =
1

2
∣u0∣2.

úÎ« É�m� 	' [0, T ] úÎ« �éÊÓA¾ÖÏ AK. ð t
du¸

dt
(t) ©Ó (27) �Ë ù
 ÒÊ�Ë@ Z @Ym.Ì'@ ½Ë 	X YªK. A 	K 	Y 	g


AK.

(29)

∫ T

0

∣∣∣du¸

dt
(t)

∣∣∣
2

tdt+

∫ T

0

(A¸u¸(t),
du¸

dt
(t))tdt = 0.

	áºË

d

dt
(A¸u¸, u¸) = (A¸

du¸

dt
, u¸) + (A¸u¸,

du¸

dt
) = 2(A¸u¸,

du¸

dt
)

. A∗
¸ = A¸

	à

B @Q 	¢	�

Ym.�
	' , �éK 	Qj. �JËAK. �éÊÓA¾ÖÏ @ Y 	J« , �éj. J
�� 	JË AK.
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(30)

⎧
⎨
⎩

∫ T

0

(A¸u¸(t),
du¸

dt
(t))tdt =

1

2

∫ T

0

d

dt
[(A¸u¸, u¸)]tdt

=
1

2
(A¸u¸(T ), u¸(T ))T − 1

2

∫ T

0

(A¸u¸, u¸)dt.

A 	JK
YË é 	KA
	̄ ( 1.7

�éJ£ñ�K ) �éJ
��̄ A 	J�K t 7−→
∣∣∣du¸

dt
(t)

∣∣∣ �éË @YË@ 	à

@ AÖß. , øQ 	k


@ �éêk. 	áÓ

(31)

∫ T

0

∣∣∣du¸

dt
(t)

∣∣∣
2

tdt ⩾
∣∣∣du¸

dt
(T )

∣∣∣
2T 2

2
.

úÍ@ É�	� (31) ð (30) , (29) , (28) 	á�
K. AÓ ��J
 	̄ñ�JËAK.
1

2
∣u¸(T )∣2 + T (A¸u¸(T ), u¸(T )) + T 2

∣∣∣du¸

dt
(T )

∣∣∣
2

⩽ 1

2
∣u0∣2;

	à

AK. , �ñ�	mÌ'AK. , i. �J 	J���	� é 	JÓ ð

(32)
∣∣∣du¸

dt
(T )

∣∣∣ ⩽ 1

T
∣u0∣ ∀T > 0.

du¸

dt
−→ du

dt
	à

AK. 	¡kB ) ¸ −→ 0 AÓY 	J« (32) ú


	̄ �éK
Aî 	DË @ úÍ@ A 	JË A �®�J 	KAK. (26) �HAJ. �K @ Õ �æ	m� 	'
.( 4.7

�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @ 	áÓ �é�ÓA	mÌ'@ �éÊgQÖÏ @ É 	� 	®K.

	à@ �IJ
m�'. D(A) ú

	̄ �éJ
ËA�J�JÓ (u0n) 	áº�JË . u0 ∈ H 	à


AK. 	à

�
B@ 	�Q�� 	® 	K . �éJ
 	K A�JË @ �éÊgQÖÏ @

�éËXAªÖÏ @ Ég un
	áº�JË . u0n −→ u0

[0,+∞[ úÎ« dun

dt
+Aun = 0

.un(0) = u0n

⎫
⎬
⎭

	à

AK. ( 4.7

�é 	JëQ�.Ó ) 	¬Qª	K

∣un(t)− um(t)∣ ⩽ ∣u0n − u0m∣ ∀m,n, ∀t ⩾ 0

	à

AK. ( úÍð


B@ �éÊgQÖÏ @ ) ð

∣∣∣dun

dt
(t)− dum

dt
(t)

∣∣∣ ⩽ 1

t
∣u0n − u0m∣ ∀m,n, ∀t ⩾ 0.

ñm� 	' H. PA�®�J�K dun

dt
	à

AK. ð [0,+∞[ úÎ« ÐA 	¢�J 	KAK. u(t)

�éK
Aî 	E ñm� 	' H. PA�®�J�K un(t)
	à

AK. i. �J 	J���	�

ú
ÍA�JËAK. . ± > 0 ©Ó [±,+∞[
�èQ�� 	̄ ø



@ úÎ« ÐA 	¢�J 	KAK.

du

dt
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u ∈ C([0,+∞[;H) ⌢ C1(]0,+∞[;H).

úÎ« du

dt
+Au = 0

�éËXAªÖÏ @ ���®m��' Aî 	E

AK. ð t > 0 É¾Ë u(t) ∈ D(A) 	à


AK. �éËñîD��. �Ê 	j�J�	�

.( ��Ê 	ªÓ A 	à

@ 	àñ» ÉÒª�J�@ ) ]0,+∞[

	à

AK. k ⩾ 2 úÎ« Z@Q�®�J�BAK. �I�. �J 	�� �� . (25) �HAJ. �K @

(33) u ∈ Ck−j(]0,+∞[;D(Aj)) ∀j = 0, 1, ..., k.

	à

@ �ñ�	mÌ'AK. ½Ë 	X 	á« i. �J 	�K
 ú
ÍA�JËAK. ; k − 1

�éJ. �KQÖÏ @ ú �æk �éjJ
m�� (33) 	à

AK. 	à 	X@ ÕÎ� 	�Ë

(34) u ∈ C(]0,+∞[;D(Ak−1)).

	à

AK. ���®j�J 	K 	à


AK. ( 5.7

�é 	JëQ�. ÖÏ @ É 	� 	®K. ) ù

	®ºK
 , k

�éJ. �KQÖÏ @ Y 	J« (33)
�éÓA�̄B

(35) u ∈ C(]0,+∞[;D(Ak)).

�K.
	¬QªÖÏ @ Ã : D(Ã) ⊂ H̃ −→ H̃ Q�K ñÖÏ @ Q�. �Jª 	K , H̃ = D(Ak−1) �HQ�. Êë ZA 	� 	̄ ú


	̄
{

D(Ã) = D(Ak)

Ã = A.

. H̃ ú

	̄ ( ú


�G @ 	X 	áK
Q�̄ 	à 	X@ ) Q 	£A 	J�JÓ ð I. �
�KP ù
 Ò 	¢«

@ Ã 	à


AK. Qå�J
K. ���®j�J 	K

, v0 ∈ H̃ É¾Ë , é 	K

AK. 	á�
J. ��K
 Ã Q�K ñÖÏ @ úÎ« H̃ ú


	̄
7.7

�é 	JëQ�. ÖÏ @ 	áÓ úÍð

B@ �éÊgQÒÊË A 	J �®J
J.¢��K.

�éË

A�ÒÊË YJ
kð Ég Yg. ñK


(36)
]0,+∞[ úÎ« dv

dt
+Av = 0

v(0) = v0

⎫
⎬
⎭

©Ó

v ∈ C([0,+∞[; H̃) ⌢ C1(]0,+∞[; H̃) ⌢ C(]0,+∞[;D(Ã)).

	à

AK. øQ 	K ( (34) É 	� 	®K. v0 ∈ H̃ ) (² > 0) v0 = u(²) �Ë A 	KPAJ
�J 	kAK.

□ . (35) úÎ« É�m� 	' ú
ÍA�JËAK. . u ∈ C(]²,+∞[;D(Ak))
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©K. A�Ë@ É�� 	®Ë@ Èñ�k ��J
�ËAª�K

pA 	JK. �H@ZA 	� 	̄ ú

	̄ @YJ
 ��ñK
 - ÉJ
ë �é 	JëQ�.Ó (1

. ú
ÍA�JË @ É¾ ��Ë@ úÎ« pA 	JK. �H@ZA 	� 	̄ úÍ@ @YJ
 ��ñK
 - ÉJ
ë �é 	JëQ�.Ó Y�JÖ �ß
m A 	à


AK. Èñ�® 	K . XðYm× Q�
 	« AJ
¢ 	k @Q�K ñÓ A : D(A) ⊂ E −→ E 	áºJ
Ë ð pA 	JK. Z A 	� 	̄

E 	áºJ
Ë
E úÎ« D(A) 	áÓ AJ
ÊK. A �®�K I + ¸A , ¸ > 0 É¾Ë , 	àA¿ @ 	X @ ð D(A) = E 	àA¿ @ 	X @ ù
 Ò» @Q�K -

. ∥(I + ¸A)−1∥ℒ(E) ⩽ 1 ©Ó

. E ú

	̄ AJ
Ò» @Q�K - m @Q�K ñÓ A 	áºJ
Ë �� .(@YJ
 ��ñK
 - ÉJ
ë) 8.7

�é 	JëQ�.Ó
�éË @X Yg. ñ�K u0 ∈ D(A) É¾Ë 	à 	X@

u ∈ C1([0,+∞[;E) ⌢ C([0,+∞[;D(A))

é 	K @ �IJ
m�'.
�èYJ
kð

(37)
[0,+∞[ úÎ« du

dt
+Au = 0

.u(0) = u0

⎫
⎬
⎭

A 	JK
YË é 	K A
	̄ , ½Ë 	X úÍ@

�é 	̄ A 	�B AK.

. ∀t ⩾ 0 ∥du
dt

(t)∥ = ∥Au(t)∥ ⩽ ∥Au0∥ ð ∥u(t)∥ ⩽ ∥u0∥
�èQÓ 	P 	�	� ñë SA(t) ; SA(t) �K. , E úÎ« �éK
P@QÒ�J�AK. Aª�ñÓ , u0 7−→ u(t) Q�K ñÒÊË 	QÓQK


. E úÎ« �HA ��AÒº	K @ 	áÓ �èQÒ�J�Ó
ù
 Ò» @Q�K - m A Q�K ñÓ Yg. ñK
 é 	KA

	̄ , S(t) �HA ��AÒº	K@ 	áÓ �èQÒ�J�Ó �èQÓ 	P 	�	� ZA¢«AK. , AJ
�º«
. t ⩾ 0 É¾Ë S(t) = SA(t)

	à@ �IJ
m�'. , YJ
kð

, Schechter [1] , Yosida [1] , J.Goldstein [1] C�JÓ Q 	¢	� @ , �HAJ. �KC Ë �éJ.� 	�ËAK.
, Dunford− Schwartz [1] , Pazy [1] , Tanabe [1] , ú


	G A�JË @ Z 	Qm.Ì'@ , Reed− Simon [1]

è 	Yë ø
 ñ�Jm��' . [EX] ð Balakrishnan [1] , Davies [1] , Friedman [2] , Èð

B@ Z 	Qm.Ì'@

.QÓ 	QË @ 	¬A�	�

@ �éK
Q 	¢	� �	m�'
 AÒJ
 	̄ �èQ 	̄ @ð �HAª�ñ�K úÎ« ©k. @QÖÏ @

o b e i k a n d l . c o m



203

�éJ
�

@ �é 	ªJ
� (2

�Ë @ �ñ�	mÌ'@ úÎ« Q» 	Y 	K . (37) �éË

A�ÖÏ @ Ég 	áÓ 	áºÖ �ß �éJ
Ê�Ê��� ��Q£ �èY« Yg. ñ�K

ù¢ªÓ (37) Ég u 	àA
	̄
u0 ∈ D(A) É¾Ë 	à 	X@ . ù
 Ò» @Q�K - m A 	à


@ 	�Q 	® 	K �� .9.7 �é 	JëQ�.Ó

�éJ
�

B@ �é 	ªJ
�ËAK.

(38) u(t) = lim
n→∞

[(
I +

t

n
A
)−1]n

u0.

. Pazy [1] ð Yosida [1] C�JÓ Q 	¢	� @

�éÒJ
�Q�K H. PA�®�K ©Ó ø
 XYªË@ ÉJ
Êj�JË @ H. ñÊ�

AK. ¡J. 	�ËAK. �� 	̄ @ñ�J�K (38)

�é 	ªJ
�Ë@ 	à

AK. 	¡kC	K

YK
Yj�JË é 	K

@ 	X @ .( Raviart− Thomas [1] Q 	¢	� @ ) (37)

�éËXAªÒÊË t �Ë �éJ.� 	�ËAK. �éJ
 	JÖÞ 	� �éJ
ªJ
¢�®�K
Ém� 	' ; Δt =

t

n
AêËñ£ �éK
ðA���Ó �H@Q�� 	̄

n úÍ@ [0, t]
�èQ�� 	®Ë @ Õæ��® 	K ð t > 0 �IJ. �� 	K (37) Ég

�HBXAªÖÏ @ ú
Í@ñ�JË @ úÎ«
uj+1 − uj

Δt
+Auj+1 = 0, j = 0, 1, ...n− 1,

	àA
	̄ øQ 	k


@ �èPAJ.ªK. . u0

	áÓ A�̄C¢	�@

un = (I +ΔtA)−nu0 =
(
I +

t

n
A
)−n

u0.

. u(t) úÍ@ un H. PA�®�J�K 	à

@ ′′ ù
 ªJ
J.¢Ë@ ′′ 	áÓ é 	KA

	̄ ( Δt −→ 0 ø


@ ) n −→ ∞ AÓY 	J«

úÍ@ XY�Ë@ @ 	Yë ú

	̄ Q 	¢ 	� @ ; �éJ
ÊJ
Êj�JË @ QÓ 	QË @ 	¬A�	�


@ �éK
Q 	¢	� ñm� 	' úÍð


@ �èñ¢ 	k 7.7

�é 	JëQ�. ÖÏ @ 	à@ (3
. Tanabe [1] , Pazy [1] , Friedman [2] , Reed− Simon [1] , Kato [1] , Yosida [1]

. �éJ
¢ 	k Q�
 	« �HBXAªÓ . 	àA�K 	¬Q¢�. �HBXAªÓ (4

�éË

A�ÖÏ @ Q�. �Jª 	JË
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(39)
[0, T ] úÎ« du

dt
(t) +Au(t) = f(t)

.u(0) = u0

⎫
⎬
⎭

�éJ
�K
�
B@ �éj. J
�� 	JË @ A 	JK
YË

É¾Ë ð u0 ∈ D(A) É¾Ë 	à 	X@ . ù
 Ò» @Q�K - m A 	à

AK. 	�Q�� 	® 	K �� .10.7

�é 	JëQ�.Ó
�éË @X Yg. ñ�K f ∈ C1([0, T ];E)

u ∈ C1([0, T ];E) ⌢ C([0, T ];D(A))

�é 	ªJ
�ËAK. �èA¢ªÓ u 	àA
	̄ ½Ë 	X úÍ@

�é 	̄ A 	�B AK. . (39) �Ë YJ
kð Ém»

(40) u(t) = SA(t)u0 +

∫ t

0

SA(t− s)f(s)ds,

. (1 ú

	̄ AêËA 	gX@ Õç�' ú


�æË @ �èQÓ 	QË @ 	�	� É�JÖ �ß SA(t)
	à

@ �IJ
k

�� ú 	æªÓ AêË ù�®J. K
 ú

�æË @ �� (40)

�é 	ªJ
�Ë@ 	àA
	̄
f ∈ L1(0, T ;E) �I	KA¿ @ 	X @ é 	K


AK. Q» 	Y�J 	��

, Pazy [1] , Kato [1] Q 	¢	� @ ÉKA�ÖÏ @ è 	YêË �éJ.� 	�ËAK. . (39) �Ë ÕÔªÓ Ém» Q�. �Jª�K 	à

@ 	áºÖß


. Tanabe [1] , Martin [1]

É¾ ��Ë@ úÎ« ú

�æË@ ′′ �éJ
¢ 	k 	�	JË @ ′′ �HBXAªÖÏ @ 	áÓ Q�
�JºË@ Ym.�

	' , �HA�®J
J.¢�JË @ ÈC 	g
du

dt
+Au = F (u)

�HA�®J
Êª�K ð Brézis [2] , Martin [1] C�JÓ Q 	¢	� @ ; X úÍ@ X 	áÓ ù
 ¢ 	k Q�
 	« Q�K ñÓ F 	à@ �IJ
k
. 10 É� 	®Ë@

	à

@ ú 	æªÖß. , �éJ
¢ 	k Q�
 	« �é 	ªJ
� AîE
YË 7 É� 	®Ë@ l .�

'A�J 	K I. Ê 	«

@ 	à


@ úÍ@ Q�
 ��	� ék. ñ�JË @ � 	® 	K ú


	̄
, Barbu [1] , Brézis [1] Q 	¢	� @ ; ù
 ¢ 	k Q�
 	« Q�K ñÓ A : D(A) ⊂ E −→ E

. Bénilan− Crandall− Pazy [1]
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