
6

. �é��@Q��J�Ó �H@Q��K ñÓ
ù


	®�J
�£ ÉJ
�Ê�j��K
�H@Q��K ñÒÊË
�é��@Q��J�Ò�Ë @ �é�J
��K @ 	YË @ �é� 	JK
Q��®Ë @

	áK
Q�̄ . �éJ
Ëð

@ ��A� 	k . 	K
PAª�K .1.6

. pA 	JK. ø
 ZA 	� 	̄
F ð E 	áºJ
Ë

�éJ.� 	�ËAK. AJ
�. �	� �é�@Q��Ó T (BE)
�I	KA¿ @ 	X @ �@Q��Ó T ∈ ℒ(E,F ) @Q�K ñÓ 	à


AK. Èñ�® 	K �� . 	K
Qª�K

© 	�	� ð �é�@Q��ÖÏ @ �H@Q�K ñÖÏ @ �é«ñÒj. ÖÏ K(E,F ) �K. 	QÓQ 	K . �éK
ñ�®Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË
.K(E) = K(E,E)

�éJ.� 	�ËAK. ) ℒ(E,F ) ú

	̄ ��Ê 	ªÓ ú
æêj. �JÓ ú


G 	Qk. ZA 	� 	̄ ù
 ë K(E,F )
�é«ñÒj. ÖÏ @ �� .1.6 �é 	JëQ�.Ó

.( ∥ ∥ℒ(E,F ) Õæ

	¢ 	JÊË

	à

AK. 	�Q 	® 	JË . �@Q��Ó Q�K ñÓ ñë 	á�
�@Q��Ó 	áK
Q�K ñÓ ¨ñÒm.× 	à


AK. l� 	�@ñË@ 	áÓ �� . �HAJ. �K @
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	à

@ úÎ« 	áëQ�. 	JË . ∥Tn − T∥ℒ(E,F ) → 0 ð T ∈ ℒ(E,F ) , (Tn) ∈ K(E,F )

XYªK. T (BE)
�éJ
¢ 	ª�K 	áºÖß
 , ² > 0 É¾Ë 	à


AK. ���®j�JË @ ù


	®ºK
 , ÐA�K F 	à

@ AÖß. . T ∈ K(E,F )

	à

B @Q 	¢	� . ∥Tn − T∥ℒ(E,F ) <

²

2
�IJ
m�'. n �IJ. �� 	JË . F ú


	̄
B(fi, ²)

�H@QºË@ 	áÓ é�J 	JÓ
	à 	X@ . é�J 	JÓ I ©Ó Tn(BE) ⊂

∪

i∈I

B(fi,
²

2
) 	àA

	̄ , AJ
�. �	� �é�@Q��Ó Tn(BE)

□ . T (BE) ⊂
∪

i∈I

B(fi, ²)

. dimR(T ) < ∞ @ 	X @
�éJ
î �D 	JÓ �éJ. �KP éË T ∈ ℒ(E,F ) @Q�K ñÓ 	à


AK. Èñ�® 	K �� . 	K
Qª�K

. �@Q��Ó �éJ
î �D 	JÓ �éJ. �KQK. @QÒ�J�Ó @Q�K ñÓ 	à

AK. l� 	�@ñË@ 	áÓ

	áºJ
Ë ð F úÍ@ E 	áÓ �éJ
î �D 	JÓ I. �KP �H@ 	X �èQÒ�J�Ó �H@Q�K ñÖÏ �éJ
ËA�J�JÓ (Tn) 	áº�JË �� .2.6 �éÓ 	PB
. T ∈ K(E,F ) 	à 	X@ . ∥Tn − T∥ℒ(E,F ) −→ 0 �IJ
m�'. T ∈ ℒ(E,F )

�ºªK. �èQ�
îD��Ë @ ( Banach, Grothendieck ) ′′ I. K
Q�®�JË @ �éË

A�Ó ′′ ��Êª�J�K �� .1 �é 	¢kCÓ ∗

�IJ
m�'.
�éJ
î �D 	JÓ I. �KQK. �H@Q�K ñÖÏ (Tn)

�éJ
ËA�J�JÓ ¼A 	Jë Éë , �@Q��Ó Q�K ñÓ ZA¢«@ Y 	J« . 2.6
�éÓ 	PC�Ë@

? ∥Tn − T∥ℒ(E,F ) −→ 0

�éJ
K 	Qm.Ì'@ �H@ZA 	� 	®Ë @ 	�ªJ. Ë �éJ.� 	�ËAK. ú �æk �� ( Enflo [1] ) ù

	® 	JË AK. ñë H. @ñm.Ì'@ , I. ËA 	ªË @ ú


	̄

	à

@ Q�
 	« . Lindenstrauss− Tzafriri [2] C�JÓ Q 	¢	� @ ;( p ∕= 2 , 1 < p < ∞ ) lp ú


	̄ �é�®Ê 	ªÖÏ @
	áºJ
Ë Éª 	®ËAK. . �HQ�. ÊêË ZA 	� 	̄

F 	àA¿ @ 	X @ C�JÓ ; �èYK
Y« �HBAg ú

	̄ H. Am.�'
B AK. ñë H. @ñm.Ì'@

ú
æêj. �JÖÏ @ Z A 	� 	®Ë@ G 	áºJ
Ë . é�J 	JÓ I , ∪

i∈I

B(fi, ²) �K. K ù
 ¢ 	ª 	K , ² > 0 ZA¢«AK. . K = T (BE)

	à

AK. ���®j�J 	JË .( �éJ
î �D 	JÓ �éJ. �KP éK
YË T²

) T² = PGoT 	áºJ
Ë ð fi �Ë @ 	áÓ YËñÖÏ @
. ∥Tn − T∥ℒ(E,F ) < 2²

�IJ
m�'. i0 ∈ I Yg. ñK
 é 	KA
	̄ , x ∈ BE @ 	X @

(1) ∥Tx− fi0∥ < ².

∥PGoTx− PGfi0∥ < ² 	à 	X@
é 	K


@ ú 	æªÖß.
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(2) ∥PGoTx− fi0∥ < ².

úÎ« É�m� 	' A 	J 	K A
	̄
(2) ð (1) 	á�
K. ©Òm.Ì'AK.

∥PGoTx− Tx∥ < 2² ∀x ∈ BE ,

ø


@

∥T² − T∥ℒ(E,F ) < 2².

. [H. Am.�'
B AK. A 	��


@ 	àñºK
 H. @ñm.Ì'@ 	àA

	̄ PXðA �� �èY«A�̄ ½ÊÖß
 F 	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ úÎ« �éËñîD��. 	áëQ�. 	K]

I. K
Q�®�K 	áÓ 	áºÖ �ß �� ù
 ¢	mÌ'@ Q�
 	« ÉJ
Êj�JË @ ú

	̄ �èYJ
 	®Ó Yg. �éJ
 	J �®�K úÍ@ øQ 	k


@ �éêk. 	áÓ Q�
 ��	�

. �éJ
î �D 	JÓ I. �KP �H@ 	X �éJ
¢ 	k Q�
 	« �HA�®J
J.¢�� ��K
Q£ 	á« (ù
 ¢ 	k Q�
 	« ð

@ ù
 ¢ 	k) QÒ�J�Ó ��J
J.¢��

T (X) 	à@ �IJ
m�'. @QÒ�J�Ó A�®J
J.¢�� T : X −→ F ð pA 	JK. Z A 	� 	̄
F , AJ
k. ñËñK. ñ£ ZA 	� 	̄

X 	áºJ
Ë
. F ú


	̄ AJ
�. �	� �é�@Q��Ó
�IJ
m�'.

�éJ
î �D 	JÓ �éJ. �KQK. ,QÒ�J�Ó T² : X −→ F
��J
J.¢�� Yg. ñK
 , ² > 0 É¾Ë 	à 	X@

(3) ∥T²(x)− T (x)∥ < ² ∀x ∈ X.

	áÓ é�J 	JÓ XYªK. K
�éJ
¢ 	ª�K A 	J 	JºÖß
 , �é�@Q��Ó K = T (X) 	à


@ AÖß. Éª 	®ËAK.

. é�J 	JÓ I ©Ó , K ⊂
∪

i∈I

B(fi,
²

2
) , �H@QºË@

© 	�	�

; qi(x) = max{²− ∥Tx− fi∥, 0} 	à@ �IJ
k T²(x) =

∑

i∈I

qi(x)fi

∑

i∈I

qi(x)

. (3) ���®m��' T²
	à

AK. �éËñîD��. 	áëQ�. 	K

	áÓ A�̄C¢	�@ PXðA ��Ë �é�JK. A�JË @ �é¢�® 	JË @ �é 	JëQ�.Ó , �HAJ. �K @ 	áÓ �é�®K
Q¢Ë@ è 	Yë 	áºÖ �ß , AÓ �éÊÔg. 	áÓ
�� hAj. 	JK. A 	��



@ �éJ
 	J �®�JË @ è 	Yë �IÊÒª�J�@ @Q 	k ñÓ . [EX] Q 	¢	� @ ; Brouwer �Ë �é�JK. A�JË @ �é¢�® 	JË @ �é 	JëQ�.Ó

�èQ�
 	ª�JÓ B �éJ
K 	Qk. �H@ZA 	� 	̄ Xñk. ð úÎ« 	àAëQ�. ÊË Lomonosov
	¬Q£ 	áÓ �� Éë 	YÓ É¾ ���. ð

. Akhiezer−Glazman [1] C�JÓ Q 	¢	� @ ; �éJ
¢	mÌ'@ �H@Q�K ñÖÏ @ 	�ªJ. Ë �éJ.� 	�ËAK.
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S ∈ K(F,G) ð T ∈ ℒ(E,F ) @ 	X @ . pA 	JK. �H@ZA 	� 	̄ �HC�K G ð F , E 	áºJ
Ë �� .3.6 �éJ
 	��̄
. SoT ∈ K(E,G) 	àA

	̄ ,[ ú
Í@ñ�JË @ úÎ« S ∈ ℒ(F,G) ð T ∈ K(E,F ) ]

. ú
æîE
YK. �HAJ. �K @

�ºªË@ ð T ∗ ∈ K(F ′, E′) 	àA
	̄ , T ∈ K(E,F ) 	àA¿ @ 	X @ �� .( PXðA �� ) 4.6

�é 	JëQ�.Ó
. iJ
m��

�IJ. �� 	JË ; BF ′ 	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ (vn) 	áº�JË . E′ ú

	̄ AJ
�. �	� �é�@Q��Ó T ∗(BF ′) 	à


AK. 	áëQ�. 	JË �� . �HAJ. �K @

AK
Q��Ó) K = T (BE) 	áºJ
Ë . H. PA�®�J�K T ∗(vnk
) �IJ
m�'.

�éJ
K 	Qk. �éJ
ËA�J�JÓ h. @Q 	j�J�@ A 	J 	JºÖß
 é 	K

AK.

�K. �é 	̄QªÓ ℋ ⊂ C(K) 	áº�JË ð (A�@Q��Ó

ℋ = {'n : x ∈ K 7−→< vn, x >; n = 1, 2, ...}.
�éJ
K 	Qk. �éJ
ËA�J�JÓ h. @Q 	j�J�@ 	áÓ A 	J 	JºÖß
 AÜØ �é�®�®m× ( 24.4

�é 	JëQ�.Ó ) ú
Íñº�

@ �é 	JëQ�.Ó �HAJ
 	�Q 	̄ 	à@

�A 	g É¾ ���. . ' ∈ C(K)
�éË @X úÍ@ C(K) ú


	̄ H. PA�®�J�K ú

�æË@ ð 'nk

�K. AêË 	QÓQ 	K

sup
u∈BE

∣ < vnk
, Tu > −'(Tu)∣ −→

k→∞0.

	à 	X@
sup
u∈BE

∣ < vnk
, Tu > − < vnl

, Tu > ∣ −→
k,l→∞0,

. E′ ú

	̄ H. PA�®�J�K T ∗vnk

	àA
	̄ ú
ÍA�JËAK. . ∥T ∗vnk

− T ∗vnl
∥E′ −→

k,l→∞0 é 	K

@ ø



@

ð T ∗∗ ∈ K(E′′, F ′′) 	àA
	̄ ��J.� AÓ úÎ« ZA 	JK. . T ∗ ∈ K(F ′, E′) 	à


AK. 	�Q 	® 	JË , AJ
�º«

ú

	̄ ��Ê 	ªÓ E ð T (BE) = T ∗∗(BE)

	à

@ YJ
K. . E′′ ú


	̄ AJ
�. �	� �é�@Q��Ó T ∗∗(BE) �ñ�	mÌ'AK.
□ . E ú


	̄ AJ
�. �	� �é�@Q��Ó T (BE)
	àA

	̄ ú
ÍA�JËAK. . E′′
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	áÓ (un)
�éJ
Ë A�J�JÓ É¾Ë . T ∈ K(E,F ) 	áºJ
Ë ð pA 	JJ. Ë 	áK
ZA 	� 	̄

F ð E 	áºJ
Ë �� .2 �é 	¢kCÓ
�ºªË@ . [EX] Q 	¢	� @ ; Tu úÍ@

�èñ�®K. H. PA�®�J�K (Tun)
	àA

	̄ , u ñm� 	' 	ª 	��. H. PA�®�J�K E

. [EX] Q 	¢	� @ ; AJ
�A¾ª	K @ E 	àA¿ @ 	X @ A 	��


@ iJ
m��

ÕËñëYK
Q 	̄ - 	QK
 @P �éK
Q 	¢	� .2.6

. �éK
YJ
êÒ�JË @ l .�
'A�J 	JË @ 	�ªJ. K.


@YJ. 	JË

AJ
K 	Qk. ZA 	� 	̄
M ⊂ E 	áºJ
Ë ð 	à . Ð . 	¬ E 	áºJ
Ë �� .( Riesz 	QK
 @P �éJ£ñ�K ) 1.6

�éJ£ñ�K
	à 	X@ . M ∕= E �IJ
m�'. A �®Ê 	ªÓ

. dist(u,M) ⩾ 1− ² ð ∥u∥ = 1 �IJ
m�'. ∃u ∈ E ∀² > 0

PA�J	m� 	' . d = dist(v,M) > 0 	àA
	̄ , ��Ê 	ªÓ M 	à


@ AÖß. . v ∕∈ M ©Ó , v ∈ E 	áºJ
Ë �� . �HAJ. �K @

�IJ
m�'. m0 ∈ M

d ⩽ ∥v −m0∥ ⩽ d

1− ²
.

	àA
	̄ 	à 	X@

u =
v −m0

∥v −m0∥
. È@ ñ�Ë@ @ 	Yë úÎ« I. J
m.�'


A 	JK
YË é 	KA
	̄
m ∈ M @ 	X @ , Éª 	®ËAK.

∥u−m∥ =
∥∥∥ v −m0

∥v −m0∥ −m
∥∥∥ ⩾ 1− ²

	à

@ AÖß.

m0 + ∥v −m0∥m ∈ M.
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□

ú

	̄
² = 0 PAJ
�J 	k@ A 	J 	JºÖß
 ( AJ
�A¾ª	K @ M 	àA¿ @ 	X @ AÓñÔ« ð


@ ) dimM < ∞ @ 	X @ �� .3 �é 	¢kCÓ

.( [EX] Q 	¢	� @ ) �éÓAªË@ �éËAmÌ'@ ú

	̄ ��
Ë 	áºË ; 1.6

�éJ£ñ�JË @

. é�J 	JÓ YªK. ð 	X E 	à 	X@ . �é�@Q��Ó 	àñº�K BE
�IJ
m�'. 	à . Ð . 	¬ E 	áºJ
Ë �� .( 	QK
 @P) 5.6

�é 	JëQ�.Ó ∙

�H@ZA 	� 	̄ 	áÓ (En)
�éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K é 	KA

	̄ , é�J 	JÓ Q�
 	« E YªK. 	àA¿ @ 	X @ . 	��̄ A 	J�JË AK. 	áëQ�. 	JË �� . �HAJ. �K @
(un)

�éJ
ËA�J�JÓ ZA ��	� @ A 	J 	JºÖß
 , 1.6
�éJ£ñ�JË @ úÍ@ @XA 	J���@ . En−1 & En

�IJ
m�'.
�éJ
î �D 	JÓ XAªK.


AK. �éJ
K 	Qk.

∥un − um∥ ⩾ 1

2
�A 	g É¾ ���. . dist(un, En−1) ⩾

1

2
ð ∥un∥ = 1 , un ∈ E ©Ó

Y 	� @ 	Yë ð �� �éK. PA �®�JÓ �éJ
K 	Qk. �éJ
ËA�J�JÓ �éK


@ ½ÊÖ �ß B (un)

�éJ
ËA�J�JÖÏ @ 	àA
	̄ 	à 	X@ . m < n �Ë

□ . ′′ �é�@Q��Ó BE
′′ �éJ
 	�Q 	®Ë@

	à 	X @ . T ∈ K(E) 	áºJ
Ë �� .( Fredholm alternative ÕËñëYK
Q 	̄ �éÊK
YK. ) 6.6
�é 	JëQ�.Ó ∙

, é�J 	JÓ YªK. ð 	X N(I − T ) (@
��X


@ É¾ ���. ð , ��Ê 	ªÓ R(I − T ) (H.

R(I − T ) = N(I − T ∗)⊥

R(I − T ) = E ⇐⇒ N(I − T ) = {0} (�k.
. dimN(I − T ) = dimN(I − T ∗) (X

: 	à

AK. Q�.ª�K Aî 	E @ . u− Tu = f

�éËXAªÖÏ @ Ém�'. ÕËñëYK
Q 	̄ �éÊK
YK. ��Êª�J�K �� .4 �é 	¢kCÓ
, YJ
kð Ég u− Tu = f

�éËXAªÖÏ @ øYË f ∈ E É¾Ë 	à

@ AÓ@

, �éËAmÌ'@ è 	Yë ú

	̄ ð , AJ
¢ 	k 	á�
¢J. �KQÓ Q�
 	« Cg n AîE
YË u− Tu = 0

�é�	�Aj. �JÖÏ @ �éËXAªÖÏ @ 	à

@ AÓ@ ð


@

n
���®m��' f �I	KA¿ @ 	X @ ¡�® 	̄ ð @ 	X @ ÉjÊË �éÊK. A�̄ 	àñº�K u− Tu = f

�é�	�Aj. �JÖÏ @ Q�
 	« �éËXAªÖÏ @ 	àA
	̄

.( f ∈ N(I − T ∗)⊥ 	à

@ ø



@ ) AK
YÓAª�K A£Qå��
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AJ
¢ 	k @Q�K ñÓ 	àA
	̄ , dimE < ∞ @ 	X @ . é�J 	JÖÏ @ YªJ. Ë @ ú


	̄ �é 	̄ñË

AÓ (�k. �éJ
�A	mÌ'@ 	à@ �� .5 �é 	¢kCÓ

	àA
	̄ ú


GAî 	EC�Ë @ YªJ. Ë @ �éËAg ú

	̄ AÓ


@ . @QÓA 	« 	àA¿ @ 	X @ ¡�® 	̄ ð @ 	X @ A 	JK
AJ. �JÓ 	àñºK
 é� 	® 	K úÍ@ E 	áÓ

ÈA�JÖÏ @ ÉJ
�. � úÎ« : iJ
m�� �ºªË@ ð @QÓA 	« 	àñºK
 	à

@ 	àðX A 	JK
AJ. �JÓ 	àñºK
 	à


@ 	áºÖß
 @XðYm× @Q�K ñÓ

�èQK
Yg. �éJ
�A 	g 	á« Q�.ª�K (�k. �éj. J
�� 	JË @ 	àA
	̄ 	à 	X@ . l2 ú


	̄ 1(ú
Í@ñ�JË @ úÎ« @PA��
) A 	JJ
Öß
 hAK
 	Q 	KB@
. T ∈ K(E) ©Ó I − T É¾ ��Ë@ úÎ« �H@Q�K ñÒÊË �é 	¢kCÖÏAK.

. �HAJ. �K @
úÍ@ @XA 	J���@ . �é�@Q��Ó BE1 ú
ÍA�JËAK. ð BE1 ⊂ T (BE)

	à 	X@ . E1 = N(I − T ) 	áºJ
Ë (
@

. é�J 	JÓ YªK. ð 	X E1
	àA

	̄ , 5.6
�é 	JëQ�. ÖÏ @

© 	�	JË . f ∈ R(I − T ) 	à

@ úÎ« �é 	JëQ�. Ë @ ù


	ªJ. 	�K
 . fn = un − Tun −→ f 	áºJ
Ë (H.
vn ∈ N(I − T ) Yg. ñK
 é 	KA

	̄ é�J 	JÓ N(I − T ) YªK. 	à

@ AÖß. . dn = dist(un, N(I − T ))

A 	JK
YË . dn = ∥un − vn∥ 	à@ �IJ
m�'.

(4) fn = (un − vn)− T (un − vn).

�éJ
K 	Qk. �éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K é 	K

AK. 	�Q 	® 	JË ð 	��̄ A 	J�JË AK. 	áëQ�. 	JË . �èXðYm× É 	¢�� ∥un − vn∥ 	à


@ úÎ« 	áëQ�. 	JË

úÎ« (4) É 	� 	®K. É�m� 	' , wn =
un − vn

∥un − vn∥ A 	Jª 	�ñK. . ∥unk
− vnk

∥ −→ ∞ �IJ
m�'.
é 	K A

	̄ ( ¡J
��. �JÊË (wnk
) �K. A 	��



@ AîD
Ë @ 	QÓQK
 ) �éJ
K 	Qk. �éJ
ËA�J�JÓ h. @Q 	j�J�AK. . wnk

− Twnk
−→ 0

øQ 	k

@ �éêk. 	áÓ . z ∈ N(I − T ) ð wnk

−→ z 	à 	X@ . Twnk
−→ z 	à


AK. 	�@Q�� 	̄ @ A 	J 	JºÖß


dist(wn, N(I − T )) =
dist(un, N(I − T ))

∥un − vn∥ = 1

ñë ø

	YË@ �� dist(z,N(I − T )) = 1 úÎ« É�m� 	' H. PA�®�JË @ Y 	J« .( vn ∈ N(I − T ) 	à


@ AÖß. )

h. @Q 	j�J�@ 	áºÖß
 é 	K A
	̄ �@Q��Ó T 	à


@ AÖß. ð �èXðYm× É 	¢�� ∥un − vn∥ 	àA

	̄ ú
ÍA�JËAK. . Èñ�®ªÓ Q�
 	«
. T (unk

− vnk
) −→ l �IJ
m�'.

�éJ
K 	Qk. �éJ
ËA�J�JÓ
g − Tg = f A 	JK
YË 	àñºK
 g = f + l A 	Jª 	�ñK. ; unk

− vnk
−→ f + l 	à


AK. (4) 	áÓ i. �J 	J���	�

��J
J.¢�� 	à 	X@ A 	J 	JºÖß
 . ��Ê 	ªÓ I − T Q�K ñÖÏ @ øYÓ 	à

AK. A 	JëQK. Y�® 	̄ 	à 	X@ . f ∈ R(I − T ) 	à


@ ø



@

A 	JK
YË ; 18.2
�é 	JëQ�. ÖÏ @

. R(I − T ∗) = N(I − T )⊥ ð R(I − T ) = N(I − T ∗)⊥

. É 	®�

@ 6 �é 	¢kCÓ Q 	¢	� @ 1
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. ⇐= ZA 	��J�̄B@ �éK
 @YK. 	áëQ�. 	JË (�k.
	à

AK. 	�Q 	® 	JË ð 	��̄ A 	J�JËAK. 	áëQ�. 	JË

E1 = R(I − T ) ∕= E.

ú

G 	Qk. ZA 	� 	̄

E2 = (I − T )(E1) ð T∣E1
∈ K(E1)

	à 	X@ . T (E1) ⊂ E1 ð pA 	JJ. Ë Z A 	� 	̄
E1

A 	Jª 	�ñK. .( 	áK
AJ. �JÓ (I − T ) 	à

B ) E2 ∕= E1 ½Ë 	X úÍ@

�é 	̄ A 	�B AK. . E1 ú

	̄ ��Ê 	ªÓ

. �é�®Ê 	ªÓ �éJ
K 	Qk. �H@ZA 	� 	̄ 	áÓ Cª 	̄ �éJ
��̄ A 	J�K �éJ
ËA�J�JÓ úÎ« @ 	Yºë É�m� 	' A 	J 	K A
	̄
En = (I − T )n(E)

ð ∥un∥ = 1 , un ∈ En
	à@ �IJ
m�'. (un)

�éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K é 	KA
	̄ 	QK
 @P �éJ£ñ�K úÍ@ @XA 	J���@

A 	JK
YË . dist(un, En+1) ⩾
1

2

Tun − Tum = −(un − Tun) + (um − Tum) + (un − um).

ú
ÍA�JËAK. ð En+1 ⊂ En ⊂ Em+1 ⊂ Em
	àA

	̄ , n > m 	àA¿ @ 	X @ é 	K

AK. 	¡kC	K

−(un − Tun) + (um − Tum) + un ∈ Em+1.

. R(I − T ) = E 	à 	X@ . �@Q��Ó T 	à

@ AÖß. Èñ�®ªÓ Q�
 	« ñë ð �� ∥Tun − Tum∥ ⩾ 1

2
	à 	X @

( 17.2
�éÓ 	PB ) 	à 	X@ . R(I − T ) = E 	à


AK. 	�Q 	® 	JË , AJ
�º«

úÎ« ��J.� AÓ ��J
J.¢�� A 	J 	JºÖß
 é 	K A
	̄
T ∗ ∈ K(E′) 	à


@ AÖß. . N(I − T ∗) = R(I − T )⊥ = {0}

,( 17.2
�éÓ 	PB ) 	à


@ YJ
K. . R(I − T ∗) = E′ 	à


@ h. A�J 	J���@ ð T ∗

. N(I − T ) = R(I − T ∗)⊥ = {0}

	à

@ úÎ« 	áëQ�. 	J� �éK
 @YJ. Ë @ ú


	̄ . d∗ = dimN(I − T ∗) , d = dimN(I − T ) 	áºJ
Ë (X
éK
YË é 	KA

	̄ é�J 	JÓ N(I − T ) YªK. 	à

@ AÖß. . d < d∗ 	à


@ 	�@Q�� 	̄ AK. 	��̄ A 	J�JË AK. 	áëQ�. 	JË . d∗ ⩽ d

	áÓ P QÒ�J�Ó  A�®�@ 	à 	X@ Yg. ñK
 ;( 1 ÈA�JÓ , 4.2 ©¢�®ÖÏ @ Q 	¢ 	� @ ) E ú

	̄ ú
k. ñËñK. ñ£ ÉÒºÓ

. N(I − T ) úÎ« E

	àA
	̄ ú
ÍA�JËAK. ð d∗ é�J 	JÓ I. kA�Ó YªK. éK
YË R(I − T ) = N(I − T ∗)⊥ 	àA

	̄ øQ 	k

@ �éêk. 	áÓ

Q 	¢	� @ ) d∗ ø
 ðA��
 YªJ. K. , F �K. éJ
Ë @ 	QÓQ 	K , ú
k. ñËñK. ñ£ ÉÒºÓ ( E ú

	̄ ) éK
YË R(I − T )

Λ : N(I − T ) −→ F ù
 ¢ 	k ��J
J.¢�� Yg. ñK
 é 	KA
	̄ , d < d∗ 	à


@ AÖß. .( 2 ÈA�JÓ , 4.2 ©¢�®ÖÏ @

. �éJ
î �D 	JÓ ΛoP
�éJ. �KP 	à


B @Q 	¢	� S ∈ K(E) 	à 	X@ , S = T + (ΛoP ) © 	�	JË .QÓA 	« Q�
 	« ð 	áK
AJ. �JÓ

@ 	X @ Éª 	®ËAK. ; N(I − S) = {0} 	à

@ úÎ« 	áëQ�. 	JË

0 = u− Su = (u− Tu)− (ΛoPu),

	àA
	̄
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, ΛoPu = 0 ð u− Tu = 0

. u = 0 	à 	X@ ; Λu = 0 ð u ∈ N(I − T ) 	à

@ ø



@

, f ∈ F Yg. ñK
 é 	K

B Èñ�®ªÓ Q�
 	« @ 	Yë . R(I − S) = E 	à


@ øQ	K S Q�K ñÖÏ @ úÎ« (�k. ��J
J.¢��K.

. Ég AêË ��
Ë u− Su = f
�éËXAªÖÏ @ 	à@ �IJ
m�'. ; f ∕∈ R(Λ)

	à

@ øQ	K T ∗ úÎ« �éj. J
�� 	JË @ è 	Yë ��J
J.¢��K. . d∗ ⩽ d 	à


@ úÎ« A 	J 	JëQK. Y�® 	̄ ú
ÍA�JËAK.

dimN(I − T ∗∗) ⩽ dimN(I − T ∗) ⩽ dimN(I − T ).

□ . d = d∗ 	à

AK. �Ê 	j�J�	� 	à


@ 	áÓ A 	J 	JºÖß
 AÓ ñë ð �� N(I − T ∗∗) ⊃ N(I − T ) 	à


@ YJ
K.

�@Q��Ó Q�K ñÓ 	J
£ .3.6

. T ∈ ℒ(E) 	áºJ
Ë �� . 	K
PAª�K
ù
 ë �éËAmÌ'@ �é«ñÒj. ÖÏ @

. { E úÎ« E 	áÓ ÉK. A �®�JÓ (T − ¸I) ; ¸ ∈ ℝ } = ½(T )

. ¾(T ) = ℝ ∖ ½(T ) , �éËAmÌ'@ �é«ñÒj. ÖÏ @ ÕÔ�JÓ ñë ¾(T )
	J
¢Ë@

@ 	X @ �� ¸ ∈ V P (T ) I. �Jº	K ð �� �éJ
�K @ 	X �éÒJ
�̄ ¸ 	à

AK. Èñ�® 	K

N(T − ¸I) ∕= 0;

. ¸ �K. ¡J. �KQÖÏ @ ú

�G @ 	YË @ ZA 	� 	®Ë@ ñë N(T − ¸I)

.( 6.2
�éÓ 	PC�Ë@ ©k. @P ) (T − ¸I)−1 ∈ ℒ(E) 	àA

	̄
¸ ∈ ½(T ) @ 	X @ é 	K


@ Q» 	Y�K ÑêÖÏ @ 	áÓ

: 2 AJ
Êª 	̄ Z @ñ�JkB@ 	àñºK
 I. ËA 	ªË @ ú

	̄ . V P (T ) ⊂ ¾(T ) 	à


AK. l� 	�@ñË@ 	áÓ �� .6

�é 	¢kCÓ
�IJ
m�'. ¸ Yg. ñ�K 	à


@ 	áºÖß


R(T − ¸I) ∕= E ð N(T − ¸I) = {0}

. V P (T ) = ¾(T ) 	à 	X @ é 	K

B , dimE < ∞ �I	KA¿ @ 	X @ B@ , ©J.¢ËAK. 2
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ú

	̄ ÈA�JÖÏ @ ÉJ
�. � úÎ« 	Y 	g


A 	JË .( �éJ
�K @ 	X �éÒJ
�̄ �I��
Ë Aî 	DºË ð 	J
¢Ë@ úÍ@ ¸ è 	Yë É�JÓ ù
 Ò�J 	��K)

	à 	X@ .(A 	JJ
Öß
 hAK
 	Q 	KB@ ñë T 	à

@ ø



@) u = (u1, u2, ...)

�IJ
k Tu = (0, u1, u2, ...) , E = l2

. 0 ∕∈ V P (T ) ð 0 ∈ ¾(T )

ð �é�@Q��Ó �é«ñÒm.× ñë ¾(T )
	J
¢Ë@ �� .7.6 �éJ
 	��̄

¾(T ) ⊂ [−∥T∥,+∥T∥].

	à

AK. �I�. �J�
� AÓ ñë ð �� ú
ÎK. A �®�K T − ¸I 	à


AK. 	áëQ�. 	JË ; ∣¸∣ > ∥T∥ ©Ó ¸ ∈ ℝ 	áºJ
Ë �� . �HAJ. �K @

Aî 	E

B @YJ
kð Cg ½ÊÖ �ß Tu− ¸u = f

�éËXAªÖÏ @ 	àA
	̄
f ∈ E ZA¢«AK. . ¾(T ) ⊂ [−∥T∥,+∥T∥]

. AîD
Ê« �é�JK. A�JË @ �é¢�® 	JÊË pA 	JK. �é 	JëQ�.Ó ��J
J.¢�� 	áºÖß
 ð u =
1

¸
(Tu− f) I. �Jº�K

ð ( ¸0
	áÓ I. K
Q�̄ ) ¸ ∈ ℝ ZA¢«AK. . ¸0 ∈ ½(T ) 	áºJ
Ë . �ékñ�J 	®Ó ½(T ) 	à


AK. 	à

�
B@ �IJ. �� 	JË

Ég �Ij�. 	K f ∈ E

(5) Tu− ¸u = f.

ø


@ Tu− ¸0u = f + (¸− ¸0)u I. �Jº�K (5) 	à


@ YJ
K.

(6) u = (T − ¸0I)
−1[f + (¸− ¸0)u].

@ 	X @ @YJ
kð Cg ½ÊÖ �ß (6) 	à

AK. øQ 	K YK
Yg. 	áÓ �é�JK. A�JË @ �é¢�® 	JÊË pA 	JK. �é 	JëQ�.Ó ��J
J.¢��K.

∣¸− ¸0∣ ∥(T − ¸0I)
−1∥ < 1.

□

. dimE = ∞ ©Ó T ∈ K(E) 	áºJ
Ë �� .8.6 �é 	JëQ�.Ó ∙
A 	JK
YË 	à 	X@

, 0 ∈ ¾(T ) (
@

, ¾(T ) ∖ {0} = V P (T ) ∖ {0} (H.
: �éJ
ËA�JË @ �HBAmÌ'@ øYg@ (�k.
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, ¾(T ) = {0} 	à

@ AÓ@ ��

, é�J 	JÓ ¾(T ) ∖ {0} 	à

@ AÓ@ ��

. 0 ñm� 	' H. PA�®�J�K �éJ
ËA�J�JÓ ù
 ë ¾(T ) ∖ {0} 	à

@ AÓ@ ��

. �HAJ. �K @
ð �é�@Q��Ó BE

	à 	X @ . �@Q��Ó I = ToT−1 ð ÉK. A �®�JÓ T 	à 	X@ . 0 ∕∈ ¾(T ) 	à

AK. 	�Q 	® 	JË (

@
.( 5.6

�é 	JëQ�. ÖÏ @ ©k. @P ) dimE < ∞
	�Q 	® 	JË ð 	��̄ A 	J�JËAK. 	áëQ�. 	JË . ¸ ∈ V P (T ) 	à


AK. �IJ. �� 	JË . ¸ ∕= 0 , ¸ ∈ ¾(T ) 	áºJ
Ë (H.

R(T − ¸I) = E 	à

AK.

	¬Qª	K , (�k. 6.6
�é 	JëQ�. ÖÏ @ úÍ@ @XA 	J���@ 	à 	X@ . N(T − ¸I) = {0} 	à


AK.

□ . Èñ�®ªÓ Q�
 	« @ 	Yë ð �� ¸ ∈ ½(T ) ú
ÍA�JËAK. ð

úÍ@ h. A�Jj 	�� �HAJ. �KB @ �éJ
�®J. Ë �éJ.� 	�ËAK.

�IJ
m�'.
�é 	®Ê�J	m× �éJ
�®J
�®k X@Y«


@ 	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ (¸n)n⩾1

	áº�JË �� .2.6 �éJ£ñ�K
¸n −→ ¸

¸n ∈ ¾(T ) ∖ {0} ∀n. ð
. ¸ = 0 	à 	X@

. �éË 	Qª 	JÓ ¾(T ) ∖ {0} ú

	̄ ¡�® 	JË @ É¿ , øQ 	k


@ �èPAJ.ªK.

En
	áºJ
Ë . (T − ¸nI)en = 0 �IJ
m�'. en ∕= 0 	áºJ
Ë ; ¸n ∈ V P (T ) 	à


AK.

	¬Qª	K �� . �HAJ. �K @
	à

@ ù


	®ºK
 . n É¾Ë En & En+1
	à

AK. 	áëQ�. 	JË . [e1, e2, ..., en] 	áÓ YËñÖÏ @ ú
æêj. �JÖÏ @ Z A 	� 	®Ë@

. n úÎ« Z@Q�®�J�BAK. 	áëQ�. 	JË . AJ
¢ 	k �é¢J. �KQÓ Q�
 	« e1, e2, ..., en
�HAêj. �JÖÏ @ , n É¾Ë , é 	K


AK. ���®j�J 	K

	à 	X@ . en+1 =
n∑

i=1

®iei
	à

AK. 	�Q 	® 	JË ð n øñ�J�ÖÏ @ úÎ« �éjJ
m�� �éj. J
�� 	JË @ 	à


AK. 	�Q 	® 	JË

Ten+1 =
n∑

i=1

®i¸iei =
n∑

i=1

®i¸n+1ei.
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@ 	Yë ð �� i = 1, 2, ...n É¾Ë ®i = 0 	à 	X@ ð i = 1, 2, ...n É¾Ë ®i(¸i − ¸n+1) = 0 ú
ÍA�JËAK.
. n É¾Ë En & En+1

	à 	X@ . Èñ�®ªÓ Q�
 	«
	àñº	K , 	QK
 @P �éJ£ñ�JË A 	J �®J
J.¢��K. . (T − ¸nI)En ⊂ En−1

	à

@ l� 	�@ñË@ 	áÓ , øQ 	k


@ �éêk. 	áÓ

. n ⩾ 2 É¾Ë dist(un, En−1) ⩾
1

2
ð ∥un∥ = 1 , un ∈ En

�IJ
m�'. (un)n⩾1
�éJ
ËA�J�JÓ

�IJ
m�'. 2 ⩽ m < n 	áºJ
Ë

Em−1 ⊂ Em ⊂ En−1 ⊂ En.

A 	JK
YË

∥∥∥Tun

¸n
−Tum

¸m

∥∥∥ =
∥∥∥ (Tun − ¸nun)

¸n
− (Tum − ¸mum)

¸m
+un−um

∥∥∥ ⩾ dist(un, En−1) ⩾
1

2
.

. �éK. PA �®�JÓ �éJ
K 	Qk. �éJ
ËA�J�JÓ (Tun) øYË 	à

B @Q 	¢	� 	��̄ A 	J�K úÎ« É�m� 	' ¸n −→ ¸ ∕= 0 @ 	X @

�é«ñÒj. ÖÏ @ , n ⩾ 1 ù
 ªJ
J.£ XY« É¾Ë �� .(�k. 8.6
�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @

¾(T ) ⌢ {¸ ∈ ℝ; ∣¸∣ ⩾ 1

n
}

�� �éK
Aî 	E �é¢�® 	K A 	JK
YË 	àñº�J� , �é 	®Ê�J 	jÖÏ @ ¡�® 	JË @ 	áÓ AJ
KAî 	EB @XY« �Hñ�Jk@ @ 	X @ ) �éJ
î �D 	JÓ ð

@ �éJ
ËA 	g

¾(T ) ∖ {0} �Hñ�Jk@ @ 	X @ .( 2.6
�éJ£ñ�JË @ ©Ó 	��̄ A 	J�K úÎ« É�m� 	' ð �� �é�@Q��Ó ¾(T ) 	à


B @Q 	¢	�

□ . 0 ñm� 	' H. PA�®�J�K �éJ
ËA�J�JÓ ú

	̄ AîD.J
�KQ�K 	áºÖß
 é 	KA

	̄ �é 	®Ê�J 	jÖÏ @ ¡�® 	JË @ 	áÓ ú

GAî 	EB XY« úÎ«

T �@Q��Ó Q�K ñÓ 	áK
ñº�K 	áºÖß
 é 	K A
	̄
0 ñm� 	' H. PA�®�J�K (®n)

�éJ
ËA�J�JÓ ZA¢«AK. �� .7
�é 	¢kCÓ

Q�K ñÖÏ @ E = l2 ú

	̄ Q�. �Jª 	K 	à


@ ù


	®ºK
 . ¾(T ) = (®n) ∪ {0} �IJ
m�'.
�H@Q�K ñÖÏ @ 	áÓ (Tn)

�éJ
ËA�J�JÓ Xñk. ñË �@Q��Ó T 	à

AK. 	¡kB . T : u = (un) 7−→ Tu = (®nun)

	áºÖß
 0 	à

AK. øQ	K 	à


@ A 	��



@ 	áºÖß
 ÈA�JÖÏ @ @ 	Yë ú


	̄ . ∥Tn − T∥ −→ 0 �IJ
m�'.
�éJ
î �D 	JÖÏ @ I. �KQË@ �H@ 	X

	à

@ 	áºÖß
 é 	KA

	̄
0 ∈ V P (T ) @ 	X @ , ½Ë 	X úÍ@

�é 	̄ A 	�B AK. ; V P (T ) úÍ@ , ù
 Ò�J 	�K
 B ð

@ , ù
 Ò�J 	�K
 	à


@

. ú

GAî 	EB YªK. @ 	X 	àñºK
 , N(T ) ø



@ , éK. ��Êª�JÖÏ @ ú


�G @ 	YË @ ZA 	� 	®Ë@ 	à

AK. �HYm�'
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�é�@Q��ÖÏ @ �éJ
��K @ 	YË @ �é 	JK
Q�®Ë @ �H@Q�K ñÒÊË ù

	®J
£ ÉJ
Êm�

�' .4.6

H ′ ð H
�é�®K. A¢Öß. . T ∈ ℒ(H) 	à


AK. ð �HQ�. ÊêË ZA 	� 	̄ ñë E = H 	à


AK. ú


�G

AK
 AÒJ
 	̄ 	�Q�� 	® 	K

. T ∗ ∈ ℒ(H) PAJ. �J«@ 	áºÖß


é 	K

@ ú 	æªÖß. , T ∗ = T @ 	X @ ú


�G @ 	X 	áK
Q�̄ ñë T ∈ ℒ(H) @Q�K ñÓ 	à

AK. Èñ�® 	K �� . 	K
Qª�K

(Tu, v) = (u, Tv) ∀u, v ∈ H.

© 	�	� . AJ
�K @ 	X A 	JK
Q�̄ @Q�K ñÓ T ∈ ℒ(H) 	áºJ
Ë �� .9.6 �éJ
 	��̄

. M = sup
u∈H

∣u∣=1

(Tu, u) ð m = inf
u∈H

∣u∣=1

(Tu, u)

. M ∈ ¾(T ) ð m ∈ ¾(T ) , ¾(T ) ⊂ [m,M ] 	à 	X@

A 	JK
YË . ¸ ∈ ½(T ) 	à

@ úÎ« 	áëQ�. 	JË ; ¸ > M 	áºJ
Ë �� . �HAJ. �K @

(Tu, u) ⩽ M ∣u∣2 ∀u ∈ H,

ú
ÍA�JËAK. ð

. ® > 0 ©Ó , ∀u ∈ H (¸u− Tu, u) ⩾ (¸−M)∣u∣2 = ®∣u∣2

. ÉK. A �®�JÓ ¸I − T 	à

AK. øQ 	K Ð@Q 	ªÊÓ - �» B �é 	JëQ�.Ó ��J
J.¢��K.

Q 	£A 	J�JÓ , �éJ
¢	mÌ'@ ú

GA 	J�K a(u, v) = (Mu− Tu, v) ú
Í@YË@ 	à@ . M ∈ ¾(T ) 	à


@ úÎ« 	áëQ�. 	JË

ð

a(v, v) ⩾ 0 ∀v ∈ H.

ú

�G

AK
 a(u, v)

��J
J.¢�JË @ úÎ« 	Q�KPA 	® �� - ú
æ
��ñ» �é 	JK
AJ. �JÓ ��J
J.¢��K.

∣(Mu− Tu, v)∣ ⩽ (Mu− Tu, u)1/2(Mv − Tv, v)1/2 ∀u, v ∈ H.

	à

@ �A 	g É¾ ���. i. �J 	J����
 é 	JÓ ð
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(7) ∣Mu− Tu∣ ⩽ C(Mu− Tu, u)1/2 ∀u ∈ H.

	à

AK. øQ	K (7) É 	� 	®K. . (Tun, un) −→ M ð ∣un∣ = 1 �IJ
m�'.

�éJ
ËA�J�JÓ (un) 	áº�JË
	àA

	̄ , M ∈ ½(T ) �I	KA¿ @ 	X @ é 	K

B ) M ∈ ¾(T ) 	à 	X@ ð , ∣Mun − Tun∣ −→ 0

.( un = (MI − T )−1(Mun − Tun) −→ 0

□ . −T �K. T È@YJ. ���AK. m ��A� 	k úÎ« É�m� 	'

. ¾(T ) = {0} 	à@ �IJ
m�'. AJ
�K @ 	X A 	JK
Q�̄ @Q�K ñÓ T ∈ ℒ(H) 	áºJ
Ë �� .10.6 �éÓ 	PB
. T = 0 	à 	X@

	à

AK.

	¬Qª	K 9.6
�éJ
 	��®Ë@ úÍ@ @XA 	J���@ �� . �HAJ. �K @

(Tu, u) = 0 ∀u ∈ H.

	àA
	̄ ú
ÍA�JËAK.

2(Tu, v) = (T (u+ v), u+ v)− (Tu, u)− (Tv, v) = 0 ∀u, v ∈ H.

□ . T = 0 	à 	X@

�èY«A�̄ ú

	̄ ø
 Q¢�̄ ñë A�@Q��Ó AJ
�K @ 	X A 	JK
Q�̄ @Q�K ñÓ 	à


AK. 	á�
J. �K 	X @ ; �éJ
�A�


@ �éJ
�K

�
B@ �éj. J
�� 	JË @ 	à@

. AëPAJ
�J 	k@ Õ �æK
 �éÖ ßCÓ

. A�@Q��Ó AJ
�K @ 	X A 	JK
Q�̄ @Q�K ñÓ T 	áºJ
Ë . É� 	®ÊË ÉK. A�̄ H 	à

AK. 	�Q�� 	® 	K �� .11.6 �é 	JëQ�.Ó ∙

. T �Ë �éJ
�K @ 	X �HAêj. �JÓ 	áÓ �é 	KñºÓ �éJ
�KQ�. Êë �èY«A�̄ éK
YË H 	à 	X@

. ¸0 = 0
	¬Qª	K ; 0 ZA 	J�J���AK. , T �Ë �é 	®Ê�J 	jÖÏ @ �éJ
�K @ 	YË @ Õæ


�®Ë@ �éJ
ËA�J�JÓ (¸n)n⩾1
	áº�JË �� . �HAJ. �K @

	à

AK. Q» 	Y 	K ; En = N(T − ¸nI) ð E0 = N(T ) © 	�	�

. 0 < dimEn < ∞ 	à

AK. ð 0 ⩽ dimE0 ⩽ ∞
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: (En)n⩾0 �Ë ú

�GQ�. Êë ¨ñÒm.× H 	à


AK. Z @Y�JK. @ 	áëQ�. 	JË

é 	K A
	̄
m ∕= n ©Ó v ∈ En ð u ∈ Em @ 	X @ Éª 	®ËAK. . YÓAª�JÓ (En)n⩾0

	áÓ h. ð 	P É¿ (1)

Tu = ¸mu, Tv = ¸nv

ð

(Tu, v) = ¸m(u, v) = (u, Tv) = ¸n(u, v).

	à 	X@
(u, v) = 0.

. H ú

	̄ 	J
�J» F 	à


@ 	áÓ ���®j�J 	JË . (En)n⩾0 �Ë @ 	áÓ YËñÖÏ @ ú
æêj. �JÖÏ @ Z A 	� 	®Ë @ F 	áºJ
Ë (2)

ð u ∈ F⊥ @ 	X @ Éª 	®ËAK. ; T (F⊥) ⊂ F⊥ 	à

AK. ½Ë 	X úÎ« I. �KQ��K
 . T (F ) ⊂ F 	à


AK. l� 	�@ñË@ 	áÓ

�éêk. 	áÓ . �@Q��Ó ð ú

�G@ 	X 	áK
Q�̄ ñë T0 = T∣

F⊥ Q�K ñÖÏ @ . (Tu, v) = (u, Tv) = 0 	àA
	̄ , v ∈ F

@ 	X @ é 	K

@ 	X @ ; ¾(T0) = {0} øQ 	k


@

¸ ∈ V P (T0)
	àA

	̄ , ¸ ∈ ¾(T0) ∖ {0}
Õæ


�®Ë @ øYg@ ù
 ë ¸ 	àA
	̄ ú
ÍA�JËAK. . T0u = ¸u é 	K @ �IJ
m�'. u ∕= 0 , u ∈ F⊥ Yg. ñK
 	à 	X@ ð

. Èñ�®ªÓ Q�
 	« ñë ø

	YË@ , u = 0 	à 	X@ . u ∈ F⊥ ⌢ En ð T �Ë ¸n

�éJ
�K @ 	YË @
ú
ÍA�JËAK. ; T0 = 0 	à


AK. 10.6 �éÓ 	PC�Ë@ 	áÓ i. �J 	J����


. F⊥ = {0} ð F⊥ ⊂ N(T ) ⊂ F

. H ú

	̄ 	J
�J» F 	à 	X@

�Ë �éJ
�KQ�. Êë �èY«A�̄ É¾ ���
 Y«@ñ�®Ë@ é�KAë XAm��' @ . �éJ
�KQ�. Êë �èY«A�̄ En É¿ ú

	̄ PA�J	m� 	' Q�
 	g


B@ ú


	̄

□ . T �Ë �éJ
�K @ 	X �HAêj. �JÓ 	áÓ �é 	KñºÓ H

u ∈ H É¿ �éK. A�J» 	áºÖß
 ��J.� AÓ úÎ« ZA 	JK. . A�@Q��Ó AJ
�K @ 	X A 	JK
Q�̄ @Q�K ñÓ T 	áºJ
Ë �� .8 �é 	¢kCÓ
É¾ ��Ë@ úÎ«

un ∈ En ©Ó u =
∞∑

n=0

un

	¬Qª	K . Tu =
∞∑

n=1

¸nun é 	K @ �IJ
m�'.

Tku =
k∑

n=1

¸nun.
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	à

AK. ð �éJ
î �D 	JÓ �éJ. �KQK. Q�K ñÓ ñë Tk

	à

AK. l� 	�@ñË@ 	áÓ

. k −→ ∞ AÓY 	J« ∥Tk − T∥ ⩽ sup
n⩾k+1

∣¸n∣ −→ 0

. �éJ
î �D 	JÓ I. �KQK. (Tk)
�H@Q�K ñÓ �éJ
ËA�J�JÖÏ H. PA�®�K ñë T 	à


@ �éË


A�Ó úÍ@ YK
Yg. 	áÓ É�ñ�J 	K @ 	Yºë

�éJ
ËA�J�JÖÏ H. PA�®�K ñë �� �èPðQå	�ËAK. ú

�G @ 	X 	áK
Q�̄ Q�
 	« �� �@Q��Ó Q�K ñÓ É¿ �HQ�. ÊêË ZA 	� 	̄ ú


	̄ é 	K

AK. Q» 	Y 	K

.( 1
�é 	¢kCÖÏ @ Q 	¢ 	� @ ) �éJ
î �D 	JÓ I. �KQK. �H@Q�K ñÓ

�XA�Ë@ É�� 	®Ë@ Èñ�k ��J
�ËAª�K

ÕËñëYK
Q 	̄ �H@Q�K ñÓ (1 ∗

. pA 	JK. ø
 ZA 	� 	̄
F ð E 	áºJ
Ë . ÕËñëYK
Q 	̄ �H@Q�K ñÓ �éK
Q 	¢	� ñm� 	' úÍð


@ �èñ¢ 	k 6.6

�é 	JëQ�. ÖÏ @ Q�. �Jª�K
@ 	X @ �� A ∈ Fred(E,F ) I. �Jº	K �� 3 ÕËñëYK
Q 	®Ë ñë A ∈ ℒ(E,F ) @Q�K ñÓ 	à


AK. Èñ�® 	K

. é�J 	JÓ YªK. ð 	X N(A) (1)
4 é�J 	JÓ I. kA�ÖÏ @ èYªK. ð ��Ê 	ªÓ R(A) (2)

. Ind(A) = dimN(A)− codimR(A) �K. A ÉJ
ËX
	¬QªK


) 0 ø
 ðA��
 ÉJ
ËYK. ÕËñëYK
Q 	®Ë Q�K ñÓ ñë T ∈ K(E) �IJ
k A = I − T , ÈA�JÖÏ @ ÉJ
�.� úÎ«
.( 6.6

�é 	JëQ�. ÖÏ @ Q 	¢ 	� @
: ú


�G
�
BA¿ ù
 ë ÕËñëYK
Q 	̄ �H@Q�K ñÖÏ �éJ
�A�


B@ ��A�	mÌ'@

�� QÒ�J�Ó A 7−→ IndA
��J
J.¢�JË @ ð ℒ(E,F ) ú


	̄ �ékñ�J 	®Ó Fred(E,F )
�é«ñÒj. ÖÏ @ (

@
. Fred(E,F ) �Ë �é¢�. @Q��Ó �éJ.»QÓ É¿ úÎ« �� �IK. A�K 	à 	X@

ø


@ , �éJ
î �D 	JÓ I. �KQK. �H@Q�K ñÓ úÎ« A�AJ
�̄ �ñº« ñë A ∈ Fred(E,F ) Q�K ñÓ É¿ (H.

Yg. ñK
 é 	K

@

. 	àA�JJ
î �D 	JÓ (BoA− IE) ð (AoB − IF ) A�J�. �KP �IJ
m�'. B ∈ ℒ(F,E)

�IJ
m�'. B ∈ ℒ(E,F ) Yg. ð @ 	X@ ð A ∈ ℒ(E,F ) @ 	X @ AJ
�º«
. ÉJ
ËYK. Q�K ñÓ A 	à


AK. A 	��



@ Èñ�® 	K 3

R(A) 	à

@ ø



@ ) é�J 	JÓ I. kA�Ó YªK. ð 	X R(A) ð é�J 	JÓ N(A) YªK. �IJ
m�'. A ∈ ℒ(E,F ) 	àA¿ @ 	X @ é 	K


@ úÎ« 	áëQ�. 	K 4

. [EX] Q 	¢	� @ ; A �®Ê 	ªÓ 	àñºK
 R(A) 	àA
	̄ ( é�J 	JÓ èYªK. ø
 Q�.g. ÉÒºÓ éK
YË
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, BoA− IE ∈ K(E) ð AoB − IF ∈ K(F )

. A ∈ Fred(E,F ) 	àA
	̄

	àA
	̄
T ∈ K(E,F ) @ 	X @ ð A ∈ Fred(E,F ) @ 	X @ (�k.

. Ind(A+ T ) = IndA ð A+ T ∈ Fred(E,F )

	àA
	̄
B ∈ Fred(F,G) ð A ∈ Fred(E,F ) @ 	X @ (X

. Ind(BoA) = Ind(A) + Ind(B) ð BoA ∈ Fred(E,G)

. [EX] ð

@ Lang [1] , Schechter [1] , Kato [1] úÍ@ ÉKA�ÖÏ @ è 	Yë 	à


A ���. Q 	¢	� @

�HYÖÞ�� - �HQ�. Êë �H@Q�K ñÓ (2

�HYÖÞ�� - �HQ�. ÊêË Q�K ñÓ T 	à

AK. Èñ�® 	K . É� 	®ÊË CK. A�̄ �HQ�. Êë ZA 	� 	̄

H 	áºJ
Ë
. ∥T∥2HS =

∑
∣Ten∣2 < ∞ �IJ
m�'. H ú


	̄
(en)

�èY«A�̄ �HYg. ð @ 	X@ Hilbert− Schmidt

	àA
	̄ �é 	̄ A 	�B AK. ; AÒJ
 	¢ 	� 	¬QªK
 é 	K


AK. ð �èY«A�®Ë @ PAJ
�J 	kAK. ¡J. �KQÓ Q�
 	« 	K
Qª�JË @ 	à


@ 	áÓ ���®j�JË @ 	áºÖß


. �@Q��Ó T

�Ë @ I. �. ��. �ñ�	mÌ'AK. �� K(H) ú

	̄ AÒêÓ AJ
K 	Qk. ZA 	� 	̄ �HYÖÞ�� - �HQ�. Êë �H@Q�K ñÓ É¾ ����

Q�K ñÖÏ @ 	àA
	̄ 	à 	X@ . K(x, y) ∈ L2(Ω× Ω) ð H = L2(Ω) 	áºJ
Ë �� .12.6 �é 	JëQ�.Ó

u 7−→ (Ku)(x) =

∫

Ω

K(x, y)u(y)dy

. �HYÖÞ�� - �HQ�. ÊêË Q�K ñÓ ñë
�éË @X �é¢�@ñK. YJ
kð É¾ ���. éÊJ
�JÖ �ß 	áºÖß
 L2(Ω) úÎ« �HYÖÞ�� - �HQ�. ÊêË Q�K ñÓ ø



@ 	àA

	̄ AJ
�º«
. K(x, y) ∈ L2(Ω× Ω)

, 2 Z 	Qm.Ì'@ , Dunford− Schwartz [1] , Balakrishnan [1] Q 	¢	� @ , �éË

A�ÖÏ @ è 	Yë 	à


A ���.

. [EX] ð

@ L. Schwartz [3]
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XYª�K (3

, N((T − ¸I)k)
�éJ
ËA�J�JÖÏ @ 	à


@ úÎ« 	áëQ�. K
 . ¸ ∈ ¾(T ) ∖ {0} 	áº�JË ð T ∈ K(E) 	áºJ
Ë

C�JÓ Q 	¢	� @ ) ½Ë 	X YªK. Q�®�J��� Aî 	E

AK. ð p

�éJ
î �D 	JÓ AÓ �éJ. �KP úÍ@ Cª 	̄ �éK
YK
@ 	Q�K k = 1, 2, ...

YªK. ùÒ��
 . ¸
�éJ. �KQÓ ñë p 	à


AK. Èñ�® 	K .( [EX] ð


@ Kreyszig [1] , Dieudonné [1]

XYª�JËAK. N((T − ¸I)p) YªK. ùÒ��
 ð ¸
�éJ
�K @ 	YË @ �éÒJ
�®ÊË ú
æ�Y 	JêË @ XYª�JËAK. N(T − ¸I)

.( [EX] Q 	¢	� @ ) AJ
�K @ 	X A 	JK
Q�̄
T ð �HQ�. Êë ZA 	� 	̄

E 	àA¿ @ 	X @ 	àAK
ðA���Ó AÒî 	E

@ 	áÓ ���®j�J 	K ; ø
 Q�. m.Ì'@

ù

	®J
£ ÉJ
Êm�

�' (4

ø


@ AJ
Ò 	£A 	K Ñ«


@ É¾ ���. ð


@ ) AJ
�K @ 	X A 	JK
Q�̄ @Q�K ñÓ T 	áºJ
Ë . �HQ�. Êë ZA 	� 	̄

H 	áºJ
Ë
ÉJ
Êj�JË @ ÕÔª�K �éJ
 	J �®�K ñë ù


	®J
¢Ë@ ÉmÌ'@ 	à@ . XðYm× Q�
 	« AÖß.P ð , �@Q��Ó Q�
 	« ( T ∗T = TT ∗

ú 	æªÓ ZA¢«@ ø


@ , ú
Í@X H. A�k 	K
Qª�K , Aî 	DÓ A 	J 	JºÖ �ß ú


�æË @ PñÓ

B@ 	á�
K. 	áÓ . 4.6 ©¢�®ÒÊË ù


	®J
¢Ë@
ð �HA�®J
J.¢�� ©Ó @Yg. ©�@ð ¨ñ 	�ñÓ ù


	®J
¢Ë@ ÉJ
Êj�JË @ 	à@ . �èQÒ�J�Ó f
�éË @X É¾Ë f(T ) �Ë

, Friedman [3] , Kreyszig [1] , Rudin [1] Q 	¢	� @ ú
Íð

@ 	�QªË . �èYK
Y« �HAJ.ª ����

, Kato [1] , Reed− Simon [1] Q 	¢	� @ ÉÖÞ��

@ 	�QªË �éJ.� 	�ËAK. . Huet [1] , Yosida [1]

ð Taylor− Lay [1] , Akhiezer−Glazman [1] , 2 Z 	Qm.Ì'@ , Dunford− Schwartz [1]
. Schechter [2]

ù
 Ò 	¢«

B@ Q�
 	ª���


@YJ.Ó (5

�èYJ
 	®Ó �HA 	®�@ñÓ ù
 ¢ª�K , ù
 Ò 	¢«

B@ Q�
 	ª��JË Courant− Fischer �Ë min−max 	©J
� 	à@

, Courant−Hilbert [1] C�JÓ Q 	¢	� @ ; �@Q��Ó ú

�G @ 	X 	áK
Q�̄ Q�K ñÖÏ �éJ
�K @ 	YË @ Õæ


�®ÊË
�HAª�ñ�K �èY« úÎ« Weinberger [2] �@Q» ø
 ñ�Jm�'
 . [EX] ð


@ Raviart− Thomas [1]

. ¨ñ 	�ñÖÏ @ @ 	Yë �ñ�	m�'.

Krein− Rutman
�é 	JëQ�.Ó (6

�éJ. �KQÖÏ @ �H@ 	X �éJ
j. ÊJ
ÊëB @ �H@Q�K ñÒÊË �éJ
 	®J
¢Ë@ �é�@PYË@ ÈAm.× ú

	̄ �èYJ
 	®Ó �HA�®J
J.¢�� �éJ
�K

�
B@ �éj. J
�� 	JÊË
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.( 9 É� 	®Ë@ Q 	¢	� @ ) �éJ
 	K A�JË @

AK. Ym× A£ðQ	m× C 	áºJ
Ë ð pA 	JK. Z A 	� 	̄
E 	áºJ
Ë �� .( Krein− Rutman ) 13.6

�é 	JëQ�.Ó ∗
C 	à


AK. 	�Q 	® 	K .( y ∈ C , x ∈ C , ¹ ⩾ 0 , ¸ ⩾ 0 ∀ , ¸x+ ¹y ∈ C ú 	æªÖß. ) 0 é�


@P

�IJ
m�'. T ∈ K(E) 	áºJ
Ë . C ⌢ (−C) = {0} ð Int(C) ∕= ∅ , ��Ê 	ªÓ
; Tu = ¸u �IJ
m�'. ¸ > 0 Yg. ñK
 ð u ∈ Int(C) Yg. ñK
 	à 	X@ . T (C ∖ {0}) ⊂ Int(C)

ú 	æªÖß. ) C ú

	̄
T �Ë ú


�G @ 	X éj. �JÖß. �é�®Êª�JÖÏ @ �èYJ
kñË@ �éJ
�K @ 	YË @ �éÒJ
�®Ë@ ù
 ë ¸ 	àA
	̄ ½Ë 	X úÍ@

�é 	̄ A 	�B AK.
@Q�
 	g


@ .( ¹ = ¸ úÍ@ ø
 X ñK
 º ∕= 0 , º ∈ C ©Ó Tº = ¹º 	à


@

¸ = max{∣¹∣; ¹ ∈ ¾(T )}
. 1 ø
 ðA��� ¸ �Ë ( �éK
Q�. m.Ì'@ ð �éJ
�Y	JêË @ ) �éK
XYª�JË @ ð

. [EX] ð Schaefer [1] Q 	¢	� @
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