
5

�HQ�J. �Ê�ë �H@ZA� 	� 	̄

. �éJ
Ëð

@ ��A� 	k . 	K
PAª�K .1.5
��Ê 	ªÓ H. Ym× úÎ«  A�®�@

H ×H 	áÓ �éJ
¢	mÌ'@ ú

GA 	J�K ú
Í@X ñë (u, v) ù
 ÒÊ�Ë@ Z @Ym.Ì'@ . AJ
êj. �JÓ ZA 	� 	̄

H 	áºJ
Ë �� . 	K
Qª�K
. [ u ∕= 0 @ 	X @ (u, u) > 0 ð ∀u ∈ H (u, u) ⩾ 0 ø



@ ] I. k. ñÓ 	¬QªÓ ð , Q 	£A 	J�JÓ , ℝ úÍ@

: Cauchy − Schwarz 	Q�KPA 	® �� - ú
æ
��ñ» �é 	JK
AJ. �JÓ ���®m�'
 ù
 ÒÊ�Ë@ Z @Ym.Ì'@ 	à


AK. Q» 	Y 	K

∣(u, v)∣ ⩽ (u, u)1/2(v, v)1/2 ∀u, v ∈ H.

. [ u ∕= 0 @ 	X @ (u, u) > 0
�éJ
 	�Q 	®Ë @ ÉÒª�J�	� B 	Q�KPA 	® �� - ú
æ

��ñ» �é 	JK
AJ. �JÓ �HAJ. �KB é 	K

@ 	¡kC	K ]

. 1 Õæ

	¢ 	� ñë ∣u∣ = (u, u)1/2 	à


AK. A 	��



@ Q» 	Y 	K

.[ ∣u+ v∣2 = ∣u∣2 + ∣v∣2 + 2(u, v) ⩽ ∣u∣2 + ∣v∣2 + 2∣u∣∣v∣ Éª 	®ËAK. ]
: ′′ ¨C 	�


B@ ø
 	P@ñ�JÓ �é�®K. A¢�JÖß. ′′ @Q�
 	g


@ Q» 	Y 	K

(1)
∣∣∣a+ b

2

∣∣∣
2

+
∣∣∣a− b

2

∣∣∣
2

=
1

2
(∣a∣2 + ∣b∣2), ∀a, b ∈ H.

�IJ
m�'. (u, v) ù
 ÒÊ� Z@Ym.�'. A �® 	̄QÓ AJ
êj. �JÓ ZA 	� 	̄ 	àA¿ @ 	X @ �HQ�. Êë ZA 	� 	̄
H 	à


AK. ÈA �®K
 �� . 	K
Qª�K

. (u, u)1/2 Õæ

	¢ 	JÊË �éJ.� 	�ËAK. AÓA�K 	àñºK


. �HQ�. Êë ZA 	� 	̄ úÍ@ H 	QÓQK
 ú

�G

AJ
� AÓ É¿ ú


	̄

. ù
 ÒÊ� Z@Ym.Ì I. kA�ÖÏ @ Õæ

	¢ 	JÊË ( ∥ ∥ 	á« A 	�ñ« ) ∣ ∣ 	QÓQËAK. �èXA« 	QÓQ 	K 1

o b e i k a n d l . c o m
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ù
 ÒÊ�Ë@ Z @Ym.Ì'AK. �� 	̄QÓ L2(Ω) : ú
æ�A�

@ ÈA�JÓ

(u, v) =

∫

Ω

u(x)v(x)dx

ZA 	� 	̄ ñë 9 ð 8 	á�
Ê� 	®Ë @ ú

	̄ éK. ù


�®�JÊ 	K 	¬ñ� ø

	YË@ H1 	J
ËñK. ñ� ZA 	� 	̄ ; �HQ�. Êë ZA 	� 	̄ ñë

. L2 ′′ È@ñ 	JÓ úÎ« ′′ �HQ�. Êë

. ú
æ�A¾ª	K @ ú
ÍA�JËAK. ð ÐA 	¢�J 	KAK. H. Ym× H �� .1.5 �éJ
 	��̄ ∙

É 	� 	®K. . ∣u− v∣ > ² ð ∣v∣ ⩽ 1 , ∣u∣ ⩽ 1 �IJ
m�'. u, v ∈ H , ² > 0 	áºJ
Ë �� . �HAJ. �K @
A 	JK
YË ¨C 	�


B@ ø
 	P@ñ�JÓ �é�®K. A¢�JÓ

. ± = 1−
(
1− ²2

4

)1/2

> 0 ©Ó
∣∣∣u+ v

2

∣∣∣ < 1− ± ú
ÍA�JËAK. ð
∣∣∣u+ v

2

∣∣∣
2

⩽ 1− ²2

4

□

É¾Ë 	à 	X@ . ÈA 	g Q�
 	« A�®Ê 	ªÓ AK. Ym× K ⊂ H 	áºJ
Ë �� .( ��Ê 	ªÓ H. Ym× úÎ«  A�®�@) 2.5
�é 	JëQ�.Ó ∙

�IJ
m�'. YJ
kð u ∈ K Yg. ñK
 , f ∈ H

(2) ∣f − u∣ = min
v∈K

∣f − v∣.

: �éJ
�A	mÌ'AK. u 	Q�
Ò�JK
 ½Ë 	X úÍ@
�é 	̄ A 	�B AK.

(3)

{
u ∈ K

(f − u, v − u) ⩽ 0 ∀v ∈ K.

. K úÎ« f  A�®�@ = PKf = u © 	�	�

. �HAJ. �K @

o b e i k a n d l . c o m
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	á�
 	K AëQK. ÐY�® 	K 	¬ñ� �� . Xñk. ð (
@

( 20.3
�éÓ 	PB ) 	à 	X@ . lim

∣v∣→∞
'(v) = +∞ ð �èQÒ�J�Ó , �éK. Ym× '(v) = ∣f − v∣ �éË @YË@ (1

. ú
æ�A¾ª	K @ H 	à

@ AÖß. K úÎ« øQ 	ª�Ë@ Aî �DK
Aî 	E ¼PY�K '

�éJ
ËA�J�JÓ (vn) 	áº�JË . �éJ
�A¾ª	KB@ �H@ZA 	� 	®Ë@ �éK
Q 	¢	� ÈAÒª�J�@ ú
«Y�J��
 B ú

	GA�JË @ 	àAëQ�. Ë @ (2

ð vn ∈ K 	à

@ ø



@ , (2) �Ë �éK
Q�
 	ª���

dn = ∣f − vn∣ −→ d = inf
v∈K

∣f − v∣.

, a = f − vn ©Ó ¨C 	�

B@ ø
 	P@ñ�JÓ �é�®K. A¢�JÓ ��J
J.¢��K. . ú
æ

��ñ» �éJ
ËA�J�JÓ ù
 ë (vn)
	à

@ 	á�
J. 	JË

úÍ@ É�	� b = f − vm

∣∣∣f − vn + vm
2

∣∣∣
2

+
∣∣∣vn − vm

2

∣∣∣
2

=
1

2
(d2n + d2m).

ú
ÍA�JËAK. .
∣∣∣f − vn + vm

2

∣∣∣ ⩾ d 	à 	X @ , vn + vm
2

∈ K 	à

@ Q�
 	«

. lim
m,n→∞

∣vn − vm∣ = 0 ð
∣∣∣vn − vm

2

∣∣∣
2

⩽ 1

2
(d2n + d2m)− d2

. d = ∣f − u∣ A 	JK
YË ð vn −→ u ∈ K 	à 	X @

(3) ð (2) ñ 	̄ A¾�K (H.
A 	JK
YË . w ∈ K 	áºJ
Ë ð (2) �Ë A �®�®m× u ∈ K 	áºJ
Ë

t ∈]0, 1] �Ë v = (1− t)u+ tw ∈ K

	à 	X@ ð

∣f − u∣ ⩽ ∣f − [(1− t)u+ tw]∣ = ∣(f − u)− t(w − u)∣.
ú
ÍA�JËAK.

∣f − u∣2 ⩽ ∣f − u∣2 − 2t(f − u,w − u) + t2∣w − u∣2.
. (3) úÎ« É�m� 	' t −→ 0 AÓY 	J« . 2(f − u,w − u) ⩽ t∣w − u∣2 	à


@ ø



@

A 	JK
YË 	à 	X@ . (3) �Ë A �®�®m× u ∈ K 	áºJ
Ë , AJ
�º«

∣u− f ∣2 − ∣v − f ∣2 = 2(f − u, v − u)− ∣u− v∣2 ⩽ 0 ∀v ∈ K;

. (2) úÎ« É�m� 	' é 	JÓ ð

o b e i k a n d l . c o m
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�éJ
 	K @Ygð (�k.
A 	JK
YË . (3) �Ë 	á�
�®�®m× u2 ð u1

	áºJ
Ë

(4) (f − u1, v − u1) ⩽ 0 ∀v ∈ K

(5) (f − u2, v − u2) ⩽ 0 ∀v ∈ K.

□ . 2 ∣u1 − u2∣2 ⩽ 0 úÎ« ©Òm.Ì'@ YªK. É�m� 	' , (5) ú

	̄
v = u1 ð (4) ú


	̄
v = u2 © 	�ñK.

A 	JK
YË 2.5 �é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ
 	�Q 	̄ �Im��' �� .3.5 �éJ
 	��̄

∣PKf1 − PKf2∣ ⩽ ∣f1 − f2∣ ∀f1, f2 ∈ H.

úÍ@ É�	� u2 = PKf2 ð u1 = PKf1 A 	Jª 	�ñK. �� . �HAJ. �K @

(6) (f1 − u1, v − u1) ⩽ 0 ∀v ∈ K

(7) (f2 − u2, v − u2) ⩽ 0 ∀v ∈ K.

úÎ« ©Òm.Ì'@ YªK. É�m� 	' (7) ú

	̄
v = u1 ð (6) ú


	̄
v = u2

	Y 	g

AK.

∣u1 − u2∣2 ⩽ (f1 − f2, u1 − u2).

□ . ∣u1 − u2∣ ⩽ ∣f1 − f2∣ ú
ÍA�JËAK.

. f ∈ H 	áºJ
Ë . A �®Ê 	ªÓ AJ
êj. �JÓ AJ
K 	Qk. ZA 	� 	̄
M ⊂ H 	áºJ
Ë �� .4.5 �éÓ 	PB

�K. 	Q�
Ò�JK
 u = PMf 	à 	X@

(8)

{
u ∈ M

(f − u, v) = 0 ∀v ∈ M.

. �HQ�. Êë ZA 	� 	̄ ú

	̄ Õæ


	¢ 	JÊË ú
Îª 	®Ë @ H. Yj�JË @ �éJ
�A 	g 	áÓ �èQå��AJ.Ó A 	��


@ É�m��' (2) É¾ ��Ë@ úÎ« u

�éJ
 	K @Ygð 2

o b e i k a n d l . c o m
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. ù
 ¢ 	k Q�K ñÓ PM
	àA

	̄ ½Ë 	X úÍ@
�é 	̄ A 	�B AK.

A 	JK
YË (3) 	áÓ �� . �HAJ. �K @

(f − u, v − u) ⩽ 0 ∀v ∈ M

	à 	X@

(f − u, tv − u) ⩽ 0 ∀v ∈ M, ∀t ∈ ℝ.
é 	J« i. �J 	�K
 AÜØ

(f − u, v) = 0 ∀v ∈ M.

	àA
	̄
(8) �Ë A �®�®m× u 	àñºK
 AÓY	J« �ºªËAK. ð

(f − u, v − u) = 0 ∀v ∈ M.

□

�HQ�. Êë ZA 	� 	̄ ø
 ñ	J�K .2.5

, ' ∈ H ′ ù¢ªK
 �� .( Riesz− Fréchet éJ
 ���
Q 	̄ - 	QK
 @QË ÉJ
�JÒ�JË @ �é 	JëQ�.Ó ) 5.5
�é 	JëQ�.Ó ∙

�IJ
m�'. f ∈ H YJ
kð Qå�	J« Yg. ñK


< ', v >= (f, v) ∀v ∈ H.

A 	JK
YË é 	K A
	̄ ½Ë 	X úÍ@

�é 	̄ A 	�B AK.

∣f ∣ = ∥'∥H′ .

: 	á�
 	K AëQK. YK
Yg. 	áÓ ÐY�® 	K �� . �HAJ. �K @
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	¬QªÖÏ @ T : H −→ H ′ ��J
J.¢�JË @ Q�. �Jª 	K . 11.4
�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @ éJ. ���
 Èð


B@ 	àAëQ�. Ë @ (1

ñë 	à 	X@ ; H úÎ« QÒ�J�Ó ù
 ¢ 	k ú
Í@X ñë v 7−→ (f, v)
��J
J.¢�JË @ 	àA

	̄ , f ∈ H ZA¢«AK. : ú

�G
�
BA¿

ø


@ , Tf �K. éË 	QÓQK
 H ′ 	áÓ @Qå� 	J« 	¬QªK


< Tf, v >= (f, v) ∀v ∈ H.

ú
æ��
A �®�K ù
 ¢ 	k Q�K ñÓ ñë T 	à 	X@ . ∥Tf∥H′ = ∣f ∣ 	à

@ 	Q�KPA 	® �� - ú
æ

��ñ» �é 	JK
AJ. �JÓ 	áÓ l� 	�@ð é 	K @
	J
�J» T (H) 	à


AK. �IJ. �� 	K 	à


@ ù�®J. K
 Õ �æ 	jÊË . H ′ 	áÓ ú


G 	Qk. ZA 	� 	̄ ñë ø

	YË@ T (H) úÎ« H 	áÓ

; ∀f ∈ H < Tf, ℎ >= 0 	à

@ �IJ
m�'. (ú
æ�A¾ª	K @ H 	à


@ AÖß.) ℎ ∈ H ′′ = H 	áºJ
Ë . H ′ ú


	̄

. ℎ = 0 	àA
	̄ ú
ÍA�JËAK. ð ∀f ∈ H (f, ℎ) = 0 A 	JK
YË . ℎ = 0 	à


@ 	á�
J. 	JË

. �éJ
�A¾ª	KB@ �H@ZA 	� 	®Ë@ �éK
Q 	¢	� ú
«Y�J��
 B ú

	GA�JË @ 	àAëQ�. Ë @ (2

. H 	áÓ A�®Ê 	ªÓ AJ
K 	Qk. ZA 	� 	̄
M ; M = '−1(0) 	áºJ
Ë

. f = 0
	XA 	m��'AK. Õ �æ	m� 	' A 	J 	K A

	̄ , ' ≡ 0 ø


@ , M = H 	àA¿ @ 	X @

: �IJ
m�'. g ∈ H Qå�	J« Yg. ñK
 é 	K

@ 	á�
J. 	JË . M ∕= H 	à


@ 	�Q 	® 	JË

. ∀w ∈ M (g, w) = 0 ð ∣g∣ = 1 , g ∕∈ M

½Ë 	X YªK.
	Y 	g


A 	K ; g1 = PMg0 	áºJ
Ë ð , g0 ∕∈ M ©Ó g0 ∈ H 	áºJ
Ë , Éª 	®ËAK.

: w ∈ M ð ¸ ∈ ℝ ©Ó v = ¸g + w É¾ ��Ë@ 	áÓ ÉJ
Êm�
�' éK
YË v ∈ H É¿ .g =

g0 − g1
∣g0 − g1∣

© 	�ð ù

	®ºK


. w = v − ¸g ð ¸ =
< ', v >

< ', g >

	à

AK. i. �J 	J���	� . (g, v) = ¸ =

< ', v >

< ', g >
	à

@ ø



@ , 0 = (g, w) = (g, v − ¸g) 	à 	X@ ú


�G

AK


□ . f =< ', g > g �K. �é 	̄QªÓ f 	à@ �IJ
k ∀v ∈ H < ', v >=< f, v >

. V ⊂ H ⊂ V ′ ú

�GC�JË @ ? AÒê�®K. A¢ 	� B ð


@ AÒê�®K. A¢ 	� : H ′ ð H �� .1 �é 	¢kCÓ ∙

. ù
 ÒÊ�Ë@ Z @Ym.Ì'@ �é¢�@ñK. H úÎ« QÒ�J�Ó ù
 ¢ 	k ú
Í@X ø


@ ÉJ
�JÖ

�ß 	áºÖß
 é 	K

@ 	á�
J. �K 5.5

�é 	JëQ�. ÖÏ @
è 	YîE. Ðñ�® 	J� . H ′ ð H

�é�®K. A¢Ó 	áÓ 	áºÖß
 ú
æ��
A �®�K ú
ÎK. A �®�K É¿ A ���� ñë ' 7−→ f
��J
J.¢�JË @

è 	YîE. ÐAJ
 �®Ë @ 	áºÖß
 B �IJ
k �éJ
«ñ	K �éËAg 	�	JË . AÖ ß @X ��
Ë 	áºË ð 	àAJ
k

B@ I. Ê 	«


@ ú


	̄ �é�®K. A¢ÖÏ @
Z A 	� 	̄

V 	áºJ
Ë . ∣ ∣ Õæ

	¢ 	JË @ ð ( , ) ù
 ÒÊ�Ë@ Z @Ym.Ì'AK. @Xð 	QÓ �HQ�. Êë ZA 	� 	̄

H 	áºJ
Ë . �é�®K. A¢ÖÏ @
pA 	JK. Z A 	� 	̄ é 	JÓ Éªm.�'
 ø


	YË@ ð ∥ ∥ Õæ

	¢ 	JËAK. Xð 	QÓ V 	à


AK. 	�Q 	® 	JË . H ú


	̄ A 	®J
�J» AJ
êj. �JÓ AJ
K 	Qk.
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ø


@ , QÒ�J�Ó H ú


	̄
V �Ë ú


	Gñ 	KA �®Ë @ Z @ñ�JkB@ 	à

AK. 	�Q 	® 	JË . AJ
�A¾ª	K @

∣v∣ ⩽ C∥v∥ ∀v ∈ V.

	àA
	̄ , f ∈ H ZA¢«AK. : �éJ
ËA�JË @ �é�®K
Q¢Ë@ É 	� 	®K. V ′ ú


	̄
H QÔ 	« 	à 	X@ A 	J 	JºÖß
 . H ð H ′ ��K. A¢	�

�K. éË 	QÓQ 	�Ë ; V úÎ« ú
ÍA�JËAK. ð H úÎ« QÒ�J�Ó ù
 ¢ 	k ú
Í@X ñë v ∈ V 7−→ (f, v)
��J
J.¢�JË @

	à

@ �IJ
m�'. Tf ∈ V ′

< Tf, v >V ′,V = (f, v) ∀f ∈ H, ∀v ∈ V.

�éJ
�K
�
B@ ��A�	mÌ'@ ½ÊÖß
 T : H −→ V ′ 	à


@ 	áÓ �éËñîD��. ���®j�J 	K

, ∀f ∈ H ∥Tf∥V ′ ⩽ C∣f ∣ (
@)

, 	áK
AJ. �JÓ T (H. )

. 3V ′ ú

	̄ 	J
�J» T (H) (�k. )

�èPñ�Ë@ úÎ« É�m� 	' ð V ′ ú

	̄
H QÒ 	ª 	K T

�èY«A�Öß.

(9) V ⊂ H = H ′ ⊂ V ′

. �é 	®J
�J» ð �èQÒ�J�Ó �éJ
 	Kñ 	KA �®Ë @ �H@Z@ñ�JkB@ 	à@ �IJ
k
.v ∈ V ð ' ∈ H A 	JK
YË 	àA¿ AÒÊ¿ (', v) ð < ', v >V ′,V øðA����K �é�®K. A¢ÖÏ @ è 	YîE. é 	K


@ 	¡kC	K

. ø
 PñjÖÏ @ ZA 	� 	®Ë@ ñë H 	à

@ 	YKY 	J« Èñ�® 	K

ù
 ÒÊ�Ë@ è ð@Yg. éË ð , �HQ�. Êë ZA 	� 	̄ ñê 	̄ ÐA« pA 	JK. Z A 	� 	̄ 	àñºK
 	à

@ 	�ñ« V 	à


@ 	à

�
B@ 	�Q 	® 	JË

ù
 ÒÊ�Ë@ Z @Ym.Ì'@ ��K
Q£ 	á« V ′ ð V
�é�®K. A¢Ó 	à 	X@ 	áºÖß
 . ∥ ∥ Õæ


	¢ 	JËAK. �� 	̄QÖÏ @ (( , )) éK. �A	mÌ'@
	á�
�J�®K. A¢ÖÏAK. ÐAJ
 �®Ë @ 	áºÖß
 B é 	K


@ 	á�
J. K
 @ 	Yë . ú 	æªÓ CK. �éËAmÌ'@ è 	Yë ú


	̄ iJ.��� (9) 	à

@ Q�
 	« . (( , ))

H = H ′ �é�®K. A¢ÖÏ @ ÉJ
 	� 	®�JK. �� ù

	®J
» PAJ
�J 	k@ ñë ð �� A 	KXñª�K Y�®Ë . PAJ
�J 	kB@ I. m.�'
 : Yg@ð 	à

�
@ ú


	̄

ÈA�JÖÏ @ ÉÓ

A�K øPA�®Ë@ úÎ« hQ���® 	K ¨ñ 	�ñÖÏ @ @ 	Yë ú


	̄ . V ′ ð V
�é�®K. A¢Ó ÐY« ð �éj. J
�� 	J» (9) ©Ó

: ú

�G
�
B@

, (u, v) =
∑

unvn ù
 ÒÊ�Ë@ Z @Ym.Ì'AK. Xð 	QÓ { ∑
u2
n < ∞ ; u = (un) } = l2 = H

. ((u, v)) = ∑
n2unvn ù
 ÒÊ�Ë@ Z @Ym.Ì'AK. Xð 	QÓ { ∑

n2u2
n < ∞ ; u = (un) } = V

. V ′ úÎ« H 	áÓ @QÓA 	« ��
Ë T AÓñÔ« 3
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( 5.5
�é 	JëQ�.ÒÊË ú


	G A�JË @ 	àAëQ�. Ë @ ð ) éJ
 ���
Q 	̄ - 	QK
 @QË ú
ÎK. A �®�JË @ É¿ A ����Ë @ ÈAÒª�J�AK. �� .2 �é 	¢kCÓ
. I. K
Yj�JË @ �éÒ 	¢�J 	JÖÏ @ �H@ZA 	� 	®Ë@ �éK
Q 	¢	� úÍ@ Zñj. Ê�Ë @ 	àðX ú
æ�A¾ª	K @ H 	à


@ �èQå��AJ.Ó �HAJ. �KB @ 	áºÖß


M ⊂ H ú

G 	Qk. ZA 	� 	®Ë M⊥ YÓAª�JÖÏ @ 	àA

	̄ , H ′ = H
�é�®K. A¢ÖÏ @ YÒ�Jª 	K AÓY 	J« �� .3 �é 	¢kCÓ

ð H 	áÓ AJ
K 	Qk. ZA 	� 	̄ Q�. �JªK


M⊥ = {u ∈ H; (u, v) = 0 ∀v ∈ M}.
ú


	̄ .( 4.2 ©¢�®ÖÏ @ Q 	¢ 	� @ ) �éJ
k. ñËñK. ñ£ �éÊÒº�K ÉJ. �®K
 ��Ê 	ªÓ ú

G 	Qk. ZA 	� 	̄ É¿ , �HQ�. Êë ZA 	� 	̄ ú


	̄

A 	JK
YÊ 	̄ A �®Ê 	ªÓ AJ
K 	Qk. ZA 	� 	̄
M 	àA¿ @ 	X @ é 	K


@ ( 4.5

�éÓ 	PC�Ë@ É 	� 	®K. ) l� 	�@ð é 	K @ , �é�®J
�®mÌ'@

. M +M⊥ = H ð M ⌢ M⊥ = {0}

Ð@Q 	ªÊÓ - �» B ð AJ
» AJ.ÓA�J� �HA 	JëQ�.Ó .3.5

ñë a(., .) : H ×H −→ ℝ �éJ
¢	mÌ'@ ú

GA 	J�K AJ
Ë @X 	à@ Èñ�® 	K �� . 	K
Qª�K

	à@ �IJ
m�'. C �IK. A�K Yg. ð @ 	X @ QÒ�J�Ó (
@)

∣a(u, v)∣ ⩽ C∣u∣∣v∣ ∀u, v ∈ H,

	à@ �IJ
m�'. ® > 0 �IK. A�K Yg. ð @ 	X@ ú
j. ÊJ
Êë@ (H. )

a(v, v) ⩾ ®∣v∣2 ∀v ∈ H.

ð @QÒ�J�Ó �éJ
¢	mÌ'@ ú

GA 	J�K AJ
Ë @X a(., .) 	áºJ
Ë �� .( Stampacchia AJ
» AJ.ÓA�J� ) 6.5

�é 	JëQ�.Ó
. �éJ
ËA 	g Q�
 	« ð �é�®Ê 	ªÓ , �éK. Ym× �é«ñÒm.× K 	áº�JË . AJ
j. ÊJ
Êë@	à@ �IJ
m�'. @YJ
kð u ∈ K Yg. ñK
 é 	KA

	̄
' ∈ H ′ ZA¢«AK.

(10) a(u, v − u) ⩾ < ', v − u > ∀v ∈ K.

�éJ
�A	mÌ'AK. 	Q�
Ò�JK
 u 	àA
	̄ , @Q 	£A 	J�JÓ a 	àA¿ @ 	X @ ½Ë 	X úÍ@

�é 	̄ A 	�B AK.

(11)

⎧
⎨
⎩

u ∈ K
1

2
a(u, u)− < ', u >= min

v∈K

{1

2
a(v, v)− < ', v >

}
.
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: �éJ
�K
�
B@ �éJ
ºJ
�C¾Ë@ �éj. J
�� 	JË @ ÉÒª�J�	� , 6.5

�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �KB

.( Picard XPA¾J
J. Ë �éJ
ËA�J�JÖÏ @ �HAJ. K
Q�®�JË @ �é�®K
Q£ - pA 	JJ. Ë �é�JK. A�JË @ �é¢�® 	JË @ �é 	JëQ�.Ó ) 7.5
�é 	JëQ�.Ó ∙

	à

@ �IJ
m�'. A �®J
J.¢�� S : X −→ X 	áºJ
Ë ð AÓA�K AK
Q��Ó ZA 	� 	̄

(X, d) 	áºJ
Ë ��

. k < 1 ©Ó ∀v1, v2 ∈ X d(Sv1, Sv2) ⩽ kd(v1, v2)

. u = Su , �èYJ
kð �é�JK. A�K �é¢�® 	K S ½ÊÖß
 	à 	X@

.( L.Schwartz [2] ð

@ Choquet [1] C�JÓ Q 	¢	� @ )

Yg. ñK
 é 	KA
	̄ ( 5.5

�é 	JëQ�.Ó ) éJ
 ���
Q 	̄ - 	QK
 @QË ÉJ
�JÒ�JË @ �é 	JëQ�.Ó I. �k �� . 6.5 �é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @
	à@ �IJ
m�'. @YJ
kð f ∈ H

< ', v >= (f, v) ∀v ∈ H.

úÎ« QÒ�J�Ó ù
 ¢ 	k ú
Í@X ñë v 7−→ a(u, v)
��J
J.¢�JË @ 	àA

	̄ , �I�. �JÓ u ∈ H É¾Ë , øQ 	k

@ �éêk. 	áÓ

, Au �K. éË 	QÓQ 	K , H 	áÓ Qå� 	J« Yg. ñK
 é 	KA
	̄ éJ
 ���
Q 	̄ - 	QK
 @QË ÉJ
�JÒ�JË @ �é 	JëQ�.Ó É 	� 	®K. ð , H

	à

@ ð H úÍ@ H 	áÓ ù
 ¢ 	k Q�K ñÓ A 	à


@ l� 	�@ñË@ 	áÓ . ∀v ∈ H a(u, v) = (Au, v) 	à@ �IJ
m�'.

(12) ∣Au∣ ⩽ C∣u∣ ∀u ∈ H

(13) (Au, u) ⩾ ®∣u∣2 ∀u ∈ H.

�IJ
m�'. u ∈ K XAm.�'
 @ 	á« �èPAJ.« (10)
�éË


A�ÖÏ @ iJ.���

(14) (Au, v − u) ⩾ (f, v − u) ∀v ∈ K.

ú 	̄ A¾�K (14)
�é 	JK
AJ. �JÖÏ @ . YªK. AÒJ
 	̄ 	á�
ªK


	¬ñ� , A�JK. A�K ½ > 0 	áºJ
Ë

(15) (½f − ½Au+ u− u, v − u) ⩽ 0 ∀v ∈ K

. u = PK(½f − ½Au+ u) ø


@
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½ > 0 �Ë Õç'CÖÏ @ PAJ
�J 	kB@ Y	J« é 	K

@ 	á�
J. 	JË . Sv = PK(½f − ½Av + v) © 	�	� , v ∈ K É¾Ë

	à@ �IJ
m�'. k < 1 Yg. ñK
 é 	K

@ ø



@ . AJ
Êª 	̄ A ��AÒº	K @ 	àñºK


	¬ñ� S 	àA
	̄

∣Sv1 − Sv2∣ ⩽ k∣v1 − v2∣ ∀v1, v2 ∈ K.

A 	JK
YË 3.5 �éJ
 	��®Ë@ I. �k , �é�®J
�®mÌ'@ ú

	̄

∣Sv1 − Sv2∣ ⩽ ∣(v1 − v2)− ½(Av1 −Av2)∣
ú
ÍA�JËAK. ð

∣Sv1 − Sv2∣2 = ∣v1 − v2∣2 − 2½(Av1 −Av2, v1 − v2) + ½2∣Av1 −Av2∣2
⩽ ∣v1 − v2∣2(1− 2½®+ ½2C2).

S 	à

@ øQ	K ( 0 < ½ <

2®

C2

	Y 	g ) k2 = 1− 2½®+ ½2C2 < 1 	à@ �IJ
m�'. ½ > 0 �IJ. �� 	JË
. 4 �èYJ
kð �é�JK. A�K �é¢�® 	K ½ÊÖß


Õæ

	¢ 	JË @ ð H úÎ« @YK
Yg. AJ
ÒÊ� Z@Yg.

	¬QªK
 a(., .) 	à 	X@ .Q 	£A 	J�JÓ a(., .) 	à

@ 	à

�
B@ 	�Q 	® 	JË

Z @Ym.Ì'@ @ 	YêË �éJ.� 	�ËAK. �HQ�. Êë ZA 	� 	̄ ñë H 	à 	X@ . ∣ ∣ Õæ

	¢ 	JÊË ú 	̄ A¾Ó u 7−→ a(u, u)1/2

�� 	̄QÖÏ @
�IJ
m�'. g ∈ H úÎ« É�m� 	' éJ
 ���
Q 	̄ - 	QK
 @QË ÉJ
�JÒ�JË @ �é 	JëQ�.Ó ��J
J.¢��K. . A 	��



@ ù
 ÒÊ�Ë@

< ', v >= a(g, v) ∀v ∈ H.

Q�
��� (10) 	à 	X@

(16) a(g − u, v − u) ⩽ 0 ∀v ∈ K

2.5
�é 	JëQ�. ÖÏ @ I. �k . a �K.

	¬QªÖÏ @ YK
Ym.Ì'@ ù
 ÒÊ�Ë@ Z @Yj. ÊË �éJ.� 	�ËAK.  A�®�@ u = PKg 	à

@ ø



@

���®m�'
 u ∈ K 	á« �IjJ. Ë @ ú 	̄ A¾�K (16) 	àA
	̄

min
v∈K

a(g − v, g − v)1/2.

A 	��


@ ð


@ a(g − v, g − v) �Ë K úÎ« øQ 	ª�Ë@ �éÒJ
�®Ë @ XAm.�'
 @ úÍ@ XñªK
 @ 	Yë

. 1

2
a(v, v)− < ', v > A 	��



@ ð


@ , a(v, v)− 2a(g, v)

□

�IJ
m�'.
�éJ
¢	mÌ'@ ú


GA 	J�K AJ
Ë @X a(., .) 	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ 	áÓ �éËñîD��. ���®j�J 	K �� .4 �é 	¢kCÓ

�Ë øQ 	ª�Ë@ �éÒJ
�®Ë @ ù
 ¢ª�K ú

�æË@ ) ½ = ®/C2 	Y 	g


@ A 	JK. PYm.�'
 é 	KA

	̄ �éK
P@Qº�K �é�®K
Q¢�. �é�JK. A�JË @ �é¢�® 	JË @ H. A�k �Im�'. Y 	J« 4

. �H@P@Qº�JË @ H. PA�®�K ©K
Qå��JË ( k
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a(v, v) ⩾ 0 ∀v ∈ H

. �éK. Ym× v 7−→ a(v, v)
�éË @YË@ 	àA

	̄

�éJ
¢	mÌ'@ ú

GA 	J�K AJ
Ë @X a(., .) 	áºJ
Ë �� .( Lax−Milgram Ð@Q 	ªÊÓ - �» B ) 8.5

�éÓ 	PB ∙
. AJ
j. ÊJ
Êë@ ð @QÒ�J�Ó

	à@ �IJ
m�'. @YJ
kð u ∈ H Yg. ñK
 ' ∈ H ′ É¾Ë 	à 	X@

(17) a(u, v) =< ', v > ∀v ∈ H.

�éJ
�A	mÌ'AK. 	Q�
Ò�JK
 u 	àA
	̄ , @Q 	£A 	J�JÓ a 	àA¿ @ 	X @ , ½Ë 	X úÍ@

�é 	̄ A 	�B AK.

(18) . 1

2
a(u, u)− < ', u >= min

v∈H

{1

2
a(v, v)− < ', v >

}
ð u ∈ H

□ . 4.5 �éÓ 	PC�Ë @ ú

	̄ AÒ» ÈY�J�@ ð 6.5

�é 	JëQ�. ÖÏ @ ��J.£ �� . �HAJ. �K @

�éJ
Ê 	�A 	®�JË @ �HBXAªÖÏ @ ÉmÌ �éËAª 	̄ ð �éÊîD� �è @X

@ ù
 ë Ð@Q 	ªÊÓ - �» B �é 	JëQ�.Ó 	à@ �� .5 �é 	¢kCÓ

�éËXAªÖÏ @ 	á�
K. �é�̄CªË@ �é 	¢kCÓ ÑêÖÏ @ 	áÖÏ é 	K @ .( 9 ð 8 	á�
Ê� 	®Ë @ Q 	¢	� @ ) �éJ
j. ÊJ
ÊëB @ �éJ
¢	mÌ'@ �éJ
K 	Qm.Ì'@
Z AK
 	Q�
 	®Ë @ ð


@ A¾J
 	K A¾J
ÖÏ @ ú


	̄ Q�
� 	®�K �èXA« �é�̄CªË@ è 	YêË . (18) øQ 	ª�Ë@ �éÒJ
�®Ë@ XAm.�'
 @
�éË


A�Ó ð (17)

�H@Q�
 	ª�JË @ H. A�k iÊ¢�Ó ú

	̄ .(tÌ'@ , �é�̄ A¢Ë@ Q�
 	ª��� , Cª 	̄ É�̄ 

B@

@YJ.Ó)

	¡kC	K . (18) Q�
 	ª��JË @ �éË

A�ÖÏ Euler �éËXAªÖß. (17) �éËXAªÖÏ @ 	¬Qª�K , Calculus of Variation

�IJ
k ′′ F ′(u) = 0 ′′ I. �Jº	K AÓY 	J« Qê 	¢�� (17)
�éËXAªÖÏ @ 	à


@ , �éJ.�A 	JÖÏ @ è 	YîE. , A 	��



@

. F (v) =
1

2
a(v, v)− < ', v >

. YJ
kð Ég AêË (17)
�éËXAªÖÏ @ 	à


@ �éË


A�ÖÏ ¡J
��. ð Qå��AJ.Ó 	àAëQK. ZA¢«@ 	áºÖß
 �� .6

�é 	¢kCÓ
	à

@ �HAJ. �K @ úÍ@ ©k. QK
 (17) Ég 	à@ , Éª 	®ËAK.

, Au = f �IJ
m�'. YJ
kð ∃u ∈ H , ∀f ∈ H

	à

@ Q�
 	« . ÉK. A �®�K ñë A 	à


@ Q 	k

�
@ ú 	æªÖß.

, ∀v ∈ H ®∣v∣ ⩽ ∣Av∣ 	à

B ��Ê 	ªÓ R(A) (

@)
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	à

B 	J
�J» R(A) (H. )

(Au, v) = 0 ∀u ∈ H

. v = 0 Ð 	QÊ�J��


�éJ
��KQ�. Êë �èY«A�̄ . ú

�GQ�. Êë ¨ñÒm.× .4.5

. H 	áÓ �é�®Ê 	ªÓ �éJ
K 	Qk. �H@ZA 	� 	̄ �éJ
ËA�J�JÓ (En)n⩾1
	áº�JË �� . 	K
Qª�K

: @ 	X @ , H = ⊕nEn �K. éË 	QÓQ 	K ð , (En)
�éJ
ËA�J�JÒÊË ú


�GQ�. Êë ¨ñÒm.× ñë H 	à

AK. Èñ�® 	K

ø


@ , ú 	æ�JÓ ú 	æ�JÓ 	àðYÓAª�JÓ (En) �Ë @ (

@)

(u, v) = 0 ∀u ∈ Em, ∀v ∈ En, m ∕= n

. 5H ú

	̄ 	J
�J» (En)

�éJ
ËA�J�JÖÏ AK. YËñÖÏ @ ú
æêj. �JÖÏ @ Z A 	� 	®Ë@ (H. )

	áºJ
Ë ð u ∈ H 	áºJ
Ë . (En)n⩾1
�éJ
ËA�J�JÒÊË ú


�GQ�. Êë ¨ñÒm.× H 	à

@ 	�Q 	® 	JË �� .9.5 �é 	JëQ�.Ó ∙

. un = PEnu

A 	JK
YË 	à 	X@
u = lim

k→∞

k∑
n=1

un
	à

@ ø



@ u =

∞∑
n=1

un
(

@)

.( Bessel− Parseval
�éK
ðA���Ó ) ∣u∣2 =

∞∑
n=1

∣un∣2 (H. )

	à 	X@ ,
∞∑

n=1

∣un∣2 < ∞ ð ∀n un ∈ En
	à

@ �IJ
m�'. H 	áÓ (un)

�éJ
ËA�J�JÓ ZA¢«AK. , �ºªËAK. ð

. un = PEn
u

���®m�'
 u =
∞∑

n=1

un ð �éK. PA �®�JÓ
∑
n

un
�éÊ�Ê���ÖÏ @

. (En) 	áÓ Qå�A 	JªË �éJ
î �D 	JÖÏ @ �éJ
¢	mÌ'@ ��J
 	̄ @ñ�JË @ ø


@ , ø
 Q�. m.Ì'@ ú 	æªÖÏ AK. YËñÖÏ @ ú
æêj. �JÖÏ @ Z A 	� 	®Ë @ Y��® 	K 5
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. H úÍ@ H 	áÓ QÒ�J�Ó ð ù
 ¢ 	k Q�K ñÓ ñë Sk
; Sk =

k∑
n=1

PEn
	áºJ
Ë �� . �HAJ. �K @

A 	JK
YË u ∈ H �Ë

(19) ∣Sku∣2 =
k∑

n=1

∣un∣2.

A 	JK
YË ( 4.5
�éÓ 	PB ) øQ 	k


@ �éêk. 	áÓ

(u, un) = ∣un∣2

©Òm.Ì'AK. ð

(u, Sku) = ∣Sku∣2.
éJ
Ê« ð

(20) ∣Sku∣ ⩽ ∣u∣ ∀u ∈ H.

�IJ
m�'. ū ∈ F 	áºJ
Ë ð ² > 0 	áºJ
Ë . (En)
�éJ
ËA�J�JÖÏ AK. YËñÖÏ @ ú
æêj. �JÖÏ @ Z A 	� 	®Ë@ F 	áºJ
Ë

A 	JK
YË ( (20) É 	� 	®K. ) øQ 	k

@ �éêk. 	áÓ . Skū = ū A 	JK
YË , 	¬A¿ PY�®K. Q�
J.» k �Ë . ∣u− ū∣ ⩽ ²

∣Sku− Skū∣ ⩽ ∣u− ū∣.
. lim
k→∞

Sku = u 	à

@ ø



@ , 	¬A¿ PY�®K. Q�
J.» k �Ë ∣Sku− u∣ ⩽ 2∣u− ū∣ ⩽ 2² ú
ÍA�JËAK.

□ .(H. ) 	à 	X@ i. �J 	J���	� (19) 	áÓ

. �éJ
Ò 	£A 	K �I��
Ë
∑

un
�éÊ�Ê���ÖÏ @ 	àA

	̄ ú
ÍA�JËAK. ð
∞∑

n=1

∣un∣ = ∞ �éÓA« �é 	®��. �� .7 �é 	¢kCÓ

É¿ ( 6¡Ê 	g ø


@ ZA 	®�J 	K @ Y 	J« �é£A��. K. , �èY«A�̄ ð


@ ) �éJ
�KQ�. Êë (�A�


@) �èY«A�̄ ù
 Ò�	� �� 	K
Qª�K

�IJ
m�'. H Qå�A 	J« 	áÓ (en)
�éJ
ËA�J�JÓ

. m ∕= n , ∀m,n (em, en) = 0 , ∀n ∣en∣ = 1 (
@)

. H ú

	̄ 	J
�J» (en) 	áÓ YËñÖÏ @ ú
æêj. �JÖÏ @ Z A 	� 	®Ë @ (H. )

: I. �JºK
 u ∈ H É¿ 	àA
	̄ �HQ�. Êë �èY«A�̄ (en)

�I	KA¿ @ 	X @ é 	K

@ 9.5 �é 	JëQ�. ÖÏ @ 	áÓ i. �J 	�K


�èYJ
kð �é�®K
Q¢�. I. �JºK
 H 	áÓ Qå�	J« É¿ 	à@ �IJ
m�'. H 	áÓ (ei)
�éÊKA« , ø



@ , �éK
Q�.g. �èY«A�̄ ©Ó A�ñ� 	k ¡Ê	m��' B 6

. (ei) 	áÓ �éJ
î �D 	JÓ �éJ
¢ 	k �éJ
�®J
 	̄ñ�J»

o b e i k a n d l . c o m
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. ∣u∣2 =
∞∑

n=1

∣(u, en)∣2 ©Ó u =
∞∑

n=1

(u, en)en

�K. éË 	QÓQ 	K Qå� 	J« ñm� 	' H. PA�®�J�K
∞∑

n=1

®nen
�éÊ�Ê���ÖÏ @ 	àA

	̄ , (®n) ∈ l2
�éJ
ËA�J�JÓ ZA¢«AK. , AJ
�º«

A 	JK
YË ; u

. ∣u∣2 =
∞∑

n=1

®2
n ð (u, en) = ®n

. �éJ
�KQ�. Êë �èY«A�̄ ½ÊÖß
 É� 	®ÊË ÉK. A�̄ �HQ�. Êë ZA 	� 	̄ É¿ �� .10.5 �é 	JëQ�.Ó ∙

ú
æêj. �JÖÏ @ Z A 	� 	®Ë @ Fk
	áºJ
Ë . H 	áÓ �é 	®J
�J» ð YªÊË �éÊK. A�̄ �éJ
K 	Qk. �é«ñÒm.× (vn) 	áº�JË �� . �HAJ. �K @

XAªK.

@ �H@ 	X �éJ
K 	Qk. �H@ZA 	� 	̄ 	áÓ �éK
YK
@ 	Q�K �éJ
ËA�J�JÓ (Fk) �Ë @ É¾ ���� . [v1, v2, ...vk] 	áÓ YËñÖÏ @

úÍ@ AêÒÒ�J 	K Õç�' F1 ú

	̄ YÓAª�JË @ �éJ
Ò 	£A 	K �èY«A�̄ PA�J	m� 	' . H ú


	̄ 	J
�J»
∞∪

k=1

Fk
	à@ �IJ
m�'.

�éJ
î �D 	JÓ

□ . H ú

	̄ �éJ
�KQ�. Êë �èY«A�̄ úÎ« ú
ÍA�JËAK. É�m� 	' . @ 	Yºë ð F2 ú


	̄ YÓAª�JË @ �éJ
Ò 	£A 	K �èY«A�̄

�HAJ. �K @ ( 	àPð 	P �éÓ 	PB �é¢�@ñK.) A 	��


@ A 	J 	JºÖß
 , É� 	®ÊË ÉK. A�̄ Q�
 	« H 	àA¿ @ 	X @ �� .8

�é 	¢kCÓ
A 	J 	�ñ« @ 	X@

�éjJ
m�� ù�®J. �K 9.5
�é 	JëQ�. ÖÏ @ . YªÊË �éÊK. A�̄ Q�
 	« (ei)i∈I

�éJ
�KQ�. Êë �èY«A�̄ Xñk. ð
.( L. Schwartz [2] ð


@ Choquet [1] Q 	¢	� @ ) ©Òj. ÊË �éÊK. A �®Ë @ �HCKAªËAK. �éK. PA �®�JÖÏ @ �HC�Ê���ÖÏ @

ð AJ
ÊK. A �®�K �éÊ¿ A ����Ó É� 	®ÊË �éÊK. A �®Ë @ �HQ�. Êë �H@ZA 	� 	̄ ©J
Ôg. 	à

@ 10.5 �é 	JëQ�. ÖÏ @ 	á�
J. �K �� .9 �é 	¢kCÓ

�é�@PX �éJ
Òë

@ 	áÓ ÉÊ�®�K B ( !Q�
�JÖÏ @ Qê 	¢ÖÏ @ �H@ 	X ) �éj. J
�� 	JË @ è 	Yë ÈAmÌ'@ �éªJ
J.¢�. . l2 ©Ó �é��
A�®�JÓ

.( H1 	J
ËñK. ñ� ZA 	� 	̄ ð

@ ) L2(Ω)

�HAêj. �JÓ 	áÓ �é 	KñºÓ �éJ
�KQ�. Êë �èY«A�̄ úæ�� 	J 	K 	J
» �XA�Ë@ É� 	®Ë@ ú

	̄ øQ	�� �� .10 �é 	¢kCÓ

È@ðX 	áÓ �é 	KñºÓ �é�A 	g Y«@ñ�̄ �èXA« ÉÒª�J�	� L2(Ω) ú

	̄ . �é�@Q��Ó �é�® 	̄ @QÓ �éJ
�K @ 	X �H@Q�K ñÖÏ �éJ
�K @ 	X

�é 	KñºÖÏ @ �èY«A�®Ë @ L2(0, ¼) ú

	̄ C�JÔ 	̄ .( 8.9 ©¢�®ÖÏ @ ð 6.8 ©¢�®ÖÏ @ Q 	¢ 	� @ ) ú
Î

	�A 	®�K Q�K ñÖÏ �éJ
�K @ 	X
È@ðYË@ 	áÓ

,
(√ 2

¼
cosnx

)
n⩾0

ð

@

(√ 2

¼
sinnx

)
n⩾1
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ù

�® 	̄ @ñ�JË @ ÉJ
Êj�JË @ ð Fourier éJ
K
Pñ 	̄ �HC�Ê���Ó ��K
Q£ 	á« ÉJ
�JÒ�JË @ úÍ@ ø
 X ñ�K

, Bessel È@ðYË �é�® 	̄QÖÏ @ Y«@ñ�®ÊË �éJ.� 	�ËAK. . Katznelson [1] C�JÓ Q 	¢	� @ ; Harmonic Analysis
�éªk. @QÓ øPA�®ÊË 	áºÖß
 , tÌ'@ , Jacobi , Tchebichev , Laguerre , Hermite , Legendre

. 1 Z 	Qm.Ì'@ , Courant Hilbert [1]

�ÓA	mÌ'@ É�� 	®Ë@ Èñ�k ��J
�ËAª�K

�HQ�. Êë �H@ZA 	� 	̄ 	Q�
J
Ö �ß (1 ∗

AÓ ø


@ , ú


�GQ�. Êë Õæ

	¢	� ñë E ú
æêj. �JÓ ZA 	� 	̄ úÎ« ù¢ªÓ ∥ ∥ Õæ


	¢ 	� 	àA¿ @ 	X @ AÓ �é 	̄QªÓ ÑêÖÏ @ 	áÓ
�IJ
m�'. E úÎ« ( , ) ù
 ÒÊ� Z@Yg. Yg. ñK
 	àA¿ @ 	X @

(u, u)1/2 = ∥u∥ ∀u ∈ E.

: �é 	̄ðQªÓ Q�
K
AªÓ �èY« ¼A 	Jë

∥ ∥ Õæ

	¢ 	JË @ 	à


@ 	�Q 	® 	JË �� .( Fréchet−Von Neumann− Jordan ) 11.5

�é 	JëQ�.Ó (
@

. ú

�GQ�. Êë Õæ


	¢ 	� ñë ∥ ∥ 	à 	X@ , (1) ¨C 	�

B@ ø
 	P@ñ�JÓ �é�®K. A¢�JÓ ���®m�'


. [EX] ð

@ Yosida [1] Q 	¢	� @ , 	àAëQ�. ÊË �éJ.� 	�ËAK.

	à

@ 	�Q 	® 	K . dimE ⩾ 3 ©Ó AJ
ÒJ
 	¢ 	� ZA 	� 	̄

E 	áºJ
Ë �� .( Kakutani [1] ) 12.5
�é 	JëQ�.Ó (H.

ù
 ¢ 	k Q�K ñÓ P : E −→ F Yg. ñK
 é 	K

@ ø



@ ) 1 éÒJ
 	¢ 	� A¢�®�Ó ½ÊÖß
 YªJ. Ë @ ú


GA 	J�K ú

G 	Qk. ZA 	� 	̄ É¿

.( ∥P∥ ⩽ 1 ð u ∈ F É¾Ë Pu = u 	à@ �IJ
m�'. QÒ�J�Ó
- 	àAë �é 	JëQ�.Ó É 	� 	®K.) 1 Õæ


	¢ 	� @ 	X A¢�®�Ó AÖ ß @X ½ÊÖß
 YªJ. Ë @ ø
 XAg

@ F ú


G 	Qk. ZA 	� 	̄ É¿ 	à

@ XY�Ë@ @ 	YîE. 	¡kC	K 7

.(pA 	JK.
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. 7ú

�GQ�. Êë ∥ ∥ Õæ


	¢ 	JË @ 	à 	X@

©Ó AJ
ÒJ
 	¢ 	� ZA 	� 	̄
E 	áºJ
Ë �� .( de Figueiredo−Karlovitz [1] ) 13.5

�é 	JëQ�.Ó (�k.
© 	�	� . dimE ⩾ 3

∥u∥ ⩽ 1 @ 	X @ u

.∥u∥ ⩾ 1 @ 	X @
u

∥u∥

⎫
⎬
⎭ = Tu

	à

@ 	�Q 	® 	K

∥Tu− Tv∥ ⩽ ∥u− v∥ ∀u, v ∈ E.

. 8ú

�GQ�. Êë ∥ ∥ Õæ


	¢ 	JË @ 	à 	X@

.( 8.2
�é 	¢kCÓ Q 	¢	� @ ) ÉJ. �̄ 	áÓ �HQ» 	X �éj. J
�� 	K , ¨ñ 	�ñÖÏ @ @ 	Yë ú


	̄ , A 	��


@ Q» 	Y 	JË

ø


@ ) �é�KQ�. ÊêÊË CK. A�̄ pA 	JK. Z A 	� 	̄ 	àñºK
 �� .( Lindenstrauss− Tzafriri [1] ) 14.5

�é 	JëQ�.Ó
CÒºÓ ½ÊÖß
 ��Ê 	ªÓ ú


G 	Qk. ZA 	� 	̄ É¿ 	àA¿ @ 	X @ ( ú
æ�A�

B@ Õæ


	¢ 	JÊË ú 	̄ A¾Ó ú

�GQ�. Êë Õæ


	¢	� Yg. ñK

. 9 AJ
k. ñËñK. ñ£

A 	JK
YË ù
 ÒJ
 	¢ 	� ZA 	� 	̄ É¿ ú

	̄ é 	K


@ 	áëQ�. 	K 8

∥Tu− Tv∥ ⩽ 2∥u− v∥ ∀u, v ∈ E

. 2 �IK. A�JË @ 	á�
�m��' 	áºÖß
 B , AÓñÔ« , é 	K

@ ð

∥P∥ ⩽ 1 	à

@ 	�Q 	® 	K B A 	J 	K


@ , A 	Jë , 	¡kB . P @QÒ�J�Ó A¢�®�Ó ½ÊÖß
 ��Ê 	ªÓ ú


G 	Qk. ZA 	� 	̄ É¿ 	à

AK. Èñ�®ËAK. 	àAJ
� QÓ


B@ 9

. 12.5 �é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ
 	�Q 	̄ �ºªK.
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. �éJ
�K @Q�
 	ª�JË @ �HA 	JK
AJ. �JÖÏ @ (2
�éJ
�K @Q�
 	ª�JË @ �HA 	JK
AJ. �JÖÏ @ �éK
Q 	¢	JË �éK
 @YJ. Ë @ �é¢�® 	K ù
 ë AJ
» AJ.ÓA�J� �é 	JëQ�.Ó 	à@�éK
Q 	¢	JË @ è 	YêË ;( Kinderlehrer− Stampacchia [1] Q 	¢	� @ ) Variational inequalities

É�JÓ

B@ Õºj�JË @ ú


	̄ ,( Duvaut− Lions [1] Q 	¢	� @ ) ZAK
 	Q�
 	®Ë @ ð A¾J
 	K A¾J
ÖÏ @ ú

	̄ �èYK
Y« �HA�®J
J.¢��

Q 	¢	� @ ) Stochastic Control ú

�̄ A 	®�KB@ Õºj�JË @ ú


	̄ ,( Lions [2] Q 	¢	� @ ) Optimal Control

. tÌ'@ ,( Bensoussan− Lions [1]

. �éJ. �
�KP �H@Q�K ñÖß. �é¢J. �KQÖÏ @ �éJ
¢	mÌ'@ Q�
 	« �HBXAªÖÏ @ (3 ∗

. �éJ
¢	mÌ'@ Q�
 	« �H@Q�K ñÖÏ @ 	áÓ �HAJ 	®Ë @ 	�ªK. úÍ@ 	à@Y�JÖ �ß Ð@Q 	ªÊÓ - �» B ð AJ
» AJ.ÓA�J� A�J 	JëQ�.Ó
�Ë @ C�JÓ XPñ	JË

	áºJ
Ë . AJ
�A¾ª	K @ pA 	JK. Z A 	� 	̄
E 	áºJ
Ë �� .( Minty − Browder ) 15.5

�é 	JëQ�.Ó
	à@ �IJ
m�'. @QÒ�J�Ó ( ù
 ¢ 	k Q�
 	« ) A�®J
J.¢�� A : E −→ E′

< Av1 −Av2, v1 − v2 > > 0 ∀v1, v2 ∈ E, v1 ∕= v2

lim
∥v∥→∞

< Av, v >

∥v∥ = ∞.

. Au = f
�éËXAªÒÊË @YJ
kð Cg u ∈ E Yg. ñK
 , f ∈ E′ É¾Ë 	à 	X@

. pA 	JK. �H@ZA 	� 	̄ ú

	̄ Y«@ñ�®Ë@ (4 ∗

PXðA �� �èY«A�̄ ù
 ë (en)n⩾1
	à@ Èñ�® 	K . pA 	JK. �H@ZA 	� 	̄ úÍ@ Y�JÖß
 �èY«A�®Ë@ Ðñê 	®Ó 	à@

�IJ
m�'.
�èYJ
kð ℝ 	áÓ (®n)n⩾1

�éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K u ∈ E É¾Ë 	àA¿ @ 	X @ E pA 	JK. Z A 	� 	®Ë Schauder

C�JÓ Q 	¢	� @ ) pA 	JK. �H@ZA 	� 	̄ �é�Y	Jë ú

	̄ AÓAë @PðX I. ªÊ�K Y«@ñ�®Ë@ 	à@ . u =

∞∑
n=1

®nen

½ÊÖ �ß (É� 	®ÊË �éÊK. A �®Ë @) ÉJ
Êj�JË @ ú

	̄ �é 	̄ñË


AÖÏ @ �H@ZA 	� 	®Ë@ É¿ .( Lindenstrauss− Tzafriri [2]

É¿ Éë : ú

�G
�
B@ È@ ñ�Ë@ hQ£ úÍ@ pA 	JK. XA�̄ AÓ @ 	Yë .( I. Singer [1] C�JÓ Q 	¢	� @ ) PXðA �� �èY«A�̄
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A 	J 	JºÖß
 é 	K @ ú �æk .( Enflo [1] ) ú
æ. Ê� H. @ñm.Ì'@ ?PXðA �� �èY«A�̄ ½Ê�JÖß
 É� 	®ÊË ÉK. A�̄ pA 	JK. Z A 	� 	̄

Q 	¢ 	� @ ) �èY«A�̄ 	àðYK. , p ∕= 2 , 1 < p < ∞ , lp 	áÓ �é�®Ê 	ªÓ �éJ
K 	Qk. �H@ZA 	� 	̄ ZA ��	� @
éË ��
Ë ℒ(H) 	à


AK. @Q 	k ñÓ Szankowski 	áëQK. .( Lindenstrauss− Tzafriri [2]

�XA�Ë@ É� 	®Ë@ ú

	̄ 	¬XA�	� 	¬ñ� .( ú
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