
4

Lp �H@ZA� 	� 	̄

	�Q�� 	® 	K . dx 	©J
�. J
Ë �AJ
�®K. �èXð 	QÓ ℝN 	áÓ �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× úÍ@ Ω 	QÓQK
 ú

�G

AJ
� AÓ É¿ ú


	̄

ð �é�ñJ
�®Ë @ È@ðYË@ ,( integrable
�éËñÒºË@ ð


@ ) ÉÓA¾�JÊË �éÊK. A �®Ë @ È@ðYË@ øXAJ. Öß. øPA�®Ë @ ÐAÖÏ @

, Neveu [1] , Malliavin [1] , Marle [1] úÍ@ C�JÓ Q 	¢	� @ ; ø
 Q 	®�Ë@ �AJ
�®Ë @ �H@ 	X �HA«ñÒj. ÖÏ @
Chae [1] , Kolmogorov − Fomin [1] , Dieudonné [2] , Guichardet [1] , Rudin [2]

ZA 	� 	®Ë L1(Ω) �K. 	QÓQ 	K . tÌ'@ Wheeden− Zygmund [1] , Hewitt− Stromberg [1] ,
© 	�	� . ℝ ú


	̄ Õæ

�®Ë@ �H@ 	X Ω úÎ« ÉÓA¾�JÊË �éÊK. A �®Ë @ È@ðYË@

∥f∥L1 =

∫

Ω

∣f(x)∣dx.

ð .
∫

Ω

f(x)dx 	�ñ«
∫

f ½Ë 	Y» ð L1(Ω) ÈYK. L1 ÉÒª�J�	� 	¬ñ� , 	�ñÒ 	ªË@ ZA 	®�J 	K @ Y 	J«
B@ = ) AJ. K
Q�®�K 	àA¿ AÒ�JJ
k = �H . �k 	á�
�JK
ðA���Ó L1 	áÓ 	á�
�JË @X 	á�
K. ø
 ñ�	� XA�JªÖÏ @ ñë AÒ»

.( ø
 Q 	®� �AJ
�̄ �H@ 	X �é«ñÒm.× úÎ«

. . . �K. Q» 	Y 	K , �èYKA 	®ÊË

@YJ
k. Aî �D 	̄QªÓ I. k. @ñË@ �éÊÓA¾ÖÏ @ l .�
'A�J 	K 	�ªK. .1.4

È@ðX �éJ
ËA�J�JÓ (fn) 	áº�JË �� .( Beppo Levi �Ë I. �
�KQË @ H. PA�®�JË @ �é 	JëQ�.Ó ) 1.4
�é 	JëQ�.Ó ∙

. sup
n

∫
fn < ∞ �IJ
m�'. L1 	áÓ �éK
YK
@ 	Q�K

½Ë 	X úÍ@
�é 	̄ A 	�B AK. ; f(x) �K. AêË 	QÓQ 	K �éJ
î �D 	JÓ �éK
Aî 	E úÍ@ Ω úÎ« �H . �k H. PA�®�J�K fn(x)

	à 	X@
. ∥fn − f∥L1 −→ 0 ð f ∈ L1

o b e i k a n d l . c o m
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	áÓ È@ðX �éJ
ËA�J�JÓ (fn) 	áº�JË � .( 	©J
�. J
ÊË lk. QÖÏ @ ð

@ 	áÒJ
êÖÏ @ H. PA�®�JË @ �é 	JëQ�.Ó ) 2.4

�é 	JëQ�.Ó ∙
. L1

	à

AK. 	�Q 	® 	K

, Ω úÎ« �H . �k fn(x) −→ f(x) (@
1 . Ω úÎ« �H . �k ∣fn(x)∣ ⩽ g(x) , n É¾Ë �IJ
m�'. g ∈ L1 �éË @X Yg. ñ�K (H.

. ∥fn − f∥L1 −→ 0 ð f ∈ L1(Ω) 	à 	X@

�IJ
m�'. L1 	áÓ È@ðX �éJ
ËA�J�JÓ (fn) 	áº�JË �� .( Fatou ñ�KA 	̄ �éJ£ñ�K ) 1.4
�éJ£ñ�K

(1) , Ω úÎ« �H . �k fn(x) ⩾ 0 , n É¾Ë

(2) . sup
n

∫
fn < ∞

. f(x) = lim inf
n→∞

fn(x) © 	�	� , x ∈ Ω É¾Ë
ð f ∈ L1(Ω) 	à 	X@

∫
f ⩽ lim inf

n→∞

∫
fn.

	à

@ ø



@ , �é�@Q��ÖÏ @ ÉÓ@ñmÌ'@ �H@ 	X Ω úÎ« �èQÒ�J�ÖÏ @ È@ðYË@ ZA 	� 	̄ úÍ@ Cc(Ω) �K. 	QÓQ 	K �� . 	Q�
ÓQ�K

. { �@Q��Ó K ⊂ Ω �IJ
k ∀x ∈ Ω ∖K f(x) = 0 ; f ∈ C(Ω) } = Cc(Ω)

	à

@ ø



@ ; L1(Ω) ú


	̄ 	J
�J» Cc(Ω) ZA 	� 	®Ë @ �� .( �é 	̄ A�JºË@ �é 	JëQ�.Ó ) 3.4
�é 	JëQ�.Ó

. (fn) È@ðYÊË ÈñÒ» ø
 ñÊ« Yg g 	à

AK. Èñ�® 	K 1

o b e i k a n d l . c o m
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. ∥f − f1∥L1 < ² �IJ
m�'. ∃f1 ∈ Cc(Ω) , ∀² > 0 ð ∀f ∈ L1(Ω)

�éË @X F : Ω1 × Ω2 −→ ℝ 	áº�JË ð 	á�
�Jkñ�J 	®Ó 	á�
�J«ñÒm.× Ω2 ⊂ ℝN2 , Ω1 ⊂ ℝN1 	áº�JË
.( �é�ñJ
�̄) �AJ
�®ÊË �éÊK. A�̄

	à

AK. 	�Q 	® 	JË �� .( Tonelli ú
ÎÊJ
 	Kñ�K ) 4.4

�é 	JëQ�.Ó

x ∈ Ω1 É¾Ë �H . �k
∫

Ω2

∣F (x, y)∣dy < ∞

	à

AK. ð

∫

Ω1

dx

∫

Ω2

∣F (x, y)∣dy < ∞.

. F ∈ L1(Ω1 × Ω2)
	à 	X@

. F ∈ L1(Ω1 × Ω2)
	à

AK. 	�Q 	® 	JË �� .( Fubini ú


	æJ
K. ñ 	̄ ) 5.4
�é 	JëQ�.Ó

, �H . �k x ∈ Ω1 É¾Ë , 	à 	X@
.
∫

Ω2

F (x, y)dy ∈ L1
x(Ω1) ð F (x, y) ∈ L1

y(Ω2)

, �H . �k y ∈ Ω2 É¾Ë , ½Ë 	Y»

.
∫

Ω1

F (x, y)dx ∈ L1
y(Ω2) ð F (x, y) ∈ L1

x(Ω1)

A 	JK
YË ½Ë 	X úÍ@
�é 	̄ A 	�B AK.

∫

Ω1

dx

∫

Ω2

F (x, y)dy =

∫

Ω2

dy

∫

Ω1

F (x, y)dx =

∫ ∫

Ω1×Ω2

F (x, y)dxdy.

o b e i k a n d l . c o m
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Lp �H@ZA 	� 	®Ë �éJ
Ëð

@ ��A� 	k ð 	K
Qª�K .2.4

© 	�	� ; 1 ⩽ p < ∞ ©Ó p ∈ ℝ 	áºJ
Ë �� . 	K
Qª�K
. { ∣f ∣p ∈ L1(Ω) ð �é�ñJ
�̄ f ; f : Ω −→ ℝ } = Lp(Ω)

I. �Jº	K

∥f∥Lp =
[ ∫

Ω

∣f(x)∣pdx
]1/p

.

. Õæ

	¢ 	� ∥ ∥Lp

	à

AK. YªK. AÒJ
 	̄ ���®j�J 	K 	¬ñ�

© 	�	� �� . 	K
Qª�K

. { Ω úÎ« �H . �k ∣f(x)∣ ⩽ C �IJ
m�'. C �IK. A�K Yg. ñK
 ð �é�ñJ
�̄ f ; f : Ω −→ ℝ } = L∞(Ω)

I. �Jº	K

. { Ω úÎ« �H . �k ∣f(x)∣ ⩽ C ; C } inf = ∥f∥L∞

. Õæ

	¢ 	� ∥ ∥L∞ 	à


AK. YªK. AÒJ
 	̄ ���®j�J 	K 	¬ñ�

A 	JK
YË é 	KA
	̄
f ∈ L∞(Ω) �I	KA¿ @ 	X @ �� .1 �é 	¢kCÓ

. Ω úÎ« �H . �k ∣f(x)∣ ⩽ ∥f∥L∞

�H . �k ∣f(x)∣ ⩽ Cn
, n É¾Ë ð Cn −→ ∥f∥L∞ �IJ
m�'. Cn

�éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K é 	KA
	̄ Éª 	®ËAK.

© 	�	� . ø
 Q 	®� �AJ
�̄ �H@ 	X �é«ñÒm.× En ©Ó x ∈ Ω ∖ En É¾Ë ∣f(x)∣ ⩽ Cn
	à 	X@ . Ω úÎ«

É¾Ë ð n É¾Ë ∣f(x)∣ ⩽ Cn A 	JK
YË ð ø
 Q 	®� �AJ
�̄ �H@ 	X �é«ñÒm.× E 	à

@ �IJ
m�'. E =

∪
n

En

. x ∈ Ω ∖ E É¾Ë ∣f(x)∣ ⩽ ∥f∥L∞ 	àA
	̄ ú
ÍA�JËAK. . x ∈ Ω ∖ E

. 1

p
+

1

p′
= 1 ø



@ p �Ë �� 	̄ @QÖÏ @ �


CË p′ �K. 	QÓQ 	K ; 1 ⩽ p ⩽ ∞ 	áºJ
Ë �� . 	K
Qª�K

o b e i k a n d l . c o m
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©Ó g ∈ Lp′ ð f ∈ Lp 	áº�JË �� .( Hölder′s inequality PYËñë �é 	JK
AJ. �JÓ ) 6.4
�é 	JëQ�.Ó ∙

. 1 ⩽ p ⩽ ∞
ð f.g ∈ L1 	à 	X@

(3)

∫
∣fg∣ ⩽ ∥f∥Lp ∥g∥Lp′ .

. 1 < p < ∞ 	à

AK. 	à 	X@ 	�Q 	® 	JË . �éJ
îE
YK. �éj. J
�� 	JË A 	̄ , p = ∞ ð


@ p = 1 	àñºK
 AÓY	J« �� . �HAJ. �K @

2Young′s inequality 	© 	KñK
 �é 	JK
AJ. �JÖß. Q» 	Y 	JË

(4) ab ⩽ 1

p
ap +

1

p′
bp

′ ∀a ⩾ 0, ∀b ⩾ 0;

A 	JK
YË é 	KA
	̄
]0,∞[ úÎ« É 	®�


B �èQª�®Ó log

�éË @YË@ 	à

@ AÖß. : ú
æîE
YK. (4) úÎ« 	àAëQ�. Ë @

log
(1
p
ap +

1

p′
bp

′) ⩾ 1

p
log ap +

1

p′
log bp

′
= log ab.

ú
ÍA�JËAK.
. x ∈ Ω �H . �k ∣f(x)∣∣g(x)∣ ⩽ 1

p
∣f(x)∣p + 1

p′
∣g(x)∣p′

	à

@ ð fg ∈ L1 	à


AK. i. �J 	J���	�

(5)

∫
∣fg∣ ⩽ 1

p
∥f∥pLp +

1

p′
∥g∥p′

Lp′ .

: úÎ« É�m� 	' (5) ú

	̄
(¸ > 0) ¸f �K. f 	��
ñª�JK. ð

(6)

∫
∣fg∣ ⩽ ¸p−1

p
∥f∥pLp +

1

¸p′
∥g∥p′

Lp′ .

	à 	X @ É�m� 	' .( AK
Q 	ª�

@ (6) 	áÓ 	áÖß



B@ YmÌ'@ AîE. Éªm.�

	' �é�®K
Q¢�. ) ¸ = ∥f∥−1
Lp ∥g∥p

′/p
Lp′ PA�J	m� 	'

□ . (3) úÎ«

. C² = ²
−

1

p− 1 ©Ó ab ⩽ ²ap + C²bp
′ É¾ ��Ë@ úÎ« A 	��



@ A 	K AJ
k


@ AêÊÒª�J� 	�� ú


�æË@ 2
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È@ðYË@ 	áº�JË :PYËñë �é 	JK
AJ. �JÖÏ @Yg. �èYJ
 	®ÖÏ @ l .�
'A�J 	JË @ øYg@

�é 	̄QªÓ PYm.�'
 �� .2
�é 	¢kCÓ

�IJ
m�'. f1, f2, ..., fk
. 1

p
=

1

p1
+

1

p2
+ ...+

1

pk
⩽ 1 ©Ó 1 ⩽ i ⩽ k fi ∈ Lpi(Ω)

ð Lp(Ω) úÍ@ ù
 Ò�J 	�K
 f = f1f2...fk Z @Ym.Ì'@ 	à 	X@
∥f∥Lp ⩽ ∥f1∥Lp1 ...∥fk∥Lpk .

f ∈ Lr(Ω) 	àA
	̄ , 1 ⩽ p ⩽ q ⩽ ∞ ©Ó f ∈ Lp(Ω) ⌢ Lq(Ω) �I	KA¿ @ 	X @

�é�A	mÌ'@ �éËAmÌ'@ ú

	̄ ð

interpolation inequality ÈAÒº�J�B@ �é 	JK
AJ. �JÓ A 	JK
YË ð p ⩽ r ⩽ q É¾Ë
; (0 ⩽ ® ⩽ 1)

1

r
=

®

p
+

1− ®

q
	à@ �IJ
k ∥f∥Lr ⩽ ∥f∥®Lp∥f∥1−®

Lq

. [EX] Q 	¢	� @

. 1 ⩽ p ⩽ ∞ É¾Ë AÒJ
 	¢ 	� É¾ ���� ∥ ∥Lp ð ú
æêj. �JÓ ZA 	� 	̄
Lp �� .7.4 �é 	JëQ�.Ó

.( 1
�é 	¢kCÖÏ @ ÉÒª�J�@ ) 	àA�JJ
îE
YK. p = ∞ ð p = 1 	àA�JËAmÌ'@ �� . �HAJ. �K @

A 	JK
YË . f, g ∈ Lp 	áº�JË ð 1 < p < ∞ 	à

AK. 	�Q 	® 	JË

∣f(x) + g(x)∣p ⩽ (∣f(x)∣+ ∣g(x)∣)p ⩽ 2p(∣f(x)∣p + ∣g(x)∣p).
A 	JK
YË øQ 	k


@ �éêk. 	áÓ . f + g ∈ Lp ú
ÍA�JËAK.

∥f + g∥pLp =

∫
∣f + g∣p−1∣f + g∣ ⩽

∫
∣f + g∣p−1∣f ∣+

∫
∣f + g∣p−1∣g∣.

úÎ« É�m� 	' PYËñë �é 	JK
AJ. �JÓ É 	� 	®K. ð ∣f + g∣p−1 ∈ Lp′ 	à

@ YJ
K.

∥f + g∥pLp ⩽ ∥f + g∥p−1
Lp ∥f∥Lp + ∥f + g∥p−1

Lp ∥g∥Lp

∥f + g∥Lp ⩽ ∥f∥Lp + ∥g∥Lp . 	à

@ ø



@

□

. 1 ⩽ p ⩽ ∞ É¾Ë pA 	JK. Z A 	� 	̄
Lp �� .( Fischer− Riesz 	QK
 @P - Qå��J
 	̄ ) 8.4

�é 	JëQ�.Ó ∙

. �HAJ. �K @
k ⩾ 1 ù
 ªJ
J.£ XY« ZA¢«AK. . L∞ ú


	̄ ú
æ
��ñ» �éJ
ËA�J�JÓ (fn) 	áº�JË . p = ∞ 	à


AK. Bð


@ 	�Q 	® 	JË (1

�IJ
m�'. Nk Yg. ñK
 é 	KA
	̄

o b e i k a n d l . c o m
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. m,n ⩾ Nk �Ë ∥fm − fn∥L∞ ⩽ 1

k

�IJ
m�'. ø
 Q 	®� �AJ
�̄ �H@ 	X Ek
�é«ñÒm.× Yg. ñ�K 	à 	X@

(7) ∣fm(x)− fn(x)∣ ⩽ 1

k
∀x ∈ Ω ∖ Ek, ∀m,n ⩾ Nk.

, x ∈ Ω ∖ E É¾Ë 	à

AK. 	¡kC	K ,( ø
 Q 	®� �AJ
�̄ �H@ 	X �é«ñÒm.× E ) E =

∪

k

Ek © 	�ñK. , @Q�
 	g

@

	Y 	g

AK. . x ∈ Ω ∖ E �Ë fn(x) −→ f(x) 	áº�JË .( ℝ ú


	̄ ) ú
æ
��ñºË fn(x)

�éJ
ËA�J�JÖÏ @ 	àA
	̄

úÎ« É�m� 	' (7) ú

	̄
m −→ ∞

∣f(x)− fn(x)∣ ⩽ 1

k
∀x ∈ Ω ∖ E, ∀n ⩾ Nk.

. ∥f − fn∥L∞ −→ 0 ú
ÍA�JËAK. . ∀n ⩾ Nk ∥f − fn∥L∞ ⩽ 1

k
ð f ∈ L∞ 	à 	X @

�éj. J
�� 	JË @ úÎ« Èñ�jÊË . Lp ú

	̄ ú
æ

��ñ» �éJ
ËA�J�JÓ (fn) 	áº�JË . 1 ⩽ p < ∞ 	à

@ 	à

�
B@ 	�Q 	® 	JË (2

. Lp ú

	̄ H. PA�®�J�K �éJ
K 	Qk. �éJ
ËA�J�JÓ 	à


AK. 	á�
J. 	K 	à


@ ù


	®ºK

�IJ
m�'. (fnk

)
�éJ
K 	Qk. �éJ
ËA�J�JÓ h. Q 	j�J�	�

∥fnk+1
− fnk

∥Lp ⩽ 1

2k
∀k ⩾ 1

	Y 	g

A 	K AëYªK. ð ; m,n ⩾ n1 É¾Ë ∥fm − fn∥Lp ⩽ 1

2
�IJ
m�'. n1 Yg. ñK
 : ú


�G
�
BA¿ ½Ë 	X ð ]

�éK. PA �®�JÓ (fnk
) 	à


AK. 	á�
J. 	�� .[ . tÌ'@ , m,n ⩾ n2 É¾Ë ∥fm − fn∥Lp ⩽ 1

22
�IJ
m�'. n2 ⩾ n1

A 	JK
YË 	àñºK
 �IJ
m�'. , fnk

	�ñ« fk I. �Jº	K , 	áK
ðY�JË @ ÉJ
îD��JË . Lp ú

	̄

(8) ∥fk+1 − fk∥Lp ⩽ 1

2k
∀k ⩾ 1.

© 	�ñK.

gn(x) =
n∑

k=1

∣fk+1(x)− fk(x)∣

úÎ« É�m� 	'
∥gn∥Lp ⩽ 1.

�éJ
î �D 	JÓ �éK
Aî 	E ñm� 	' Ω úÎ« �H . �k H. PA�®�J�K gn(x)
	à

AK. I. �
�KQË @ H. PA�®�JË @ �é 	JëQ�.Ó 	áÓ i. �J 	J���	�

m ⩾ n ⩾ 2 É¾Ë A 	JK
YË , øQ 	k

@ �éêk. 	áÓ . g ∈ Lp ©Ó g(x) �K. AêË 	QÓQ 	K

∣fm(x)− fn(x)∣ ⩽ ∣fm(x)− fm−1(x)∣+ ...∣fn+1(x)− fn(x)∣ ⩽ g(x)− gn−1(x).

o b e i k a n d l . c o m
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�K. AêË 	QÓQK
 �éK
Aî 	E ñm� 	' H. PA�®�J�K ú
æ
��ñ» �éJ
ËA�J�JÓ ù
 ë (fn(x)) , Ω úÎ« �H . �k é 	KA

	̄ ú
ÍA�JËAK.
Ω úÎ« �H . �k A 	JK
YË .f(x)

(9) . n ⩾ 2 �Ë ∣f(x)− fn(x)∣ ⩽ g(x)

∣fn(x)− f(x)∣p −→ 0 A 	JK
YË Éª 	®ËAK. ; ∥fn − f∥Lp −→ 0 @Q�
 	g

@ . f ∈ Lp 	à


AK. i. �J 	J���	�

□ . 	©J
�. J
Ë �é 	JëQ�.Ó É 	� 	®K. Õ �æ	m� 	' . ÈñÒ» ø
 ñÊ« Yg ∣fn(x)− f(x)∣p ⩽ gp(x) ð �H . �k

. ∥fn − f∥Lp −→ 0 �IJ
m�'. f ∈ Lp ð Lp 	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ (fn) 	áº�JË �� .9.4 �é 	JëQ�.Ó
�IJ
m�'. (fnk

)
�ék. Q 	j�J�Ó �éJ
K 	Qk. �éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K 	à 	X@

Ω úÎ« �H . �k fnk
(x) −→ f(x) (@)

. ℎ ∈ Lp ©Ó , Ω úÎ« �H . �k ð ∀k ∣fnk
(x)∣ ⩽ ℎ(x) (H. )

(fn)
	à

@ AÖß. . 1 ⩽ p < ∞ 	à


AK. 	à 	X@ 	�Q 	® 	JË . p = ∞ �Ë �éJ.� 	�ËAK. �éJ
îE
YK. �éj. J
�� 	JË @ �� . �HAJ. �K @

. (8)
���®m��' (fnk

)
�éJ
K 	Qk. �éJ
ËA�J�JÓ h. @Q 	j�J�@ ð 8.4

�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @
�èXA«@ 	áºÖß
 , ú
æ

��ñ» �éJ
ËA�J�JÓ
	QÓQK
 �éK
Aî 	E ñm� 	' �H . �k H. PA�®�J�K fnk

(x) 	à

AK. øQ	K , 8.4

�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @ ú

	̄ ñë AÒ» , �éªK. A�JÖÏ AK.

(9) É 	� 	®K. A 	JK
YË , �é 	̄ A 	�B AK. . 3f∗(x) �K. AêË
. g ∈ Lp ©Ó , Ω úÎ« �H . �k , ∀k ∣f∗(x)− fnk

(x)∣ ⩽ g(x)

f = f∗ ú
ÍA�JËAK. .( 	©J
�. J
Ë �é 	JëQ�. ÖÏ @XA 	J���@ ) Lp ú

	̄
fnk

−→ f∗ 	à

AK. ð f∗ ∈ Lp 	à


AK. i. �J 	J���	�

□ . ℎ = f∗ + g
	Y 	g


A 	K 	à


@ ù


	®ºK
 (H. ) úÎ« Èñ�jÊË .(@) i. �J 	J���	� é 	JÓ ð �H . �k

Lp ø
 ñ	J�K . É� 	®ÊË �éJ
ÊK. A�̄ . �éJ
�A¾ª	K @ .3.4

: �HBAg �HC�K �é�@PX 	Q�
Ö
	ß 	¬ñ�

1 < p < ∞ ( @)

p = 1 (H. )

p = ∞. (�k. )

. Ω úÎ« �H . �k fnk (x) −→ f∗(x) 	à

AK. ð Lp ú


	̄
fn −→ f 	à


AK.

	¬Qª	K : f∗ ð f 	á�
K. ��K
Q 	®�JË @ Z @Y�JK. @ I. m.�'
 3

o b e i k a n d l . c o m
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. 1 < p < ∞ �Ë Lp �é�@PX . @

. Lp′ ©Ó ��K. A¢�JK
 Lp ø
 ñ	J�K ð É� 	®ÊË ÉK. A�̄ , ú
æ�A¾ª	K @ Lp 	à@ �IJ
k �HBAmÌ'@ É 	� 	̄ @ Aî 	E @

. 1 < p < ∞ �Ë ú
æ�A¾ª 	K @ Lp �� .10.4 �é 	JëQ�.Ó ∙

. Ég@QÓ �HC�K úÍ@ 	àAëQ�. Ë @ Õæ��®K


A 	JK
YË ; 2 ⩽ p < ∞ 	áºJ
Ë �� .( úÍð

B@ Clarkson �é 	JK
AJ. �JÓ ) úÍð


B@ �éÊgQÖÏ @

(10)
∥∥∥f + g

2

∥∥∥
p

Lp
+
∥∥∥f − g

2

∥∥∥
p

Lp
⩽ 1

2
(∥f∥pLp + ∥g∥pLp) ∀f, g ∈ Lp.

	à

AK. 	áëQ�. 	K 	à


@ ù


	®ºK
 é 	KA
	̄ ©J.¢ËAK. �� . �HAJ. �K @∣∣∣a+ b

2

∣∣∣
p

+
∣∣∣a− b

2

∣∣∣
p

⩽ 1

2
(∣a∣p + ∣b∣p) ∀a, b ∈ ℝ.

A 	JK
YË
®p + ¯p ⩽ (®2 + ¯2)p/2 ∀®, ¯ ⩾ 0

úÎ« �èYK
@ 	Q��Ó (x2 + 1)p/2 − xp − 1
�éË @YË@ 	à


AK. 	¡kB ð ¯ = 1 �IJ
k �éËAmÌ'@ úÍ@ Y« )

úÎ« É�m� 	' ¯ =
∣∣∣a− b

2

∣∣∣ ð ® =
∣∣∣a+ b

2

∣∣∣ 	Y 	g

AK. .( [0,∞[

∣∣∣a+ b

2

∣∣∣
p

+
∣∣∣a− b

2

∣∣∣
p

⩽
(∣∣∣a+ b

2

∣∣∣
2

+
∣∣∣a− b

2

∣∣∣
2)p/2

=
(a2
2

+
b2

2

)p/2

⩽ 1

2
∣a∣p + 1

2
∣b∣p.

□ . [ p ⩾ 2 	à

B x 7−→ ∣x∣p/2 �éË @YÊË I. K
Yj�JË @ �éJ
�A 	g 	á« �ém.�

�'A 	K �èQ�
 	g

B@ �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ è 	Yë ]

. 2 ⩽ p < ∞ �Ë ú
æ�A¾ª 	K @ ú
ÍA�JËAK. ð , ÐA 	¢�J 	K AK. H. Ym× Lp �� . �éJ
 	K A�JË @ �éÊgQÖÏ @
	à

@ 	�Q 	® 	K . A�JK. A�K ² > 0 	áºJ
Ë , Éª 	®ËAK.

. ∥f − g∥Lp > ² ð ∥g∥Lp ⩽ 1 , ∥f∥Lp ⩽ 1

	à

AK. (10) 	áÓ i. �J 	J���	�

∥∥∥f + g

2

∥∥∥
Lp

< 1− ± é 	JÓ ð
∥∥∥f + g

2

∥∥∥
p

Lp
< 1−

( ²

2

)p
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©Ó

± = 1−
(
1−

( ²

2

)p)1/p

> 0.

□ . 29.3 �é 	JëQ�. ÖÏ @ É 	� 	®K. ú
æ�A¾ª	K @ ú
ÍA�JËAK. ð , ÐA 	¢�J 	KAK. H. Ym× Lp 	à 	X@

. 1 < p ⩽ 2 �Ë ú
æ�A¾ª	K @ Lp �� . �é�JËA�JË @ �éÊgQÖÏ @

: ú

�G
�
BA¿ 	¬QªÖÏ @ T : Lp −→ (Lp′

)′ Q�K ñÖÏ @ Q�. �Jª 	K . 1 < p ⩽ 2 	áºJ
Ë �� . �HAJ. �K @

�K. éË 	QÓQ 	K , Lp′ úÎ« QÒ�J�Ó ù
 ¢ 	k ú
Í@X f ∈ Lp′ 7−→
∫

uf
��J
J.¢�JË @ ; A�J�. �JÓ u ∈ Lp 	áºJ
Ë

�IJ
m�'. Tu
< Tu, f >=

∫
uf ∀f ∈ Lp′

.

( PYËñë �é 	JK
AJ. �JÓ úÎ« ZA 	JK. ) A 	JK
YË
∣ < Tu, f > ∣ ⩽ ∥u∥Lp∥f∥Lp′

ú
ÍA�JËAK. ð

(11) ∥Tu∥(Lp′ )′ ⩽ ∥u∥Lp .

© 	�	� , øQ 	k

@ �éêk. 	áÓ

.( u(x) = 0 @ 	X @ f0(x) = 0 ) f0(x) = ∣u(x)∣p−2u(x)

. < Tu, f0 >= ∥u∥pLp ð ∥f0∥Lp′ = ∥u∥p−1
Lp

, f0 ∈ Lp′ A 	JK
YË
	à 	X@

(12) ∥Tu∥(Lp′ )′ ⩾
< Tu, f0 >

∥f0∥ = ∥u∥Lp .

úÍ@ Lp 	áÓ ��
A�®�K T 	à

AK. i. �J 	J���	� . ∥Tu∥(Lp′ )′ = ∥u∥Lp úÎ« É�m� 	' (12) ð (11)

�é 	KPA�®Öß.
ð ( �éJ
 	KA�JË @ �éÊgQÖÏ @ ) ú
æ�A¾ª	K @ Lp′ 	áºË . (Lp′

)′ 	áÓ ( ÉÓA¿ Lp 	à

B ) ��Ê 	ªÓ ú


G 	Qk. ZA 	� 	̄

ð ú
æ�A¾ª	K @ T (Lp) 	àA
	̄ ( 17.3

�éJ
 	��̄ ) ú
ÍA�JËAK. . ú
æ�A¾ª	K @ (Lp′
)′ 	àA

	̄ ( 18.3
�éÓ 	PB ) éJ
Ê«

□ . Lp ½Ë 	Y»

@ 	YêË ÉÒª�J�	� . 1 < p ⩽ 2
�éËAg ú


	̄ ÐA 	¢�J 	K AK. H. Ym× Lp 	à

AK. A 	��



@ �IJ. �� 	K �� .3

�é 	¢kCÓ
: 1 < p ⩽ 2 �Ë �émÌ'A�Ë@ �éJ
 	K A�JË @ Clarkson �é 	JK
AJ. �JÓ 	�Q 	ªË@

∥∥∥f + g

2

∥∥∥
p′

Lp
+
∥∥∥f − g

2

∥∥∥
p′

Lp
⩽

[1
2
∥f∥pLp +

1

2
∥g∥pLp

]1/(p−1)

.
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ð

@ [EX] C�JÓ Q 	¢	� @ ; úÍð


B@ Clarkson �é 	JK
AJ. �JÖß. �é 	KPA�®Ó AÓ Yg úÍ@ �HAJ. �KB @ �éJ.ª� �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ è 	Yë

ð Morawetz [1] , Diestel [1] Q 	¢	� @ , CJ
Ê�̄ �é 	®Ê�J	m× �éK. PA �®ÖÏ ð . Hewitt− Stromberg [1]
. [EX]

. ' ∈ (Lp)′ 	áºJ
Ë ð 1 < p < ∞ 	áºJ
Ë �� .( 	QK
 @QË ÉJ
�JÒ�JË @ �é 	JëQ�.Ó ) 11.4
�é 	JëQ�.Ó ∙

�IJ
m�'. YJ
kð u ∈ Lp′ Yg. ñK
 	à 	X@
< ', f >=

∫
uf ∀f ∈ Lp.

A 	JK
YË ½Ë 	X úÍ@
�é 	̄ A 	�B AK.

∥u∥Lp′ = ∥'∥(Lp)′ .

Lp úÎ« QÒ�J�Ó ù
 ¢ 	k ú
Í@X ø


@ 	à


AK. 	á�
J. �K ú
æê 	̄ . @Yg. �éÓAë 11.4

�é 	JëQ�. ÖÏ @ �� .4 �é 	¢kCÓ ∙
ù
 ¢ 	k Q�K ñÓ ñë ' 7−→ u

��J
J.¢�JË @ . Lp′ 	áÓ �éË @X �é¢�@ñK. éÊJ
�JÖ
�ß 	áºÖß
 , 1 < p < ∞ ©Ó

É¾ ���. ÉÒª�J� 	�� ú
ÎK
 AÒJ
 	̄ . Lp′ ZA 	� 	®Ë @ ©Ó Lp ø
 ñ	J�K �é�®K. A¢Ó 	áÓ A 	J 	JºÖß
 , QÓA 	« ð ��
A�®�JÓ
�é�®K. A¢ÖÏ @ Ñ 	¢�J 	JÓ

(Lp)′ = Lp′
.

�K. T : Lp′ −→ (Lp)′ Q�K ñÖÏ @ 	¬Qª	K �� . �HAJ. �K @
< Tu, f >=

∫
uf ∀f ∈ Lp

úÎ« É�m� 	' éJ
Ê« ð
∥Tu∥(Lp)′ = ∥u∥Lp′ ∀u ∈ Lp′

���®j�J 	K 	à

@ A 	JJ
Ê« I. m.�'
 .( 10.4

�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @ 	áÓ �é�JËA�JË @ �éÊgQÖÏ @ ú

	̄ �éªJ. �JÖÏ @ �é�®K
Q¢ËAK. ÉÔ«@ )

E 	à

@ 	á�
J. 	K 	à


@ A 	JË ù�®J. K
 , ��Ê 	ªÓ ú


G 	Qk. ZA 	� 	̄
E 	à


@ AÖß. . E = T (Lp′

) © 	�	� . QÓA 	« T 	à

AK.

< Tu, ℎ >= 0 �IJ
m�'. [ ú
æ�A¾ª 	K @ Lp 	à

B Lp = ] ℎ ∈ (Lp)′′ 	áºJ
Ë . (Lp)′ ú


	̄ 	J
�J»
A 	JK
YË . ℎ = 0 	à


AK. ���®j�J 	JË ; u ∈ Lp′ É¾Ë∫

uℎ =< Tu, ℎ >= 0 ∀u ∈ Lp′
.

□ . u = ∣ℎ∣p−2ℎ PAJ
�J 	kAK. ℎ = 0 	à

AK. i. �J 	J���	�

. 1 ⩽ p < ∞ �Ë Lp(Ω) ú

	̄ 	J
�J» Cc(Ω) ZA 	� 	®Ë @ �� .( �é 	̄ A�J» ) 12.4

�é 	JëQ�.Ó

o b e i k a n d l . c o m
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. �éJ£ñ�K ð 	K
Qª�JK.

@YJ. 	JË

@ 	X @ Lp
loc(Ω) úÍ@ ù
 Ò�J 	��K f : Ω −→ ℝ �éË @X 	à


AK. Èñ�® 	K ; 1 ⩽ p ⩽ ∞ 	áºJ
Ë �� . 	K
Qª�K

. K ⊂ Ω �@Q��Ó É¾Ë f1K ∈ Lp(Ω)

�IJ
m�'. f ∈ L1
loc(Ω)

	áº�JË �� .2.4 �éJ£ñ�K

(13)

∫
fu = 0 ∀u ∈ Cc(Ω).

. Ω úÎ« �H . �k f = 0 	à 	X@

: 	á�
�JÊgQÓ úÎ« ÉÒª	K �� . 2.4 �éJ£ñ�JË @ �HAJ. �K @
. 4∣Ω∣ < ∞ ð f ∈ L1(Ω) A 	JK
YË é 	K


@ �é 	̄ A 	�@ 	�Q 	® 	JË (1

A 	JK
YË (13) I. �m�'. . ∥f − f1∥L1 < ² �IJ
m�'. f1 ∈ Cc(Ω) Yg. ñK
 , ù¢ªÓ ² > 0 �Ë

(14)
∣∣∣
∫

f1u
∣∣∣ ⩽ ²∥u∥L∞ ∀u ∈ Cc(Ω).

	áºJ
Ë

K1 = {x ∈ Ω, f1(x) ⩾ ²}
K2 = {x ∈ Ω, f1(x) ⩽ −²}.

Q 	¢	� @ ) Tietze−Urysohn
�é 	JëQ�.Ó É 	� 	®K. A 	J 	JºÖß
 é 	K A

	̄ , 	àC� 	® 	JÓ 	àA�@Q��Ó K2 ð K1
	à

@ AÖß.

�IJ
m�'. u0 ∈ Cc(Ω)
�éË @X ZA ��	� @ ( Yosida [1] ð


@ L.Schwartz [2] , Dieudonné [1]

x ∈ K1 @ 	X @ + 1

x ∈ K2 @ 	X @ − 1

}
= u0(x)

ð
. x ∈ Ω É¾Ë ∣u0(x)∣ ⩽ 1

úÎ« É�m� 	' , K = K1 ∪K2 © 	�ñK.∫

Ω

f1u0 =

∫

Ω∖K
f1u0 +

∫

K

f1u0

(14) É 	� 	®K. , 	à 	X@
. AJ
KAî 	EB ∣A∣ 	àñºK
 	à


@ ÉÒ�JjÖÏ @ 	áÓ ; A �AJ
�®Ë ∣A∣ �K. 	QÓQ 	K , �é�ñJ
�̄ A ⊂ Ω 	áº�JË 4

o b e i k a n d l . c o m
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∫

K

∣f1∣ =
∫

K

f1u0 ⩽ ²+

∫

Ω∖K
∣f1u0∣ ⩽ ²+

∫

Ω∖K
∣f1∣.

ú
ÍA�JËAK.
∫

Ω

∣f1∣ =
∫

K

∣f1∣+
∫

Ω∖K
∣f1∣ ⩽ ²+ 2

∫

Ω∖K
∣f1∣ ⩽ ²+ 2²∣Ω∣

	à

B ½Ë 	X

. Ω ∖K úÎ« ∣f1∣ ⩽ ²

	à 	X@
∥f∥L1 ⩽ ∥f − f1∥L1 + ∥f1∥L1 ⩽ 2²+ 2²∣Ω∣.

. Ω úÎ« �H . �k f = 0 	à

AK. i. �J 	J���	� , ² > 0 É¾Ë �é�®�®m× �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ è 	Yë 	à@ �IJ
k ð

Ωn
, �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ωn

	à@ �IJ
k Ω =
∪
n

Ωn I. �Jº	K . �éÓAªË@ �éËAmÌ'@ úÍ@ 	à
�
B@ ��Q¢�J 	JË (2

. [ { ∣x∣ < n ð dist(x,CΩ) >
1

n
; x ∈ Ω } = Ωn C�JÓ 	Y 	g ] Ωn ⊂ Ω , �@Q��Ó

f = 0 	à

AK. i. �J 	J���	� ð Ωn úÎ« �H . �k f = 0 	à


@ øQ	K , f∣Ωn

ð Ωn úÎ« ��J.� AÓ ��J
J.¢��K.
□ . Ω úÎ« �H . �k

	à

AK. 	à 	X@ 	�Q 	® 	JË . L1(Ω) ú


	̄ 	J
�J» Cc(Ω)
	à

AK. A �®J.�Ó 	¬Qª	K �� . 12.4 �é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @

	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ ���®j�J 	K 	à


@ ù


	®ºK
 , Lp(Ω) ú

	̄ 	J
�J» Cc(Ω)

	à

@ �HAJ. �KB . 1 < p < ∞

	à

@ AÖß. ℎ ∈ L1

loc(Ω)
	áºË . ℎ = 0 	àA

	̄ , u ∈ Cc(Ω) É¾Ë
∫

ℎu = 0 �IJ
m�'. ℎ ∈ Lp′
(Ω)

. �k ℎ = 0 	à

AK. i. �J 	J��� 	�Ë 2.4

�éJ£ñ�JË @ ��J
J.¢�� 	à 	X@ A 	J 	JºÖß
 ð
∫

∣ℎ1K ∣ ⩽ ∥ℎ∥Lp′ ∣K∣1/p < ∞
□ . �H

. 1 ⩽ p < ∞ É¾Ë É� 	®ÊË ÉK. A�̄ Lp(Ω) �� .13.4 �é 	JëQ�.Ó

�H@ 	X R �HA«ñÒj. ÖÏ @ 	áÓ �é 	®Ë ñÖÏ @ ( YªÊË �éÊK. A �®Ë @ ) �éÊKAªË @ úÍ@ (Ri)i∈I �K. 	QÓQ 	�Ë �� . �HAJ. �K @
. R ⊂ Ω ð ak, bk ∈ ℚ ©Ó R =

N∏

k=1

]ak, bk[ É¾ ��Ë@

o b e i k a n d l . c o m
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�éJ
¢	mÌ'@ ��J
 	̄ @ñ�JË @ ø


@ ) 1Ri È@ðYËAK. YËñÖÏ @ ð ℚ úÎ« 	¬QªÖÏ @ ú
æêj. �JÖÏ @ Z A 	� 	®Ë @ úÍ@ E �K. 	QÓQ 	K

	à

@ 	á�
J. 	JË . YªÊË CK. A�̄ E 	àñºK
 ú �æk ½Ë 	X ð ;( 1Ri È@ðYË@ 	áÓ �é�®¢	JÖÏ @ �HCÓAªÖÏ @ �H@ 	X �éJ
î �D 	JÖÏ @

	à@ �IJ
m�'. f1 ∈ Cc(Ω) 	áºJ
Ë . 	á�
�J�. �JÓ ² > 0 ð f ∈ Lp(Ω) 	áºJ
Ë . Lp(Ω) ú

	̄ 	J
�J» E

�IJ
m�'.
�èXðYm× ð �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω′ 	áº�JË .( 12.4

�é 	JëQ�.Ó ) ∥f − f1∥Lp < ²

�IJ
m�'. f2 ∈ E
�éË @X ZA ��	� @

�éËñîD��. A 	J 	JºÖß
 , f1 ∈ Cc(Ω
′) 	à


@ AÖß. . Suppf1 ⊂ Ω′ ⊂ Ω

XYªK. Suppf1 �éJ
¢ 	ª�JK.

@YJ. 	K ) Ω′ úÎ« �H . �k ∣f2(x)− f1(x)∣ ⩽ ²

∣Ω′∣1/p ð Suppf2 ⊂ Ω′

²

∣Ω′∣1/p ø
 ðA��
 ð

@ 	áÓ É�̄

@ 	àñºK
 Ri úÎ« f1 XXQ�K øYÓ 	à@ �IJ
m�'. Ri
�HA«ñÒj. ÖÏ @ 	áÓ é�J 	JÓ

□ .( ∥f − f2∥Lp < 2² ú
ÍA�JËAK. ð ∥f2 − f1∥Lp ⩽ ² 	à

@ ½Ë 	X 	á« i. �J 	�K
 .(

ZA 	� 	̄
K 	àA¿ @ 	X @

�éË

A�Ó ÈAÒª�J�@ A 	��



@ 	àA¾ÓB AK. 	àA¿ 13.4

�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �KB �� .5
�é 	¢kCÓ

.( Dieudonné [1] (7.4.4) C�JÓ Q 	¢	� @ ) É� 	®ÊË ÉK. A�̄ C(K) 	àA
	̄ A�@Q��Ó AK
Q��Ó

. L1 �é�@PX . H.

�IJ
m�'. YJ
kð u ∈ L∞ Yg. ñK
 	à 	X@ . ' ∈ (L1)′ 	áºJ
Ë �� .14.4 �é 	JëQ�.Ó ∙
< ', f >=

∫
uf ∀f ∈ L1.

A 	JK
YË é 	K A
	̄ ½Ë 	X úÍ@

�é 	̄ A 	�B AK.
∥u∥L∞ = ∥'∥(L1)′ .

�éË @X �é¢�@ñK. É�JÖß
 L1 úÎ« QÒ�J�Ó ù
 ¢ 	k ú
Í@X ø


@ 	à


AK. 14.4 �é 	JëQ�. ÖÏ @ Y»ñ�K �� .6 �é 	¢kCÓ ∙

ú
ÎK
 AÒJ
 	̄ . L∞ ð (L1)′ �é�®K. A¢Ó 	áÓ A 	J 	JºÖß
 ,QÓA 	« ��
A�®�K ñë ' 7−→ u
��J
J.¢�JË @ . L∞ 	áÓ

�é�®K. A¢ÖÏ @ Ñ 	¢�J 	JÓ É¾ ���. ÉÒª�J� 	��
(L1)′ = L∞.

, K ⊂ Ω �@Q��Ó É¾Ë é 	K

@ �IJ
m�'. w ∈ L2(Ω)

�éË @X PA�J	m� 	' . u Xñk. ð �HAJ. �KAK.

@YJ. 	JË �� . �HAJ. �K @

�Ë w(x) = ®n C�JÓ 	Y 	g : è 	Yê» �éË @X Xñk. ð l� 	�@ñË@ 	áÓ ] K úÎ« �H . �k w ⩾ ²K > 0

. [ w ∈ L2(Ω) 	à

@ �IJ
m�'. ®n > 0 �IK. @ñ�JË @ ÉK
Yª�JK. Õ�̄ ð , n ⩽ ∣x∣ < n+ 1 , x ∈ Ω

. L2 úÎ« QÒ�J�Ó ù
 ¢ 	k ú
Í@X ñë f ∈ L2 7−→< ',wf >
��J
J.¢�JË @

o b e i k a n d l . c o m
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�IJ
m�'. v ∈ L2 Yg. ñK
 é 	KA
	̄ ( p = 2 �Ë �é�®J.¢Ó ) 11.4

�é 	JëQ�. ÖÏ @ I. �m�'. ð

(15) < ',wf >=

∫
vf ∀f ∈ L2.

. �é�ñJ
�̄ u ð x ∈ Ω É¾Ë w(x) > 0 	à

@ AÖß. �é 	̄QªÓ ù
 ë ú


�æË@ ; u(x) =
v(x)

w(x)
© 	�	JË

A 	JK
YË (15) I. �m�'. . ∥u∥L∞ ⩽ ∥'∥(L1)′
	à

@ ð u ∈ L∞ 	à


@ �IJ. �� 	JË

(16)
∣∣∣
∫

vf
∣∣∣ ⩽ ∥'∥(L1)′∥wf∥L1 ∀f ∈ L2.

�é«ñÒj. ÖÏ @ �AJ
�̄ 	à

AK. 	á�
J. 	JË . C > ∥'∥(L1)′ 	áºJ
Ë

A = {x ∈ Ω; ∣u(x)∣ > C}
	àA¿ @ 	X @ . 	��̄ A 	J�JËAK. ÈY�J� 	�Ë .( ∥u∥L∞ ⩽ ∥'∥(L1)′

	à

@ ð u ∈ L∞ 	àA

	̄ ú
ÍA�JËAK. ð ) ø
 Q 	®�
ÉÒª�J� 	�Ë . 0 < ∣Ã∣ < ∞ 	à


@ �IJ
m�'.

�é�ñJ
�̄ Ã ⊂ A
�é«ñÒm.× Yg. ñ�K é 	KA

	̄ ø
 Q 	®� Q�
 	« A �AJ
�̄�éË @YË @ (16) ú

	̄

u(x) > 0 ð x ∈ Ã @ 	X @ + 1

u(x) < 0 ð x ∈ Ã @ 	X @ − 1

.x ∈ Ω ∖ Ã @ 	X @ 0

⎫
⎬
⎭

= f(x)

ø
 X ñK
 AÜØ , C

∫

Ã

w ⩽ ∥'∥(L1)′

∫

Ã

w ú
ÍA�JËAK. ð ,
∫

Ã

∣u∣w ⩽ ∥'∥(L1)′

∫

Ã

w úÎ« É�m� 	'

.
∫

Ã

w > 0 	à

@ AÖß. 	��̄ A 	J�K úÍ@

½Ë 	Y» ð ∥u∥L∞ ⩽ ∥'∥(L1)′
�IJ
m�'. u ∈ L∞(Ω)

�éË @X A 	K

A ��	�


@ Y�®Ë : � 	jÊ 	JË

(17) < ',wf >=

∫
uwf ∀f ∈ L2.

Ð 	QÊ�J��
 @ 	Yë ð

(18) < ', g >=

∫
ug ∀g ∈ Cc(Ω).

	áºÖß
 éJ
Ê« ð ( Suppg úÎ« w ⩾ ² > 0 	à

@ AÖß. ) f =

g

w
∈ L2 	àA

	̄
g ∈ Cc(Ω) @ 	X @ Éª 	®ËAK.

	à

@ (18) 	áÓ h. A�J 	J���B@ 	áºÖß
 , L1 ú


	̄ 	J
�J» Cc(Ω)
	à

@ �IJ
k ð . (17) ú


	̄
f 	��
ñª�K

< ', g >=

∫
ug ∀g ∈ L1.
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A 	JK
YË , @Q�
 	g

@

∣ < ', g > ∣ ⩽
∫

∣ug∣ ⩽ ∥u∥L∞∥g∥L1 ∀g ∈ L1

ú
æê 	̄
u

�éË @YË@ �éJ
 	K @Ygð AÓ

@ . ∥u∥L∞ = ∥'∥(L1)′ i. �J 	�K
 AÜØ . ∥'∥(L1)′ ⩽ ∥u∥L∞ 	à


@ é 	JÓ ð

□ . 2.4 �éJ£ñ�JÊË �èQå��AJ.Ó �éj. J
�� 	K

. 0 ∈ Ω 	à

@ ( PA¾ 	̄ 

CË A�J�
J. ���K ) 	�Q 	® 	JË , Éª 	®ËAK. . ú
æ�A¾ª	K @ Q�
 	« ZA 	� 	̄
L1 �� .7

�é 	¢kCÓ ∙
	àñºK
 ú �æk �éK
A 	®ºË@ éJ
 	̄ AÖß. Q�
J.» n ù
 ªJ
J.¢Ë@ XYªË@ �IJ
k fn = ®n1B(0, 1

n )
�éJ
Ë A�J�JÖÏ @ Q�. �Jª 	JË

, AJ
�A¾ª	K @ L1 	àA¿ ñË . ∥fn∥L1 = 1 	à@ �IJ
m�'. ®n =
∣∣∣B(0,

1

n
)
∣∣∣
−1

ð B(0,
1

n
) ⊂ Ω A 	JK
YË

�é 	®J
ª 	�Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË fnk
⇀ f �IJ
m�'. f ∈ L1 �éË @X ð (fnk

)
�éJ
K 	Qk. �éJ
ËA�J�JÓ �HYg. ñË

	à 	X@ . ¾(L1, L∞)

(19)

∫
fnk

' −→
∫

f' ∀' ∈ L∞.

é 	JÓ ð . �éK
A 	®ºË@ éJ
 	̄ AÖß. Q�
J.» k �Ë
∫

fnk
' = 0 	à


AK. øQ	K ' ∈ Cc(Ω ∖ {0}) 	àñº�K AÓY 	J«

	à

AK. (19) 	áÓ i. �J 	�K
∫

f' = 0 ∀' ∈ Cc(Ω ∖ {0}).

( Ω ∖ {0} úÎ« �èPñ��®ÖÏ @ ) f
�éË @YË@ úÎ« Ω ∖ {0} �ékñ�J 	®ÖÏ @ �é«ñÒj. ÖÏ @ ú


	̄
2.4

�éJ£ñ�JË @ ��J.¢	JË
�éêk. 	áÓ . Ω úÎ« �H . �k f = 0 	à 	X@ . Ω ∖ {0} úÎ« �H . �k f = 0 	à


@ úÎ« É�j	J 	̄

. 	��̄ A 	J�K úÍ@ ø
 X ñK
 AÜØ ��
∫

f = 1 úÍ@ É�	� (19) ú

	̄
' ≡ 1 A 	K 	Y 	g


@ @ 	X @ , øQ 	k


@

. L∞ �é�@PX . �k.

	�ªK. ½Ê�JÖß
 L∞ ZA 	� 	®Ë@ 	àA
	̄ @ 	Yë 	áÓ . L∞ = (L1)′ 	à


AK. ( 14.4

�é 	JëQ�.Ó ) A 	JK


@P Y�®Ë

: Aî 	DJ
K. 	áÓ . ′′ �é 	J�mÌ'@ ′′ �@ñ	mÌ'@
�é 	JëQ�.Ó ) ¾(L∞, L1) ∗ �é 	®J
ª 	�Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �é�@Q��Ó BL∞

�é�®Ê 	ªÖÏ @ �èYgñË@ �èQ» (1) ∙
.( 15.3

ú

	̄ �éK. PA �®�JÓ �éJ
K 	Qk. �éJ
ËA�J�JÓ h. @Q 	j�J�@ A 	J 	JºÖß
 , L∞ ú


	̄ �èXðYm× �éJ
ËA�J�JÓ (fn)
�I	KA¿ @ 	X @ (2) ∙

.( 13.4
�é 	JëQ�.Ó ð 25.3

�é 	JëQ�.Ó ) ¾(L∞, L1) ∗ �é 	®J
ª 	�Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË L∞

o b e i k a n d l . c o m
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	à

AK. AÒÊ« 18.3

�éÓ 	PCË �éj. J
�� 	K AJ
�A¾ª	K @ 	àñºJ
� L1 	àA
	̄ B@ ð ) AJ
�A¾ª	K @ ��
Ë L∞ 	à


@ Q�
 	«

.( ½Ë 	Y» ��
Ë L1

�éJ
¢ 	k �HAJ
Ë @X Yg. ñ�K ; AJ
Êª 	̄ é 	JÓ Q�.»

@ ñë ð ( (L1)′ = L∞ 	à


@ AÖß. ) L1 ø
 ñm�'
 L∞ ø
 ñ	J�K

¨ñ	JË @ 	áÓ �I��
Ë L∞ úÎ« '
�èQÒ�J�Ó

. u ∈ L1 ©Ó ∀f ∈ L∞ < ', f >=

∫
uf

�K. �é 	̄QªÓ '0 : Cc(Ω) −→ ℝ 	áº�JË ð 0 ∈ Ω 	à

@ 	�Q 	® 	JË . ′′ AJ
ª�̄ @ð ′′ BA�JÓ úæ�� 	J 	JË

Õæ

	¢ 	JÊË Cc(Ω) úÎ« @QÒ�J�Ó ð AJ
¢ 	k AJ
Ë @X '0

	àñº�K �IJ
m�'. . f ∈ Cc(Ω) �Ë '0(f) = f(0)

éË 	QÓQ 	K L∞ úÎ« QÒ�J�Ó ð ù
 ¢ 	k ú
Í@X úÍ@ '0 XYÒ�JK
 , pA 	JK. - 	àAë �é 	JëQ�.Ó I. �k . ∥ ∥L∞

A 	JK
YË . ' �K.

(20) < ', f >= f(0) ∀f ∈ Cc(Ω).

�IJ
m�'. u ∈ L1 �éË @X Yg. ñ�K B é 	K

@ 	á�
J. 	JË

< ', f >=

∫
uf ∀f ∈ L∞.

A 	JK
YË iJ.�

B �HYg. ð u

�éË @YË@ è 	Yë 	à

@ ñË Éª 	®ËAK.∫

uf = 0 ∀f ∈ Cc(Ω ∖ {0}).

Ω ∖ {0} úÎ« �H . �k u = 0 úÎ« É�m� 	' ( Ω ∖ {0} úÎ« �é�®J.¢Ó ) 2.4
�éJ£ñ�JË @ úÎ« @XAÒ�J«@

ú
ÍA�JËAK. . Ω úÎ« �H . �k u = 0 Ð 	QÊ�J��
 AÜØ
< ', f >= 0 ∀f ∈ L∞

□ . (20) 	��̄ A 	JK
 @ 	Yë ð ��

éJ. ���
 ′′ @ 	XAÓ úÍ@ È ðA���Ë @ A 	J 	JºÒJ
 	̄ , L1 ©Ó ��K. A¢�JK
 B L∞ ø
 ñ	J�K 	àA¿ @ 	X @ �� .8 �é 	¢kCÓ ∗
C�JÓ Q 	¢	� @ ) ú
ÎK
YJ. �K pA 	JK. Q�.g. C∗ �» L∞(Ω;ℂ) Q�. �Jª 	K , 	�Q 	ªË@ @ 	Yë Ég.


@ 	áÓ . (L∞)′ ′′

©Ó ��
A�®�JÓ ð AJ
ÊK. A �®�K É¿ A ����Ó L∞(Ω;ℂ) 	àA
	̄ , Gelfand

�é 	JëQ�.Ó I. �m�'. .( Rudin [1]

.( L∞ Q�.g. 	J
£ ñë ��X

@ �èPñ��. ð , �@Q��Ó ú
k. ñËñK. ñ£ ZA 	� 	̄

K 	à@ �IJ
k ) C(K;ℂ)

Õæ

�®K. ) K úÎ« ( Radon 	àðX@P ) �HA�AJ
�̄ ZA 	� 	̄ ©Ó ��K. A¢�JK
 (L∞(Ω;ℂ))′ 	àA

	̄ ½Ë 	YË �éj. J
�� 	K
.[ ℝ ú


	̄ Õæ

�®K. K úÎ« ( 	àðX@P ) �HA�AJ
�̄ ZA 	� 	̄ ©Ó ��K. A¢�JK
 (L∞(Ω;ℝ))′ ð ] ( ℂ ú


	̄

. 118 �éj 	®� , Yosida [1] ð

@ Rudin [1] Q 	¢	� @ , ÉJ
�A 	®�JË @ 	áÓ YK
 	QÖÏ

�Ë @ ÈAÒª�J�@ Õç'CÖÏ @ 	áÓ ,QÓ

B@ @ 	Yë �HAJ. �KB . É� 	®ÊË ÉK. A�̄ Q�
 	« L∞ ZA 	� 	®Ë@ �� .9 �é 	¢kCÓ
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�IJ
m�'. (Oi)i∈I
�éÊKA« Yg. ñ�K é 	K


@ 	�Q 	® 	JË . pA 	JK. Z A 	� 	̄

E 	áºJ
Ë �� .3.4 �éJ£ñ�K
. E 	áÓ �éJ
ËA 	g Q�
 	« �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Oi

, i ∈ I É¾Ë (@)
. i ∕= j 	àA¿ @ 	X @ Oi ⌢ Oj = ∅ (H. )

. YªÊË ÉK. A�̄ Q�
 	« I (�k. )
. É� 	®ÊË ÉK. A�̄ Q�
 	« E 	à 	X@

�éJ
ËA�J�JÓ (un)n∈ℕ 	áº�JË . É� 	®ÊË ÉK. A�̄ E 	à

AK. 	�Q 	® 	K ð 	��̄ A 	J�JËAK. 	áëQ�. 	JË �� . 3.4 �éJ£ñ�JË @ �HAJ. �K @

. un(i) ∈ Oi
�IJ
m�'. n(i) PA�J	m� 	' ð Oi ⌢ {un, n ∈ ℕ} ∕= ∅ , i ∈ I É¾Ë . E ú


	̄ �é 	®J
�J»
é 	JÓ ð un(i) = un(j) ∈ Oi ⌢ Oj Ð 	QÊ�J��
 n(i) = n(j) 	à


@ 	X @ ; 	áK
AJ. �JÓ i 7−→ n(i)

��J
J.¢�JË @
□ .(�k. ) 	��̄ A 	JK
 AÓ ñë ð �� YªÊË ÉK. A�̄ I 	àA

	̄ ú
ÍA�JËAK. . i = j

© 	�	� ; ra < dist(a,CΩ) �IJ. �� 	K , a ∈ Ω É¾Ë . É� 	®ÊË ÉK. A�̄ Q�
 	« L∞ 	à

@ 	à

�
B@ 	á�
J. 	JË

ð ua = 1B(a,ra)

Oa =
{
f ∈ L∞; ∥f − ua∥L∞ <

1

2

}
.

.(�k. ) ð (H. ) ,(@) ú

	̄ ñ�J��� (Oa)a∈Ω

�éÊKAªË @ 	à

AK. Z A 	J« 	àðYK. ���®j�J 	K

. 3.4 ©¢�®ÖÏ @ ú

	̄ AëA 	JJ
 �®�JË @ ú


�æË @ Lp �H@ZA 	� 	®Ë �éJ
�A�

B@ �@ñ	mÌ'@ ú


�G
�
B@ ÈðYm.Ì'@ � 	jÊK


ø
 ñ	J�JË @ Z A 	� 	®Ë @ É� 	®ÊË ÉK. A�̄ ú
æ�A¾ª	K @ ZA 	� 	®Ë @
Lp′ Ñª	K Ñª	K Lp

1 < p < ∞
L∞ Ñª	K B L1

AJ
Êª 	̄
L1 ø
 ñm�'
 B B L∞
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Õæ

	¢ 	J�JË @ ð 	¬ñ 	®ÊÒ�Ë @ .4.4

. 23.4 �éÓ 	PC�Ë@ ð 17.4
�éJ
 	��®Ë@ ú


	̄ @Y«AÓ Ω = ℝN 	Y 	g

A 	K �èQ�® 	®Ë @ è 	Yë ú


	̄

. 1 ⩽ p ⩽ ∞ ©Ó g ∈ Lp(ℝN ) ð f ∈ L1(ℝN ) 	áº�JË �� . 15.4 �é 	JëQ�.Ó ∙
. ℝN úÎ« ( ÉÓA¾�JÊË �éÊK. A�̄ ) �éËñÒ» y 7−→ f(x− y)g(y)

�éË @YË@ , �H . �k x ∈ ℝN �Ë 	à 	X@
© 	�	�

(f ∗ g)(x) =
∫

ℝN

f(x− y)g(y)dy.

ð f ∗ g ∈ Lp(ℝN ) 	à 	X @
∥f ∗ g∥Lp ⩽ ∥f∥L1∥g∥Lp .

	áº�JË ð p = 1 	à

@ Bð


@ 	�Q 	® 	JË . p = ∞ @ 	X @

�éJ
îE
YK. �éj. J
�� 	JË @ �� . �HAJ. �K @
F (x, y) = f(x− y)g(y).

A 	JK
YË , �H . �k y ∈ ℝN �Ë
∫

∣F (x, y)∣dx = ∣g(y)∣
∫

∣f(x− y)∣dx = ∥f∥L1 ∣g(y)∣ < ∞

ð
∫

dy

∫
∣F (x, y)∣dx = ∥f∥L1∥g∥L1 < ∞.

�é 	JëQ�.Ó É 	� 	®K. . F ∈ L1(ℝN × ℝN ) 	à

AK. øQ	K ( 4.4

�é 	JëQ�.Ó ) ú
ÎÊJ
 	Kñ�K �é 	JëQ�.Ó ��J
J.¢��K.
úÎ« É�m� 	' ( 5.4

�é 	JëQ�.Ó ) ú

	æJ
K. ñ 	̄

x ∈ ℝN �H . �k
∫

∣F (x, y)∣dy < ∞

ð
∫

dx

∫
∣F (x, y)∣dy ⩽ ∥f∥L1∥g∥L1 .
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. 15.4 �é 	JëQ�. ÖÏ @ h. A�J 	J���@ ©Ó AÓAÖ �ß @ 	Yë ��K. A¢�JK

	àA

	̄ , �I�. �JÓ �H . �k x ∈ ℝN �Ë é 	K

@ 	¬Qª	K ��J.� AÜØ . 1 < p < ∞ 	à


AK. 	à

�
B@ 	�Q 	® 	JË

ø


@ ; ℝN úÎ« �éËñÒ» y 7−→ ∣f(x− y)∣∣g(y)∣p �éË @YË@

∣f(x− y)∣1/p∣g(y)∣ ∈ Lp
y(ℝN ).

	à

@ PYËñë �é 	JK
AJ. �JÓ 	áÓ i. �J 	J���	� A 	J 	K A

	̄ , ∣f(x− y)∣1/p′ ∈ Lp′
y

	à

@ AÖß.

∣f(x− y)∣∣g(y)∣ = ∣f(x− y)∣1/p∣g(y)∣.∣f(x− y)∣1/p′ ∈ L1
y

ð
∫

∣f(x− y)∣∣g(y)∣dy ⩽
(∫

∣f(x− y)∣∣g(y)∣pdy
)1/p

∥f∥1/p′

L1

	à

@ ø



@

∣(f ∗ g)(x)∣p ⩽ (∣f ∣ ∗ ∣g∣p)(x).∥f∥p/p′

L1 .

	à

AK. øQ 	K , p = 1

�éËAmÌ'@ �éj. J
�� 	K ��J
J.¢��K.

∥f ∗ g∥pLp ⩽ ∥f∥L1∥g∥pLp∥f∥p/p
′

L1 ð f ∗ g ∈ Lp

	à

@ ø



@

∥f ∗ g∥Lp ⩽ ∥f∥L1∥g∥Lp .

□

. f̌(x) = f(−x) © 	�	� , f
�éË @X ZA¢«AK. �� . 	Q�
ÓQ�K

. ℎ ∈ Lp′
(ℝN ) ð g ∈ Lp(ℝN ) , f ∈ L1(ℝN ) 	áº�JË �� . 16.4 �éJ
 	��̄

A 	JK
YË 	à 	X@
∫
(f ∗ g)ℎ =

∫
g(f̌ ∗ ℎ).

	à

B ½Ë 	X ð L1(ℝN × ℝN ) úÍ@ ù
 Ò�J 	��K F (x, y) = f(x− y)g(y)ℎ(x)

�éË @YË@ �� . �HAJ. �K @
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∫
∣ℎ(x)∣

(∫
∣f(x− y)∣∣g(y)∣dy

)
dx < ∞

.PYËñë �é 	JK
AJ. �JÖÏ ð 15.4
�é 	JëQ�.ÒÊË �éj. J
�� 	K

ú
ÍA�JËAK.

∫
(f ∗g)(x)ℎ(x)dx =

∫
dx

∫
F (x, y)dy =

∫
dy

∫
F (x, y)dx =

∫
g(y)(f̌ ∗ℎ)(y)dy.

□

	¬ñ 	®ÊÖÏ @ ú

	̄ ÉÓ@ñmÌ'@

�é«ñÒm.× Q�.»

B �éÒÒ�JÖÏ @ �é«ñÒj. ÖÏ @ ñë ð 	¬ðQªÓ Yg. �èQÒ�J�Ó �éË @YË ÉÓAmÌ'@ Ðñê 	®Ó 	à@

{x; f(x) ∕= 0} �é«ñÒj. ÖÏ @ �é�̄C 	«@ ñë Q 	k
�
@ ú 	æªÖß. ð


@ ) �éÓðYªÓ f

�éË @YË@ AîD
Ê« 	àñº�K �ékñ�J 	®Ó
AÒ�JJ
k �é 	̄QªÓ È@ðYË@ è 	Yë 	à


B �� 	áK
P 	Yg 	àñº	K 	à


@ I. m.�'
 �é�ñJ
�®Ë @ È@ðYË@ ©Ó A 	JÊÓAª�K Y 	J« .(

�éË @YË@ PAJ. �J«AK. ½Ë 	YK. ¨A 	J�J�̄B@ 	áºÖß
 ] AmÌ'A� 	àñºK
 B ��K. A�Ë@ 	K
Qª�JË @ 	àA
	̄ éJ
Ê« ð �� AJ. K
Q�®�K

: ú
ÍA�JË @ ñë �éËAmÌ'@ è 	YêË I. KA�Ë@ 	K
Qª�JË @ .[ 1ℚ

�é 	̄QªÓ �éË @X f 	áº�JË ð �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω ⊂ ℝN 	áº�JË �� . ÉÓAmÌ'@ 	K
Qª�K ð 17.4
�éJ
 	��̄

É¾Ë �IJ
m�'. !i ⊂ Ω , (!i)i∈I
�ékñ�J 	®ÖÏ @ �HA«ñÒj. ÖÏ @ ©J
Ôg.

�éÊKA« Q�. �Jª 	K . ℝ ú

	̄ Õæ


�®K. ð Ω úÎ«
. ! =

∪

i∈I

!i © 	�	� . !i úÎ« �H . �k f = 0 , i ∈ I

. ! úÎ« �H . �k f = 0 	à 	X@
. Suppf = Ω ∖ ! 	àA

	̄ 	K
Qª�JËAK.

.10
�é 	¢kCÓ

. Suppf1 = Suppf2
	àA

	̄
Ω úÎ« �H . �k f1 = f2

�IJ
m�'. 	á�
�JË @X f2 ð f1
�I	KA¿ @ 	X @ (@

		J� ú

	̄ èPA�J	m� 	' É�JÜØ ø



@ iJ
 	�ñ�K 	àðX) f ∈ Lp �éË @X ÉÓAg 	á« �HYj�JË@ 	à 	X@ A 	J 	JºÖß


.( ñ 	̄ A¾�JË @
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	K
Qª�JË @ ©Ó ��K. A¢�JK
 	K
Qª�JË @ @ 	Yë 	à

AK. Qå�J
K. ���®j�J 	K , Ω úÎ« �èQÒ�J�Ó f �I	KA¿ @ 	X @ (H.

. ø
 XAªË@

ð . YªÊË �éÊK. A�̄ �I��
Ë I
�éÊKAªË @ 	à


B @Q 	¢	� ! úÎ« �H . �k f = 0 	à


@ Am� 	�@ð ��
Ë �� . �HAJ. �K @

: �éJ
ËA�JË @ �é�®K
Q¢ËAK. YªË@ �éJ
ÊK. A�̄ �éËAg úÍ@ Èñ�ñË@ A 	J 	JºÖß
 	áºË
! =

∪
n

Kn
�IJ
m�'. �HA�@Q��Ó �éJ
ËA�J�JÓ (Kn) 	áº�JË

.[ { ∣x∣ ⩽ n ð dist(x,ℝN ∖ !) ⩾ 1

n
; x ∈ ! } = Kn C�JÓ 	Y 	g ]

In ⊂ I ©Ó Kn ⊂
∪

i∈In

!i
	áºJ
Ë , !i �Ë @ 	áÓ é�J 	JÓ XYªK. Kn ù¢ 	ªK
 , n É¾Ë , ½Ë 	X YªK.

. ! =
∪

i∈J

!i A 	JK
YË ( YªÊË ÉK. A�̄ J ) J =
∪
n

In © 	�ñK. . é�J 	JÓ

□ . ! úÎ« �H . �k f = 0 	à

AK. i. �J 	J���	� , !i úÎ« �H . �k f = 0 	à


@ AÖß.

	à 	X @ . g ∈ Lp(ℝN ) ð f ∈ L1(ℝN ) 	áº�JË �� .18.4 �éJ
 	��̄ ∙

Supp(f ∗ g) ⊂ Suppf + Suppg

Q 	¢	� @ ) �éËñÒ» y 7−→ f(x− y)g(y)
�éË @YË@ 	àñº�K �IJ
m�'. A�J�. �JÓ x ∈ ℝN 	áºJ
Ë �� . �HAJ. �K @

A 	JK
YË .( 15.4
�é 	JëQ�. ÖÏ @

(f ∗ g)(x) =
∫

f(x− y)g(y)dy =

∫

(x−Suppf)⌢Supp g

f(x− y)g(y)dy.

. (f ∗ g)(x) = 0 ð (x− Suppf) ⌢ Supp g = ∅ 	àA
	̄ , x ∕∈ Suppf + Supp g 	àA¿ @ 	X @	à 	X@

C(Suppf+Supp g) úÎ« �H . �k (f ∗ g)(x) = 0

�ñ�	mÌ'AK. ð

. IntC(Suppf+Supp g) úÎ« �H . �k (f ∗ g)(x) = 0

□ . Supp(f ∗ g) ⊂ Suppf + Supp g 	àA
	̄ é 	JÓ ð
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f ∗ g 	àA
	̄ , �@Q��Ó ÉÓAg �H@ 	X g ð f 	áÓ É¿ �I	KA¿ @ 	X @ ÈAmÌ'@ �éªJ
J.¢�. �� .11 �é 	¢kCÓ ∙

B f ∗ g 	àA
	̄ , A�@Q��Ó ¡�® 	̄ AÒë@Yg@ ÉÓAg 	àA¿ @ 	X @ ÐñÒªË@ úÎ« ð . �@Q��Ó ÉÓAg �H@ 	X 	àñº�K

. �@Q��Ó ÉÓAg �H@ 	X 	àñº�K

	à 	X@ . g ∈ L1
loc(ℝN ) ð f ∈ Cc(ℝN ) 	áº�JË �� .19.4 �éJ
 	��̄

f ∗ g ∈ C(ℝN ).

ð ℝN úÎ« �éËñÒ» y 7−→ f(x− y)g(y)
�éË @YË@ 	àA

	̄ , x ∈ ℝN É¾Ë é 	K

@ Bð


@ éJ. 	� 	K �� . �HAJ. �K @

. x ∈ ℝN É¾Ë �é 	̄QªÓ (f ∗ g)(x) 	àA
	̄ ú
ÍA�JËAK.

© 	�	JË ð xn −→ x 	áº�JË

Fn(y) = f(xn − y)g(y)

F (y) = f(x− y)g(y)

A�J�. �JÓ A�@Q��Ó K 	áºJ
Ë , øQ 	k

@ �éêk. 	áÓ . ℝN úÎ« �H . �k Fn(y) −→ F (y) 	àñºK
 ú �æk

	àA
	̄ ú
ÍA�JËAK. ð y ∕∈ K �Ë f(xn − y) = 0 	à 	X@ . n É¾Ë (xn − Suppf) ⊂ K 	à


@ �IJ
m�'.

	à

@ 	©J
�. J
Ë �é 	JëQ�.Ó 	áÓ i. �J 	J���	� . ÈñÒ» ø
 ñÊ« Yg , ∣Fn(y)∣ ⩽ ∥f∥L∞1K(y)∣g(y)∣

(f ∗ g)(xn) =

∫
Fn(y)dy −→

∫
F (y)dy = (f ∗ g)(x).

□

k
�éJ. �KQÖÏ @ úÍ@ Ω úÎ« QÒ�J�ÖÏ @ ��A�®�J ��CË �éÊK. A �®Ë @ È@ðYË@ ZA 	� 	̄ úÍ@ Ck(Ω) 	QÓQK
 �� . 	Q�
ÓQ�K

C∞(Ω) =
∩

k

Ck(Ω)

Ck
c (Ω) = Ck(Ω) ⌢ Cc(Ω)

C∞
c (Ω) = C∞(Ω) ⌢ Cc(Ω)

.( C∞
c (Ω) 	á« A 	�ñ« C∞

0 (Ω) ð

@ D(Ω) 	QÓQË@ ©k. @QÖÏ @ 	�ªK. ÉÒª�J��� )
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5 	à 	X @ .( ù
 ªJ
J.£ XY« k ) g ∈ L1
loc(ℝN ) ð f ∈ Ck

c (ℝN ) 	áº�JË �� .20.4 �éJ
 	��̄ ∙

. D®(f ∗ g) = (D®f) ∗ g ð f ∗ g ∈ Ck(ℝN )

. f ∗ g ∈ C∞(ℝN ) 	àA
	̄ , g ∈ L1

loc(ℝN ) ð f ∈ C∞
c (ℝN ) �I	KA¿ @ 	X @ , �ñ�	mÌ'AK.

. k = 1
�éËAmÌ'@ úÍ@

�èQå��AJ.Ó Xñª	K Z @Q�®�J�B@ ÈAÒª�J�AK. �� . �HAJ. �K @
6 	à


AK. ð x Y	J« ��A�®�J ��CË �éÊK. A�̄ f ∗ g 	à


@ 	á�
J. 	JË ; A�J�. �JÓ x ∈ ℝN 	áºJ
Ë

∇(f ∗ g)(x) = (∇f ∗ g)(x).
A 	JK
YË .( 0 úÍ@ Èð ñK
 	à


B PY�®Ó ℎ ) ∣ℎ∣ < 1 ©Ó ℎ ∈ ℝN 	áºJ
Ë

∣f(x+ ℎ− y)− f(x− y)− ℎ∇f(x− y)∣

=
∣∣∣
∫ 1

0

[ℎ∇f(x+ sℎ− y)− ℎ∇f(x− y)]ds
∣∣∣ ⩽ ∣ℎ∣²(∣ℎ∣) ∀y ∈ ℝN

.( ℝN úÎ« ÐA 	¢�J 	KAK. QÒ�J�Ó ∇f 	à

@ AÖß. ) ∣ℎ∣ −→ 0 AÓY 	J« ²(∣ℎ∣) −→ 0 ©Ó

A 	JK
YË . x+B(0, 1)− Suppf ⊂ K 	à

@ �IJ
m�'.

	¬A¿ PY�®K. @Q�
J.» A�J�. �JÓ A�@Q��Ó K 	áºJ
Ë

f(x+ ℎ− y)− f(x− y)− ℎ∇f(x− y) = 0 ∀y ∕∈ K, ∀ℎ ∈ B(0, 1)

é 	JÓ ð

∣f(x+ ℎ− y)− f(x− y)− ℎ∇f(x− y)∣ ⩽ ∣ℎ∣²(∣ℎ∣)1K(y) ∀y ∈ ℝN , ∀ℎ ∈ B(0, 1).

é 	J« i. �J 	�K
 AÜØ
�éJ
K 	Qm.Ì'@ �HA�®�J ��ÖÏ @ 	áÓ ���J ��Ó ø



@ úÍ@ A 	Jë D® 	QÓQK
 5

.∣®∣ = ®1 + ®2 + ...+ ®N ⩽ k ©Ó D®f =
∂®1

∂x®1
1

∂®2

∂x®2
2

...
∂®N

∂x
®N
N

f

6

∇f =
( ∂f

∂x1
,
∂f

∂x2
, ...,

∂f

∂xN

)
.

o b e i k a n d l . c o m



131

∣(f ∗ g)(x+ ℎ)− (f ∗ g)(x)− ℎ(∇f ∗ g)(x)∣ ⩽ ∣ℎ∣²(∣ℎ∣)
∫

K

∣g(y)∣dy.

□ . ∇(f ∗ g)(x) = (∇f ∗ g)(x) ð x Y	J« ��A�®�J ��CË �éÊK. A�̄ f ∗ g 	àA
	̄ éJ
Ê« ð

�éÒ 	¢	JÖÏ @ �HAJ
ËA�J�JÖÏ @

È@ðYË@ 	áÓ (½n)n⩾1
�éJ
ËA�J�JÓ É¿ Mollifiers ( �éJ
ÒJ
 	¢ 	��K ð


@) �éÒ 	¢	JÓ �éJ
ËA�J�JÓ ù
 Ò�	� �� . 	K
Qª�K

�IJ
m�'.

. ℝN úÎ« ½n(x) ⩾ 0 ,
∫

½n = 1 , Supp½n⊂ B(0,
1

n
) , ½n ∈ C∞

c (ℝN )

. �éÒ 	¢	JÓ �éJ
ËA�J�JÓ úÍ@
�èPA ��C Ë (½n) 	QÓQË@ Ñ 	¢�J 	JÓ É¾ ���. ÉÒª�J�	� 	¬ñ� , @Y«A� 	̄ A 	Jë 	áÓ

©Ó ½ ∈ C∞
c (ℝN )

�éË @X �IJ. �� 	K 	à

@ ù


	®ºK
 	X@ . �éÒ 	¢	JÓ �HAJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K é 	K

AK. 	¡kC	K

C�JÓ 	Y 	g

A 	JË ;

∫
½ > 0 ð ℝN úÎ« ½ ⩾ 0 , Supp½ ⊂ B(0, 1)

∣x∣ < 1 @ 	X @ e
1

∣x∣2−1

.∣x∣ ⩾ 1 @ 	X @ 0

}
= ½(x)

. C =
(∫

½
)−1

©Ó ½n(x) = CnN½(nx) Q�. �Jª 	K Õç�'

. ℝN 	áÓ �@Q��Ó É¿ úÎ« ÐA 	¢�J 	K AK. ½n ∗ f −→ f 	à 	X@ ; f ∈ C(ℝN ) 	áº�JË �� .21.4 �éJ
 	��̄

( ² ð K �K. ��Êª�JÓ ) ± > 0 Yg. ñK
 , ² > 0 É¾Ë . A�J�. �JÓ A�@Q��Ó K ⊂ ℝN 	áºJ
Ë �� . �HAJ. �K @
�IJ
m�'.

∣f(x− y)− f(x)∣ < ² ∀x ∈ K, ∀y ∈ B(0, ±).

A 	JK
YË

(½n ∗ f)(x)− f(x) =

∫
[f(x− y)− f(x)]½n(y)dy =

∫

B(0, 1
n )

[f(x− y)− f(x)]½n(y)dy

o b e i k a n d l . c o m
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, x ∈ K ð n >
1

±
�Ë 	à 	X@ ð

∣(½n ∗ f)(x)− f(x)∣ ⩽ ²

∫
½n = ².

□

Lp(ℝN ) ú

	̄
½n ∗ f −→ f 	à 	X@ . 1 ⩽ p < ∞ ©Ó f ∈ Lp(ℝN ) 	áº�JË �� .22.4 �é 	JëQ�.Ó ∙

.

Q 	¢	� @ ) ∥f − f1∥Lp < ² 	à

@ �IJ
m�'.

�é�J�. �JÓ f1 ∈ Cc(ℝN ) 	áº�JË ð ² > 0 	áºJ
Ë �� . �HAJ. �K @
. �@Q��Ó É¿ úÎ« ÐA 	¢�J 	K AK. ½n ∗ f1 −→ f1

	à

AK.

	¬Qª	K , 21.4
�éJ
 	��®Ë@ I. �m�'. .( 12.4

�é 	JëQ�. ÖÏ @
( 18.4

�éJ
 	��®Ë@ Q 	¢	� @ ) A 	JK
YË øQ 	k

@ �éêk. 	áÓ

. �I�. �JÓ �@Q��Ó K , Supp(½n ∗ f1) ⊂ B(0,
1

n
) + Suppf1 ⊂ K

	à

AK. i. �J 	J���	� , ú
ÍA�JËAK.

∥½n ∗ f1 − f1∥Lp −→
n→∞0.

I. �Jº	K Q�
 	g

B@ ú


	̄

½n ∗ f − f = [½n ∗ (f − f1)] + [½n ∗ f1 − f1] + [f1 − f ];

úÍ@ É�	� é 	JÓ ð

∥½n ∗ f − f∥Lp ⩽ 2∥f − f1∥Lp + ∥½n ∗ f1 − f1∥Lp

.( 15.4
�é 	JëQ�. ÖÏ @ úÎ« @XAÒ�J«@ )

	à 	X@ A 	JK
YË

lim sup
n→∞

∥½n ∗ f − f∥Lp ⩽ 2² ∀² > 0

lim
n→∞

∥½n ∗ f − f∥Lp = 0. ø


@

□
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. �éJ
 	®J
» �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω ⊂ ℝN 	áº�JË �� .23.4 �éÓ 	PB ∙
. 1 ⩽ p < ∞ �Ë Lp(Ω) ú


	̄ 	J
�J» C∞
c (Ω) 	à 	X@

�IJ
m�'. f1 ∈ Cc(Ω) ð ² > 0 , f ∈ Lp(Ω) 	áº�JË �� 7 . �HAJ. �K @
∥f − f1∥Lp(Ω) < ².

ú

�G
�
BAK. �é 	̄QªÖÏ @ f1

�éË @YË@ Q�. �Jª 	K

x ∈ Ω @ 	X @ f1(x)

x ∈ ℝN ∖ Ω @ 	X @ 0

}
= f1(x)

�éêk. 	áÓ . ∥½n ∗ f1 − f1∥Lp(ℝN ) −→ 0 ( 22.4
�é 	JëQ�.Ó ) ð f1 ∈ Lp(ℝN ) 	à


@ �IJ
m�'.

øQ 	k

@

. �éK
A 	®ºË@ éJ
 	̄ AÖß. Q�
J.» n �Ë Supp(½n ∗ f1) ⊂ B(0,
1

n
) + Suppf1 ⊂ Ω

½Ë 	X úÍ@
�é 	̄ A 	�B AK. ð un ∈ Cc(Ω) , �éK
A 	®ºË@ éJ
 	̄ AÖß. Q�
J.» n �Ë , 	à 	X@ . un = (½n ∗ f1)∣Ω 	áº�JË

. ∥un − f1∥Lp(Ω) −→ 0 	àA
	̄

□ . ∥un − f∥Lp(Ω) < 2² , �éK
A 	®ºË@ éJ
 	̄ AÖß. Q�
J.» n �Ë , 	à 	X@

Lp ú

	̄ ø
 ñ�®Ë@ �@Q��Ë @ PAJ
ªÓ .5.4

ú

	̄ AJ
�. �	� �é�@Q��Ó Lp(Ω) ZA 	� 	®Ë @ 	áÓ È@ðX �éÊKA« 	àñº�K ú �æÓ 	¬Qª	K 	à


@ ÑêÖÏ @ 	áÓ é 	K @

� 	® 	K úÎ« I. J
m.�
�' ú


�æË@ ú
Íñº�

@ �é 	JëQ�. Öß. Bð


@ Q» 	Y 	K . �éK
ñ�®Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. Lp(Ω)

. �@Q��Ó ø
 Q��Ó ZA 	� 	̄
K �IJ
k C(K) ú


	̄ È@ ñ�Ë@

. Friedrichs ð Leray
	¬Q£ 	áÓ 	¬ñ 	®ÊÖÏ AK. Õæ


	¢ 	J�JË @ �é�®K
Q£ �IÊ 	gX

@ 7
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�éJ
K 	Qk. �é«ñÒm.× K 	áº�JË ð A�@Q��Ó AK
Q��Ó ZA 	� 	̄
K 	áºJ
Ë �� .( ú
Íñº�


@ ) 24.4

�é 	JëQ�.Ó ∙
. C(K) 	áÓ �èXðYm×

ø


@ ; ÐA 	¢�J 	KAK. P@QÒ�J�B@ �éK
ðA���Ó K 	à


AK. 	�Q 	® 	K

(21) . ∀f ∈ K ∣f(x1)− f(x2)∣ < ² ⇐= d(x1, x2) < ± �IJ
m�'. ∃± > 0 ∀² > 0

. C(K) ú

	̄ AJ
�. �	� �é�@Q��Ó K 	à 	X@

, Choquet [1] , Dixmier [1] C�JÓ Q 	¢	� @ , ú
Íñº�

@ �é 	JëQ�.Ó �HAJ. �KB

�éJ.� 	�ËAK.
�é 	JëQ�. ÖÏ ′′ Lp A�J 	j�	� ′′ AÒë ( Aî �DÓ 	PB ð ) �éJ
�K

�
B@ �é 	JëQ�. ÖÏ @ . Yosida [1] , Dieudonné [1]

. ú
Íñº�

@

. 	Q�
ÓQ�K
.( ℎ �K. f H. Aj�	�@ ) (¿ℎf)(x) = f(x+ ℎ) © 	�	� (1

ð Ω ú

	̄ �èñ�®K. �è @ñ�Jm× !

�ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× 	à

AK. Èñ�® 	K ; �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω ⊂ ℝN 	áº�JË (2

. A�@Q��Ó ! 	àA¿ @ 	X @ ð 8! ⊂ Ω @ 	X @ ! ⊂⊂ Ω I. �Jº	K

�é«ñÒm.× Ω ⊂ ℝN 	áº�JË �� ( M.Riesz− Fréchet−Kolmogorov ) .25.4
�é 	JëQ�.Ó ∙

. ! ⊂ Ω 	áº�JË ð �ékñ�J 	®Ó
	à

AK. 	�Q 	® 	K . 1 ⩽ p < ∞ ©Ó Lp(Ω) 	áÓ �éJ
K 	Qk. �é«ñÒm.× ℱ 	áº�JË

(22)
�IJ
m�'. ± < d(!,CΩ) ∃± > 0 ∀² > 0

.∀f ∈ ℱ ð ∣ℎ∣ < ± ©Ó ∀ℎ ∈ ℝN ∥¿ℎf − f∥Lp(!) < ²

. Lp(!) ú

	̄ AJ
�. �	� �é�@Q��Ó ℱ∣!

9 	à 	X@

. ℝN ú

	̄
!

�é�̄C 	«@ úÍ@ 	QÓQ�K ! 8

(22)
�éJ
 	�Q 	®Ë @ . �é 	̄QªÓ f(x+ ℎ) 	àA

	̄ ú
ÍA�JËAK. ð x+ ℎ ∈ Ω 	àA
	̄ ∣ℎ∣ < ± < d(!,CΩ) ð x ∈ ! @ 	X @ é 	K


@ 	¡kB 9

. (21) �K. Aî �D 	KPA�®Ó 	áºÖß
 ; ′′ �éÊÓA¾Ó ′′ �éK
P@QÒ�J�@ ø
 ðA���  Qå�� ù
 ë

o b e i k a n d l . c o m
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© 	�	� f ∈ ℱ �Ë . �èXðYm× Ω 	à

AK. 	�@Q�� 	̄ B@ AÖ ß @X A 	J 	JºÖß
 �� . �HAJ. �K @

x ∈ Ω @ 	X @ f(x)

.x ∈ ℝN ∖ Ω @ 	X @ 0

}
= f(x)

© 	�	�

ℱ = {f ; f ∈ ℱ}
�H@ñ¢ 	k �HC�K ©J. �� 	K . L1(ℝN ) ú


	̄ ð Lp(ℝN ) ú

	̄ �èXðYm× 	àñº�K ℱ 	à@ �IJ
m�'.

A 	JK
YË (@

. ∀n >
1

±
ð ∀f ∈ ℱ ∥½n ∗ f − f∥Lp(!) < ²

	à

B ½Ë 	X

∣(½n ∗ f)(x)− f(x)∣ ⩽
∫

ℝN

∣f(x− y)− f(x)∣½n(y)dy

⩽
(∫

ℝN

∣f(x− y)− f(x)∣p½n(y)dy
)1/p

é 	JÓ ð

∣(½n ∗ f)(x)− f(x)∣p ⩽
∫

B(0,
1

n
)
∣f(x− y)− f(x)∣p½n(y)dy.

	à 	X @
∫

!

∣(½n ∗ f)(x)− f(x)∣pdx ⩽
∫

B(0,
1

n
)
½n(y)dy

∫

!

∣f(x− y)− f(x)∣pdx < ²p

.( (22) I. �m�'. ) n >
1

±
�Ë

A 	JK
YË Éª 	®ËAK. . ú
Íñº�

@ �é 	JëQ�.Ó �HAJ
 	�Q 	̄ , n É¾Ë , ���®m��' ℋ = (½n ∗ ℱ)∣!

�éÊKAªË @ (H.
�éK
 @YK.

∥½n ∗ f∥L∞(ℝN ) ⩽ ∥½n∥L∞∥f∥L1 ⩽ C ∀f ∈ ℱ .

10∀f ∈ ℱ , ∀x1, x2 ∈ ℝN A 	JK
YË , øQ 	k

@ �éêk. 	áÓ

∥½n∥Lip = sup
z1 ∕=z2

∣½n(z1)− ½n(z2)∣
∣z1 − z2∣

10

o b e i k a n d l . c o m
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∣(½n ∗ f)(x1)− (½n ∗ f)(x2)∣ ⩽ ∣x1 − x2∣∥½n∥Lip∥f∥L1

⩽ C∣x1 − x2∣.

. Lp(!) ú

	̄ øQk


BAK. ð C(!) ú


	̄ AJ
�. �	� �é�@Q��Ó ℋ 	àA
	̄ éJ
Ê« ð

�IJ
m�'. n >
1

±
�IJ. �� 	K , ² > 0 ZA¢«AK. . 	àAëQ�. Ë @ �é�C 	g (�k.

∥(½n ∗ f)− f∥Lp(!) < ² ∀f ∈ ℱ .

² AëQ¢�̄ 	�	� �H@QºË@ 	áÓ é�J 	JÓ XYªK. ℋ �éJ
¢ 	ª�K A 	J 	JºÖß
 , Lp(!) ú

	̄ AJ
�. �	� �@Q��Ó ℋ 	à


@ AÖß.

�é�@Q��Ó ℱ∣! ú
ÍA�JËAK. . ℱ∣!
	à 	X@ ù
 ¢ 	ª�K 2² Q¢�̄ 	�	JË @ �H@ 	X �éÊK. A �®ÖÏ @ �H@QºË@ .( Lp(!) ú


	̄ )
□ . Lp(!) ú


	̄ AJ
�. �	�

	áÓ �èXðYm× �éJ
K 	Qk. �é«ñÒm.× ℱ 	áº�JË ð �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω ⊂ ℝN 	áº�JË �� .26.4
�éÓ 	PB ∙

. 1 ⩽ p < ∞ ©Ó Lp(Ω)

	à

AK. 	�Q 	® 	K

(23)
�IJ
m�'. ± < d(!,CΩ) ∃± > 0 ∀! ⊂⊂ Ω ∀² > 0

∀f ∈ ℱ ð ∣ℎ∣ < ± ©Ó ∀ℎ ∈ ℝN ∥¿ℎf − f∥Lp(!) < ²

}

(24) . ∀f ∈ ℱ ∥f∥Lp(Ω∖!) < ² �IJ
m�'. ∃! ⊂⊂ Ω ∀² > 0

. Lp(Ω) ú

	̄ AJ
�. �	� �é�@Q��Ó ℱ 	à 	X@

�IJ
m�'. ! ⊂⊂ Ω �IJ. �� 	K , ù¢ªÓ ² > 0 �Ë �� . �HAJ. �K @
∥f∥Lp(Ω∖!) < ² ∀f ∈ ℱ .

XYªK. ℱ∣!
�éJ
¢ 	ª�K 	à 	X@ A 	J 	JºÖß
 . Lp(!) ú


	̄ AJ
�.�	� �é�@Q��Ó ℱ∣!
	à

@ 	¬Qª	K 25.4

�é 	JëQ�. ÖÏ @ I. �m�'.
	áºJ
Ë . Lp(!) ú


	̄
² AëQ¢�̄ 	�	� �H@QºË@ 	áÓ é�J 	JÓ

gi ∈ Lp(!) ©Ó ℱ∣! ⊂
k∪

i=1

B(gi, ²)

o b e i k a n d l . c o m
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© 	�	� .( Lp(!) ú

	̄ �èPQ�®Ó �H@QºË@ è 	Yë )

g̃i(x) =

{
gi(x) x ∈ !
0 x ∈ Ω ∖ !.

□ .( Lp(Ω) ú

	̄ �èPQ�®Ó �H@QºË@ è 	Yë ) ℱ ⊂

k∪

i=1

B(g̃i, 2²)
	à

AK. �éËñîD��. ���®j�J 	K

.( [EX] C�JÓ Q 	¢	� @ ) . iJ
m�� 26.4
�éÓ 	PC�Ë@ �º« �� .12 �é 	¢kCÓ

���®m��' 1 ⩽ p < ∞ ©Ó Lp(ℝN ) 	áÓ �èXðYm× �éJ
K 	Qk. �é«ñÒm.× ℱ 	áº�JË �� .13 �é 	¢kCÓ

. ∀f ∈ ℱ ð ∣ℎ∣ < ± ©Ó ∀ℎ ∥¿ℎf − f∥Lp(ℝN ) < ² �IJ
m�'. ∃± > 0 ∀² > 0

ℱ∣!
	à

AK. Èñ�®Ë@ 	áºÖß
 ¡�® 	̄ ; Lp(ℝN ) ú


	̄ AJ
�. �	� �é�@Q��Ó ℱ 	à

AK. h. A�J 	J���B@ 	áºÖß
 B AÓñÔ«

.( [EX] ú

	̄ BA�JÓ Q 	¢	� @ ) . ℝN ú


	̄ �èXðYm× !
�ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× É¾Ë Lp(!) ú


	̄ AJ
�. �	� �é�@Q��Ó

. 25.4 �é 	JëQ�.ÒÊË ( ! YJ
 	®Ó 	áºË ) ¡J
��. Q 	k
�
@ ��J
J.¢��K. é 	J 	JË

	áº�JË ð �é�J�. �JÓ �éË @X G ∈ L1(ℝN ) 	áº�JË �� .27.4 �éÓ 	PB
ℱ = G ∗ ℬ

. 1 ⩽ p < ∞ ©Ó Lp(ℝN ) 	áÓ �èXðYm× �é«ñÒm.× úÍ@ 	QÓQ�K ℬ �IJ
k
. ℝN 	áÓ !

�èXðYm× �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× É¾Ë Lp(!) ú

	̄ AJ
�. �	� �é�@Q��Ó ℱ∣!

	à 	X@

©Ó f = G ∗ u �I	KA¿ @ 	X @ øQ 	k

@ �éêk. 	áÓ . Lp(ℝN ) ú


	̄ �èXðYm× ℱ 	à

@ l� 	�@ñË@ 	áÓ �� . �HAJ. �K @

	àA
	̄
u ∈ ℬ

∥¿ℎf − f∥Lp(ℝN ) = ∥(¿ℎG−G) ∗ u∥Lp(ℝN ) ⩽ C∥¿ℎG−G∥L1(ℝN ).

�Ë @ É 	� 	®K. �éj. J
�� 	JË @ úÍ@ É�	�

	à 	X @ . 1 ⩽ q < ∞ ©Ó G ∈ Lq(ℝN ) 	áº�JË �� .4.4 �éJ£ñ�K

o b e i k a n d l . c o m
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lim
ℎ→0

∥¿ℎG−G∥Lq(ℝN ) = 0.

	áº�JË ð ù¢ªÓ ² > 0 	áºJ
Ë �� . �HAJ. �K @
. ∥G−G1∥Lq < ² �IJ
m�'. G1 ∈ Cc(ℝN )

A 	JK
YË

∥¿ℎG−G∥Lq ⩽ ∥¿ℎG− ¿ℎG1∥Lq + ∥¿ℎG1 −G1∥Lq + ∥G1 −G∥Lq

⩽ 2²+ ∥¿ℎG1 −G1∥Lq .

	à 	X@ é 	JÓ ð lim
ℎ→0

∥¿ℎG1 −G1∥Lq = 0 	à

@ ú
æîE
YJ. Ë @ 	áÓ , øQ 	k


@ �éêk. 	áÓ

lim sup
ℎ→0

∥¿ℎG−G∥Lq ⩽ 2².

□

©K. @QË @ É�� 	®Ë@ Èñ�k ��J
�ËAª�K

l .�
'A�J 	JË @ 	á�
K. 	áÓ . �éÊÓA¾ÖÏ @ �éK
Q 	¢	JË �éJ
�A�


B@ øXAJ. ÖÏ @ 	�ªJ. K. Q�
»

	Y�JËAK. 1.4 ©¢�®ÖÏ @ ú

	̄ A 	JÔ�̄ Y�®Ë (1

�Ë @ Aî 	DJ
K. 	áÓ , XQå� 	� , AëQ» 	X Õ �æK
 ÕË ú

�æË @ �èYJ
 	®ÖÏ @

Ω 	áÓ �é�ñJ
�̄ È@ðX �éJ
ËA�J�JÓ (fn) 	áº�JË . ∣Ω∣ < ∞ 	à

AK. 	�Q 	® 	K �� . Egorov 28.4

�é 	JëQ�.Ó ∗
	à@ �IJ
m�'. ℝ úÍ@

.( �H . �k ∣f(x)∣ < ∞ ©Ó ) Ω úÎ« �H . �k fn(x) −→ f(x)

	à 	X@
�IJ
m�'.

�é�ñJ
�̄ ∃A ⊂ Ω ∀² > 0

. A úÎ« ÐA 	¢�J 	KAK. fn −→ f ð ∣Ω ∖A∣ < ²

o b e i k a n d l . c o m
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, Chae [1] , Yosida [1] , Marle [1] , Malliavin [1] C�JÓ Q 	¢	� @ , 	àAëQ�. ÊË �éJ.� 	�ËAK.
, Hewitt− Stromberg [1] , Dieudonné [2] , Friedman [3]

. Wheeden− Zygmund [1]

. L1 ú

	̄ �@Q��Ë @ �é 	®J
ª 	� �HA«ñÒm.× . Ω úÎ« �HA�AJ
�®Ë@ ZA 	� 	̄

(2

AÖÏ ¾(Lp, Lp′
) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË AJ
�. �	� �é�@Q��Ó Lp(Ω) ú


	̄ �èXðYjÖÏ @ �HA«ñÒj. ÖÏ @ 	à

@ A 	JK



@P Y�®Ë

ZA 	� 	̄ ��
Ë L1(Ω) 	à

@ �HAJ. �K @ A 	J 	JºÖß
 ú �æk ð ú
æ�A¾ª 	K @ Q�
 	« L1(Ω) 	áºË . 1 < p ⩽ ∞ 	àñºK


	áÖÞ 	� �@Q��ÊË �éJ
�A 	g �éK


@ ½ÊÖ �ß B L1(Ω) ú


	̄ �èXðYjÖÏ @ �HA«ñÒj. ÖÏ @ 	à

AK. @ 	Yë 	áÓ i. �J 	J����
 . AK
ñ 	J�K

ZA 	� 	®Ë @ :Q�.»

@ ZA 	� 	̄ ú


	̄
L1(Ω) PAÔ 	«@ 	áºÖß
 ′′ ��KAªË @ @ 	Yë 	PðAj. �JË ′′ ð . �é 	®J
ª 	� AJ
k. ñËñK. ñ£ ø



@

. Ω úÎ« 	àðX@P �HA�AJ
�®Ë M(Ω)

	QÓQ 	K . ∥u∥ = sup
x∈Ω

∣u(x)∣ Õæ

	¢ 	JËAK. @Xð 	QÓ E = Cc(Ω) ZA 	� 	®Ë@ Q�. �Jª 	K , 	�Q 	ªË@ @ 	Yë Ég.


@ 	áÓ

Ég.

@ 	áÓ . M(Ω) �Ë ú


G 	Qk. ZA 	� 	̄ ©Ó L1(Ω)
��K. A¢	� 	¬ñ� . M(Ω) �K. E′ ø
 ñ	J�JË @ éKA 	� 	̄ úÍ@

: ú

�G
�
BA¿ T : L1(Ω) −→ M(Ω)

��J
J.¢�JË @ 	¬Qª	K @ 	Yë

úÎ« QÒ�J�Ó ù
 ¢ 	k É¾ �� ñë u ∈ Cc(Ω) 7−→
∫

fu
��J
J.¢�JË @ 	àA

	̄ , �èA¢ªÓ f ∈ L1(Ω) �Ë
	à

@ �IJ
m�'. ; Tf �K. éË 	QÓQ 	K Cc(Ω)

< Tf, u >E′,E=

∫
fu.

	à

AK. ð M(Ω) ú


	̄
L1(Ω) 	áÓ ù
 ¢ 	k ��J
J.¢�� T 	à


AK. �éËñîD��. ���®j�J 	K

;( [EX] Q 	¢	� @ ) ∥Tf∥M(Ω) = sup
u∈Cc(Ω)

∥u∥⩽1

∫
fu = ∥f∥L1(Ω)

ZA 	� 	®K. L1(Ω)
�é�®K. A¢Ó A 	J 	JºÖß
 T É 	� 	®K. . M(Ω) úÍ@ L1(Ω) 	áÓ ��
A�®�K ñë T ,Q 	k

�
@ ú 	æªÖß.

�éJ.� 	�ËAK. M(Ω) ú

	̄ AJ
�.�	� �é�@Q��Ó 	àñº�K L1(Ω) ú


	̄ �èXðYjÖÏ @ �HA«ñÒj. ÖÏ @ . M(Ω) �Ë ú

G 	Qk.

	áÓ �èXðYm× �éJ
ËA�J�JÓ (fn)
�I	KA¿ @ 	X @ é 	K


AK. øQ 	K , ½Ë 	Y» . ¾(M,Cc) ∗ �é 	®J
ª 	�Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË

AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË ¹ �AJ
�̄ úÍ@ H. PA�®�J�K (fnk
)

�ék. Q 	j�J�Ó �éJ
K 	Qk. �éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K é 	KA
	̄
L1(Ω)

ø


@ , ¾(M,Cc)

∫
fnk

u −→< ¹, u > ∀u ∈ Cc(Ω).

o b e i k a n d l . c o m
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AJ
�. �	� �é�@Q��ÖÏ @ L1(Ω) 	áÓ �HA«ñÒj. ÖÏ @ ù
 ë AÓ : �éJ
�K
�
B@ �é��
ñªË@ �éË


A�ÖÏ @ úÍ@ Q�
 ��	� @Q�
 	g


@

? ¾(L1, L∞) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË
�ËAK. ù¢ªK
 H. @ñm.Ì'@

�èXðYm× �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω ⊂ ℝN 	áº�JË �� .( Dunford− Pettis ) 29.4
�é 	JëQ�.Ó ∗

. �èXðYm× �éJ
K 	Qk. �é«ñÒm.× ℱ ⊂ L1(Ω) 	áº�JË .( ¡J
��. �JÊË )
A 	JK
YË 	àA¿ @ 	X @ ¡�® 	̄ ð @ 	X @ ¾(L1, L∞) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË AJ
�. �	� �é�@Q��Ó ℱ 	à 	X@

�IJ
m�'. ∃± > 0 ∀² > 0

.∣A∣ < ± ©Ó ∀A ⊂ Ω ð ∀f ∈ ℱ
∫

A

∣f ∣ < ²

, Neveu [1] , Beauzamy [1] , Dunford− Schwartz [1] C�JÓ Q 	¢	� @ , 	àAëQ�. ÊË �éJ.� 	�ËAK.
. [EX] ð


@ ( Èð


B@ É� 	®Ë@ ) Dellacherie−Meyer [1]

�éJ
êj. �JÓ Õæ

�̄ �H@ 	X È@ðX (3

È@ðYÊË ZA 	� 	®» Lp(Ω;E)
	¬Qª	K . pA 	JK. Z A 	� 	̄

E 	áºJ
Ë ð ℝN 	áÓ �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω 	áº�JË
)
∫

Ω

∥f(x)∥pdx < ∞ �IJ
m�'. , éjJ
 	�ñ�K I. m.�'
 ú 	æªÖß. �é�ñJ
�®Ë @ , E ú

	̄ Õæ


�®K. , Ω úÎ« �é 	̄QªÖÏ @

3.4 ð 2.4 	á�
ª¢�®ÖÏ @ ú

	̄ AëA 	JK



@P ú


�æË @ ��A�	mÌ'@ Ñ 	¢ªÓ 	à@ .( p = ∞ �Ë ø
 XAJ
�J«B@ Q�
J
 	ª�JË @ ©Ó

úÎ« .( ú
æ�A¾ª	K @ ð

@ É� 	®ÊË ÉK. A�̄ E ) E úÎ« �éÖ ßCÓ �HAJ
 	�Q 	̄ �é 	̄ A 	�@

�é¢�
Qå�� �éjJ
m�� ù�®J. �K
©Ó ��K. A¢�JK
 éK
ñ 	J�K ð ú
æ�A¾ª	K @ Lp(Ω;E) 	àA

	̄
1 < p < ∞ ð AJ
�A¾ª	K @ E 	àA¿ @ 	X @ ÈA�JÖÏ @ ÉJ
�. �

ZA 	� 	̄
E 	àA¿ @ 	X @ Marle [1] ð L. Schwartz [5] , Edwards [1] C�JÓ Q 	¢	� @) Lp′

(Ω;E′)
Evolution equations Pñ¢�JË @ �HBXAªÓ �éK
Q 	¢	� ú


	̄ AÓAë @PðX I. ªÊ�K �H@ZA 	� 	®Ë @ è 	Yë .( �HQ�. Êë
.( ℝ 	áÓ BAm.× 	àñºK
 Ω 	àA

	̄ �éËAmÌ'@ è 	Yë ú

	̄ )

Interpolation Theory ÈAÒº�J�B@ �éK
Q 	¢	� (4

. �éK
Q 	¢	JË @ è 	YêË �éK
 @YJ. Ë @ �é¢�® 	K É�JÖ �ß �èQ�
�JÓ �éj. J
�� 	K 	�Qª	JË
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�é«ñÒm.× Ω ⊂ ℝN 	áº�JË �� .( M.Riesz− Thorin, Marcinkiewicz ) 30.4
�é 	JëQ�.Ó ∗

	à

AK. 	�Q 	® 	K . @QÒ�J�Ó ð AJ
¢ 	k @Q�K ñÓ T : L1(Ω) −→ L1(Ω) 	áºJ
Ë .(¡J
��. �JÊË) �èXðYm×

. 1 < p < ∞ É¾Ë T : Lp(Ω) −→ Lp(Ω) 	à 	X@ . T : L∞(Ω) −→ L∞(Ω)

, Stein−Weiss [1] , Dunford− Schwartz [1] C�JÓ Q 	¢	� @ , 	àAëQ�. ÊË �éJ.� 	�ËAK.�éK
Q 	¢	� �HPñ£ Y�®Ë . [EX] ð ( ú

	GA�JË @ Z 	Qm.Ì'@ ) Reed− Simon [1] , Bergh− Löfström [1]

�èYJ
 	®Ó Yg. �éÊJ
�ð Yª�K . ÑëQ�
 	« ð Stein , Calderon , Peetre , Lions
	¬Q£ 	áÓ ÈAÒº�J�B@

C�JÓ Q 	¢	� @ , �éJ
K 	Qm.Ì'@ �éJ
Ê 	�A 	®�JË @ �HBXAªÖÏ @ �éK
Q 	¢	� ú

	̄ �é�A 	g ð , ÉJ
Êj�JË @ ú


	̄
. Lions−Magenes [1]

	© 	KñK
 �é 	JK
AJ. �JÓ (5

©Ó g ∈ Lq(ℝN ) ð f ∈ Lp(ℝN ) 	áº�JË �� .( 	© 	KñK
 ) 31.4
�é 	JëQ�.Ó ∗
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