
3

�é� 	®J
ª 	� �HA�J
k. ñ�Ëñ�K. ñ�£
�é�J
�A�ºª	K @ �H@ZA� 	� 	̄
É��� 	®ÊË �éÊ�K. A��̄ �H@ZA� 	� 	̄
. ÐA 	¢�J 	K AK. �é�K. Ym× �H@ZA� 	� 	̄

	áÓ �éÊKA« Éªm.�
�' ú


�æË @ 	á�k

B@ AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ Èñk Q�
» 	Y��K .1.3

�èQÒ�J�Ó �HA�®J
J.¢�JË @

	áÓ �éÊKA« (Yi)i∈I
	áº�JË ð �é«ñÒm.× X 	áº�JË . �éÓAªË@ AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ Èñk Q�
»

	Y�JK.

@YJ. 	JË

. 'i : X −→ Yi
��J
J.¢�� A 	JK
YË i ∈ I É¾Ë . �éJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ �HA«ñÒj. ÖÏ @

, 	áºÓ

@ @ 	X @ . �èQÒ�J�Ó ('i)i∈I

�HA�®J
J.¢�JË @ ©J
Ôg. Éªm.�
�' AJ
k. ñËñK. ñ¢�. X YK
ð 	Q�K �� .1

�éË

A�Ó

,Q 	k
�
@ ú 	æªÖß. ] �ékñ�J 	®ÖÏ @ �HA«ñÒj. ÖÏ @ 	áÓ XY« É�̄ 

AK. ø


@ , 	á�k


B@ T AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ ZA ��	� @

. �èQÒ�J�Ó ('i)i∈I
�HA�®J
J.¢�JË @ É¿ Éªm.�

�' ú

�æË @ [ ′′ @XA��J�̄ @ ′′ Q��»


B@ AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@

X �Ë �éJ
K 	Qk. �é«ñÒm.× É¿ 	à

@ ú 	æªÖß.] �éª¢�®�JÖÏ @ AJ
k. ñËñK. ñ¢ËAK. @Xð 	QÓ X 	àA¿ @ 	X @ é 	K


@ 	¡kC	K

ù
 ë AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ è 	Yë 	àA
	̄ ÈAmÌ'@ �éªJ
J.¢�. ; �èQÒ�J�Ó 	àñº�K 'i É¿ 	àA

	̄ ,[ �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× ù
 ë
! @XA��J�̄ @ É�̄ 

B@ ù
 ë ÉK. �� ′′ �éK
XA��J�̄ @ ′′ 	àñº�K 	à

@ YªK.


@

�éJ.� 	�ËAK. �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× �èPðQå	�ËAK. ù
 ë '−1
i (!i)

	à 	X@ , �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× !i ⊂ Yi
	áº�JË

'−1
i (!i)

	àA
	̄ , I É�JÖß
 i ð Yi

�ékñ�J 	®Ó �HA«ñÒm.× �éÊKA« !i É�JÖ �ß AÓY 	J« . T AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË
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	áÓ �ékñ�J 	®Ó �HA«ñÒm.× �èPðQå	�ËAK. ù
 ë , X �Ë �éJ
K 	Qm.Ì'@ �HA«ñÒj. ÖÏ @ 	áÓ �éÊKA« É¾ ����
	á�k


B@ AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ ù
 ë T AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ . (U¸)¸∈Λ

�éÊKAªË @ è 	Yë ù
 Ò�	� ; T AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@
: �éJ
ËA�JË @ �éË


A�ÖÏ @ úÍ@ A 	KXñ�®K
 ½Ë 	X 	àA

	̄ @ 	YêË . �ékñ�J 	®Ó �HA«ñÒm.× (U¸)¸∈Λ Éªm.�
�' ú


�æË@

	àñº�K ú

�æË @ ð , @XA��J�̄ @ Q��»


B@ , X �Ë �éJ
K 	Qm.Ì'@ �HA«ñÒj. ÒÊË ℱ �éÊKAªË @ ZA ��	� @ �� .2

�éË

A�Ó

2
�éË


A�ÖÏ @ úÎ« H. @ñm.Ì'@ . ¸ ∈ Λ ©J
Òm.Ì U¸ ∈ ℱ 	à


@ �IJ
m�'. ð

∪

ù

	®J
»

ð
∩

é�J 	JÓ
�Ë �éJ.� 	�ËAK. �èQ�®�J�Ó

: ú
ÍA�JË @ Z A 	JJ. Ë AK. ú

�G

AK


úÎ« É�m� 	' @ 	Yºë ð . �éJ
î �D 	JÓ Γ , Γ ⊂ Λ , ∩

¸∈Γ

ø


@ �éJ
î �D 	JÖÏ @ �HAª£A�®�JË @ �éK
 @YJ. Ë @ ú


	̄ 	Y 	g

A 	K

@ 	Yë YªK. . ∩

é�J 	JÓ
�Ë �éJ.� 	�ËAK. (stable)

�èQ�®�J�Ó , X �Ë �éJ
K 	Qk. �HA«ñÒm.× 	áÓ �é 	KñºÓ Φ
�éÊKA«

Φ
�éÊKAªË @ 	à


@ l� 	�@ñË@ 	áÓ . Φ 	áÓ Qå�A 	JªË XAm��' @ ø



@ ��K
Q£ 	á« �é 	KñºÖÏ @ ℱ �éÊKAªË @ 	Y 	g


A 	K

. ∩

é�J 	JÓ
�Ë �éJ.� 	�ËAK. �èQ�®�J�Ó ℱ �éÊKAªË @ 	à


@ ú
æîE
YJ. Ë @ Q�
 	« 	áÓ é 	K


@ B@ ; XAm��' @ ø



B �éJ.� 	�ËAK. �èQ�®�J�Ó

�Ë @ ¨ñ 	�ñÓ ñë @ 	Yë

. ∩

é�J 	JÓ
�Ë �éJ.� 	�ËAK. �èQ�®�J�Ó ℱ �éÊKAªË @ 	à@ �� .1.3 �éJ£ñ�K

. �HA«ñÒj. ÖÏ @ �éK
Q 	¢	� ©Ó (!) Aª�JÜØ Am�'
ðQ�K É�JÖß
 é 	K @ . øPA�®ÊË ¼ðQ��Ó 1.3
�éJ£ñ�JË @ �HAJ. �K @

	àñºK
 	à

@ 	áºÖß
 	àA¿ . ℱ ZA ��	� @ ÈC 	g �HAJ
ÊÒªË@ I. �
�KQ�K �º« A 	J 	JºÖß
 B �� .1

�é 	¢kCÓ
. ∩

é�J 	JÓ
�Ë @ 	Y 	g


@ ½Ë 	X YªK. ð (U¸)

�HA«ñÒj. ÖÏ
∪

ù

	®J
»

�K. Q�
º 	®�JËAK. ZYJ. Ë @ A 	��


@ AJ
ªJ
J.£

Q�
 	« Aî 	E

@ Q�
 	« , ∩

é�J 	JÓ
�Ë �éJ.� 	�ËAK. �èQ�®�J�Ó ÈAmÌ'@ �éªJ
J.¢�. ù
 ë �é�®K
Q¢Ë@ è 	YîE. �é 	KñºÖÏ @ �éÊKAªË @

. �éJ
 	®J
» �H@XAm��' @ 	Y 	g

@ øQ 	k


@ �èQÓ ù


	ªJ. 	�K
 . ∪

ù

	®J
»

�Ë �éJ.� 	�ËAK. �èQ�®�J�Ó
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�HAª£A�®�K Bð

@ 	Y 	g


A 	K AÓY 	J« T AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �ékñ�J 	®ÖÏ @ �HA«ñÒj. ÖÏ @ úÎ« É�m� 	' : � 	jÊ 	JË

	Y 	g

A 	K ½Ë 	X YªK. ð Yi ú


	̄ �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× !i
, '−1

i (!i) É¾ �� úÎ« �HA«ñÒj. ÖÏ �éJ
î �D 	JÓ
. �éJ
 	®J
» �H@XAm��' @

T AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. x �Ë �H@P@ñk. �èY«A�̄ úÎ« 	à 	X@ É�m� 	' , x ∈ X
�é¢�® 	K ZA¢«@ Y 	J«

. Yi ú

	̄
'i(x) �Ë P@ñk. ñë Vi

	à@ �IJ
k
∩

é�J 	JÓ
'−1
i (Vi) É¾ ��Ë@ �H@ 	X �HA«ñÒj. ÖÏ @ 	Y 	g


A 	K AÓY 	J«

è 	YêË �éJ
Ëð

B@ ��A�	mÌ'@ 	�ªJ. K. Q» 	Y 	JË ; T AJ
k. ñËñK. ñ¢ËAK. X Xð 	Q 	�� ú


�G

AJ
� AÒJ
 	̄
. AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@

. X ú

	̄ �éJ
ËA�J�JÓ (xn) 	áº�JË �� .1.3 �éJ
 	��̄ ∙

. i ∈ I É¾Ë 'i(xn) −→ 'i(x) @ 	X @ ¡�® 	̄ ð @ 	X @ xn −→ x 	à 	X@

.QÒ�J�Ó 'i É¿ 	à

B ½Ë 	X ð i ∈ I É¾Ë 'i(xn) −→ 'i(x)

	àA
	̄ , xn −→ x @ 	X @ �� . �HAJ. �K @

É¾ ��Ë@ úÎ« U 	à

@ Q�. �Jª 	K 	à


@ A 	JË 	Pñm.�'
 é 	KA

	̄ ��J.� AÓ úÎ« ZA 	JK. . x �Ë @P@ñk. U 	áºJ
Ë , AJ
�º«
'i(xn) ∈ Vi

�IJ
m�'. Ni iJ
m�� XY« Yg. ñK
 i ∈ J É¾Ë . é�J 	JÓ J ⊂ I , U =
∪

i∈J

'−1
i (Vi)

□ . n ⩾ N É¾Ë xn ∈ U 	à 	X@ A 	JK
YË . N = max
i∈J

Ni
	áºJ
Ë . n ⩾ Ni É¾Ë

. X úÍ@ Z 	áÓ A�®J
J.¢�� Ã 	áºJ
Ë ð AJ
k. ñËñK. ñ£ ZA 	� 	̄
Z 	áºJ
Ë �� .2.3 �éJ
 	��̄ ∙

. i ∈ I É¾Ë �éJ.� 	�ËAK. Yi úÍ@ Z 	áÓ QÒ�J�Ó 'ioÃ @ 	X @ ¡�® 	̄ ð @ 	X @ QÒ�J�Ó Ã 	à 	X@

U 	áº�JË , AJ
�º« . i ∈ I É¾Ë A 	��


@ @QÒ�J�Ó 	àñºK
 'ioÃ

	àA
	̄ , @QÒ�J�Ó Ã 	àA¿ @ 	X @ �� . �HAJ. �K @

U 	à

AK.

	¬Qª	K . Z ú

	̄ �ékñ�J 	®Ó Ã−1(U)

�é«ñÒj. ÖÏ @ 	à

@ úÎ« 	áëQ�. 	JË ; X ú


	̄ �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.×
	à

@ ½Ë 	X úÎ« I. �KQ��K
 . Yi ú


	̄ �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× !i ©Ó U =
∪

ù

	®J
»

∩

é�J 	JÓ
'−1
i (!i) É¾ ��Ë@ úÎ«

Ã−1(U) =
∪

ù

	®J
»

∩

é�J 	JÓ
Ã−1['−1

i (!i)] =
∪

ù

	®J
»

∩

é�J 	JÓ
('ioÃ)

−1(!i);

□ .QÒ�J�Ó 'ioÃ
	à

@ PAJ. �J«AK. Z ú


	̄ �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.×
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¾(E,E ′) �é 	®J
ª 	�Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ
Ëð

@ ��A� 	k ð 	K
Qª�K .2.3

�K.
	¬QªÖÏ @ ��J
J.¢�JÊË 'f : E −→ ℝ �K. 	QÓQ 	K . f ∈ E′ 	áº�JË ð pA 	JK. Z A 	� 	̄

E 	áºJ
Ë
	áÓ ('f )f∈E′

�éÊKA« úÎ« É�m� 	' E′ Qå�A 	J« É¿ f i�Ö �ß AÓY 	J« . 'f (x) =< f, x >

. ℝ úÍ@ E 	áÓ �HA�®J
J.¢�JË @

ú

�æË @ E úÎ« 	á�k


B@ AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ ù
 ë E úÎ« ¾(E,E′) �é 	®J
ª 	�Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ �� . 	K
Qª�K

, X = E ©Ó 1.3 ©¢�®ÖÏ @ ú

	̄ Xñk. ñÖÏ @ ú 	æªÖÏ AK. ) �èQÒ�J�Ó ('f )f∈E′ �HA�®J
J.¢�JË @ ©J
Ôg. Éªm.�

�'
.( I = E′ ð Yi = ℝ

. �éËñ� 	®Ó ¾(E,E′) �é 	®J
ª 	�Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ �� .3.3 �éJ
 	��̄

O2 ð O1
	á�
�Jkñ�J 	®Ó 	á�
�J«ñÒm.× ZA ��	� @ �Ij�. 	K . x1 ∕= x2 ©Ó x1, x2 ∈ E 	áºJ
Ë �� . �HAJ. �K @

. O1 ⌢ O2 = ∅ ð x2 ∈ O2
, x1 ∈ O1

�IJ
m�'. ¾(E,E′) �é 	®J
ª 	�Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK.
É� 	®K
 ��Ê 	ªÓ ñ�J�Ó ��ñ 	̄ Yg. ñK
 ( ú


	GA�JË @ ú
æ�Y 	JêË @ É¾ ��Ë@ ) pA 	JK. - 	àAë �é 	JëQ�.Ó úÍ@ @XA 	J���@
�IJ
m�'. ® ∈ ℝ ð f ∈ E′ Yg. ñK
 	à 	X@ . ú
Îª 	̄ É¾ ���. {x2} ð {x1}

< f, x1 > < ® < < f, x2 > .

© 	�	�

O1 = {x ∈ E; < f, x > < ®} = '−1
f (]−∞, ®[)

O2 = {x ∈ E; < f, x > > ®} = '−1
f (]®,+∞[).

ð x2 ∈ O2
, x1 ∈ O1

	àA �®�®m��' ð ¾(E,E′) úÍ@
�éJ.� 	�ËAK. 	àA�Jkñ�J 	®Ó 	àA�J«ñÒm.× O2 ð O1

□ . O1 ⌢ O2 = ∅

AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. x0 �Ë �H@P@ñk. �èY«A�̄ úÎ« É�m� 	' ; x0 ∈ E 	áºJ
Ë �� .4.3
�éJ
 	��̄

É¾ ��Ë@ �H@ 	X �HA«ñÒj. ÖÏ @ ©J
Ôg. A 	K 	Y 	g

@ @ 	X @ ¾(E,E′)

V = {x ∈ E; ∣ < fi, x− x0 > ∣ < ² ∀i ∈ I}
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. ² > 0 ð fi ∈ E′ , é�J 	JÓ I 	à

AK. AÒÊ«

�é«ñÒm.× ù
 ë , ai =< fi, x0 > ©Ó V =
∩

i∈I

'−1
fi

(]ai − ², ai + ²[) 	à

@ l� 	�@ñË@ 	áÓ �� . �HAJ. �K @

x0 �Ë @P@ñk. U 	áºJ
Ë AJ
�º« . x0 úÎ« ø
 ñ�Jm��' ð ¾(E,E′) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. �ékñ�J 	®Ó
W ⊂ U , x0 �Ë W P@ñk. Yg. ñK
 é 	K


AK. ( 1.3 úÍ@ ©k. P@ ) 	¬Qª	K . ¾(E,E′) �Ë �éJ.� 	�ËAK.

	à 	X@ . ai =< fi, x0 > �Ë ( ℝ ú

	̄ ) P@ñk. !i ð , é�J 	JÓ I , W =

∩

i∈I

'−1
fi

(!i) ú

�G
�
B@ É¾ ��ËAK.

□ . x0 ∈ V ⊂ W ⊂ U ú
ÍA�JËAK. . i ∈ I É¾Ë ]ai − ², ai + ²[⊂ !i
�IJ
m�'. ² > 0 Yg. ñK


x ñm� 	' xn H. PA�®�K úÍ@ xn ⇀ x �K. 	QÓQ 	K A 	J 	K A
	̄ , E ú


	̄
(xn)

�éJ
ËA�J�JÓ A 	JK
YË �I	KA¿ @ 	X @ �� . 	Q�
ÓQ�K
l� 	�ñ	K 	¬ñ� A 	J 	K A

	̄ 	�ñÔ 	« ø


@ ø
 XA 	®�JË . ¾(E,E′) �é 	®J
ª 	�Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ úÍ@

�éJ.� 	�ËAK.
′′ 	à


AK. Y»ñ 	K 	¬ñ� �AJ. �JË @ ø



@ �éËAg ú


	̄ . ′′ ¾(E,E′) �Ë �éJ.� 	�ËAK. 	ª 	��. xn ⇀ x ′′

. ∥xn − x∥ −→ 0 	à

@ ú


	æª 	JË ′′ �èñ�®K. xn −→ x

A 	JK
YË . E ú

	̄ �éJ
Ë A�J�JÓ (xn) 	áº�JË �� .5.3 �éJ
 	��̄ ∙

[ ∀f ∈ E′ < f, xn >−→< f, x > ] ⇐⇒ [ ¾(E,E′) úÍ@
�éJ.� 	�ËAK. xn ⇀ x ] (@)

. ¾(E,E′) úÍ@
�éJ.� 	�ËAK. xn ⇀ x 	àA

	̄ , �èñ�®K. xn −→ x @ 	X @ (H. )
©Ó �èXðYm× 	àñº�K ∥xn∥ 	àA

	̄ , ¾(E,E′) úÍ@
�éJ.� 	�ËAK. 	ª 	��. xn ⇀ x @ 	X @ (�k. )

. ∥x∥ ⩽ lim inf ∥xn∥
	à

@ ú 	æªÖß. ) E′ ú


	̄ �èñ�®K. fn −→ f @ 	X @ ð ¾(E,E′) úÍ@
�éJ.� 	�ËAK. 	ª 	��. xn ⇀ x @ 	X @ (X)

. < fn, xn >−→< f, x > 	àA
	̄ ,( ∥fn − f∥E′ −→ 0

. �HAJ. �K @
. ¾(E,E′) �é 	®J
ª 	�Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ 	K
Qª�K 	áÓ ð 1.3

�éJ
 	��®Ë@ 	áÓ i. �J 	J����
 (@)
. ∣ < f, xn > − < f, x > ∣ ⩽ ∥f∥∥xn − x∥ 	à


B @Q 	¢	� (@) 	áÓ i. �J 	J����
 (H. )

	à 	X@ ù

	®ºK
 . �ðAî 	DK
A�J� - pA 	JK. �é 	JëQ�.Ó úÎ« I. �KQ���K ú


�æË@ �� 3.2
�éÓ 	PC�Ë@ ��J.¢	� �� .(�k. ) 	àAëQK.

, f ∈ E′ É¾Ë é 	K

@ YJ
K. . �èXðYm× (< f, xn >)n

�é«ñÒj. ÖÏ @ 	àA
	̄
f ∈ E′ É¾Ë é 	K


@ 	áÓ ���®j�J 	K 	à


@

; f ∈ E′ 	áºJ
Ë .( �èXðYm× Aî 	EA
	̄ �A 	g É¾ ���. ) < f, x > ñm� 	' < f, xn >

�éJ
ËA�J�JÖÏ @ H. PA�®�J�K
A 	JK
YË
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∣ < f, xn > ∣ ⩽ ∥f∥∥xn∥
�éK
Aî 	DË @ Y 	J« ð

∣ < f, x > ∣ ⩽ ∥f∥ lim inf ∥xn∥.
( 4.1

�éÓ 	PB ) ú
ÍA�JËAK. ð

∥x∥ = sup
∥f∥⩽1

∣ < f, x > ∣ ⩽ lim inf ∥xn∥.

A 	JK
YË �� .(X) 	àAëQK.

∣ < fn, xn > − < f, x > ∣ ⩽ ∣ < fn − f, xn > ∣+ ∣ < f, xn − x > ∣
⩽ ∥fn − f∥∥xn∥+ ∣ < f, xn − x > ∣.

□ .(�k. ) ð (@) É 	� 	®K. �éj. J
�� 	JË @ úÍ@ �Ê	m� 	'

ð ¾(E,E′) �é 	®J
ª 	�Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ 	àA
	̄ é�J 	JÓ YªK. @ 	X E 	àñºK
 AÓY	J« �� .6.3

�éJ
 	��̄
ð @ 	X@

	J
ª 	� É¾ ���. H. PA�®�J�K (xn)
�éJ
ËA�J�JÓ 	àA

	̄ �A 	g É¾ ���. . 	àAK
ðA����K �éK
XAªË@ AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@
. ø
 ñ�̄ É¾ ���. �IK. PA�®�K @ 	X @ ¡�® 	̄

�é 	KPA�®Ó �ékñ�J 	®ÖÏ @ �HA«ñÒj. ÖÏ @ 	áÓ É�̄
@ XY« AÖ ß @X AîE
YË �é 	®J
ª 	�Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ �� . �HAJ. �K @

ù
 ë �éK
ñ�̄ �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× É¿ 	à

AK. �IJ. �� 	K 	à


@ A 	JJ
Ê« I. k. ñ�JK
 AJ
�º« . �éK
ñ�®Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢ËAK.

. �éK
ñ�®Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. x0 �Ë @P@ñk. U 	áºJ
Ë ð x0 ∈ E 	áºJ
Ë . �é 	®J
ª 	� �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.×

. V ⊂ U 	à@ �IJ
m�'. ¾(E,E′) �é 	®J
ª 	�Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. x0 �Ë V P@ñk. ZA ��	� @ ù

	ªJ. 	�K


	à@ �IJ
m�'. ² > 0 ð E′ ú

	̄
(fi)i∈I

�éJ
î �D 	JÓ �é«ñÒm.× XAm.�'
 @ ù

	ªJ. 	�K
 , øQ 	k


@ �èPAJ.ªK.

V = {x ∈ E; ∣ < fi, x− x0 > ∣ < ², ∀i ∈ I} ⊂ U.

. ∀i , ∥ei∥ = 1 ©Ó E �Ë �èY«A�̄ e1, e2, ....en PA�J	m� 	' . B(x0, r) ⊂ U 	à

AK. 	�Q 	® 	JË

�éJ
¢ 	k �HAJ
Ë @X n É�JÖ �ß x 7−→ xi
�HA�®J
J.¢�JË @ ; x =

n∑

i=1

xiei ÉJ
Êj�JË @ A 	JK
YË , x ∈ E É¾Ë
	à 	X@ A 	JK
YË . fi �èAÒ�Ó E ú


	̄ �èQÒ�J�Ó

∥x− x0∥ ⩽
n∑

i=1

∣ < fi, x− x0 > ∣ < n²

o b e i k a n d l . c o m



77

□ . V ⊂ U úÎ« É�m� 	' , ² =
r

n
A 	KPAJ
�J 	kAK. . x ∈ V �Ë �éJ.� 	�ËAK.

�é 	®J
ª 	�Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. (ú
Í@ñ�JË @ úÎ« �é�®Ê 	ªÖÏ @) �ékñ�J 	®ÖÏ @ �HA«ñÒj. ÖÏ @ �� .2
�é 	¢kCÓ

AÓY 	J« . �éK
ñ�®Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. (ú
Í@ñ�JË @ úÎ« �é�®Ê 	ªÓ) �ékñ�J 	®Ó �HA«ñÒm.× ù
 ë ¾(E,E′)

	áÓ 	á �� 	k

@ 	àñº�K ¾(E,E′) �é 	®J
ª 	�Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ 	àA

	̄ ú

GAî 	EB YªK. @ 	X E 	àñºK


�éJ.� 	�ËAK. (ú
Í@ñ�JË @ úÎ« �é�®Ê 	ªÓ) �ékñ�J 	®Ó �HA«ñÒm.× Yg. ñ�K é 	K

@ ú 	æªÖß. , �éK
ñ�®Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@

AÒJ
 	̄ . �é 	®J
ª 	�Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. (ú
Í@ñ�JË @ úÎ« �é�®Ê 	ªÓ) �ékñ�J 	®Ó Q�
 	« �éK
ñ�®Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË
: 	àBA�JÓ ú
ÎK


�é 	®J
ª 	�Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. �é�®Ê 	ªÓ �I��
Ë S = {x ∈ E; ∥x∥ = 1} �é«ñÒj. ÖÏ @ �� .1 ÈA�JÓ
é 	K


@ úÎ« 	áëQ�. 	JË ��X


@ É¾ ���. . ��C£B @ úÎ« ¾(E,E′)

(1) S
¾(E,E′)

= {x ∈ E; ∥x∥ ⩽ 1}

. [ ¾(E,E′) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. S �é�̄C 	«@ É�JÖ �ß S
¾(E,E′) ]

�Ë @P@ñk. V 	à 	X@ 	áºJ
Ë . x0 ∈ S
¾(E,E′) 	à


@ 	áÓ ���®j�J 	JË . ∥x0∥ < 1 �IJ
m�'. x0 ∈ E 	áºJ
Ë

ñë V 	à

AK. 	�Q�� 	® 	K 	à


@ A 	J 	K A¾ÓAK. . V ⌢ S ∕= ∅ 	à


AK. �IJ. �� 	K 	¬ñ� ; ¾(E,E′) �Ë �éJ.� 	�ËAK. x0

ú

�G
�
B@ É¾ ��Ë@ úÎ«

V = {x ∈ E; ∣ < fi, x− x0 > ∣ < ² ∀i = 1, 2, ...n}
©Ó

. f1, f2, ...fn ∈ E′ ð ² > 0

�IJ
m�'. y0 ∕= 0 , y0 ∈ E �IJ. �� 	JË

< fi, y0 >= 0 ∀i = 1, 2, ...n

�K.
	¬QªÖÏ @ ' : E −→ ℝn ��J
J.¢�JË @ 	àA

	̄ B@ ð ; Xñk. ñÓ y0 �Ë @ @ 	Yë É�JÓ ]

'(z) = (< fi, z >)1⩽i⩽n

. [ dimE ⩽ n úÍ@ ø
 X ñK
 AÜØ � '(E) úÍ@ E 	áÓ AJ
ÊK. A �®�K C¿ A ���� ' 	àñºJ
� ð A 	JK
AJ. �JÓ 	àñºJ
�
©Ó [0,+∞[ úÎ« �èQÒ�J�Ó g(t) = ∥x0 + ty0∥ �éË @YË@

. lim
t→+∞

g(t) = +∞ ð g(0) < 1

o b e i k a n d l . c o m
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1x0 + t0y0 ∈ V ⌢ S ú
ÍA�JËAK. . ∥x0 + t0y0∥ = 1 �IJ
m�'. t0 > 0 	à 	X@ Yg. ñK

	à

@ 	áÓ ���®j�JË @ Õç�' Y�®Ë

S ⊂ {x ∈ E; ∥x∥ ⩽ 1} ⊂ S
¾(E,E′)

.

AÓ ñë ð �� ¾(E,E′) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. �é�®Ê 	ªÓ {x ∈ E; ∥x∥ ⩽ 1} 	à

AK. A 	JÒÊ« @ 	X @

. (1) úÎ« É�m� 	' A 	J 	K A
	̄ �� 7.3

�é 	JëQ�. ÖÏ @ 	áÓ i. �J 	J����


AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. A �®Ê¢Ó �ékñ�J 	®Ó Q�
 	« U = {x ∈ E; ∥x∥ < 1} �é«ñÒj. ÖÏ @ �� .2 ÈA�JÓ
Éª 	®ËAK. . 	̈ PA 	̄

¾(E,E′) �Ë U É 	g@X 	à

@ 	áÓ ���®j�J 	�� ��X


@ É¾ ���. . ¾(E,E′) �é 	®J
ª 	�Ë@

�IJ
m�'. ¾(E,E′) �Ë �éJ.� 	�ËAK. x0 �Ë V P@ñk. ð x0 ∈ U Xñk. ð �� 	��̄ A 	J�JË AK. �� 	�Q�� 	® 	JË
	��̄ A 	J��K
 AÓ @ 	Yë ð �� x0

Q�.« QÖß
 Õæ

�®�J�Ó úÎ« ø
 ñ�Jm�'
 V 	àA

	̄ ��J.� AÓ úÎ« @XAÒ�J«@ . V ⊂ U

. V ⊂ U ©Ó

B ¾(E,E′) �é 	®J
ª 	�Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ 	àA
	̄ ú


GAî 	EB YªK. @ 	X E 	àñºK
 AÓY	J« �� .3
�é 	¢kCÓ

ú

�æË@ ð E úÎ« �é 	̄QªÓ (Õæ


	¢ 	� ø


@ ú
ÍA�JËAK. ð) �éK
Q��Ó �éË @X ø



@ Yg. ñ�K B é 	K


@ ú 	æªÖß. , �èQ��ÜØ 	àñº�K

CK. A�̄ E′ 	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ øQ 	K 	¬ñ� A 	J 	K


@ YJ
K. . [EX] Q 	¢	� @ ; E úÎ« �é 	®J
ª 	�Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ 	©J.���

	©J.��
 ø

	YË@ ð B = {x ∈ E; ∥x∥ ⩽ 1} úÎ« 	¬QªÓ ø
 Q��Ó ZA ��	� @ ©J
¢���	� A 	J 	K A

	̄ É� 	®ÊË
. ′25.3 �é 	JëQ�.Ó Q 	¢	� @ ; B úÎ« ¾(E,E′) �é 	®J
ª 	�Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �èQ�
 	¢ 	� AJ
k. ñËñK. ñ£

ð 	ª 	��. H. PA�®�J�K �HAJ
ËA�J�JÓ AÓñÔ« Yg. ñ�K ú

GAî 	EB YªK. @ 	X E 	àñºK
 AÓY 	J« �� .4 �é 	¢kCÓ ∗

E 	àA¿ @ 	X @ ð

@ �� ( 6.3 ©¢�®ÖÏ @ Q 	¢ 	� @ ) É� 	®ÊË CK. A�̄ E′ 	àA¿ @ 	X @ C�JÓ . �èñ�®K. H. PA�®�J�K B

ð ∥xn∥ = 1 �IJ
m�'. E ú

	̄
(xn)

�éJ
ËA�J�JÓ ZA ��	� @ ©J
¢���	� �� ( 5.3 ©¢�®ÖÏ @ Q 	¢ 	� @ ) AJ
�A¾ª	K @
�H@ 	X pA 	JK. �H@ZA 	� 	̄ Yg. ñ�K ½Ë 	X ©Ó . [EX] Q 	¢	� @ ; ¾(E,E′) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. xn ⇀ 0

½ÊÖß
 E = l1 C�JÓ . �èñ�®K. �éK. PA �®�JÓ , 	ª 	��. H. PA�®�J�K �éJ
ËA�J�JÓ É¿ AîD
	̄ 	àñº�K �éJ
î �D 	JÓ Q�
 	« XAªK.

@

′′ ð �èPXA 	K øQk

BAK. ù
 ë �H@ZA 	� 	®Ë @ è 	Yë 	à


@ YJ
K. . [EX] Q 	¢	� @ ; ′′ �éÓXA�Ë@ ′′ �éJ
�A	mÌ'@ è 	Yë

AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ 	á�
K. Õç' @YË @ 	¬C�J 	kB@ �éË

A�Ó ú


GAî 	EB YªK. ú

	̄ 	��̄ A 	JK
 B @ 	Yë ©J.¢ËAK. . ′′ �éJ
 	�QÓ

	àA¾ÊÖß
 	á�
K
Q��Ó 	áK
ZA 	� 	̄ 	à

AK. Q» 	Y 	JË ] .( 2

�é 	¢kCÓ Q 	¢	� @ ) �éK
ñ�®Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ ð �é 	®J
ª 	�Ë@
	áK
ZA 	� 	®Ë 	áºÖß
 é 	K


@ Q�
 	« . AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ � 	® 	K ú
ÍA�JËAK. 	àA¾ÊÖß
 , �éK. PA �®�JÖÏ @ �HAJ
ËA�J�JÖÏ @ � 	® 	K

¾(E,E′) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. x0 �Ë V P@ñk. É¿ ú

GAî 	EB YªK. ú


	̄ . ú
ÍA�JËA¿ ñë ZA 	JJ. Ë @ @ 	YêË ú
æ�Y 	JêË @ Q�
� 	®�JË @ 1

. x0 Q�.« QÖß
 ′′ ÉKAë ′′ ù

	®Ë

�
A�K ZA 	� 	̄ úÎ« ø
 ñ�Jm�'
 ÉK. �� x0 Q�.« QÖß
 Õæ


�®�J�Ó úÎ« ø
 ñ�Jm�'
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. [ AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ � 	® 	K �èPðQå	�ËAK. A¾ÊÖß
 	à

@ 	àðX �éK. PA �®�JÖÏ @ �HAJ
ËA�J�JÖÏ @ � 	® 	K A¾ÊÖß
 	à


@ 	á�
J
k. ñËñK. ñ£

�éJ
¢ 	k �H@Q�K ñÓ ð , �éK. Ym× �HA«ñÒm.× , �é 	®J
ª 	� AJ
k. ñËñK. ñ£ .3.3

�éJ.� 	�ËAK. A 	��


@ �é�®Ê 	ªÓ ù
 ë ¾(E,E′) �é 	®J
ª 	�Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. �é�®Ê 	ªÓ �é«ñÒm.× É¿

YJ
K. . ú

GAî 	EB YªK. ú


	̄ iJ
m�� Q�
 	« �ºªË@ 	à

AK. ( 2

�é 	¢kCÓ ) A 	JK. QÓ Y�®Ë . �éK
ñ�®Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË
. �éK. YjÖÏ @ �HA«ñÒj. ÒÊË �éJ.� 	�ËAK. 	á�
�KQº 	®Ë @ 	á�
�KAë ��K. A¢�� �I�. �J 	�� A 	J 	K


@

�Ë �éJ.� 	�ËAK. ��C 	«B @ �é 	®J
ª 	� C 	à 	X@ . �éK. Ym× �é«ñÒm.× C ⊂ E 	áº�JË �� .7.3
�é 	JëQ�.Ó ∙

. ��C 	«B @ �éK
ñ�̄ �I	KA¿ @ 	X @ ¡�® 	̄ ð @ 	X @ ¾(E,E′)

CC 	à

@ 	áÓ ���®j�J 	JË . ��C 	«B @ �é 	®J
ª 	� Aî 	E


AK. �IJ. �� 	JË ð ��C 	«B @ �éK
ñ�̄

C 	à

AK. 	�Q�� 	® 	JË �� . �HAJ. �K @

� 	àAë �é 	JëQ�.Ó úÍ@ @XA 	J���@ . x0 ∕∈ C 	à 	X@ 	áºJ
Ë . ¾(E,E′) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. �ékñ�J 	®Ó
ð f ∈ E′ Yg. ñK
 	à 	X@ . C ð {x0} ú
Îª 	̄ É¾ ���. É� 	®K
 ��Ê 	ªÓ ñ�J�Ó ��ñ 	̄ Yg. ñK
 é 	KA

	̄ pA 	JK.
�IJ
m�'. ® ∈ ℝ

< f, x0 > < ® < < f, y > ∀y ∈ C.

© 	�	JË

V = {x ∈ E; < f, x > < ®};
. ¾(E,E′) �Ë �éJ.� 	�ËAK. �ékñ�J 	®Ó V ð ( V ⊂ CC ú


	æªK
 ) V ⌢ C = ∅ , x0 ∈ V 	à@ �IJ
m�'.
□

	¬A�	�

@ ©£A�®�K ©Ó �é�®Ê 	ªÓ �éK. Ym× �é«ñÒm.× É¿ ��K. A¢�� ��K. A�Ë@ �HAJ. �KB @ 	á�
J. K
 �� .5

�é 	¢kCÓ
�éJ
ËA�J�JÓ (xn)

�I	KA¿ @ 	X @ é 	K

@ 7.3 �é 	JëQ�. ÖÏ @ ú
æ

	��J�®�K , øQ 	k

@ �éêk. 	áÓ . AêÒ 	��� ú


�æË @ �é�®Ê 	ªÖÏ @ �H@ZA 	� 	®Ë@
x ñm� 	' �èñ�®K. H. PA�®�J�K xn

	áÓ �éK. Ym× ��J
 	̄ @ñ�K �éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K é 	KA
	̄ , x ñm� 	' 	ª 	��. H. PA�®�J�K

. [EX] Q 	¢	� @ ;( Mazur
�é 	JëQ�.Ó )
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AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK.) � . Ð . 	à , �éK. Ym× �éË @X ' : E −→]−∞,∞] 	áº�JË �� .8.3 �éÓ 	PB ∙
. ¾(E,E′) �é 	®J
ª 	�Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. � . Ð . 	à ' 	àA

	̄ 	à 	X@ .( �éK
ñ�®Ë@
	àA

	̄ , ¾(E,E′) �Ë xn ⇀ x @ 	X @ �A 	g É¾ ���.

'(x) ⩽ lim inf '(xn).

�é«ñÒj. ÖÏ @ ¸ ∈ ℝ É¾Ë é 	K

AK. ���®j�J 	K 	à


@ ù


	®ºK
 �� . �HAJ. �K @

A = {x ∈ E; '(x) ⩽ ¸}

' 	à

@ AÖß.) �èñ�®K. �é�®Ê 	ªÓ A ð ( �éK. Ym× ' 	à


@ AÖß.) �éK. Ym× A 	à


@ YJ
K. . ¾(E,E′) �Ë �éJ.� 	�ËAK. �é�®Ê 	ªÓ

�é�®Ê 	ªÓ ù
 ë A
�é«ñÒj. ÖÏ @ 	àA

	̄
7.3

�é 	JëQ�.ÒÊË @XA 	J���@ .( �éK
ñ�®Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. � . Ð . 	à
□ . ¾(E,E′) �Ë �éJ.� 	�ËAK. A 	��



@

	àA
	̄
¾(E,E′) �Ë �éJ.� 	�ËAK. xn ⇀ x @ 	X @ é 	K


@ , �ñ�	mÌ'AK. , YK
Yg. 	áÓ Ym.�

	' �� .6
�é 	¢kCÓ

�éJ.� 	�ËAK. �èQÒ�J�Ó ð �éK. Ym× '(x) = ∥x∥ �éË @YË@ 	àA
	̄ Éª 	®ËAK. . ∥x∥ ⩽ lim inf ∥xn∥

	àA
	̄ éJ
Ê« ð �� �éK
ñ�®Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. � . Ð . 	à ' øQk


BAK. 	à 	X@ ð , �éK
ñ�®Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË

. ¾(E,E′) �é 	®J
ª 	�Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. � . Ð . 	à '

. F úÍ@ E 	áÓ @QÒ�J�Ó AJ
¢ 	k @Q�K ñÓ T 	áºJ
Ë . pA 	JJ. Ë 	áK
ZA 	� 	̄
F ð E 	áºJ
Ë �� .9.3 �é 	JëQ�.Ó

. iJ
m�� �ºªË@ ð ¾(F, F ′) 	J
ª 	� F úÍ@ ¾(E,E′) 	J
ª 	� E 	áÓ QÒ�J�Ó T 	à 	X@

QÒ�J�Ó x 7−→< f, Tx >
��J
J.¢�JË @ 	à


AK. ���®j�JË @ ù


	®ºK
 é 	KA
	̄
2.3

�éJ
 	��®Ë@ úÍ@ @XA 	J���@ �� . �HAJ. �K @
x 7−→< f, Tx >

��J
J.¢�JË @ 	à

@ YJ
K. . f ∈ F ′ É¾Ë ½Ë 	X ð ℝ úÍ@ ¾(E,E′) 	J
ª 	� E 	áÓ

�é 	®J
ª 	�Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. A 	��


@ QÒ�J�Ó ñê 	̄ ú
ÍA�JËAK. . E úÎ« QÒ�J�Ó ù
 ¢ 	k ú
Í@X ñë

. ¾(E,E′)
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ú

	̄ ��Ê 	ªÓ G(T ) 	à 	X@ . 	J
ª 	� F úÍ@

	J
ª 	� E 	áÓ QÒ�J�Ó ù
 ¢ 	k T 	à

AK. 	�Q�� 	® 	JË AJ
�º«

E × F ú

	̄ ��Ê 	ªÓ G(T ) 	àA

	̄ ú
ÍA�JËAK. ð ¾(E × F,E′ × F ′) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. E × F

T 	à

AK. ( 7.2

�é 	JëQ�.Ó ) ��Ê 	ªÖÏ @ 	àAJ
J. Ë @ �é 	JëQ�.Ó �é¢�@ñK. i. �J 	J���	� . �éK
ñ�®Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK.
AJ
¢ 	k T 	àA¿ @ 	X @ é 	K


@ úÎ« 	áëQ�. K
 ÈBY�J�B@ � 	® 	K .( ø
 ñ�̄ ) F úÍ@ ( ø
 ñ�̄ ) E 	áÓ QÒ�J�Ó

F úÍ@ ( ø
 ñ�̄ ) E 	áÓ @QÒ�J�Ó 	àñºK
 T 	àA
	̄ ,( 	J
ª 	� ) F úÍ@ ( ø
 ñ�̄ ) E 	áÓ @QÒ�J�Ó

□ .( ø
 ñ�̄ )

	à@ . �HAJ. �KB @ ú

	̄ AJ
��
KP @PðX 9.3

�é 	JëQ�. ÖÏ @ ú

	̄ ′′ ù
 ¢ 	k T ′′ �éJ
 	�Q 	®Ë @ I. ªÊ�K �� .7 �é 	¢kCÓ

	áÓ @QÒ�J�Ó , I. ËA 	ªË @ ú

	̄ , ��
Ë ( ø
 ñ�̄ ) F úÍ@ ( ø
 ñ�̄ ) E 	áÓ @QÒ�J�Ó ð ù
 ¢ 	k Q�
 	« A�®J
J.¢��

. [EX] Q 	¢	� @ ; ¾(F, F ′) úÍ@ ¾(E,E′)

¾(E ′, E) ∗ �é 	®J
ª 	�Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ .4.3

ø
 ñ	J�JË @ Õæ

	¢ 	JËAK. @Xð 	QÓ ) éK
ñ 	J�K E′ 	áºJ
Ë , pA 	JK. Z A 	� 	̄

E 	áºJ
Ë
Õæ


	¢ 	JËAK. @Xð 	QÓ E′ ø
 ñ	J�K E′′ 	áºJ
Ë ð ( ∥f∥ = sup
x∈E

∥x∥⩽1

∣ < f, x > ∣

∥»∥ = sup
f∈E′
∥f∥⩽1

∣ < », f > ∣.

��J
J.¢�JË @ É¾ ���
 , A�J�. �JÓ x ∈ E 	áºJ
Ë : ú

�G
�
BA¿ 	¬QªÓ J : E −→ E′′ ú


	Gñ 	KA�̄ 	áK
AJ. �K A 	JK
YË
Jx �K. éJ
Ë @ 	QÓQK
 E′′ 	áÓ @Qå� 	J« ú


	æªK
 , E′ úÎ« AJ
¢ 	k A�®J
J.¢�� ℝ úÍ@ E′ 	áÓ f 7−→< f, x >

, 	à 	X@ A 	JK
YË . 2

< Jx, f >E′′,E′=< f, x >E′,E ∀x ∈ E, ∀f ∈ E′.

; x ∈ E É¾Ë ∥Jx∥E′′ = ∥x∥E ú 	æªÖß. A��
A �®�K É¾ ���
 J 	à

AK. ð ù
 ¢ 	k J 	à


@ l� 	�@ñË@ 	áÓ

Éª 	®ËAK.

∥Jx∥ = sup
∥f∥⩽1

∣ < Jx, f > ∣ = sup
∥f∥⩽1

∣ < f, x > ∣ = ∥x∥

ø

	YË@ ð , 2.1

�é 	¢kCÖÏ @ ú

	̄ éË A 	gX@ Õç�' ø


	YË@ , F : E −→ E′ ø
 ñ	J�JË @ ��J
J.¢�JË @ ©Ó ¡Ê	mÌ'@ ÐY« �ñ�	mÌ'AK. ñk. Q 	K 2

.( �éJ
�KQ�. ÊêË @ �éËAmÌ'@ Z A 	J�J���AK. ) ù
 ¢ 	k Q�
 	« , I. ËA 	ªË @ ú

	̄ ,ñë
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. [EX] C�JÓ Q 	¢	� @ , 3 @QÓA 	« J 	àñºK
 B 	à

AK. �HYm�'
 	à


@ 	áºÖß
 .( 4.1

�éÓ 	PC�Ë@ úÍ@ @XA 	J���@ )
. E′′ �Ë ú


G 	Qk. ZA 	� 	̄ ©Ó E
��K. A¢	� 	à


@ A 	J 	JºÖß
 J ��K
Q£ 	á«

: 	àA�JJ
k. ñËñK. ñ£ E′ ZA 	� 	®Ë@ úÎ« �I 	̄Q« 	à
�
B@ YmÌ

,( E′ Õæ

	¢ 	JK. �é¢J. �KQÖÏ @ ) �éK
ñ�®Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ (

@
.( 3.3 ©¢�®ÖÏ @ ú


	̄ �éÓY�®ÖÏ @ ) ¾(E′, E′′) �é 	®J
ª 	�Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ (H.
Q�
 ��	� ú


�æË @ ð ∗ �é 	®J
ª 	�Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ : E′ úÎ« �é�JËA�K AJ
k. ñËñK. ñ£ 	K
Qª�JK. 	à
�
B@ Ðñ�® 	J�

�K.
	¬QªÖÏ @ 'x : E′ −→ ℝ ��J
J.¢�JË @ Q�. �Jª 	K x ∈ E É¾Ë . 4¾(E′, E) �K. AîD
Ë @

('x)x∈E
�HA�®J
J.¢�JË @ 	áÓ �éÊKA« úÎ« É�m� 	' E i�Öß
 x AÓY 	J« . f 7−→ 'x(f) =< f, x >

. ℝ ú

	̄
E′ 	áÓ

	á�k

B@ AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ ù
 ë ¾(E′, E) �K. A 	��



@ �é 	KðYÖÏ @ ∗ �é 	®J
ª 	�Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ �� . 	K
Qª�K

. �èQÒ�J�Ó ('x)x∈E
�HA�®J
J.¢�JË @ ©J
Ôg. Éªm.�

�' ú

�æË @ E′ úÎ«

AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ 	áÓ 	á�k

@ ¾(E′, E) AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ 	à


@ l� 	�@ñË@ 	áÔ 	̄ , E ⊂ E′′ 	à


@ AÖß.

�HA«ñÒj. ÖÏ @ 	áÓ É�̄
@ @XY« ø
 ñ�Jm��' ¾(E′, E) AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ 	àA

	̄ øQ 	k

@ �èPAJ.ªK. . ¾(E′, E′′)

úÎ« ø
 ñ�Jm��' AëPðYK. ú

�æË @] ¾(E′, E′′) AJ
k. ñËñK. ñ¢ËAK. �é 	KPA�®Ó (ú
Í@ñ�JË @ úÎ« �é�®Ê 	ªÖÏ @) �ékñ�J 	®ÖÏ @

.[ �éK
ñ�®Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢ËAK. �é 	KPA �®Ó (ú
Í@ñ�JË @ úÎ« �é�®Ê 	ªÖÏ @) �ékñ�J 	®ÖÏ @ �HA«ñÒj. ÖÏ @ 	áÓ É�̄
@ XY«

. �HAJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ PA �® 	̄ @ úÎ« P@Qå�B @ @ 	Yë I. �.� 	á« ZøPA�®Ë @ ÈZA���K
 AÖß.P �� .8
�é 	¢kCÓ

Aî 	EA
	̄ �ékñ�J 	®ÖÏ @ �HA«ñÒj. ÖÏ @ 	áÓ É�̄

@ XY« úÎ« AÓ AJ
k. ñËñK. ñ£ ø
 ñ�Jm��' AÓY 	J« : ú

�G
�
B@ ñë I. �. �Ë@

�èYgñË@ �èQ» 	à

AK. , C�JÓ , øQ	�� . �é�@Q��ÖÏ @ �HA«ñÒj. ÖÏ @ 	áÓ Q�.»


@ XY« úÎ« ø
 ñ�Jm��' �ºªË@ úÎ«

	à

@ YJ
K. . ¾(E′, E) ∗ �é 	®J
ª 	�Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. �é�@Q��Ó Aî 	E


AK. �è 	Q�
ÒÖÏ @ �éJ
�A	mÌ'@ ½ÊÖ �ß E′ ú


	̄

ú

�G

A�K A 	Jë 	áÓ . �éK
Xñk. ð �HA 	JëQ�.Ó �HAJ. �KB

�ék. AmÌ'@ Y 	J« AJ
��
KP @PðX I. ªÊ�K �é�@Q��ÖÏ @ �HA«ñÒj. ÖÏ @
. AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ è 	Yë �éJ
Òë


@

. 5.3 ©¢�®ÖÏ @ Q 	¢ 	� @ , ú
æ�A¾ª	K @ E 	à

AK. Èñ�® 	K A 	J 	K A

	̄ @QÓA 	« J 	àñºK
 AÓY 	J« 3

ø
 ñ	J�JË @ úÎ« É 	ª�J ��	� A 	J 	K

AK. A 	KQ» 	Y�K �éÒj. 	JË @ ; weak∗ ø


	Q�
Êm.�
	'B @ hC¢�CË �éÔg. Q�K ñë AJ
Òm.�

	' 	J
ª 	� hC¢�B@ 4

. �éJ
ºK
QÓ

B@ ©k. @QÖÏ @ ú


	̄
E∗ �K. éJ
Ë @ PA ��ÖÏ @
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. �éËñ� 	̄
¾(E′, E) ∗ �é 	®J
ª 	�Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ �� .10.3 �éJ
 	��̄

�IJ
m�'. x ∈ E 	à 	X @ Yg. ñK
 . f1 ∕= f2
�IJ
m�'. E′ ú


	̄
f2 ð f1 	áºJ
Ë �� . �HAJ. �K @

.( f1 ∕= f2
	K
Qª�K AÖ 	ß @ ð , pA 	JK. � 	àAë �é 	JëQ�.Ó ÉÒª�J�	� B A 	Jë ) < f1, x > ∕=< f2, x >

�IJ
m�'. ® É 	gY	JË ; < f1, x > < < f2, x > 	à

AK. ,PA¾ 	̄ 

CË A�J�
J. ���K , 	�Q 	® 	JË

< f1, x > < ® < < f2, x > .

© 	�	JË

O1 = {f ∈ E′; < f, x > < ®} = '−1
x (]−∞, ®[)

O2 = {f ∈ E′; < f, x > > ®} = '−1
x (]®,+∞[).

ð f2 ∈ O2
, f1 ∈ O1

	àA �®�®m��' �� ¾(E′, E) �Ë �éJ.� 	�ËAK. �� 	àA�Jkñ�J 	®Ó 	àA�J«ñÒm.× O2 ð O1

□ . O1 ⌢ O2 = ∅

¾(E′, E) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. f0 ∈ E′ �é¢�® 	JË �H@P@ñk. �èY«A�̄ úÎ« É�m� 	' �� .11.3 �éJ
 	��̄
É¾ ��Ë@ �H@ 	X �HA«ñÒj. ÖÏ @ ©J
Ôg. A 	K 	Y 	g


@ @ 	X @

V = {f ∈ E′; ∣ < f − f0, xi > ∣ < ² ∀i ∈ I}
. ² > 0 ð xi ∈ E , é�J 	JÓ I 	à


AK. AÒÊ«

□ . 4.3 �éJ
 	��®Ë@ �HAJ. �K @ ú 	æJ. �� 	K �� . �HAJ. �K @

f ñm� 	' fn H. PA�®�K úÍ@ fn
∗
⇀ f �K. 	QÓQ 	K A 	J 	K A

	̄ , E′ 	áÓ (fn)
�éJ
ËA�J�JÓ A 	JK
YË �I	KA¿ @ 	X @ �� . 	Q�
ÓQ�K

AÓ AJ. Ë A 	« A 	J 	K A
	̄ 	�ñÔ 	« ø



@ ø
 XA 	®�JË . ¾(E′, E) ∗ �é 	®J
ª 	�Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK.

. ′′ �èñ�®K. fn−→f ′′ ð ′′ ¾(E′, E′′) �Ë fn⇀f ′′ , ′′ ¾(E′, E) �Ë fn ∗
⇀ f ′′ l� 	�ñ	J�
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A 	JK
YË . E′ 	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ (fn) 	áº�JË �� .12.3 �éJ
 	��̄ ∙
[ ∀x ∈ E < fn, x >−→< f, x > ] ⇐⇒ [ ¾(E′, E) �Ë fn ∗

⇀ f ] (@)
. ¾(E′, E′′) �Ë fn⇀f 	àA

	̄ , �èñ�®K. fn −→ f @ 	X @ (H. )
. ¾(E′, E) �Ë fn ∗

⇀ f 	àA
	̄ , ¾(E′, E′′) �Ë fn ⇀ f @ 	X @

. ∥f∥ ⩽ lim inf ∥fn∥ ©Ó �èXðYm× 	àñº�K ∥fn∥ 	àA
	̄ , ¾(E′, E) �Ë fn ∗

⇀ f @ 	X @ (�k. )
	àA

	̄ , E ú

	̄ �èñ�®K. xn −→ x @ 	X @ ð ¾(E′, E) �Ë fn

∗
⇀ f @ 	X @ (X)

. < fn, xn >−→< f, x >

□ . 5.3 �éJ
 	��®Ë@ �HAJ. �K @ �H@ñ¢ 	k � 	® 	K Y«

@ �� . �HAJ. �K @

@ 	X @ ð ( ¾(E′, E′′) �Ë fn ⇀ f 	àA¿ ñË ú �æk ð

@ ) ¾(E′, E) �Ë fn ∗

⇀ f @ 	X @ �� .9 �é 	¢kCÓ
	à

@ ÈðAg ) < fn, xn >−→< f, x > 	à


AK. i. �J 	J���	� 	à


@ 	áºÖß
 C 	̄ , ¾(E,E′) �Ë xn⇀x

.( �HQ�. ÊêË ZA 	� 	̄ ú

	̄ BA�JÓ 	àñº�K

, �éK
ñ�̄ ) �é�KC�JË @ �HAJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ 	àA
	̄ é�J 	JÓ YªK. @ 	X E 	àñºK
 AÓY	J« �� .10

�é 	¢kCÓ
E 	áÓ @QÓA 	« A�®J
J.¢�� 	à 	X@ 	àñºK
 J 	àA

	̄ Éª 	®ËAK. ; �é�®K. A¢�JÓ 	àñº�K ( ¾(E′, E) , ¾(E′, E′′)
	à

AK. i. �J 	J���	� éJ
Ê« ð dimE = dimE′ = dimE′′ 	à


@ PAJ. �J«AK. E′′ úÎ«
. ¾(E′, E) = ¾(E′, E′′)

AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. @QÒ�J�Ó AJ
¢ 	k A�®J
J.¢�� ' : E′ −→ ℝ 	áºJ
Ë �� .13.3
�éJ
 	��̄ ∗

�IJ
m�'. x ∈ E Yg. ñK
 	à 	X@ . ¾(E′, E)

'(f) =< f, x > ∀f ∈ E′.

. @Yg. �èYJ
 	®Ó �éK
Q�.g. �éJ£ñ�K úÍ@ �HAJ. �KB @ h. A�Jm�'
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�IJ
m�'. X úÎ« �éJ
¢ 	k �HAJ
Ë @X ','1, '2...'n
	áº�JË ð AJ
êj. �JÓ ZA 	� 	̄

X 	áºJ
Ë �� .2.3 �éJ£ñ�K

(2) [ 'i(º) = 0 ∀i = 1, 2, ...n ] =⇒ [ '(º) = 0 ].

. ' =
n∑

i=1

¸i'i
�IJ
m�'. ¸1, ¸2, ...¸n ∈ ℝ Yg. ñK
 	à 	X@

�K.
	¬QªÖÏ @ F : X −→ ℝn+1 ��J
J.¢�JË @ Q�. �Jª 	JË �� . 2.3 �éJ£ñ�JË @ �HAJ. �K @

F (u) = ['(u), '1(u), '2(u), ...'n(u)].

{a} É� 	̄ 	à 	X@ A 	J 	JºÖß
 . R(F ) úÍ@ ù
 Ò�J 	�K
 B a = [1, 0, 0, ...0] 	à

AK. (2) �éJ
 	�Q 	®Ë@ 	áÓ i. �J 	J���	�

® ∈ ℝ ð ¸, ¸1, ¸2, ...¸n ∈ ℝ Xñk. ð ú 	æªÖß. , ℝn+1 ú

	̄ ñ�J�Ó ��ñ 	̄ �é¢�@ñK. AJ
Êª 	̄

R(F ) ð
�IJ
m�'.

¸ < ® < ¸'(u) +
n∑

i=1

¸i'i(u) ∀u ∈ X.

A 	JK
YË , ú
ÍA�JËAK.

¸'(u) +
n∑

i=1

¸i'i(u) = 0 ∀u ∈ X

□ .( ¸ ∕= 0 ú
ÍA�JËAK. ) ¸ < 0 ð

�Ë �éJ.� 	�ËAK. 0 �Ë V P@ñk. Yg. ñK
 , ¾(E′, E) �Ë QÒ�J�Ó ' 	à

@ AÖß. �� . 13.3 �éJ
 	��®Ë@ �HAJ. �K @

�IJ
m�'. ¾(E′, E)

∣'(f)∣ < 1 ∀f ∈ V.

�éÊ¿ A �� úÎ« V 	à

AK. 	�Q�� 	® 	K 	à


@ A 	J 	JºÖß


V = {f ∈ E′; ∣ < f, xi > ∣ < ² ∀i = 1, 2...n}
. '(f) = 0 	àA

	̄ , ∀i = 1, 2, ...n < f, xi >= 0 @ 	X @ �A 	g É¾ ���. . ² > 0 ð xi ∈ E ©Ó
	à

AK. øQ 	K 2.3

�éJ£ñ�JË @ ��J
J.¢�� Y 	J«
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'(f) =
n∑

i=1

¸i < f, xi >=< f,
n∑

i=1

¸ixi > ∀f ∈ E′.

□

	à 	X @ . ¾(E′, E) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. A �®Ê 	ªÓ E′ ú

	̄ ñ�J�Ó ��ñ 	̄

H 	áºJ
Ë �� .14.3 �éÓ 	PB ∗
ú


�G
�
B@ É¾ ��ËAK. ñë H

H = {f ∈ E′; < f, x >= ®}
. ® ∈ ℝ Qå�	J« ð x ∕= 0 , x ∈ E Qå�	JªË

É¾ ��ËAK. ù
 ë H
�é«ñÒj. ÖÏ @ �� . �HAJ. �K @

H = {f ∈ E′; '(f) = ®}
f0 �Ë @P@ñk. V 	áºJ
Ë ð f0 ∕∈ H 	áºJ
Ë . ' ∕≡ 0 , ℝ úÍ@ E′ 	áÓ ù
 ¢ 	k ��J
J.¢�� ' �IJ
k

	à

@ 	�@Q�� 	̄ @ A 	J 	JºÖß
 . V ⊂ CH �IJ
m�'. ¾(E′, E) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK.

V = {f ∈ E′; ∣ < f − f0, xi > ∣ < ² ∀i = 1, 2, ...n}.
A 	JK
YË é 	K A

	̄
V H. Ym��' É 	� 	®K.

AÓ@

(3) '(f) < ® ∀f ∈ V

ð

@

(3′) '(f) > ® ∀f ∈ V.

	à

AK. (3) 	áÓ i. �J 	J���	�

'(g) < ®− '(f0) ∀g ∈ W = V − f0,

úÎ« É�m� 	' −W = W 	à

@ AÖß. ð

(4) ∣'(g)∣ ⩽ ∣®− '(f0)∣ ∀g ∈ W.
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0 Y	J« QÒ�J�Ó ' 	à

AK. (4) 	áÓ �Ê 	j�J��
 . (3′) �éJ
 	�Q 	®Ë@ �Im��' �éj. J
�� 	JË @ � 	® 	K úÍ@ É�	�

Yg. ñK
 : 13.3
�éJ
 	��®Ë@ ��J
J.¢�� 	à 	X@ A 	J 	JºÖß
 .( 0 �Ë P@ñk. W 	à


@ AÖß. ) ¾(E′, E) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË

�IJ
m�'. x ∈ E

'(f) =< f, x > ∀f ∈ E′. □

	àñº�K 	à 	X@ ( E ∕= E′′ ú 	æªÖß. ) E′′ úÍ@ E 	áÓ @QÓA 	« J 	àñºK
 B AÓY	J« �� .11 �é 	¢kCÓ
Yg. ñ�K ÉK. B . ¾(E′, E′′) AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ 	áÓ ú
Îª 	̄ É¾ ���. 	á�k


@ ¾(E′, E) AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@

» ∈ E′′ 	àA¿ @ 	X @ ÈA�JÖÏ @ ÉJ
�. � úÎ« . ¾(E′, E) �Ë �é�®Ê 	ªÓ Q�
 	« ð ¾(E′, E′′) �Ë �é�®Ê 	ªÓ �HAK. Ym×
	àA

	̄ , » ∕∈ J(E) ð

H = {f ∈ E′; < », f >= 0}
.( 14.3

�éÓ 	PC�Ë@ Q 	¢	� @ ) ¾(E′, E) �Ë ��Ê 	ªÓ Q�
 	« é 	JºË , ¾(E′, E′′) �Ë ��Ê 	ªÓ ñ�J�Ó ��ñ 	̄ ñë
: E′ ú


	̄ �é�®Ê 	ªÖÏ @ �HAK. YjÖÏ @ 	áÓ 	àA«ñ	K Yg. ñK
 é 	K

@ Q» 	Y�J 	JË

I. k. ñÖß. 	àAJ
� 	à@QÓ

B@ 	à@ 	Yë �� ¾(E′, E′′) �Ë �é�®Ê 	ªÖÏ @ ð


@ ] �èñ�®K. �é�®Ê 	ªÖÏ @ �HAK. YjÖÏ @ (@

,[ 7.3
�é 	JëQ�. ÖÏ @

. ¾(E′, E) �Ë �é�®Ê 	ªÖÏ @ �HAK. YjÖÏ @ (H.

�é«ñÒj. ÖÏ @ �� .( Banach−Alaoglu− Bourbaki ) 15.3
�é 	JëQ�.Ó ∙

. ¾(E′, E) ∗ �é 	®J
ª 	�Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. �é�@Q��Ó BE′ = {f ∈ E′; ∥f∥ ⩽ 1}

ø

	X ù
 ÒJ
 	¢ 	� ZA 	� 	®Ë �é�®Ê 	ªÖÏ @ �èYgñË@ �èQ» 	à


AK. ( 5.6

�é 	JëQ�.Ó ) A�®kB øQ	�� �� .12 �é 	¢kCÓ
Ñê 	® 	K 	à 	X@ A 	Jë 	áÓ . �éK
ñ�®Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. @YK.


@ �é�@Q��Ó 	àñº�K 	à


@ 	áºÖß
 B ú


GAî 	EB YªK.
. 15.3 �é 	JëQ�.ÒÊË ð ¾(E′, E) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ
�A�


B@ �éJ
Òë


B@

. !x ∈ ℝ ©Ó ! = (!x)x∈E �K. Y Qå�A 	JªË 	QÓQ 	K ; Y = ℝE Z @Ym.Ì'@ Z A 	� 	̄ Q�. �Jª 	K �� . �HAJ. �K @
( L.Schwartz [2] ð


@ Dixmier [1] C�JÓ Q 	¢	� @ ) �éJ
K @Ym.Ì'@ AJ
k. ñËñK. ñ¢ËAK. Xð 	QÓ Y ZA 	� 	®Ë@

x AÓY 	J« ) �èQÒ�J�Ó ! 7−→ !x
�HA�®J
J.¢�JË @ Éªm.�

�' ú

�æË@ Y úÎ« 	á�k


B@ AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ ú 	æªÖß.

��J
J.¢�JË @ Q�. �Jª 	K . ¾(E′, E) AJ
k. ñËñK. ñ¢ËAK. Ñ 	¢�J 	JÓ É¾ ���. E′ Xð 	Q 	�� ú
ÎK
 AÒJ
 	̄ .( E i�Öß


úÍ@ E′ 	áÓ QÒ�J�Ó Φ 	à

@ l� 	�@ñË@ 	áÓ . Φ(f) = (< f, x >)x∈E �K.

	¬QªÖÏ @ Φ : E′ −→ Y

o b e i k a n d l . c o m
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ÉÒª�J�@ Õç�' �I�. �JÓ x ∈ E É¾Ë QÒ�J�Ó f 7−→ (Φ(f))x =< f, x >
��J
J.¢�JË @ 	à


AK. 	¡kB ) Y

; 	áK
AJ. �JÓ Φ 	à

AK. l� 	�@ñË@ 	áÓ . Φ(E′) úÎ« E′ 	áÓ É¿ A ���� ñë Φ 	à


AK. �IJ. �� 	JË .( 2.3

�éJ
 	��®Ë@
x ∈ E É¾Ë 	à


@ �IJ. �� 	K 	à


@ ( 2.3

�éJ
 	��®Ë@ I. �m�'. ) ù

	®ºK
 . Φ−1 �éK
P@QÒ�J�@ 	áÓ ���®j�J 	JË

ú
æîE
YK. ñë ø

	YË@ Zú
æ

��Ë @ ; Φ(E′) úÎ« QÒ�J�Ó ! 7−→< Φ−1(!), x >
��J
J.¢�JË @ 	àA

	̄ , �I�. �JÓ
. < Φ−1(!), x >= !x

	à

@ úÍ@ @Q 	¢ 	�

�IJ
k Φ(BE′) = K 	à

@ l� 	�@ñË@ 	áÓ øQ 	k


@ �éêk. 	áÓ

K = {! ∈ Y ; ∣!x∣ ⩽ ∥x∥, !x+y = !x + !y, !¸x = ¸!x ∀¸ ∈ ℝ, ∀x, y ∈ E}.
. E′ ú


	̄ �é�@Q��Ó BE′ 	à

AK. i. �J 	J���	� ú
¾Ë Y ú


	̄ �@Q��Ó K 	à

AK. �IJ. �� 	K 	à


@ 	à 	X@ ù


	®ºK

©Ó K = K1 ⌢ K2

	à

@ YJ
K.

K1 = {! ∈ Y ; ∣!x∣ ⩽ ∥x∥ ∀x ∈ E}
K2 = {! ∈ Y ; !x+y = !x + !y, !¸x = ¸!x ∀¸ ∈ ℝ, ∀x, y ∈ E}.

Z @Yg. 	à

AK. Q» 	Y 	JË �� �é�@Q��Ó �H@Q�� 	®Ë Z @Ym.» ) �é�@Q��Ó K1 =

∏

x∈E

[−∥x∥,+∥x∥] �é«ñÒj. ÖÏ @

; ��Ê 	ªÓ K2
	àA

	̄ @Q�
 	g

@ .( L.Schwartz [2] , Dixmier [1] C�JÓ Q 	¢	� @ , �@Q��Ó �é�@Q��Ó �H@ZA 	� 	̄

�HA«ñÒj. ÖÏ @ 	àA
	̄ �é�J�. �JÓ x, y ∈ E , ¸ ∈ ℝ É¾Ë , Éª 	®ËAK.

Ax,y = {! ∈ Y ; !x+y − !x − !y = 0}
B¸,x = {! ∈ Y ; !¸x − ¸!x = 0}

ð ( �èQÒ�J�Ó ! 7−→ !¸x − ¸!x ð ! 7−→ !x+y − !x − !y
�HA�®J
J.¢�JË @ 	à


B @Q 	¢	� ) �é�®Ê 	ªÓ

K2 =
( ∩

x,y∈E

Ax,y

)
⌢

( ∩
x∈E

¸∈ℝ

B¸,x

)
.

□

�éJ
�A¾ª	K @ �H@ZA 	� 	̄
.5.3

©¢�®ÖÏ @ Q 	¢ 	� @ ) E′′ úÍ@ E 	áÓ ú

	Gñ 	KA �®Ë @ 	áK
AJ. �JË @ J 	áºJ
Ë ð pA 	JK. Z A 	� 	̄

E 	áºJ
Ë �� . 	K
Qª�K
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. J(E) = E′′ @ 	X @ ú
æ�A¾ª	K @ E 	à

AK. Èñ�® 	K .( 4.3

É¿ A ����Ë @ �é¢�@ñK. ) 	àA�®K. A¢�JÓ E′′ ð E 	à

AK. AJ
 	JÖÞ 	� Q�. �Jª 	K A 	J 	K A

	̄ AJ
�A¾ª	K @ E 	àñºK
 AÓY 	J«
.( J ú
ÎK. A �®�JË @

Q 	¢ 	� @ ) ZA ��	� @ 	áºÖß
 . ��K. A�Ë@ 	K
Qª�JË @ ú

	̄
J ÈAÒª�J�@ ú
æ�A�


B@ 	áÓ �� .13

�é 	¢kCÓ ∗
.E′′ úÍ@ E 	áÓ QÓA 	« ��
A�®�K Yg. ñK
 éÊg.


B E ú
æ�A¾ª	K @ Q�
 	« ZA 	� 	®Ë ��ëYÓ ÈA�JÓ ( James [1]

. �éJ
�A¾ª	KB@ �H@ZA 	� 	®ÊË AÒêÓ @ 	Q�
J
Ö
�ß �éJ
ËA�JË @ �éj. J
�� 	JË @ 	�Qª�K

@ 	X @ ¡�® 	̄ ð @ 	X @ ú
æ�A¾ª	K @ E 	à 	X@ . pA 	JK. Z A 	� 	̄
E 	áºJ
Ë �� . (Kakutani) 16.3

�é 	JëQ�.Ó ∙
�I	KA¿

BE = {x ∈ E; ∥x∥ ⩽ 1}
. ¾(E,E′) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �é�@Q��Ó

�é 	JëQ�.Ó ) øQ 	k

@ �éêk. 	áÓ . J(BE) = BE′′ 	à 	X@ . ú
æ�A¾ª	K @ E 	à


AK. @ ZYK. 	�Q 	® 	JË �� . �HAJ. �K @

QÒ�J�Ó J−1 	à

@ 	áÓ ���®j�JË @ 	à 	X@ ù


	®ºK
 . ¾(E′′, E′) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �é�@Q��Ó BE′′ 	àA
	̄ ( 15.3

. ¾(E,E′) �K. @Xð 	QÓ E úÍ@ ¾(E′′, E′) �K. @Xð 	QÓ E′′ 	áÓ
@Xð 	QÓ E′′ úÎ« QÒ�J�Ó » 7−→< f, J−1» >

��J
J.¢�JË @ 	à

AK. ( 2.3

�éJ
 	��®Ë@ Q 	¢	� @ ) �IJ. �� 	K 	à

@ ù�®J. K


��J
J.¢�JË @ ð < f, J−1» >=< », f > 	à

@ YJ
K. . �I�. �JÓ f ∈ E′ É¾Ë ½Ë 	X ð ¾(E′′, E′) �K.

. ¾(E′′, E′) �K. @Xð 	QÓ E′′ úÎ« QÒ�J�Ó » 7−→< », f >

: 	á�
�JJ£ñ�K úÍ@ h. A�Jj 	�� �ºªË@ �HAJ. �KB

®1, ®2, ...®n ∈ ℝ ð f1, f2, ...fn ∈ E′ , pA 	JK. Z A 	� 	̄
E 	áºJ
Ë �� . (Helly) 3.3

�éJ£ñ�K
. �é�J�. �JÓ

: 	àA�JJ 	̄ A¾�JÓ 	àA�JJ
ËA�JË @ 	àA�J�
�A	mÌ'@
ð ∥x²∥ ⩽ 1 �IJ
m�'. ∃x² ∈ E ∀² > 0 (@)

∣ < fi, x² > −®i∣ < ² ∀i = 1, 2, ...n,

o b e i k a n d l . c o m
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.
∣∣∣

n∑

i=1

¯i®i

∣∣∣ ⩽
∥∥∥

n∑

i=1

¯ifi

∥∥∥ ∀¯1, ¯2, ...¯n ∈ ℝ (H. )

. �HAJ. �K @

	à

AK. (@) 	áÓ i. �J 	J����
 . S =

n∑

i=1

∣¯i∣ © 	�	JË ð ¯1, ¯2, ...¯n
�IJ. �� 	JË :(H. ) ⇐= (@)

∣∣∣
n∑

i=1

¯i < fi, x² > −
n∑

i=1

¯i®i

∣∣∣ < ²S

	à 	X@ ð
∣∣∣

n∑

i=1

¯i®i

∣∣∣ ⩽
∥∥∥

n∑

i=1

¯ifi

∥∥∥∥x²∥+ ²S ⩽
∥∥∥

n∑

i=1

¯ifi

∥∥∥+ ²S, ∀² > 0.

.(H. ) úÎ« É�m� 	' A 	Jë 	áÓ

−→' : E −→ ℝn ��J
J.¢�JË @ Q�. �Jª 	JË ð −→® = (®1, ®2, ...®n) ∈ ℝn © 	�	JË :(@) ⇐= (H. )
	à

@ 	á« (@) �éJ
�A	mÌ'@ Q�.ª�K . −→' (x) = (< f1, x >,< f2, x >, ... < fn, x >) �K.

	¬QªÖÏ @
ð {−→® } É� 	̄ 	à 	X@ A 	J 	JºÖß
 . −→® ∕∈ '(BE)

	à

AK. 	�Q 	® 	JË ð 	��̄ A 	J�JË AK. ÈY�J� 	�Ë . −→® ∈ '(BE)

�IJ
m�'. ° ∈ ℝ Xñk. ð ð −→̄
= (¯1, ¯2, ...¯n) ∈ ℝn Xñk. ð ú


	æªK
 AÜØ ℝn ú

	̄ AJ
Êª 	̄

'(BE)

−→' (x).
−→̄

< ° < −→® .
−→̄ ∀x ∈ BE .

ú
ÍA�JËAK.
∣∣∣ <

n∑

i=1

¯ifi, x >
∣∣∣ ⩽ ° <

n∑

i=1

®i¯i ∀x ∈ BE

ú 	æªÖß.
∥∥∥

n∑

i=1

¯ifi

∥∥∥ ⩽ ° <
n∑

i=1

®i¯i

□ .(H. ) ©Ó 	��̄ A 	J��K
 AÓ ñë ð

BE′′ ú

	̄ �é 	®J
�J» J(BE)

	à 	X@ . pA 	JK. Z A 	� 	̄
E 	áºJ
Ë �� . (Goldstine) 4.3

�éJ£ñ�K

o b e i k a n d l . c o m



91

. ¾(E′′, E′) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË

�Ij�. 	K . ¾(E′′, E′) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. » �Ë @P@ñk. V 	áºJ
Ë ð » ∈ BE′′ 	áºJ
Ë �� . �HAJ. �K @
É¾ ��Ë@ úÎ« V 	à


AK. 	�Q�� 	® 	K 	à


@ A 	J 	JºÖß
 . J(BE) ⌢ V ∕= ∅ 	à


@ �HAJ. �K @

V = {´ ∈ E′′; ∣ < ´ − », fi > ∣ < ², ∀i = 1, 2, ...n}.
�IJ
m�'. x ∈ BE XAm.�'
AK.

	à 	X@ QÓ

B@ ��Êª�JK


∣ < fi, x > − < », fi > ∣ < ², ∀i = 1, 2, ...n.

A 	JK
YË ∀¯1, ¯2, ...¯n ∈ ℝ 	à

AK. 	¡kC	JË ð ®i =< », fi > © 	�	JË

∣∣∣
n∑

i=1

¯i®i

∣∣∣ =
∣∣∣ < »,

n∑

i=1

¯ifi >
∣∣∣ ⩽

∥∥∥
n∑

i=1

¯ifi

∥∥∥

�IJ
m�'. x² ∈ BE Yg. ñK
 , 3.3
�éJ£ñ�JË @ úÍ@ @XA 	J���@ .( ∥»∥ ⩽ 1 	à


B @Q 	¢	� )

□ . J(x²) ∈ J(BE) ⌢ V 	à

@ ú 	æªÖß. ∀i = 1, 2, ...n ∣ < fi, x² > −®i∣ < ²

�é�®J
�®k ÉÒª�J�@ ) �éK
ñ�®Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË BE′′ ú

	̄ �é�®Ê 	ªÓ J(BE)

	à

AK. 	¡kC	K �� .14 �é 	¢kCÓ

�éJ.� 	�ËAK. BE′′ ú

	̄ �é 	®J
�J» �I��
Ë J(BE) , I. ËA 	ªË @ ú


	̄ , 	à 	X@ .( ��
A�®�K J 	à

AK. ð ÐA�K BE

	à

@

A 	JK
YË 	àñºK
 �IJ
k ð , AJ
�A¾ª	K @ E 	àA¿ @ 	X @ ÈAmÌ'@ �éªJ
J.¢�. @Y« AÓ �� �éK
ñ�®Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË
. J(BE) = BE′′

- 	àAë �é 	JëQ�. ÖÏ ��J
J.¢�� úÎ« AJ
 	�J.Ó 4.3
�éJ£ñ�JÊË @Qå��AJ.Ó A�KAJ. �K @ [EX] ú


	̄ Ym.�
	' �� .15

�é 	¢kCÓ
. E′′ ú


	̄ pA 	JK.

. �éJ
�A¾ª	K @ �éJ
ëA 	J�JÖÏ @ XAªK.

B@ �H@ 	X �H@ZA 	� 	®Ë @ É¿ , ÈAmÌ'@ �éªJ
J.¢�. �� .16 �é 	¢kCÓ

. ¾(E,E′) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �é�@Q��Ó BE
	à

AK. 	à

�
B@ 	�Q 	® 	JË �� . 16.3 �é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @

�éK
Aî 	E
�é 	JëQ�.Ó ) ú
ÍA�JËAK. ð 	á�
�JK
ñ�®Ë@ 	á�
�JJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. QÒ�J�Ó J : E −→ E′′ 	à


AK. 	¡kC	K �éK
 @YK.

. ¾(E,E′) −→ ¾(E′′, E′′′) 	á�
�J 	®J
ª 	�Ë@ 	á�
�JJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. A 	��


@ QÒ�J�Ó J ( 9.3

	àA
	̄ éJ
Ê« ZA 	JK. . ¾(E,E′) −→ ¾(E′′, E′) 	á�
�JJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. QÒ�J�Ó J øQk


BAK.

�éJ.� 	�ËAK. BE′′ ú

	̄ �é 	®J
�J» J(BE)

	à

@ AÖß. . ¾(E′′, E′) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. �é�@Q��Ó J(BE)

	à

AK. �Ê 	j�J�	� ,( 4.3

�éJ£ñ�K ) ¾(E′′, E′) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË

o b e i k a n d l . c o m
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. J(E) = E′′ ú
ÍA�JËAK. ð J(BE) = BE′′

□

. �éJ
�A¾ª	KB@ �H@ZA 	� 	®ÊË �éJ
Ëð

B@ �HAJ
�A	mÌ'@ 	�ªJ. Ë 	à

�
B@ Q�
 ��	�

. A �®Ê 	ªÓ AJ
K 	Qk. AJ
êj. �JÓ ZA 	� 	̄
M ⊂ E 	áºJ
Ë ð AJ
�A¾ª	K @ pA 	JK. Z A 	� 	̄

E 	áºJ
Ë �� .17.3 �éJ
 	��̄ ∙
. ú
æ�A¾ª 	K @ �� E 	áÓ �Ê 	j�J�ÖÏ @ Õæ


	¢ 	JËAK. Xð 	QÓ �� M 	à 	X@

: M úÎ« 	á�
�J 	®J
ª 	� 	á�
�JJ
k. ñËñK. ñ£ A 	JK
YË 	à

AK. 	¡kC	K �éK
 @YK. �� . �HAJ. �K @

. ¾(M,M ′) AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ (@
. M úÎ« ¾(E,E′) AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ Q�K


@ (H.

( �éJ
¢ 	k ÈA¾ ��

B �HAªJ
�ñ�K ð �H@PA��J�̄ @ ©Ó ′′ ÉÓAª�JË @ ′′ ��K
Q£ 	á«) ���®j�J 	K 	à


@ �éËñîD��. 	áºÖß


. 	àA�J�®K. A¢�JÓ 	á�
�JJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ 	á�
�KAë 	à

AK.

	à

@ YJ
K. . ¾(M,M ′) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �é�@Q��Ó BM

	à

AK. ( 16.3

�é 	JëQ�.ÒÊË @XA 	J���@ ) �HAJ. �K @ I. m.�'

.( 7.3

�é 	JëQ�.Ó ) ¾(E,E′) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË ��Ê 	ªÓ M ð ¾(E,E′) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �é�@Q��Ó BE

.¾(M,M ′) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË A 	��


@ ½Ë 	Y» ð , ¾(E,E′) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �é�@Q��Ó BM

	àñº�K ú
ÍA�JËAK.
□

. pA 	JK. Z A 	� 	̄
E 	áºJ
Ë �� .18.3 �éÓ 	PB

. AJ
�A¾ª	K @ E′ 	àA¿ @ 	X @ ¡�® 	̄ ð @ 	X @ AJ
�A¾ª	K @ E 	àñºK
 	à 	X@

�Ë �é�@Q��Ó BE′ 	à

AK. ( 15.3

�é 	JëQ�.Ó ) ÕÎª 	K : ú
æ�A¾ª	K @ E′ ⇐= ú
æ�A¾ª	K @ E �� . �HAJ. �K @
	àA

	̄ ú
ÍA�JËAK. . ú
æ�A¾ª	K @ E 	à

B @Q 	¢	� ¾(E′, E) = ¾(E′, E′′) A 	JK
YË øQ 	k


@ �éêk. 	áÓ . ¾(E′, E)

.( 16.3
�é 	JëQ�.Ó ) ú
æ�A¾ª	K @ E′ 	à 	X@ ð , ¾(E′, E′′) �Ë �é�@Q��Ó BE′
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	à

@ AÖß. . ú
æ�A¾ª	K @ E′′ 	à


AK. ( �é�®K. A�Ë@ �éÊgQÖÏ @ 	áÓ ) ÕÎª 	K : ú
æ�A¾ª	K @ E ⇐= ú
æ�A¾ª	K @ E′

E ú
ÍA�JËAK. . ú
æ�A¾ª	K @ J(E) 	à

AK. ½Ë 	X 	áÓ �Ê 	j�J��
 , E′′ ú


	̄ ��Ê 	ªÓ ú

G 	Qk. ZA 	� 	̄

J(E)

□ . 5ú
æ�A¾ª	K @

�é�®Ê 	ªÓ , �éK. Ym× �éJ
K 	Qk. �é«ñÒm.× K ⊂ E 	áº�JË . AJ
�A¾ª	K @ pA 	JK. Z A 	� 	̄
E 	áºJ
Ë �� .19.3 �éÓ 	PB ∙

. ¾(E,E′) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. �é�@Q��Ó �é«ñÒm.× K 	à 	X@ . �èXðYm× ð

øQ 	k

@ �éêk. 	áÓ .( 7.3

�é 	JëQ�.Ó ) ¾(E,E′) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �é�®Ê 	ªÓ �é«ñÒm.× K 	à@ �� . �HAJ. �K @
□ .( 16.3

�é 	JëQ�.Ó ) ¾(E,E′) �Ë �é�@Q��Ó mBE ð , K ⊂ mBE
�IJ
m�'. m �IK. A�K Yg. ñK


ð �éJ
ËA 	g Q�
 	« , �é�®Ê 	ªÓ �éK. Ym× A ⊂ E 	áº�JË ð , AJ
�A¾ª	K @ pA 	JK. Z A 	� 	̄
E 	áºJ
Ë �� .20.3 �éÓ 	PB ∙

�IJ
m�'. ' ∕≡ +∞ , � . Ð . 	à , �éK. Ym× �éË @X ' : A −→]−∞,+∞]

(5) .( �èXðYm× A �I	KA¿ @ 	X @
�éJ
 	�Q 	̄ B ) lim

x∈A

∥x∥→∞
'(x) = +∞

.'(x0) = min
A

' �IJ
m�'. x0 ∈ A Yg. ñK
 é 	K

@ ú 	æªÖß. , A ú


	̄ øQ 	ª�Ë@ Aî �DK
Aî 	E ¼PY�K ' 	àA
	̄ 	à 	X@

�é«ñÒj. ÖÏ @ Q�. �Jª 	K . ¸0 = '(a) < +∞ �IJ
m�'. a ∈ A 	áºJ
Ë �� . �HAJ. �K @
Ã = {x ∈ A; '(x) ⩽ ¸0}.

AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �é�@Q��Ó ú
æê 	̄ ½Ë 	YË ð ,( (5) úÍ@ @XA 	J���@ ) �èXðYm× ð �é�®Ê 	ªÓ , �éK. Ym× Ã 	à@
.( 8.3

�éÓ 	PB ) ¾(E,E′) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. � . Ð . 	à ' 	àA
	̄ øQ 	k


@ �éêk. 	áÓ . ¾(E,E′)

�IJ
m�'. x0 ∈ Ã Yg. ñK
 : Ã ú

	̄ øQ 	ª�Ë@ Aî �DK
Aî 	E ¼PY�K ' ú
ÍA�JËAK.

'(x0) ⩽ '(x) ∀x ∈ Ã.

E ) 	à 	X@ . F úÍ@ E 	áÓ @QÓA 	« A��
A �®�K T 	àA¿ @ 	X @ ð pA 	JJ. Ë 	áK
ZA 	� 	̄
F ð E 	àA¿ @ 	X @

�éËAg ú

	̄ AJ
îE
YK. 	àñºK
 5

! 13
�é 	¢kCÖÏ @ ©Ó A 	��̄ A 	J�JÓ ��
Ë @ 	Yë .( ú
æ�A¾ª	K @ F ) ⇐⇒ ( ú
æ�A¾ª 	K @

o b e i k a n d l . c o m
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©�̄ @ñË@ ú

	̄ é 	K A

	̄ , ½Ë 	YK. ð '(x0) ⩽ '(a) ⩽ '(x) A 	JK
YË 	àñºK
 x ∈ A ∖ Ã @ 	X @
'(x0) ⩽ '(x) ∀x ∈ A.

□

ð �éJ
�A¾ª	KB@ �H@ZA 	� 	®Ë@ éJ.ªÊ�K ø

	YË@ ú
æ�J
KQË @ PðYË@ 20.3

�éÓ 	PC�Ë@ hQå���� �� .17
�é 	¢kCÓ

. tÌ'@ , É�JÓ

B@ Õºj�JË @ , �H@Q�
 	ª�JË @ H. A�k ú


	̄ �éK. YjÖÏ @ È@ðYË@

A : D(A) ⊂ E −→ F 	áºJ
Ë . 	á�
J
�A¾ª	K @ pA 	JK. ø
 ZA 	� 	̄
F ð E 	áºJ
Ë �� .21.3

�é 	JëQ�.Ó
. D(A) = E ©Ó A�®Ê 	ªÓ , XðYm× Q�
 	« AJ
¢ 	k @Q�K ñÓ

. F ′ ú

	̄ 	J
�J» D(A∗) 	àA

	̄ 	à 	X@
E 	áÓ XðYm× Q�
 	« Q�K ñÒ» A∗∗ PAJ. �J«@ ð A∗∗ : D(A∗∗) ⊂ E′′ −→ F ′′ ÈA 	gX@ 	áÓ @ 	Yë A 	J 	JºÖß


. F úÍ@	à 	X@
A∗∗ = A.

. �HAJ. �K @
ú


	̄ Q 	®�ÊË AK
ðA�Ó , F ′ úÎ« @QÒ�J�Ó AJ
¢ 	k AJ
Ë @X ' 	áºJ
Ë . F ′ ú

	̄ 	J
�J» D(A∗) (1

	à

@ 	�@Q�� 	̄ @ A 	J 	JºÖß
 , ú
æ�A¾ª 	K @ F 	à


@ AÖß. . ' ≡ 0 	à


AK. ( 8.1

�éÓ 	PB ) �HAJ. �K @ Xñ 	K . D(A∗)

	à

AK. ð ' ∈ F

(6) < w,' >= 0 ∀w ∈ D(A∗).

��ñ 	̄ �é¢�@ñK. G(A) ð [0, '] AJ
Êª 	̄ 	à 	X@ É� 	® 	K . E × F ú

	̄
[0, '] ∕∈ G(A) 	àA

	̄ , ' ∕= 0 @ 	X @
�IJ
m�'. [f, v] ∈ E′ × F ′ Yg. ñK
 é 	K


@ ú 	æªÖß. , E × F ú


	̄ ��Ê 	ªÓ ñ�J�Ó

< f, u > + < v,Au > < ® < < v, ' > ∀u ∈ D(A).

	à

AK. , �A 	g É¾ ���. , i. �J 	J���	�

< f, u > + < v,Au >= 0 ∀u ∈ D(A).

ð
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< v, ' > ∕= 0.

. (6) ú

	̄
w = v PAJ
�J 	kAK. 	��̄ A 	J�K úÎ« É�m� 	' ð v ∈ D(A∗) 	à 	X@

. F ′ ú

	̄ 	J
�J» D(A∗) ð ' = 0 ú
ÍA�JËAK.

. A∗∗ = A (2
�HA�̄CªË@ ÉÒª�J�	�

J [G(A∗)] = G(A)⊥

J [G(A∗∗)] = G(A∗)⊥

úÎ« É�m� 	' ú
ÍA�JËAK. ; 6( 6.2 H. AJ. Ë @ Q 	¢ 	� @ )

G(A∗∗) = G(A)⊥⊥ = G(A)

□ . A �®Ê 	ªÓ A 	àñºË

É� 	®ÊË �éÊK. A�̄ �H@ZA 	� 	̄
.6.3

D ⊂ E
�éJ
K 	Qk. �é«ñÒm.× �HYg. ð @ 	X@ Èñ� 	̄ ð


@ É� 	®ÊË ÉK. A�̄ AK
Q��Ó ZA 	� 	̄ 	à


AK. Èñ�® 	K �� . 	K
Qª�K

. �é 	®J
�J» ð YªÊË �éÊK. A�̄

F 	à 	X@ . E ú

	̄ �éJ
K 	Qk. �é«ñÒm.× F 	áº�JË ð É� 	®ÊË CK. A�̄ AK
Q��Ó ZA 	� 	̄

E 	áºJ
Ë �� .22.3 �éJ
 	��̄
. A 	��



@ É� 	®ÊË ÉK. A�̄

X@Y«

@ 	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ (rm) 	áº�JË . E ú


	̄ �é 	®J
�J» ð YªÊË �éÊK. A�̄ �éJ
ËA�J�JÓ (un) 	áº�JË �� . �HAJ. �K @
è 	Yë �I	KA¿ @ 	X @ am,n ∈ B(un, rm) ⌢ F (AJ
K @ñ ��«) PA�J	m� 	' . rm → 0 ©Ó �éJ
K. Am.�'
 @

�éJ
�®J
�®k
ú


	̄ �é 	®J
�J» ð YªÊË �éÊK. A�̄ �é«ñÒm.× É¾ ���� (am,n)
�éJ
ËA�J�JÖÏ @ 	à


AK. l� 	�@ñË@ 	áÓ . �éJ
ËA 	g Q�
 	« �é«ñÒj. ÖÏ @

□ .F

! E′′ úÍ@ E 	áÓ ú

	Gñ 	KA �®Ë @ 	áK
AJ. �JË AK. éË �é�̄C« B ø


	YË@ ; [v, f ] 7−→ [−f, v]
��J
J.¢�JË @ úÍ@ J 	QÓQK
 A 	Jë 6
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. É� 	®ÊË CK. A�̄ E′ 	àñºK
 �IJ
m�'. pA 	JK. Z A 	� 	̄
E 	áºJ
Ë �� .23.3 �é 	JëQ�.Ó

. É� 	®ÊË ÉK. A�̄ E 	à 	X@

Q�
 	« E′ �IJ
m�'. É� 	®ÊË �éÊK. A�̄ E
�éJ
 	kA 	JK. �H@ZA 	� 	̄ Yg. ñ�K . iJ
m�� Q�
 	« �ºªË@ �� .18 �é 	¢kCÓ

.( 4 É� 	®Ë@ Q 	¢	� @ ) E = L1(Ω) ÈA�JÖÏ @ ÉJ
�.� úÎ« ; É� 	®ÊË ÉK. A�̄

	à

@ AÖß. . E′ ú


	̄ �é 	®J
�J» ð YªÊË �éÊK. A�̄ �éJ
ËA�J�JÓ úÍ@ (fn)n⩾1 �K. Q�
 ��	� �� . �HAJ. �K @
∥fn∥ = sup

x∈E

∥x∥⩽1

< fn, x >,

�IJ
m�'. xn ∈ E Yg. ñK
 é 	KA
	̄

. < fn, xn > ⩾ 1

2
∥fn∥ ð ∥xn∥ = 1

�é«ñÒj. ÖÏ @ ñë L0
	à

@ ú 	æªÖß. , (xn)n⩾1

	áÓ YËñÖÏ @ ℚ úÎ« ú
æêj. �JÖÏ @ Z A 	� 	®Ë @ úÍ@ L0 �K. 	QÓQ 	K
L0

	à

AK. 	¡kC	K . ℚ ú


	̄ �HCÓAªÖß. (xn)n⩾1 Qå�A 	JªË �éJ
î �D 	JÖÏ @ �éJ
¢	mÌ'@ ��J
 	̄ @ñ�JË @ ©J
Ôg. 	áÓ �é 	KñºÖÏ @
úÎ« {x1, x2, ...xn} 	áÓ YËñÖÏ @ ℚ úÎ« ú
æêj. �JÖÏ @ Z A 	� 	®Ë @ = Λn

, n É¾Ë , Éª 	®ËAK. ; YªÊË ÉK. A�̄

ℝ úÎ« ú
æêj. �JÖÏ @ Z A 	� 	®Ë@ L 	áºJ
Ë . L0 =
∪

n⩾1

Λn ð ℚn �Ë �éJ
K 	Qk. �é«ñÒm.× ©Ó �éJ
ÊK. A �®�K �é�̄C«

L 	à

@ 	áÓ ���®j�J 	JË . L ú


	̄ �é 	®J
�J» �éJ
K 	Qk. �é«ñÒm.× L0
	à

AK. l� 	�@ñË@ 	áÓ . (xn)n⩾1

	áÓ YËñÖÏ @
.( É� 	®ÊË ÉK. A�̄ E 	à


AK. 	à 	X@ ð E ú


	̄ 	J
�J» L0
	à

AK. ½Ë 	X 	á« i. �J 	J�
� ú
ÍA�JËAK. ) E ú


	̄ 	J
�J»
�Ë . f = 0 	à


AK. ( 8.1

�éÓ 	PB ) �IJ. �� 	JË ; x ∈ L É¾Ë < f, x >= 0 �IJ
m�'. f ∈ E′ 	áºJ
Ë
A 	JK
YË ; ∥f − fn∥ < ² �IJ
m�'. n Yg. ñK
 , ù¢ªÓ ² > 0

1

2
∥fn∥ ⩽ < fn, xn > = < fn − f, xn > + < f, xn > ⩽ ²

□ . f = 0 ú
ÍA�JËAK. . ∥f∥ ⩽ ∥f − fn∥+ ∥fn∥ < 3² 	à 	X@ .( < f, xn >= 0 	à

B @Q 	¢	� )

. pA 	JK. Z A 	� 	̄
E 	áºJ
Ë �� .24.3 �éÓ 	PB
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.( É� 	®ÊË ÉK. A�̄ ð ú
æ�A¾ª	K @ E′ ) ⇐⇒ ( É� 	®ÊË ÉK. A�̄ ð ú
æ�A¾ª	K @ E ) 	à 	X@

( É� 	®ÊË ÉK. A�̄ ð ú
æ�A¾ª	K @ E′ ) 	à

AK. ( 23.3

�é 	JëQ�.Ó ð 18.3
�éÓ 	PB ) A�®J.�Ó ÕÎª 	K �� . �HAJ. �K @

	àA
	̄ , É� 	®ÊË CK. A�̄ ð AJ
�A¾ª	K @ E 	àA¿ @ 	X @ , AJ
�º« .( É� 	®ÊË ÉK. A�̄ ð ú
æ�A¾ª	K @ E ) ⇐=

□ . É� 	®ÊË ÉK. A�̄ ð ú
æ�A¾ª 	K @ E′ 	à 	X@ ; É� 	®ÊË CK. A�̄ ð AJ
�A¾ª	K @ 	àñºK
 E′′ = J(E)

. �é 	®J
ª 	�Ë@ �HAJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ �éK
Q��Öß. I. �J» 	á« �é¢J. �KQÓ É� 	®Ë@ �HAJ
�A 	g 	à@

AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. �èQ��ÜØ BE′ 	à 	X @ . É� 	®ÊË CK. A�̄ pA 	JK. Z A 	� 	̄
E 	áºJ
Ë �� .25.3

�é 	JëQ�.Ó
. É� 	®ÊË CK. A�̄ 	àñºK
 E 	àA

	̄
¾(E′, E) �Ë �èQ��ÜØ BE′ �I	KA¿ @ 	X @ , AJ
�º« . 7¾(E′, E)

�éËAg ú

	̄ B@ �� ¾(E′, E) �Ë @Q��ÜØ 	àñºK
 	à


@ 	áºÖß
 B É¾» E′ ZA 	� 	®Ë @ 	à@ �� .19 �é 	¢kCÓ

. [EX] Q 	¢	� @ . é�J 	JÖÏ @ YªJ. Ë @

ð YªÊË �éÊK. A�̄ D
	Y 	g ) BE ú


	̄ �é 	®J
�J» ð YªÊË �éÊK. A�̄ �éJ
K 	Qk. �é«ñÒm.× (xn)n⩾1
	áº�JË �� . �HAJ. �K @	¬Qª	K f, g ∈ BE′ �Ë .( D ⌢ BE

Q�. �J«@ Õç�' E ú

	̄ �é 	®J
�J»

d(f, g) =
∞∑

n=1

1

2n
∣ < f − g, xn > ∣.

©Ó BE′ ú

	̄ �é�®K. A¢�JÓ d 	áÓ �èYÒ�J�ÖÏ @ AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ 	à


AK. �IJ. �� 	JË . �éK
Q��Ó d 	à


AK. l� 	�@ñË@ 	áÓ

. ¾(E′, E)

Yg. ñK
 é 	K

AK. �IJ. �� 	JË . ¾(E′, E) �Ë �éJ.� 	�ËAK. f0 �Ë @P@ñk. V 	áºJ
Ë ð f0 ∈ BE′ 	áºJ
Ë (@

�IJ
m�'. r > 0

U = {f ∈ BE′ ; d(f, f0) < r} ⊂ V.

ú

�G
�
B@ É¾ ��ËAK. V 	à


@ 	�@Q�� 	̄ @ A 	J 	JºÖß


©Ó BE′ ú

	̄ �é�®K. A¢�JÓ Aî 	DÓ �èYÒ�J�ÖÏ @ AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ 	àñº�K �IJ
m�'. BE′ úÎ« �é 	̄QªÓ �éK
Q��Ó �éË @X Xñk. ð ú 	æªÖß. 7

. ¾(E′, E)
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V = {f ∈ BE′ ; ∣ < f − f0, yi > ∣ < ² ∀i = 1, 2, ...k}
. i = 1, 2, ...k É¾Ë ∥yi∥ ⩽ 1 , �éJ
ËñÒ ��ÊË �A�®�J 	K @ ø



@ 	àðYK. , ©Ó

�IJ
m�'. ni AjJ
m�� @XY« Ym.�
	' 	à


@ A 	J 	JºÖß
 , i É¾Ë , BE ú


	̄ �é 	®J
�J» (xn)n⩾1
�éJ
ËA�J�JÖÏ @ 	à


B @Q 	¢	�

	à

AK. �IJ. �� 	JË ð ; i = 1, 2, ...k É¾Ë 2nir <

²

2
�IJ
m�'. r > 0 XYj	JË . ∥yi − xni∥ <

²

4. U ⊂ V
	àA

	̄ , d(f, f0) < r @ 	X @ , Éª 	®ËAK.
1

2ni
∣ < f − f0, xni > ∣ < r ∀i = 1, 2, ...k

	à 	X@ ð

∣ < f − f0, yi > ∣ = ∣ < f − f0, yi − xni > + < f − f0, xni > ∣ < ²

2
+

²

2

∀i = 1, 2, ...k.

. f ∈ V ú
ÍA�JËAK.

ú

	̄
¾(E′, E) �Ë f0 �Ë V P@ñk. Xñk. ð �IJ. �� 	JË ð r > 0 XYj	JË . f0 ∈ BE′ 	áºJ
Ë (H.

�IJ
m�'. BE′

V ⊂ U = {f ∈ BE′ ; d(f, f0) < r}.
ú


�G
�
B@ É¾ ��Ë@ úÎ« V

	Y 	g

A 	J�

V = {f ∈ BE′ ; ∣ < f − f0, xi > ∣ < ² ∀i = 1, 2, ...k}.
	àA

	̄ , f ∈ V @ 	X @ . V ⊂ U 	àñºK
 ú �æk ² ð k 	à
�
B@ XYm� 	'

d(f, f0) =
k∑

n=1

1

2n
∣ < f − f0, xn > ∣+

∞∑

n=k+1

1

2n
∣ < f − f0, xn > ∣

< ²+ 2
∞∑

n=k+1

1

2n
= ²+

1

2k−1
.

. 1

2k−1
<

r

2
úÎ« É�j	JË ù


	®ºK
 AÖß. @Q�
J.» k ð ² <
r

2
	à 	X @ PA�J	m� 	'

	áºJ
Ë . É� 	®ÊË ÉK. A�̄ E 	à

AK. �IJ. �� 	JË ð ¾(E′, E) �Ë �èQ��ÜØ BE′ , 	à


AK. 	�Q�� 	® 	JË , AJ
�º« ∗

. Vn ⊂ Un
�IJ
m�'. ¾(E′, E) �Ë 0 �Ë @P@ñk. Vn

	áºJ
Ë ð Un = {f ∈ BE′ ; d(f, 0) <
1

n
}

ú

�G
�
B@ É¾ ��Ë@ úÎ« Vn

	à

AK. 	�Q�� 	® 	K 	à


@ A 	J 	JºÖß
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Vn = {f ∈ BE′ ; ∣ < f, x > ∣ < ²n, ∀x ∈ Án}
�éêk. 	áÓ . YªÊË �éÊK. A�̄ D =

∞∪
n=1

Án
	à

AK. 	¡kC	K . �éJ
î �D 	JÓ �éJ
K 	Qk. �é«ñÒm.× ù
 ë Án ⊂ E �IJ
k

øQ 	k

@

.(f = 0) ⇐= (< f, x >= 0 ∀x ∈ D) 	à 	X@ ð
∞∩

n=1

Vn = {0}

□ . É� 	®ÊË ÉK. A�̄ E 	àA
	̄ ú
ÍA�JËAK. ; E ú


	̄ 	J
�J» D 	áÓ YËñÖÏ @ ú
æêj. �JÖÏ @ Z A 	� 	®Ë @ 	à

AK. �Ê 	j�J�	�

: ú

�G
�
B@ A 	JK
YË ′′ Q 	£A 	J�JË AK. ′′

�èQ��ÜØ BE
	à 	X @ . É� 	®ÊË CK. A�̄ 	àñºK
 E′ �IJ
m�'. pA 	JK. Z A 	� 	̄

E 	áºJ
Ë �� .25′.3 �é 	JëQ�.Ó ∗
. ¾(E,E′) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË

. iJ
m�� �ºªË@ ð

A 	J 	JºÖß
 ( ¾(E,E′) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �èQ��ÜØ BE
) ⇐= (É� 	®ÊË ÉK. A�̄ E′ ) ZA 	��J�̄B@ �HAJ. �KB

I. ª�

@ ñê 	̄ �ºªË@ AÓ


@ . E′ ð E ø
 PðX ÉK
YJ. �K ©Ó �éÒÊ¾K. �éÒÊ¿ 25.3

�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @
�èXA«@

. [EX] ð

@ Dunford− Schwartz [1] C�JÓ Q 	¢	� @ ;Q�
�JºK.

. E′ ú

	̄ �èXðYm× �éJ
ËA�J�JÓ (fn) 	áº�JË ð É� 	®ÊË CK. A�̄ pA 	JK. Z A 	� 	̄

E 	áºJ
Ë �� .26.3 �éÓ 	PB ∙
. ¾(E′, E) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. �éK. PA �®�JÓ (fnk

)
�éJ
K 	Qk. �éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K 	à 	X@

�èQ��ÜØ ð �é�@Q��Ó BE′
�é«ñÒj. ÖÏ @ 	à@ . n É¾Ë ∥fn∥ ⩽ 1 	à


AK. ,PA¾ 	̄ 

CË A�J�
J. ���K , 	�Q 	® 	JË �� . �HAJ. �K @
□ . �éj. J
�� 	JË @ úÎ« É�m� 	' ú
ÍA�JËAK. .( 25.3 ð 15.3 	àA�J 	JëQ�. ÖÏ @ ) ¾(E′, E) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË
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	à 	X @ . E ú

	̄ �èXðYm× �éJ
ËA�J�JÓ (xn) 	áº�JË ð AJ
�A¾ª	K @ pA 	JK. Z A 	� 	̄

E 	áºJ
Ë �� .27.3 �é 	JëQ�.Ó ∙
. ¾(E,E′) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. �éK. PA �®�JÓ (xnk

)
�éJ
K 	Qk. �éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K

ZA 	� 	̄
M 	à@ . M = M0

	áºJ
Ë ð (xn) �Ë @ 	áÓ YËñÖÏ @ ú
æêj. �JÖÏ @ Z A 	� 	®Ë @ M0
	áºJ
Ë �� . �HAJ. �K @

@XA 	J���@ ) ú
æ�A¾ª 	K @ M 	àA
	̄ ½Ë 	X úÍ@

�é 	̄ A 	�B AK. .( 23.3
�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @ Q 	¢	� @ ) É� 	®ÊË ÉK. A�̄

. ¾(M,M ′) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �é�@Q��Ó ð �èQ��ÜØ �é«ñÒm.× BM
	à

AK. �Ê 	j�J�	� .( 17.3

�éJ
 	��®ÊË
�èQ��ÜØ ( BM = ) BM ′′ 	àA

	̄ ú
ÍA�JËAK. ð ( 24.3
�éÓ 	PB ) É� 	®ÊË ÉK. A�̄ M ′ 	à@ , Éª 	®ËAK.

�éJ
ËA�J�JÓ h. @Q 	j�J�@ 	à 	X@ A 	J 	JºÖß
 . 25.3
�é 	JëQ�. ÖÏ @ É 	� 	®K. ( ¾(M,M ′) = ) ¾(M ′′,M ′) �Ë

A 	��


@ �éK. PA �®�JÓ (xnk

) 	à

AK. i. �J 	J���	� . ¾(M,M ′) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éK. PA �®�JÓ (xnk

)
�éJ
K 	Qk.

□ .( M úÍ@ E úÎ« �èQÒ�J�ÖÏ @ �éJ
¢	mÌ'@ �HAJ
Ë @YË@ YJ
J
�®�JK. ) ¾(E,E′) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË

ú
ÍA�JË @ A 	JK
YË ��X

@ É¾ ���. . A 	��



@ iJ
m�� 27.3

�é 	JëQ�. ÖÏ @ �º« 	à@ �� .20 �é 	¢kCÓ

�èXðYm× �éJ
ËA�J�JÓ É¿ �IJ
m�'. pA 	JK. Z A 	� 	̄
E 	áºJ
Ë �� . (Eberlein−Šmulian) 28.3

�é 	JëQ�.Ó ∗
. ú
æ�A¾ª	K @ E 	à 	X@ . ¾(E,E′) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éK. PA �®�JÓ (xnk

)
�éJ
K 	Qk. �éJ
ËA�J�JÓ AîE
YË (xn)

, Yosida [1] , Holmes [1] C�JÓ Q 	¢	� @ ; �éK. ñª�Ë@ 	©ËAK. �HAJ. �KB @ 	à@
Q» 	Y 	K 28.3

�é 	JëQ�. ÖÏ @ 	áÓ �èYKA 	®Ë @ 	á�
J. 	K ú
¾Ë . [EX] ð

@ Diestel [2] , Dunford− Schwartz [1]

: ú

�G
�
BAK.

��
Ë �éK. PA �®�JÓ �éJ
K 	Qk. �éJ
ËA�J�JÓ , �éJ
ËA�J�JÓ É¿ éJ
 	̄ ½ÊÖ �ß (ÐA«) ú
k. ñËñK. ñ£ ZA 	� 	̄ ø


@ (@)

. A�@Q��Ó �èPðQå	�ËAK.
�éJ
K 	Qk. �HAJ
ËA�J�JÓ ø



@ AêË ��
Ë �HAJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K Y�̄ �@Q��Ó ú
k. ñËñK. ñ£ ZA 	� 	̄ ú


	̄ (H. )
. �éK. PA �®�JÓ

ø
 Q��Ó ZA 	� 	̄ ú

	̄ (�k. )

. ( �éK. PA �®�JÓ �éJ
K 	Qk. �éJ
ËA�J�JÓ AîE
YË �éJ
ËA�J�JÓ É¿ ) ⇐⇒ ( �@Q��Ó )
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-

6 6

-@
@

@¡
¡

¡
@
@
@¡

¡
¡

∥ ∥2 �Ë E ú

	̄ �èYgñË@ �èQ» ∥ ∥1 �Ë E ú


	̄ �èYgñË@ �èQ»

�éJ
ËA�J�JÓ �éK


@ AîE
YË ��
Ë E′ ú


	̄
(fn)

�èXðYm× �HAJ
ËA�J�JÖÏ ð E pA 	JK. �H@ZA 	� 	®Ë �éÊ�JÓ

@ Éª 	®ËAK. Yg. ñ�K

ù
 ë B �H@ZA 	� 	®Ë @ è 	Yë É�JÓ ©J.¢ËAK. . [EX] Q 	¢	� @ ; ¾(E′, E) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éK. PA �®�JÓ �éJ
K 	Qk.
AJ
k. ñËñK. ñ¢ËAK. �èXð 	QÓ BE′

�é«ñÒj. ÖÏ @ 	àA
	̄ �éËAmÌ'@ è 	Yë ú


	̄ ; É� 	®ÊË �éÊK. A�̄ ù
 ë B ð �éJ
�A¾ª	K @
. �èQ��ÜØ Q�
 	« ð �é�@Q��Ó ¾(E′, E)

ÐA 	¢�J 	KAK. �éK. Ym× �H@ZA 	� 	̄
.7.3

�IJ
m�'. ∃± > 0 , ∀² > 0 @ 	X @ ÐA 	¢�J 	KAK. H. Ym× E pA 	JK. Z A 	� 	̄ 	à

AK. Èñ�® 	K �� . 	K
Qª�K

.
(∥∥∥x+ y

2

∥∥∥ < 1− ±
)

⇐=
(

∥x− y∥ > ² ð ∥y∥ ⩽ 1 , ∥x∥ ⩽ 1 , x, y ∈ E
)

	àñº�K 	à

@ ù


	ªJ. 	�K
 ú

�æË@ ) �èYgñË@ �èQºË �éJ
�Y	Jë �éJ
�A 	g ÉÒª�J��
 	K
Qª�JË @ @ 	Yë 	à


AK. 	¡kC	K

. ú 	̄ A¾�JÓ Õæ

	¢ 	� úÍ@ ÈA�®�J 	KB@ �éËAg ú


	̄ �èQ�®�J�Ó Q�
 	« Aî 	E

AK. ð ( ′′ �èY ���. �èQK
Y�J�Ó ′′

Õæ

	¢ 	JË @ AÒ 	J�
K. ÐA 	¢�J 	K AK. H. Ym× ∥x∥2 = (∣x1∣2 + ∣x2∣2) 1

2 Õæ

	¢ 	JË @ . E = ℝ2 	Y 	g


A 	K �� .1 ÈA�JÓ

. ÐA 	¢�J 	K AK. AK. Ym× ��
Ë ∥x∥1 = ∣x1∣+ ∣x2∣
: 8 �èYgñË@ ú


�GQ» ú

�GPñ� úÍ@ ′′ Q 	¢	JËAK. ′′ ¨A 	J�J�̄B@ A 	J 	JºÖß


! ± ð ²
��K
Q£ 	á« ÈBY�J�BAK. A 	��



@ Õ�̄ 	áK
QÒ�JË @ ÉJ
�. � úÎ« 8
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ù
 ë �HQ�. Êë �H@ZA 	� 	̄ É¿ 	à

AK. ( 5 ð 4 	á�
Ê� 	®Ë @ Q 	¢ 	� @ ) YªK. AÒJ
 	̄ øQ 	K 	¬ñ� �� .2 ÈA�JÓ

	àA
	̄ �ºªË@ úÎ« . 1 < p < ∞ �Ë Lp(Ω) �H@ZA 	� 	®ÊË �éJ.� 	�ËAK. QÓ


B@ ½Ë 	Y» , ÐA 	¢�J 	K AK. �éK. Ym×

. ÐA 	¢�J 	K AK. 	á�
K. Ym× @ñ��
Ë ( �@Q��Ó K ) C(K) ð L∞(Ω) , L1(Ω)

. ú
æ�A¾ª	K @ ñë ÐA 	¢�J 	KAK. H. Ym× pA 	JK. Z A 	� 	̄ É¿ �� .( Milman− Pettis ) 29.3
�é 	JëQ�.Ó ∙

úÍ@ (ÐA 	¢�J 	K AK. I. K
Ym��') ú
æ�Y 	Jë ©K. A£ �H@ 	X �éJ
�A 	g ø
 X ñ�K 	à

@ úk. A 	®ÖÏ @ 	áÓ �� .21

�é 	¢kCÓ
�éÖ ßCÓ �éÊJ
�ð 	àñºK
 AÓ AJ. Ë A 	« ÐA 	¢�J 	K AK. I. K
Yj�JË @ .( �éJ
�A¾ª	K @ ) ú
k. ñËñK. ñ£ ©K. A£ �H@ 	X �éJ
�A 	g
B �éJ
�A¾ª	K @ �H@ZA 	� 	̄ Yg. ñ�K : AÖ ß @X ij. 	J�K B �é�®K
Q¢Ë@ è 	Yë 	áºË] ú
æ�A¾ª	K @ AÓ ZA 	� 	̄ 	à


AK. �HAJ. �KB

.[ÐA 	¢�J 	KAK. H. Ym× ú 	̄ A¾�JÓ Õæ

	¢ 	� ø



@ ½ÊÖ �ß

�é�®Ê 	ªÓ J(BE)
	à

@ AÖß. . » ∈ J(BE)

	à

@ �HAJ. �K @ Xñ 	K . ∥»∥ = 1 ©Ó » ∈ E′′ 	áºJ
Ë �� . �HAJ. �K @

�HAJ. �K @ ù

	®ºK
 é 	KA

	̄ , E′′ ú

	̄ �èñ�®K.

. ∥» − J(x)∥ < ² �IJ
m�'. ∃x ∈ BE ∀² > 0

©Ó f ∈ E′ PA�J	m� 	' . ÐA 	¢�J 	K AK. I. K
Yj�JË @ 	K
Qª�JË A �®K. A¢Ó ± > 0 	áºJ
Ë ð A�J�. �JÓ ² > 0 	à 	X@ 	áºJ
Ë
�IJ
m�'. ∥f∥ = 1

(6) < », f > > 1− ±

2

.( ∥»∥ = 1 	à

@ AÖß. 	áºÜØ ñë ø


	YË@ ð )
© 	�	�

V = {´ ∈ E′′; ∣ < ´ − », f > ∣ < ±

2
}

ÕÎª 	K 4.3
�éJ£ñ�JË @ úÍ@ @XA 	J���@ . ¾(E′′, E′) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. » �Ë @P@ñk. V 	àñºK
 �IJ
m�'.

. J(x) ∈ V �IJ
m�'. x ∈ BE XYj	JË . V ⌢ J(BE) ∕= ∅ 	à

AK.

	�Q 	® 	JË ð 	��̄ A 	J�JËAK. 	áëQ�. 	JË . �HAJ. �KB @ ÉÒºJ
� AÓ ñë ð �� » ∈ J(x) + ²BE′′ 	à

AK. �IJ. �� 	JË

¾(E′′, E′) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË » �Ë P@ñk. A 	��


@ ñë W 	à


AK. 	¡kC	K . » ∈ C(J(x)+²BE′′ ) = W 	à


AK.

YK
Yg. 	áÓ 4.3
�éJ£ñ�JË @ ��J.¢	� AÓY 	J« .( ¾(E′′, E′) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �é�®Ê 	ªÓ BE′′ 	à


@ AÖß. )

.J(x̂) ∈ V ⌢ W �IJ
m�'. x̂ ∈ BE Yg. ñK
 é 	K

@ ú 	æªÖß. , (V ⌢ W ) ⌢ J(BE) ∕= ∅ úÎ« É�m� 	'

( J(x), J(x̂) ∈ V 	à

@ AÖß. ) 	à 	X@ A 	JK
YË
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∣ < f, x > − < », f > ∣ < ±

2

∣ < f, x̂ > − < », f > ∣ < ±

2

úÎ« É�m� 	' ©Òm.Ì'@ YªK. , ½Ë 	YË

2 < », f > ⩽ < f, x+ x̂ > + ± ⩽ ∥x+ x̂∥+ ±

@Q�
 	g

@ . ∥x− x̂∥ ⩽ ² ( ÐA 	¢�J 	KAK. I. K
Ym��' ) ú
ÍA�JËAK. .

∥∥∥x+ x̂

2

∥∥∥ ⩾ 1− ± , (6) úÎ« ZA 	JK. ð
□ . ÉJ
j���Ó @ 	Yë �� J(x̂) ∈ W 	à


B @Q 	¢	� ∥x− x̂∥ > ²

. ÐA 	¢�J 	KAK. �éK. YjÖÏ @ �H@ZA 	� 	®ÊË �èYJ
 	®Ó �éJ
�A	m�'. ÉÒº	JË

xn ⇀ x �IJ
m�'. E ú

	̄ �éJ
ËA�J�JÓ (xn) 	áº�JË . ÐA 	¢�J 	K AK. AK. Ym× pA 	JK. Z A 	� 	̄

E 	áºJ
Ë �� .30.3 �éJ
 	��̄
ð ¾(E,E′) �é 	®J
ª 	�Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË

lim sup ∥xn∥ ⩽ ∥x∥.
. �èñ�®K. xn −→ x 	à 	X@

	áºJ
Ë .( �éJ
îE
YK. 	àñº�K �éj. J
�� 	JË A 	̄ B@ ð ) x ∕= 0 	à

AK. 	�@Q�� 	̄ @ A 	J 	K A¾ÓAK. �� . �HAJ. �K @

¸n = max{∥xn∥, ∥x∥}

© 	�	� . ¸n −→ ∥x∥ 	à

@ �IJ
m�'.

. y = ∥x∥−1x ð yn = ¸−1
n xn

5.3
�éJ
 	��®Ë@ Q 	¢	� @ ) ∥y∥ ⩽ lim inf

∥∥∥yn + y

2

∥∥∥ 	à

AK. i. �J 	J���	� . ¾(E,E′) �Ë yn ⇀ y 	à 	X@

.( (�k. )
	áÓ i. �J 	J����
 .

∥∥∥yn + y

2

∥∥∥ −→ 1
�é�®J
�®mÌ'@ ú


	̄ 	à 	X@ ð ∥yn∥ ⩽ 1 , ∥y∥ = 1 øQ 	k

@ �éêk. 	áÓ

□ . �èñ�®K. xn −→ x ú
ÍA�JËAK. . ∥yn − y∥ −→ 0 	à

AK. ÐA 	¢�J 	KAK. I. K
Yj�JË @
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�IËA�JË @ É�� 	®Ë@ Èñ�k ��J
�ËAª�K

ð AJ
Êm× �éK. Ym× �HAJ
k. ñËñK. ñ£ ù
 ë ¾(E′, E) ð ¾(E′, E′′) , ¾(E,E′) �HAJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ 	à@ (1�é 	JëQ�.Ó Aî 	DJ
K. 	áÓ . 	¬ . Ð . Ð . 	¬ �Ë �éÓAªË@ ��A�	mÌ'AK. ú
ÍA�JËAK. ©�JÒ�J�K .( 	¬ . Ð . Ð ) É� 	®ÊË �éÊK. A�̄
; Èñª 	®ÖÏ @ �éK
PA� É 	¢�� . . . tÌ'@ , Krein−Milman

�é 	JëQ�.Ó ð ,( ú
æ�Y 	JêË @ É¾ ��Ë@ ) pA 	JK. - 	àAë
. [EX] ð Bourbaki [1] Q 	¢	� @

�Ë @ , ÈA�JÖÏ @ ÉJ
�. � úÎ« .Q» 	YË@ ��j�J��� �é 	®J
ª 	�Ë@ �HAJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË øQ 	k

@ l .�

'A�J 	K ¼A 	Jë (2

ð pA 	JK. Z A 	� 	̄
E 	áºJ
Ë �� . (Banach−Dieudonné−Krein−Šmulian) 31.3

�é 	JëQ�.Ó ∗
	à

AK. 	�Q�� 	® 	K . �éK. Ym× C ⊂ E′ 	áº�JË

. ¾(E′, E) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �é�®Ê 	ªÓ C ⌢ (nBE′) , ∀n
. ¾(E′, E) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �é�®Ê 	ªÓ C 	à 	X@

, Holmes [1] , Larsen [1] , Bourbaki [1] ú

	̄ �HAJ. �KB @ Ym.�'
 	à


@ é 	JºÖß
 Õ �æêÖÏ @ øPA�®Ë@

�èPñ» 	YÖÏ @ ©k. @QÖÏ @ ø
 ñ�Jm��' . [EX] ú

	̄ 	áK
QÒ�J» ð Schaefer [1] , Dunford− Schwartz [1]

. Eberlein−Šmulian
�é 	JëQ�. Öß. �é�®Êª�JÓ øQ 	k


@ ��A� 	k �èY« úÎ« A 	��



@

, < E,E′ > �éK
ñ 	J�JË @ ÕÔª�K ú

�æË @ , �éK
ñ 	J�K �é�̄C« úÎ« �éJ
êj. �JÖÏ @ �H@ZA 	� 	®Ë@ �éK
Q 	¢	� �I 	̄Q« (3

�éK
ñ 	J�K �é�̄C« úÎ« Y ð X 	áK
ZA 	� 	̄ 	à

AK. Èñ�® 	K . 1950− 1940 �H@ñ	J�Ë@ ÈC 	g AëYm.× �HA�̄ð


@

∃y , ∀x ∕= 0 é 	K

@ ú 	æªÖß. ) Qå�A 	JªË@ É� 	®K
 X × Y úÎ« < , >

�éJ
¢	mÌ'@ ú

GA 	J�K ú
Í@X Yg. ð @ 	X @

	áÓ Q�
J.» XY« 	K
Qª�K 	áºÖß
 .( < x, y > ∕= 0 �IJ
m�'. ∃x , ∀y ∕= 0 ð < x, y > ∕= 0 �IJ
m�'.
úÍ@

�é 	̄ A 	�@ , A«ñJ
 �� Q��»

B@ 	á�
K. 	áÓ .( Y ú
Í@ñ�JË @ úÎ« ) X úÎ« AJ
Êm× �éK. YjÖÏ @ �HAJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@

AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ , ¿(X,Y ) Mackey �HAJ
k. ñËñK. ñ£ ¼A 	Jë , ¾(X,Y )
�é 	®J
ª 	�Ë@ AJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@

Q�
 	« �H@ZA 	� 	̄ úÎ« ÈA 	ª�J ��B@ Y 	J« AÒêÓ @PðX �HAJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ è 	Yë I. ªÊ�K . tÌ'@ ¯(X,Y )
�éK
ñ�®Ë@

�H@ZA 	� 	®Ë@ �éK
Q 	¢	JË �éJ.� 	�ËAK. . ©K
 	Pñ�JË @ �éK
Q 	¢	� ú

	̄ É 	gY�K ú


�æË@ �H@ZA 	� 	®Ë @ ÈA�JÖÏ @ ÉJ
�. � úÎ« , �éJ
ÒJ
 	¢ 	�

o b e i k a n d l . c o m



105
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