
2

�ðA�î 	D�K
A��J�� - pA� 	J�K. �HA 	J�ëQ�J. �Ó
. ���Ê� 	ª�ÖÏ @ 	àA�J
�J. Ë @ ð
. Y�ÓA�ª��J�Ë @ �HA��̄C�«
. �èXðY�j�Ó Q�J
� 	« �H@Q��K 
ñÓ
. 	áK
Q��®Ë@ �èQ�º� 	̄
�èQ�ÓA� 	ª�Ë @ �H@Q��K 
ñÒ�Ë @ 	Q�
�J
�Ò��K

Q�
K. �é
J£ñ�JK. Q�
» 	Y��K .1.2

.2 É� 	®Ë@ �HA�KAJ. �K @
 ú

	̄ AJ
�A�



@ @PðX I. ªÊ�K �éJ
ºJ
�C¿ �éj. J
�� 	K �éJ
ËA�JË @ �é
J£ñ�JË @ Q�. �Jª�K

. (Complete metric space) AÓA�K AK
Q��Ó ZA 	� 	̄
X 	áºJ
Ë �� .( Baire ,Q�
K. ) .1.2

�é
J£ñ�K
	à


@ 	�Q 	® 	K . (Closed sets)

�é�®Ê 	ªÓ �HA«ñÒm.× 	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ (Xn)n≥1
	áº�JË

. n ⩾ 1 É¾Ë IntXn = ∅
	à 	X@


o b e i k a n d l . c o m
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Int
( ∞∪

n=1

Xn

)
= ∅.

Q�
 	« AÓA�K AK
Q��Ó ZA 	� 	̄
X 	áºJ
Ë . ú


�G
�
B@ É¾ ��Ë@ úÎ« �èXA« Q�
K. �é
J£ñ�K ÉÒª�J��� �� .1

�é 	¢kCÓ
n0 Yg. ñK
 	à 	X@
 .

∞∪
n=1

Xn = X 	à


@ �IJ
m�'.

�é�®Ê 	ªÓ �HA«ñÒm.× 	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ (Xn)n⩾1
	áº�JË . ÈA 	g

. IntXn0 ∕= ∅ �IJ
m�'.

�HAJ. �K @
 ñë Xñ��®ÖÏ @ . �é 	®J
�J» ð �ékñ�J 	®Ó On
�é«ñÒj. ÖÏ @ 	àñº�K �IJ
m�'. On = CXn © 	�	� �� . �HAJ. �K @


. X ú

	̄ �é 	®J
�J» �é«ñÒm.× G =

∞∩
n=1

On
	à


@

© 	�	� . ! ⌢ G ∕= ∅ 	à


AK. 	áëQ�. 	K

	¬ñ� ; X 	áÓ �éJ
ËA 	g Q�
 	« �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× ! 	áº�JË

B(x, r) = { y ∈ X; d(y, x) < r }.
�IJ
m�'. r0 > 0 ð x0 ∈ ! AJ
 	®J
» PA�J	m� 	'

B(x0, r0) ⊂ !.

�IJ
m�'. r1 > 0 ð x1 ∈ B(x0, r0) ⌢ O1 ½Ë 	X YªK. PA�J	m� 	'
⎧
⎨
⎩

B(x1, r1) ⊂ B(x0, r0) ⌢ O1

0 < r1 <
r0
2

induction Z @Q�®�J�BAK. 
úæ�� 	J 	K , AªK. A�J�K @ 	Yºë ð . �é 	®J
�J» ð �ékñ�J 	®Ó O1
	à


@ AÖß. 	áºÜØ @ 	Yë ð

�IJ
m�'. (rn) ð (xn)
	á�
�JJ
ËA�J�JÓ

⎧
⎨
⎩

B(xn+1, rn+1) ⊂ B(xn, rn) ⌢ On+1 ∀n ⩾ 0

0 < rn+1 <
rn
2
.

xn+p ∈ B(xn, rn)
	à


@ AÖß. . xn −→ l 	áºJ
Ë ; Cauchy ú
æ

��ñ» �éJ
ËA�J�JÓ (xn)
	à


AK. i. �J 	J����


:( p −→ ∞ AÓY 	J« ) �éK
Aî 	DË @ Y 	J« É�m� 	' , p ⩾ 0 É¾Ë ð n ⩾ 0 É¾Ë

l ∈ B(xn, rn) ∀n ⩾ 0.

□ . l ∈ ! ⌢ G �ñ�	mÌ'AK. ð

o b e i k a n d l . c o m
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�ðAî 	DK
A�J� - pA 	JK. �é 	JëQ�.Ó .2.2

�éJ
¢	mÌ'@ �H@Q�K 
ñÖÏ @ Z A 	� 	®Ë ℒ(E,F ) �K. 	QÓQ 	K . 	á�
J
ÒJ
 	¢ 	� 	á�
êj. �JÓ 	áK
ZA 	� 	̄
F ð E 	áºJ
Ë �� . 	Q�
ÓQ�K

Õæ

	¢ 	JËAK. Xð 	QÖÏ @ F úÍ@
 E 	áÓ �èQÒ�J�ÖÏ @

∥T∥ℒ(E,F ) = sup
x∈E

∥x∥⩽1

∥Tx∥.

. ℒ(E) = ℒ(E,E) © 	�	�

	áK
ZA 	� 	̄
F ð E 	áºJ
Ë �� ( Banach− Steinhaus �ðAî 	DK
A�J� - pA 	JK.) .1.2

�é 	JëQ�.Ó ∙
	áÓ �èQÒ�J�ÖÏ @ �éJ
¢	mÌ'@ �H@Q�K 
ñÖÏ @ 	áÓ (YªÊË �éÊK. A�̄ �èPðQå	�ËAK. �I��
Ë) �éÊ
KA« (Ti)i∈I

	áº�JË . pA 	JJ. Ë
	à


@ 	�Q 	® 	K . F úÍ@
 E

(1) sup
i∈I

∥Tix∥ < ∞ ∀x ∈ E.

	à 	X@


(2) sup
i∈I

∥Ti∥ℒ(E,F ) < ∞.

�IJ
m�'. c �IK. A�K Yg. ñK
 , øQ 	k


@ �èPAJ.ªK.

∥Tix∥ ⩽ c∥x∥ ∀x ∈ E, ∀i ∈ I.

Ñ 	¢�J 	JÖÏ @ YmÌ'@


@YJ.Ó : Õæ� @
 �Im��' 1.2

�é 	JëQ�.ÒÊË �èXA« PA ���
 �éJ
ºK
QÓ


B@ �HA 	®Ë 
ñÖÏ @ ú


	̄ �� .2 �é 	¢kCÓ
úÎ« É�m� 	' : �éj. J
�� 	JË @ øñ�Jm× @YJ
k. Qå� 	®K
 @ 	Yë ð �� (Principle of Uniform Boundedness)

. (Point− estimates)
�éJ
¢�® 	K �H@QK
Y�®�K ��K
Q£ 	á« Ñ 	¢�J 	JÓ QK
Y�®�K

© 	�	� , n ⩾ 1 ù
 ªJ
J.£ XY« É¾Ë �� . �HAJ. �K @

Xn = {x ∈ E; ∀i ∈ I ∥Tix∥ ⩽ n }

A 	JK
YË (1) É 	� 	®K. ð �é�®Ê 	ªÓ Xn
	àñº�K �IJ
m�'.
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∞∪
n=1

Xn = E.

ð x0 ∈ E 	áºJ
Ë . n0 ⩾ 0
�éJ
ªJ
J.¢Ë@ X@Y«



B@ Yg



B IntXn0 ∕= ∅ 	à



AK. Q�
K. �é
J£ñ�K 	áÓ i. �J 	J���	�

A 	JK
YË . B(x0, r) ⊂ Xn0
�IJ
m�'. r > 0

∥Ti(x0 + rz)∥ ⩽ n0 ∀i ∈ I, ∀z ∈ B(0, 1).

	àñºK
 ú
ÍA�JËAK.

r∥Ti∥ℒ(E,F ) ⩽ n0 + ∥Tix0∥;
□ . (2) ���®m�'
 AÜØ

. �ðAî 	DK
A�J� - pA 	JK. �é 	JëQ�. ÖÏ �èQå��AJ. ÖÏ @ l .�

'A�J 	JË @ 	�ªK. úÍ@
 Qå�� 	JË

�èQÒ�J�Ó ð �éJ
¢ 	k �H@Q�K 
ñÓ 	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ (Tn) 	áº�JË . pA 	JJ. Ë 	áK
ZA 	� 	̄
F ð E 	áºJ
Ë �� .2.2 �éÓ 	PB

�K. AêË 	QÓQK
 �éK
Aî 	E úÍ@
 , n → ∞ AÓY 	J« , Tnx H. PA�®�JK
 , x ∈ E É¾Ë �IJ
m�'. F úÍ@
 E 	áÓ
A 	JK
YË 	à 	X@
 . Tx

sup
n
∥Tn∥ℒ(E,F ) < ∞ (@)

T ∈ ℒ(E,F ) (H. )
∥T∥ℒ(E,F ) ⩽ lim inf

n−→∞
∥Tn∥ℒ(E,F ). (�k. )

�IJ
m�'. c �IK. A�K 	à 	X@
 Yg. ñK
 . 1.2 �é 	JëQ�.ÒÊË �èQå��AJ.Ó �éj. J
�� 	K ù
 ë (@) �� . �HAJ. �K @

∥Tnx∥ ⩽ c∥x∥ ∀n, ∀x ∈ E.

úÎ« É�m� 	' �éK
Aî 	DË @ Y 	J«

∥Tx∥ ⩽ c∥x∥ ∀x ∈ E.

.(H. ) i. �J 	J���	� ú
ÍA�JËAK. ð ; ù
 ¢ 	k T 	à


@ l� 	�@ñË@ 	áÓ , øQ 	k



@ �éêk. 	áÓ

A 	JK
YË Q�
 	g


B@ ú


	̄

o b e i k a n d l . c o m
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∥Tnx∥ ⩽ ∥Tn∥ℒ(E,F )∥x∥ ∀x ∈ E

□ .(�k. ) é 	J« i. �J 	�K
 AÜØ

: 	à


AK. 	�Q 	® 	K . G 	áÓ �éJ

K 	Qk. �é«ñÒm.× B 	áº�JË ð pA 	JK. Z A 	� 	̄

G 	áºJ
Ë �� .3.2 �éÓ 	PB ∙

(3) .( ℝ ú

	̄ ) �èXðYm× f(B) =

∪

x∈B

< f, x >
�é«ñÒj. ÖÏ @ f ∈ G′ É¾Ë

	à 	X@


(4) . �èXðYm× B

© 	�	� b ∈ B É¾Ë . I = B ð F = ℝ , E = G′ ©Ó 1.2
�é 	JëQ�. ÖÏ @ ��J.¢	� �� . �HAJ. �K @


Tb(f) =< f, b >, f ∈ E = G′

	à@
 �IJ
m�'.

sup
b∈B

∣Tb(f)∣ < ∞ ∀f ∈ E.

�IJ
m�'. c �IK. A�K Yg. ñK
 , 1.2
�é 	JëQ�. ÖÏ @ É 	� 	®K.

∣ < f, b > ∣ ⩽ c∥f∥ ∀f ∈ G′, ∀b ∈ B.

A 	JK
YË éJ
Ê« ð

∥b∥ ⩽ c ∀b ∈ B

□ .( 4.1
�éÓ 	PC�Ë@ Q 	¢	� @ )

�HAJ
Ë @YË@ É¿ ÈC 	g 	áÓ AîD
Ë @
 ′′ Q 	¢	JË @ ′′ ù

	®ºK
 �èXðYm× �é«ñÒm.× 	à



@ 	áÓ ���®j�JÊË �� .3 �é 	¢kCÓ

�HAJ
�K @YgB
 @ ÈAÒª�J�AK. AJ
î �D 	JÓ YªJ. Ë @ 	àñºK
 AÓY	J« ÐA« ék. ñK. éÊª 	® 	K AÓ @ 	Yë : �èQÒ�J�ÖÏ @ �éJ
¢	mÌ'@
	á« A 	��




@ Q�.ª 	K . �èY«A�̄ úÍ@
 Zñj. Ê�Ë @ é�J 	JÓ Q�
 	« YªK. �éËAg ú


	̄
3.2

�éÓ 	PC�Ë@ 	�ñª�K . �èY«A�̄ úÎ«
≪ �èñ�®K. �èXðYm× ≫ ⇐= ≪ 	­ª 	��. �èXðYm× ≫ 	à@
 Èñ�®ËAK. 3.2

�éÓ 	PC�Ë@ �éj. J
�� 	K
.( 3 É� 	̄ Q 	¢	� @ ) (weakly bounded =⇒ strongly bounded)

o b e i k a n d l . c o m
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: 3.2
�éÓ 	PCË ′′ ø
 ñ	J�K ′′ �	� A 	JK
YË

	à


AK. 	�Q 	® 	K . G′ 	áÓ �éJ

K 	Qk. �é«ñÒm.× B′ 	áº�JË ð pA 	JJ. Ë Z A 	� 	̄

G 	áºJ
Ë �� .4.2 �éÓ 	PB

(5) .( ℝ ú

	̄ ) �èXðYm× < B′, x >=

∪

f∈B′
< f, x >

�é«ñÒj. ÖÏ @ x ∈ G É¾Ë

	à 	X@


(6) . �èXðYm× B′

© 	�	� b ∈ B′ É¾Ë . I = B′ ð F = ℝ , E = G ©Ó 1.2
�é 	JëQ�. ÖÏ @ ��J.¢	� �� . �HAJ. �K @


Tb(x) =< b, x >, (x ∈ G = E)

�IJ
m�'. c �IK. A�K Yg. ñK
 é 	K


AK. i. �J 	J���	� ð

∣ < b, x > ∣ ⩽ c∥x∥ ∀b ∈ B′, ∀x ∈ G.

(ø
 ñ	J�JË @ Õæ

	¢ 	JË @ 	­K
Qª�K I. �k) 	à 	X@


∥b∥ ⩽ c ∀b ∈ B′.

□

��Ê 	ªÖÏ @ 	àAJ
J. Ë @ �é 	JëQ�.Ó ð hñ�J 	®ÖÏ @ ��J
J.¢�JË @ �é 	JëQ�.Ó .3.2

. pA 	JK. úÍ@

�éJ
ËA�JË @ �éJ
�A�



B@ l .�


'A�J 	JË @ Xñª�K

F ð E 	áºJ
Ë �� ( Open mapping theorem , hñ�J 	®ÖÏ @ ��J
J.¢�JË @ �é 	JëQ�.Ó ) .5.2
�é 	JëQ�.Ó ∙

c �IK. A�K Yg. ñK
 	à 	X@
 . F úÍ@
 E 	áÓ @QÓA 	« ð @QÒ�J�Ó AJ
¢ 	k @Q�K 
ñÓ T 	áºJ
Ë ð pA 	JK. ø
 ZA 	� 	̄
�IJ
m�'.

o b e i k a n d l . c o m
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(7) T (BE(0, 1)) ⊃ BF (0, c).

�é«ñÒm.× úÍ@
 E 	áÓ �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× É¿ Èñm��' T 	à


AK. (7)

�éJ
�A	mÌ'@ Ð 	QÊ�J��� �� .4
�é 	¢kCÓ

; E 	áÓ �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× U 	áº�JË , Éª 	®ËAK. .( ! �é 	JëQ�. ÖÏ @ è 	Yë Õæ�@ �IJ
k ) F 	áÓ �ékñ�J 	®Ó
. x0 ∈ U ©Ó y0 = Tx0

	à@
 �IJ
m�'. , y0 ∈ T (U) 	áºJ
Ë . �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× T (U) 	à


AK. �IJ. �� 	JË

	à 	X@
 A 	JK
YË . x0 +B(0, r) ⊂ U ø



@ B(x0, r) ⊂ U �IJ
m�'. r > 0 	áºJ
Ë

y0 + T (B(0, r)) ⊂ T (U).

A 	JK
YË , (7) úÎ« ZA 	JK. , 	áºË

T (B(0, r)) ⊃ B(0, rc)

ú
ÍA�JËAK. ð

B(y0, rc) ⊂ T (U).

: ú

�G
�
B@ 5.2 �é 	JëQ�. ÖÏ @ 	áÓ �èQå��AJ.Ó i. �J 	J���	�

E 	áÓ AJ
ÊK. A �®�K ð @QÒ�J�Ó AJ
¢ 	k @Q�K 
ñÓ T 	áºJ
Ë ð pA 	JK. ø
 ZA 	� 	̄
F ð E 	áºJ
Ë �� .6.2 �éÓ 	PB ∙

. E úÍ@
 F 	áÓ QÒ�J�Ó T−1 	à 	X@
 . F úÍ@


	àA

	̄ , ∥Tx∥ < c �IJ
m�'. x ∈ E É¾Ë 	à



@ 	á« (7)

�é�̄CªË@ Q�.ª�K �� .6.2
�éÓ 	PC�Ë@ �HAJ. �K @


úÎ« É�m� 	' �	�Aj. �JËAK. . ∥x∥ < 1

∥x∥ ⩽ 1

c
∥Tx∥ ∀x ∈ E

□ .QÒ�J�Ó T−1 	àA

	̄ ú
ÍA�JËAK. ð

ZA 	� 	̄
E 	à



AK. 	�Q 	® 	K . ∥ ∥2 ð ∥ ∥1 	á�
ÒJ
 	¢ 	�K. @Xð 	QÓ AJ
êj. �JÓ ZA 	� 	̄

E 	áºJ
Ë �� .5 �é 	¢kCÓ ∙
�IJ
m�'. C ⩾ 0 �IK. A�K Yg. ñK
 é 	K



AK. 	�Q�� 	® 	K ½Ë 	Y» . ∥ ∥2 ð ∥ ∥1 	á�
ÒJ
 	¢ 	JË @ 	áÓ É¾Ë pA 	JK.
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∥x∥2 ⩽ C∥x∥1 ∀x ∈ E.

�IJ
m�'. c > 0 �IK. A�K Yg. ñK
 	à 	X@

∥x∥1 ⩽ c∥x∥2 ∀x ∈ E.

©Ó 6.2
�éÓ 	PC�Ë@ ��J
J.¢�� ù


	®ºK
 . 	à
�
A 	̄ A¾�JÓ 	àAÒJ
 	¢ 	JË @ , øQ 	k



@ �èPAJ.ªK.

. T = Id ð F = (E, ∥ ∥2) , E = (E, ∥ ∥1)

: 	á�
�JÊgQÓ úÎ« �HAJ. �KB
 @ Õ �æK
 �� .5.2
�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @


c > 0 �IK. A�K Yg. ñK
 	à 	X@
 . F úÍ@
 E 	áÓ @QÓA 	« ð AJ
¢ 	k @Q�K 
ñÓ T 	áºJ
Ë �� . úÍð


B@ �éÊgQÖÏ @

�IJ
m�'.

(8) T (B(0, 1)) ⊃ B(0, 2c).

Q�
K. �é
J£ñ�K É 	� 	®K. ð
∞∪

n=1

Xn = F 	àA

	̄ QÓA 	« T 	à



@ AÖß. ; Xn = nT (B(0, 1)) © 	�	� �� . �HAJ. �K @


	à


AK. i. �J 	J����
 . IntXn0 ∕= ∅ �IJ
m�'. n0 Yg. ñK
 é 	K



@ ÕÎª 	K

Int[T (B(0, 1))] ∕= ∅.
�IJ
m�'. y0 ∈ F ð c > 0 	áºJ
Ë

(9) B(y0, 4c) ⊂ T (B(0, 1)).

A 	JK
YË Q 	£A 	J�JËAK. ð , y0 ∈ T (B(0, 1)) �ñ�	mÌ'AK.

(10) −y0 ∈ T (B(0, 1)).

úÎ« É�m� 	' (10) ð (9) ©Òm.�'.
B(0, 4c) ⊂ T (B(0, 1)) + T (B(0, 1)).

	àA

	̄ �éK. Ym× �é«ñÒm.× T (B(0, 1)) 	à



@ AÖß. , @Q�
 	g



@

T (B(0, 1)) + T (B(0, 1)) = 2T (B(0, 1)).

□ . (8) úÎ« É�m� 	' ú
ÍA�JËAK.
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A 	JK
YË 	à 	X@
 . (8) �Ë A �®�®m× ð F úÍ@
 E 	áÓ @QÒ�J�Ó AJ
¢ 	k @Q�K 
ñÓ T 	áºJ
Ë �� . �éJ
 	K A�JË @ �éÊgQÖÏ @

(11) T (B(0, 1)) ⊃ B(0, c).

�IJ
m�'. x ∈ E 	á« �Ij�. 	K . ∥y∥ < c ©Ó y ∈ F �IJ. �� 	JË �� . �HAJ. �K @

. Tx = y ð ∥x∥ < 1

é 	K


AK. ÕÎª 	K (8) I. k. ñÖß.

(12) . ∥y − Tz∥ < ² ð ∥z∥ <
1

2
©Ó ∃z ∈ E ∀² > 0

©Ó z1 ∈ E úÎ« É�m� 	' ð ² =
c

2
PA�J	m� 	'

. ∥y − Tz1∥ <
c

2
ð ∥z1∥ <

1

2

z2 ∈ E úÎ« É�m� 	' A 	J 	K A

	̄ , ² =

c

4
ð ( y 	á« A 	�ñ« ) y − Tz1 ©Ó �é�®K
Q¢Ë@ � 	® 	JË A 	J �®J
J.¢��K.

�IJ
m�'.
. ∥(y − Tz1)− Tz2∥ <

c

4
ð ∥z2∥ <

1

4
�IJ
m�'. (zn)

�éJ
ËA�J�JÓ Z @Q�®�J�BAK. 
úæ�� 	J 	K , @ 	Yºë ð

. ∀n ∥y − T (z1 + z2 + ...+ zn)∥ <
c

2n
ð ∥zn∥ <

1

2n

ð ∥x∥ < 1 A 	JK
YË ; xn → x 	áº�JË . ú
æ
��ñ» �éJ
ËA�J�JÓ ù
 ë xn = z1 + z2 + ...+ zn

	à 	X@

□ .QÒ�J�Ó T 	à



@ AÖß. y = Tx

F ð E 	áºJ
Ë �� .( Closed graph theorem , ��Ê 	ªÖÏ @ 	àAJ
J. Ë @ �é 	JëQ�.Ó ) .7.2
�é 	JëQ�.Ó ∙

�K. éË 	QÓQK
 ø

	YË@ , T 	àAJ
K. 	à



AK. 	�Q�� 	® 	K . F úÍ@
 E 	áÓ AJ
¢ 	k @Q�K 
ñÓ T 	áºJ
Ë . pA 	JK. ø
 ZA 	� 	̄

	à 	X@
 . E × F ú

	̄ ��Ê 	ªÓ , G(T )

. QÒ�J�Ó T

(ù
 ¢ 	k Q�
 	« ð


@ ù
 ¢ 	k) ��J
J.¢�� É¾Ë 	à



@ AÖß. iJ
m�� �ºªË@ 	à



@ l� 	�@ñË@ 	áÓ �� .6

�é 	¢kCÓ
. A �®Ê 	ªÓ A 	K AJ
K. ,QÒ�J�Ó
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	á�
ÒJ
 	¢ 	JË @ E úÎ« Q�. �Jª 	K . 5 �é 	¢kCÖÏ @ ��J.¢	� �� .7.2
�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @


. ∥x∥2 = ∥x∥E ð ∥x∥1 = ∥x∥E + ∥Tx∥F

øQ 	k


@ �éêk. 	áÓ . pA 	JJ. Ë Z A 	� 	̄ ñë 1∥ . ∥1 Õæ


	¢ 	JËAK. @Xð 	QÓ E 	àA

	̄ , ��Ê 	ªÓ G(T ) 	à



@ AÖß.

	à 	X@
 . ∥x∥1 ⩽ c∥x∥2 �IJ
m�'. c > 0 �IK. A�K Yg. ñK
 : 	à
�
A 	̄ A¾�JÓ 	àAÒJ
 	¢ 	JËA 	̄ éJ
Ê« ð . ∥x∥2 ⩽ ∥x∥1

□ . ∥Tx∥F ⩽ c∥x∥E

úÎ«) 	á�
ÒJ
Ë @ 	áÓ I. Ê�®ÊË �éÊK. A�̄ �H@Q�K 
ñÓ . ú
k. ñËñK. ñ£ ÉÒºÓ .4.2 ∗

(PA��
Ë @ 	áÓ ú
Í@ñ�JË @

ú

�æË@ ð pA 	JK. Z A 	� 	̄ ú


	̄ �é�®Ê 	ªÖÏ @ �éJ

K 	Qm.Ì'@ �H@ZA 	� 	®ÊË �éJ
�Y	JêË @ �
�A�	mÌ'@ 	�ªK. 	­�ñK.


@YJ. 	JË

. hñ�J 	®ÖÏ @ ��J
J.¢�JË @ �é 	JëQ�.Ó 	áÓ i. �J 	J�����

�IJ
m�'. 	á�
�®Ê 	ªÓ 	á�
J

K 	Qk. 	áK
ZA 	� 	̄
L ð G 	áºJ
Ë . pA 	JK. Z A 	� 	̄

E 	áºJ
Ë �� .8.2 �é 	JëQ�.Ó ∗
. ��Ê 	ªÓ G+ L

�IJ
m�'. C ⩾ 0 �IK. A�K Yg. ñK
 	à 	X@


(13)
É¾ ��Ë@ úÎ« CJ
Êm�

�' ÉJ. �®K
 z ∈ G+ L É¿
. ∥y∥ ⩽ C∥z∥ ð ∥x∥ ⩽ C∥z∥ , y ∈ L , x ∈ G ©Ó z = x+ y

}

Õæ

	¢ 	JËAK. @Xð 	QÓ G× L Z @Ym.Ì'@ Z A 	� 	̄ Q�. �Jª 	K �� . �HAJ. �K @


∥[x, y]∥ = ∥x∥ + ∥y∥

. (graph norm) 	àAJ
J. Ë @ Õæ

	¢ 	JK. Õæ


	¢ 	JË @ @ 	Yë ùÒ��
 1
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�K.
	¬QªÖÏ @ T : G× L → G+ L

��J
J.¢�JË @ 	à@
 . E Õæ

	¢ 	JK. @Xð 	QÓ G+ L ZA 	� 	®Ë@ ð

�IK. A�K , hñ�J 	®ÖÏ @ ��J
J.¢�JË @ �é 	JëQ�.Ó I. k. ñÖß. , Yg. ñK
 . QÓA 	« ð QÒ�J�Ó , ù
 ¢ 	k T [x, y] = x+ y

©Ó z = x+ y É¾ ��Ë@ úÎ« I. �JºK
 , ∥z∥ < c ©Ó z ∈ G+ L É¿ 	à


@ �IJ
m�'. c > 0

I. �JºK
 z ∈ G+ L Qå�	J« É¿ , �	�Aj. �JËAK. . ∥x∥+ ∥y∥ < 1 ð y ∈ L , x ∈ G

. ∥x∥+ ∥y∥ ⩽ 1

c
∥z∥ ð y ∈ L , x ∈ G ©Ó z = x+ y

□

�IJ
m�'. C �IK. A�K Yg. ñK
 	à 	X@
 . 8.2 �é 	JëQ�. ÖÏ @ �HA 	�@Q�� 	̄ @ � 	® 	K ú 	æJ. �� 	K �� .9.2 �éÓ 	PB ∗

(14) dist(x,G ⌢ L) ⩽ C[dist(x,G) + dist(x, L)] ∀x ∈ E.

�IJ
m�'. b ∈ L ð a ∈ G Yg. ñK
 . ² > 0 ð x ∈ E 	áºJ
Ë �� . �HAJ. �K @

∥x− a∥ ⩽ dist(x,G) + ², ∥x− b∥ ⩽ dist(x, L) + ².

�IJ
m�'. b′ ∈ L ð a′ ∈ G Yg. ñK
 é 	K


AK. z = a− b úÎ« (13)

�éJ
�A	mÌ'@ ��J
J.¢�� 	á�
J. K


a− b = a′ + b′, ∥a′∥ ⩽ C∥a− b∥, ∥b′∥ ⩽ C∥a− b∥.
ð a− a′ ∈ G ⌢ L ú
ÍA�JËAK.

dist(x,G ⌢ L) ⩽ ∥x− (a− a′)∥ ⩽ ∥x− a∥+ ∥a′∥
⩽ ∥x− a∥+ C∥a− b∥ ⩽ ∥x− a∥+ C(∥x− a∥+ ∥x− b∥)
⩽ (1 + C)[dist(x,G) + dist(x, L)] + (1 + 2C)².

□ . 0 ñm� 	' ² éJ
k. ñ�JK. (14) i. �J 	J���	�

	á�
�®�®m× 	á�
�®Ê 	ªÓ 	á�
J

K 	Qk. 	áK
ZA 	� 	̄
L ð G 	àA¿ @ 	X @
 : iJ
m�� 9.2

�éÓ 	PC�Ë@ �º« �� .7 �é 	¢kCÓ
.( [EX] Q 	¢	� @ ) A�®Ê 	ªÓ 	àñºK
 G+ L 	àA


	̄
(14) �Ë

L AJ

K 	Qk. ZA 	� 	̄ 	à


AK. Èñ�® 	K . E pA 	JK. Z A 	� 	̄ 	áÓ A�®Ê 	ªÓ AJ

K 	Qk. ZA 	� 	̄

G ⊂ E 	áºJ
Ë �� . 	­K
Qª�K
: @ 	X @
 G �Ë ú
k. ñËñK. ñ£ ÉÒºÓ ñë , E 	áÓ

o b e i k a n d l . c o m
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A �®Ê 	ªÓ L 	àA¿ (@)
. G+ L = E ð G ⌢ L = {0} (H. )

. y ∈ L , x ∈ G ©Ó z = x+ y YJ
kð É¾ ���. z ∈ E É¿ I. �JºK
 , �éËAmÌ'@ è 	Yë ú

	̄

	áºÖß
) . 	à@QÒ�J�Ó 	àAJ
¢ 	k 	à@Q�K 
ñÓ z 7−→ y ð z 7−→ x 	á�
£A�®�B
 @ 	à


AK. 8.2 �é 	JëQ�. ÖÏ @ 	áÓ i. �J 	J����


.( 	á�
J
k. ñËñK. ñ¢Ë@ 	á�
ÊÒºÖÏ @ 	­K
Qª�K ú

	̄ �éJ
�A	mÌ'@ è 	Yë YJ
 	®�K 	à



@

. �éÊ�JÓ


@

�èY«A�̄ e1, e2, . . . , en 	áº�JË , Éª 	®ËAK. . ú
k. ñËñK. ñ£ ÉÒºÓ , YªJ. Ë @ é�J 	JÓ G ú


G 	Qk. ZA 	� 	̄ É¾Ë (1

úÍ@
 'i É¿ YK
YÒ�JK. Ðñ�® 	K . 'i(x) = xi
	¬Qª	K ð x =

n∑

i=1

xiei I. �Jº	K , x ∈ G É¾Ë . G �Ë

YK
Yj�JËAK. ð


@ � ú
ÎJ
Êm�

�' É¾ �� , pA 	JK. - 	àAë �é 	JëQ�.Ó É 	� 	®K. ) E úÎ« '̃i QÒ�J�Ó ù
 ¢ 	k ú
Í@X

. G �Ë ú
k. ñËñK. ñ£ ÉÒºÓ ñë L =
n∩

i=1

('̃i)
−1(0) 	à



AK. �éËñîD��. ���®j�J 	K .( 2.1

�éÓ 	PC�Ë@ É 	� 	®K.

, Éª 	®ËAK. . ú
k. ñËñK. ñ£ ÉÒºÓ , é�J 	JÓ codimension I. kA�Ó YªJ. K. , ��Ê 	ªÓ ú


G 	Qk. ZA 	� 	̄ É¾Ë (2

.(YªJ. Ë @ é�J 	JÓ é 	K


@ AÖß. AJ

KA �®Ê�K ��Ê 	ªÓ ñë) ø
 Q�.g. ú
k. ñËñK. ñ£ ÉÒºÓ ø




@ PAJ
�J 	k@ ù


	®ºK

	à 	X@
 . p èYªK. , AJ

K 	Qk. ZA 	� 	̄

N ⊂ E′ 	áºJ
Ë . �éËAmÌ'@ è 	YêË ú
k.
	XñÖ 	ß ÈA�JÓ ú
ÎK
 AÒJ
 	̄

G = {x ∈ E; < f, x >= 0 ∀f ∈ N }
. p I. kA�ÖÏ @ èYªK. ð ��Ê 	ªÓ

�IJ
m�'. e1, e2, . . . , ep ∈ E Yg. ñK
 	à 	X@
 . N �Ë �èY«A�̄ f1, f2, . . . , fp 	áº�JË , Éª 	®ËAK.

< fi, ej >= ±ij ∀i, j = 1, 2, . . . , p.

�K.
	¬QªÖÏ @ Á⃗ : E → ℝp ��J
J.¢�JË @ Q�. �J«@ ]

x ∈ E 7−→ Á⃗(x) =
(
< f1, x >,< f2, x >, . . . , < fp, x >

)
.

- 	àAë �é 	JëQ�.Ó �é¢�@ñK. , ®⃗ = (®1, ®2, . . . , ®p) ∕= 0 XAm.�'
 @
 A 	Jª¢�J�@ B@
 ð � QÓA 	« Á⃗
��J
J.¢�JË @

�IJ
m�'. ,(ú

	GA�JË @ ú
æ�Y 	JêË @ É¾ ��Ë@) pA 	JK.

®⃗.Á⃗(x) =<

p∑

i=1

®ifi, x >= 0 ∀x ∈ E,
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. [ Èñ�®ªÓ Q�
 	« @ 	Yë ð
	à


AK. ð linearly independent AJ
¢ 	k �éÊ�®�J�Ó �é«ñÒm.× (ei)1⩽i⩽p

	à


AK. �éËñîD��. ���®j�J 	K

. G �Ë ú
k. ñËñK. ñ£ ÉÒºÓ ñë , èYËñ�K ø

	YË@ ZA 	� 	®Ë@

.( 2.5 É� 	®Ë@ Q 	¢	� @ ) ú
k. ñËñK. ñ£ ÉÒºÓ , �HQ�. Êë ZA 	� 	̄ ú

	̄
G

��Ê 	ªÓ ú


G 	Qk. ZA 	� 	̄ É¾Ë (3

½Ê�JÖ �ß B �é�®Ê 	ªÓ �éJ

K 	Qk. �H@ZA 	� 	̄ ZA 	JK. A 	J 	JºÖß
 , �éJ
�A¾ª	KB@ �H@ZA 	� 	®Ë @ ú

	̄ ú �æk �� .8

�é 	¢kCÓ
Y»
ñ�K Lindenstrauss Tzafriri [1] �Ë �é 	¢kCÖÏAK. �èQK
Yg. �éj. J
�� 	K ¼A 	Jë . ú
k. ñËñK. ñ£ ÉÒºÓ ø




@

�éJ

K 	Qk. �H@ZA 	� 	̄ éK
YË , �HQ�. Êë ZA 	� 	̄ ©Ó isomorphic AJ
ÊK. A �®�K É¿ A ����Ó Q�
 	« pA 	JK. Z A 	� 	̄ É¿ 	à


AK.

. ú
k. ñËñK. ñ£ ÉÒºÓ ø



@ 	àðYK. �é�®Ê 	ªÓ

: 	à


AK. hñ�J 	®ÖÏ @ ��J
J.¢�JË @ �é 	JëQ�.Ó 	á�
J. �K . F úÍ@
 E 	áÓ @QÓA 	« ð @QÒ�J�Ó AJ
¢ 	k @Q�K 
ñÓ T 	áºJ
Ë

. ∥x∥ ⩽ C∥f∥ ð Tx = f �IJ
m�'. ∃x ∈ E , ∀f ∈ F

E úÍ@
 F 	áÓ S @QÒ�J�Ó AJ
¢ 	k @Q�K 
ñÓ 	àñº	K 	à


@ A 	JºÜØ 	àA¿ @ 	X @
 AÔ« ÈZA��� 	K 	à



@ ù
 ªJ
J.¢Ë@ 	áÓ

. T �Ë 	á�
ÒJ
Ë @ úÎ« �ñºªÓ S 	à


AK. 	à 	X@
 Èñ�® 	K . ToS = IdF

�IJ
m�'.

	àA�JJ
ËA�JË @ 	àA�J�
�A	mÌ'@ . F úÍ@
 E 	áÓ @QÓA 	« ð @QÒ�J�Ó AJ
¢ 	k @Q�K 
ñÓ T 	áºJ
Ë �� .10.2 �é 	JëQ�.Ó ∗
: 	àA�J
J 	̄ A¾�JÓ

. 	á�
ÒJ
Ë @ úÎ« �ñºªÓ T �Ë (@)
. E ú


	̄ ú
k. ñËñK. ñ£ ÉÒºÓ N(T ) = T−1(0) �Ë (H. )

. �HAJ. �K @

	à


AK. �éËñîD��. ���®j�JË @ 	áºÖß
 . T �Ë 	á�
ÒJ
Ë @ úÎ« A�ñºªÓ S 	áºJ
Ë :(H. ) ⇐= (@)

. N(T ) �Ë ú
k. ñËñK. ñ£ ÉÒºÓ R(S) = S(F )

P �K. L úÎ« E  A�®�B
 	QÓQ 	K . N(T ) �Ë AJ
k. ñËñK. ñ£ CÒºÓ L 	áºJ
Ë :(@) ⇐= (H. )
© 	�	� ð Tx = f

�éËXAªÖÏ @ ÈñÊg Yg


B x �K. 	QÓQ 	K , f ∈ F ZA¢«A
K. .( QÒ�J�Ó ù
 ¢ 	k Q�K 
ñÓ P )

QÒ�J�Ó ù
 ¢ 	k Q�K 
ñÓ S 	à


AK. �éËñîD��. ���®j�J 	K . x PAJ
�J 	k@ 	á« É�®�J�Ó S 	à



AK. 	¡kC	K ; Sf = Px

□ . ToS = IdF
�IJ
m�'.
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½ÊÖ �ß B �èQÓA 	« �H@Q�K 
ñÓ ð �éJ
�A¾ª	K @ F ð E �H@ZA 	� 	®Ë �éÊ�JÓ


@ ZA 	JK. A 	J 	JºÖß
 �� .9

�é 	¢kCÓ
ú
k. ñËñK. ñ£ ÉÒºÓ 	àðYK. A �®Ê 	ªÓ AJ

K 	Qk. ZA 	� 	̄

G ⊂ E C�JÓ Q�. �J«@ . 	á�
ÒJ
Ë @ úÎ« A�ñºªÓ
�éÒ��®Ë@ ZA 	� 	̄ 	­K
Qª�JË ) . F úÎ« E 	áÓ ú


	Gñ 	KA �®Ë @  A�®�B
 @ T ð F = E/G ,( 8
�é 	¢kCÓ )

.( [EX] C�JÓ Q 	¢	� @ , é�
�A� 	k ð E/G quotient space

	áÓ @QÒ�J�Ó AJ
¢ 	k @Q�K 
ñÓ S 	àA¿ @ 	X @
 T �Ë PA��
Ë @ úÎ« �ñºªÓ S 	à


AK. Èñ�® 	K , �éÊ�KAÜØ �é�®K
Q¢�.

. SoT = IdE
�IJ
m�'. E úÍ@
 F

	àA�J�
�A	mÌ'@ . F úÍ@
 E 	áÓ A 	JK
AJ. �JÓ ð @QÒ�J�Ó AJ
¢ 	k @Q�K 
ñÓ T 	áºJ
Ë �� .11.2
�é 	JëQ�.Ó ∗

: 	àA�J
J 	̄ A¾�JÓ 	àA�JJ
ËA�JË @

.PA��
Ë @ úÎ« �ñºªÓ T �Ë (@)
. F ú


	̄ ú
k. ñËñK. ñ£ ÉÒºÓ éË ð ��Ê 	ªÓ R(T ) = T (E) (H. )

. �HAJ. �K @

ú
k. ñËñK. ñ£ ÉÒºÓ N(S) 	à



AK. ð ��Ê 	ªÓ R(T ) 	à



AK. ���®j�JË @ ÉîD�Ë @ 	áÓ :(H. ) ⇐= (@)

. éË
	à


@ AÖß. ; f ∈ F 	áºJ
Ë . R(T ) úÎ« F 	áÓ @QÒ�J�Ó A£A�®�@
 P 	áºJ
Ë :(@) ⇐= (H. )

l� 	�@ñË@ 	áÓ . Sf = x
	¬Qª	K . Pf = Tx �IJ
m�'. @YJ
kð x ∈ E Yg. ñK
 é 	KA


	̄ , Pf ∈ R(T )

□ . 6.2 �éÓ 	PC�Ë@ É 	� 	®K. QÒ�J�Ó S 	àA

	̄ øQ 	k



@ �éJ
kA 	K 	áÓ ; SoT = IdE

	à


@

YÓAª�JË @ �HA�̄C« .5.2

. pA 	JK. Z A 	� 	̄
X 	áºJ
Ë �� . 	Q�
ÓQ�K

© 	�	� , AJ
êj. �JÓ AJ

K 	Qk. ZA 	� 	̄
M ⊂ X 	àA¿ @ 	X @


M⊥ = { f ∈ X ′; < f, x >= 0 ∀x ∈ M }.
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© 	�	� , AJ
êj. �JÓ AJ

K 	Qk. ZA 	� 	̄
N ⊂ X ′ 	àA¿ @ 	X @


N⊥ = {x ∈ X; < f, x >= 0 ∀f ∈ N }.
.( N ú
Í@ñ�JË @ úÎ« ) M orthogonal YÓAª�JÓ ñë ( N⊥ ú
Í@ñ�JË @ úÎ« ) M⊥ 	à



AK. Èñ�® 	K

.( X ú
Í@ñ�JË @ úÎ« ) X ′ 	áÓ ��Ê 	ªÓ ú


G 	Qk. ZA 	� 	̄ ( N⊥ ú
Í@ñ�JË @ úÎ« ) M⊥ 	à



@ 	¡kC	JË

: �é¢J
��. �éj. J
�J 	�K.


@YJ. 	JË

A 	JK
YË 	à 	X@
 . AJ
êj. �JÓ AJ

K 	Qk. ZA 	� 	̄
M ⊂ X 	áºJ
Ë �� .12.2 �éJ
 	��̄ ∙

(M⊥)⊥ = M.

A 	JK
YË 	à 	X@
 . AJ
êj. �JÓ AJ

K 	Qk. ZA 	� 	̄
N ⊂ X ′ 	áºJ
Ë

(N⊥)⊥ ⊃ N.

	¬ñ� . [EX] ú

	̄ ÈA�JÓ úÍ@
 Q 	¢	� @ ; (N⊥)⊥ ∕= N 	à



@ �HYm�'
 	à



@ 	áºÒÖÏ @ 	áÓ �� .10 �é 	¢kCÓ

@ 	X @
 é 	K


AK. øQ 	K 	¬ñ� AÓñÔ« . (N⊥)⊥ = N 	àA


	̄ AJ
�A¾ª	K @ X 	àA¿ @ 	X @
 é 	K


AK. 3 É� 	®Ë@ ú


	̄ øQ 	K
AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK. N closure

�é�̄C 	«@
 ©Ó ��K. A¢�JK
 (N⊥)⊥ 	àA

	̄ AJ
 	®J
» pA 	JK. Z A 	� 	̄

X 	àA¿
. ¾(X ′, X)

	àA

	̄ , ��Ê 	ªÓ (M⊥)⊥ 	à



@ AÖß. ð M ⊂ (M⊥)⊥ 	à



@ l� 	�@ñË@ 	áÓ �� . 12.2 �éJ
 	��®Ë@ �HAJ. �K @


. M ⊂ (M⊥)⊥

Yg. ñK
 é 	K


AK. 	�Q 	® 	JË ð 	��̄ A 	J�JË AK. 	áëQ�. 	JË . (M⊥)⊥ ⊂ M 	à



@ �IJ. �� 	JË , �ºªËAK.	à 	X@
 . ��Ê 	ªÓ ñ�J�Ó ��ñ 	®K. AJ
Êª 	̄ C� 	̄

M ð {x0} 	à 	X @
 É� 	® 	K . x0 ∕∈ M �IJ
m�'. x0 ∈ (M⊥)⊥
�IJ
m�'. ® ∈ ℝ ð f ∈ X ′ Yg. ñK


(15) < f, x > < ® < < f, x0 > ∀x ∈ M.

ú
ÍA�JËAK. ð f ∈ M⊥ 	à 	X@
 . ∀x ∈ M < f, x >= 0 	à


AK. i. �J 	J���	� , ú



G 	Qk. ZA 	� 	̄
M 	à



@ AÖß.

. (15) 	��̄ A 	JK
 @ 	Yë ð �� < f, x0 >= 0

□ . N ⊂ (N⊥)⊥ ú
ÍA�JËAK. ð N ⊂ (N⊥)⊥ 	à


@ l� 	�@ñË@ 	áÓ ½Ë 	Y»
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. (N⊥)⊥ = N 	à


@ úÎ« �é 	JëQ�. ÊË AJ
ª� �HAJ. �KB
 @ �éÊ�@ñÓ �éËðAm× YJ
 	®ÖÏ @ 	áÓ �� .11

�é 	¢kCÓ
C� 	̄

N ð {f0} 	à 	X@
 É� 	® 	K . f0 ∕∈ N �IJ
m�'. f0 ∈ (N⊥)⊥ Yg. ñK
 é 	K


@ , 	��̄ A 	J�JËAK. , 	�Q 	® 	JË

�IJ
m�'. ® ∈ ℝ ð ' ∈ X ′′ Yg. ñK
 	à 	X@
 . X ′ ú

	̄ ñ�J�Ó ��ñ 	®K. AJ
Êª 	̄

'(f) < ® < '(f0) ∀f ∈ N.

′′ �é 	̄ Y� ′′ Yg. ð @ 	X @
 B@
 �� �éÊ�@ñÖÏ @ A 	J 	JºÖß
 B 	áºË ð . ∀f ∈ N '(f) = 0 ½Ë 	Y» A 	JK
YË
�IJ
m�'. x0 ∈ X

'(f) = < f, x0 > ∀f ∈ X ′

.(! AJ
�A¾ª	K @ X 	àñºK
 AÓY 	J« ¡J. 	�ËAK. �HYm�'
 AÓ @ 	Yë)

A 	JK
YË . X 	áÓ 	á�
�®Ê 	ªÓ 	á�
J

K 	Qk. 	áK
ZA 	� 	̄
L ð G 	áºJ
Ë �� .13.2 �éJ
 	��̄

(16) G ⌢ L = (G⊥ + L⊥)⊥

(17) G⊥ ⌢ L⊥ = (G+ L)⊥.

	àA¿ @ 	X @
 Éª 	®ËAK. ; G ⌢ L ⊂ (G⊥ + L⊥)⊥ 	à


@ l� 	�@ñË@ 	áÓ . (16) úÎ« �é 	JëQ�. Ë @ �� . �HAJ. �K @


ð G⊥ ⊂ G⊥ + L⊥ A 	JK
YË , �ºªËAK. . < f, x >= 0 	àA

	̄ , f ∈ G⊥ + L⊥ ð x ∈ G ⌢ L

;( N⊥
2 ⊂ N⊥

1
	àA


	̄
N1 ⊂ N2

	àA¿ @ 	X @
 é 	K


@ 	¡kB ) (G⊥ + L⊥)⊥ ⊂ G⊥⊥ = G ú
ÍA�JËAK.

. (G⊥ + L⊥)⊥ ⊂ G ⌢ L 	à 	X@
 . (G⊥ + L⊥)⊥ ⊂ L é�K @ 	X ñj	JË @ úÎ«
□ . �éJ
îE
YK. . (17) úÎ« �é 	JëQ�. Ë @

A 	JK
YË . X 	áÓ 	á�
�®Ê 	ªÓ 	á�
J

K 	Qk. 	áK
ZA 	� 	̄
L ð G 	áºJ
Ë �� .14.2 �éÓ 	PB

(18) (G ⌢ L)⊥ ⊃ (G⊥ + L⊥)

(19) (G⊥ ⌢ L⊥)⊥ = G+ L.
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□ . 13.2 ð 12.2 	á�
�J�
 	��®Ë@ ��J.£ �� . �HAJ. �K @


: A �®Ô« Q��»


@ �éj. J
�� 	K 	à

�
B@ A 	JK
YË

�éJ
�K
�
B@ �
�A�	mÌ'@ . X 	áÓ 	á�
�®Ê 	ªÓ 	á�
J

K 	Qk. 	áK
ZA 	� 	̄

L ð G 	áºJ
Ë �� .15.2
�é 	JëQ�.Ó ∗

: �é
J 	̄ A¾�JÓ

X ú

	̄ ��Ê 	ªÓ G+ L (@)

X ′ ú

	̄ ��Ê 	ªÓ G⊥ + L⊥ (H. )

G+ L = (G⊥ ⌢ L⊥)⊥ (�k. )
.G⊥ + L⊥ = (G ⌢ L)⊥ (X)

. �HAJ. �K @

. (17) �Ë �éj. J
�� 	K :(�k. ) ⇐⇒ (@)

. ÉîD� :(H. ) ⇐= (X)
.(@) ⇐= (H. ) ð (X) ⇐= (@) úÎ« �é 	JëQ�. Ë @ 	à 	X@
 ù�®J. K


	à 	X@
 	áºJ
Ë . (G ⌢ L)⊥ ⊂ G⊥ + L⊥ 	à


AK. 	áëQ�. 	K 	à



@ (16) É 	� 	®K. ù


	®ºK
 :(X) ⇐= (@)
, x ∈ G+ L 	áºJ
Ë . �éJ
ËA�JË @ �é�®K
Q¢ËAK. ' : G+ L → ℝ ��J
J.¢�JË @ 	¬Qª	K . f ∈ (G ⌢ L)⊥

© 	�	� . b ∈ L ð a ∈ G ©Ó x = a+ b 	à


@ �IJ
m�'.

'(x) =< f, a > .

A 	J 	JºÖß
 ,( 8.2
�é 	JëQ�.Ó ) Q 	k

�
@ I. 	KAg. 	áÓ . ù
 ¢ 	k ' 	à



AK. ð x ÉJ
Êm�

�' 	á« É�®�J�Ó ' 	à


AK. 	¡kC	K

éJ
Ê« ZA 	JK. ð ∥a∥ ⩽ C∥x∥ �IJ
m�'. x �Ë ÉJ
Êm�
�' PAJ
�J 	k@

∣'(x)∣ ⩽ C∥x∥ ∀x ∈ G+ L.

úÎ« @ 	Yºë É�m� 	' . X úÎ« 	¬QªÓ '̃ ù
 ¢ 	k ú
Í@X úÍ@
 ' XYÖ 	ß

. '̃ ∈ L⊥ ð f − '̃ ∈ G⊥ ©Ó f = (f − '̃) + '̃

�IJ
m�'. C �IK. A�K Yg. ñK
 é 	K


AK. , 9.2

�éÓ 	PC�Ë@ É 	� 	®K. , ÕÎª 	K :(@) ⇐ (H. )
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(20) dist(f,G⊥ ⌢ L⊥) ⩽ C[ dist(f,G⊥) + dist(f, L⊥) ] ∀f ∈ X ′.

A 	JK
YË øQ 	k


@ �éJ
kA 	K 	áÓ

(21) dist(f,G⊥) = sup
x∈G

∥x∥⩽1

< f, x > ∀f ∈ X ′.

. [ Ã(x) = IG(x) ð '(x) = IBX(0,1)(x)− < f, x > úÎ« 11.1
�é 	JëQ�. ÖÏ @ ��J.£ ]

A 	JK
YË ½Ë 	Y»

(22) dist(f, L⊥) = sup
x∈L

∥x∥⩽1

< f, x > ∀f ∈ X ′

ð

(23) dist(f,G⊥ ⌢ L⊥) = dist(f, (G+ L)⊥) = sup
x∈G+L

∥x∥⩽1

< f, x > ∀f ∈ X ′

.( (17) É 	� 	®K. )
úÎ« É�m� 	' (23) ð (22) (21) (20) 	á�
K. ��J
� 	��JËAK.

(24) sup
x∈G+L

∥x∥⩽1

< f, x > ⩽ C
[
sup
x∈G

∥x∥⩽1

< f, x > + sup
x∈L

∥x∥⩽1

< f, x >
] ∀f ∈ X ′.

	à


AK. (24) 	áÓ i. �J 	J����


(25) BG(0, 1) +BL(0, 1) ⊃ 1

C
BG+L(0, 1).

©Ó x0 ∈ G+ L Yg. ñK
 é 	K


@ - 	��̄ A 	J�JËAK. - 	�Q 	® 	JË , Éª 	®ËAK.

. x0 ∕∈ BG(0, 1) +BL(0, 1) ð ∥x0∥ <
1

C

Yg. ñJ
 	̄ ; X ú

	̄ ��Ê 	ªÓ ñ�J�Ó ��ñ 	®K. AJ
Êª 	̄

BG(0, 1) +BL(0, 1) ð {x0} É� 	̄ 	à 	X@
 A 	J 	K A¾ÓA
K.
�IJ
m�'. ® ∈ ℝ ð f ∈ X ′

< f, x > < ® < < f, x0 > ∀x ∈ BG(0, 1) +BL(0, 1).
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úÎ« É�m� 	' , éJ
Ê« ZA 	JK.

sup
x∈G

∥x∥⩽1

< f, x > + sup
x∈L

∥x∥⩽1

< f, x > ⩽ ® < < f, x0 >

. (25) úÎ« A 	JëQK. Y�̄ 	àñº	K 	à 	X@
 . (24) ©Ó 	��̄ A 	J��K
 @ 	Yë ð
Õæ


	¢ 	JËAK. @Xð 	QÓ E = G× L ZA 	� 	®Ë@ Q�. �Jª 	K , @Q�
 	g


@

∥[x, y]∥ = max{∥x∥, ∥y∥}
. X Õæ


	¢ 	JK. @Xð 	QÓ F = G+ L ZA 	� 	®Ë@ ð
	à


AK. ÕÎª 	K (25) úæ	��J�®Öß. ð QÒ�J�Ó , ù
 ¢ 	k T ([x, y]) = x+ y �K.

	¬QªÖÏ @ T : E → F
��J
J.¢�JË @

��J
J.¢�JË @ �é 	JëQ�.Ó) 5.2
�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @
 úÍ@
 Q 	¢	� @ ] i. �J 	J���	� . T (BE(0, 1)) ⊃ BF (0,

1

C
)

	à


AK. [ �éJ
 	K A�JË @ �éÊgQÖÏ @ ,(hñ�J 	®ÖÏ @

T (BE(0, 1)) ⊃ BF (0,
1

2C
).

□ . G+ L = G+ L ø



@ F úÎ« E 	áÓ ÉÓA �� T , �ñ�	mÌ'@ úÎ«

	áK
Q�®Ë @ 	­K
Qª�K . �èXðYjÖÏ @ Q�
 	« �éJ
¢	mÌ'@ �H@Q�K 
ñÒÊË �éÓY�®Ó .6.2

É¿ F úÍ@
 E 	áÓ XðYm× Q�
 	« AJ
¢ 	k @Q�K 
ñÓ ù
 Ò�	� . pA 	JK. ø
 ZA 	� 	̄
F ð E 	áºJ
Ë �� . 	­K
PAª�K

ú

	̄ éÒJ
�̄ , D(A) ⊂ E ú
æêj. �JÓ ú



G 	Qk. ZA 	� 	̄ úÎ« 	¬QªÓ A : D(A) ⊂ E → F ù
 ¢ 	k ��J
J.¢��
�IJ
m�'. c ⩾ 0 �IK. A�K Yg. ð @ 	X@
 XðYm× A 	à



AK. Èñ�® 	K . A ��A¢	� ñë D(A) . F

∥Au∥ ⩽ c∥u∥ ∀u ∈ D(A).

iÊ¢�ÖÏ @ . @XðYm× XðYm× Q�
 	« Q�K 
ñÓ 	àñºK
 	à


AK. É�m�'
 	à



@ 	áºÒÖÏ @ 	áÓ 	à 	X@
 �� .12

�é 	¢kCÓ
! 	�ñÔ 	« ø




@ úÍ@
 ø
 X 
ñK
 B ð ©
KA �� , ÐñÒªË@ úÎ« , é 	JºË ð , @Q�
�J» �� 	̄ñÓ Q�
 	«

�éÒêÖÏ @ 	­K
PAª�JË @ ð 	áK
ð@Y�JË @ 	�ªK. l� 	�ñ	JË
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62

E × F ⊃
∪

u∈D(A)

[u,Au] = G(A) = A 	àAJ
K.

F ⊃
∪

u∈D(A)

Au = R(A) = A øYÓ

. E ⊃ { Au = 0 ; u ∈ D(A) } = N(A) = A
�è @ñ 	K

. E × F ú

	̄ A �®Ê 	ªÓ G(A) 	àA¿ @ 	X @
 (closed operator)

��Ê 	ªÓ A @Q�K 
ñÓ 	à


AK. Èñ�® 	K �� . 	­K
Qª�K

�éJ
ËA�J�JÓ
	Y 	g



A 	K . �éJ
ËA�JË @ �é�®K
Q¢Ë@ AÓñÔ« ½Ê�	� , ��Ê 	ªÓ A @Q�K 
ñÓ 	à



@ úÎ« �é 	JëQ�. ÊË �� .13 �é 	¢kCÓ ∙

���®j�JËAK. ½Ë 	X YªK. QÓ


B@ ��Êª�JK
 . F ú


	̄
Aun → f ð E ú


	̄
un → u �IJ
m�'. D(A) 	áÓ (un)

	à


AK.

u ∈ D(A) (@)
. f = Au (H. )

. ��Ê 	ªÓ N(A) 	àA

	̄ , A �®Ê 	ªÓ A 	àA¿ @ 	X @
 �� .14 �é 	¢kCÓ

Aê�̄ A¢ 	� ð �é�®Ê 	ªÓ Aê 	̄ XA�	J� ú

�æË@ �èXðYjÖÏ @ Q�
 	« �H@Q�K 
ñÖÏ @ Ñ 	¢ªÓ , ��J
J.¢�JË @ ú


	̄ �� .15 �é 	¢kCÓ
. E ú


	̄ 	­J
�J» D(A)

. 	­J
�J» é�̄ A¢	� , XðYm× Q�
 	« @Q�K 
ñÓ A : D(A) ⊂ E → F 	áºJ
Ë �� . A∗ 	áK
Q�®Ë@ 	­K
Qª�K
© 	�	� . ú
ÎK
 AÒ» A∗ : D(A∗) ⊂ F ′ → E′ XðYm× Q�
 	« @Q�K 
ñÓ 	¬Qª	K 	¬ñ�

. { ∀u ∈ D(A) ∣ < v,Au > ∣ ⩽ c∥u∥ �IJ
m�'. ∃c ⩾ 0 ; v ∈ F ′ } = D(A∗)

. v ∈ D(A∗) �Ë A∗v 	à
�
B@ 	¬Qª	J� . F ′ 	áÓ ú
æêj. �JÓ ú



G 	Qk. ZA 	� 	̄
D(A∗) 	à



@ l� 	�@ñË@ 	áÓ

�K.
	¬QªÖÏ @ g : D(A) → ℝ ��J
J.¢�JË @ Q�. �Jª 	K , v ∈ D(A∗) ZA¢«A
K.

g(u) =< v,Au >, u ∈ D(A).

A 	JK
YË

∣g(u)∣ ⩽ c∥u∥ ∀u ∈ D(A).

ù
 ¢ 	k ú
Í@X úÍ@
 g YK
YÖ �ß 	áºÖß
 é 	K


AK. ,(ú
ÎJ
Êj�JË @ É¾ ��Ë@ - pA 	JK. 	àAë) 1.1

�é 	JëQ�. ÖÏ @ É 	� 	®K. , ÕÎª 	K
�IJ
m�'. f : E → ℝ
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∣f(u)∣ ⩽ c∥u∥ ∀u ∈ E.

. 	­J
�J» D(A) ð E úÎ« QÒ�J�Ó f 	à


@ AÖß. YJ
kð g YK
YÖ �ß 	à



AK. 	¡kC	K . f ∈ E′ ú
ÍA�JËAK.

© 	�	�

A∗v = f.

. A (adjoint) 	áK
Q�®K. A∗ : D(A∗) ⊂ F ′ → E′ Q�K 
ñÖÏ @ ùÒ��
 . ù
 ¢ 	k A∗ 	à


@ l� 	�@ñË@ 	áÓ

: A∗ ð A ¡�. Q�K ú

�æË@ �éJ
ËA�JË @ �éJ
�A�



B@ �é�̄CªË@ A 	JK
YË , éJ
Ê« ZA 	JK. ð

< v,Au >F ′,F =< A∗v, u >E′,E ∀u ∈ D(A), ∀v ∈ D(A∗).

ù

	®ºK
 . g YK
YÒ�JË pA 	JK. - 	àAë �é 	JëQ�.Ó ZA«Y�J�@ ø
 PðQå	�Ë@ 	áÓ ��
Ë �� .16

�é 	¢kCÓ
QÒ�J�Ó g , 	­J
�JºË@ D(A) úÎ« 	¬QªÓ g 	à



@ AÖß.) g �Ë ′′ �éK
P@QÒ�J�BAK. ′′ YK
YÒ�JË @ ÈAÒª�J�@

. Choquet [1] ú

	̄
5 É� 	®Ë@ 	áÓ 14− 20

�é 	JëQ�. ÖÏ @ C�JÓ Q 	¢	� @ ;(ÐA�K ℝ ð ÐA 	¢�J 	K AK.

; A �®Ê 	ªÓ A 	àA¿ ñË ð F ′ ú

	̄ 	­J
�J» Q�
 	« D(A∗) 	à



@ É�m�'
 	à



@ 	áºÒÖÏ @ 	áÓ �� .17 �é 	¢kCÓ ∗

F ′ ú

	̄ A 	®J
�J» 	àñºK
 D(A∗) 	àA


	̄ , A �®Ê 	ªÓ A 	àA¿ @ 	X @
 é 	K


@ 	áëQ�. K
 é 	K



@ B@
 . [EX] ú


	̄ BA�JÓ Q 	¢	� @
F 	àA¿ @ 	X @
 �ñ�	mÌ'AK. ð . [EX] Q 	¢	� @ , 3 É� 	®Ë@ ú


	̄ �é 	̄QªÖÏ @ ¾(F ′, F ) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË �éJ.� 	�ËAK.
©¢�®ÖÏ @ Q 	¢ 	� @ ; Õæ


	¢ 	JËAK. �é¢J. �KQÖÏ @ �éK
XAªË@ AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË F ′ ú

	̄ A 	®J
�J» 	àñºK
 D(A∗) 	àA


	̄ , AJ
�A¾ª	K @
. 5.3

A∗ 	à 	X@
 . 	­J
�J» é�̄ A¢ 	� , XðYm× Q�
 	« @Q�K 
ñÓ A : D(A) ⊂ E −→ F 	áºJ
Ë �� .16.2
�éJ
 	��̄ ∙

. F ′ × E′ ú

	̄ ��Ê 	ªÓ G(A∗) 	à



@ ø




@ , ��Ê 	ªÓ

QÓ


B@ ��Êª�JK
 . E′ ú


	̄
A∗vn −→ f ð F ′ ú


	̄
vn −→ v �IJ
m�'. vn ∈ D(A∗) 	áº�JË �� . �HAJ. �K @


A 	JK
YË é 	K


@ Q�
 	« . A∗v = f (H. ) ð v ∈ D(A∗) (@) úÎ« �é 	JëQ�. Ë AK.

< vn, Au >=< A∗vn, u > ∀u ∈ D(A).
�éK
Aî 	DË @ Y 	J« Ñj. 	JK
 éJ
Ê« ZA 	JK.

< v,Au >=< f, u > ∀u ∈ D(A).

o b e i k a n d l . c o m



64

□ . A∗v = f ð ( D(A∗) 	­K
Qª�K úæ	��J�®Öß. ) v ∈ D(A∗) 	àA

	̄ ú
ÍA�JËAK.

��J
J.¢�JË @ Q�. �Jª 	JË , Éª 	®ËAK. . �é¢J
��. Yg. YÓAª�K �é�̄CªK. 	àA¢J. �KQÓ A∗ ð A A 	K AJ
K.
�K.

	¬QªÖÏ @ J : F ′ × E′ → E′ × F ′

J([v, f ]) = [−f, v].

A 	JK
YË 	à 	X@
 . D(A) = E ©Ó A : D(A) ⊂ E → F , XðYm× Q�
 	« @Q�K 
ñÓ A 	áºJ
Ë

J
[
G(A∗)

]
= G(A)⊥.

	à 	X @
 ; [v, f ] ∈ F ′ × E′ 	áºJ
Ë , Éª 	®ËAK.

[v, f ] ∈ G(A∗) ⇐⇒ < f, u >=< v,Au > ∀u ∈ D(A)

⇐⇒ − < f, u > + < v,Au >= 0 ∀u ∈ D(A)

⇐⇒ [−f, v] ∈ G(A)⊥.

	áK
ZA 	� 	®Ë@ PAJ. �J«@ ð X ′ = E′ × F ′ �IJ
m�'. X = E × F ZA 	� 	®Ë @ ÈA 	gX@
 Õç
'CÖÏ @ 	áÓ
ð R(A) , N(A∗) , N(A)

	­�ð A 	J 	JºÖß
 . X ú

	̄
L = E × {0} ð G = G(A) 	á�
J

K 	Qm.Ì'@

. L ð G
�é¢�@ñK. R(A∗)

	à


AK. �éËñîD��. ���®j�J 	K

(26) N(A)× {0} = G ⌢ L

(27) E ×R(A) = G+ L

(28) {0} ×N(A∗) = G⊥ ⌢ L⊥

(29) R(A∗)× F ′ = G⊥ + L⊥.

. D(A) = E ©Ó , A�®Ê 	ªÓ , XðYm× Q�
 	« @Q�K 
ñÓ A : D(A) ⊂ E → F 	áºJ
Ë �� .17.2 �éÓ 	PB ∙
A 	JK
YË 	à 	X@


N(A) = R(A∗)⊥ (@)
N(A∗) = R(A)⊥ (H. )
N(A)⊥ ⊃ R(A∗) (�k. )
. N(A∗)⊥ = R(A) (X)

A 	JK
YË (29) úÎ« ZA 	JK. �� .( @) 	áÓ ���®j�JË @ �� . �HAJ. �K @
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((16) É 	� 	®K.) G ⌢ L = (G⊥ + L⊥)⊥ = R(A∗)⊥ × {0}
.((26) É 	� 	®K.) N(A)× {0} =

A 	JK
YË (27) úÎ« ZA 	JK. �� .(H. ) 	áÓ ���®j�JË @

((17) É 	� 	®K.) G⊥ ⌢ L⊥ = (G+ L)⊥ = {0} ×R(A)⊥

.((28) É 	� 	®K.) {0} ×N(A∗) =

Õç�' YÓAª�JË @ ÉÒª�J�@ ,( (H. ) ú
Í@ñ�JË @ úÎ« ) (@) ÉÒª�J�@ �� .(X) ð (�k. ) 	áÓ ���®j�JË @
□ . 12.2 �éJ
 	��®Ë@ ��J.£

ð G ÈA 	gX@
 	àðYK. (H. ) ð (@) �Ë Qå��AJ.Ó �HAJ. �K @
 	á« , 	áK
QÒ�J» , �Ij�. 	K
	¬ñ� �� .18 �é 	¢kCÓ

. [EX] Q 	¢	� @ ; L

AJ
¢ 	k @Q�K 
ñÓ A 	àA¿ ñË ð N(A)⊥ ∕= R(A∗) 	à


@ �HYm�'
 	à



@ 	áºÒÖÏ @ 	áÓ �� .19 �é 	¢kCÓ ∗

�HAJ. �K @
 A 	J 	JºÖß
 ( 10
�é 	¢kCÖÏ @ ©k. @P ) é 	K



@ B@
 . [EX] ú


	̄ BA�JÓ Q 	¢	� @ , F ú

	̄
E 	áÓ @QÒ�J�Ó ð

	àA¿ @ 	X @
 �ñ�	mÌ'AK. ð ; ¾(E′, E) AJ
k. ñËñK. ñ¢ÊË R(A∗) �é�̄C 	«@
 ©Ó AÖ 
ß @X ��K. A¢�JK
 N(A)⊥ 	à


@

. N(A)⊥ = R(A∗) AÖ 
ß @X A 	JK
YË , AJ
�A¾ª	K @ E

�H@Q�K 
ñÓ . �èQÓA 	« �H@Q�K 
ñÓ . �é�®Ê 	ªÖÏ @ �èPñ�Ë@ �H@ 	X �H@Q�K 
ñÖÏ @ 	Q�
J
Ö �ß .7.2�èXðYm×

. D(A) = E ©Ó , A�®Ê 	ªÓ , XðYm× Q�
 	« @Q�K 
ñÓ A : D(A) ⊂ E → F 	áºJ
Ë �� .18.2 �é 	JëQ�.Ó ∗
: �é
J 	̄ A¾�JÓ �éJ
�K

�
B@ �
�A�	mÌ'@

��Ê 	ªÓ R(A) (@)
��Ê 	ªÓ R(A∗) (H. )

R(A) = N(A∗)⊥ (�k. )
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. R(A∗) = N(A)⊥ (X)

	àñºK
 @ 	Yºë ð . 6.2 ©¢�®ÖÏ @ ú

	̄ AëA 	JÊ 	gX



@ ø


	YË@ 	Q�
ÓQ��Ë @ YJ
ª�J�	� �� . �HAJ. �K @


( (27) ©k. @P ) X ú

	̄ ��Ê 	ªÓ G+ L ⇐⇒ (@)

( (29) ©k. @P ) X ′ ú

	̄ ��Ê 	ªÓ G⊥ + L⊥ ⇐⇒ (H. )

( (28) ð (27) ©k. @P ) G+ L = (G⊥ ⌢ L⊥)⊥ ⇐⇒ (�k. )
.( (29) ð (26) ©k. @P ) (G ⌢ L)⊥ = G⊥ + L⊥ ⇐⇒ (X)

□ . 15.2 �é 	JëQ�. ÖÏ @ É 	� 	®K. H. ñÊ¢ÖÏ @ úÍ@
 �Ê 	j�J�	�

@ 	X @

��Ê 	ªÓ R(A) 	à 	X@
 . A �®Ê 	ªÓ , XðYm× Q�
 	« @Q�K 
ñÓ A : D(A) ⊂ E → F 	áºJ
Ë �� .20 �é 	¢kCÓ

�IJ
m�'. C �IK. A�K Yg. ð @ 	X @
 ¡�® 	̄ ð

dist(u,N(A)) ⩽ C∥Au∥ ∀u ∈ D(A);

. [EX] Q 	¢	� @

. �èQÓA 	ªË @ �H@Q�K 
ñÒÊË YJ
 	®Ó 	Q�
J
Ö
�ß �éJ
ËA�JË @ �éj. J
�� 	JË @

.D(A) = E ©Ó , A�®Ê 	ªÓ , XðYm× Q�
 	« @Q�K 
ñÓ A : D(A) ⊂ E −→ F 	áºJ
Ë �� .19.2 �é 	JëQ�.Ó ∗
: �é
J 	̄ A¾�JÓ �éJ
�K

�
B@ �
�A�	mÌ'@

, R(A) = F 	à


@ ø




@ QÓA 	« A (@)

	à


@ �IJ
m�'. C ⩾ 0 �IK. A�K Yg. ñK
 (H. )

∥º∥ ⩽ C∥A∗º∥ ∀º ∈ D(A∗)

. ��Ê 	ªÓ R(A∗) ð N(A∗) = {0} (�k. )

⇐ (H. ) Ð@ 	QÊ�J�B@ ÉÒª�J�	� ,QÓA 	« A @Q�K 
ñÓ 	à


@ �HAJ. �K @
 XY��. A 	J» @ 	X @
 , AJ
ÊÔ« �� .21 �é 	¢kCÓ

C ©Ó ∥v∥ ⩽ C∥f∥ 	à


AK. �IJ. �� 	K ð f ∈ E′ ©Ó A∗v = f

�éËXAªÖÏ @ Q�. �Jª 	K . ú

�G
�
B@ ñj	JË @ úÎ« (@)
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Õ �æî 	E B : (a priori estimate) ú
Íð


B@ QK
Y�®�JË @ �é�®K
Q¢�. �éJ
 	J �®�JË @ è 	Yë ùÒ��� . f 	á« �éÊ�®�J�Ó

ð , �éËXAªÖÏ @ è 	YêË Cg �éK
 @YK.
	Y 	g



A 	K ; B Ð



@ Cg ÉJ. �®�K A∗v = f

�éËXAªÖÏ @ �I	KA¿ @ 	X @
 AÓ �é 	̄QªÖß.
. AêÒJ
 	¢ 	� QK
Y�®�K úÎ« �Ij�. 	K

. �HAJ. �K @

. 18.2 �é 	JëQ�.ÒÊË ð 17.2

�éÓ 	PCË �èQå��AJ.Ó �éj. J
�� 	K ñë :(�k. ) ⇐⇒ (@)
.(ú
æ

��ñ» �HAJ
ËA�J�JÖß. ÈY�J�@) ú
æîE
YK. :(�k. ) ⇐= (H. )

G⊥ + L⊥ 	à


AK. ð G⊥ ⌢ L⊥ = {0} 	à



AK. (29) ð (28) É 	� 	®K. ÕÎª 	K :(H. ) ⇐= (�k. )

É¾ ���. z ∈ G⊥ + L⊥ É¿ I. �JºK
 �IJ
m�'. C �IK. A�K Yg. ñK
 ; 8.2
�é 	JëQ�. ÖÏ @ ��J
J.¢�� A 	J 	JºÖß
 . ��Ê 	ªÓ

ú

�G
�
B@ ñj	JË @ úÎ« ( G⊥ ⌢ L⊥ = {0} 	à



@ AÖß. ) YJ
kð

. ∥b∥ ⩽ C∥z∥ ð ∥a∥ ⩽ C∥z∥ , b ∈ L⊥ , a ∈ G⊥ ©Ó z = a+ b

©Ó z = a+ b I. �JºK
 z = [A∗v, 0] 	à 	X@
 , v ∈ D(A∗) 	áºJ
Ë

. b = [0, v] ∈ L⊥ ð a = [A∗v,−v] ∈ G⊥

	à 	X@
 A 	JK
YË

∥b∥ = ∥v∥ ⩽ C∥z∥ = C∥A∗v∥.
□

�Im��' - 	á�
J. 	K . øQ 	k


@ �é�®K
Q¢�. (H. ) ⇐= (@) Ð@ 	QÊ�J�B@ , 	áK
QÒ�J» , �IJ. �� 	K �� .22

�é 	¢kCÓ
�é 	JëQ�.Ó �é¢�@ñK. F ′ ú


	̄ �èXðYm× {v ∈ D(A∗); ∥A∗v∥ ⩽ 1} �é«ñÒj. ÖÏ @ 	à


AK. - (@) 	�@Q�� 	̄ B@
. �ðAî 	DK
A�J� - pA 	JK.

: A 	JK
YË Q 	£A 	J�JËAK.

. D(A) = E ©Ó , A�®Ê 	ªÓ , XðYm× Q�
 	« @Q�K 
ñÓ A : D(A) ⊂ E → F 	áºJ
Ë �� .20.2 �é 	JëQ�.Ó ∗
: �é
J 	̄ A¾�JÓ �éJ
�K

�
B@ �
�A�	mÌ'@

, R(A∗) = E′ 	à


@ ø




@ QÓA 	« A∗ (@)

	à


@ �IJ
m�'. C �IK. A�K Yg. ñK
 (H. )
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∥u∥ ⩽ C∥Au∥ ∀u ∈ D(A)

. ��Ê 	ªÓ R(A) ð N(A) = {0} (�k. )

□ . 	áK
QÒ�J» ÉJ
�A 	®�JË @ �éK. A�J» 
øPA�®ÊË 	áºÖß
 . 19.2 �é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @
 ©Ó AÓAÖ �ß éK. A ����Ó é 	K @
 �� . �HAJ. �K @


A 	JK
YË 	àñºK
 é 	KA

	̄
dimF < ∞ 	à



@ ð



@ dimE < ∞ 	à



AK. A 	J 	�Q�� 	̄ @ @ 	X @
 �� .23

�é 	¢kCÓ
: 	à@ 
ñ 	̄ A¾�JË @

	áK
AJ. �JÓ A∗ ⇐⇒ QÓA 	« A

. 	áK
AJ. �JÓ A ⇐⇒ QÓA 	« A∗

. 	á�
�®Ê 	ªÓ 	à 	X@
 ð , YªJ. Ë @ ú
æî �D 	JÓ R(A∗) ð R(A) 	àñºK
 , �éËAmÌ'@ è 	Yë ú

	̄ , Éª 	®ËAK.

	àAÓ@ 	QÊ�J�B@ ¡�® 	̄ A 	JK
YË , �éÓAªË@ �éËAmÌ'@ ú

	̄

	áK
AJ. �JÓ A∗ ⇐= QÓA 	« A

. 	áK
AJ. �JÓ A ⇐= QÓA 	« A∗

: ú

�G
�
B@ ÈA�JÖÏ @ é 	JJ
�. K
 AÒ» , iJ
m�� Q�
 	« �ºªË@

. A = A∗ 	à


@ �IJ
m�'. Ax =

( 1

n
xn

)
n⩾1

�� 	̄Q 	K x = (xn)n⩾1
, x ∈ l2 É¾Ë ; E = F = l2

;QÓA 	« Q�
 	« ( A∗ ú
Í@ñ�JË @ úÎ« ) A 	áºË 	áK
AJ. �JÓ ( A ú
Í@ñ�JË @ úÎ« ) A∗

. �é �®Ê 	ªÓ Q�
 	« , �é 	®J
�J» �èPñ� ð 	X ( A∗ ú
Í@ñ�JË @ úÎ« ) A

: �èXðYjÖÏ @ �H@Q�K 
ñÒÊË 	Q�
J
Ö
�ß úÍ@
 @Q�
 	g



@ Q�
 ��	�

. D(A) = E ©Ó , A�®Ê 	ªÓ , XðYm× Q�
 	« @Q�K 
ñÓ A : D(A) ⊂ E → F 	áºJ
Ë �� .21.2 �é 	JëQ�.Ó
: �é
J 	̄ A¾�JÓ �éJ
�K

�
B@ �
�A�	mÌ'@

D(A) = E (@)
XðYm× A (H. )

D(A∗) = F ′ (�k. )
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. XðYm× A∗ (X)
A 	JK
YË È@ñk



B@ è 	Yë ú


	̄

∥A∥ℒ(E,F ) = ∥A∗∥ℒ(F ′,E′).

. ��Ê 	ªÖÏ @ 	àAJ
J. Ë @ �é 	JëQ�.Ó ��J.£ :(H. ) ⇐= (@) �� . �HAJ. �K @

. D(A∗) 	­K
Qª�K ��J.£ :(�k. ) ⇐= (H. )

. ��Ê 	ªÖÏ @ 	àAJ
J. Ë @ �é 	JëQ�.Ó ð 16.2
�éJ
 	��®Ë@ ��J.£ :(X) ⇐= (�k. )

	áºJ
Ë , Éª 	®ËAK. . ��Ê 	ªÓ D(A∗) 	à


AK. Bð



@ 	¡kC	K . @YJ
�®ª�K Q��»



@ :(@) ⇐= (X) ∗

A 	JK
YË . F ′ ú

	̄
vn −→ v ©Ó vn ∈ D(A∗)

∥A∗(vn − vm)∥ ⩽ c∥vn − vm∥;
. A∗v = f ð v ∈ D(A∗) , ��Ê 	ªÓ A∗ 	à



@ AÖß. . f �éK
Aî 	E ñm� 	' H. PA�®�J�K (A∗vn) ú
ÍA�JËAK.

	à


@ �IJ
m�'. L = {0} × F ð G = G(A) 	á�
J

K 	Qm.Ì'@ 	áK
ZA 	� 	®Ë @ Q�. �Jª 	K , X = E × F ZA 	� 	®Ë @ ú


	̄

. G⊥ + L⊥ = E′ ×D(A∗) ð G+ L = D(A)× F

; ��Ê 	ªÓ G+ L 	à


@ h. A�J 	J���AK. 15.2

�é 	JëQ�. ÖÏ @ A 	JË iÒ��� . X ′ ú

	̄ ��Ê 	ªÓ G⊥ + L⊥ 	àA


	̄ ú
ÍA�JËAK.
. D(A) = E 	à



AK. i. �J 	J���	� , D(A) = E 	à



@ AÖß. . ��Ê 	ªÓ D(A) 	à 	X@


A 	JK
YË . ∥A∥ℒ(E,F ) = ∥A∗∥ℒ(F ′,E′)
	à


AK. 	à

�
B@ 	áëQ�. 	JË

< v,Au >=< A∗v, u > ∀u ∈ E, ∀v ∈ F ′.
	à 	X@


∣ < v,Au > ∣ ⩽ ∥A∗∥∥v∥∥u∥
ð

∥Au∥ = sup
∥v∥⩽1

∣ < v,Au > ∣ ⩽ ∥A∗∥∥u∥

A 	JK
YË AJ
�º« . ∥A∥ ⩽ ∥A∗∥ ú
ÍA�JËAK. .( 4.1
�éÓ 	PC�Ë@ É 	� 	®K. )

∥A∗v∥
	­K
Qª�K
= sup

∥u∥⩽1

∣ < A∗v, u > ∣ = sup
∥u∥⩽1

∣ < v,Au > ∣ ⩽ ∥A∥∥v∥.

□ . ∥A∗∥ ⩽ ∥A∥ �éj. J
�� 	JË AK.
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ú

	GA�JË @ É�� 	®Ë@ Èñ�k ��J
�ËAª�K

ÉÒºÓ ø



@ ½ÊÖ �ß B ú


�æË@ �é�®Ê 	ªÖÏ @ �éJ

K 	Qm.Ì'@ �H@ZA 	� 	®Ë@ 	�ªK. 	­�ð hñ 	�ñK. A 	J 	JºÖß
 (1

l∞ ú

	̄ ú
k. ñËñK. ñ£ ÉÒºÓ ø




@ ½ÊÖß
 B c0 , ÈA�JÖÏ @ ÉJ
�.� úÎ« . ú
k. ñËñK. ñ£

, ℝ ú

	̄ �èXðYjÖÏ @ x = (xn)

�HAJ
ËA�J�JÖÏ @ Z A 	� 	®Ë 	QÓQK
 l∞ 	à


AK. Q» 	Y 	K ;( De Vito [1] Q 	¢	� @ )

���®m��' ú

�æË @ �HAJ
ËA�J�JÒÊË ��Ê 	ªÖÏ @ ú



G 	Qm.Ì'@ Z A 	� 	®Ë @ ñë c0 ð ∥x∥ = sup
n
∣xn∣ Õæ


	¢ 	JËAK. Xð 	QÖÏ @

ú

	̄ ð



@ ( L1 	áÓ ú



G 	Qk. ZA 	� 	̄ ) Rudin [1] ú

	̄ øQ 	k



@ �éÊ�JÓ



@ Ym.�

	' . lim
n→∞

xn = 0

.( p ∕= 2 , lp 	áÓ ú


G 	Qk. ZA 	� 	̄ ) Beauzamy [1] ð Köthe [1]

, locally convex AJ
Êm× �éK. Ym× �H@ZA 	� 	̄ ) Fréchet �H@ZA 	� 	̄ úÍ@
 ÕÔª�K 2 É� 	®Ë@ l .�

'A�J 	K I. Ê 	«



@ (2

, Schaefer [1] C�JÓ Q 	¢	� @ ; �é 	JºÜØ �HAÒJ
Òª�K �èY« ¼A 	Jë .( complete
�éÓA�K ð metrisable

�èQ��ÜØ
, �HAÒJ
Òª�JË @ è 	Yë 	Q 	̄ @ñk 	áÓ . Köthe [1] , Treves [1], [3] , Edwards [1] , Horvath [1]
�H@ZA 	� 	®Ë@ 	áÓ Q�
�JºË@ �IJ
k ( L.Schwartz [1] Q 	¢	� @ ) distribution theory ©K
 	Pñ�JË @ �éK
Q 	¢	�
�éJ

K 	Qm.Ì'@ �éJ
Ê 	�A 	®�JË @ �HBXAªÖÏ @ �éK
Q 	¢	� úÎ« �HA�®J
J.¢�JÊË �éJ.� 	�ËAK. . pA 	JK. �H@ZA 	� 	®K. �I��
Ë �éÒêÖÏ @
, Hörmander [1] úÎ« ¨C£B@ 	áºÖß
 , theory of partial differential equations

. Treves [1] [2] [3]

. 5.2 ©¢�®ÖÏ @ l .�

'A�J 	JË �HAªJ
�ñ�JË @ 	�ªK. Kato [1] ú


	̄ Ym.�
	' (3
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