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. pA� 	J�K. - 	àA�ë �HA� 	J�ëQ�J. �Ó
È@ðY�Ë @ �é�K
Q� 	¢� 	J�Ë �é�ÓY��®�Ó
�é��®� 	̄ @Q�Ò�Ë @ �é�K. Y�j�Ò�Ë @

�HAJ
Ë @YË@ YK
YÖ �ß : pA 	JK. - 	àAë �é 	JëQ�. ÖÏ ú
ÎJ
Êj�JË @ É¾ ��Ë@ .1.1

�éJ
¢	mÌ'@

, E úÎ« 	¬QªÓ ù
 ¢ 	k ��J
J.¢�� ñë AJ
¢ 	k AJ
Ë @X 	à

AK. Q» 	Y 	K . ℝ úÎ« AJ
êj. �JÓ ZA 	� 	̄

E 	áºJ
Ë
��Êª�J�K 1.1

�èQ�® 	®ÊË �éJ
�A�

B@ �éj. J
�� 	JË @ . ℝ ú


	̄ �éÒJ
�̄ ð 	X ð E 	áÓ ú
æêj. �JÓ ú

G 	Qk. ZA 	� 	̄ úÎ« ð


@

E úÎ« 	¬QªÓ ù
 ¢ 	k ú
Í@X úÍ@ E 	áÓ ú
æêj. �JÓ ú

G 	Qk. ZA 	� 	̄ úÎ« 	¬QªÓ ù
 ¢ 	k ú
Í@X YK
YÒ�JK.

. éÊÒ»

AK.

: ���®m�'
 A �®J
J.¢�� p : E → ℝ 	áºJ
Ë �� ( ú
ÎJ
Êm�
�' É¾ �� , pA 	JK. - 	àAë ) .1.1

�é 	JëQ�.Ó

(1) , ∀¸ > 0 ð ∀x ∈ E p(¸x) = ¸p(x)

(2) p(x+ y) ⩽ p(x) + p(y) ∀x, y ∈ E.

���®m�'
 , AJ
¢ 	k A�®J
J.¢�� g : G → ℝ ð AJ
êj. �JÓ AJ
K 	Qk. ZA 	� 	̄
G ⊂ E , øQ 	k


@ �éêk. 	áÓ 	áºJ
Ë
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(3) g(x) ⩽ p(x) ∀x ∈ G.

: 	à

@ ø



@ , g �Ë X@Y�JÓ@ , E úÎ« 	¬QªÓ f ù
 ¢ 	k ú
Í@X Yg. ñK
 é 	KA

	̄ 	à 	X@

g(x) = f(x) ∀x ∈ G
�IJ
m�'. ð

(4) f(x) ⩽ p(x) ∀x ∈ E.

iJ
 	�ñ�JK.

@YJ. 	JË . AîD� 	JK. Q» 	Y 	J� ú


�æË@ Zorn 	àPð 	P �éJ£ñ�K ú
«Y�J��
 , 1.1
�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @ 	à@

. �éJ. �KQÖÏ @ �HA«ñÒj. ÖÏ @ �éK
Q 	¢	JË øXAJ. ÖÏ @ 	�ªK.
Èñ�® 	K . ⩾ �K. éË 	QÓQK
 (partial order) ( ú


G 	Qk. ) I. �
�KQ�K �é�̄CªK. �èXð 	QÓ �é«ñÒm.× P 	áº�JË
(É�̄ 

B@ úÎ«) ���®m�'
 Q 	áÓ a, b h. ð 	P É¿ 	àA¿ @ 	X @ AJ
Ê¿ �éJ. �KQÓ Q ⊂ P
�éJ
K 	Qk. �é«ñÒm.× 	à


AK.

. b ⩽ a ð

@ a ⩽ b 	á�
�J�̄CªË@ øYg@

Q �Ë (upper bound) ø
 ñÊ« Yg c ∈ P 	à

AK. Èñ�® 	K ; P 	áÓ �éJ
K 	Qk. �é«ñÒm.× Q ⊂ P 	áº�JË

. a ⩽ c , a ∈ Q É¾Ë A 	JK
YË 	àA¿ @ 	X @
	àñºK
 , m ⩽ x �IJ
m�'. x ∈ P É¾Ë , @ 	X @ P �Ë (maximal) ù
 Ò 	¢«


@ Qå� 	J« m ∈ P 	à


AK. Èñ�® 	K

. m = x
�èPðQå	�ËAK. A 	JK
YË

, P 	áÓ AJ
Ê¿ �éJ. �KQÓ �éJ
K 	Qk. �é«ñÒm.× É¾Ë 	àA¿ @ 	X @ (inductive)
�éJ
K @Q�®�J�@ P 	à


AK. Èñ�® 	K , @Q�
 	g


@

. AK
ñÊ« @Yg

. ù
 Ò 	¢«

@ Qå� 	J« úÎ« ø
 ñ�Jm��' , �éJ
ËA 	g Q�
 	« , �éJ
K @Q�®�J�@ , �éJ. �KQÓ �é«ñÒm.× É¿ �� ( 	àPð 	P) .1.1

�éJ£ñ�K

ú

	̄
(axiom of Choice) (PAJ
�J 	kB @ �éÒÊ�Ó ÈC 	g 	áÓ) 	àPð 	P �éJ£ñ�JË A�KAJ. �K @ Ym.�

	' 	à

@ A 	J 	JºÖß


©Ó P.Dubreil , (Vol.1, Théorème 1.2.7) N.Dunford− J. Schwartz [1]

. Lang [1] ú

	̄ ð


@ (chap.6) M.L.Dubreil Jacotin [1]
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ð , 	àPð 	P �éJ£ñ�K �HAJ. �K @
�é 	̄QªÓ ÉJ
Êj�JË @ �P@YË �éJ.� 	�ËAK. ø
 PðQå	�Ë@ 	áÓ ��
Ë �� .1 �é 	¢kCÓ

ú

	̄ �éÒêÓ ð �èYK
Y« �HA�®J
J.¢�� 	àPð 	P �éJ£ñ�JË . AêË AÒª�J�@

�é 	̄QªÓ ð AîD� 	� Ñê 	̄ ú
æ�A�

B@ 	áÓ 	áºË

. Xñk. ñË@ l .�
'A�J 	K 	�ªK. �HAJ. �K @ ú


	̄ Aî 	D« ú 	æ 	« B �éÊJ
�ð ù
 ë ð ; ÉJ
Êj�JË @

�é«ñÒj. ÖÏ @ Q�. �Jª 	JË �� .1.1
�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @

.

{ , ù
 ¢ 	k ℎ , E 	áÓ ú
æêj. �JÓ ú

G 	Qk. ZA 	� 	̄

D(ℎ) ©Ó ℎ : D(ℎ) ⊂ E −→ ℝ
∀x ∈ D(ℎ) ℎ(x) ⩽ p(x) ð g XYÖß
 ℎ , G ⊂ D(ℎ)

∣∣∣ℎ
}

= P

: �éJ
ËA�JË @ I. �
�KQ��Ë @ �é�̄CªK. �èXð 	QÓ P

. ( ℎ1 XYÖß
 ℎ2 ð D(ℎ1) ⊂ D(ℎ2) ) ⇐⇒ (ℎ1 ⩽ ℎ2)

, Éª 	®ËAK. . �éJ
K @Q�®�J�@ P , øQ 	k

@ �éJ
kA 	K 	áÓ . g ∈ P 	à


@ AÖß. �éJ
ËA 	g Q�
 	« �é«ñÒm.× P 	à


@ l� 	�@ñË@ 	áÓ

	¬Qª	K . Q = (ℎi)i∈I I. �Jº	K ; AJ
Ê¿ �éJ. �KQÓ �éJ
K 	Qk. �é«ñÒm.× Q ⊂ P 	áº�JË

. x ∈ D(ℎi) @ 	X @ ℎ(x) = ℎi(x) ð D(ℎ) = ∪i∈ID(ℎi)

i. �J 	J����
 . Q �Ë ø
 ñÊ« Yg ℎ 	à

AK. ð ℎ ∈ P 	à


AK. , 	K
Qª�JË @ @ 	Yë �ém�� 	áÓ ���®j�JË @ 	áºÒÖÏ @ 	áÓ

	à

@ úÎ« 	áëQ�. 	JË . f �K. éË 	QÓQK
 ù
 Ò 	¢«


@ Qå� 	J« úÎ« ø
 ñ�Jm�'
 P 	à


AK. 	àPð 	P �éJ£ñ�K 	áÓ

	à

AK. 	�Q 	® 	JË ð 	��̄ A 	J�JË AK. ÈY�J� 	�Ë . 1.1

�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @ ú
æî 	DJ
� AÓ @ 	Yë ð - D(f) = E

, x ∈ D(f) É¾Ë ð D(ℎ) = D(f) + ℝx0 © 	�	JË ; x0 ∕∈ D(f) 	áºJ
Ë . D(f) ∕= E

	àñºK
 ú �æk YªK. AÒJ
 	̄ é 	J�
J
ª�K Õ �æJ
� �IK. A�K ® 	à

@ �IJ
k (t ∈ ℝ) ℎ(x+ tx0) = f(x) + t®

	à

AK. Y»


A�JË @ 	à 	X@ I. m.�'
 . ℎ ∈ P A 	JK
YË

f(x) + t® ⩽ p(x+ tx0) ∀x ∈ D(f), ∀t ∈ ℝ.
	à

@ 	áÓ ���®j�JË @ ù


	®ºK
 , (1) É 	� 	®K.
{

f(x) + ® ⩽ p(x+ x0) ∀x ∈ D(f)
f(x)− ® ⩽ p(x− x0) ∀x ∈ D(f).

�IJ
m�'. ® PAJ
�J 	k@ I. m.�'
 , øQ 	k

@ �èPAJ.ªK.

sup
y∈D(f)

{f(y)− p(y − x0)} ⩽ ® ⩽ inf
x∈D(f)

{p(x+ x0)− f(x)}.

: Ð@XAÓ , 	áºÜØ @ 	Yê» PAJ
�J 	k@

f(y)− p(y − x0) ⩽ p(x+ x0)− f(x) ∀x ∈ D(f), ∀y ∈ D(f);

o b e i k a n d l . c o m
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A 	JK
YË é 	K

AK. 	¡kC	K , Éª 	®ËAK.

f(x) + f(y) ⩽ p(x+ y) ⩽ p(x+ x0) + p(y − x0)

. (2) É 	� 	®K.
□ . f �éJ
Ò 	¢«


@ 	��̄ A 	JK
 @ 	Yë ð ; f ∕= ℎ 	à


AK. ð ℎ �K. úÎ«


B@ 	áÓ XðYm× f 	à


AK. �Ê 	j�J�	�

AJ
ÒJ
 	¢ 	� AJ
êj. �JÓ ZA 	� 	̄
E 	àñºK
 AÓY 	J« , 1.1

�é 	JëQ�.ÒÊË �é¢J
��. Ë @ �HA�®J
J.¢�JË @ 	�ªK. 	à
�
B@ ù
 ¢ª	K

. ∥ . ∥ éÒJ
 	¢ 	� (normed vector space) ( 	à . Ð . 	¬)

úÎ« �èQÒ�J�ÖÏ @ �éJ
¢	mÌ'@ �HAJ
Ë @YË@ ZA 	� 	̄ ø


@ , E′ �K. E �Ë 1(ú
k. ñËñK. ñ¢Ë@) ø
 ñ	J�JÊË 	QÓQ 	K �� . 	Q�
ÓQ�K

: 2ø
 ñ	J�JË @ Õæ

	¢ 	JËAK. Xð 	QÓ E′ ; E

(5) ∥f∥E′ = sup
x∈E

∥x∥⩽1

∣f(x)∣ = sup
x∈E

∥x∥⩽1

f(x).

	à

AK. Èñ�® 	K ; f(x) 	á« A 	�ñ« < f, x > AÓñÔ« I. �Jº	K , x ∈ E ð f ∈ E′ A 	JK
YË 	àñºK
 AÓY 	J«

. E′, E �éK
ñ 	J�JË @ ú

	̄ ù
 ÒÊ�Ë@ Z @Ym.Ì'@ ñë < , >

AJ
¢ 	k A�®J
J.¢�� g : G → ℝ 	áºJ
Ë ð E 	áÓ AJ
K 	Qk. AJ
êj. �JÓ ZA 	� 	̄
G 	áºJ
Ë �� .2.1

�éÓ 	PB ∙
éÒJ
 	¢ 	� , @QÒ�J�Ó

∥g∥G′ = sup
x∈G

∥x∥⩽1

g(x).

�IJ
m�'. g XYÖß
 f ∈ E′ Yg. ñK
 é 	KA
	̄ 	à 	X@

∥f∥E′ = ∥g∥G′ .

□ . p(x) = ∥g∥G′∥x∥ ©Ó 1.1
�é 	JëQ�. ÖÏ @ ��J.£ �� . �HAJ. �K @

! ¡Ê	mÌ'@ 	áÓ P@ 	Yg . E∗ �K. E �Ë ú
k. ñËñK. ñ¢Ë@ ø
 ñ	J�JÊË 	QÓQK
 , ú
¾K
QÓ

B@ hC¢�B @ ú


	̄ 1

. �éîD. ��ÊË ÈAm.× ¼A 	Jë 	àA¿ @ 	X @ B@ ∥f∥E′ 	á« A 	�ñ« ∥f∥ �é£A��. K. I. �Jº	K , ÐñÒªË@ úÎ« 2

o b e i k a n d l . c o m
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�IJ
m�'. f0 ∈ E′ Yg. ñK
 , x0 ∈ E É¾Ë �� .3.1 �éÓ 	PB ∙

. < f0, x0 >= ∥x0∥2 ð ∥f0∥ = ∥x0∥

A 	JK
YË 	àñºK
 �IJ
m�'. g(tx0) = t∥x0∥2 ð G = ℝx0 ©Ó 2.1
�éÓ 	PC�Ë@ ��J.£ �� . �HAJ. �K @

□ . ∥g∥G′ = ∥x0∥

Q 	¢	� @ ð

@ ÈA�JÓ ZA ��	� @ ÈðAg ) AÓñÔ« YJ
kð Q�
 	« 3.1

�éÓ 	PC�Ë@ ú

	̄
f0 Qå�	JªË@ �� .2 �é 	¢kCÓ

ZA 	� 	̄
E 	àA¿ @ 	X @ AÓ �éËAg ú


	̄ C�JÓ ½Ë 	Y» ñë ð �� 3 AJ
Êª 	̄ AK. Ym× E′ 	àñºK
 AÓY	J« 	áºË .( [EX]

	àA
	̄ �� ( 4 É� 	̄ Q 	¢	� @ ) 1 < p < ∞ ©Ó E = Lp(Ω) 	àA¿ @ 	X @ ð


@ ( 5 É� 	̄ Q 	¢	� @ ) �HQ�. ÊêË

I. �Jº	K , x0 ∈ E É¾Ë , ÐA« É¾ ���. . @YJ
kð 	àñºK
 f0

. { < f0, x0 >= ∥x0∥2 ð ∥f0∥ = ∥x0∥ ; f0 ∈ E′ } = F (x0)

	áÓ �éK
ñ 	J�JË @ ��J
J.¢�� ñë x0 7−→ F (x0) (set− valued function) (Õæ

�®Ë@ XYª�JÖÏ @) ��J
J.¢�JË @ 	à@

. [EX] ú

	̄ é��A� 	k 	�ªK. Ym.�

	' ; E′ úÍ@ E

A 	JK
YË , x ∈ E É¾Ë �� .4.1 �éÓ 	PB ∙

(6) ∥x∥ = sup
f∈E′
∥f∥⩽1

∣ < f, x > ∣ = max
f∈E′
∥f∥⩽1

∣ < f, x > ∣.

	à

@ l� 	�@ñË@ 	áÓ . x ∕= 0 	à


@ 	�Q 	® 	JË �� . �HAJ. �K @

sup
f∈E′
∥f∥⩽1

∣ < f, x > ∣ ⩽ ∥x∥.

ð ∥f0∥ = ∥x∥ �IJ
m�'. f0 ∈ E′ Yg. ñK
 é 	K

@ 	¬Qª	K ,( 3.1

�éÓ 	PB ) øQ 	k

@ �éêk. 	áÓ

□ . < f1, x >= ∥x∥ ð ∥f1∥ = 1 	àñºK
 ú �æk f1 = ∥x∥−1f0 © 	�	� . < f0, x >= ∥x∥2

A 	JK
YË x ∕= y ð ∥x∥ = ∥y∥ = 1 ©Ó ∀x, y ∈ E @ 	X @ AJ
Êª 	̄ H. Ym× E AJ
ÒJ
 	¢ 	� AJ
êj. �JÓ ZA 	� 	̄ 	à

AK. Èñ�® 	K 3

. ∀t ∈]0, 1[ ∥tx+ (1− t)y∥ < 1

o b e i k a n d l . c o m
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ù
 ë ú

�æË@ (6)

�é 	ªJ
�Ë@ ð 	K
Qª�K ù
 ë ú

�æË @ (5)

�é 	ªJ
�Ë@ 	á�
K. 	Q�
Ö
	ß 	à


@ ù


	ªJ. 	�K
 �� .3
�é 	¢kCÓ

���®m× Q�
 	« é 	K

@ ø



@ ′′ max ′′ �K. ��
Ë (5) ú


	̄ Qê 	¢�
 ø

	YË@ ′′ sup ′′ �Ë @ ÐA« ék. ñK. . �éj. J
�� 	K

AJ
�A¾ª	K @ pA 	JK. Z A 	� 	̄
E 	àA¿ @ 	X @

���®m× ′′ sup ′′ �Ë @ @ 	Yë 	áºË .( [EX] ú

	̄ ÈA�JÓ úÍ@ Q 	¢	� @ )

pA 	JK. Z A 	� 	̄
E 	àA¿ @ 	X @ : �ºªË@ Y»ñ�K R.C. James �Ë �éJ.ª� �é 	JëQ�.Ó ¼A 	Jë ;( 3 É� 	̄ Q 	¢	� @ )

C�JÓ Q 	¢	� @ ) ú
æ�A¾ª	K @ E 	àA
	̄ , A �®�®m× (5) ú


	̄ ′′ sup ′′ �Ë @ 	àñºK
 , f ∈ E′ É¾Ë �IJ
m�'.
.( Holmes [1] ð


@ 1 É� 	̄ , Diestel [1]

�HA«ñÒj. ÖÏ @ É� 	̄ : pA 	JK. - 	àAë �é 	JëQ�. ÖÏ ú
æ�Y 	JêË @ É¾ ��Ë@ .2.1
�éK. YjÖÏ @

. 	à . Ð . 	¬ E É�JÖß
 ú
ÎK
 AÓ É¿ ú

	̄ . �HAK
ñ�J�Ó ��ñ 	®Ë@ �	m�'
 AÒJ
 	̄ �HAÓY�®ÖÏ @ 	�ªJ. K.


@YJ. 	JË

É¾ ��Ë@ úÎ« �é«ñÒm.× É¿ (affine hyperplane) (ù

	®Ë

�
A�K) ñ�J�Ó ��ñ 	̄ ù
 Ò�	� �� . 	K
Qª�K

H = {x ∈ E; f(x) = ® }

ð 	X ñ�J�Ó ��ñ 	̄ ñë H 	à

AK. Èñ�® 	K . ® ∈ ℝ ð AÓAÖ �ß ÐYª	JÓ Q�
 	« , E úÎ« 4ù
 ¢ 	k ú
Í@X f �IJ
k

. [f = ®]
�éËXAªÓ

. @QÒ�J�Ó f 	àA¿ @ 	X @ ¡�® 	̄ ð @ 	X @ A �®Ê 	ªÓ [f = ®]
�éËXAªÖÏ @ ð 	X ñ�J�Ó ��ñ 	̄ 	àñºK
 �� .5.1 �éJ
 	��̄

	à@ . ��Ê 	ªÓ H 	à

AK. 	�Q 	® 	JË , AJ
�º« . ��Ê 	ªÓ H 	àA

	̄ @QÒ�J�Ó f 	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ l� 	�@ñË@ 	áÓ �� . �HAJ. �K @

x0 ∈ CH 	áºJ
Ë .( f ∕≡ 0 	à

@ AÖß. ) �éJ
ËA 	g Q�
 	« ð �ékñ�J 	®Ó H �Ë CH (complement)

�éÒÒ�JÖÏ @
�IJ
k B(x0, r) ⊂ CH �IJ
m�'. r > 0 	áºJ
Ë . f(x0) < ® 	à


AK. (PA¾ 	̄ 

CË A�J�
J. ���K) 	�Q 	® 	JË ð

Q 	¢	� @ ; �èQÒ�J�Ó Q�
 	« �éJ
¢ 	k �HAJ
Ë @X AÖ ß @X Yg. ñ�K , é�J 	JÓ Q�
 	« E YªK. 	àñºK
 AÓY 	J« ) @QÒ�J�Ó 	àñºK
 	à

@ AK
PðQå 	� ��
Ë 4

.( [EX]

o b e i k a n d l . c o m
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B(x0, r) = {x ∈ E; ∥x− x0∥ < r }.
A 	JK
YË

(7) f(x) < ® ∀x ∈ B(x0, r).

�éÒJ
�®�J�ÖÏ @ �éª¢�®Ë@ . x1 ∈ B(x0, r) AÓ Qå� 	JªË f(x1) > ® 	à

AK. 	�Q 	® 	JË Éª 	®ËAK.

{xt = (1− t)x0 + tx1; t ∈ [0, 1] }
�Ë f(xt) = ® 	àA

	̄ @ 	Yë I. 	KAg. úÍ@ ; ∀t ∈ [0, 1] f(xt) ∕= ® 	à 	X@ . B(x0, r) ú

	̄ �è @ñ�Jm×

	à

AK. (7) 	áÓ i. �J 	J���	� . AîD
Ê« 	áëQ�.Ó (7) 	à 	X@ . 	��̄ A 	J�K úÍ@ ø
 X ñK
 AÜØ , t =

f(x1)− ®

f(x1)− f(x0)

f(x0 + rz) < ® ∀z ∈ B(0, 1).

□ . ∥f∥ ⩽ 1

r
(®− f(x0)) ð QÒ�J�Ó f ú
ÍA�JËAK.

[f = ®]
�éËXAªÖÏ @ ð 	X H ñ�J�Ó ��ñ 	®Ë @ 	à


AK. Èñ�® 	K . B ⊂ E ð A ⊂ E 	áºJ
Ë �� . 	K
Qª�K

	àA¿ @ 	X @ ©�@ð ú 	æªÖß. B ð A É� 	®K

. ∀x ∈ B f(x) ⩾ ® ð ∀x ∈ A f(x) ⩽ ®

�IJ
m�'. ² > 0 Yg. ð @ 	X @ AJ
Êª 	̄
B ð A É� 	®K
 H 	à


AK. Èñ�® 	K

. ∀x ∈ B f(x) ⩾ ®+ ² ð ∀x ∈ A f(x) ⩽ ®− ²

. H �Ë 	á�
 	®Ê�J 	jÖÏ @ 	á�
J. 	K Am.Ì'@ úÎ« 	àAª�®�K B ð A 	à

AK. É� 	®Ë@ ú


	æªK
 AJ
�Y	Jë
@ 	X @ (convex)

�éK. Ym× A ⊂ E
�é«ñÒm.× 	à


AK. Q» 	Y 	K @Q�
 	g


@

. ∀t ∈ [0, 1] , ∀x, y ∈ A tx+ (1− t)y ∈ A

	á�
�J«ñÒm.× B ⊂ E ð A ⊂ E 	áº�JË �� (Èð

B@ ú
æ�Y 	JêË @ É¾ ��Ë@ , pA 	JK. - 	àAë) .6.1

�é 	JëQ�.Ó ∙
	à 	X@ . �ékñ�J 	®Ó A 	à


AK. 	�Q 	® 	K .( A ⌢ B = ∅ ø



@ ) 	á�
�Jª£A�®�JÓ Q�
 	« ð 	á�
�JJ
ËA 	g Q�
 	« , 	á�
�JK. Ym×

. ©�@ð ú 	æªÖß. B ð A É� 	®K
 ��Ê 	ªÓ ñ�J�Ó ��ñ 	̄ Yg. ñK


	á�
�JJ
Ë A�JË @ 	á�
�JJ£ñ�JË @ úÎ« 6.1
�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @ YÒ�JªK


o b e i k a n d l . c o m
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A

¡
¡
¡
¡
¡
¡
¡
¡
¡
¡

H

B

©Ó �ékñ�J 	®Ó �éK. Ym× C ⊂ E 	áº�JË �� (gauge of a convex) (H. Ym× PAJ
ªÓ) .2.1
�éJ£ñ�K

: © 	�	� x ∈ E É¾Ë . 0 ∈ C

(8) p(x) = inf{® > 0; ®−1x ∈ C }

ð (2) , (1)
���®m��' p 	à 	X@ .( C PAJ
ªÓ p 	à


AK. Èñ�® 	K )

(9) , ∀x ∈ E 0 ⩽ p(x) ⩽ M∥x∥ �IJ
m�'. M Yg. ñK


(10) C = {x ∈ E; p(x) < 1 }.

	à

@ l� 	�@ñË@ 	áÓ ; B(0, r) ⊂ C �IJ
m�'. r > 0 	áºJ
Ë �� .2.1

�éJ£ñ�JË @ �HAJ. �K @
. ∀x ∈ E p(x) ⩽ 1

r
∥x∥

. �é �®�®m× (9) 	à 	X @
. �éJ
îE
YK. (1) �éJ
�A	mÌ'@

² > 0 �Ë (1 + ²)x ∈ C , �ékñ�J 	®Ó C 	à

@ AÖß. ; x ∈ C 	à


AK. Bð


@ 	�Q 	® 	JË . (10) �IJ. �� 	JË

Yg. ñK
 é 	KA
	̄
p(x) < 1 	àA¿ @ 	X @ , AJ
�º« . p(x) ⩽ 1

1 + ²
< 1 	à 	X@ . �éK
A 	®ºË@ éJ
 	̄ AÖß. Q�
 	ª�

. x = ®(®−1x) + (1− ®)0 ∈ C ½Ë 	YË ð ®−1x ∈ C �IJ
m�'. 0 < ® < 1

o b e i k a n d l . c o m
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x

p(x) + ²
∈ C 	à


AK. (10) ð (1) 	áÓ ÕÎª 	K . ² > 0 	áºJ
Ë ð x, y ∈ E 	áºJ
Ë . (2) �IJ. �� 	JË

�Ë �ñ�	mÌ'AK. ð . t ∈ [0, 1] É¾Ë tx

p(x) + ²
+

(1− t)y

p(y) + ²
∈ C 	à 	X@ . y

p(y) + ²
∈ C ð

(10) ð (1) É 	� 	®K. , i. �J 	J���	� . x+ y

p(x) + p(y) + 2²
∈ C úÎ« É�m� 	' t =

p(x) + ²

p(x) + p(y) + 2²

□ . (2) ¡J. 	J���	� Õç�' . ∀² > 0 p(x+ y) < p(x) + p(y) + 2² 	à

AK.

é 	KA
	̄ . x0 ∕∈ C ©Ó x0 ∈ E 	áºJ
Ë ð �éJ
ËA 	g Q�
 	« �ékñ�J 	®Ó �éK. Ym× C ⊂ E 	áº�JË �� .3.1 �éJ£ñ�K

�éËXAªÖÏ @ ð 	X ñ�J�Ó ��ñ 	®Ë@ 	àA
	̄ �ñ�	mÌ'AK. ð . ∀x ∈ C f(x) < f(x0)

�IJ
m�'. f ∈ E′ Yg. ñK

. ©�@ð ú 	æªÖß. C ð {x0} É� 	®K
 [f = f(x0)]

PAJ
ªÓ ÈA 	gX@ ð 0 ∈ C 	à

AK. 	�@Q�� 	̄ B@ AÖ ß @X A 	J 	JºÖß
 H. Aj�	�B@ ÈAÒª�J�AK. �� .3.1

�éJ£ñ�JË @ �HAJ. �K @
G úÎ« 	¬QªÖÏ @ g ù
 ¢	mÌ'@ ú
Í@YË@ ð G = ℝx0

Q�. �Jª 	K . p �K. éË 	QÓQ 	K ø

	YË@ ( 2.1

�éJ£ñ�K ) C

�K.
. t ∈ ℝ , g(tx0) = t

	à

@ l� 	�@ñË@ 	áÓ

∀x ∈ G g(x) ⩽ p(x)

f ù
 ¢ 	k ú
Í@X Yg. ñK
 , 1.1
�é 	JëQ�. ÖÏ @ É 	� 	®K. .( t ⩽ 0 ð t > 0 	á�
�JËAmÌ'@ 	Q�
Ó ð x = tx0

	Y 	g )
�IJ
m�'. ð , g XYÖß
 , E úÎ«

. ∀x ∈ E f(x) ⩽ p(x)

	à

AK. (10) 	áÓ i. �J 	J���	� , Q 	k

�
@ I. 	KAg. 	áÓ . (9) É 	� 	®K. QÒ�J�Ó f ð f(x0) = 1 A 	JK
YË �ñ�	mÌ'AK.

□ . x ∈ C É¾Ë f(x) < 1

½Ë 	X 	áÓ ���®j�JË @) �éK. Ym× C
�é«ñÒj. ÖÏ @ 	à


@ �IJ
m�'. C = A−B © 	�	� �� .6.1

�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @
Z A 	JK. .( A ⌢ B = ∅ 	à


@ AÖß. ) 0 ∕∈ C ð ( C =

∪

y∈B

(A− y) 	à

AK. 	¡kB ) �ékñ�J 	®Ó C ,(ÉîD�

�IJ
m�'. f ∈ E′ Yg. ñK
 3.1
�éJ£ñ�JË @ úÎ«

∀z ∈ C f(z) < 0

o b e i k a n d l . c o m
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ø


@

. ∀y ∈ B , ∀x ∈ A f(x) < f(y)

©Ó ® ∈ ℝ �IJ. �� 	JË

sup
x∈A

f(x) ⩽ ® ⩽ inf
y∈B

f(y)

□ . ©�@ð ú 	æªÖß. B ð A É� 	®K
 [f = ®]
�éËXAªÖÏ @ ð 	X ñ�J�Ó ��ñ 	®Ë @ 	à


@ i. �J 	J���	� ð

	á�
�J«ñÒm.× B ⊂ E ð A ⊂ E 	áº�JË �� (ú

	GA�JË @ ú
æ�Y 	JêË @ É¾ ��Ë@ , pA 	JK. - 	àAë) .7.1

�é 	JëQ�.Ó ∙
��ñ 	̄ Yg. ñK
 	à 	X@ . �é�@Q��Ó B ð �é�®Ê 	ªÓ A 	à


AK. 	�Q 	® 	K . 	á�
�Jª£A�®�JÓ Q�
 	« ð 	á�
�JJ
ËA 	g Q�
 	« , 	á�
�JK. Ym×

. AJ
Êª 	̄
B ð A É� 	®K
 ��Ê 	ªÓ ñ�J�Ó

B² ð A²
	àñº�K �IJ
m�'. B² = B +B(0, ²) ð A² = A+B(0, ²) © 	�	� , ² > 0 �Ë �� . �HAJ. �K @

ð A²
	àñº�K , �éK
A 	®ºË@ éJ
 	̄ AÖß. Q�
 	ª� ² > 0 �Ë , ½Ë 	YË �é 	̄ A 	�@ . 	á�
�JJ
ËA 	g Q�
 	« ð 	á�
�Jkñ�J 	®Ó , 	á�
�JK. Ym×

�IJ
m�'. yn ∈ B , xn ∈ A , ²n → 0 �HAJ
ËA�J�JÓ XAm.�'
 @ A 	Jª¢�J�@ B@ ð ) 	á�
�Jª£A�®�JÓ Q�
 	« B²

.( ynk
→ y ∈ A ⌢ B

�éJ
K 	Qk. �éJ
ËA�J�JÓ h. @Q 	j�J�@ ½Ë 	X YªK. ©J
¢���	� ; ∥xn − yn∥ < 2²n

ú 	æªÖß. B² ð A² É� 	®K
 [f = ®] é�JËXAªÓ ��Ê 	ªÓ ñ�J�Ó ��ñ 	̄ Yg. ñK
 é 	KA
	̄
6.1

�é 	JëQ�. ÖÏ @ úæ	��J�®Öß.
	à 	X@ A 	JK
YË . ©�@ð

. ∀z ∈ B(0, 1) , ∀y ∈ B , ∀x ∈ A f(x+ ²z) ⩽ ® ⩽ f(y + ²z)

	à

@ ½Ë 	X 	áÓ �Ê 	j�J��


. ∀y ∈ B , ∀x ∈ A f(x) + ²∥f∥ ⩽ ® ⩽ f(y)− ²∥f∥

□ . ∥f∥ ∕= 0 	à

@ AÖß. AJ
Êª 	̄

B ð A É� 	®K
 [f = ®] ñ�J�Ó ��ñ 	®Ë @ 	à

AK. i. �J 	J���	�

. 	á�
ª£A�®�JÓ Q�
 	« ð 	á�
�JJ
ËA 	g Q�
 	« , 	á�
�JK. Ym× 	á�
�J«ñÒm.× B ⊂ E ð A ⊂ E 	áº�JË �� .4 �é 	¢kCÓ

. ��Ê 	ªÓ ñ�J�Ó ��ñ 	̄ �é¢�@ñK. ©�@ð ú 	æªÖß. B ð A É� 	̄ AÖ ß @X A 	J 	JºÖß
 B , �éJ
 	̄ A 	�@ �HAJ
 	�Q 	̄ 	àðYK.
�IJ
k ð 	á�
�Jª£A�®�JÓ Q�
 	« , 	á�
�JJ
ËA 	g Q�
 	« , 	á�
�J�®Ê 	ªÓ 	á�
�JK. Ym× B ð A �Ë ÈA�JÓ ZA 	JK. A 	J 	JºÖß
 é 	K @ ú �æk

YªK. 	àA¿ @ 	X @ 	áºË . [EX] Q 	¢	� @ ; ©�@ð ú 	æªÖß. B ð A É� 	®K
 ��Ê 	ªÓ ñ�J�Ó ��ñ 	̄ ø


@ Yg. ñK
 B

	àðYK. ) 	á�
�Jª£A�®�JÓ Q�
 	« , 	á�
�JJ
ËA 	g Q�
 	« B ð A 	á�
�JK. Ym× É� 	̄ AÖ ß @X A 	J 	JºÖß
 é 	KA
	̄ é�J 	JÓ E ZA 	� 	®Ë@

. [EX] Q 	¢	� @ ;( ! �éJ
 	̄ A 	�@ �HAJ
 	�Q 	̄

o b e i k a n d l . c o m
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. 	J
�J» AJ
K 	Qk. AJ
êj. �JÓ ZA 	� 	̄ 	à

@ �HAJ. �KAK. QÓ


B@ ��Êª�JK
 AÓY 	J« �èYJ
 	®Ó Yg. �éÓ 	PB úÍ@ @Q�
 	g


@ Qå�� 	JË

, f ∈ E′ Yg. ñK
 	à 	X@ . F ∕= E �IJ
m�'. AJ
K 	Qk. AJ
êj. �JÓ ZA 	� 	̄
F ⊂ E 	áºJ
Ë �� .8.1 �éÓ 	PB ∙

�IJ
m�'. f ∕= 0

. ∀x ∈ F < f, x >= 0

Yg. ñK
 . B = {x0} ð A = F ©Ó 7.1
�é 	JëQ�. ÖÏ @ ��J.¢	� . x0 ∕∈ F , x0 ∈ E 	áºJ
Ë �� . �HAJ. �K @

. AJ
Êª 	̄ {x0} ð F É� 	®K
 [f = ®]
�éËXAªÖÏ @ ð 	X ñ�J�Ó ��ñ 	®Ë @ 	à@ �IJ
m�'. f ∕= 0 , f ∈ E′ 	à 	X@

A 	JK
YË

. ∀x ∈ F < f, x > < ® < < f, x0 >

□ . ¸ ∈ ℝ É¾Ë ¸ < f, x > < ® 	à

@ AÖß. , ∀x ∈ F < f, x >= 0 	à


AK. @ 	Yë 	áÓ i. �J 	J���	�

Q�. �Jª 	K . 	J
�J» F ⊂ E AJ
K 	Qk. ZA 	� 	̄ 	à

@ úÎ« 	àAëQ�. ÊË 8.1 �éÓ 	PC�Ë@ AJ. Ë A 	« ��J.¢	� �� .5 �é 	¢kCÓ ∙

. E úÎ« AÓAÖ �ß ÐYª	JÓ f 	à

AK. 	áëQ�. 	K Õç�' F úÎ« f = 0 �IJ
m�'. E úÎ« f @QÒ�J�Ó ð AJ
¢ 	k AJ
Ë @X

�é�® 	̄ @QÖÏ @ �éK. YjÖÏ @ È@ðYË@ �éK
Q 	¢	JË �éÓY�®Ó .3.1

. �éK. YjÖÏ @ È@ðYË@ ð AJ
Ê 	®� �èQÒ�J�Ó 	�	� È@ðYË@ Èñk �H@YJ
êÒ�JË @ 	�ªJ. K.

@YJ. 	JË

�Ë 	à 	X@ 	áºÖß
 ; ]−∞,+∞] ú

	̄ Õæ


�®K. ð E
�é«ñÒm.× úÎ« �é 	̄QªÓ ' B@ðX Q�. �Jª 	K , ©¢�®ÖÏ @ @ 	Yë ú


	̄

.( �èA��®Ó −∞ �éÒJ
�®Ë@ 	áºË ) , +∞ �éÒJ
�®Ë@ 	Y 	g

@ '

�é«ñÒj. ÖÏ @ ø


@ ' (domain)

��A¢	JË D(') �K. 	QÓQ 	K

D(') = {x ∈ E; '(x) < +∞}.

. +∞ �éÒJ
�®Ë @ A 	Jë 	Y 	g

A�K B ¸ 	à 	X@ ð ℝ =]−∞,+∞[ 	à


@ úÎ« Y»ñ	K 5

o b e i k a n d l . c o m
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5 �é«ñÒj. ÖÏ @ ñë ' �Ë (epigraph) ú

�̄ñ 	®Ë @ 	àAJ
J. Ë @ �� . 	Q�
ÓQ�K

epi' = { [x, ¸] ∈ E × ℝ; '(x) ⩽ ¸ }.

�K. Q» 	Y 	K . ú
k. ñËñK. ñ£ ZA 	� 	̄
E 	à


AK. 	à

�
B@ 	�Q 	® 	JË

(� . Ð . 	à) AJ
Ê 	®� �èQÒ�J�Ó 	�	� ' : E →]−∞,+∞]
�éË @X 	à


AK. ÈA �®K
 �� . 	K
Qª�K

�é�®Ê 	ªÓ [' ⩽ ¸] = {x ∈ E; '(x) ⩽ ¸} �é«ñÒj. ÖÏ @ �I	KA¿ @ 	X @ (lower semi− continuous)
. ¸ ∈ ℝ É¾Ë

ð

@ Choquet [1] Q 	¢	� @ ) � . Ð . 	à È@ðYÊË �éJ
Ëð


B@ ��A�	mÌ'@ 	�ªK. ÉÒª�J�	� 	¬ñ�

:( Dixmier [1]

. iJ
m�� �ºªË@ ð ; E × ℝ ú

	̄ A �®Ê 	ªÓ 	àñºK
 epi' 	àA

	̄ , � . Ð . 	à ' �I	KA¿ @ 	X @ (@)

P@ñk. Yg. ñK
 ² > 0 É¾Ë ð x ∈ E É¾Ë é 	KA
	̄ , � . Ð . 	à ' �I	KA¿ @ 	X @ (H. )

�IJ
m�'. x �Ë V (neighbourhood)

; ∀y ∈ V '(y) ⩾ '(x)− ²

. iJ
m�� �ºªË@ ð
	àA

	̄ , xn → x �I	KA¿ @ 	X @ ð � . Ð . 	à ' �I	KA¿ @ 	X @ é 	K

@ �ñ�	mÌ'AK. ½Ë 	X 	áÓ i. �J 	J����


lim inf '(xn) ⩾ '(x).

. � . Ð . 	à 	àñº�K '1 + '2
	àA

	̄ , � . Ð . 	à '2 ð '1
�I	KA¿ @ 	X @ (�k. )

ø
 ñÊªË@ 	¬C 	ªË@ 	àA
	̄ , � . Ð . 	à ('i)i∈I È@ðX �éÊKA« �I	KA¿ @ 	X @ (X)

�K. �é 	̄QªÖÏ @ �éË @YË @ ø


@ � . Ð . 	à 	àñºK
 ('i) �Ë (upper− envelope)

'(x) = sup
i∈I

'i(x)

. � . Ð . 	à

ú 	GX

B@ AëYg I. �
��� ' 	àA

	̄ , � . Ð . 	à ' �I	KA¿ @ 	X @ ð A�@Q��Ó E 	àA¿ @ 	X @ (�ë)
. E úÎ« lower− bound

�K. Q» 	Y 	K . ú
æêj. �JÓ ZA 	� 	̄
E 	à


AK. 	à

�
B@ 	�Q 	® 	JË

@ 	X @
�éK. Ym× ' : E →]−∞,+∞]

�éË @X 	à

AK. ÈA�®K
 �� . 	K
Qª�K

o b e i k a n d l . c o m
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. ∀t ∈]0, 1[ , ∀x, y ∈ E '(tx+ (1− t)y) ⩽ t'(x) + (1− t)'(y)

: �éK. YjÖÏ @ È@ðYÊË �éJ
Ëð

B@ ��A�	mÌ'@ 	�ªK. ÉÒª�J�	� 	¬ñ�

. iJ
m�� �ºªË@ ð ; E × ℝ ú

	̄ �éK. Ym× �é«ñÒm.× epi' 	àA

	̄ , �éK. Ym× �éË @X ' �I	KA¿ @ 	X @ (@)

	áºË ð ; ¸ ∈ ℝ É¾Ë �éK. Ym× [' ⩽ ¸]
�é«ñÒj. ÖÏ @ 	àA

	̄ , �éK. Ym× �éË @X ' �I	KA¿ @ 	X @ (H. )
. iJ
m�� Q�
 	« �ºªË@

. �éK. Ym× '1 + '2
	àA

	̄ , 	á�
�JK. Ym× 	á�
�JË @X '2 ð '1
�I	KA¿ @ 	X @ (�k. )

. H. Ym× ('i) �Ë ø
 ñÊªË@ 	¬C 	ªË@ 	àA
	̄ , �éK. YjÖÏ @ È@ðYË@ 	áÓ �éÊKA« ('i)i∈I

�I	KA¿ @ 	X @ (X)

. 	à . Ð . 	¬ E 	à

AK. 	�Q 	® 	K ú
ÎK
 AÓ É¿ ú


	̄

	¬Qª	K .( D(') ∕= ∅ ø


@ ) ' ∕≡ +∞ �IJ
m�'.

�éË @X ' : E →]−∞,+∞] 	áº�JË �� . 	K
Qª�K
�K. ' �Ë conjugate �é�® 	̄ @QÖÏ @ , '∗ : E′ →]−∞,+∞]

�éË @YË@
. (f ∈ E′) '∗(f) = sup

x∈E
{< f, x > −'(x) }

�éË @YË@ 	àA
	̄ , �I�. �JÓ x ∈ E É¾Ë 	X@ . E′ úÎ« � . Ð . 	à �éK. Ym× �éË @X '∗ 	à


AK. 	¡kC	K

è 	YêË ø
 ñÊªË@ 	¬C 	ªË@ 	à

AK. i. �J 	J���	� . � . Ð . 	à 	à 	X@ , �èQÒ�J�Ó ð �éK. Ym× f 7→< f, x > −'(x)

. � . Ð . 	à ð H. Ym× ( index set E
�éJ
ÊJ
ËYË@ �é«ñÒj. ÖÏ @ x i�Öß
 AÓY 	J« ) È@ðYË@

. '∗ ∕≡ +∞ 	à 	X @ . ' ∕≡ +∞ ð � . Ð . 	à , �éK. Ym× ' 	à

AK. 	�Q 	® 	JË �� .9.1 �éJ
 	��̄

É¾ ��Ë@ , pA 	JK. - 	àAë) 7.1
�é 	JëQ�. ÖÏ @ ��J.¢	� . ¸0 < '(x0) 	áºJ
Ë ð x0 ∈ D(') 	áºJ
Ë �� . �HAJ. �K @

. B = {[x0, ¸0]} ð A = epi' ©Ó E × ℝ ZA 	� 	®Ë@ ú

	̄ (ú


	GA�JË @ ú
æ�Y 	JêË @
. AJ
Êª 	̄

B ð A É� 	®K
 ø

	YË@ ð [Á = ®] é�JËXAªÓ E × ℝ ú


	̄ ��Ê 	ªÓ H ñ�J�Ó ��ñ 	̄ 	à 	X@ Yg. ñK

	à 	X@ , E úÎ« QÒ�J�Ó ù
 ¢ 	k ú
Í@X x ∈ E 7→ Á([x, 0])

��J
J.¢�JË @ 	à

@ 	¡kB

A 	JK
YË 	àñºK
 , k = Á([0, 1]) A 	Jª 	�ñK. . f ∈ E′ AÓ Qå� 	JªË Á([x, 0]) =< f, x >

. [x, ¸] ∈ E × ℝ É¾Ë Á([x, ¸]) = < f, x > + k¸

o b e i k a n d l . c o m
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A = epi'

6
ℝ

-

¡
¡
¡
¡
¡
¡
¡
¡
¡
¡
¡¡H

¸0

x0

×[x0, ¸0] = B

E

: úÎ« É�m� 	' , B úÎ« Á < ® ð A úÎ« Á > ® 	à

@ �éK. A�JºK.

∀[x, ¸] ∈ epi' < f, x > + k¸ > ®

ð

< f, x0 > + k¸0 < ®.

�A 	g É¾ ���. A 	JK
YË

(11) ∀x ∈ D(') < f, x > + k'(x) > ®

	à 	X@
< f, x0 > + k'(x0) > ® > < f, x0 > + k¸0.

	à

AK. (11) 	áÓ i. �J 	J���	� . k > 0 	à


AK. �Ê 	j�J�	�

∀x ∈ D(') < −1

k
f, x > −'(x) < −®

k

□ . '∗
(
− 1

k
f
)
< +∞ ú
ÍA�JËAK. ð

�K. , '∗ ∕≡ +∞ 	àñº�K AÓY 	J« , '∗∗ : E −→]−∞,+∞]
�éË @YË@ 	à

�
B@ 	¬Qª	K

'∗∗(x) = sup
f∈E′

{< f, x > −'∗(f) }.

o b e i k a n d l . c o m
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. ' ∕≡ +∞ ð � . Ð . 	à , �éK. Ym× ' 	à

AK. 	�Q 	® 	JË �� (Fenchel−Moreau) .10.1

�é 	JëQ�.Ó ∙
. '∗∗ = ' 	à 	X@

: 	á�
�JÊgQÓ úÎ« �HAJ. �KB @ 	Qj. 	J 	K �� . �HAJ. �K @

Éª 	®ËAK. ; '∗∗ ⩽ ' 	à

@ l� 	�@ñË@ 	áÓ , Bð


@ . ' ⩾ 0 	à


AK. ½Ë 	X úÎ« �èXAK
 	P 	�Q 	® 	K . úÍð


B@ �éÊgQÖÏ @

A 	JK
YË '∗ 	K
Qª�K úÎ« ZA 	JK.
. ∀f ∈ E′ , ∀x ∈ E < f, x > ⩽ '(x) + '∗(f)

�IJ
m�'. x0 ∈ E Yg. ñK
 é 	K

@ 	�Q 	® 	K ð 	��̄ A 	J�JËAK. ÈY�J�	� '∗∗ = ' 	à


@ úÎ« �é 	JëQ�. ÊË

'∗∗(x0) < '(x0).

��J.¢	� . '∗∗(x0) < +∞ AÖ ß @X A 	JK
YË 	áºË ð , '(x0) = +∞ A 	JK
YË 	àñºK
 	à

@ ÉÒ�JjÖÏ @ 	áÓ

ð A = epi' ©Ó E × ℝ ZA 	� 	®Ë @ ú

	̄ (ú


	GA�JË @ ú
æ�Y 	JêË @ É¾ ��Ë@ , pA 	JK. - 	àAë) 7.1
�é 	JëQ�. ÖÏ @

ð k ∈ ℝ , f ∈ E′ �� 9.1
�éJ
 	��®Ë@ �HAJ. �K @ ú


	̄ AÒ» �� 	à 	X@ Yg. ñK
 . B = {[x0, '
∗∗(x0)]}

�IJ
m�'. ® ∈ ℝ

(12) ∀[x, ¸] ∈ epi' , < f, x > + k¸ > ®

(13) < f, x0 > + k'∗∗(x0) < ®.

B A 	Jë ] .( ¸ = n −→ ∞ ð x ∈ D(') , (12) ú

	̄ Q�� 	g@ ) . k ⩾ 0 	à


AK. ½Ë 	X 	á« i. �J 	J����


A 	JK
YË 	àñºK
 	à

@ 	áºÒÖÏ @ 	áÓ ; 9.1

�éJ
 	��®Ë@ �HAJ. �K @ ú

	̄ AÒ» k > 0 	à


AK. h. A�J 	J���B@ ©J
¢���	�

' ⩾ 0 	à

@ AÖß. ; ² > 0 	áºJ
Ë .[ E × ℝ ú


	̄ ′′ ø
 XñÔ« ′′ H ñ�J�Ó ��ñ 	̄ úÎ« É�j	J 	̄ , k = 0

: (12) É 	� 	®K. A 	JK
YË

. ∀x ∈ D(') , < f, x > +(k + ²)'(x) ⩾ ®

úÍ@ ú
æî �D 	J 	K '∗∗(x0)
	K
Qª�K úÎ« ZA 	JK. ; '∗

(
− f

k + ²

)
⩽ − ®

k + ²
	à

AK. �Ê 	j�J�	�

'∗∗(x0) ⩾ < − f

k + ²
, x0 > −'∗

(
− f

k + ²

)
⩾ < − f

k + ²
, x0 > +

®

k + ²
.

o b e i k a n d l . c o m
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ú
ÍA�JËAK.
, ∀² > 0 < f, x0 > +(k + ²)'∗∗(x0) ⩾ ®

. (13) 	��̄ A 	JK
 @ 	Yë ð

.( 9.1
�éJ
 	��®Ë@ úÍ@ @XA 	J���@ D('∗) ∕= ∅ ) f0 ∈ D('∗) 	áºJ
Ë . �éÓAªË@ �éËAmÌ'@ . �éJ
 	K A�JË @ �éÊgQÖÏ @

�éË @YË@ 	á�
ª 	K , �é�®K. A�Ë@ �éËAmÌ'@ úÍ@ QÓ

B@ ©k. Q 	K ú �æk

'(x) = '(x)− < f0, x > +'∗(f0)

	à

AK. ÕÎª 	K úÍð


B@ �éÊgQÖÏ @ É 	� 	®K. . ' ⩾ 0 ð ' ∕≡ +∞ , � . Ð . 	à , �éK. Ym× ' 	àñº�K �IJ
m�'.

A 	JK
YË . (')∗∗ ð (')∗ 	à
�
B@ I. �j	JË . (')∗∗ = '

(')∗(f) = '∗(f + f0) − '∗(f0)

ð

(')∗∗(x) = '∗∗(x)− < f0, x > +'∗(f0).

□ . '∗∗ = ' 	à 	X@

	à

AK. �éËñîD��. ���®j�J 	K . '(x) = ∥x∥ 	Y 	g


A 	JË �� . ÈA�JÓ

∥f∥ ⩽ 1 @ 	X @ 0

.∥f∥ > 1 @ 	X @ +∞

⎫
⎬
⎭ = '∗(f)

	à 	X@
'∗∗(x) = sup

f∈E′
∥f∥⩽1

< f, x >.

. 4.1 �éÓ 	PC�Ë@ úÎ« (AJ
K 	Qk. ) �éJ
 	K A�K É�m� 	' '∗∗ = '
�è @ðA�ÖÏ @ �éK. A�JºK.

. �é�® 	̄ @QÖÏ @ È@ðYÊË øQ 	k

@ �éJ
�A	m�'. É� 	®Ë@ @ 	Yë Õ �æ	m� 	'

é 	K

AK. 	�Q 	® 	K . 	á�
�JK. Ym× 	á�
�JË @X Ã ð ' 	áº�JË �� (Fenchel− Rockafellar) .11.1

�é 	JëQ�.Ó ∗
	à 	X@ A 	JK
YË . x0 Y	J« �èQÒ�J�Ó ' ð Ã(x0) < +∞ , '(x0) < +∞ �IJ
m�'. x0 ∈ E Yg. ñK


inf
x∈E

{'(x) + Ã(x)} = sup
f∈E′

{−'∗(−f)− Ã∗(f)} = max
f∈E′

{−'∗(−f)− Ã∗(f)}.

o b e i k a n d l . c o m
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�Ë @ ÉÒª�J��
 11.1
�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @

. 6H. Ym× IntC 	à 	X @ ; �éK. Ym× �é«ñÒm.× C ⊂ E 	áº�JË �� .4.1 �éJ£ñ�K
A 	JK
YË é 	KA

	̄ , IntC ∕= ∅ ½Ë 	X úÍ@
�é 	̄ A 	�B AK. 	àA¿ @ 	X @

C = IntC.

. [EX] ð

@ Bourbaki [1] , L. Schwartz [2] úÍ@ C�JÓ Q 	¢	� @ , 4.1

�éJ£ñ�JË @ �HAJ. �KB
�éJ.� 	�ËAK.

© 	�	� �� .11.1
�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @

a = inf
x∈E

{'(x) + Ã(x)}
b = sup

f∈E′
{−'∗(−f)− Ã∗(f)}.

	àA¿ @ 	X @ . a = −∞ ð

@ a ∈ ℝ AÓ@ A 	JK
YË , Q 	k

�
@ I. 	KAg. 	áÓ . b ⩽ a 	à


AK. �éËñîD��. ���®j�J 	K

I. �Jº	K . a ∈ ℝ 	à

AK. 	à 	X@ 	�Q 	® 	JË . ú
æîE
YK. 11.1 �é 	JëQ�. ÖÏ @ h. A�J 	J���@ 	àA

	̄ , a = −∞

C = epi'.

- 	àAë �é 	JëQ�.Ó 	à
�
B@ ��J.¢	� 	¬ñ� .( x0 Y	J« �èQÒ�J�Ó ' 	à


@ AÖß. ) IntC ∕= ∅ 	à


@ l� 	�@ñË@ 	áÓ

ð A = IntC ©Ó , Èð

B@ ú
æ�Y 	JêË @ É¾ ��Ë@ , pA 	JK.

B = { [x, ¸] ∈ E × ℝ; ¸ ⩽ a − Ã(x) }.

A 	JK
YË é 	KA
	̄
[x, ¸] ∈ A 	àA¿ @ 	X @ : 	á�
�Jª£A�®�JÓ Q�
 	« AÒî 	E


AK. ���®j�J 	JË ; 	á�
�JJ
ËA 	g Q�
 	« , 	àA�JK. Ym× B ð A

¸ > '(x) ⩾ a − Ã(x)

ð A É� 	®K
 H
��Ê 	ªÓ ñ�J�Ó ��ñ 	̄ Yg. ñK
 , ú
ÍA�JËAK. . [x, ¸] ∕∈ B 	à 	X@ ,( a

	K
Qª�K ÈC 	g 	áÓ )
�éJ£ñ�JË @ I. k. ñÖß. Ā = C , 	áºË . ©�@ð ú 	æªÖß. B ð Ā A 	��



@ É� 	®K
 H , 	à 	X@ . ©�@ð ú 	æªÖß. B

[Á = ®]
�éËXAªÖÏ @ ð 	X ñ�J�Ó ��ñ 	®Ë@ 	à


@ �IJ
m�'. ® ∈ ℝ ð k ∈ ℝ , f ∈ E′ Yg. ñK
 , Õç�' 	áÓ . 4.1

�IJ
k , E × ℝ ú

	̄

. IntC �K. C �é«ñÒm.× É 	g@YË 	QÓQK
 6

o b e i k a n d l . c o m
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Á([x, ¸]) =< f, x > + k¸,

	à 	X@ A 	JK
YË . ©�@ð ú 	æªÖß. B ð C É� 	®K


(14) ∀[x, ¸] ∈ C < f, x > + k¸ ⩾ ®

(15) . ∀[x, ¸] ∈ B < f, x > + k¸ ⩽ ®

	à

@ 	áëQ�. 	JË . k ⩾ 0 	à


@ øQ	K , (14) ú


	̄
¸ → +∞ ð x = x0 A 	KPAJ
�J 	kAK.

(16) k > 0.

	à

@ 	�Q 	® 	JË ð 	��̄ A 	J�JËAK. ÈY�J� 	�Ë . ∥f∥+ ∣k∣ ∕= 0 I. �JºK
 ø


	YË@ ð Á ∕= 0 	à

AK. Bð


@ Q» 	Y 	JË

( (15) ð (14) úÎ« ZA 	JK. ) A 	JK
YË 	àñºJ
� . k = 0

∀x ∈ D(') < f, x > ⩾ ®

. ∀x ∈ D(Ã) < f, x > ⩽ ®

ú
ÍA�JËAK. ð �éK
A 	®ºË@ éJ
 	̄ AÖß. Q�
 	ª� ²0 > 0 �Ë B(x0, ²0) ⊂ D(') 	áºË

. ∀z ∈ B(0, 1) < f, x0 + ²0z > ⩾ ®

A 	JK
YË øQ 	k

@ �éJ
kA 	K 	áÓ . < f, x0 > ⩾ ®+ ²0∥f∥ 	à


AK. ½Ë 	X 	áÓ �Ê 	j�J��


. x0 ∈ D(Ã) 	à

@ AÖß. < f, x0 > ⩽ ®

. (16) úÎ« 	à 	X@ A 	JëQK. Y�®Ë .( k = 0 	à

B ) Èñ�®ªÓ Q�
 	« ñë ø


	YË@ �� f = 0 	à 	X@
	à

AK. (15) ð (14) 	áÓ i. �J 	J���	�

'∗
(
− f

k

)
⩽ −®

k

Ã∗
(f
k

)
⩽ ®

k
− a

ú
ÍA�JËAK. ð

−'∗
(
− f

k

)
− Ã∗

(f
k

)
⩾ a.

( b
	K
Qª�K ÈC 	g 	áÓ ) Q 	k

�
@ I. 	KAg. 	áÓ A 	JK
YË é 	K


@ AÖß.

o b e i k a n d l . c o m
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−'∗
(
− f

k

)
− Ã∗

(f
k

)
⩽ b.

	à

AK. �Ê 	j�J�	�

a = b = −'∗
(
− f

k

)
− Ã∗

(f
k

)
.

□

© 	�	� . �éJ
ËA 	g Q�
 	« �é�®Ê 	ªÓ �éK. Ym× K ⊂ E 	áº�JË �� . ÈA�JÓ
x ∈ K @ 	X @ 0

.x ∕∈ K @ 	X @ +∞

⎫
⎬
⎭ = IK(x)

ð � . Ð . 	à , �éK. Ym× IK
	à

@ 	¡kB . K �Ë indicator function

�é 	J�
J. ÖÏ @ �éË @YË @ IK ùÒ���
úÎ« 	áëQ�. 	JË . K �Ë support function ÉÓAmÌ'@ �éË @YK. I∗K �é�® 	̄ @QÖÏ @ �éË @YË @ ùÒ��� . IK ∕≡ +∞

: A 	JK
YË x0 ∈ E É¾Ë 	à

@

(17) dist(x0,K) = inf
x∈K

∥x− x0∥ = max
f∈E′
∥f∥⩽1

{< f, x0 > − I∗K(f)}.

©Ó inf
x∈K

∥x− x0∥ = inf
x∈E

{'(x) + Ã(x)} A 	JK
YË Éª 	®ËAK.
. Ã(x) = IK(x) ð '(x) = ∥x− x0∥

. 11.1 �é 	JëQ�. ÖÏ @ ��J.¢	�

AîD
	̄ 	àñºK
 ú

�æË @ �HBAmÌ'@ ú


	̄ �èYJ
 	®Ó �HAÓñÊªÓ ZA¢«@ (17)
�è @ðA�ÒÊË 	áºÖß
 �� .6

�é 	¢kCÓ
. [EX] ú


	̄ ÈA�JÓ úÍ@ Q 	¢	� @ ; ¼PYÓ Q�
 	« inf
x∈K

∥x− x0∥
�éJ
Ëð


B@ �éË


A�ÖÏ @ �IJ
k AJ
 	®J
�®�J�K Yg. BAm.× minimal surface

�éK
Q 	ª�

B@ hñ¢�Ë@ �éK
Q 	¢	� ù
 ¢ª�K

�éË

A�ÖÏ @ 	àA

	̄ ÉK. A �®ÖÏ AK. (¼PYÓ Q�
 	« inf
x∈E

{'(x) + Ã(x)} 	à

@ ø



@) Ég AêË ��
Ë primal problem

Q 	¢	� @ ; Ég AîE
YË ( max
f∈E′

{−'∗(−f)− Ã∗(f)} ø


@ ) dual problem

�éK
ñ 	J�JË @
. Ekeland− Temam [1]

o b e i k a n d l . c o m
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Èð

B@ É�� 	®Ë@ Èñ�k ��J
�ËAª�K

. pA 	JK. - 	àAë �HAK
Q 	¢	JË øQ 	k

@ 	©J
� ð Õæ
Òª�K (1

ÕÔª�JK
 . �éÓAªË@ �éJ
k. ñËñK. ñ¢Ë@ �H@ZA 	� 	®Ë @ úÍ@ pA 	JK. - 	àAë �éK
Q 	¢	JË Èð

B@ ú
æ�Y 	JêË @ É¾ ��Ë@ ÕÔª�JK


�H@ZA 	� 	̄ ù
 ë ð �� locally convex spaces AJ
Êm× �éK. YjÖÏ @ �H@ZA 	� 	®Ë @ úÍ@ ú

	GA�JË @ ú
æ�Y 	JêË @ É¾ ��Ë@

øPA�®ÊË 	áºÖß
 .( L.Schwartz [1] Q 	¢	� @ ) ©K
 	Pñ�JË @ �éK
Q 	¢	� ú

	̄ ½Ë 	X 	á�
K. 	áÓ , AÓAë @PðX I. ªÊ�K

2 Z 	Qk. ) G.Choquet [2] , Kelly −Namioka [1] , N.Bourbaki [1] úÎ« ©Ê¢�
 	à

@ Õ �æêÖÏ @

. Taylor− Lay [1] ð (

. pA 	JK. - 	àAë ú

�æ 	JëQ�. ÖÏ �HA�®J
J.¢�� (2

: Aî 	DÓ 	�ªJ. Ë @ úÍ@ Q�
 ��	� . �é«ñ	J�JÓ ð �èYK
Y« ù
 ë

Krein−Milman
�é 	JëQ�.Ó (@

H. YjÖÏ @ 	¬C 	ªË@ . A ⊂ E 	áºJ
Ë ð 	à . Ð . 	¬ E 	áºJ
Ë . 	K
PAª�JË @ 	�ªJ. K. Bð

@ Q» 	Y 	JË

�éK. Ym× �é«ñÒm.× Q 	ª�

@ ñë - convA �K. éË 	QÓQ 	K ø


	YË@ - A �Ë convex− envelope
��Ê 	ªÖÏ @

øñ��̄ Aî 	E

AK. x ∈ K

�é¢�® 	K 	á« Èñ�® 	K . �éK. Ym× �é«ñÒm.× K ⊂ E 	áº�JË . A ø
 ñ�Jm��' �é�®Ê 	ªÓ
	àA¿ @ 	X @ extremal

.
(

x0 = x1 = x
)

⇐=
(

x0, x1 ∈ K ð t ∈]0, 1[ ©Ó x = (1− t)x0 + tx1

)

K 	à 	X@ . �é�@Q��Ó �éK. Ym× �é«ñÒm.× K ⊂ E 	áº�JË � (Krein−Milman) .12.1
�é 	JëQ�.Ó ∙

. øñ��®Ë@ é£A�® 	JË ��Ê 	ªÖÏ @ H. YjÖÏ @ 	¬C 	ªË@ ©Ó ��K. A¢�J�K

Choquet
�é 	JëQ�.Ó) �HAªJ
�ñ�K ð �HA�®J
J.¢�� �èY« , Aî�E@ 	X Yg ú


	̄ , Krein−Milman
�é 	JëQ�. ÖÏ

o b e i k a n d l . c o m
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©Ê£@ , ¨ñ 	�ñÖÏ @ @ 	Yë Èñk .(. tÌ'@ , Bernstein
�é 	JëQ�.Ó , Bochner

�é 	JëQ�.Ó , ú
ÎÓA¾�JË @ ÉJ
�JÒ�JÊË
Dunford− Schwartz [1] , Phelps [1] ,( 2 Z 	Qk. ) Choquet [2] , Bourbaki [1] úÎ«
, Edwards [1] , Kelley −Namioka [1] , Larsen [1] , Rudin [1] , 1 Z 	Qk.

. [EX] ð Diestel [2] , Taylor− Lay [1] ,( 10 É� 	̄ ) Dellacherie−Meyer [1]

(Partial differential equation)
�éJ
K 	Qm.Ì'@ �éJ
Ê 	�A 	®�JË @ �HBXAªÖÏ @ �éK
Q 	¢	� ú


	̄ (H.

Q�
 	« , �é�JK. A�K é�KCÓAªÓ , P (D) ú
Î
	�A 	®�K Q�K ñÓ É¾Ë ú
Íð


@ Ég Xñk. ð , �A 	g É¾ ���. Q» 	Y 	K

, Hörmander [1] C�JÓ Q 	¢	� @ ;( Malgrange− Ehrenpreis
�é 	JëQ�.Ó ) AÓAÖ �ß �éÓYª	JÓ

, èAm.�
�'B@ � 	® 	K ú


	̄ .( 2 Z 	Qk. ) Reed− Simon [1] , Treves [2] , Rudin [1] , Yosida [1]
�é�®K
Q¢�. (Laplacian) ú
æ�CK. CË (Green′s function) 	áK
Q 	« �éË @X Xñk. ñË A�KAJ. �K @ XPñ	K

. Garabedian [1] Q 	¢	� @ ; Lax ð Garabedian

. �éK. YjÖÏ @ È@ðYË@ (3

; �é 	J� 	á�
�KC�K ú
Í@ñk 	Y 	JÓ �éK
ñ 	J�JË @ ú

	̄ ÉKA�ÖÏ @ ð �éK. YjÖÏ @ È@ðYË@ �éK
Q 	¢	� @Q�
�J» �HPñ¢�� Y�®Ë

XPñ	K �HA�®J
J.¢�JË @ 	á�
K. 	áÓ . Ekeland− Temam [1] , Rockafellar [1] , Moreau [1] Q 	¢	� @
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