
10

: �éK
QK
ñ¢�JË @ ÉKA�ÖÏ @
�èP@QmÌ'@ �éËXAªÓ
h. @ñÓ


B@ �éËXAªÓ ð

ÐA 	¢�J 	K @ ð �éJ
 	K @Ygð , Xñk. ð : �èP@QmÌ'@ �éËXAªÓ .1.10

© 	�	� . Γ Yg �H@ 	X �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω ⊂ ℝN 	áº�JË �� . 	Q�
ÓQ�K
Q = Ω×]0,+∞[, Σ = Γ×]0,+∞[;

. Q �é 	K @ñ¢�

CË ú
æ.

	K Am.Ì'@ YmÌ'@ ñë Σ

�IJ
m�'. u(x, t) : Ω× [0,+∞[−→ ℝ �éË @X Yg. ð

@ : �éJ
ËA�JË @ �éË


A�ÖÏ @ Q�. �Jª 	JË

(1) Q úÎ« ∂u

∂t
−Δu = 0

(2) Σ úÎ« u = 0

(3) Ω úÎ« u(x, 0) = u0(x)

Q�
 	ª�JÖÏ @ ñë t , �éJ
KA 	� 	®Ë@ �H@Q�
 	ª�JÒÊË �éJ.� 	�ËAK. Laplacian ú
æ�CK. C�Ë@ ú

	æªK
 Δ =

N∑

i=1

∂2

∂x2
i

�IJ
k
. �èA¢ªÓ �éË @X ù
 ë u0(x) ð ú


	æÓ 	QË @

o b e i k a n d l . c o m
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6
t

-
xΩ

ΣQ

�é«ñÒm.×) 	Q�
mÌ'@ úÎ« u
�èP@QmÌ'@ ¨ 	Pñ�JË h.

	XñÖ 	ß Aî 	E

B �èP@QmÌ'@ �éËXAªÓ ùÒ��� (1)

�éËXAªÖÏ @
	áÓ YK
Y« ú


	̄ É 	gY�J�K �é 	®Ê�J 	jÖÏ @ AêËA¾ ��

AK. �èP@QmÌ'@ �éËXAªÓ . t

�é 	¢jÊ�Ë @ ú

	̄
Ω ( �é¢�. @Q��Ó �ékñ�J 	®Ó

¡��.

@ ù
 ë �èP@QmÌ'@ �éËXAªÓ ð .(É� 	®Ë@ @ 	Yë úÎ« �HA�®J
Êª�JË @ Q 	¢ 	� @) diffusion 1PA ���� 	KB@ Që@ñ 	£

. Parabolic equations 2 �éJ
J 	̄ A¾ÖÏ @ �HBXAªÒÊË ÈA�JÓ
	àAÓñJ
 	K  ðQå���. 	�ñª�K 	à


@ 	áºÖß
 ; éJ
Ê¾K
QK
YË �éK
YmÌ'@  ðQå��Ë @ É�JÖ �ß (2)

�éËXAªÖÏ @

(2′) Σ úÎ« ∂u

∂n
= 0

Õç�' ú

�æË @ øQ 	k


B@ �éK
YmÌ'@  ðQå��Ë @ Yg


@ ð


@ ( Γ úÎ« ú
k. PA	mÌ'@ Ñ 	£A 	JÊË �èYgñË@ éj. �JÓ ñë n )

úÎ« Ω
	Q�
jÊË Γ YmÌ'@ �I�
J. ���K úÎ« ÈYK
 (2)  Qå��ËA 	̄ . ©�A�JË @ ð 	áÓA�JË @ 	á�
Ê� 	®Ë @ ú


	̄ Aë ðA�®Ë
. ÐðYªÓ Γ ÈC 	g �èP@QmÌ'@ �� 	̄ Y�K 	à


@ úÎ« ÈYJ
 	̄

(2′)  Qå��Ë @ AÓ

@ ; �éÓðYªÓ �èP@Qk �ék. PX

. Cauchy data ú
æ
��ñ» �HAJ
¢ªÓ ð


@ ú


G @Y�JK. B@  Qå��Ë @ ù
 ë (3)
�éËXAªÖÏ @

[0,+∞[ ÈAj. ÖÏ @ úÎ« �é 	̄QªÓ �éË @X u(x, t) 	áK
Q�. �JªÓ (3) (2) (1)
�éË


A�ÖÏ @ Ém�'. Ðñ�® 	K 	¬ñ�

H = L2(Ω) C�JÓ ; ¡�® 	̄
x Q�
 	ª�JÖÏ AK. �é¢J. �KQÓ È@ðX ZA 	� 	̄ ñë H �IJ
k , H ZA 	� 	̄ ú


	̄ Õæ

�̄ �H@ 	X ð

�éË @YË@ ø


@ , H 	áÓ @Qå� 	J« ú


	æªK
 u(t) 	QÓQË@ 	àA
	̄ , @ 	Yºë ð . tÌ'@ , H = H1

0 (Ω) ð

@

½Ë 	X ð �éËñîD��. (3) (2) (1)
�éË


A�ÖÏ @ Ég 	áÓ A 	J 	JºÖ �ß �é�®K
Q¢Ë@ è 	Yë . A�J�. �JÓ t �Ë x 7−→ u(x, t)

. ©�A�JË @ ð 	áÓA�JË @ 	á�
Ê� 	®Ë@ l .�
'A�J 	K ð @YJ
 ��ñK
 - ÉJ
ë �é 	JëQ�.Ó ©Òm.�'.

. �èQ�
�J» �éÊ�JÓ

@ 	á�
K. 	áÓ ÈA�JÓ øñ� ��
Ë �èP@QmÌ'@ PA ���� 	K @ 1

ð hyperbolic
�éK
YK @ 	P , elliptic

�éJ
j. ÊJ
Êë@ : ÐA��̄
@ �é�KC�K úÍ@

�éJ
K 	Qm.Ì'@ �HBXAªÒÊË ú
¾J
�C¾Ë@ 	J
 	���JË @ úÎ« 	¬Qª�JÊË 2

. Courant−Hilbert [1] C�JÓ Q 	¢	� @ , parabolic
�éJ
J 	̄ A¾Ó

o b e i k a n d l . c o m
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ð) XðYm× Γ ©Ó C∞ 		J�Ë@ 	áÓ Ω 	à

@ É� 	®Ë@ @ 	Yë É¿ ÈC 	g 	�Q 	® 	K ,PA¾ 	̄ 

B@ ¡J. 	�Ë
.( �é 	®J
ª 	�Ë@ ÈñÊmÌ'@ úÎ« A 	JÓAÒ�Jë@ I. �	�@ @ 	X @ @Q�
�J» Aê 	®J
 	®	m��' 	áºÖß
 �éJ
 	�Q 	®Ë@ è 	Yë 	áºË

(1)
���®m��' u(x, t)

�èYJ
kð �éË @X Yg. ñ�K 	à 	X@ . u0 ∈ L2(Ω) 	à

@ 	�Q 	® 	K �� .1.10

�é 	JëQ�.Ó ∙
ð (3) (2)

(4) u ∈ C([0,∞[;L2(Ω)) ⌢ C(]0,∞[;H2(Ω) ⌢ H1
0 (Ω)),

(5) u ∈ C1(]0,∞[;L2(Ω)).

½Ë 	X úÍ@
�é 	̄ A 	�B AK.

u ∈ C∞(Ω× [²,∞[) ∀² > 0.

3 A 	JK
YË ð u ∈ L2(0,∞;H1
0 (Ω)) @Q�
 	g


@ ð

1

2
∣u(T )∣2L2(Ω) +

∫ T

0

∣∇u(t)∣2L2(Ω)dt =
1

2
∣u0∣2L2(Ω) ∀T > 0.

�H@PAJ
�J 	kB@ 	áºË ð ) H = L2(Ω) ZA 	� 	®Ë @ ú

	̄ @YJ
 ��ñK
 - ÉJ
ë �é 	JëQ�.Ó ��J.¢	JË �� . �HAJ. �K @

.( 2.10
�é 	JëQ�.Ó Q 	¢	� @ , �é 	JºÜØ øQ 	k


B@

ú
ÎK
 AÒ» 	¬QªÖÏ @ A : D(A) ⊂ H −→ H XðYjÖÏ @ Q�
 	« Q�K ñÖÏ @ Q�. �Jª 	JË 	�Q 	ªË@ @ 	Yë Ég.

@ 	áÓ

{
D(A) = H2(Ω) ⌢ H1

0 (Ω)
Au = −△u.

���®j�J 	K 	¬ñ� . A
��A¢	� 	K
Qª�K ú


	̄
(2)

�éK
YmÌ'@  ðQå��Ë @ A 	Jm.×X

@ A 	J 	K


@ 	¡kC	K 	à


@ ÑêÖÏ @ 	áÖÏ é 	K @

Xñk. ð i. �J 	J���	� ð 7.6
�é 	JëQ�. ÖÏ @ ��J
J.¢�� A 	J 	JºÖß
 AëY	J« . ú


�G @ 	X 	áK
Q�̄ ð ù
 Ò 	¢«

@ I. �
�KP Q�K ñÓ A 	à


@

. (5) (4) (3) (2) (1)
�éË


A�ÒÊË YJ
kð Ég

	àA
	̄
u ∈ D(A) 	àA¿ @ 	X @ é 	K


B . I. �
�KP Q�K ñÓ A (

@
	Q�
ÓQ��Ë @ l� 	�ñ	JË 3

∣u(T )∣2
L2(Ω)

=

∫

Ω
∣u(x, T )∣2dx, ∣∇u(t)∣2

L2(Ω)
=

N∑

i=1

∫

Ω

∣∣∣ ∂u
∂xi

(x, t)
∣∣∣
2
dx.
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(Au, u)L2 =

∫
(−Δu)u =

∫
∣∇u∣2 ⩾ 0.

	áºË ð . R(I +A) = H = L2 	à

@ 	á�
J. 	K 	à


@ @ 	YêË ù


	®ºK
 . ù
 Ò 	¢«

@ I. �
�KP Q�K ñÓ A (H.

@ 	Yë ; u−Δu = f
�éËXAªÒÊË YJ
kð Ég u ∈ H2 ⌢ H1

0 Yg. ñK
 f ∈ L2 É¾Ë 	à

@ 	¬Qª	K 	ám� 	'

. 25.9 �é 	JëQ�. ÖÏ @ 	áÓ i. �J 	�K

AÓY 	J« 	áºË ð .Q 	£A 	J�JÓ A 	à


@ ���®j�J 	K 	à


@ ù


	®ºK
 6.7
�éJ
 	��®Ë@ É 	� 	®J. 	̄ . ú


�G@ 	X 	áK
Q�̄
A (�k.

A 	JK
YÊ 	̄
u, v ∈ D(A)

(Au, v)L2 =

∫
(−Δu)v =

∫
∇u∇v

(u,Av)L2 =

∫
u(−Δv) =

∫
∇u∇v

. (Au, v) = (u,Av) 	à

@ é 	JÓ É�m�'
 AÜØ

;QÒ�J�Ó 	áK
AJ. �K ©Ó D(Al) ⊂ H2l(Ω) 	à

@ 25.9

�é 	JëQ�. ÖÏ @ 	áÓ i. �J 	J���	� , øQ 	k

@ �éêk. 	áÓ ð
A 	JK
YË ��X


@ �èPñ��.

{ Γ úÎ« u = Δu = ...Δl−1u = 0 ; u ∈ H2l(Ω) } = D(Al).

úÍ@ ù
 Ò�J 	�K
 (3) (2) (1)
�éË


A�ÒÊË u ÉmÌ'@ 	à


@ ( 7.7

�é 	JëQ�.Ó ) 	¬Qª	K ð

Ck(]0,+∞[;D(Al)), ∀k, ∀l
( 15.9

�éÓ 	PC�Ë@ É 	� 	®K. ) ½Ë 	X 	áÓ i. �J 	�K
 ð . ∀l , ∀k u ∈ Ck(]0,+∞[;H2l(Ω)) 	àA
	̄ 	à 	X@ ð

	à

@

u ∈ Ck(]0,+∞[;Ck(Ω)), ∀k.
�éÊK. A�̄ u(t) 	à


B P 	YmÌ'@ I. m.�'
 A 	Jë ð . Ω×]0, T [ úÎ« ÉÓA¾	K ð u �K. (1) H. Qå	� 	� ; (6) �IJ. �� 	JË

ù
 ë ' ; '(t) =
1

2
∣u(t)∣2L2(Ω)

�éË @YË@ Q�. �Jª 	JË . [0,+∞[ úÎ« ��
Ë ð ]0,+∞[ úÎ« ��A�®�J ��CË
ð ( (5) I. �k ) ]0,+∞[ úÎ« C1 		J�Ë@ 	áÓ

'′(t) =
(
u(t),

du

dt
(t)

)
L2

= (u,Δu)L2 = −
∫

Ω

∣∇u∣2.

A 	JK
YË é 	K A
	̄
0 < ² < T < ∞ 	àA¿ @ 	X @ é 	K


@ i. �J 	J���	� é 	JÓ ð

'(T )− '(²) =

∫ T

²

'′(t)dt = −
∫ T

²

∣∇u(t)∣2dt.

. (6) úÎ« É�m� 	' ú
ÍA�JËAK. ð '(²) −→ 1

2
∣u0∣2L2(Ω)

	àA
	̄ , ² −→ 0 AÓY 	Jª 	̄

o b e i k a n d l . c o m
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I. �k é	K

@ Q» 	Y 	K ) t = 0 P@ñm.�'. AÓA 	¢�J 	K @ Q��»


@ Q�
��� u

�éË @YË@ 	àA
	̄ �éJ
 	̄ A 	�@  ðQå�� ÉK. A �®Ó

□ .( ∀² > 0 u ∈ C∞(Ω× [²,∞[) AÖ ß @X A 	JK
YË 1.10 �é 	JëQ�. ÖÏ @

.2.10
�é 	JëQ�.Ó

���®m�'
 (3) (2) (1)
�éË


A�ÖÏ @ Ég 	à 	X@ , u0 ∈ H1

0 (Ω)
	à

@ 	�Q 	® 	K (

@

u ∈ C([0,∞[;H1
0 (Ω)) ⌢ L2(0,∞;H2(Ω))

.
∂u

∂t
∈ L2(0,∞;L2(Ω)) ð

A 	JK
YË ½Ë 	X úÍ@
�é 	̄ A 	�B AK.

(7)

∫ T

0

∣∣∣∂u
∂t

(t)
∣∣∣
2

L2(Ω)
dt+

1

2
∣∇u(T )∣2L2(Ω) =

1

2
∣∇u0∣2L2(Ω).

A 	JK
YË 	à 	X@ , u0 ∈ H2(Ω) ⌢ H1
0 (Ω)

	à

@ 	�Q 	® 	K (H.

u ∈ C([0,∞[;H2(Ω)) ⌢ L2(0,∞;H3(Ω))

.
∂u

∂t
∈ L2(0,∞;H1(Ω)) ð

Compatibility
�� 	̄ @ñ�JË @ �HA�̄C« ���®m��' ð ∀k u0 ∈ Hk(Ω) 	à


@ 	�Q 	® 	K (�k.

(8) , ù
 ªJ
J.£ ∀j Γ úÎ« 0 = Δju0 = ... = Δu0 = u0

. u ∈ C∞(Ω× [0,∞[) 	à 	X @

ù
 ÒÊ�Ë@ Z @Ym.Ì'AK. @Xð 	QÓ H1 = H1
0 (Ω) PA�J	m� 	' (

@ �� . �HAJ. �K @

(u, v)H1
=

∫

Ω

∇u∇v +

∫

Ω

uv.

ú

�G
�
BAK.

	¬QªÖÏ @ A1 : D(A1) ⊂ H1 −→ H1 XðYjÖÏ @ Q�
 	« Q�K ñÖÏ @ Q�. �Jª 	K H1 ZA 	� 	®Ë@ ú

	̄

{
D(A1) = {u ∈ H3(Ω) ⌢ H1

0 (Ω); Δu ∈ H1
0 (Ω)}

A1u = −Δu.

: ú

�G @ 	X 	áK
Q�̄ ð ù
 Ò 	¢«


@ I. �
�KP A1

	à

@ ���®j�J 	JË
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	àA
	̄
u ∈ D(A1)

�I	KA¿ @ 	X @ é 	K

B . I. �
�KP A1 (1

(A1u, u)H1 =

∫
∇(−Δu)∇u+

∫
(−Δu)u =

∫
∣Δu∣2 +

∫
∣∇u∣2 ⩾ 0.

Yg. ñK
 f ∈ H1(Ω) É¾Ë é 	K

@ ( 25.9

�é 	JëQ�. ÖÏ @ 	áÓ ) 	¬Qª	K . ù
 Ò 	¢«

@ I. �
�KP A1 (2

. u−Δu = f
�éËXAªÒÊË Ég YJ
kð u ∈ H3(Ω) ⌢ H1

0 (Ω)
( �éËXAªÖÏ @ 	áÓ) 	àA

	̄
f ∈ H1

0 (Ω) ½Ë 	X úÍ@
�é 	̄ A 	�B AK. 	àA¿ @ 	X @ ð

. u ∈ D(A1) ú
ÍA�JËAK. ð Δu ∈ H1
0 (Ω)

	àA
	̄
u, v ∈ D(A1)

	àA¿ @ 	X @ . Q 	£A 	J�JÓ A1 (3

(A1u, v)H1 =

∫
∇(−Δu)∇v +

∫
(−Δu)v

=

∫
ΔuΔv +

∫
∇u∇v = (u,A1v)H1 .

(3) (2) (1)
�éË


A�ÒÊË u Ég Yg. ñK
 é 	KA

	̄
u0 ∈ H1

0 (Ω)
	àA¿ @ 	X @ é 	K


@ øQ	K 7.7

�é 	JëQ�. ÖÏ @ ��J
J.¢��K.
�IJ
m�'. ( �éJ
 	K @YgñË@ É 	� 	®K. 1.10 �é 	JëQ�. ÖÏ AK. Yg. ð ø


	YË@ ÉmÌ'@ ��K. A¢�
 ø

	YË@ ð)

u ∈ C([0,∞[;H1
0 (Ω)).

ð ]0,∞[ úÎ« C∞ 		J�Ë@ 	áÓ '
�éË @YË@ . '(t) = 1

2
∣∇u(t)∣2L2(Ω) © 	�	� , Q�
 	g


B@ ú


	̄ ð

'′(t) = (∇u(t),∇du

dt
(t))L2 = (−Δu(t),

du

dt
(t))L2 = −

∣∣∣du
dt

(t)
∣∣∣
2

L2
.

	àA
	̄ , 0 < ² < T < ∞ 	àA¿ @ 	X @ é 	K


@ i. �J 	�K
 é 	JÓ ð

'(T )− '(²) +

∫ T

²

∣∣∣du
dt

(t)
∣∣∣
2

L2
dt = 0

. 0 úÍ@ ²
	Y 	g


AK. ½Ë 	X ð (7) i. �J 	J���	� ð

Z@Ym.Ì'AK. @Xð 	QÓ H2 = H2(Ω) ⌢ H1
0 (Ω)

�HQ�. Êë ZA 	� 	®Ë @ ú

	̄ ÉJ
Êj�JK. 	à

�
B@ Ðñ�® 	K (H.

ù
 ÒÊ�Ë@

(u, v)H2 = (Δu,Δv)L2 + (u, v)L2 .

ú

�G
�
BAK.

	¬QªÖÏ @ A2 : D(A2) ⊂ H2 −→ H2 XðYjÖÏ @ Q�
 	« Q�K ñÖÏ @ Q�. �Jª 	K H2 ú

	̄

{
D(A2) = {u ∈ H4(Ω); u ∈ H1

0 (Ω), Δu ∈ H1
0 (Ω)}

A2u = −Δu.
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7.7
�é 	JëQ�. ÖÏ @ 	à 	X@

��J.¢	JË . 4H2 ú

	̄ ú


�G @ 	X 	áK
Q�̄ ð ù
 Ò 	¢«

@ I. �
�KP A2

	à

@ �éËñîD��. ���®j�JË @ A 	J 	JºÖß


		J�Ë@ 	áÓ '
�éË @YË@ ; '(t) =

1

2
∣Δu(t)∣2L2 © 	�	� , Q�
 	g


B@ ú


	̄ ð . H2 ú

	̄
A2 Q�K ñÖÏ @ úÎ«

A 	JK
YË ð ]0,∞[ úÎ« C∞

'′(t) = (Δu(t),Δ
du

dt
(t))L2 = (Δu(t),Δ2u(t))L2 = −∣∇Δu(t)∣2L2 .

0 < ² < T < ∞ É¾Ë 	àA
	̄ , é 	JÓ ð

1

2
∣Δu(T )∣2L2 − 1

2
∣Δu(²)∣2L2 +

∫ T

²

∣∇Δu(t)∣2L2dt = 0.

( �éËXAªÖÏ @ É 	� 	®K.) ð u ∈ L2(0,∞;H3(Ω)) 	à

@ øQ	K , 0 úÍ@ ² Èð ñK
 AÓY 	J« , �éK
Aî 	DË @ ú


	̄ ð
. du

dt
∈ L2(0,∞;H1(Ω)) 	àA

	̄

ú

�G
�
BAK. ù¢ªÖÏ @ A : D(A) ⊂ H −→ H Q�K ñÖÏ @ H = L2(Ω) ú


	̄ Q�. �Jª 	JË (�k.
{

D(A) = H2(Ω) ⌢ H1
0 (Ω)

Au = −Δu.

	àA
	̄ , k ⩾ 2 , u0 ∈ D(Ak) 	àA¿ @ 	X @ é 	K


@ ( 5.7

�é 	JëQ�. ÖÏ @ ) 	¬Qª	K

u ∈ Ck−j([0,∞[;D(Aj)) ∀j = 0, 1, ...k.

A 	JK
YË ½Ë 	X 	áÓ �éj. J
�� 	K ð . k ⩾ 1 É¾Ë u0 ∈ D(Ak) 	àñ» 	á« AÓAÖ �ß Q�.ª�K (8)
�éJ
 	�Q 	®Ë @ 	áºË ð

u ∈ Ck−j([0,∞[;D(Aj)) ∀k ⩾ 1, ∀j = 0, 1, ...k.

□ .( 1.10
�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @ ú


	̄ ÈAmÌ'@ ñë AÒ» ) u ∈ C∞(Ω× [0,∞[) 	àA
	̄ é 	JÓ ð

ù¢ªÖÏ @ úÎ« ø
 ñ�̄ ú
×A 	¢�J 	K @ Éª 	̄ AêË �èP@QmÌ'@ �éËXAªÓ 	à

@ 	á�
J. �K 1.10

�é 	JëQ�. ÖÏ @ �� .1 �é 	¢kCÓ ∙
ñË ð t > 0 É¾Ë ½Ë 	X ð x ú


	̄
C∞ 		J�Ë@ 	áÓ ñë u(x, t) ÉmÌ'@ 	à


@ 	¡kC	K . u0 ú


G @Y�JK. B@
B AÓñÒª 	̄ . �ºªÊË �éÊK. A�̄ Q�
 	« �èP@QmÌ'@ �éËXAªÓ 	à


@ �ñ�	mÌ'AK. é 	JÓ i. �J 	�K
 ð .QÒ�J�Ó Q�
 	« u0

	àA¿
�éË


A�ÖÏ @ Ég ©J
¢���	�

(9) Ω×]0, T [ úÎ« ∂u

∂t
−Δu = 0

�HQ�. ÊêË ZA 	� 	®Ë @ 	K
Qª�K ©J
¢���	� A 	J 	K A
	̄ AJ
�K @ 	X A 	JK
Q�̄ ð AJ
Ò 	¢«


@ AJ. �
�KP A : D(A) ⊂ H −→ H 	àA¿ @ 	X @

�éÓA« �é 	®��. 4

Ã : D(Ã) ⊂ H̃ −→ H̃ Q�K ñÖÏ A 	̄ 	à 	X@ . (u, v)
H̃

= (Au,Av) + (u, v) ù
 ÒÊ�Ë@ Z @Ym.Ì'AK. Xð 	QÖÏ @ H̃ = D(A)

. H̃ ú

	̄ ú


�G @ 	X 	áK
Q�̄ ð ù
 Ò 	¢«

@ I. �
�KP ñë Ã = A ð D(Ã) = D(A2) �K.

	¬QªÖÏ @
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(10) Γ×]0, T [ úÎ« u = 0

ú

GAî 	E ù¢ªÓ ©Ó

(11) . Ω úÎ« u(x, T ) = uT (x)

	àñºK
 	à

@ AÓ@ 	QË I. m.�'
 �éËAmÌ'@ è 	Yë ú


	̄

. ∀j ⩾ 0 , Γ úÎ« ΔjuT = 0 ©Ó uT ∈ C∞(Ω)

. (11) (10) (9)
�éJ
ªk. QË @ �éË


A�ÖÏ @ ÉmÌ ù


	®ºK
 B @ 	Yë ú �æk ð
�IJ
k (11) (10) (9′) �éË


A�ÖÏ @ ð (11) (10) (9)

�éË

A�ÖÏ @ 	á�
K. ¡Ê	mÌ'@ ÐY« I. m.�'


(9′) Ω×]0, T [ úÎ« −∂u

∂t
−Δu = 0

��J.£ ð T − t úÍ@ t Q�
J
 	ª�JË @ ø
 Qk.

@ ) uT ∈ L2(Ω) É¾Ë @YJ
kð Cg AÖ ß@X ÉJ. �®�K ú


�æË @ ð
.( 1.10

�é 	JëQ�. ÖÏ @

©Ó ú
æ
��ñ» �éË


A�ÖÏ �émÌ'A� ù�®J. �K �é�®K. A�Ë@ l .�

'A�J 	JË @ 	àA
	̄ , �H@Q�
J
 	ª�JË @ 	�ªK. ÉK. A �®Ó �� .2

�é 	¢kCÓ
.( [EX] Q 	¢	� @ ) 	àAÓñJ
 	K  ðQå��

�é¢�@ñK. AêÊg 	áºÖß
 (3) (2) (1)
�éË


A�ÖÏ @ 	àA

	̄ �èXðYm× Ω 	àñº�K AÓY 	J« �� .3
�é 	¢kCÓ

�èY«A�̄ PAJ
�J 	k@ I. �A 	JÖÏ @ 	áÖÏ é 	K @ , 	�Q 	ªË@ @ 	YêË . L2(Ω) �Ë �éJ
�KQ�. Êë �èY«A�̄ úÎ« ÉJ
Êj�JË @
Q 	¢ 	� @ ) éJ
Ê¾K
QK
X  ðQå�� ©Ó −Δ Q�K ñÒÊË �éJ
�K @ 	YË @ È@ðYË@ 	áÓ �é 	KñºÓ L2(Ω) �Ë ei(x))i⩾1

ø


@ ,( 8.9 ©¢�®ÖÏ @

. Γ úÎ« ei = 0 , Ω úÎ« −Δei = ¸iei

5É¾ ��Ë@ 	áÓ (3) (2) (1)
�éË


A�ÒÊË Ég 	á« �Ij�. 	K

(12) u(x, t) =
∞∑

i=1

ai(t)ei(x).

.( éJ
K
Pñ 	̄ �é�®K
Q£ ð

@) ′′ �H@Q�
 	ª�JÖÏ @ É� 	̄ ′′ �é�®K
Q¢�. A 	��



@ ùÒ��� �é�®K
Q¢Ë@ è 	Yë �ém� 	�@ð H. AJ.�


B 5
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A 	JK
YË é 	K

@ �èQå��AJ.Ó øQ	K

ai(t) = ai(0)e
−¸it é 	JÓ ð ; a′i(t) + ¸iai(t) = 0

�é�̄CªË@ 	áÓ 	á�
ª�J�K ai(0)
�IK. @ñ�JË @ ð

(13) u0(x) =
∞∑

i=1

ai(0)ei(x).

�K. ù¢ªK
 (3) (2) (1) Ég 	à@ Èñ�® 	K Q 	k
�
@ ú 	æªÖß. ð

(14) u(x, t) =
∞∑

i=1

ai(0)e
−¸itei(x),

ð ) (14)
�éÊ�Ê�Ë@ H. PA�®�K �é�@PX �ñ�	m�'. . (ei)

�èY«A�®Ë@ ú

	̄
u0

�HAJ.»QÓ ù
 ë ai(0)
�IJ
k

ð

@ Raviart− Thomas [1] úÍ@ C�JÓ ¨ñk. QË@ 	áºÖß
 ,( (14) ÈC 	g 	áÓ u ÐA 	¢�J 	K @ �é�@PX

Ñ 	¢	� ÉmÌ �èXA« �éÊÒª�J�ÖÏ @ �éJ
 	J �®�JË @ ð �é�®K
Q¢Ë@ è 	Yë 	á�
K. éK. A ����Ë @ 	¡kB . Weinberger [1]
�éJ
¢	mÌ'@ �éJ
Ê 	�A 	®�JË @ �HBXAªÖÏ @

du⃗

dt
+Mu⃗ = 0

(1)
�éË


A�ÖÏ @ ú


	̄ �éK. ñª�Ë@ 	à

@ l� 	�@ð .(tÌ'@ , �é 	KQ¢�®ÊË �éÊK. A�̄ ð


@) �èQ 	£A 	J�JÓ �é 	̄ñ 	®�Ó M 	à@ �IJ
k

. ú

GAî 	EB YªK. @ 	X AÓA 	¢ 	� Ém� 	' 	à


@ I. m.�'
 A 	Jë A 	J 	Kñ» ú


	̄ 	áÒº�K (3) (2)

u ÉmÌ'@ 	àñºK
 ú
¾Ë �éÓ 	PB  ðQå�� ú
æê 	̄ . �è

Ag. A 	®Ó �I��
Ë (8)

�� 	̄ @ñ�JË @ �HA�̄C« �� .4 �é 	¢kCÓ
úÎ« u0 = 0 ð u0 ∈ C∞(Ω)

�éJ
 	�Q 	®Ë @ ) C∞(Ω× [0,∞[) úÍ@ ù
 Ò�J 	�K
 (3) (2) (1)
�éË


A�ÒÊË

; (3) (2) (1)
���®m��' u ∈ C∞(Ω× [0,∞[) 	à


@ 	�Q 	® 	JË , �é�®J
�®mÌ'@ ú


	̄ .(! ù

	®º�K B AëYgð Γ

A 	JK
YË

Γ×]0,∞[ úÎ« ∀j 0 = ... =
∂ju

∂tj
= ... =

∂u

∂t
= u

úÍ@ É�	� P@QÒ�J�BAK. ð

(15) . Γ× [0,∞[ úÎ« ∀j 0 =
∂ju

∂tj

A 	JK
YË øQ 	k

@ �éêk. 	áÓ ð
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Q úÎ« ∂u

∂t
= Δu

Q úÎ« ∂2u

∂t2
= Δ

(∂u
∂t

)
= Δ2u

...
Q úÎ« ∂ju

∂tj
= Δju ∀j

úÎ« É�m� 	' P@QÒ�J�BAK. ð

(16) . Ω× [0,∞[ úÎ« ∀j ∂ju

∂tj
= Δju

. Γ× {0} úÎ« (16) ð (15)
�é 	KPA�®Öß. (8) i. �J 	J���	� ð

P@ñm.�'. u �Ë ÐA 	¢�J 	KB@ l .�
'A�J 	K 	áÓ �éK
Aî 	EB AÓ úÎ« Èñ�mÌ'@ A 	J 	JºÖß
 A 	J 	K


@ , Ðñê 	®Ó é 	K @ �� .5 �é 	¢kCÓ

. 2.10 �é 	JëQ�.ÒÊË (�k. ð (H. 	á�
K. ù¢�ð �HAJ
 	�Q 	̄ ÉK. A �®Ó , t = 0

ùÒ 	¢ªË@ �éK
Aî 	DË @

@YJ.Ó .2.10

: ú

�G
�
B@ ù
 ë �éJ
�A�


B@ �éj. J
�� 	JË @

A 	JK
YË 	à 	X@ . (3) (2) (1)
�éË


A�ÒÊË Cg u 	áºJ
Ë ð u0 ∈ L2(Ω) 	áºJ
Ë �� .3.10 �é 	JëQ�.Ó ∙

min{0, inf
Ω

u0} ⩽ u(x, t) ⩽ max{0, sup
Ω

u0} ∀(x, t) ∈ Q.

	áºJ
Ë . AJ
» AJ.ÓA�J�Ë Q��J. Ë @ �é�®K
Q£ ÉÒª�J�	� �� . �HAJ. �K @
. A 	�Q 	̄

K = max{0, sup
Ω

u0} < +∞
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© 	�	� ð 27.9
�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @ ú


	̄ AÒ» G
�éË @X �IJ. �� 	JË

H(s) =

∫ s

0

G(¾)d¾, s ∈ ℝ.

�éË @YË@ 	¬Qª	K , @Q�
 	g

@ ð

'(t) =

∫

Ω

H(u(x, t)−K)dx.

: �éJ
�K
�
B@ �@ñ	mÌ'@ ' �Ë 	à


@ �éËñîD��. 	àAëQ�. Ë @ 	áºÖß


(17) [0,∞[ úÎ« ' ⩾ 0 , '(0) = 0 , ' ∈ C([0,∞[;ℝ)

(18) ' ∈ C1(]0,∞[;ℝ)

ð

'′(t) =
∫

Ω

G(u(x, t)−K)
∂u

∂t
(x, t)dx =

∫

Ω

G(u(x, t)−K)Δu(x, t)dx

= −
∫

Ω

G′(u(x, t)−K)∣∇u(x, t)∣2dx ⩽ 0

. t > 0 É¾Ë G(u(x, t)−K) ∈ H1
0 (Ω)

	à

B

, t > 0 É¾Ë , 	à 	X@ . ' ≡ 0 	à

@ ½Ë 	X 	áÓ �éj. J
�� 	K ð ]0,∞[ úÎ« '′ ⩽ 0 	à


@ úÎ« É�m� 	' é 	JÓ ð

□ . Ω úÎ« �H . �k u(x, t) ⩽ K

. (3) (2) (1)
�éË


A�ÖÏ @ Ég u 	áºJ
Ë ð u0 ∈ L2(Ω) 	áºJ
Ë �� .4.10 �éÓ 	PB ∙

. Q úÎ« u ⩾ 0 	àA
	̄ , Ω úÎ« �H . �k u0 ⩾ 0 	àA¿ @ 	X @ (1)

ð u ∈ L∞(Q) 	àA
	̄ , u0 ∈ L∞(Ω) 	àA¿ @ 	X @ (2)

(19) ∥u∥L∞(Q) ⩽ ∥u0∥L∞(Ω).

. 6Γ úÎ« u0 = 0 	à@ �IJ
m�'. u0 ∈ C(Ω) ⌢ L2(Ω) 	áºJ
Ë �� .5.10 �éÓ 	PB
. ∣x∣ −→ ∞ AÓY 	J« u0(x) −→ 0

�éJ
 	�Q 	®Ë @ �é 	̄ A 	�@ I. j. J
 	̄ �èXðYm× Q�
 	« Ω �I	KA¿ @ 	X @ 6
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. C(Q) úÍ@ ù
 Ò�J 	�K
 (3) (2) (1)
�éË


A�ÖÏ @ Ég 	à 	X@

ú

	̄
u0n −→ u0

	à@ �IJ
m�'. C∞
c (Ω) 	áÓ È@ðX �éJ
ËA�J�JÓ (u0n) 	áº�JË �� . .5.10 �éÓ 	PC�Ë@ �HAJ. �K @

, 2.10
�é 	JëQ�. ÖÏ @ I. �k .( [EX] C�JÓ Q 	¢	� @ , �éJ
ËA�J�JÖÏ @ è 	Yë É�JÓ Xñk. ñË ) L2(Ω) ú


	̄ ð L∞(Ω)

�éêk. 	áÓ ð . C∞(Q) úÍ@ ù
 Ò�J 	�K
 u0n Èð

B@ ù¢ªÖÏAK. ��Êª�JÖÏ @ (3) (2) (1)

�éË

A�ÒÊË un ÉmÌ'@

	à

@ 	¬Qª	K ( 7.7

�é 	JëQ�. ÖÏ @ Q 	¢ 	� @ ) øQ 	k

@

∣un(t)− u(t)∣L2(Ω) ⩽ ∣u0n − u0∣L2(Ω) ∀t ⩾ 0.

A 	JK
YË (19) É 	� 	®K. @Q�
 	g

@ ð

∥un − um∥L∞(Q) ⩽ ∥u0n − u0m∥L∞(Ω).

□ . u ∈ C(Q) 	à

@ é 	JÓ ð , Q úÎ« ÐA 	¢�J 	KAK. u úÍ@ H. PA�®�J�K (un)

�éJ
ËA�J�JÖÏ @ 	àA
	̄ ½Ë 	YË �éj. J
�� 	K ð

Ω 	à

@ A 	Jë 	�Q 	® 	JË ,PA¾ 	̄ 

B@ �I�
J. ���JË . �é 	®Ê�J	m× Q 	¢	� �éêk. ñK. ùÒ 	¢ªË@ �éK
Aî 	DË @

@YJ.Ó �ém.Ì'AªÓ A 	J 	K A¾ÓAK.

7 ���®m��' �éË @X u(x, t) 	áº�JË . �èXðYm×

(20) T > 0 ©Ó u ∈ C(Ω× [0, T ])

(21)
t Q�
 	ª�JÒÊË �éJ.� 	�ËAK. C1 		J�Ë@ 	áÓ �éË @X u

Ω×]0, T [ úÎ« x Q�
 	ª�JÒÊË �éJ.� 	�ËAK. C2 		J�Ë@ 	áÓ ð

(22) . Ω×]0, T [ úÎ« ∂u

∂t
−Δu ⩽ 0

	à 	X@ . (22) ð (21) (20)  ðQå��Ë @ Õ �® 	JË �� .6.10 �é 	JëQ�.Ó

(23) max
Ω×[0,T ]

u = max
P

u

. Ω×]0, T [
�é 	K @ñ¢�C Ë �éJ
J 	̄ A¾ÖÏ @ XðYmÌ'@ ù
 ë P = (Ω× {0}) ∪ (Γ× [0, T ]) �IJ
k

. �éJ
K @Y�JK. @ B ð �éK
Yg  ðQå�� ù
 ¢ª	K B A 	J 	K

@ 	¡kB 7
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�IJ
m�'. ² > 0 ©Ó v(x, t) = u(x, t) + ²∣x∣2 © 	�	JË �� . �HAJ. �K @

(24) . Ω×]0, T [ úÎ« ∂v

∂t
−Δv ⩽ −2²N < 0

	à

@ 	�Q 	®K. ½Ë 	X ð 	��̄ A 	J�JËAK. 	áëQ�. 	JË . max

Ω×[0,T ]
v = max

P
v 	à


@ 	á�
J. 	JË

. (x0, t0) ∕∈ P ð (x0, t0) ∈ Ω× [0, T ] ©Ó max
Ω×[0,T ]

v = v(x0, t0)

A 	JK
YË , 0 < t0 ⩽ T ð x0 ∈ Ω 	à@ �IJ
k

(25) Δv(x0, t0) ⩽ 0

(26)
∂v

∂t
(x0, t0) ⩾ 0

©Òm.�'. ð . 8
(

t0 = T 	àA¿ @ 	X @
∂v

∂t
(x0, t0) ⩾ 0 ð t0 < T 	àA¿ @ 	X @

∂v

∂t
(x0, t0) = 0 A 	JK
YË

)

½Ë 	YË �éj. J
�� 	K ð . (24) 	��̄ A 	JK
 @ 	Yë ð ,
(∂v
∂t

−Δv
)
(x0, t0) ⩾ 0 úÎ« É�m� 	' (26) ð (25)

	àA
	̄

. C = sup
x∈Ω

∣x∣2 �IJ
k max
Ω×[0,T ]

v = max
P

v ⩽ max
P

u+ ²C

□ . (23) úÍ@ É�	� é 	JÓ ð ; ∀² > 0 max
Ω×[0,T ]

u ⩽ max
P

u+ ²C é 	JÔ 	̄
u ⩽ v 	à


@ AÖß.

h. @ñÓ

B@ �éËXAªÓ .3.10

ð Q = Ω×]0,+∞[ © 	�	� ��J.� AÒ» . Γ Yg �H@ 	X �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω ⊂ ℝN 	áº�JË
�IJ
m�'. u(x, t) : Ω× [0,+∞[−→ ℝ �éË @X Yg. ð


@ : �éJ
ËA�JË @ �éË


A�ÖÏ @ Q�. �Jª 	JË . Σ = Γ×]0,+∞[

(27) Q úÎ« ∂2u

∂t2
−Δu = 0

. T úÍ@ Èð ñK
 T ′ Éªm.�
	' ½Ë 	X YªK. . T ′ < T �IJ
m�'. Ω×]0, T ′[ ú


	̄ ÉÒªË@ I. m.�'
 ��X

@ 	àñº	K ú �æk 8
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(28) Σ úÎ« u = 0

(29) Ω úÎ« u(x, 0) = u0(x)

(30) Ω úÎ« ∂u

∂t
(x, 0) = v0(x)

Q�
 	ª�JÖÏ @ ñë t , �éJ
KA 	� 	®Ë@ �H@Q�
 	ª�JÒÊË �éJ.� 	�ËAK. Laplacian ú
æ�CK. C�Ë@ ú

	æªK
 Δ =

N∑

i=1

∂2

∂x2
i

�IJ
k
. 	àA�KA¢ªÓ 	àA�JË @X AÒë v0 , u0 ð ú


	æÓ 	QË @

�Ë @ é 	K @ ; □ 	QÓQËAK. �èPA�K éË 	QÓQK

∂2

∂t2
−Δ Q�K ñÖÏ @ . h. @ñÓ


B@ �éËXAªÓ ùÒ��� (27)

�éËXAªÖÏ @
. �éK
YK@ 	QË @ �HBXAªÒÊË ú
k.

	XñÖ 	ß ÈA�JÓ ù
 ë h. @ñÓ

B@ �éËXAªÓ . D′Alembertien

9 �èQ�
 	ª�Ë@ �H@ 	P@ 	Q��ëCË Ag. 	XñÖ 	ß ù
 ¢ª�K (27)
�éËXAªÖÏ A 	̄ , Ω =]0, 1[ , N = 1 	àñºK
 AÓY 	J«

��K. A¢�JK
 x ∈ Ω 7−→ u(x, t)
�éË @YË@ ú 	æj	JÓ , t ⩾ 0 É¾Ë . ú
k. PA 	g Q�
�K


A�K ø



B © 	�A 	g Q�
 	« Q�KñË

�H@ 	P@ 	Q��ëCË Ag. 	XñÖ 	ß ù
 ¢ª�K (27)
�éËXAªÖÏ A 	̄ , N = 2 AÓY 	J« . t

�é 	¢jÊ�Ë @ ú

	̄ Q�KñË@ �éJ
ª 	�ð ©Ó

�éJ
ª 	�ð ©Ó ��K. A¢�JK
 x ∈ Ω 7−→ u(x, t)
�éË @YË@ ú 	æj	JÓ , t ⩾ 0 É¾Ë . �é£A¢Ó �ékñÊË �èQ�
 	ª�Ë@

, �éJ
�Kñ�) �ék. ñÓ ÈA�®�J 	KB Ag. 	XñÖ 	ß É�JÖ �ß (27)
�éËXAªÖÏ @ , �éÓA« �é 	®��. ð . t

�é 	¢jÊ�Ë @ ú

	̄ �ékñÊ�Ë @

. Ω ⊂ ℝN �	�Aj. �JÓ  A¢Ó ¡�ð ú

	̄ (tÌ'@ , �éJ
��
£A 	J 	ªÓðQê»

 Qå�� ø


@ ð


@ 	àAÓñJ
 	K  ðQå���. 	�ñª�K 	à


@ 	áºÖß
 ; éJ
Ê¾K
QK
YË �éK
YmÌ'@  ðQå��Ë @ ù
 ë (28)

�éËXAªÖÏ @
Q�KñË@ 	à


@ ú


	æªK
 Σ úÎ« u = 0  Qå��Ë @ . ©�A�JË @ ð 	áÓA�JË @ 	á�
Ê� 	®Ë@ ú

	̄ AëA 	JK



@P ú


�æË @  ðQå��Ë @ 	áÓ
. é�JK
Aî 	E ú


	̄ Qk Q�KñË@ 	à

@ ú


	æªK
 	àAÓñJ
 	K  Qå�� ð ; Γ YmÌ'@ úÎ« �I�. �JÓ (tÌ'@ , �ékñÊ�Ë @ ð

@)

; ú
æ
��ñ» �HAJ
¢ªÓ ú
æê 	̄ ; system

�éÊÒj. ÊË �éJ
K @Y�JK. B@ �éËAmÌ'@ 	àAÔg. Q���K (30) ð (29) 	àA�JËXAªÖÏ @
�I 	®�ð AÒ 	J�
K. u0(x) �K. �I 	®�ð Y�̄ (ú


G @Y�JK. B@ ÈA�®�J 	KB@ A 	��


@ Èñ�® 	K ð) �éJ
K @Y�JK. B@ �éJ
ª 	�ñË@

. v0(x) �K. �éJ
K @Y�JK. B @ �é«Qå�Ë @
. XðYm× Γ 	à


@ ð C∞ 		J�Ë@ 	áÓ Ω 	à


@ ú
ÎK
 AÓ É¿ ú


	̄ 	�Q 	® 	K ,PA¾ 	̄ 
B@ �I�
J. ���JË ð

	à

@ ð u0 ∈ H2(Ω) ⌢ H1

0 (Ω)
	à

@ 	�Q 	® 	K �� .( �éJ
 	K @YgñË@ ð Xñk. ñË@) 7.10

�é 	JëQ�.Ó ∙

P@ñm.�'. Linearization
�éJ
¢ 	k �é 	ªJ
� É�JÖ �ß (27)

�éËXAªÖÏ @ ; ÉmÌ'@ �éJ.ª� ù
 ë ð �éJ
¢ 	k Q�
 	« �éËXAªÓ ù
 ë �éÓA�JË @ �éËXAªÖÏ @ 9

. 	à 	P@ñ�K �éJ
ª 	�ð
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�IJ
m�'. (30) (29) (28) (27)
�éË


A�ÒÊË YJ
kð Ég Yg. ñK
 	à 	X@ . v0 ∈ H1

0 (Ω)

(31) u ∈ C([0,∞[;H2(Ω) ⌢ H1
0 (Ω)) ⌢ C1([0,∞[;H1

0 (Ω)) ⌢ C2([0,∞[;L2(Ω)).

10 A 	JK
YË ½Ë 	X úÍ@
�é 	̄ A 	�B AK.

(32)
∣∣∣∂u
∂t

(t)
∣∣∣
2

L2(Ω)
+ ∣∇u(t)∣2L2(Ω) = ∣v0∣2L2(Ω) + ∣∇u0∣2L2(Ω) ∀t ⩾ 0.

	à

@ 	á« Q�.ªK
 ø


	YË@ ð Conservation law
�é 	¢ 	̄ AjÖÏ @ 	àñ	KA�̄ ù
 ë (32)

�é�̄CªË@ �� .6 �é 	¢kCÓ
. 	áÓ 	QË @ ÈC 	g �é�JK. A�K ù�®J. �K �é�̄ A¢Ë@

: ÐA 	¢�J 	K @ �éj. J
�� 	K A 	Jë 	 	�	JË

���®m��' �éJ
Ëð

B@ �HAJ
¢ªÖÏ @ 	à


@ 	�Q 	® 	K �� .(ÐA 	¢�J 	K @) 8.10

�é 	JëQ�.Ó
u0 ∈ Hk(Ω), v0 ∈ Hk(Ω) ∀k

�� 	̄ @ñ�JË @ �HA�̄C« ½Ë 	Y» ð

ù
 ªJ
J.£ ∀j Γ úÎ« 0 = ... = Δju0 = ... = Δu0 = u0

. ù
 ªJ
J.£ ∀j Γ úÎ« 0 = ... = Δjv0 = ... = Δv0 = v0

. C∞(Ω× [0,∞[) úÍ@ ù
 Ò�J 	�K
 (30) (29) (28) (27)
�éË


A�ÖÏ @ Ég 	à 	X@

ð [0,∞[ úÎ« �é 	̄QªÓ �éË @Y» u(x, t) Q�. �Jª 	K , 1.10 ©¢�®ÖÏ @ ú

	̄ ñë AÒ» �� . 7.10 �é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @

��J
J.¢�JË @ ú

	æªK
 u(t) �I�. �JÓ t ⩾ 0 É¾Ë 	àA

	̄ ��X

@ ú 	æªÖß. ð ; ú
æêj. �JÓ ZA 	� 	̄ ú


	̄ Õæ

�̄ �H@ 	X

: 11úÍð

B@ �éJ. �KQË @ 	áÓ ÐA 	¢ 	� É¾ �� úÎ« (27)

�éËXAªÖÏ @ I. �Jº	JË . x 7−→ u(x, t)

	Q�
ÓQ��Ë @ l� 	�ñ	JË 10

∣∣∣∂u
∂t

(t)
∣∣∣
2

L2(Ω)
=

∫

Ω

∣∣∣∂u
∂t

(x, t)
∣∣∣
2
dx, ∣∇u(t)∣2

L2(Ω)
=

∫

Ω

N∑

i=1

∣∣∣ ∂u
∂xi

(x, t)
∣∣∣
2
dx.

�éÊÔg. É¾ �� úÎ« t ú

	̄
k

�ék. PYË@ 	áÓ �éJ
Ê 	�A 	®�K �éËXAªÓ �éK. A�J» 	áÓ 	àñº�J�K ú

�æË@ ð �èXA�JªÖÏ @ �é�®K
Q¢Ë@ ù
 ë è 	Yë 11

. úÍð

B@ �éJ. �KQË @ 	áÓ �HBXAªÓ
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(33)

Q úÎ« ∂u

∂t
− v = 0

Q úÎ« ∂v

∂t
−Δu = 0

⎫
⎬
⎭

(33) iJ.��
 ú �æk U =

(
u
v

)
© 	�	� ð

(34)
dU

dt
+AU = 0

©Ó

(35) AU =

(
0 −I

−Δ 0

)
U =

(
0 −I

−Δ 0

)(
u
v

)
=

( −v
−Δu

)
.

ù
 ÒÊ�Ë@ Z @Ym.Ì'AK. Xð 	QÖÏ @ H = H1
0 (Ω)× L2(Ω) ZA 	� 	®Ë@ ú


	̄ @YJ
 ��ñK
 - ÉJ
ë �éK
Q 	¢	� ��J.¢	JË

(U1, U2) =

∫

Ω

∇u1∇u2dx+

∫

Ω

u1u2dx+

∫

Ω

v1v2dx

�IJ
k

.U2 =

(
u2

v2

)
ð U1 =

(
u1

v1

)

©Ó (35) �K.
	¬QªÖÏ @ A : D(A) ⊂ H −→ H XðYjÖÏ @ Q�
 	« Q�K ñÖÏ @ Q�. �Jª 	JË

D(A) = (H2(Ω) ⌢ H1
0 (Ω))×H1

0 (Ω).

A 	JK
YË (28) É 	� 	®K. é 	K

@ A 	��



@ 	¡kB . H ZA 	� 	®Ë@ ú


	̄ �Im.×X

@ Y�̄

(28)
�éK
YmÌ'@  ðQå��Ë @ 	à


@ 	¡kB

. Σ úÎ« v =
∂u

∂t
= 0 AJ
KA �®Ê�K

. H ú

	̄ ù
 Ò 	¢«


@ I. �
�KP A+ I 	à


@ ���®j�J 	JË

A 	JK
YË é 	K A
	̄
U =

(
u
v

)
∈ D(A) 	àA¿ @ 	X @ ½Ë 	X ð ; I. �
�KP A+ I (1)

(AU,U)H + ∣U ∣2H = −
∫

∇u∇v −
∫

uv +

∫
(−Δu)v +

∫
u2 +

∫
∣∇u∣2 +

∫
v2

= −
∫

uv +

∫
u2 +

∫
v2 +

∫
∣∇u∣2 ⩾ 0.
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ù¢ªJ
Ë . QÓA 	« A+ 2I 	à

AK. �é 	JëQ�. Ë @ @ 	YêË ù


	®ºK
 . ù
 Ò 	¢«

@ I. �
�KP A+ I (2)

ÐA 	¢ 	JË @ ø


@ , AU + 2U = F

�éËXAªÖÏ @ Ég 	à 	X@ I. m.�'
 , F =

(
f
g

)
∈ H

(36)
Ω úÎ« −v + 2u = f

Ω úÎ« −Δu+ 2v = g

}

	à@ �IJ
m�'.
. v ∈ H1

0 (Ω) ð , u ∈ H2(Ω) ⌢ H1
0 (Ω)

úÍ@ (36) 	áÓ É�	JË

(37) −Δu+ 4u = 2f + g.

AëYªK. ð .( 25.9
�é 	JëQ�. ÖÏ @ Q 	¢ 	� @ ) u ∈ H2(Ω) ⌢ H1

0 (Ω) @YJ
kð Cg ÉJ. �®�K (37) 	áºË ð
. (36) Ém�'
 @ 	Yë ð ; v = 2u− f © 	�ñK. ½Ë 	X ð v ∈ H1

0 (Ω) úÎ« É�m� 	'

Ég Yg. ñK
 é 	K

@ øQ 	K 7.7

�é 	¢kCÖÏ @ ð ( 4.7
�é 	JëQ�.Ó ) @YJ
 ��ñK
 - ÉJ
ë �é 	JëQ�.Ó ��J
J.¢��K.

�éË

A�ÒÊË YJ
kð

(38)
[0,∞[ úÎ« dU

dt
+AU = 0

, U(0) = U0

⎫
⎬
⎭

©Ó

(39) U ∈ C1([0,∞[;H) ⌢ C([0,∞[;D(A))

. (31) úÎ« É�m� 	' (39)
�éÔg. Q��K. ð . U0 =

(
u0

v0

)
∈ D(A) 	à


@ AÖß.

A 	JK
YË é 	K

@ 	¡kB . Ω úÎ« ÉÓA¾	K ð ∂u

∂t
�K. (27) H. Qå	� 	� 	à


@ ù


	®ºK
 (32) �HAJ. �KB
∫

Ω

∂2u

∂t2
∂u

∂t
dx =

1

2

∂

∂t

∫

Ω

∣∣∣∂u
∂t

(x, t)
∣∣∣
2

dx

ð
∫

Ω

(−Δu)
∂u

∂t
dx =

∫

Ω

∇u
∂

∂t
(∇u)dx =

1

2

∂

∂t

∫

Ω

∣∇u∣2dx.

□
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úÎ«
∫

Ω

∇u1∇u2 ù
 ÒÊ�Ë@ Z @Ym.Ì'@ ÈAÒª�J�@ A 	J 	JºÖß
 , �èXðYm× Ω 	àñº�K AÓY 	J« �� .7 �é 	¢kCÓ
ÈAÒª�J�@ 	áºÖß
 H = H1

0 (Ω) ⌢ L2(Ω) úÎ« ð ( 19.9
�éÓ 	PC�Ë@ Q 	¢	� @ ) H1

0 (Ω)

.U2 =

(
u2

v2

)
ð U1 =

(
u1

v1

)
�IJ
k (U1, U2) =

∫

Ω

∇u1∇u2 +

∫

Ω

v1v2

A 	JK
YË ù
 ÒÊ�Ë@ Z @Ym.Ì'@ @ 	Yë ©Ó

(AU,U) = −
∫

Ω

∇v∇u+

∫

Ω

(−Δu)v = 0 ∀U =

(
u
v

)
∈ D(A).

é 	K

@ ( [EX] Q 	¢	� @ ) �éËñîD��. ���®j�JË @ 	áºÖß


. 	àAJ
Ò 	¢«

@ 	àAJ. �
�KP −A ð A (1

. A∗ = −A (2
�éË


A�ÖÏ @ Ég ©J
¢���	� , 	à 	X@

U(0) = U0
, [0,+∞[ úÎ« dU

dt
−AU = 0

12 A 	��


@ ð

. U(0) = U0
, ]−∞, 0] úÎ« dU

dt
+AU = 0

É¾ ��ËAK. I. �Jº�K (32) 	à

@ úÎ« @Q�
 	g


@ É�m� 	' ð

∣U(t)∣H = ∣U0∣H ∀t ∈ ℝ;
. H úÎ« �HA��
A�®�K �èQÓ 	P ù
 ë {U(t)}t∈ℝ �éÊKAªË @ 	à@ Èñ�® 	K

�é�ñÊÓ �èXAK
 	P ð

@ Õæ


	¢ 	J�K úÎ« Q�
�K

A�K ø



@ AêË ��
Ë h. @ñÓ


B@ �éËXAªÓ 	à@ �� .8

�é 	¢kCÓ ∙
. Ω = ℝ �éËAmÌ'@ PAJ. �J«@ 	áºÖß
 ¨A 	J�J�̄CË ð . �èP@QmÌ'@ �éËXAªÓ �º« úÎ« � �éJ
K @Y�JK. B@ �HAJ
¢ªÖÏ @

: @Yg. CîD� Am�'
Qå� Cg ÉJ. �®�K (30) (29) (28) (27)
�éË


A�ÖÏA 	̄

(40) u(x, t) =
1

2
[u0(x+ t) + u0(x− t)] +

1

2

∫ x+t

x−t

v0(s)ds.

A 	JK
YË , v0 = 0
�é�A	mÌ'@ �éËAmÌ'@ ú


	̄ ð

u(x, t) =
1

2
[u0(x+ t) + u0(x− t)].

. �èP@QmÌ'@ �éËXAªÓ ©Ó 	¬C�J 	kB@ 	¡kB ; �éJ
�º« �éJ
�A 	g éË 	áÓ 	QË @ 	à

@ Èñ�® 	K Q 	k

�
@ ú 	æªÖß. 12
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. u0 ∈ C∞(ℝ ∖ {x0}) 	à

@ 	�Q 	® 	JË ; l� 	�ñ	K 	à


@ 	áºÖß
 ð . u0

	áÓ �ÊÓ

@ ��
Ë u 	à


@ l� 	�@ð é 	K @

AÒë ð ; x− t = x0 ð x+ t = x0
	á�
ÒJ
�®�J�ÖÏ @ @Y«AÓ ℝ× ℝ úÎ« C∞ ñë u(x, t) 	à 	X@

. �H@ 	Q�
ÒÖÏ @ úÎ« É�® 	J��K
 	Xð 	Y ��Ë@ 	à@ . (x0, 0)
�é¢�® 	JË @ 	áÓ 	àA�J�®Ê¢	JÖÏ @ 	àA�K 	Q�
ÒÖÏ @

AÒ» � (30) (29) (28) (27)
�éË


A�ÖÏ @ Ég 	áºÖß
 é 	KA

	̄ �èXðYm× Ω 	àñº�K AÓY 	J« �� .9 �é 	¢kCÓ
(ei(x))

�èY«A�̄ @ 	YêË PA�J	m� 	' . �éJ
�KQ�. Êë �èY«A�̄ úÎ« ÉJ
Êj�JËAK. ½Ë 	X ð � �èP@QmÌ'@ �éËXAªÓ ú

	̄ ÈAmÌ'@ ñë

−Δei = ¸iei ø


@ ; éJ
Ê¾K
QK
X  ðQå�� ©Ó −Δ Q�K ñÒÊË �éJ
�K @ 	YË @ È@ðYË@ 	áÓ �é 	KñºÓ L2(Ω) ú


	̄

(29) (28) (27)
�éË


A�ÒÊË Ég 	á« �Ij�. 	K .( ¸i > 0 	à


@ 	¡kB ) Γ úÎ« ei = 0 ð Ω úÎ«

É¾ ��Ë@ 	áÓ (30)

(41) u(x, t) =
∑

i

ai(t)ei(x).

: AÓð 	QË A 	JK
YË é 	K

@ �èQå��AJ.Ó øQ	K

a′′i (t) + ¸iai(t) = 0;

�IJ
k

ai(t) = ai(0) cos(
√
¸it) +

a′i(0)√
¸i

sin(
√
¸it).

�HA�̄CªËAK. 	á�
ª�K a′i(0) ð ai(0)
�IK. @ñ�JËA 	̄

; v0(x) =
∑

i

a′i(0)ei(x) ð u0(x) =
∑

i

ai(0)ei(x)

, (41)
�éÊ�Ê�Ë@ H. PA�®�K �é�@PYË ð . (ei)

�èY«A�®Ë@ ú

	̄
v0 ð u0

�HAJ.»QÓ ù
 ë , øQ 	k

@ �èPAJ.ªK.

. Weinberger [1] ð

@ Raviart− Thomas [1] C�JÓ Q 	¢	� @

	áºÖß
 . 7.10
�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @ ú


	̄ ÉÒª�J�ÖÏ @ 	Q�
ÓQ��Ë @ YK
Yg. 	áÓ 	Y 	g

A 	JË �� . 8.10 �é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @

	à

@ k úÎ« Z@Q�®�J�BAK. ½Ë 	X ð �éËñîD��. ���®j�JË @

.

⎧
⎨
⎩

0 ⩽ j ⩽
[k
2

]
∀ Γ úÎ« Δju = 0 ð u ∈ Hk+1(Ω)

0 ⩽ j ⩽
[k + 1

2

]
− 1 ∀ Γ úÎ« Δjv = 0 ð v ∈ Hk(Ω)

∣∣∣
(

u
v

)
⎫
⎬
⎭

= D(Ak)
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øQ	�� ð 5.7
�é 	JëQ�. ÖÏ @ ��J.¢	JË .QÒ�J�Ó 	áK
AJ. �K ©Ó D(Ak) ⊂ Hk+1(Ω)×Hk(Ω) , �ñ�	mÌ'AK. ð

���®m�'
 (38) �Ë U ÉmÌ'@ 	à 	X@ , U0 =

(
u0

v0

)
∈ D(Ak) 	à


@

U ∈ Ck−j([0,∞[;D(Aj)) ∀j = 0, 1, ...k;

8.10
�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ
 	�Q 	̄ �Im��' é 	K


@ , 15.9

�éÓ 	PC�Ë@ ú

	̄ �éÓY�®ÖÏ @ �èY«A�Öß. ½Ë 	X ð , @Q�
 	g


@ i. �J 	J���	� ð

□ . ∀k u ∈ Ck(Ω× [0,∞[) 	àA
	̄ ( ∀k U0 ∈ D(Ak) ø



@ )

iJ.��
 ú
¾Ë �éJ
 	̄ A¿ ð �éÓ 	PB ù
 ë 8.10
�é 	JëQ�. ÖÏ @ ú


	̄ �éÓY�®ÖÏ @ �� 	̄ @ñ�JË @ �HA�̄C« �� .10
�é 	¢kCÓ

�é 	¢kCÖÏ @ ú

	̄ AÒ» ÉJ
Êj�JË @ � 	® 	K ) C∞(Ω× [0,∞[) ú


	̄
(30) (29) (28) (27)

�éË

A�Ò�Ë@ Ég

.( 4

�éËXAªÖÏ �émÌ'A� ù�®J. �K 3.10 ©¢�®ÖÏ @ ú

	̄ �éÊÒª�J�ÖÏ @ �HAJ
 	J �®�JË @ 	à@ �� .11

�é 	¢kCÓ
Klein−Gordon

(27) . m ∕= 0 , m ∈ ℝ ©Ó Q úÎ« ∂2u

∂t2
−Δu+m2u = 0

. v(x, t) = e¸tu(x, t) ÉK
ñj�JË @ Z @Qk. AK. (27) úÍ@ Èñ�ñË@ 	áºÖß
 B é 	K

@ 	¡kB

Q� ��AªË@ É�� 	®Ë@ Èñ�k ��J
�ËAª�K

�èP@QmÌ'@ �éËXAªÓ Èñk ��J
ËAª�K

J.L.Lions
�é 	JëQ�.Ó (1

ÉmÌ �éJ
 	K @YgñË@ ð Xñk. ñË@ úÎ« , ÐA« ð XQm.× PA£@ ú

	̄ , Èñ�mÌ'@ 	áÓ A 	J 	JºÖ �ß �éJ
�K

�
B@ �éj. J
�� 	JË @

ÉKA�ÒÊË Ð@Q 	ªÊÓ - �» B �é 	JëQ�. ÖÏ A 	KPA �®Ó @PðX I. ªÊ�K �é 	JëQ�. ÖÏ @ è 	Yë . �éJ
J 	̄ A¾ÖÏ @ ÉKA�ÒÊË 	J
ª 	�
H

��K. A¢	JË . ∣ ∣ Õæ

	¢ 	JË @ ð ( , ) ù
 ÒÊ�Ë@ Z @Ym.Ì'AK. @Xð 	QÓ �HQ�. Êë ZA 	� 	̄

H 	áºJ
Ë . �éJ
j. ÊJ
ÊëB @
	áK
AJ. �K ©Ó V ⊂ H 	à


@ 	�Q 	® 	JË . ∥ ∥ Õæ


	¢ 	JËAK. @Xð 	QÓ Q 	k
�
@ �HQ�. Êë ZA 	� 	̄

V 	áºJ
Ë . ø
 ñ	J�JË @ éKA 	� 	®K.
�IJ
m�'. , �@Q��Ó ð QÒ�J�Ó

o b e i k a n d l . c o m
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V ⊂ H ⊂ V ′.
.( 1.5

�é 	¢kCÖÏ @ Q 	¢	� @ )
�éJ
¢	mÌ'@ ú


GA 	J�K C¾ �� ù¢ª	K t ∈ [0, T ] É¾Ë AJ. K
Q�®�K ; A�J�. �JÓ T > 0 	áºJ
Ë
: �@ñ	mÌ'@ A �®�®m× a(t;u, v) : V × V −→ ℝ

, ∀u, v �é�ñJ
�̄ t 7−→ a(t;u, v)
�éË @YË@ (1)

, ∀u, v ∈ V , t ∈ [0, T ] �H . �k ∣a(t;u, v)∣ ⩽ M∥u∥∥v∥ (2)
. ∀u, v ∈ V , t ∈ [0, T ] �H . �k a(t;u, v) ⩾ ®∥v∥2 − C∣v∣2 (3)

. �IK. @ñ�K C ð M , ® > 0 �IJ
k

�èYJ
kð �éË @X Yg. ñ�K , u0 ∈ H ð f ∈ L2(0, T ;V ′) ù¢ª�K �� .( J.L.Lions ) 9.10
�é 	JëQ�.Ó
�IJ
m�'. u

du

dt
∈ L2(0, T ;V ′) ð u ∈ L2(0, T ;V ) ⌢ C([0, T ];H)

∀v ∈ V , t ∈ [0, T ] �H . �k <
du

dt
(t), v > +a(t;u(t), v) =< f(t), v >

. u(0) = u0

⎫
⎬
⎭

. [EX] ð

@ Lions−Magenes [1] Q 	¢	� @ , 	àAëQ�. ÊË

V = H1
0 (Ω) , H = L2(Ω) : ��J
J.¢��

a(t;u, v) =
∑

i,j

∫

Ω

aij(x, t)
∂u

∂xi

∂v

∂xj
dx+

∑

i

∫

Ω

ai(x, t)
∂u

∂xi
vdx+

∫

Ω

a0(x, t)uvdx

ð aij , ai, a0 ∈ L∞(Ω×]0, T [) ©Ó

(42) . ® > 0 , ∀» ∈ ℝN , (x, t) ∈ Ω×]0, T [ �H . �k
∑

i,j

aij(x, t)»i»j ⩾ ®∣»∣2

�éË

A�ÒÊË 	J
ª 	� Ég úÎ« É�m� 	' ú
ÍA�JËAK. ð

(43)

Ω×]0, T [ úÎ« ∂u

∂t
−
∑

i,j

∂

∂xj

(
aij

∂u

∂xi

)
+
∑

i

ai
∂u

∂xi
+ a0u = f

Γ×]0, T [ úÎ« u = 0

. Ω úÎ« u(x, 0) = u0(x)

⎫
⎬
⎭
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; AÓA 	¢�J 	K @ Q��»

@ 	àñºK


	¬ñ� (43) Ég 	àA
	̄ , �éJ
K @Y�JK. B@ �HAJ
¢ªÖÏ @ úÎ« �éJ
 	̄ A 	�@ �HAJ
 	�Q 	̄ É 	� 	®K.

. �éJ
�K
�
B@ �HA�®J
Êª�JË @ Q 	¢ 	� @

. C∞ ÐA 	¢�J 	KB@ (2

.(42)
�é�®�®m× aij , ai, a0 ∈ C∞(Ω× [0, T ]) 	áº�JË . C∞ 		J�Ë@ 	áÓ ð �èXðYm× Ω 	à


@ 	�Q 	® 	JË

u ÉmÌ'@ 	à 	X@ . f ∈ C∞(Ω× [0, T ]) 	à

@ ð u0 ∈ L2(Ω) 	à


@ 	�Q 	® 	K �� .10.10

�é 	JëQ�.Ó
. ² > 0 É¾Ë C∞(Ω× [², T ]) úÍ@ ù
 Ò�J 	�K
 (43)

�éË

A�ÒÊË

13 �� 	̄ @ñ�JË @ �HA�̄C« 	�ªK. ���®m��' {f, u0} ð , u0 ∈ C∞(Ω) ½Ë 	X úÍ@
�é 	̄ A 	�B AK. 	àA¿ @ 	X @

. u ∈ C∞(Ω× [0, T ]) 	àA
	̄ , Γ× {0} úÎ«

, Friedman [1], [2] Lions−Magenes [1] Q 	¢	� @ , �HAJ. �KC Ë �éJ.� 	�ËAK.
�HAJ
 	J �®�K úÎ« YÒ�JªK
 ñë ð ; [EX] ð Ladyzhenskaya− Solonnikov −Uraltseva [1]

. 1.10 ©¢�®ÖÏ @ ð ©K. A�Ë@ É� 	®Ë@ ú

	̄ �HPñ£ ú


�æË@ ½Ê�K úÍ@ @Yg. �éîE. A ��ÖÏ @ �H@QK
Y�®�JË @
É¾ ��Ë@ 	áÓ �HBXAªÖÏ @ úÍ@ @YJ
 ��ñK
 - ÉJ
ë �éK
Q 	¢	� ÕÔª�K �èXQm.× �éK
Q 	¢	� Yg. ñ�K é 	K


@ úÍ@ Q�
 ��	�

�éK
Q 	¢	JË @ è 	Yë . AJ
Ò 	¢«

@ AJ. �
�KP A(t) 	àñºK
 , t ∈ [0, T ] É¾Ë , �IJ
k , du

dt
+A(t)u(t) = f(t)

É�̄
@ ð @YJ
�®ª�K Q��»


@ AJ
 	J �®�K ù
 ë ð ; 	áK
Q 	k

�
@ ð Sobolevski , Tanabe , Kato

�é¢�@ñK. �HPñ£
. Yosida [1] , Tanabe [1] , Friedman [2] Q 	¢	� @ , @YJ
 ��ñK
 - ÉJ
ë �éK
Q 	¢	� 	áÓ ÉÓAª�JÊË �éËñîD�

. C0,® ð Lp ÐA 	¢�J 	KB@ (3

14 �éË

A�ÖÏ @ Q�. �Jª 	JË

.( 4
�é 	¢kCÖÏ @ A 	��



@ Q 	¢ 	� @ ) (8)

�é�̄CªÊË ù
 ªJ
J.£ Õæ
Òª�K Aî 	E @ ; �HA�̄CªË@ è 	Yë hQå�� 	� 	áË 13

	¬ñ� PA��J 	kCË 	áºË ð Γ×]0, T [ úÎ« u(x, t) = g(x, t) �	�Aj. �JÓ Q�
 	« AK
Yg A£Qå�� ù
 ¢ª	K 	à

@ A 	J 	JºÖß
 é 	K


@ Ðñê 	®Ó 14

. g = 0
�éËAmÌ'@ úÎ« Qå��J�® 	K

o b e i k a n d l . c o m
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(44)

Ω×]0, T [ úÎ« ∂u

∂t
−Δu = f

Γ×]0, T [ úÎ« u = 0

. Ω úÎ« u(x, 0) = u0(x)

⎫
⎬
⎭

. �é¢J
��. Ë @ �éË

A�ÖÏ @ è 	YîE.


@YJ. 	JË . C∞ 		J�Ë@ 	áÓ �èXðYm× Ω 	à


@ 	�Q 	® 	K ,PA¾ 	̄ 

B@ �I�
J. ���JË

Yg. ñK
 , u0 ∈ H1
0 (Ω) ð f ∈ L2(Ω×]0, T [) ù¢ª�K �� .( L2 ÐA 	¢�J 	KB@ ) 11.10

�é 	JëQ�.Ó
�IJ
m�'. (44) �Ë u YJ
kð Ég

u ∈ C([0, T ];H1
0 (Ω)) ⌢ L2(0, T ;H2(Ω) ⌢ H1

0 (Ω))

ð
∂u

∂t
∈ L2(0, T ;L2(Ω)).

, Lp ZA 	� 	®Ë @ ú

	̄ , ½Ë 	X 	áÓ Ñ«


@ ð . [EX] ð


@ Lions−Magenes [1] Q 	¢	� @ ; ÉîD� �HAJ. �KB @

A 	JK
YË

u0 = 0 ð 1 < p < ∞ ©Ó f ∈ Lp(Ω×]0, T [) ù¢ª�K �� .( Lp ÐA 	¢�J 	KB@ ) 12.10
�é 	JëQ�.Ó

�IJ
m�'. (44) �Ë u YJ
kð Ég Yg. ñK
 15

u,
∂u

∂t
,

∂u

∂xi
,

∂2u

∂xi∂xj
∈ Lp(Ω×]0, T [) ∀i, j.

	à

@ 	�Q 	® 	JË . 0 < ® < 1 	áºJ
Ë �� .(ø
 PYËñêË@ ÐA 	¢�J 	KB@) 13.10

�é 	JëQ�.Ó
¡�® 	̄ PA��J 	kCË 15

. ∀x1, x2, t1, t2 ∣f(x1, t1)− f(x2, t2)∣ ⩽ C(∣x1 − x2∣2 + ∣t1 − t2∣)®/2 ø


@ 16

o b e i k a n d l . c o m
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�éJ
ªJ
J.¢Ë@ �� 	̄ @ñ�JË @ �HA�̄C« 	àA�®�®m�'
 u0 ∈ C2+®(Ω) ð 16f ∈ C®,®/2(Ω× [0, T ])

. Γ úÎ« −Δu0 = f(x, 0) ð Γ úÎ« u0 = 0

	à@ �IJ
m�'. @YJ
kð Cg ÉJ. �®�K (44) 	à 	X@

u,
∂u

∂t
,

∂u

∂xi
,

∂2u

∂xi∂xj
∈ C®,®/2(Ω× [0, T ]) ∀i, j.

.( 12.10
�é 	JëQ�. ÖÏ @ ú


	̄
p = 2

�éËAjÊË @Y«AÓ ) ��J
�̄ X 13.10 ð 12.10 	á�
�J 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @ 	à@
: ÉÒª�J�	� (©�A�JË @ É� 	®Ë@ Èñk ��J
ËAª�JË @ Q 	¢ 	� @) �éJ
j. ÊJ
ÊëB @ �éËAmÌ'@ ú


	̄ ñë AÒ»

	àA¿ @ 	X @ C�JÓ ; ∂

∂t
−Δ Q�K ñÒÊË ú
æ�A�


B@ ÉmÌ'@ �é¢�@ñK. u ÉjÊË �ém�'
Qå� ÉJ
�JÖ

�ß �é 	ªJ
� (
@

	àA
	̄
f = 0 	àA¿ @ 	X @ ð Ω = ℝN

(45) u(x, t) =

∫

ℝN

E(x− y, t)u0(y)dy = E ∗ u0

, E(x, t) = (4¼t)−N/2e−∣x∣2/4t �IJ
k ( x Q�
 	ª�JÒÊË �éJ.� 	�ËAK. ¡�® 	̄ 	¬ñ 	®ÊÖÏ @ úÍ@ 	QÓQK
 ∗ )
. Folland [1] C�JÓ Q 	¢	� @

. �è 	XA ��Ë@ �HCÓA¾�JË @ �éJ
 	J �®�K (H.�é 	JëQ�.ÒÊË �éJ.� 	�ËAK. . Friedman [1] ð Ladyzhenskaya− Solonnikov −Uraltseva [1] Q 	¢	� @
Brandt [2] ; Stroock−Varadhan [1] ð ( 9 ©¢�®Ó ) Grisvard [1] A 	��



@ Q 	¢	� @ , 12.10

ð ) Ω×]0, T [ ′′ É 	g@YK. ′′ ø
 PYËñêË@ ÐA 	¢�J 	KCË CîD� A 	K AëQK. ÐY�®K
 ( Knerr [1] A 	��


@ Q 	¢ 	� @ )

.( 13.10
�é 	JëQ�.ÒÊË �éJ
K 	Qk. �éj. J
�� 	K ù
 ë

	¡ 	®m� 	' . u ÉjÊË ú

	̄ A 	�@ ÐA 	¢�J 	K @ úÎ« É�m� 	' f É 	�A 	®�K úÎ« �éJ
 	̄ A 	�@ �HAJ
 	�Q 	̄ É 	� 	®K. ð

	àA¾Ê�JÖß
 Δu ð ∂u

∂t
	à

@ ñË AÒ» Q�
��� PñÓ


B@ 	àA

	̄ , u0 = 0 	àA¿ @ 	X @ , AÓñÔ« : �éJ
�K
�
B@ ′′ �èQ�.ªË @ ′′

. f ÐA 	¢�J 	K @ � 	® 	K �éÊ�®�J�Ó �é 	®��.
@ 	X @

�émÌ'A� ù�®J. �K 13.10 ð 12.10 , 11.10 �HA 	JëQ�. ÖÏ @ l .�
'A�J 	K 	à


@ úÍ@ Q 	¢	JË @ �I 	®Ê 	K @Q�
 	g


@

�K. Δ A 	J 	�ñ«
∑

i,j

∂

∂xj

(
aij

∂u

∂xi

)
+
∑

i

ai
∂u

∂xi
+ a0u

���®m��' ð �éÒ 	¢�J 	JÓ �HCÓAªÖÏ @ 	à@ �IJ
k

o b e i k a n d l . c o m
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(46) . º > 0 , ∀» ∈ ℝN , ∀x, t
∑

i,j

aij(x, t)»i»j ⩾ º∣»∣2

	àA
	̄ , (46)

���®m��' ú

�æË @ ð ( aij ∈ L∞(Ω×]0, T [) ) �éÒ 	¢�J 	JÖÏ @ Q�
 	« �HCÓAªÖÏ @ �éËAmÌ �éJ.� 	�ËAK.

	à@ �IJ
m�'. ® > 0 Xñk. ð Y»ñ�K Nash−Moser
	¬Q£ 	áÓ �éJ.ª� �é 	JëQ�.Ó

. Ladyzhenskaya− Solonnikov −Uraltseva [1] Q 	¢	� @ ; u ∈ C®,®/2(Ω× [0, T ])

. �éJ
J 	̄ A¾ÖÏ @ �HBXAªÒÊË ÈA�JÓ (4

, A¾J
 	K A¾J
ÖÏ @ : �èYK
Y« �HBAm.× ú

	̄ �éJ
¢ 	k Q�
 	« ð �éJ
¢ 	k �éJ
J 	̄ A¾Ó (ÉÔg. ð) �HBXAªÖß. ù


�®�JÊ 	K
Q�
 ��	� . tÌ'@ , �HBAÒ�JkB@ , Optimal Control É�JÓ


B@ Õºj�JË @ , ZAJ
k


B@ , ZAJ
ÒJ
ºË@ , ZAK
 	Q�
 	®Ë @

: úÍ@
�éJ.�A 	JÖÏ AK.

Navier− Stokes ÐA 	¢ 	� (
@

1 ⩽ i ⩽ N , Ω×]0, T [ úÎ« ∂ui

∂t
−Δui +

N∑

j=1

uj
∂ui

∂xj
= fi +

∂p

∂xi

Ω×]0, T [ úÎ« divu =
N∑

i=1

∂ui

∂xi
= 0

Γ×]0, T [ úÎ« u = 0

, Ω úÎ« u(x, 0) = u0(x)

⎫
⎬
⎭

. �èPñ» 	YÖÏ @ ©k. @QÖÏ @ ð Temam [1] Q 	¢	� @ , ©K @ñÖÏ @ A¾J
 	KA¾J
Ó ú

	̄ AJ
�A�


@ @PðX I. ªÊK
 ø


	YË@

�HBXAªÖÏ @ ù
 ë ð . Reaction− diffusion system PA ���� 	KB@ ð É«A 	®�JË @ �éÒ 	¢	�

@ (H.

É¾ ��Ë@ 	áÓ �éJ
¢	mÌ'@ Q�
 	« �éJ
J 	̄ A¾ÖÏ @ ( �éÒ 	¢	�

B@ ½Ë 	Y» ð)

Ω×]0, T [ úÎ« ∂u⃗

∂t
−MΔu⃗ = f(u⃗)

�éJ
K @Y�JK. @ �HAJ
¢ªÓ ð �éK
Yg  ðQå�� +

⎫
⎬
⎭

f : ℝm −→ ℝm ð m×m
�éK
Q¢�̄ �é 	̄ñ 	®�Ó ù
 ë M , �éJ.»QÓ m 	áÓ éj. �JÓ ñë u⃗(x, t) �IJ
k

, ZAJ
ÒJ
ºË@ : �é 	®Ê�J	m× �HBAm.× ú

	̄ ðYJ. �K Që@ñ 	£ h.

	YÒ 	J�K �HBXAªÖÏ @ è 	Yë . ù
 ¢ 	k Q�
 	« ��J
J.¢�� ñë
Fife [1] Q 	¢	� @ . tÌ'@ , �é�K @PñË@ ÕÎ« , ��@Q��gB@ , �éJK. ð


B@ �é�@PX , �éJ
�. �ªË@ AJ
k. ñËñK
 	Q�
 	®Ë @ , AJ
k. ñËñJ
J. Ë @

. �èPñ» 	YÖÏ @ ©k. @QÖÏ @ 	áÓ Q�
J.ºË@ XYªË@ ð
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; i. Ê�K � ZAÓ ¡J
Ê 	g Pñ¢�� 	��� ú

�æË@ Stefan �éË


A�Ó C�JÔ 	̄ .QmÌ'@ YmÌ'@ �H@ 	X ÉKA�ÖÏ @ (�k.

QmÌ'@ YmÌ'@ �H@ 	X ÉKA�ÖÏ @ ,(©k. @QÓ �èY« ø
 ñm�'
 ø

	YË@) Magenes [1] 	�Q« Q 	¢	� @

¼Qj�JÖÏ @ YmÌ'@ �H@ 	X ÉKA�ÖÏ @ , Free Boundary Problems [1] [2]
.( �èPñ» 	YÖÏ @ ©k. @QÖÏ @ ð) Moving Boundary Problems [1]

�éJ
 	Kð@Q�. Ë @ �é»QmÌ'@) �HBAÒ�JkB@ �éK
Q 	¢	� ú

	̄ É 	gY�J�K PA ���� 	KB@ �HBXAªÓ (X

�HBXAªÖÏ @ , Diffusion Process PA ���� 	KB@ �éJ
ÊÔ« , Markov �HAJ
ÊÔ« , Brownian motion

Q 	¢	� @ ;(tÌ'@ , Stochastic differential equation
�éK
Pñ¢Ë@ �éJ
Ê 	�A 	®�JË @

. Stroock−Varadhan [1]

, D.Henry [1] Q 	¢	� @ �éJ
¢	mÌ'@ Q�
 	« �éJ
J 	̄ A¾ÖÏ @ ÉKA�ÖÏ @ 	áÓ øQ 	k

@ �éÊ�JÓ


B (�ë

. H.Brézis [2] ð Bénilan− Crandall− Pazy [1]

�H@Qå�� ñÖÏ @ ð �éËX

B@ �éK
Q 	¢	� ú


	̄ �èP@QmÌ'@ �éËXAªÖÏ ÉJ
�

@ ÈAÒª�J�@ úÍ@ @Q�
 	g


@ Q�
 ��	� (ð

. Gilkey [1] Q 	¢	� @ , Atiyah− Singer �Ë Index Theory

Protter−Weinberger [1] , Friedman [1] Q 	¢	� @ , �éJ
Ò 	¢«

B@


@YJ. Öß. �é�®Êª�JÓ øQ 	k


@ �@ñ	mÌ (5

	àA
	̄
u0 ∕≡ 0 ð u0 ⩾ 0 ©Ó (3) (2) (1)

�éË

A�ÒÊË Cg u �I	KA¿ @ 	X @ é 	K


@ 	á�
J. 	K C�JÓ . Sperb [1]

½Ë 	X ð �ém� 	�@ð �éJ
�A	mÌ'@ è 	Yë 	àA
	̄
Ω = ℝN 	àñºK
 AÓY	J« . ∀t > 0 , ∀x ∈ Ω , u(x, t) > 0

. ÉjÊË Am�'
Qå� CJ
�JÖ
�ß ù
 ¢ª�K ú


�æË@ (45) �é�̄CªË@ ÈC 	g 	áÓ

h. @ñÓ

B@ �éËXAªÓ Èñk ��J
ËAª�K

h. @ñÓ

B@ �éËXAªÖÏ �é 	®J
ª 	�Ë@ ÈñÊmÌ'@ (6

ð ( f ú

	GA�K 	¬Q£ �H@ 	X ) h. @ñÓ


B@ �éËXAªÖÏ 	J
ª 	� ÉmÌ �éJ
 	K @YgñË@ ð Xñk. ñË@ �HAJ. �K @ A 	J 	JºÖß


Q 	¢	� @ ) V ⊂ H ⊂ V ′ �IJ
m�'. �HQ�. Êë ø
 ZA 	� 	̄
H ð V 	áºJ
Ë . ÐA« XQm.× PA£@ 	áÖÞ 	� ½Ë 	X

Q 	£A 	J�JÓ ð QÒ�J�Ó �éJ
¢	mÌ'@ ú

GA 	J�K É¾ �� ù¢ª	K t ∈ [0, T ] É¾Ë ; T > 0 	áºJ
Ë .( 1

��J
Êª�JË @
�IJ
m�'. a(t;u, v) : V × V −→ ℝ
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, ∀u, v ∈ V , C1 �éJ. �KQË @ 	áÓ t 7−→ a(t;u, v)
�éË @YË@ (1)

. ® > 0 , ∀v ∈ V , ∀t ∈ [0, T ] , a(t; v, v) ⩾ ®∥v∥2 − C∣v∣2 (2)

Yg. ñ�K , v0 ∈ H , u0 ∈ V , f ∈ L2(0, T ;H) ù¢ª�K �� .( J.L.Lions ) 14.10
�é 	JëQ�.Ó

�IJ
m�'. u
�èYJ
kð �éË @X

d2u

dt2
∈ L2(0, T ;V ′) , du

dt
∈ C([0, T ];H) , u ∈ C([0, T ];V )

∀v ∈ V , t ∈ [0, T ] �H . �k <
d2u

dt2
(t), v > +a(t;u(t), v) =< f(t), v >

. du

dt
(0) = v0 , u(0) = u0

. Lions−Magenes [1] Q 	¢	� @ , 14.10
�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @ Ég.


@ 	áÓ
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Dunford N., Schwartz J. T. : [1] Linear operators (3 volumes), Interscience (1958).

Duvaut G., Lions J. L. : [1] Les inéquations en mécanique et en physique, Dunod
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Dunod-Gauthier Villars (1969).
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