
9

	J
�ËñK. ñ� �H@ZA� 	�� 	̄
�éK
Y�k É�KA��ÖÏ �é�J
�K @Q�
 	ª�K �é� 	«AJ
� ð
Y�ª�J. Ë @ ú


	Gñ 	K ZA� 	� 	̄ ú

	̄ �éJ
�j. ÊJ
Ê�ë@

W 1,p(Ω)
	J
ËñK. ñ� �H@ZA 	� 	®Ë �éJ
Ëð


@ ��A� 	k ð 	K
Qª�K .1.9

. 1 ⩽ p ⩽ ∞ �IJ
m�'. p ∈ ℝ 	áºJ
Ë ð �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω 	áº�JË

1 �K.
	¬QªÓ W 1,p(Ω)

	J
ËñK. ñ� ZA 	� 	̄ 	à@ �� . 	K
Qª�K

W 1,p(Ω) =

⎧
⎨
⎩ u ∈ Lp(Ω)

∣∣∣
∃g1, g2, . . . , gN ∈ Lp(Ω)/∫

Ω

u
∂'

∂xi
= −

∫

Ω

gi' ∀' ∈ C∞
c (Ω) ∀i = 1, 2, . . . , N

⎫
⎬
⎭

© 	�	�

H1(Ω) = W 1,2(Ω).

2I. �Jº	K , u ∈ W 1,p(Ω) É¾Ë

. ∇u =
( ∂u

∂x1
,
∂u

∂x2
, . . . ,

∂u

∂xN

)
= gradu ð ∂u

∂xi
= gi

Õæ

	¢ 	JËAK. Xð 	QÓ W 1,p(Ω) ZA 	� 	®Ë@

. W 1,p(Ω) 	á« A 	�ñ« W 1,p I. �Jº	K , 	�ñÔ 	« ø


@ Yg. ñK
 B AÓY	J« 1

. 2.4 �éJ£ñ�JË @ É 	� 	®K. YJ
kð gi : ú 	æªÓ �éK. A�JºË@ è 	YêË 2
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∥u∥W 1,p = ∥u∥Lp +
N∑

i=1

∥∥∥ ∂u

∂xi

∥∥∥
Lp

.

.( 1 ⩽ p < ∞ 	àA¿ @ 	X @ )
(
∥u∥pLp +

N∑

i=1

∥∥∥ ∂u

∂xi

∥∥∥
p

Lp

)1/p ú 	̄ A¾ÖÏ @ Õæ

	¢ 	JËAK. , A 	K AJ
k


@ ð


@

ù
 ÒÊ�Ë@ Z @Ym.Ì'AK. Xð 	QÓ H1(Ω) ZA 	� 	®Ë@

(u, v)H1 = (u, v)L2 +
N∑

i=1

( ∂u

∂xi
,
∂v

∂xi

)
L2
;

¼Q�� ��ÖÏ @ Õæ

	¢ 	JË @

∥u∥H1 =
(
∥u∥2L2 +

N∑

i=1

∥∥∥ ∂u

∂xi

∥∥∥
2

L2

)1/2

. W 1,2 Õæ

	¢ 	JË ú 	̄ A¾Ó

�Ë ú
æ�A¾ª	K @ W 1,p ZA 	� 	̄ . 1 ⩽ p ⩽ ∞ É¾Ë pA 	JK. Z A 	� 	̄ ñë W 1,p ZA 	� 	̄ �� .1.9
�éJ
 	��̄ ∙

. É� 	®ÊË ÉK. A�̄ �HQ�. Êë ZA 	� 	̄ ñë H1 ZA 	� 	̄ . 1 ⩽ p < ∞ �Ë É� 	®ÊË ÉK. A�̄ ð 1 < p < ∞

□ .( Tu = [u,∇u] Q�K ñÖÏ @ ÉÒª�J�@ ) 1.8
�éJ
 	��®Ë@ �HAJ. �KA¿ �� �HAJ. �K @

C∞
c (Ω) ð


@ C1

c (Ω) , Z @ñ�Ë@ úÎ« , ÈAÒª�J�@ W 1,p ZA 	� 	®Ë@ 	K
Qª�K ú

	̄ , A 	J 	JºÖß
 �� .1 �é 	¢kCÓ

.( ½n
�éÒ 	¢	JÓ �éJ
ËA�J�JÓ ÉÒª�J�@ ½Ë 	X �HAJ. �KB ) �éK
PAJ. �J 	kB@ È@ðYË@ �é«ñÒj. Ò»

É¾Ë ∂u

∂xi
∈ Lp(Ω) ð u ∈ C1(Ω) ⌢ Lp(Ω) 	àA¿ @ 	X @ é 	K


@ l� 	�@ñË@ 	áÓ �� .2

�é 	¢kCÓ
; u ∈ W 1,p(Ω) 	àA

	̄ ,( u �Ë ø
 XAªË@ ú 	æªÖÏ AK. ú

G 	Qm.Ì'@ ���J ��ÖÏ @ ∂u

∂xi
A 	Jë É�JÖß
 ) i = 1, 2, ..., N

ú 	æªÖÏ �éJ
K 	Qm.Ì'@ �HA�®�J ��ÖÏ @ ©Ó ��K. A¢�J�K u �Ë ø
 XAªË@ ú 	æªÖÏ AK. �éJ
K 	Qm.Ì'@ �HA�®�J ��ÖÏ @ 	àA
	̄ ½Ë 	YË �é 	̄ A 	�@

. 1 ⩽ p ⩽ ∞ É¾Ë C1(Ω) ⊂ W 1,p(Ω) 	àA
	̄ , �èXðYm× Ω �I	KA¿ @ 	X @ �ñ�	mÌ'AK. ð . W 1,p

	àA¿ @ 	X @ ð 1 ⩽ p ⩽ ∞ ©Ó u ∈ W 1,p(Ω) ⌢ C(Ω) 	àA¿ @ 	X @ é 	K

AK. 	áëQ�. 	K , �ºªËAK. ð

,
(

W 1,p ú 	æªÖß. ú

G 	Qm.Ì'@ ���J ��ÖÏ @ úÍ@ A 	Jë 	QÓQK


∂u

∂xi

)
i = 1, 2, ..., N É¾Ë ∂u

∂xi
∈ C(Ω)

.( [EX] Q 	¢	� @ ) u ∈ C1(Ω) 	àA
	̄
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Distribution Theory �HAªK
 	Pñ�JË @ �éK
Q 	¢	� iÒ��� ; u ∈ L1
loc(Ω)

	áºJ
Ë �� .3
�é 	¢kCÓ ∗

ZA 	� 	̄ �� �HAªK
 	Pñ�JÊË D′(Ω) ′′ Ñ 	j 	�Ë@ ′′ ZA 	� 	®Ë @ 	áÓ Qå�	J« ñë ∂u

∂xi

) ∂u

∂xi
�Ë ú 	æªÓ ZA¢«AK.

	à

AK. Èñ�® 	K 	à


@ A 	J 	K A¾ÓAK. �HAªK
 	Pñ�JË @ �éK
Q 	¢	� �é 	ªË ÈAÒª�J�AK. .

(
L1
loc(Ω) �ñ�	mÌ'AK. ø
 ñm�'


1 ⩽ i ⩽ N , ∂u

∂xi

�éJ
K 	Qm.Ì'@ �HA�®�J ��ÖÏ @ É¿ �IJ
m�'. u ∈ Lp(Ω) È@ðYË@ �é«ñÒm.× ñë W 1,p(Ω)

. Lp(Ω) úÍ@ ù
 Ò�J 	��K ( �éJ
ªK
 	Pñ�JË @ �HA�®�J ��ÖÏ @ ú 	æªÖß.)

ÉK
ñm��' �é¢�@ñK. 	J
ËñK. ñ� �H@ZA 	� 	̄ 	K
Qª�K A 	��


@ A 	J 	JºÖß
 , p = 2 ð Ω = ℝN 	àñºK
 AÓY 	J«

�I 	®�JÊ 	K 	áË . Malliavin [1] ð

@ Goulaouic [1] , Lions−Magenes [1] C�JÓ Q 	¢	� @ ; éJ
K
Pñ 	̄

. �éêk. ñË@ è 	Yë úÍ@ @ 	Yë A 	J«ñ 	�ñÓ ú

	̄

: �éJ
�K
�
B@ PñÓ


BAK. 	 A 	®�JkB@ ù


	ªJ. 	�K
 �� .4 �é 	¢kCÓ
ú


	̄ �éK
Aî 	E ñm� 	' ∇un H. PA�®�J�K ð Lp ú

	̄
un −→ u �IJ
m�'. W 1,p 	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ (un) 	áº�JË (@

, 1 < p ⩽ ∞ 	àñºK
 AÓY 	J« . ∥un − u∥W 1,p −→ 0 ð u ∈ W 1,p 	à

AK. i. �J 	J���	� , (Lp)N

ú �æk (Lp)N ú

	̄
bounded

�èXðYm× ù�®J. �K (∇un)
	à

AK. ð Lp ú


	̄
un −→ u 	à


AK. �é 	̄QªÓ ù


	®ºK

. u ∈ W 1,p 	à


AK. i. �J 	J���	�

ø


@ , Ω h. PA 	g 0 �K. AëYK
YÖ �ß úÍ@ f �K. 	QÓQ 	K , Ω úÎ« �é 	̄QªÓ �èA¢ªÓ f

�éË @YË (H.
x ∈ Ω @ 	X @ f(x)

.x ∈ ℝN ∖ Ω @ 	X @ 0

}
= f(x)

3 	à 	X@ . ® ∈ C1
c (Ω) ð u ∈ W 1,p(Ω) 	áº�JË

. ∂

∂xi
(®u) = ®

∂u

∂xi
+

∂®

∂xi
u ð ®u ∈ W 1,p(ℝN )

A 	JK
YË ; ' ∈ C1
c (ℝN ) 	áºJ
Ë , Éª 	®ËAK.

∫

ℝN

®u
∂'

∂xi
=

∫

Ω

®u
∂'

∂xi
=

∫

Ω

u
[∂(®')

∂xi
− ∂®

∂xi
'
]

= −
∫

Ω

( ∂u

∂xi
®'+ u

∂®

∂xi
'
)
= −

∫

ℝN

(
®
∂u

∂xi
+

∂®

∂xi
u
)
'.

©Ó ® ∈ C1(ℝN ) ⌢ L∞(ℝN ) A 	K 	Y 	g

@ @ 	X @ Èñª 	®ÖÏ @ �éK
PA� ù�®J. �K �éj. J
�� 	JË @ � 	® 	K

. ® ∈ C1
c (Ω)

	à

AK. 	�Q�� 	® 	K 	à


@ 	�ñ« , supp® ⊂ ℝN ∖ Γ ð ∇® ∈ L∞(ℝN )

N

.(? @ 	XAÖÏ) u ∕∈ W 1,p(ℝN ) AÓñÔ« , P@ 	Yg 3
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�éÓ 	PB ) �é�̄ X Q��»

@ �éj. J
�� 	K ��kB �I�̄ð ú


	̄ , �IJ. �� 	K 	¬ñ� ; �é 	̄ A�JºË@ Èñk �éj. J
�� 	K Èð

@ è 	Yë

. Ω úÎ« �éJ
 	̄ A 	�@ �HA 	�@Q�� 	̄ @ ÉK. A �®Ó ( 8.9

Yg. ñ�K 	à 	X@ . 1 ⩽ p < ∞ ©Ó u ∈ W 1,p(Ω) 	áº�JË �� .( Friedrichs ) 2.9
�é 	JëQ�.Ó ∙

�IJ
m�'. C∞
c (ℝN ) 	áÓ (un)

�éJ
ËA�J�JÓ

(1) Lp(Ω) ú

	̄

un∣Ω
−→ u

(2) . ! ⊂⊂ Ω É¾Ë Lp(!)
N ú


	̄ ∇un∣! −→ ∇u∣!

.( �é�@Q��Ó ! ð ! ⊂ Ω �IJ
m�'.
�ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× ! 	à


@ ú


	æªK
 ! ⊂⊂ Ω
	Q�
ÓQ��Ë @ 	à


AK. Q» 	Y 	JË)

: �Ë @ 	àAëQ�. Ë @ ú

	̄ ÉÒª�J�	� 	¬ñ�

	à 	X @ . 1 ⩽ p ⩽ ∞ ©Ó º ∈ W 1,p(ℝN ) 	áº�JË ð ½ ∈ L1(ℝN ) 	áº�JË �� .1.9 �éJ£ñ�K

. ∀i = 1, 2, ...N
∂

∂xi
(½ ∗ º) = ½ ∗ ∂º

∂xi
ð ½ ∗ º ∈ W 1,p(ℝN )

□ . �éË AmÌ'@ è 	Yë ð 4.8
�éJ£ñ�JË @ �HAJ. �K @ 	á�
K. ��K. A£ �� .1.9

�éJ£ñ�JË @ �HAJ. �K @

I. �Jº	K �� .2.9
�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @

x ∈ Ω @ 	X @ u(x)

x ∈ ℝN ∖ Ω @ 	X @ 0

}
= u(x)

	à

AK. ( 4.4 ©¢�®ÖÏ @ Q 	¢ 	� @ ) 	¬Qª	K .( �éÒ 	¢	JÓ �éJ
ËA�J�JÓ ½n

�IJ
k) vn = ½n ∗ u © 	�	� ð
É¾Ë Lp(!) ú


	̄ ∇vn∣! −→ ∇u∣!
	à

@ 	á�
J. 	JË . Lp(ℝN ) ú


	̄
vn −→ u ð vn ∈ C∞(ℝN )

úÎ« ® = 1 �IJ
m�'. , 0 ⩽ ® ⩽ 1 , ® ∈ C1
c (Ω)

�éË @X �IJ. �� 	K ð ! ⊂⊂ Ω ù¢ªK
 . ! ⊂⊂ Ω

A 	JK
YË �éK
A 	®ºË@ éJ
 	̄ AÖß. Q�
J.» n �Ë é 	K

@ 	¡kB .( [EX] C�JÓ Q 	¢	� @ ; è 	Yê» �éË @X Yg. ñ�K ) ! �Ë P@ñk.
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(3) . ! úÎ« ½n ∗ ®u = ½n ∗ u

, Éª 	®ËAJ. 	̄

Supp(½n ∗ ®u− ½n ∗ u) = Supp[½n ∗ (1− ®)u]

⊂ Supp½n + Supp(1− ®)u ⊂ B(0,
1

n
) + Supp(1− ®) ⊂ C!

. �é �®�®m× (3) 	à 	X@ . �éK
A 	®ºË@ éJ
 	̄ AÖß. Q�
J.» n �Ë
A 	JK
YË , H. 4

�é 	¢kCÖÏ @ ð 1.9
�éJ£ñ�JË @ I. �k

∂

∂xi
(½n ∗ ®u) = ½n ∗

(
®
∂u

∂xi
+

∂®

∂xi
u
)

ú
ÍA�JËAK. ð

. Lp(ℝN ) ú

	̄ ∂

∂xi
(½n ∗ ®u) −→ ®

∂u

∂xi
+

∂®

∂xi
u

�ñ�	mÌ'AK.

, Lp(!) ú

	̄ ∂

∂xi
(½n ∗ ®u) −→ ∂u

∂xi

(3) É 	� 	®K. ð

. Lp(!) ú

	̄ ∂

∂xi
(½n ∗ u) −→ ∂u

∂xi

© 	�	� Q��»

@ hñ 	�ñK. . 6.8

�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @ ú

	̄ A 	JÊª 	̄ AÒÊ�JÓ (vn)

�éJ
ËA�J�JÖÏ @ ′′ Q��J. 	K ′′ , @Q�
 	g

@

, un ∈ C∞
c (ℝN ) 	à


@ ø



@ �éJ. �®�KQÖÏ @ ��A�	mÌ'@ (un)

�éJ
ËA�J�JÒÊË 	à

AK. �éËñîD��. ���®j�J 	K . 4un = ³nvn

□ . Lp(!)N ú

	̄ ∇un −→ ∇u ð Lp(Ω) ú


	̄
un −→ u

©Ó u ∈ W 1,p(Ω) @ 	X @ é 	K

AK. ( Meyers− Serrin

�é 	JëQ�.Ó ) 	á�
J. 	K �� .5
�é 	¢kCÓ ∗

ú

	̄
un −→ u ð un ∈ C∞(Ω) ⌢ W 1,p(Ω) �IJ
m�'. (un)

�éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K é 	KA
	̄
1 ⩽ p < ∞

ð

@ Adams [1] , C�JÓ ,Q 	¢	� @ ) �éK
A 	®ºË@ éJ
 	̄ AÖß. ��J
�̄ X �éj. J
�� 	JË @ è 	Yë �HAJ. �K @ ; W 1,p(Ω)

B é	KA
	̄ , u ∈ W 1,p(Ω) @ 	X @ ð �éJ
 	®J
» �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω �I	KA¿ @ 	X @ AÓñÔ« .( Friedman [2]

;( [EX] Q 	¢	� @ ) W 1,p(Ω) ú

	̄
un −→ u �IJ
m�'. C1

c (ℝN ) ú

	̄
(un)

�éJ
ËA�J�JÓ ZA ��	� @ A 	J 	JºÖß


³ ∈ C∞
c (ℝN )

�éË @X �IJ. �� 	K A 	J 	K

@ ú 	æªÖß. , ′′ �èQ�KAK. ′′ �éJ
ËA�J�JÓ úÍ@

�éÒ 	¢�J 	JÓ �èPñ��. ð (³n) �K. 	QÓQ 	K , @Y«A� 	̄ 	à
�
B@ 	áÓ 4

. n = 1, 2 . . . , ³n(x) = ³
(x

n

)
© 	�	� ð , ∣x∣ ⩾ 2 @ 	X @ ³(x) = 0 , ∣x∣ ⩽ 1 @ 	X @ ³(x) = 1 ð 0 ⩽ ³ ⩽ 1 ©Ó
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ú

�æË @) 8.9

�éÓ 	PC�ËAK. ( �éJ
 	®J
» Ω
�ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× ú


	̄ �é�®�®jÖÏ @) Meyers− Serrin
�é 	JëQ�.Ó 	àPA�̄

.( �éÒ 	¢�J 	JÓ Ω 	�Q�� 	®�K

: W 1,p È@ðYË ¡J
��. 	Q�
J
Ö
�ß ÕºJ
Ë @

�éJ 	̄ A¾�JÓ �éJ
ËA�JË @ ��A�	mÌ'@ . 1 < p ⩽ ∞ ©Ó u ∈ Lp(Ω) 	áºJ
Ë �� .3.9 �éJ
 	��̄

. u ∈ W 1,p(Ω) (1

�IJ
m�'. C �IK. A�K Yg. ñK
 (2

∣∣∣
∫

Ω

u
∂'

∂xi

∣∣∣ ⩽ C∥'∥Lp′ ∀' ∈ C∞
c (Ω), ∀i = 1, 2, ...N.

©Ó ℎ ∈ ℝN É¾Ë ð ! ⊂⊂ Ω
�ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× É¾Ë �IJ
m�'. C �IK. A�K Yg. ñK
 (3

A 	JK
YË 	àñºK
 ∣ℎ∣ < dist(!,CΩ)

∥¿ℎu− u∥Lp(!) ⩽ C∣ℎ∣.
. (3 ð (2 ú


	̄
C = ∥∇u∥Lp(Ω) PAJ
�J 	k@ , ½Ë 	X úÎ« �èXAK
 	P , A 	J 	JºÖß


�éjJ
m�� �éJ
�K
�
B@ �HAÓ@ 	QÊ�J�B@ ù�®J. �K , p = 1 	àñºK
 AÓY 	J« �� .6 �é 	¢kCÓ ∗

(1 =⇒ (2 ⇐⇒ (3.

�èXðYm× �H@Q�
 	ª�K �H@ 	X È@ðX ù
 ë p = 1 ©Ó [ (3 ð

@ ] (2 Ë �é�®�®jÖÏ @ È@ðYË@

úÍð

B@ Aî�EA �®�J ��Ó 	àñº�K ú


�æË@ L1 È@ðYK. QÓ

B@ ��Êª�JK
 , �HAªK
 	Pñ�JË @ �é 	ªÊK.) bounded variation

�H@ 	X È@ðX 	¬XA�	� ; W 1,1 ZA 	� 	̄ 	áÓ Ñë

@ @PðX ZA 	� 	®Ë@ @ 	Yë I. ªÊK
 .(@XðYm× A�AJ
�̄ �éJ
ªK
 	Pñ�JË @

minimal surface ø
 Q 	ª�

B@ i¢�Ë@ �éK
Q 	¢	� ú


	̄ ( �éÊ�KAÜØ �éªJ
J.£ �H@ 	X ð

@) �èXðYm× �H@Q�
 	ª�K

ÉKA�Ó Èñk ,( éJ
 	̄ �èPñ» 	YÖÏ @ , tÌ'@ Miranda , De Giorgi ÈAÔ«

@ ð Giusti [1] C�JÓ Q 	¢	� @)

ð Temam− Strang [2] Q 	¢	� @ , XðYm× deformation èñ ���� �H@ 	X È@ðX) plasticity
�é 	KðYÊ�Ë @

úÍð

B@ �éJ. �KQÖÏ @ 	áÓ quasi− linear

�éJ
¢	mÌ'@ éJ. ��Ë@ �HBXAªÖÏ @ ú

	̄ ,( éJ
 	̄ Pñ» 	YÖÏ @ Suquet ÉÔ«

.( Volpert [1] C�JÓ Q 	¢	� @ ) Ð@Y� �HAg. ñÓ ð

@ , �èQÒ�J�Ó Q�
 	« BñÊg ÉJ. �®�K ú


�æË@
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�èQ» úÍ@ 	QÓQ�K ℱ �I	KA¿ @ 	X @ é 	K

@ 3.9

�éJ
 	��®Ë@ ð 25.4
�é 	JëQ�. ÖÏ @ 	áÓ i. �J 	J����
 �� .7

�é 	¢kCÓ ∗
	àñº�K ℱ∣!

	àA
	̄ ,( �éJ
 	®J
» �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω ) 1 ⩽ p ⩽ ∞ ©Ó W 1,p(Ω) ú


	̄ �èYgñË@
@ 	X @ é 	K


@ ( 16.9

�é 	JëQ�.Ó ) YªK. AÒJ
 	̄ øQ 	K 	¬ñ�] . ! ⊂⊂ Ω É¾Ë Lp(!) ú

	̄ AJ
�. �	� �é�@Q��Ó

h. A�J 	J���B@ @ 	Yë �éJ
kC� ¡�®��� Y�̄ ; Lp(Ω) ú

	̄ �é�@Q��Ó ℱ 	àA

	̄ , �éÒ 	¢�J 	JÓ ð �èXðYm× Ω �I	KA¿
�èXðYm× �éJ
ËA�J�JÓ (un)

�I	KA¿ @ 	X @ ú
ÍA�JËAK. .[ �éÒ 	¢�J 	JÓ Q�
 	« Ω �I	KA¿ @ 	X @ ð

@ , �èXðYm× Q�
 	« Ω �I	KA¿ @ 	X @�éJ
K 	Qk. �éJ
ËA�J�JÓ h. @Q 	j�J�@ A 	J 	JºÖß
 é 	KA

	̄ , �éJ
 	®J
» �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω ð 1 ⩽ p ⩽ ∞ ©Ó W 1,p(Ω) ú

	̄

.( [EX] Q 	¢	� @ ) Ω úÎ« �H . �k H. PA�®�J�K unk
(x) �IJ
m�'. (unk

)

�� �HAJ. �K @
. ú
æîE
YK. (1 =⇒ (2

. 3.8 �éJ
 	��®Ë@ �HAJ. �K @ q�	�@ (2 =⇒ (1

© 	�	JË ð ℎ ∈ ℝN 	áºJ
Ë . u ∈ C∞
c (ℝN ) 	à


@ 	�@Q�� 	̄ AK.


@YJ. 	JË (1 =⇒ (3

v(t) = u(x+ tℎ), t ∈ ℝ.
	à@ ð v′(t) = ℎ.∇u(x+ tℎ) 	à 	X@

u(x+ ℎ)− u(x) = v(1)− v(0) =

∫ 1

0

v′(t)dt =
∫ 1

0

ℎ.∇u(x+ tℎ)dt.

ú
ÍA�JËAK.

∣¿ℎu(x)− u(x)∣p ⩽ ∣ℎ∣p
∫ 1

0

∣∇u(x+ tℎ)∣pdt.

ð

∫

!

∣¿ℎu(x)− u(x)∣pdx ⩽ ∣ℎ∣p
∫

!

dx

∫ 1

0

∣∇u(x+ tℎ)∣pdt

= ∣ℎ∣p
∫ 1

0

dt

∫

!

∣∇u(x+ tℎ)∣pdt = ∣ℎ∣p
∫ 1

0

dt

∫

!+tℎ

∣∇u(y)∣pdy.

É¾Ë ! + tℎ ⊂ !′ �IJ
m�'. !′ ⊂⊂ Ω
�ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Yg. ñ�K , ∣ℎ∣ < dist(!,CΩ) �IJ
�. �J��K.	à 	X@ ð , t ∈ [0, 1]

(4) ∥¿ℎu− u∥pLp(!) ⩽ ∣ℎ∣p
∫

!′
∣∇u∣p.

o b e i k a n d l . c o m



256

ú

	̄
un −→ u �IJ
m�'. C∞

c (ℝN ) ú

	̄
(un)

�éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K p ∕= ∞ ð u ∈ W 1,p(Ω) �Ë , 	à
�
B@

, �éK
Aî 	DË @ Y 	J« ð un úÎ« (4)
�é 	JK
AJ. �JÖÏ @ ��J.¢	� . ∀! ⊂⊂ Ω Lp(!) ú


	̄ ∇un −→ ∇u ð Lp(Ω)

AÓ úÍ@ p I. K
Q�®�JK. Ðñ�® 	K Õç�' ( p < ∞ �Ë ) ��J.� AÓ q� 	� 	K , p = ∞ AÓY 	J« . (3 úÎ« É�m� 	'
. �éK
Aî 	E B

(3 =⇒ (2
	áºJ
Ë . Supp' ⊂ ! ⊂⊂ Ω �IJ
m�'. !

�ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Q�. �Jª 	K ; ' ∈ C∞
c (Ω) 	áº�JË

A 	JK
YË (3 É 	� 	®K. . ∣ℎ∣ < dist(!,CΩ) ©Ó ℎ ∈ ℝN

∣∣∣
∫

Ω

(¿ℎu− u)'
∣∣∣ ⩽ C∣ℎ∣ ∥'∥Lp′ .

	à

@ AÖß. , øQ 	k


@ �éêk. 	áÓ

∫

Ω

(u(x+ ℎ)− u(x))'(x)dx =

∫

Ω

u(y)('(y − ℎ)− '(y))dy,

i. �J 	J���	�
∣∣∣
∫

Ω

u(y)
('(y − ℎ)− '(y))

∣ℎ∣ dy
∣∣∣ ⩽ C∥'∥Lp′ .

□ . (2 úÎ« É�m� 	' t → 0 AÖÏ �éK
Aî 	DË @ úÍ@ I. K
Q�®�JËAK. ð , t ∈ ℝ , ℎ = tei PAJ
�J 	kAK.

Ω �I	KA¿ @ 	X @ ð u ∈ W 1,p(Ω) @ 	X @ é 	K

@ ( (1 =⇒ (3 ) 3.9

�éJ
 	��®Ë@ 	á�
J. �K �� .8 �é 	¢kCÓ ∗
A 	JK
YË 	àñºK
 , �é¢�. @Q��Ó �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.×

(5) x, y ∈ Ω . �H . �k ∣u(x)− u(y)∣ ⩽ ∥∇u∥L∞distΩ(x, y)

C�JÜØ ÉJ. �®K
 u 	à

@ ú�G


A�JK
 ; Ω ú


	̄
y ð x �Ë geodesic Qå�A�®�JÖÏ @ YªJ. Ë @ É�JÖß
 distΩ(x, y)

�IJ
k
ð 1 ⩽ p ⩽ ∞ ©Ó u ∈ W 1,p(Ω) 	àA¿ @ 	X @ é 	K


@ i. �J 	J���	� . x, y ∈ Ω É¾Ë (5) �Ë A �®�®m× @QÒ�J�Ó

É¿ úÎ« �IK. A�K u 	àA
	̄ , Ω úÎ« . �H . �k ∇u = 0 @ 	X @ ð , �éJ
 	®J
» �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω �I	KA¿

. Ω 	áÓ �éJ
K 	Qk. �é¢�. @P
A 	JK
YË é 	K A

	̄ , �é¢�. @Q��Ó �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω ©Ó u ∈ W 1,∞(Ω) @ 	X @ é 	K

@ @Q�
 	g


@ 	¡kC	K

∣u(x)− u(y)∣ ⩽ ∥∇u∥L∞ ∣x− y∣ ∀x, y ∈ Ω.

	à 	X @ . 1 ⩽ p ⩽ ∞ ©Ó u, v ∈ W 1,p(Ω) ⌢ L∞(Ω) 	áºJ
Ë �� .(Z@Yg. ��A�®�J ��@) 4.9
�éJ
 	��̄

ð uv ∈ W 1,p(Ω) ⌢ L∞(Ω)
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∂

∂xi
(uv) =

∂u

∂xi
v + u

∂v

∂xi
, i = 1, 2, ...N.

.( 9.8
�éÓ 	PC�Ë@ �HAJ. �K @ Q 	¢ 	� @ ) 1 ⩽ p < ∞ �IJ
k �éËAmÌ'@ úÍ@ ¨ñk. QË@ AÖ ß @X A 	J 	JºÖß
 �� . �HAJ. �K @

�IJ
m�'. C∞
c (ℝN ) ú


	̄
(vn) , (un)

�HAJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K é 	KA
	̄ , 2.9

�é 	JëQ�. ÖÏ @ úÍ@ @XA 	J���@

Ω úÎ« . �H . �k ð Lp(Ω) ú

	̄

vn −→ v , un −→ u

. ! ⊂⊂ Ω É¾Ë Lp(!)N ú

	̄ ∇vn −→ ∇v , ∇un −→ ∇u

½Ë 	Y» A 	JK
YË é 	K

@ �é£A��. K. øQ	K 2.9

�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @
�éªk. @QÖß.

. ∥vn∥L∞ ⩽ ∥v∥L∞ ð ∥un∥L∞ ⩽ ∥u∥L∞

A 	JK
YË øQ 	k

@ �éJ
kA 	K 	áÓ

∫

Ω

unvn
∂'

∂xi
= −

∫

Ω

(∂un

∂xi
vn + un

∂vn
∂xi

)
' ∀' ∈ C1

c (Ω).

úÎ« É�m� 	' ,Pñ�jÖÏ@ H. PA�®�JË @ ��K
Q£ 	á« , �éK
Aî 	DË @ úÍ@ ÈA�®�J 	KBAK.
∫

Ω

uv
∂'

∂xi
= −

∫

Ω

( ∂u

∂xi
v + u

∂v

∂xi

)
' ∀' ∈ C1

c (Ω).

□

∣G′(s)∣ ⩽ M ð G(0) = 0 �IJ
m�'. G ∈ C1(ℝ) 	áºJ
Ë �� .(I. J
»Q�K ��A�®�J ��@) 5.9
�éJ
 	��̄

	àA
	̄ , u ∈ W 1,p(Ω) 	áºJ
Ë . ∀s ∈ ℝ

. ∂

∂xi
(Gou) = (G′ou)

∂u

∂xi
ð Gou ∈ W 1,p(Ω)

ð , Gou ∈ Lp(Ω) ú
ÍA�JËAK. ; ∣Gou∣ ⩽ M ∣u∣ 	à 	X@ ð ∀s ∈ ℝ ∣G(s)∣ ⩽ M ∣s∣ A 	JK
YË �� . �HAJ. �K @
	à

AK. ���®j�JË @ ù�®J. K
 . (G′ou)

∂u

∂xi
∈ Lp(Ω) ½Ë 	Y»

(6)

∫

Ω

(Gou)
∂'

∂xi
= −

∫

Ω

(G′ou)
∂u

∂xi
' ∀' ∈ C1

c (Ω).
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. �k ð Lp(Ω) ú

	̄
un −→ u �IJ
m�'. C∞

c (ℝN ) 	áÓ (un)
�éJ
ËA�J�JÓ PA�J	m� 	' , 1 ⩽ p < ∞ AÓY 	J«

A 	JK
YË .( 2.9
�é 	JëQ�.Ó ) ∀! ⊂⊂ Ω Lp(!)N ú


	̄ ∇un −→ ∇u , Ω úÎ« . �H
∫

Ω

(Goun)
∂'

∂xi
= −

∫

Ω

(G′oun)
∂un

∂xi
' ∀' ∈ C1

c (Ω).

H. PA�®�JËAK. Lp(!) ú

	̄
(G′oun)

∂un

∂xi
−→ (G′ou)

∂u

∂xi
ð Lp(Ω) ú


	̄
Goun −→ Gou 	à


@ YJ
K.

. (6) i. �J 	J���	� �IJ
k . Pñ�jÖÏ@
u ∈ W 1,p(Ω′) 	à 	X@ . Supp' ⊂ Ω′ ⊂⊂ Ω �IJ
m�'. Ω′ �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× �IJ. �� 	K , p = ∞ AÓY 	J«

□ . ��J.� AÜØ (6) i. �J 	J���	� ð ∀p < ∞

	á�
�J«ñÒm.× Ω′ ð Ω 	áº�JË �� .( Change of variables �H@Q�
 	ª�JÖÏ @ ÉK
YJ. �K ) 6.9
�éJ
 	��̄

5 �IJ
m�'. , x = H(y) , CK. A �®�JÓ A �®J
J.¢�� H : Ω′ −→ Ω 	áºJ
Ë ð ℝN 	áÓ 	á�
�Jkñ�J 	®Ó

H ∈ C1(Ω′), H−1 ∈ C1(Ω), JacH ∈ L∞(Ω′), JacH−1 ∈ L∞(Ω).

ð uoH ∈ W 1,p(Ω′) 	àA
	̄ , u ∈ W 1,p(Ω) 	áºJ
Ë

∂

∂yj
(uoH)(y) =

∑

i

∂u

∂xi
(H(y))

∂Hi

∂yj
(y) ∀j = 1, 2, ...N.

ú

	̄
un −→ u �IJ
m�'. C∞

c (ℝN ) 	áÓ (un)
�éJ
ËA�J�JÓ PA�J	m� 	' , 1 ⩽ p < ∞ AÓY 	J« �� . �HAJ. �K @

ð Lp(Ω′) ú

	̄
unoH −→ uoH 	à 	X@ . ∀! ⊂⊂ Ω Lp(!)N ú


	̄ ∇un −→ ∇u ð Lp(Ω)

. ∀!′ ⊂⊂ Ω′ Lp(!′) ú

	̄ (∂un

∂xi
oH

)∂Hi

∂yj
−→

( ∂u

∂xi
oH

)∂Hi

∂yj

A 	JK
YË Ã ∈ C1
c (Ω

′) ZA¢«AK.
∫

Ω′
(unoH)

∂Ã

∂yj
dy = −

∫

Ω′

∑

i

(∂un

∂xi
oH

)∂Hi

∂yj
Ãdy.

. �èñk. QÖÏ @ �éj. J
�� 	JË @ úÎ« É�m� 	' �éK
Aî 	DË @ Y 	J«
□ . 5.9 �éJ
 	��®Ë@ �HAJ. �K @

�éK
Aî 	E ¨AJ. �KAK. Ðñ�® 	K , p = ∞ AÓY 	J«

. L∞(Ω′)N×N 	áÓ �éË @YK. 	à 	X@ QÓ

B@ ��Êª�JK
 ; ∂Hi

∂yj
Jacobian matrix

�éJ
K. ñ�®ªJ
Ë @ �é 	̄ñ 	®�ÖÏ @ úÍ@ JacH 	QÓQK
 5
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Wm,p(Ω)
	J
ËñK. ñ� �H@ZA 	� 	̄

Z @Q�®�J�BAK.
	¬Qª	K . 1 ⩽ p ⩽ ∞ ©Ó AJ
�®J
�®k @XY« p ð AJ
ªJ
J.£ @XY« m ⩾ 2 	áºJ
Ë

Wm,p(Ω) = {u ∈ Wm−1,p(Ω),
∂u

∂xi
∈ Wm−1,p(Ω) ∀i = 1, 2, ...N }.

6ÈA 	gX@
�éÊ�KAÜØ �é 	®��. XñªK


Wm,p(Ω) =

⎧
⎨
⎩ u ∈ Lp(Ω)

∣∣∣
∀®, ∣®∣ ⩽ m ∃g® ∈ Lp(Ω) /∫

Ω

uD®' = (−1)∣®∣
∫

Ω

g®' ∀' ∈ C∞
c (Ω)

⎫
⎬
⎭ .

. D®u = g® I. �Jº	K
Õæ


	¢ 	JËAK. Xð 	QÓ Wm,p(Ω) ZA 	� 	®Ë@

∥u∥Wm,p =
∑

0⩽∣®∣⩽m

∥D®u∥Lp

. pA 	JK. Z A 	� 	̄ ñë

ù
 ÒÊ�Ë@ Z @Ym.Ì'AK. Xð 	QÓ Hm(Ω) ; Hm(Ω) = Wm,2(Ω) © 	�	�

(u, v)Hm =
∑

0⩽∣®∣⩽m

(D®u,D®v)L2

. �HQ�. Êë ZA 	� 	̄ ñë

, XðYm× Γ = ∂Ω ©Ó ′′ �éK
A 	®ºË@ éJ
 	̄ AÖß. AÒ 	¢�J 	JÓ ′′ Ω 	àA¿ @ 	X @ é 	K

AK. 	áëQ�. 	K �� .9 �é 	¢kCÓ ∗

Õæ

	¢ 	JÊË ú 	̄ A¾Ó Wm,p(Ω) Õæ


	¢ 	� 	àA
	̄

∥u∥Lp +
∑

∣®∣=m

∥D®u∥Lp .

�IK. A�K Yg. ñK
 ² > 0 É¾Ë ð 0 < ∣®∣ < m ©Ó ® XYª�JÓ ÉJ
ËX É¾Ë 	à

AK. �IJ. �� 	K , Q��»


@ iJ
 	�ñ�JK.

�IJ
m�'. ( ® ð ² , Ω �K. ��Êª�JÓ ) C

© 	�	� ; ù
 ªJ
J.£ ®i ⩾ 0 ©Ó ® = (®1, ®2, ..., ®N )
�éJ
ËA�J�JÓ ñë ® multi− index XYª�JÖÏ @ ÉJ
ËYË@ 6

. D®' =
∂®1+®2+...+®N

∂x®1
1 ∂x®2

2 ...∂x
®N
N

' ð ∣®∣ =
N∑

i=1

®i
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∥D®u∥Lp ⩽ ²
∑

∣¯∣=m

∥D¯u∥Lp + C∥u∥Lp ∀u ∈ Wm,p(Ω)

.( [EX] ð

@ Adams [1] C�JÓ Q 	¢	� @ )

©J
�ñ�JË @ �H@Q�K ñÓ .2.9

Ω = ℝN �IJ
k �éËAmÌ'AK. Z @Y�JK. @ W 1,p(Ω) 	áÓ È@ðYË �@ñ 	k �HAJ. �K @ AJ. Ë A 	« ��KC�Ë @ 	áÓ é 	K @
úÍ@ u ∈ W 1,p(Ω)

�éË @X YK
YÖ �ß �é 	̄QªÓ 	à 	X@ YJ
 	®ÖÏ @ 	áÓ ñê 	̄ .( 3.9 ©¢�®ÖÏ @ 	áÓ l .�
'A�J 	K C�JÓ Q 	¢	� @ )

Ω
�ékñ�J 	®ÖÏ @ �é«ñÒj. ÖÏ @ �I	KA¿ @ 	X @ é 	K


@ YJ
K. . AÖ ß @X 	áºÜØ Q�
 	« QÓ


B@ @ 	Yë . ũ ∈ W 1,p(ℝN )

�éË @X
. �éÒ 	¢�J 	JÖÏ @ �ékñ�J 	®ÖÏ @ �é«ñÒj. ÖÏ @ �èQº 	̄ iJ
 	�ñ�JK.


@YJ. 	JË . @ 	Yê» ©J
�ñ�K ZA ��	� @ A 	J 	JºÖß
 , ′′ �éÒ 	¢�J 	JÓ ′′

I. �Jº	K , ù¢ªÓ x ∈ ℝN �Ë �� . 	Q�
ÓQ�K

x′ = (x1, x2, ..., xN−1) , x′ ∈ ℝN−1 ©Ó x = (x′, xN )

© 	�	� ð

∣x′∣ =
(N−1∑

i=1

x2
i

)1/2

.

I. �Jº	K

ℝN
+ = {x = (x′, xN ); xN > 0}

Q = {x = (x′, xN ); ∣x′∣ < 1, ∣xN ∣ < 1}
Q+ = Q ⌢ ℝN

+

Q0 = {x = (x′, xN ); ∣x′∣ < 1, xN = 0}.

P@ñk. x ∈ Γ = ∂Ω É¾Ë Yg. ð @ 	X@ C1 		J�Ë@ 	áÓ Ω
�ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× 	à


AK. Èñ�® 	K �� . 	K
Qª�K

�IJ
m�'. H : Q −→ U ÉK. A �®�JÓ ��J
J.¢�� ð ℝN ú

	̄
x �Ë U neighborhood

. H(Q0) = U ⌢ Γ ð , H(Q+) = U ⌢ Ω , H−1 ∈ C1(U) , H ∈ C1(Q)
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.( Ω = ℝN
+ ð


@ ) XðYm× Γ ©Ó C1 		J�Ë@ 	áÓ Ω 	à


AK. 	�Q�� 	® 	K �� .7.9 �é 	JëQ�.Ó

YK
YÖ �ß ð

@ ©J
�ñ�K Q�K ñÓ Yg. ñK
 	à 	X@

P : W 1,p(Ω) −→ W 1,p(ℝN )

u ∈ W 1,p(Ω) É¾Ë �IJ
m�'. , ù
 ¢ 	k

Pu∣Ω = u (1

∥Pu∥Lp(ℝN ) ⩽ C∥u∥Lp(Ω) (2

∥Pu∥W 1,p(ℝN ) ⩽ C∥u∥W 1,p(Ω) (3

. ¡�® 	̄
Ω �K. ��Êª�JÓ �IK. A�K C �IJ
k

. �A¾ª	KBAK. ©J
�ñ�JÊË �éJ.� 	�ËAK. , �éJ
�A�

@ 	áºË ð , �é¢J
��. �éJ£ñ�K 	àAëQ�. K.


@YJ. 	JË

ø


@ , u∗ �A¾ª	KBAK. ©J
�ñ�JË @ �éË @X Q úÎ« 	¬Qª	K , ù¢ªÓ u ∈ W 1,p(Q+) �Ë �� .2.9 �éJ£ñ�K

xN > 0 @ 	X @ u(x′, xN )

.xN < 0 @ 	X @ u(x′,−xN )

}
= u∗(x′, xN )

ð u∗ ∈ W 1,p(Q) 	à 	X@
∥u∗∥Lp(Q) ⩽ 2∥u∥Lp(Q+), ∥u∗∥W 1,p(Q) ⩽ 2∥u∥W 1,p(Q+).

	à

AK. ���®j�J 	JË �� . �HAJ. �K @

(7) 1 ⩽ i ⩽ N − 1 �Ë ∂u∗

∂xi
=

( ∂u

∂xi

)∗

(8)
∂u∗

∂xN
=

( ∂u

∂xi

)□
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�A¾ª	KBAK.
∂u

∂xi
©J
�ñ�K úÍ@

( ∂u

∂xi

)∗ 	QÓQ�K �IJ
k
Q+ úÎ« �é 	̄QªÓ f �Ë © 	�	� �IJ
k ð

xN > 0 @ 	X @ f(x′, xN )

.xN < 0 @ 	X @ − f(x′, xN )

}
= f□(x′, xN )

�K. �é 	̄QªÖÏ @ C∞(ℝ) È@ðX 	áÓ (´k)
�éJ
ËA�J�JÖÏ @ ÉÒª�J�	� 	¬ñ�

t <
1

2
@ 	X @ 0

.t > 1 @ 	X @ 1

⎫
⎬
⎭ = ´(t)

1 ⩽ i ⩽ N − 1 �Ë A 	JK
YË . ' ∈ C1
c (Q) 	áº�JË ; (7) úÎ« 	áëQ�. 	JË

(9)

∫

Q

u∗ ∂'
∂xi

=

∫

Q+

u
∂Ã

∂xi

�IJ
k

Ã(x′, xN ) = '(x′, xN ) + '(x′,−xN ).

é 	K

@ YJ
K. , test PAJ. �J 	k@ �éË @Y» AêËAÒª�J�@ 	áºÖß
 B ð , C1

c (Q+) úÍ@ ù
 Ò�J 	��K B Ã
�éË @YË@ , AÓñÔ«

´k(xN )Ã(x′, xN ) ∈ C1
c (Q+)

	à 	X@ ð
∫

Q+

u
∂

∂xi
(´kÃ) = −

∫

Q+

∂u

∂xi
´kÃ.

ú
ÍA�JËAK. ð , ∂

∂xi
(´kÃ) = ´k

∂Ã

∂xi
øQ 	k


@ �éêk. 	áÓ

(10)

∫

Q+

u´k
∂Ã

∂xi
= −

∫

Q+

∂u

∂xi
´kÃ.

úÎ« É�m� 	' (lk. QÖÏ @ H. PA�®�JËAK.) k −→ ∞ AÓY 	J« (10) ú

	̄ �éK
Aî 	DË @ úÍ@ PðQÖÏ AK.

(11)

∫

Q+

u
∂Ã

∂xi
= −

∫

Q+

∂u

∂xi
Ã.

A 	JK
YË 	àñºK
 (11) ð (9) 	á�
K. ¡�. QËAK.
∫

Q

u∗ ∂'
∂xi

= −
∫

Q+

∂u

∂xi
Ã =

∫

Q

( ∂u

∂xi

)∗
'.
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. (7) �IJ
k

A 	JK
YË . ' ∈ C1
c (Q) 	áº�JË ; (8) úÎ« 	áëQ�. 	JË

(12)

∫

Q

u∗ ∂'

∂xN
=

∫

Q+

u
∂Â

∂xN

�IJ
k

Â(x′, xN ) = '(x′, xN )− '(x′,−xN ).

AÖß. . Q úÎ« ∣Â(x′, xN )∣ ⩽ M ∣xN ∣ �IJ
m�'. M �IK. A�K Yg. ñK
 	à 	X@ , Â(x′, 0) = 0 	à

AK. 	¡kC	K

	àA
	̄
´kÂ ∈ C1

c (Q+)
	à

@

(13)

∫

Q+

u
∂

∂xN
(´kÂ) = −

∫

Q+

∂u

∂xN
´kÂ.

	áºË ð

(14)
∂

∂xN
(´kÂ) = ´k

∂Â

∂xN
+ k´′(kxN )Â.

	à

@ �IJ. �� 	JË

(15) . k −→ ∞ AÓY 	J«
∫

Q+

uk´′(kxN )Â −→ 0

A 	JK
YË , Éª 	®ËAK.
∣∣∣
∫

Q+

uk´′(kxN )Â
∣∣∣ ⩽ kMC

∫

0<xN< 1
k

∣u∣xNdx ⩽ MC

∫

0<xN< 1
k

∣u∣dx

. (15) 	à 	X @ ð ; C = sup
t∈[0,1]

∣´′(t)∣ ©Ó
	à

AK. (15) ð (14) , (13) 	áÓ i. �J 	J���	�

∫

Q+

u
∂Â

∂xN
= −

∫

Q+

∂u

∂xN
Â.

A 	JK
YË @Q�
 	g

@

(16)

∫

Q+

∂u

∂xN
Â =

∫

Q

( ∂u

∂xN

)□
'.
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⋅⋅⋅
⋅

⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅ ⋅⋅⋅
⋅⋅⋅
⋅⋅⋅
⋅⋅⋅
⋅⋅⋅
⋅⋅⋅
⋅⋅

⋅⋅⋅
⋅⋅⋅
⋅⋅⋅
⋅

Ω2

3

4

1

□ . (8) úÎ« É�m� 	' (16) ð (12) 	á�
K. ¡�. QËAK.

AÜØ �� ( �HAJ. �KB @ ú

	̄ Q�
J
 	ª�K B) ℝN

+ �K. Q+ A 	J 	�ñ« @ 	X@ AjJ
m�� 2.9
�éJ£ñ�JË @ h. A�J 	J���@ ù�®J. K


. Ω = ℝN
+ �Ë 7.9

�é 	JëQ�. ÖÏ @ �IJ. ��K


ú

�æË @ �ékñ�J 	®ÖÏ @ �HA«ñÒj. ÖÏ @ 	�ªJ. Ë �H@Q�K ñÓ ZA ��	� @ 	áÓ 2.9

�éJ£ñ�JË @ A 	J 	JºÖ �ß �� 10. �é 	¢kCÓ ∗
C�JÓ 	áºJ
Ë . C1 		J�Ë@ 	áÓ �I��
Ë

Ω = {x ∈ ℝ2; 0 < x1 < 1, 0 < x2 < 1}.

ú

	̄
u �Ë ũ ∈ W 1,p(Ω̃) ©J
�ñ�K úÎ« É�m� 	' �éJ
ËA�J�JÓ �HA�A¾ª	K @ �éªK. P


AK. . u ∈ W 1,p(Ω) 	áºJ
Ë

Ω̃ = {x ∈ ℝ2; −1 < x1 < 3, −1 < x2 < 3},
0 �K. ℝ2 úÍ@

�éª�ñÓ Ãũ
�éË @YÊË Pu �K. 	QÓQ 	K . Ω úÎ« Ã = 1 �IJ
m�'. Ã ∈ C1

c (Ω̃)
�éË @X XYm� 	'

. (3 ð (2 , (1
���®m�'
 P : W 1,p(Ω) −→ W 1,p(ℝ2) Q�K ñÖÏ @ 	à


AK. �éËñîD��. ���®j�J 	K . Ω̃ h. PA 	g

: �Ë @ ú
ÎK
 AÒJ
 	̄ ÉÒª�J�	�

Uk
, . . . , U2

, U1 ð ℝN 	áÓ �é�@Q��Ó �é«ñÒm.× Γ 	áº�JË �� .( �èYgñË@ �éK 	Qm.�
�') 3.9

�éJ£ñ�K
. Γ ⊂ ∪k

i=1Ui
�IJ
m�'.

�ékñ�J 	®Ó �HA«ñÒm.×
�IJ
m�'. C∞(ℝN ) 	áÓ µk , . . . , µ2 , µ1 , µ0 È@ðX Yg. ñ�K 	à 	X@

ℝN úÎ«
k∑

i=0

µi = 1 ð ∀i = 0, 1, 2, ..., k 0 ⩽ µi ⩽ 1 (1
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∀i = 1, 2, ...k Suppµi ⊂ Ui ð �@Q��Ó Suppµi

.Suppµ0 ⊂ ℝN ∖ Γ

⎫
⎬
⎭ (2

. µ0∣Ω ∈ C∞
c (Ω) 	àA

	̄ , Γ = ∂Ω ð �èXðYm× �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω 	àñº�K AÓY 	J«

, Agmon [1] ú

	̄ C�JÓ �éK. PA �®�JÓ �HAK. A�J» Yj. 	J� ; �éJ
ºJ
�C¿ �éJ£ñ�JË @ è 	Yë . [EX] Q 	¢	� @ �� . �HAJ. �K @

□ . Malliavin [1] , L.Schwartz [1] , Folland [1] , Adams [1]

local coordinate systems
�éJ
Êm× �HAJ
�K @Yg@

�é¢�@ñK. Γ ÉK
ñj�JK. Ðñ�® 	K �� .7.9
�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @

Yg. ñ�K é 	K A
	̄ , C1 		J�Ë@ 	áÓ ð �@Q��Ó Γ 	à


@ AÖß. , Q��»


@ hñ 	�ñK. . 7 �èYgñË@ �éK 	Qm.�

�' É 	gY	K ð
ÉK. A �®�K �HA�®J
J.¢�� Yg. ñ�K ð Γ ⊂ ∪k

i=1Ui
�IJ
m�'. ℝN 	áÓ (Ui)1⩽i⩽k

�ékñ�J 	®Ó �HA«ñÒm.×
�IJ
m�'. Hi : Q −→ Ui

. Hi(Q0) = Ui ⌢ Γ ð Hi(Q+) = Ui ⌢ Ω , H−1
i ∈ C1(Ui) , Hi ∈ C1(Q)

, u ∈ W 1,p(Ω) ù¢ªJ
Ë . 3.9
�éJ£ñ�JË @ ú


	̄ �IÓY�̄ ú

�æË @ µk , . . . , µ2 , µ1 , µ0 È@ðYË@ Q�. �Jª 	K

I. �Jº	K

. ui = µiu
�IJ
k , u =

k∑

i=0

µiu =
k∑

i=0

ui

. (ui)1⩽i⩽k �Ë @ ð u0
	á�
K. 	Q�
J
Ò�JË @ ©Ó ℝN úÍ@ ui È@ðYË@ 	áÓ É¿ 	à

�
B@ ©�ñ	K

�K. ℝN úÍ@ u0 ©J
�ñ�K 	¬Qª	K �� . u0 ©J
�ñ�K (
@

x ∈ Ω @ 	X @ u0(x)

.x ∈ ℝN ∖ Ω @ 	X @ 0

}
= ū0(x)

∇µ0 = −
k∑

i=0

∇µi ÉÓAg 	à

@ AÖß. ∇µ0 ∈ L∞(ℝN ) ð µ0 ∈ C1(ℝN ) ⌢ L∞(ℝN ) 	à


AK. Q» 	Y 	K

	à

@ (H. 4

�é 	¢kCÓ) é 	J« i. �J 	�K
 . Suppµ0 ⊂ ℝN ∖ Γ ð �@Q��Ó

. ∂

∂xi
ū0 = µ0

∂u

∂xi
+

∂µ0
∂xi

ū0 ð ū0 ∈ W 1,p(ℝN )

( Q+ ð

@ ) ℝN

+ úÎ« �é 	JëQ�.Ó �éj. J
�� 	K 	áÓ ÈA�®�J 	KCË �éJ
 	J �®�JË @ è 	Yë 	àAJ
k

B@ I. Ê 	«


@ ú


	̄ ÉÒª�J�	� 	¬ñ� , ú
ÎJ
� AÓ É¿ ú

	̄ 7

. �éÒ 	¢�J 	JÓ �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω úÎ« h. A�J 	J���B@ � 	® 	K úÍ@

o b e i k a n d l . c o m



266

	à 	X @
∥ū0∥W 1,p(ℝN ) ⩽ C∥u∥W 1,p(Ω).

�éË @YË@ è 	Yë ′′ É�®	J 	K ′′ ð Ui ⌢ Ω úÎ« u PA��J�̄ @ Q�. �Jª 	K �� . 1 ⩽ i ⩽ k , ui �Ë @ ©J
�ñ�K (H.
�éJ
 	��̄ ) 	¬Qª	K . y ∈ Q+ �Ë vi(y) = u(Hi(y)) © 	�	� Q��»


@ iJ
 	�ñ�JK. ; Hi

�é¢�@ñK. Q+ úÎ«
�éJ£ñ�K ) vi �Ë �A¾ª	KBAK. ©J
�ñ�JË @ Q úÎ« ½Ë 	X YªK.

	¬Qª	K . vi ∈ W 1,p(Q+)
	à

AK. ( 6.9

�é¢�@ñK. Ui úÎ« v∗i øQ 	k

@ �èQÓ ′′ É�®	J 	K ′′ . v∗i ∈ W 1,p(Q) 	à


AK. ÕÎª 	K ; v∗i 	áºJ
Ë ,( 2.9

	áºJ
Ë , H−1
i

. x ∈ Ui �Ë wi(x) = v∗i [H
−1
i (x)]

ð Ui ⌢ Ω úÎ« wi = u , wi ∈ W 1,p(Ui)
	à 	X@ A 	JK
YË

∥wi∥W 1,p(Ui) ⩽ c∥u∥W 1,p(Ui⌢Ω).

x ∈ ℝN �Ë © 	�	� , @Q�
 	g

@

x ∈ Ui @ 	X @ µi(x)wi(x)
,x ∈ ℝN ∖ Ui @ 	X @ 0

}
= ûi(x)

ð Ω úÎ« ûi = ui
,(H. 4

�é 	¢kCÓ) ûi ∈ W 1,p(ℝN ) �IJ
m�'.
∥ûi∥W 1,p(ℝN ) ⩽ C∥u∥W 1,p(Ui⌢Ω).

□ . �èñk. QÖÏ @ �@ñ	mÌ'@ É¿ Pu = ū0 +
k∑

i=1

ûi Q�K ñÖÏ @ ½ÊÖß
 �� . �é�C 	g

©Ó u ∈ W 1,p(Ω) 	áºJ
Ë . C1 		J�Ë@ 	áÓ Ω 	�Q�� 	® 	K �� .( �é 	̄ A�J») 8.9
�éÓ 	PB ∙

. W 1,p(Ω) ú

	̄
un∣Ω −→ u �IJ
m�'. C∞

c (ℝN ) 	áÓ (un)
�éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K 	à 	X@ .1 ⩽ p < ∞

. W 1,p(Ω) ú

	̄ A 	®J
�J» AJ
K 	Qk. ZA 	� 	̄

Ω úÍ@ C∞
c (ℝN ) È@ðX �H@PA��J�̄ @ É¾ ���� , øQ 	k


@ �èPAJ.ªK.

H. PA�®�J�K .( 7.9
�é 	JëQ�.Ó ) P ©J
�ñ�K Q�K ñÓ 	à 	X@ Yg. ñK
 . XðYm× Γ 	à


@ Bð


@ 	�Q 	® 	JË �� . �HAJ. �K @

. 2.9 �é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @ ú

	̄ AëA 	J 	̄Q« AÒÊ�JÓ �èQ�KAK. �éJ
ËA�J�JÓ (³n) ð �éJ
ÒJ
 	¢ 	��K �éJ
ËA�J�JÓ (½n)

8
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	àñºK
 AÓY 	J« . È@ ñ�Ë@ úÎ« I. J
m.�
�' ú
ÍA�JËAK. ð W 1,p(ℝN ) ú


	̄
Pu ñm� 	' ³n(½n ∗ Pu) 8 �éJ
ËA�J�JÖÏ @

�IJ
m�'. n0
�IJ. �� 	K , ù¢ªÓ ² > 0 �Ë ; ³nu

�éJ
ËA�J�JÖÏ @ PAJ. �J«AK.

@YJ. 	K , XðYm× Q�
 	« Γ

©�®K
 B é 	K

@ AÖß.] ³n0u �Ë v ∈ W 1,p(ℝN ) ©J
�ñ�K ZA ��	� @ 	à 	X@ A 	J 	JºÖß
 . ∥³n0u− u∥W 1,p < ²

�IJ
m�'. w ∈ C∞
c (ℝN ) @Q�
 	g


@ úæ�� 	J 	K .[ �èQ�
J.» �èQ» ©Ó Γ �Ë ©£A�®�K øñ�

□ .∥w − v∥W 1,p(ℝN ) < ²

	J
ËñK. ñ� �HA 	JK
AJ. �JÓ .3.9

	áK
AJ. �K ©Ó W 1,p(Ω) ⊂ L∞(Ω) 	àA
	̄ , YªJ. Ë @ ø
 XAg


@ Ω 	àA¿ @ 	X @ é 	K


@ 8 É� 	®Ë@ ú


	̄ A 	JK


@P

; p > N �Ë ¡�® 	̄ AjJ
m�� Z@ñ�JkB @ @ 	Yë ù�®J. K
 , N ⩾ 2 YªJ. ÊË �éJ.� 	�ËAK. .QÒ�J�Ó
Q 	¢	� @ ) L∞ úÍ@ ù
 Ò�J 	��K B W 1,p 	áÓ È@ðYË �éÊ�JÓ


@ ZA ��	� @ A 	J 	JºÖß
 , p ⩽ N 	àñºK
 AÓY 	J«

	àA¿ @ 	X @ é 	K

AK. Y»ñ�K , 	J
ËñK. ñ� úÍ@ A�A�


@ Xñª�K , �éÒêÓ �éj. J
�� 	K 	à


@ B@ .( [EX] ð 17

�é 	¢kCÖÏ @
. p∗ ∈]p,+∞[ Õæ


�®Ë@ øYgB QÒ�J�Ó 	áK
AJ. �K ©Ó W 1,p(Ω) ⊂ Lp∗
(Ω) 	àA

	̄
1 ⩽ p < N

: �Ë @ PAJ. �J«AK.

@YJ. 	JË

. Ω = ℝN �IJ
k �éËAg . @

	àA
	̄ , 1 ⩽ p < N 	áºJ
Ë �� . (Sobolev, Gagliardo, Nirenberg) �� .9.9 �é 	JëQ�.Ó ∙

, 1

p∗
=

1

p
− 1

N
�K. ù¢ªÓ p∗ �IJ
k W 1,p(ℝN ) ⊂ Lp∗

(ℝN )

�IJ
m�'. 9C = C(p,N) �IK. A�K Yg. ñK
 ð

(17) ∥u∥Lp∗ ⩽ C∥∇u∥Lp ∀u ∈ W 1,p(ℝN ).

,(! �èY�®ªÓ ð ) �é 	̄ðQªÓ É 	� 	̄ 
B@ �éÒJ
�®Ë@ ; É�JÓ


BAK. ��
Ë �IK. A�JË @ @ 	Yë 	áºË ð , C(p,N) =

(N − 1)p

N − p

	Y 	g

@ A 	J 	JºÖß
 9

. Lieb [1] ð Talenti [1] , Th.Aubin [1] Q 	¢	� @
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	à

@ Q» 	Y�K) �éÊîD�Ë @ �	�Aj. �JË @ �ém.k ��K
Q£ 	á« p∗ �éÒJ
�®Ë@ úÎ« Èñ�mÌ'@ 	áºÖß
 �� .11 �é 	¢kCÓ

�IK. @ñ�K �HYg. ð @ 	X @ Éª 	®ËAJ. 	̄ .(Yêk. É�̄ 
AK. �éÒêÓ �HAÓñÊªÓ A 	K AJ
k


@ ù
 ¢ª�K �	�Aj. �JËAK. �HBBY�J�B@

���®m��' 1 ⩽ q ⩽ ∞ ð C

(18) ∥u∥Lq ⩽ C∥∇u∥Lp ∀u ∈ W 1,p(ℝN )

u¸(x) = u(¸x) (18) ú

	̄ PA�J	m� 	' , ½Ë 	X øQ	K ú �æk . q = p∗ 	àñºK
 	à


@ ø
 PðQå	�Ë@ 	áÓ é 	KA

	̄

úÎ« É�m� 	' . u 	áÓ A 	�ñ« (¸ > 0)

∥u∥Lq ⩽ C¸

(
1+N

q −N
p

)
∥∇u∥Lp ∀¸ > 0,

. q = p∗ Ð 	QÊ�J��
 AÜØ

�Ë @ ÉÒª�J�	� 	¬ñ� , 9.9
�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @ ú


	̄

1 ⩽ i ⩽ N ð x ∈ ℝN �Ë . f1, f2, ...fN ∈ LN−1(ℝN−1) ð N ⩾ 2 	áºJ
Ë �� .4.9 �éJ£ñ�K
© 	�	�

x̃i = (x1, x2, ...xi−1, xi+1, ...xN ) ∈ ℝN−1.

�éË @YË@ 	à 	X@
f(x) = f1(x̃1)f2(x̃2)...fN (x̃N ), x ∈ ℝN

ð L1(ℝN ) úÍ@ ù
 Ò�J 	��K

∥f∥L1(ℝN ) ⩽
N∏

i=1

∥fi∥LN−1(ℝN−1).

A 	JK
YË ; N = 3
�éËAmÌ'@ Q�. �Jª 	JË . �éÊîD� N = 2

�éËAmÌ'@ �� �HAJ. �K @
∫

ℝ
∣f(x)∣dx3 = ∣f3(x1, x2)∣

∫

ℝ
∣f1(x2, x3)∣∣f2(x1, x3)∣dx3

⩽ ∣f3(x1, x2)∣
(∫

ℝ
∣f1(x2, x3)∣2dx3

)1/2(∫

ℝ
∣f2(x1, x3)∣2dx3

)1/2

A 	JK
YË 	Q�KPA 	® �� - ú
æ
��ñ» �é 	JK
AJ. �JÓ @XYm.× ��J
J.¢��K. .( 	Q�KPA 	® �� - ú
æ

��ñºK.)
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∫

ℝ3

∣f(x)∣dx ⩽ ∥f3∥L2(ℝ2)∥f1∥L2(ℝ2)∥f2∥L2(ℝ2).

�IJ. �� 	K . (N + 1) �Ë AîD
Ê« 	áëQ�. 	JË ð N �Ë �éj. J
�� 	JË @ ÉJ. �®�J 	JË ; Z @Q�®�J�BAK. �éÓAªË@ �éËAmÌ'@ úÎ« É�m�'

A 	JK
YË PYËñë �é 	JK
AJ. �JÓ É 	� 	®K. ; xN+1

∫
∣f(x)∣dx1dx2...dxN ⩽ ∥fN+1∥LN (ℝN )

[ ∫
∣f1.f2...fN ∣N ′

dx1...dxN

]1/N ′

(
N ′ =

N

N − 1

)
.

ú

�G

AK
 , ∣fN ∣N ′ . . . , ∣f2∣N ′ , ∣f1∣N ′ È@ðYÊË Z @Q�®�J�B@ �éJ
 	�Q 	̄ ��J
J.¢��K.

∫
∣f1∣N

′
...∣fN ∣N ′

dx1...dxN ⩽
N∏

i=1

∥fi∥N
′

LN (ℝN−1).

ú
ÍA�JËAK.
∫

∣f(x)∣dx1...dxN ⩽ ∥fN+1∥LN (ℝN )

N∏

i=1

∥fi∥LN (ℝN−1).

, LN (ℝ) úÍ@ ù
 Ò�J 	��K xN+1 7−→ ∥fi∥LN (ℝN−1) È@ðYË@ 	áÓ É¿ ; xN+1
Q�
J
 	ª�JK. 	à

�
B@ Ðñ�® 	K

ú

�æË @ 2

�é 	¢kCÖÏ @ Q 	¢	� @ ) L1(ℝ) úÍ@ ù
 Ò�J 	�K

N∏

i=1

∥fi∥LN (ℝN−1) Z @Ym.Ì'@ ú
ÍA�JËAK. . 1 ⩽ i ⩽ N

ð ( 4 É� 	®Ë@ ú

	̄ PYËñë �é 	JK
AJ. �JÓ ©J. ���K

∫
∣f(x)∣dx1...dxNdxN+1 ⩽

N+1∏

i=1

∥fi∥LN (ℝN ).

□

A 	JK
YË . u ∈ C1
c (ℝN ) ©Ó p = 1

�éËAmÌ'AK.

@YJ. 	JË �� .9.9

�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @

∣u(x1, x2, ...xN )∣ =
∣∣∣
∫ x1

−∞

∂u

∂x1
(t, x2, ...xN )dt

∣∣∣ ⩽
∫ +∞

−∞

∣∣∣ ∂u
∂x1

(t, x2, ...xN )
∣∣∣dt

1 ⩽ i ⩽ N �Ë ½Ë 	Y» ð

∣u(x)∣ ⩽
∫ +∞

−∞

∣∣∣ ∂u
∂xi

(x1, x2, ..., xi−1, t, xi+1, ...xN )
∣∣∣dt

	K
Qª�K
≡ fi(x̃i).
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	à 	X @

∣u(x)∣N ⩽
N∏

i=1

fi(x̃i).

	à

AK. 4.9 �éJ£ñ�JË @ 	áÓ i. �J 	J���	�

∫
∣u(x)∣ N

N−1 dx ⩽
N∏

i=1

∥fi∥
1

N−1

L1(ℝN−1)
=

N∏

i=1

∥∥∥ ∂u

∂xi

∥∥∥
1

N−1

L1(ℝN )
.

A 	JK
YË ú
ÍA�JËAK.

(19) ∥u∥LN/(N−1)(ℝN ) ⩽
N∏

i=1

∥∥∥ ∂u

∂xi

∥∥∥
1
N

L1(ℝN )
.

: úÎ« É�m� 	' . u 	á« A 	�ñ« ∣u∣t−1u úÎ« (19)
��J.¢	� ; t ⩾ 1 	áºJ
Ë

(20) ∥u∥tLtN/(N−1) ⩽ t
N∏

i=1

∥∥∥∣u∣t−1 ∂u

∂xi

∥∥∥
1
N

L1
⩽ t∥u∥t−1

Lp′(t−1)

N∏

i=1

∥∥∥ ∂u

∂xi

∥∥∥
1
N

Lp
.

	à

B t ⩾ 1 ) t =

N − 1

N
p∗ ù
 ¢ªK
 @ 	Yë ð , tN

N − 1
= p′(t− 1) �IJ
m�'. t 	à 	X @ PA�J	m� 	'

.( 1 ⩽ p < N

úÎ« É�m� 	'

∥u∥Lp∗ ⩽ t
N∏

i=1

∥∥∥ ∂u

∂xi

∥∥∥
1
N

Lp
.

	à 	X @
∥u∥Lp∗ ⩽ C∥∇u∥Lp ∀u ∈ C1

c (ℝN ).

ú

	̄
un −→ u �IJ
m�'. (un) ∈ C1

c (ℝN )
�éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K é 	K


@ ÕÎª 	K ; u ∈ W 1,p(ℝN ) 	à

�
B@ 	áºJ
Ë

. �k un −→ u 	à

@ ( �ék. AmÌ'@ Y 	J« �éJ
K 	Qk. �éJ
ËA�J�JÓ ��A�®�J ��AK.) 	�@Q�� 	̄ @ ½Ë 	Y» A 	J 	JºÖß
 . W 1,p(ℝN )

, n É¾Ë A 	JK
YË . �H

∥un∥Lp∗ ⩽ C∥∇un∥Lp .

	à

@ 10ñ�KA 	̄ �éJ£ñ�K 	áÓ �Ê 	j�J��


. Lp∗ ú

	̄ ú
æ

��ñºË (un)
�éJ
ËA�J�JÖÏ @ 	à


@ �é 	¢kCÖß. �éj. J
�� 	JË @ � 	® 	K úÎ« Èñ�mÌ'@ A 	J 	JºÖß
 10
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. ∥u∥Lp∗ ⩽ C∥∇u∥Lp ð u ∈ Lp∗

□

	à 	X@ . 1 ⩽ p < N 	áºJ
Ë �� .10.9 �éÓ 	PB ∙

W 1,p(ℝN ) ⊂ Lq(ℝN ) ∀q ∈ [p, p∗]

.QÒ�J�Ó 	áK
AJ. �K ©Ó

I. �Jº	K , ù¢ªÓ p ⩽ q ⩽ p∗ �Ë �� �HAJ. �K @
. 0 ⩽ ® ⩽ 1 ©Ó 1

q
=

®

p
+

1− ®

p∗

	à

AK. ( 2.9

�é 	¢kCÓ Q 	¢	� @ ) 	¬Qª	K

∥u∥Lq ⩽ ∥u∥®Lp∥u∥1−®
Lp∗ ⩽ ∥u∥Lp + ∥u∥Lp∗

	à

AK. 9.9 �é 	JëQ�. ÖÏ @ É 	� 	®K. �Ê 	j�J�	� .( 	© 	KñK
 �é 	JK
AJ. �JÓ I. �k)

∥u∥Lq ⩽ C∥u∥W 1,p ∀u ∈ W 1,p(ℝN ).

□

A 	JK
YË �� .( p = N
�éËAmÌ'@ ) 11.9

�éÓ 	PB ∙

W 1,N (ℝN ) ⊂ Lq(ℝN ) ∀q ∈ [N,+∞[

.QÒ�J�Ó 	áK
AJ. �K ©Ó

A 	JK
YË 	àñºK
 p = N ©Ó (20)
��J
J.¢��K. ; u ∈ C1

c (ℝN ) 	à

@ 	�Q 	® 	JË �� �HAJ. �K @

∥u∥tLtN/(N−1) ⩽ t∥u∥t−1
L(t−1)N/(N−1)∥∇u∥LN ∀t ⩾ 1

úÎ« É�m� 	' 	© 	KñK
 �é 	JK
AJ. �JÓ É 	� 	®K.
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(21) ∥u∥LtN/(N−1) ⩽ C(∥u∥L(t−1)N/(N−1) + ∥∇u∥LN ).

úÎ« É�m� 	' ; t = N PA�J	m� 	' (21) ú

	̄

∥u∥LN2/(N−1) ⩽ C∥u∥W 1,N

A 	JK
YË ( 2.4
�é 	¢kCÓ ) ÈAÒº�J�B@ �é 	JK
AJ. �JÓ �é¢�@ñK. ð

∥u∥Lq ⩽ C∥u∥W 1,N

. N ⩽ q ⩽ N2

N − 1
É¾Ë

úÍ@ É�	� . . . tÌ'@ t = N + 2 , t = N + 1 ©Ó ÈBY�J�B@ @ 	Yë P@Qº�JK.

(23) ∥u∥Lq ⩽ C∥u∥W 1,N ∀u ∈ C1
c , ∀N ⩽ q < ∞

□ . W 1,N úÍ@
�é 	̄ A�JºËAK. (23) �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ Y�JÖ �ß . 11N ð q �K. ��Êª�JK
 C �IK. A�K ©Ó

	à 	X @ , p > N 	áºJ
Ë �� . (Morrey) 12.9
�é 	JëQ�.Ó ∙

(24) W 1,p(ℝN ) ⊂ L∞(ℝN )

.QÒ�J�Ó 	áK
AJ. �K ©Ó
A 	JK
YË u ∈ W 1,p(ℝN ) É¾Ë , ½Ë 	X úÍ@

�é 	̄ A 	�B AK.

(25) x, y ∈ ℝN . �H . �k ∣u(x)− u(y)∣ ⩽ C∣x− y∣®∥∇u∥Lp

.( N ð p �K. ¡�® 	̄ ��Êª�JK
 ) �IK. A�K C ð ® = 1− N

p
©Ó

úÎ« . �H . �k u = ũ �IJ
m�'. ũ ∈ C(ℝN )
�éË @X Xñk. ð (25)

�é 	JK
AJ. �JÖÏ @ Ð 	QÊ�J��� �� .12 �é 	¢kCÓ
�Ë �é�®�®m× (25) �IJ
m�'. ø
 Q 	®� �AJ
�̄ �H@ 	X �é«ñÒm.× A ⊂ ℝN 	áº�JË , Éª 	®ËAK. ] . ℝN

@QÒ�J�Ó (@YJ
kð) AªJ
�ñ�K u∣ℝN∖A ÉJ. �®K
 , ℝN ú

	̄ 	J
�J» ℝN ∖A 	à


@ AÖß. ; x, y ∈ ℝN ∖A

, ú
ÎK
 AÒJ
 	̄ . @QÒ�J�Ó C�JÜØ ÉJ. �®�K , p > N , u ∈ W 1,p �éË @X É¿ , øQ 	k

@ �èPAJ.ªK. .[ ℝN úÍ@

. ½Ë 	YË �ék. AmÌ'@ ú
æ
	��J�®�K AÓY 	J« QÒ�J�ÖÏ @ AêÊ�JÒÖß. u Ñ 	¢�J 	JÓ É¾ ���. 	�ñª	K

. q −→ +∞ AÓY 	J« ” Qj. 	® 	JK
 ” ø

	YË@ ð 11
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273

�IJ
k , 0 úÎ« ñ�Jm× , Agñ�J 	®Ó AJ.ªºÓ Q 	áºJ
Ë . u ∈ C1
c (ℝN ) �Ë (25) �HAJ. �KAK.


@YJ. 	K �� �HAJ. �K @

. �HAJ
�K @YgB @ PðAm× úÍ@
�éK
 	P@ñ�JÓ �� r ©Ê 	�Ë@ Èñ£ �� é«C 	�


@

A 	JK
YË x ∈ Q �Ë

u(x)− u(0) =

∫ 1

0

d

dt
u(tx)dt

ú
ÍA�JËAK. ð

(26) ∣u(x)− u(0)∣ ⩽
∫ 1

0

N∑

i=1

∣xi∣
∣∣∣ ∂u
∂xi

(tx)
∣∣∣dt ⩽ r

N∑

i=1

∫ 1

0

∣∣∣ ∂u
∂xi

(tx)
∣∣∣dt.

úÎ« É�m� 	' Q úÎ« (26)
�éÊÓA¾Öß. .( Q úÎ« u ¡�ñ�JÓ ñë ū ) ū =

1

∣Q∣
∫

u(x)dx © 	�	JË

∣ū− u(0)∣ ⩽ r

∣Q∣
∫

Q

dx
N∑

i=1

∫ 1

0

∣∣∣ ∂u
∂xi

(tx)
∣∣∣dt

=
1

rN−1

∫ 1

0

dt

∫

Q

N∑

i=1

∣∣∣ ∂u
∂xi

(tx)
∣∣∣dx =

1

rN−1

∫ 1

0

dt

∫

tQ

N∑

i=1

∣∣∣ ∂u
∂xi

(y)
∣∣∣ dy
tN

.

A 	JK
YË ,PYËñë �é 	JK
AJ. �JÓ úÍ@ @XA 	J���@ , é 	K

@ YJ
K.

∫

tQ

∣∣∣ ∂u
∂xi

(y)
∣∣∣dy ⩽

(∫

Q

∣∣∣ ∂u
∂xi

∣∣∣
p)1/p

∣tQ∣1/p′

.( 0 < t < 1 �Ë tQ ⊂ Q 	à

@ AÖß. )

é 	K

@ i. �J 	J���	�

∣ū− u(0)∣ ⩽ 1

rN−1
∥∇u∥Lp(Q)r

N/p′
∫ 1

0

tN/p′

tN
dt =

r1−N/p

1−N/p
∥∇u∥Lp(Q).

PðAm× ©Ó �éK
 	P@ñ�JÓ é«C 	�

@ ð r éªÊ 	� �AJ
�̄ , Q I. ªºÓ É¾Ë �éjJ
m�� �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ è 	Yë ù�®J. �K

ú
ÍA�JËAK. ; �HAJ
�K @YgB @

(27) ∣ū− u(x)∣ ⩽ r1−N/p

1−N/p
∥∇u∥Lp(Q) ∀x ∈ Q.

A 	JK
YË ( �IÊ�JÖÏ @ �é 	JK
AJ. �JÓ ð) ©Òm.Ì'AK.
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(28) ∣u(x)− u(y)∣ ⩽ 2r1−N/p

1−N/p
∥∇u∥Lp(Q) ∀x ∈ Q.

ð x úÎ« ñ�Jm× r = 2∣x− y∣ éªÊ 	� Èñ£ Q I. ªºÓ Yg. ñK
 ℝN 	áÓ y , x 	á�
�JJ
 	®J
» 	á�
�J¢�® 	JË
	áÓ (un)

�éJ
ËA�J�JÓ ÉÒª�J�	� u ∈ W 1,p(ℝN ) AÓY 	J« . u ∈ C1
c (ℝN ) �Ë (25) 	à 	X@ i. �J 	J���	� . y

. �H . �k un −→ u ð W 1,p(ℝN ) ú

	̄
un −→ u �IJ
m�'. C1

c (ℝN )

ñ�Jm× r = 1 éªÊ 	� Èñ£ I. ªºÓ Q ð x ∈ ℝN , u ∈ C1
c (ℝN ) 	áºJ
Ë . (24) 	à

�
B@ �IJ. �� 	JË

A 	JK
YË , (27) I. �k . x úÎ«

∣u(x)∣ ⩽ ∣ū∣+ C∥∇u∥Lp(Q) ⩽ C∥u∥W 1,p(Q) ⩽ C∥u∥W 1,p(ℝN )

	à 	X@ . ¡�® 	̄
N ð p �K. C ¡J.�KQK
 �IJ
k

∥u∥L∞(ℝN ) ⩽ C∥u∥W 1,p(ℝN ) ∀u ∈ C1
c (ℝN ).

ú

	̄

un −→ u �IJ
m�'. C1
c (ℝN ) 	áÓ (un)

�éJ
ËA�J�JÓ ÉÒª�J�	� u ∈ W 1,p(ℝN ) AÓY 	J«
□ . �H . �k ð W 1,p(ℝN )

	àA
	̄ , N < p < ∞ ©Ó u ∈ W 1,p(ℝN ) @ 	X @ é 	K


AK. (24) 	áÓ i. �J 	J���	� �� .13 �é 	¢kCÓ

lim
∣x∣→∞

u(x) = 0.

úÍ@ @XA 	J���@ ; W 1,p(ℝN ) ú

	̄
un −→ u �IJ
m�'. C1

c (ℝN ) ú

	̄
(un)

�éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K Éª 	®ËAJ. 	̄
. un �Ë ℝN úÎ« uniform

�éÒ 	¢�J 	JÓ �éK
Aî 	E u ½Ë 	Y» Q�. �Jª�K (24)

A 	JK
YË . 1 ⩽ p < ∞ ð AJ
ªJ
J.£ @XY« m ⩾ 1 	áºJ
Ë �� .13.9 �éÓ 	PB ∙

, 1

q
=

1

p
− m

N
�IJ
k Wm,p(ℝN ) ⊂ Lq(ℝN ) 	àA

	̄ , 1

p
− m

N
> 0 @ 	X @

, ∀q ∈ [p,+∞[ Wm,p(ℝN ) ⊂ Lq(ℝN ) 	àA
	̄ , 1

p
− m

N
= 0 @ 	X @

, Wm,p(ℝN ) ⊂ L∞(ℝN ) 	àA
	̄ , 1

p
− m

N
< 0 @ 	X @

. �èQÒ�J�Ó �HA 	JK
AJ. �K ©Ó
© 	�	� , ù
 ªJ
J.£ Q�
 	« m− N

p
> 0 	àA¿ @ 	X @ , ½Ë 	X úÍ@

�é 	̄ A 	�B AK.

o b e i k a n d l . c o m
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. (0 < µ < 1) µ =
[
m− N

p

]
− k ð k =

[
m− N

p

]

12u ∈ Wm,p(ℝN ) É¾Ë , A 	JK
YË

∣®∣ ⩽ k ©Ó ∀® ∥D®u∥L∞ ⩽ C∥u∥Wm,p

ð

. ∣®∣ = k , ∀® , x, y ∈ ℝN . �H . �k ∣D®u(x)−D®u(y)∣ ⩽ C∥u∥Wm,p ∣x− y∣µ

13 . Wm,p(ℝN ) ⊂ Ck(ℝN ) �ñ�	mÌ'AK. ð

�é 	JëQ�.ÒÊË ð 11.9
�éÓ 	PC�Ë , 9.9

�é 	JëQ�.ÒÊË PQº�JÓ ��J
J.¢��K. l .�
'A�J 	JË @ è 	Yë É¿ úÎ« É�m�'
 �� �HAJ. �K @

□ . 12.9

Éª 	®ËAJ. 	̄ . WN,1 ⊂ L∞ A 	JK
YË : �é�A 	g Yg. m = N ð p = 1
�éËAmÌ'@ �� .14

�é 	¢kCÓ ∗
A 	JK
YË ; u ∈ C∞

c
	áºJ
Ë

u(x1, x2, ...xN ) =

∫ x1

−∞

∫ x2

−∞
...

∫ xN

−∞

∂Nu

∂x1∂x2...∂xN
(t1, t2, ...tN )dt1dt2...dtN

	à 	X@ ð

(29) ∥u∥L∞ ⩽ ∥u∥WN,1 ∀u ∈ C∞
c .

□ . �é 	̄ A�JºË@ ÉÒª�J�	� , u ∈ WN,1 @ 	X @

: �Ë @ 	à
�
B@ Q�. �Jª 	JË

Γ ©Ó C1 		J�Ë@ 	áÓ �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω Q�. �Jª 	K �� . Ω ⊂ ℝN �IJ
k �éËAg . H.
. Ω = ℝN

+ ð

@ , XðYm×

. ∣®∣ < k ©Ó ∀® ð ∀x, y ∈ ℝN ∣D®u(x)−D®u(y)∣ ⩽ C∥u∥Wm,p ∣x− y∣ 	à

AK. i. �J 	J����
 é 	JÓ ð 12

.QÒ�J�Ó É�JÜØ PAJ
�J 	kAK. ð AJ. K
Q�®�K 13
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A 	JK
YË . 1 ⩽ p ⩽ ∞ 	áºJ
Ë �� .14.9 �éÓ 	PB ∙

, 1

p∗
=

1

p
− 1

N
�IJ
k W 1,p(Ω) ⊂ Lp∗

(Ω) 	àA
	̄ , 1 ⩽ p < N @ 	X @

, ∀q ∈ [p,+∞[ W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) 	àA
	̄ , p = N @ 	X @

, W 1,p(Ω) ⊂ L∞(Ω) 	àA
	̄ , p > N @ 	X @

. �èQÒ�J�Ó �HA 	JK
AJ. �K ©Ó
u ∈ W 1,p(Ω) É¾Ë A 	JK
YË é 	KA

	̄
p > N 	àA¿ @ 	X @ , ½Ë 	X úÍ@

�é 	̄ A 	�B AK.
x, y ∈ Ω . �H . �k ∣u(x)− u(y)∣ ⩽ C∥u∥W 1,p ∣x− y∣®

14 . W 1,p(Ω) ⊂ C(Ω) �ñ�	mÌ'AK. ð . N ð p , Ω �K. ¡�® 	̄ ¡J. �KQÓ C ð ® = 1− N

p
©Ó

©J
�ñ�JË @ Q�K ñÓ É 	gY	K �� �HAJ. �K @
P : W 1,p(Ω) −→ W 1,p(ℝN )

□ . 12.9 �é 	JëQ�. ÖÏ @ ð 11.9
�éÓ 	PC�Ë@ , 9.9

�é 	JëQ�. ÖÏ @ ½Ë 	X YªK. ��J.¢	� ;( 7.9
�é 	JëQ�. ÖÏ @ Q 	¢ 	� @ )

15 . Ω �K. ℝN A 	J 	�ñ« @ 	X @ AjJ
m�� 14.9
�éÓ 	PC�Ë@ h. A�J 	J���@ ù�®J. K
 �� .15.9 �éÓ 	PB ∙

.QÒ�J�Ó É�JÜØ PAJ
�J 	kAK. ð AJ. K
Q�®�K 14

	àA
	̄ , ù
 ªJ
J.£ Q�
 	« m− N

p
> 0 	àA¿ @ 	X @ é 	K


AK. l� 	�ñ	JË 15

k =
[
m− N

p

] �IJ
k Wm,p(Ω) ⊂ Ck(Ω)

. { ∣®∣ ⩽ k ©Ó ® É¾Ë Ω úÎ« @QÒ�J�Ó AªJ
�ñ�K ÉJ. �®K
 D®u ; u ∈ Ck(Ω) } = Ck(Ω) ð
		J�Ë@ 	áÓ Ω 	àñº�K 	à


@ A 	JÓ 	QÊK
 : AJ
 	̄ A 	�@ A 	�@Q�� 	̄ @ I. Ê¢�JK
 @ 	Yë 	áºË ð , �èQå��AJ.Ó 13.9

�éÓ 	PC�Ë@ ��J
J.¢�� A 	��


@ A 	J 	K A¾ÓAK.

16

. P : Wm,p(Ω) −→ Wm,p(ℝN ) ©J
�ñ�JË @ Q�K ñÓ ZA ��	� @ A 	JË 	áºÒ�JK
 ú �æk Cm

o b e i k a n d l . c o m
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□ . 1614.9
�éÓ 	PC�Ë PQºÓ ��J
J.¢��K. �� �HAJ. �K @

. C1 		J�Ë@ 	áÓ ð �èXðYm× Ω 	�Q�� 	® 	K �� . (Rellich−Kondrachov) 16.9
�é 	JëQ�.Ó ∙

A 	JK
YË
, 1

p∗
=

1

p
− 1

N
�IJ
k ∀q ∈ [1, p∗[ W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) 	àA

	̄ , p < N @ 	X @
, ∀q ∈ [1,+∞[ W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) 	àA

	̄ , p = N @ 	X @
, W 1,p(Ω) ⊂ C(Ω) 	àA

	̄ , p > N @ 	X @
17 . �é�@Q��Ó �HA 	JK
AJ. �K ©Ó

�éËAmÌ'@ ¨Ag. P@ 	áºÖß
 . ú
Íñº�

@ �é 	JëQ�.Ó 	áÓ ð 14.9

�éÓ 	PC�Ë@ 	áÓ p > N
�éËAmÌ'@ i. �J 	J����� �� �HAJ. �K @

. p < N
�éËAmÌ'@ úÍ@ p = N

. W 1,p(Ω) �Ë �èYgñË@ �èQ» ℱ PAJ. �J«@ ©Ó 26.4
�éÓ 	PC�Ë@ ��J.¢	� . p < N 	à 	X@ 	�Q 	® 	JË

�éK. A�J» A 	J 	JºÒJ
 	̄
1 ⩽ q < p∗ 	à


@ AÖß. �� . (23.4) 	áÓ ���®j�JË @

. 0 < ® ⩽ 1 ©Ó 1

q
=

®

1
+

1− ®

p∗

( 2.4
�é 	¢kCÓ ) ÈAÒº�J�B@ �é 	JK
AJ. �JÓ É 	� 	®K. . ∣ℎ∣ < dist(!,CΩ) ð u ∈ ℱ , ! ⊂⊂ Ω 	áºJ
Ë

A 	JK
YË

∥¿ℎu− u∥Lq(!) ⩽ ∥¿ℎu− u∥®L1(!)∥¿ℎu− u∥1−®
Lp∗ (!)

.

ú
ÍA�JËAK. . ∥¿ℎu− u∥L1(!) ⩽ ∣ℎ∣∥∇u∥L1(Ω) A 	JK
YË 3.9 �éJ
 	��®Ë@ úÍ@ @XA 	J���@ é 	K

@ YJ
K.

∥¿ℎu− u∥Lq(!) ⩽ (∣ℎ∣∥∇u∥L1(Ω))
®(2∥u∥Lp∗ (Ω))

1−® ⩽ C∣ℎ∣®

Q�
 	ª� ∣ℎ∣ �Ë ∥¿ℎu− u∥Lq(!) < ² é 	K

AK. �Ê 	j�J�	� .( 14.9

�éÓ 	PC�Ë@ ð PYËñë �é 	JK
AJ. �JÓ ��J.£ )
. �éK
A 	®ºË@ éJ
 	̄ AÖß.

A 	JK
YË PYËñë �é 	JK
AJ. �JÓ I. �k ; u ∈ ℱ 	áºJ
Ë �� . (24.4) 	áÓ ���®j�JË @

∥u∥Lq(Ω∖!) ⩽ ∥u∥Lp∗ (Ω∖!)∣Ω ∖ !∣1− q
p∗ ⩽ ∣Ω ∖ !∣1− q

p∗ < ²

. p É¾Ë �é�@Q��Ó �HA 	JK
AJ. �K ©Ó W 1,p(Ω) ⊂ Lq(Ω) �ñ�	mÌ'AK. ð 17
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□ . 18 �éJ.�A 	JÓ �é�®K
Q¢�. �èPA�J	m× ! �Ë

: ú 	æªÖÏ @ @ 	YîE. ′′ AJ. K
Q�®�K ′′ øñ��̄
16.9

�é 	JëQ�. ÖÏ @ Yª�K �� .15 �é 	¢kCÓ
. 19�@Q��Ó Q�
 	« W 1,p(Ω) ⊂ Lp(Ω) 	áK
AJ. �JË @ , AÓñÔ« , é 	KA

	̄ �èXðYm× Q�
 	« Ω �I	KA¿ @ 	X @ (1
ð �èXðYm× Ω �I	KA¿ @ 	X @ ú �æk �èPðQå	�ËAK. A�@Q��Ó ��
Ë W 1,p(Ω) ⊂ Lp∗

(Ω) 	áK
AJ. �JË @ (2

.( [EX] Q 	¢	� @ ) �éÒ 	¢�J 	JÓ

Õæ

	¢ 	JË @ ú 	̄ A¾K
 ú
¾Ë 	à 	X@ . C1 		J�Ë@ 	áÓ �èXðYm× Ω 	áº�JË �� .16 �é 	¢kCÓ ∗

∣∣∣u∣∣∣ = ∥∇u∥Lp + ∥u∥Lq

	à

@ ù


	®ºK
 W 1,p Õæ

	¢ 	�

1 ⩽ p < N @ 	X @ 1 ⩽ q ⩽ p∗

p = N @ 	X @ 1 ⩽ q < ∞
p > N @ 	X @ 1 ⩽ q ⩽ ∞

.( [EX] Q 	¢	� @ )

ð C1 		J�Ë@ 	áÓ �èXðYm× Ω 	áº�JË �� .( p = N ú

GAî 	DË @ YmÌ'@ ) 17

�é 	¢kCÓ ∗
@ 	X @ C�JÔ 	̄ . u ∕∈ L∞(Ω) AÓñÔ« é 	KA

	̄ . u ∈ W 1,N (Ω)

Ω = {x ∈ ℝN ; ∣x∣ < 1/2}
,( [EX] Q 	¢	� @ ) W 1,N (Ω) úÍ@ ù
 Ò�J 	��K 0 < ® < 1− 1

N
©Ó u(x) =

(
log

1

∣x∣
)® �éË @YË@ 	àA

	̄

�é 	JK
AJ. �JÓ A 	JK
YË é 	K

@ YJ
K. . x = 0 Y	J« singularity

	Xð 	Y ��Ë@ I. �. ��. �èXðYm× �I��
Ë 	áºË ð
Trudinger

∫

Ω

e∣u∣N(N−1) < ∞ ∀u ∈ W 1,N (Ω)

.( Gilbarg − Trudinger [1] ð Adams [1] Q 	¢	� @ )

ð

@ �éK. A�KQË @ ø


	X H. PA�®�JË @ �é 	JëQ�.Ó ��J.£) �éK
A 	®ºË@ éJ
 	̄ AÖß. Q�
 	ª� ± > 0 ð ! = {x ∈ Ω; dist(x,Γ) > ±} C�JÓ 18

.(Pñ�jÖÏ@ H. PA�®�JË @
�éj 	®� Adams [1] Q 	¢	� @ ) Ñ 	¢�J 	JÖÏ @ YmÌ'@ ð 	X ð ú
æî �D 	JÖÏ @ �AJ
�®Ë @ �H@ 	X �ékñ�J 	®ÖÏ @ �HA«ñÒj. ÖÏ @ 	�ªJ. Ë �éJ.� 	�ËAK. ú �æk 19

.( 167
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W 1,p
0 (Ω) ZA 	� 	̄

.4.9

ð , W 1,p(Ω) ú

	̄
C1

c (Ω)
�é�̄C 	«@ úÍ@ 	QÓQK
 W 1,p

0 (Ω) ; 1 ⩽ p < ∞ 	áºJ
Ë �� . 	K
Qª�K
20 	àðY	K

H1
0 (Ω) = W 1,2

0 (Ω).

�Ë ú
æ�A¾ª	K @ ð ; É� 	®ÊË ÉK. A�̄ , pA 	JK. Z A 	� 	̄ ñë W 1,p 	áÓ i. �J 	JÖÏ @ Õæ

	¢ 	JËAK. Xð 	QÖÏ @ W 1,p

0 ZA 	� 	̄
. H1 	áÓ i. �J 	JÖÏ @ ù
 ÒÊ�Ë@ Z @Yj. ÊË �HQ�. Êë ZA 	� 	̄ ñë H1

0
. 1 < p < ∞

A 	JK
YË , W 1,p(ℝN ) ú

	̄ 	J
�J» C1

c (ℝN ) 	à

@ AÖß. �� .18 �é 	¢kCÓ ∗

W 1,p
0 (ℝN ) = W 1,p(ℝN ).

′′ ℝN ∖ Ω 	àA¿ @ 	X @ 	áºË ð . W 1,p
0 (Ω) ∕= W 1,p(Ω) AÓñÔ« é 	KA

	̄ , Ω ⊂ ℝN @ 	X @ é 	K

@ YJ
K.

@ 	X @ C�JÔ 	̄ . W 1,p
0 (Ω) = W 1,p(Ω) A 	JK
YË é 	KA

	̄ , p < N ð ′′ �éK
A 	®ºË@ éJ
 	̄ AÖß. A 	®J
ª 	�
.( [EX] Q 	¢	� @ ) H1

0 (Ω) = H1(Ω) 	à

@ �IJ. �� 	K N ⩾ 2 ð Ω = ℝN ∖ {0}

ú

	̄ 	J
�J» C∞

c (Ω) 	à

AK. �� (½n)

�éJ
ÒJ
 	¢ 	��K �éJ
ËA�J�JÓ �é¢�@ñK. �� �éËñîD��. ���®j�J 	K �� .19 �é 	¢kCÓ
ú


	̄
C1

c (Ω) 	á« A 	�ñ« C∞
c (Ω)

��K
Q 	®�K 	àðX ÈAÒª�J�@ A 	J 	K A¾ÓAK. øQ 	k

@ �èPAJ.ªK. . W 1,p

0 (Ω)

. W 1,p
0 (Ω)

	K
Qª�K

úÎ« ÐYª	J�K ′′ ú

�æË@ W 1,p(Ω) È@ðX ù
 ë ′′ Ñ 	j 	�Ó É¾ ���. ′′ W 1,p

0 (Ω) È@ðX 	à@�é 	̄QªÓ u ∈ W 1,p(Ω)
�éË @X �IÓ@XAÓ �èPAJ.ªË @ è 	YêË ú 	æªÓ ZA¢«@ I. ª�Ë@ 	áÓ é 	K @ . ′′ Γ = ∂Ω

hQ���®�K é 	K

@ Q�
 	« . 21 @QÒ�J�Ó C�JÜØ u �Ë ��
Ë ð (! ø
 Q 	®� �AJ
�̄ �H@ 	X Γ 	à


@ YJ
K.) . �H . �k ¡�® 	̄

�K.

@YJ. 	JË . ′′ Γ úÎ« �éÓYª	JÓ ′′ È@ðX ©Ó ′′ ÉÓAª�J 	�� ′′ A 	J 	K


AK. �éJ
ËA�JË @ �H@ 	Q�
ÒÖÏ @

. H1
0 (Ω) ð W 1,p

0 (Ω) 	á« A 	�ñ« H1
0 ð W 1,p

0 I. �Jº	K 	�ñÔ 	« ø


@ 	àñºK
 B AÓY	J« 20

; u∣Γ ∈ Lp(Γ) 	à

@ �HAJ. �K @ ð ( �éÒ 	¢�J 	JÓ Ω 	àñº�K AÓY 	J«) u∣Γ �Ë ú 	æªÓ ZA¢«@ A 	J 	JºÖß
 u ∈ W 1,p(Ω) @ 	X @ é 	K


@ Q�
 	« 21

.(É� 	®Ë@ @ 	Yë ú

	̄ ��J
ËAª�JË @ Q 	¢	� @) traces Q�K


B@ �éK
Q 	¢	� ZA«Y�J�@ I. m.�'
 @ 	Yë Ég.


@ 	áÓ
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	àA
	̄ , Ω ú


	̄ ñ�Jm× , �@Q��Ó Suppu ©Ó , 1 ⩽ p < ∞ , u ∈ W 1,p(Ω) 	áºJ
Ë �� .5.9 �éJ£ñ�K
. u ∈ W 1,p

0 (Ω)

�IJ
m�'. ® ∈ C1
c (!) PA�J	m� 	' ð Suppu ⊂ ! ⊂⊂ Ω �IJ
m�'. !

�ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× �IJ. �� 	K �� �HAJ. �K @
ú


	̄
(un)

�éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K ( 2.9
�é 	JëQ�.Ó ) øQ 	k


@ �éêk. 	áÓ . ®u = u 	à 	X@ ; Suppu úÎ« ® = 1

ú
ÍA�JËAK. . Lp(!)N ú

	̄ ∇un −→ ∇u ð Lp(Ω) ú


	̄
un −→ u �IJ
m�'. C∞

c (ℝN )

□ . u ∈ W 1,p
0 (Ω) é 	K


@ i. �J 	J����
 . ®u ∈ W 1,p

0 (Ω) ð W 1,p(Ω) ú

	̄
®un −→ ®u

22 	áºJ
Ë . C1 		J�Ë@ 	áÓ Ω 	à

AK. 	�Q�� 	® 	K �� .17.9 �é 	JëQ�.Ó

. 1 ⩽ p < ∞ ©Ó u ∈ W 1,p(Ω) ⌢ C(Ω)

: 	àA�JJ 	̄ A¾�JÓ 	àA�JJ
ËA�JË @ 	àA�J�
�A	mÌ'@ 	à 	X@

Γ úÎ« u = 0 (1

. u ∈ W 1,p
0 (Ω) (2

�IJ
m�'. G ∈ C1(ℝ) �éË @X �IJ. �� 	K . XðYm× Suppu 	à

@ Bð


@ 	�Q 	® 	JË .(2 ⇐= (1 �� �HAJ. �K @

∣t∣ ⩽ 1 @ 	X @ 0

.∣t∣ ⩾ 2 @ 	X @ t

}
= G(t) ð ∀t ∈ ℝ ∣G(t)∣ ⩽ ∣t∣

�é 	JëQ�.Ó �é¢�@ñK.) �éËñîD��. ���®j�J 	K .( 5.9
�éJ
 	��̄) W 1,p úÍ@ ù
 Ò�J 	��K un =

1

n
G(nu) 	à 	X @

øQ 	k

@ �éêk. 	áÓ . W 1,p ú


	̄
un → u 	à


AK. (lk. QÖÏ @ H. PA�®�JË @

.( 14.9
�éÓ 	PC�Ë @ Q 	¢ 	� @ ) u ∈ W 1,p =⇒ u ∈ C(Ω) 	àA

	̄ , p > N @ 	X @ 22
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Suppun ⊂ {x ∈ Ω; ∣u(x)∣ ⩾ 1

n
}

ú
ÍA�JËAK. ð un ∈ W 1,p
0

, 5.9
�éJ£ñ�J�Ë @ úÍ@ @XA 	J���@ . Ω ú


	̄ ñ�Jm× �@Q��Ó Suppun
	à 	X@ ð

, u ′′ �H@Q�KAK. ′′ , ³nu
�éJ
ËA�J�JÖÏ @ Q�. �Jª 	K , XðYm× Q�
 	« Suppu �IJ
k �éÓAªË@ �éËAmÌ'@ ú


	̄ . u ∈ W 1,p
0

øQ 	k

@ �éêk. 	áÓ ð ³nu ∈ W 1,p

0
��J.� AÓ I. �k .( 2.9

�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @ ú

	̄
³n É�JÓ )

. u ∈ W 1,p
0

	à 	X@ ; W 1,p ú

	̄
³nu −→ u

	áºJ
Ë . ú
ÍA�JË @ úÍ@
�éË


A�ÖÏ @ ©k. Q 	K �éJ
Êm× �HAJ
�K @Yg@

�éÓñ 	¢	JÓ �é¢�@ñK. .(1 ⇐= (2

. Q0 úÎ« u = 0 	à

@ �I�. �K


@ ; u ∈ W 1,p

0 (Q+) ⌢ C(Q+)

. W 1,p(Q+) ú

	̄
un −→ u �IJ
m�'. C1

c (Q+) 	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ (un) 	áº�JË
(x′, xN ) ∈ Q+ �Ë , A 	JK
YË

∣un(x
′, xN )∣ ⩽

∫ xN

0

∣∣∣ ∂un

∂xN
(x′, t)

∣∣∣dt

0 < ² < 1 �Ë 	à 	X@ ð
1

²

∫

∣x′∣<1

∫ ²

0

∣un(x
′, xN )∣dx′dxN ⩽

∫

∣x′∣<1

∫ ²

0

∣∣∣ ∂un

∂xN
(x′, t)

∣∣∣dx′dt.

úÎ« É�m� 	' ( �I�. �JÓ ² > 0 ) n −→ ∞ AÖÏ , �éK
Aî 	DË @ Y 	J«
1

²

∫

∣x′∣<1

∫ ²

0

∣u(x′, xN )∣dx′dxN ⩽
∫

∣x′∣<1

∫ ²

0

∣∣∣ ∂u

∂xN
(x′, t)

∣∣∣dx′dt.

i. �J 	�K
 ² −→ 0 AÖÏ , @Q�
 	g

@

∫

∣x′∣<1

∣u(x′, 0)∣dx′ = 0

□ . Q0 úÎ« u = 0 	à 	X@ .( ∂u

∂xN
∈ L1(Q+) ð u ∈ C(Q+)

	à

@ AÖß. )

(1 ⇐= (2 �ºªË@ 	à

@ YJ
K. . Ω ÐA 	¢�J 	K @ ÉÒª�J�	� ÕË (2 ⇐= (1 �HAJ. �K @ ú


	̄ �� .20
�é 	¢kCÓ

.( [EX] Q 	¢	� @ ; p ⩽ N ð N ⩾ 2 ©Ó Ω = ℝN ∖ {0} C�JÓ Q�. �J«@ ) Ω ÐA 	¢�J 	K @ �éJ
 	�Q 	̄ I. Ê¢�JK


; W 1,p
0 �Ë øQ 	k


@ �éJ
�A 	g è 	Yë
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. 1 < p < ∞ ©Ó u ∈ Lp(Ω) 	áºJ
Ë . C1 		J�Ë@ 	áÓ Ω 	�Q�� 	® 	K �� .18.9 �éJ
 	��̄
�éJ 	̄ A¾�JÓ �éJ
ËA�JË @ �@ñ	mÌ'@

. u ∈ W 1,p
0 (Ω) (1

�IJ
m�'. C �IK. A�K Yg. ñK
 (2

∣∣∣
∫

Ω

u
∂'

∂xi

∣∣∣ ⩽ C∥'∥Lp′ ∀' ∈ C1
c (ℝN ), ∀i = 1, 2, ...N.

x ∈ Ω u(x)

x ∈ ℝN ∖ Ω 0

}
= ū(x)

�éË @YË@ (3

. ∂ū

∂xi
=

∂u

∂xi

�éËAmÌ'@ è 	Yë ú

	̄ ð W 1,p(ℝN ) úÍ@ ù
 Ò�J 	��K

�Ë . W 1,p ú

	̄
un −→ u �IJ
m�'. C1

c (Ω) 	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ (un) 	áº�JË .(2 ⇐= (1 �� �HAJ. �K @
A 	JK
YË ' ∈ C1

c (ℝN )

∣∣∣
∫

Ω

un
∂'

∂xi

∣∣∣ =
∣∣∣
∫

Ω

∂un

∂xi
'
∣∣∣ ⩽ ∥∇un∥Lp∥'∥Lp′ .

. (2 úÎ« É�m� 	' , �éK
Aî 	DË @ Y 	J«

A 	JK
YË ; ' ∈ C1
c (ℝN ) 	áºJ
Ë .(3 ⇐= (2

∣∣∣
∫

ℝN

ū
∂'

∂xi

∣∣∣ =
∣∣∣
∫

Ω

u
∂'

∂xi

∣∣∣ ⩽ C∥'∥Lp′ (Ω) ⩽ C∥'∥Lp′ (ℝN ).

.( 3.9
�éJ
 	��®Ë@ I. �k ) ū ∈ W 1,p(ℝN ) 	à 	X@

�é¢�@ñK. .( u �Ë ³nu �H@Q�KAK. Q�. �Jª 	K B@ ð ) �èXðYm× Ω 	à

@ 	�@Q�� 	̄ @ AÖ ß @X A 	J 	JºÖß
 .(1 ⇐= (3

; u ∈ Lp(Q+) 	áºJ
Ë : �éJ
ËA�JË @ �éË

A�ÖÏ @ úÍ@ Xñª	K �èYgñË@ �éK 	Qm.�

�' ð �éJ
Êm× �HAJ
�K @Yg@
�éÓñ 	¢	JÓ

�éË @YË@ 	à

@ 	�Q�� 	® 	K

xN > 0 , x ∈ Q u(x)

xN < 0 , x ∈ Q 0

}
= ū(x)

	à

@ �I�. �K


@ ; W 1,p(Q) úÍ@ ù
 Ò�J 	��K
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®u ∈ W 1,p
0 (Q+) ∀® ∈ C1

c (Q).

�IJ
m�'.
�éÒ 	¢	JÓ �éJ
ËA�J�JÓ (½n) 	áº�JË

Supp½n ⊂ {x ∈ ℝN ;
1

2n
< xN <

1

n
};

PAJ
�J 	k@ C�JÓ A 	J 	JºÖß


. Supp½ ⊂ {x ∈ ℝN ;
1

2
< xN < 1} ð ½n(x) = nN½(nx)

ù
 Ò�J 	��K Q h. PA 	g 0 �K. �éª�ñÓ ®ū 	à

@ 	¡kB ) . W 1,p(ℝN ) ú


	̄
½n ∗ (®ū) −→ (®ū) 	à 	X@

øQ 	k

@ �éêk. 	áÓ .( W 1,p(ℝN ) úÍ@

Supp(½n ∗ ®ū) ⊂ Supp½n + Supp(®ū) ⊂ Q+

ú
ÍA�JËAK. . �éK
A 	®ºË@ éJ
 	̄ AÖß. Q�
J.» n �Ë

. ®u ∈ W 1,p
0 (Q+)

	à 	X@ ð ½n ∗ (®ū) ∈ C1
c (Q+)

□

Ω 	�@Q�� 	̄ @ A 	JJ
Ê« 	àA¿ @ 	YêË ð ©J
�ñ�K Q�K ñÓ úÍ@ 14.9
�éÓ 	PC�Ë@ �HAJ. �K @ ú
«Y�J��
 �� .21 �é 	¢kCÓ

h. PA 	g 0 �K. ú

	Gñ 	KA �®Ë @ ©J
�ñ�JË @ ÈAÒª�J�@ A 	Jª�ñJ. 	̄ , W 1,p

0 (Ω) �K. W 1,p(Ω) A 	J 	�ñ« @ 	X@ . �éÒ 	¢�J 	JÓ
Ð@ 	Q��ËB@ , 18.9

�éJ
 	��®Ë@ �HAJ. �K @ ú

	̄ , 	à


@ 	¡kB ) �éJ
 	®J
» �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒj. ÖÏ 	áºÜØ ñë ð , Ω

14.9
�éÓ 	PC�Ë@ 	à


@ �ñ�	mÌ'AK. i. �J 	J����
 .( Ω úÎ« ÐA 	¢�J 	K @ 	�@Q�� 	̄ @ ø



@ ÉÒª�J��
 B (3 ⇐= (1

Ω ©Ó W 1,p
0 (Ω) �Ë �éjJ
m�� 16.9

�é 	JëQ�. ÖÏ @ ; �éJ
 	®J
» �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω ©Ó W 1,p
0 (Ω) �Ë �éjJ
m��

�ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω �I	KA¿ @ 	X @ é 	K

@ 9.9 �é 	JëQ�. ÖÏ @ 	áÓ A 	��



@ i. �J 	J���	� . �éJ
 	®J
» �èXðYm× �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.×

	àA
	̄
1 ⩽ p < N ð �éJ
 	®J
»

(30) ∥u∥Lp∗ ⩽ C(p,N)∥∇u∥Lp ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω).

. �èXðYm× �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω 	à

AK. 	�Q�� 	® 	K �� .( éK
PA¾ 	K @ñK. �é 	JK
AJ. �JÓ) 19.9

�éÓ 	PB ∙
�IJ
m�'. ( p ð Ω �K. ��Êª�JÓ ) C �IK. A�K Yg. ñK
 é 	KA

	̄

∥u∥Lp ⩽ C∥∇u∥Lp ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω) (1 ⩽ p < ∞).

, H1
0 (Ω) úÎ« ; ∥u∥W 1,p Õæ


	¢ 	JÊË ú 	̄ A¾Ó , W 1,p
0 (Ω) úÎ« Õæ


	¢ 	� ∥∇u∥Lp
�èPAJ.ªË @ , �ñ�	mÌ'AK.

o b e i k a n d l . c o m



284

. ∥u∥H1 Õæ

	¢ 	JÊË ú 	̄ A¾ÖÏ @ ∥∇u∥L2 Õæ


	¢ 	JË @ �� 	̄ @QK
 ù
 ÒÊ� Z@Yg.
∫

Ω

∇u.∇v
�èPAJ.ªË @

Ω �I	KA¿ @ 	X @ ð

@ , é�J 	JÓ Ω �AJ
�̄ 	àA¿ @ 	X @

�éjJ
m�� éK
PA¾ 	K @ñK. �é 	JK
AJ. �JÓ ù�®J. �K �� .22
�é 	¢kCÓ

.( [EX] Q 	¢	� @ ) Yg@ð èAm.�
�' @ ú


	̄ �èXðYm×

�é�̄C 	«A¿ Wm,p
0 (Ω)

	¬Qª	K , 1 ⩽ p < ∞ ð 1 ⩽ ù
 ªJ
J.£ XY« m �Ë �� .23
�é 	¢kCÓ

ð u ∈ Wm,p(Ω) @ 	X @ Wm,p
0 (Ω) úÍ@ u

�éË @X ù
 Ò�J 	��K , ′′ AJ. K
Q�®�J 	̄ ′′ . Wm,p(Ω) ú

	̄
Cm

c (Ω)

	á�
K. @YJ
k. 	Q�
J
Ò�JË @ ù

	ªJ. 	�K
 . ∣®∣ ⩽ m− 1 �IJ
m�'. ® XYª�JÓ ÉJ
ËX É¾Ë Γ úÎ« D®u = 0 @ 	X @

. m ⩾ 2 �Ë (Wm,p ⌢ W 1,p
0 ) ð Wm,p

0

W 1,p
0 �Ë ø
 ñ	J�JË @ Z A 	� 	®Ë@

H−1(Ω) �K. ð 1 ⩽ p < ∞ , W 1,p
0 (Ω) �Ë ø
 ñ	J�JË @ Z A 	� 	®ÊË W−1,p′

(Ω) �K. 	QÓQ 	K �� . 	Q�
ÓQ�K
. H1

0 (Ω) ø
 ñ	J�JË

É¾ ��Ë@ A 	JK
YË . éK
ñ 	J�K ©Ó H1
0 (Ω)

��K. A¢ 	� B 	áºË ð , éK
ñ 	J�K ©Ó L2(Ω)
��K. A¢	�

H1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ H−1(Ω)

. �é 	®J
�J» ð �èQÒ�J�Ó �HA 	JK
AJ. �K ©Ó

A 	JK
YÊ 	̄ , �èXðYm× Ω �I	KA¿ @ 	X @
2N

N + 2
⩽ p < ∞ @ 	X @ W 1,p

0 (Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ W−1,p′
(Ω)

. �é 	®J
�J» ð �èQÒ�J�Ó �HA 	JK
AJ. �K ©Ó

A 	JK
YÊ 	̄ , �èXðYm× Q�
 	« Ω �I	KA¿ @ 	X @
. 2N

N + 2
⩽ p ⩽ 2 @ 	X @ W 1,p

0 (Ω) ⊂ L2(Ω) ⊂ W−1,p′
(Ω)

�Ë @ �é¢�@ñK. W−1,p′ Qå�A 	J« 	Q�
J
Ö
�ß 	áºÖß
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�IJ
m�'. f0, f1, ...fN ∈ Lp′
(Ω) Yg. ñK
 	à 	X@ , F ∈ W−1,p′

(Ω) 	áºJ
Ë �� .20.9 �éJ
 	��̄

< F, v >=

∫
f0v +

N∑

i=1

∫
fi

∂v

∂xi
∀v ∈ W 1,p

0 (Ω)

ð

max
0⩽i⩽N

∥fi∥Lp′ = ∥F∥.

. f0 = 0
	Y 	g


@ A 	J 	JºÖß
 , �èXðYm× Ω 	àñº�K AÓY 	J«

□ . 13.8 �éJ
 	��®Ë@ �HAJ. �K @ ÕÔ« �� �HAJ. �K @

�éJ
j. ÊJ
ÊëB @ �éK
YmÌ'@ ÉKA�ÖÏ @ 	�ªJ. Ë �éJ
�K @Q�
 	ª�K �é 	«AJ
� .5.9

. �éJ
 	K A�JË @ �ék. PYË@ 	áÓ �éJ
j. ÊJ
ÊëB @ 23 �éJ
K 	Qm.Ì'@ �éJ
Ê 	�A 	®�JË @ �HBXAªÖÏ @ 	�ªK. Ém�'. 	à
�
B@ PXAJ. 	K

	¬ñ�

�Ij�. 	K ; �èXðYm× �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω ⊂ ℝN 	áº�JË �� . ( �é�	�Aj. �JÖÏ @ éJ
Ê¾K
QK
X �éË

A�Ó) 1 ÈA�JÓ

�Ë �é�®�®m× u : Ω −→ ℝ �éË @X 	á«

(31)
Ω úÎ« −Δu+ u = f

Γ = ∂Ω úÎ« u = 0

}

�IJ
k

, u ú
æ�CK. B = Δu =
N∑

i=1

∂2u

∂x2
i

.( �éK
 	Q�
Êm.�
	'B @ �é 	ªÊ�ËAK. PDE = ) �k. . �H . �Ó PA��J 	kAK. 23
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.(�	�Aj. �JÖÏ @) éJ
Ê¾K
QK
X  Qå���. Γ úÎ« u = 0 ø
 YmÌ'@  Qå��Ë @ ùÒ��
 . Ω úÎ« �èA¢ªÓ �éË @X f ð

�Ë 	J
ª 	�Ë@ ÉmÌ'@ . (31)
���®m��' u ∈ C2(Ω̄)

�éË @X ñë (31) �Ë ú
¾J
�C¾Ë@ ÉmÌ'@ �� . 	K
PAª�K
���®m��' u ∈ H1

0 (Ω)
�éË @X ñë (31)

(32)

∫

Ω

∇u∇v +

∫

Ω

uv =

∫

Ω

fv ∀v ∈ H1
0 (Ω).

. 8 É� 	®Ë@ ú

	̄ XYjÖÏ @ l .×A 	KQ�. Ë @ ��J
J.¢��K.


@YJ. 	JË

	à 	X@ ð u ∈ H1(Ω) ⌢ C(Ω) Éª 	®ËAK. �� . 	J
ª 	� Ég ñë ú
¾J
�C¿ Ég É¿ . 
@ �éÊgQÖÏ @

@ 	X @ øQ 	k

@ �éêk. 	áÓ .( 20

�é 	¢kCÖÏ @ ½Ë 	Y» Q 	¢	� @ ) 17.9
�é 	JëQ�. ÖÏ @ É 	� 	®K. u ∈ H1

0 (Ω)

A 	JK
YË , v ∈ C1
c (Ω)

∫

Ω

∇u∇v +

∫

Ω

uv =

∫

Ω

fv

. v ∈ H1
0 (Ω) É¾Ë �éjJ
m�� �è@ðA�ÖÏ @ è 	Yë ù�®J. �K �é 	̄ A�JºËAK. ð

. 	J
ª 	�Ë@ ÉmÌ'@ �éJ
 	K @Ygð ð Xñk. ð . H. �éÊgQÖÏ @

u ∈ H1
0 (Ω) Yg. ñK
 , f ∈ L2(Ω) É¾Ë �� .( �HQ�. Êë - 	àAÖß
P - éJ
Ê¾K
QK
X) 21.9

�é 	JëQ�.Ó ∙
��K
Q£ 	á« u É�m�'
 , ½Ë 	X úÍ@

�é 	̄ A 	�@ . (31) �Ë 	J
ª 	� YJ
kð Ég

min
v∈H1

0 (Ω)

{1

2

∫

Ω

(∣∇v∣2 + v2)−
∫

Ω

fv
}
.

. éJ
Ê¾K
QK
X

@YJ.Ó @ 	Yë

ZA 	� 	̄ ú

	̄ ( éJ
 ���
Q 	̄ - 	QK
 @QË ÉJ
�JÒ�JË @ �é 	JëQ�.Ó �é£A��. K. ð


@) Ð@Q 	ªÊÓ - �» B �é 	JëQ�.Ó ��J.£ �� . �HAJ. �K @�éJ
¢	mÌ'@ ú


GA 	J�JË @ É¾ ��Ë@ ©Ó H = H1
0 (Ω)

�HQ�. Êë

a(u, v) =

∫

Ω

(∇u∇v + uv)
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□ . ' : v 7−→
∫

Ω

fv ù
 ¢	mÌ'@ É¾ ��Ë@ ð

©¢�®ÖÏ @ ú

	̄ èPXAJ. 	K

	¬ñ� ; AÓ A«ñ	K I. ª� È@ ñ�Ë@ @ 	Yë �� . 	J
ª 	�Ë@ ÉmÌ'@ ÐA 	¢�J 	K @ . �k. �éÊgQÓ
. 6.9

(31) �Ë u ∈ H1
0 (Ω)

	J
ª 	�Ë@ ÉmÌ'@ 	à

@ 	�Q 	® 	JË �� . ú
¾J
�C¾Ë@ ÉmÌ'@ úÍ@

�èXñªË@ . X �éÊgQÓ
. C1 		J�Ë@ 	áÓ Ω 	�Q 	® 	JË ð C2(Ω) úÍ@ ù
 Ò�J 	�K


A 	JK
YË øQ 	k

@ �éJ
kA 	K 	áÓ .( 17.9

�é 	JëQ�. ÖÏ @ I. �k ) Γ úÎ« u = 0 	àA
	̄

∫

Ω

(−Δu+ u)v =

∫

Ω

fv ∀v ∈ C1
c (Ω)

A 	JK
YË , Éª 	®ËAJ. 	̄ . L2(Ω) ú

	̄ 	J
�J» C1

c (Ω)
	à

@ AÖß. Ω úÎ« . �H . �k −Δu+ u = f ú
ÍA�JËAK. ð

. ú
¾J
�C¿ Ég ñë u 	à 	X@ ; u ∈ C2(Ω) 	à

B Ω É¿ ú


	̄ −Δu+ u = f

ø

	YË@ ú
Í@YË@ ZA 	� 	®Ë@ iJ
 	�ñ�K �éJ
Òë


@ øYÓ úÎ« Y»ñ	K . øQ 	k


B@ �éÊ�JÓ


B@ 	�ªK. 	à

�
B@ 	�	JË

. 	J
ª 	�Ë@ ÉmÌ'@ 	á« éJ
 	̄ �Ij�. 	K

. �èXðYm× �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω ⊂ ℝN 	áº�JË �� . (�	�Aj. �JÖÏ @ Q�
 	« éJ
Ê¾K
QK
X  Qå��) 2 ÈA�JÓ
�Ë �é�®�®m× u : Ω −→ ℝ �éË @X 	á« �Ij�. 	K

(33)
Ω úÎ« −Δu+ u = f

Γ úÎ« u = g

}

. Γ úÎ« �èA¢ªÓ g ð Ω úÎ« �èA¢ªÓ f �IJ
k
�é«ñÒj. ÖÏ @ É 	gY	K ð 24Γ úÎ« g̃ = g �IJ
m�'. g̃ ∈ H1(Ω) ⌢ C(Ω)

�éË @X Yg. ñ�K é 	K

@ 	�Q�� 	® 	K

K = {v ∈ H1(Ω); v − g̃ ∈ H1
0 (Ω)}.

��Ê 	ªÓ H. Ym× K ;(¡�® 	̄
g �K. ¡J. �KQK
 ð) g̃ PAJ
�J 	kAK. ¡J. �KQK
 B K 	à


AK. 17.9 �é 	JëQ�. ÖÏ @ 	áÓ i. �J 	J����


. H1(Ω) 	áÓ ÈA 	g Q�
 	«

, �éK
A 	®ºË@ éJ
 	̄ AÖß. �éÒ 	¢�J 	JÓ Ω �I	KA¿ @ 	X @ . g ∈ C1(Γ) @ 	X @ ð C1 		J�Ë@ 	áÓ Ω �I	KA¿ @ 	X @
�éJ
 	�Q 	®Ë@ è 	Yë C�JÓ ���®j�J�K 24

	à

@ �é 	̄QªÓ ù


	®ºK
 ,(É� 	®Ë@ @ 	Yë ��J
ËAª�K Q 	¢	� @) Q�K

B@ �éK
Q 	¢	� ��J.£ . g̃ ∈ C1(Ω) 	�@Q�� 	̄ @ ø
 PðQå	�Ë@ 	áÓ ��
Ê 	̄

. g ∈ H1/2(Γ) ø


@ g̃ ∈ H1(Ω)
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�Ë 	J
ª 	�Ë@ ÉmÌ'@ . (33)
���®m��' u ∈ C2(Ω̄)

�éË @X ñë (33) �Ë ú
¾J
�C¾Ë@ ÉmÌ'@ �� . 	K
PAª�K
���®m��' u ∈ K

�éË @X ñë (33)

(34)

∫

Ω

(∇u∇v + uv) =

∫

Ω

fv ∀v ∈ H1
0 (Ω).

. 	J
ª 	� Ég ñë ú
¾J
�C¿ Ég É¿ 	à

@ l� 	�@ñË@ 	áÓ

�é 	̄ A 	�@ . (33) �Ë 	J
ª 	� Ég , YJ
kð u ∈ K Yg. ñK
 , f ∈ L2(Ω) É¾Ë �� .22.9 �éJ
 	��̄ ∙
��K
Q£ 	á« u É�m�'
 , ½Ë 	X úÍ@

min
v∈K

{1

2

∫

Ω

(∣∇v∣2 + v2)−
∫

Ω

fv
}
.

A 	JK
YË 	àA¿ @ 	X @ B@ (33) �Ë 	J
ª 	� Ég u ∈ K 	à

@ Zú
æ

�� É¿ ÉJ. �̄ 	¡kC	JË �� . �HAJ. �K @

(35)

∫

Ω

∇u(∇v −∇u) +

∫

Ω

u(v − u) ⩾
∫

Ω

f(v − u) ∀v ∈ K.

	à

@ l� 	�@ñË@ 	áÔ 	̄ , (33) �Ë A 	®J
ª 	� Cg u 	àA¿ @ 	X @ , Éª 	®ËAK.

∫

Ω

∇u(∇v −∇u) +

∫

Ω

u(v − u) =

∫

Ω

f(v − u) ∀v ∈ K.

w ∈ H1
0 (Ω) ©Ó , (35) ú


	̄
v = u± w PA�J	m� 	' , (35)

���®m�'
 ð u ∈ K 	àA¿ @ 	X @ , �ºªËAK. ð
�é�@PX . H = H1(Ω) ú


	̄ ( 6.5
�é 	JëQ�.Ó ) AJ
» AJ.ÓA�J� �é 	JëQ�.Ó 	à 	X@

��J.£ . (34) úÎ« É�m� 	' ð
□ . 1 ÈA�JÖÏ @ ú


	̄ AÒ» ÐA�®�K , ú
¾J
�C¾Ë@ ÉmÌ'@ úÍ@ ¨ñk. QË@ ð ÐA 	¢�J 	KB@

�ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω ⊂ ℝN 	áº�JË �� . ( �éJ
 	K A�JË @ �ék. PYË@ 	áÓ �éJ
j. ÊJ
Êë@ �HBXAªÓ) 3 ÈA�JÓ
ú
j. ÊJ
ÊëB @  Qå��Ë @ ���®m��' 1 ⩽ i, j ⩽ N , aij(x) ∈ C1(Ω) B@ðX ù¢ª	K . �èXðYm×

: Elliptic condition

(36) . ® > 0 ©Ó , ∀» ∈ ℝN , ∀x ∈ Ω
N∑

i,j=1

aij(x)»i»j ⩾ ®∣»∣2
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�Ë �é�®�®m× u : Ω −→ ℝ �éË @X 	á« �Ij�. 	K . a0(x) ∈ C(Ω)
�éË @X ½Ë 	Y» ù¢ª	K

(37)
Ω úÎ«

N∑

i,j=1

∂

∂xj

(
aij

∂u

∂xi

)
+ a0u = f

.Γ úÎ« u = 0

⎫
⎬
⎭

�éË @X ñë (37) �Ë 	J
ª 	�Ë@ ÉmÌ'@ . (37) ���®m��' u ∈ C2(Ω)
�éË @X ñë (37) �Ë ú
¾J
�C¾Ë@ ÉmÌ'@

���®m��' u ∈ H1
0 (Ω)

(38)

∫

Ω

N∑

i,j=1

aij
∂u

∂xi

∂v

∂xj
+

∫

Ω

a0uv =

∫

Ω

fv ∀v ∈ H1
0 (Ω).

Ω úÎ« a0(x) ⩾ 0 @ 	X @ øQ 	k

@ �éJ
kA 	K 	áÓ . 	J
ª 	� Ég ñë ú
¾J
�C¿ Ég É¿ 	à


@ l� 	�@ñË@ 	áÓ

�» B �é 	JëQ�.Ó ��J.¢	� Éª 	®ËAK. ; 	J
ª 	� Ég , YJ
kð u ∈ H1
0 (Ω) Yg. ñK
 , f ∈ L2(Ω) É¾Ë é 	KA

	̄
QÒ�J�ÖÏ @ �éJ
¢	mÌ'@ ú


GA 	J�JË @ É¾ ��Ë@ ©Ó H = H1
0 ZA 	� 	®Ë@ ú


	̄ Ð @Q 	ªÊÓ -

a(u, v) =

∫

Ω

N∑

i,j=1

aij
∂u

∂xi

∂v

∂xj
+

∫

Ω

a0uv.

. éK
PA¾ 	K @ñK. �é 	JK
AJ. �JÓ ð �éJ
j. ÊJ
ÊëB @ 	�@Q�� 	̄ @ úÍ@ ©k. Q�K a( , ) coercivity
�éK
Qå��̄ 	à


@ 	¡kC	K

��K
Q£ 	á« u É�m�'
 ð Q 	£A 	J�JÓ ú

GA 	J�JË @ É¾ ��Ë@ 	àA

	̄ , �èQ 	£A 	J�JÓ (aij)
�é 	̄ñ 	®�ÖÏ @ �I	KA¿ @ 	X @ , �é 	̄ A 	�B AK.

min
v∈H1

0 (Ω)

{1

2

∫

Ω

(∑

i,j

aij
∂v

∂xi

∂v

∂xj
+ a0v

2
)
−
∫

Ω

fv
}
.

�Ë �é�®�®m× u : Ω −→ ℝ �éË @X 	á« �Im�'. @ : AÓñÔ« Q��»

B@ �éË


A�ÖÏ @ 	à

�
B@ Q�. �Jª 	JË

(39)
Ω úÎ«

N∑

i,j=1

∂

∂xj

(
aij

∂u

∂xi

)
+

N∑

i,j=1

ai
∂u

∂xi
+ a0u = f

Γ úÎ« u = 0

⎫
⎬
⎭

�IJ
m�'. u ∈ H1
0 (Ω)

�éË @X ñë (39) �Ë 	J
ª 	� Ég . C(Ω) ú

	̄ �èA¢ªÓ È@ðX ai(x) �Ë @ �IJ
k

(40)

∫

Ω

∑

i,j=1

aij
∂u

∂xi

∂v

∂xj
+

∫

Ω

∑

i

ai
∂u

∂xi
v +

∫

Ω

a0uv =

∫

Ω

fv ∀v ∈ H1
0 (Ω).
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QÒ�J�ÖÏ @ �éJ
¢	mÌ'@ ú

GA 	J�JË @ É¾ ��Ë@ H1

0 (Ω) ú

	̄ ÈA 	gX@ 	à 	X@ ù


	ªJ. 	�K


(41) a(u, v) =

∫

Ω

∑

i,j

aij
∂u

∂xi

∂v

∂xj
+

∫

Ω

∑

i

ai
∂u

∂xi
v +

∫

Ω

a0uv.

Xñk. ð 	à 	X@ 	áëQ�. 	K : ú
j. ÊJ
Êë@ ñë 	àAJ
k

B@ 	�ªK. ú


	̄ ; 25 @Q 	£A 	J�JÓ ��
Ë É¾ ��Ë@ @ 	Yë , ÐñÒªË@ úÎ«
�Ë @ A 	JK
YË , �HBAmÌ'@ É¿ ú


	̄ . Ð @Q 	ªÊÓ - �» B �é 	JëQ�.Ó �é¢�@ñK. 	J
ª 	� Ég �éJ
 	K @Ygð ð

ú
æêj. �JÓ ZA 	� 	̄ ù
 ë (40) �Ë u ∈ H1
0 (Ω) ÈñÊmÌ'@ �é«ñÒm.× 	àA

	̄ , f = 0 @ 	X @ �� .23.9 �é 	JëQ�.Ó
èYªK. F ⊂ L2(Ω) ú
æêj. �JÓ ú


G 	Qk. ZA 	� 	̄ Yg. ñK
 , ½Ë 	X úÍ@
�é 	̄ A 	�B AK. . d �K. éË 	QÓQK
 , é�J 	JÓ èYªK.

26 �IJ
m�'. d

. [ ∀v ∈ F

∫

Ω

fv = 0 ] ⇐⇒ [ Cg ÉJ. �®K
 (40) ]

ÉJ. �®�K , f = 0 ©Ó ø


@ , (40) �Ë �é�® 	̄ @QÖÏ @ �é�	�Aj. �JÖÏ @ �éËXAªÖÏ @ 	à


@ 	�Q�� 	® 	JË �� .24

�é 	¢kCÓ
@ 	X @ �ñ�	mÌ'AK. 27(40) �Ë Ég YJ
kð u ∈ H1

0 Yg. ñK
 , f ∈ L2 É¾Ë 	à 	X@ . YJ
kð Ém» u = 0

⇐= (f = 0) 	à

AK. �� ′′ ùÒ 	¢ªË@ �éK
Aî 	DË @


@YJ. ÖÏ ′′ �éÊ�KAÜØ �é�®K
Q¢�. �� �IJ. �� 	K Ω úÎ« a0 ⩾ 0

Yg. ñK
 f ∈ L2 É¾Ë 	à

AK. , Ω úÎ« a0 ⩾ 0 YJ
kñË@ 	�@Q�� 	̄ B@ �Im��' , 	à 	X@ i. �J 	J���	� . (u = 0)

. [EX] ð Gilbarg − Trudinger [1] Q 	¢	� @ ; (40) �Ë YJ
kð Ég u ∈ H1
0

�éJ
¢	mÌ'@ ú

GA 	J�JË @ É¾ ��Ë@ 	àñºK
 ú �æk �éK
A 	®ºË@ éJ
 	̄ AÖß. @Q�
J.» ¸ > 0 �IJ. �� 	K �� . �HAJ. �K @

�IJ
m�'. YJ
kð u ∈ H1
0

	à 	X @ Yg. ñK
 f ∈ L2 É¾Ë . H1
0 úÎ« AJ
j. ÊJ
Êë@ a(u, v) + ¸

∫

Ω

uv

a(u, ') + ¸

∫

Ω

u' =

∫

Ω

f' ∀' ∈ H1
0 .

, �èXðYm× Ω 	à

@ AÖß. ) �@Q��Ó ù
 ¢ 	k Q�K ñÓ ñë T : L2 −→ L2 	à


@ �IJ
m�'. ; u = Tf I. �Jº	K

.( 21
�é 	¢kCÖÏ @ ð 16.9

�é 	JëQ�. ÖÏ @ Q 	¢ 	� @ ; �@Q��Ó H1
0 (Ω) ⊂ L2(Ω) 	áK
AJ. �JË @

ú 	̄ A¾�K (40)
�éËXAªÖÏ @

.Q 	£A 	J�JË @ �éËAg úÍ@ ¨ñk. QËAK. , 1 YªJ. Ë @ ú

	̄ AÒ» , iÒ��� �é�®K
Q£ 	¬Qª	K B , N YªJ. Ë @ ú


	̄ 25

. [ YÓAª�JË @  ðQå�� 	áÓ d
���®m��' f ] ⇐⇒ [ Cg ÉJ. �®K
 (40) ] øQ 	k


@ �èPAJ.ªK. 26

�éj. J
�� 	K ù
 ë �éJ. J
j. ªË@ �é�̄CªË@ è 	Yë . �éJ
j. ÊJ
ÊëB @ �HBXAªÖÏ @ ÈñÊg �éJ
 	K @Ygð ð Xñk. ð ¡�. Q�K ú

�æË @ �éJ. K
Q�®Ë@ �é�̄CªË@ 	¡kB 27

.( 6.6
�é 	JëQ�.Ó ) ÕËñëYK
Q 	̄ �éÊK
YJ. Ë

o b e i k a n d l . c o m
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(42) u = T (f + ¸u).

iJ.��� (42) ð YK
Yg. Èñêj. Ò» v = f + ¸u É 	gY	K

(43) v − ¸Tv = f.

□ . ÕËñëYK
Q 	̄ �éÊK
YK. 	à 	X@
��J.¢	�

		J�Ë@ 	áÓ �èXðYm× �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω ⊂ ℝN 	áº�JË �� . ( �é�	�Aj. �JÖÏ @ 	àAÓñJ
 	K �éË

A�Ó) 4 ÈA�JÓ

�Ë �é�®�®m× u : Ω −→ ℝ �éË @X 	á« �Ij�. 	K . C1

(44)
Ω úÎ« −Δu+ u = f

Γ úÎ« ∂u

∂n
= 0

⎫
⎬
⎭

�IJ
k
∂u

∂n
= ∇u.n⃗ ø



@ , u �Ë ú
k. PA	mÌ'@ ù
 Ò 	£A 	JË @ ���J ��ÖÏ @ É�JÖ �ß ∂u

∂n
; Ω úÎ« �èA¢ªÓ f �IJ
k

 Qå���. ùÒ��
 Γ úÎ« ∂u

∂n
= 0 ø
 YmÌ'@  Qå��Ë @ . Γ �Ë ú
k. PA	mÌ'@ ù
 Ò 	£A 	JË @ ø
 XAg


B@ éj. �JÖÏ @ n⃗

.(�	�Aj. �JÖÏ @) 	àAÓñJ
 	K

�Ë 	J
ª 	�Ë@ ÉmÌ'@ . (44)
���®m��' u ∈ C2(Ω)

�éË @X ñë (44) �Ë ú
¾J
�C¾Ë@ ÉmÌ'@ �� . 	K
PAª�K
���®m��' u ∈ H1(Ω)

�éË @X ñë (44)

(45)

∫

Ω

∇u∇v +

∫

Ω

uv =

∫

Ω

fv ∀v ∈ H1(Ω).

Green 	áK
Q 	« �é 	ªJ
� É 	� 	®K. é 	K

@ Bð


@ Q» 	Y 	JË �� . 	J
ª 	� Ég ñë ú
¾J
�C¿ Ég É¿ . 

@ �éÊgQÖÏ @
A 	JK
YË

(46)

∫

Ω

(△u)v =

∫

Γ

∂u

∂n
vd¾ −

∫

Ω

∇u∇v ∀u ∈ C2(Ω), ∀v ∈ C1(Ω),

	àA
	̄ , (44) �Ë AJ
ºJ
�C¿ Cg u 	àA¿ @ 	X @ . Γ úÎ« ú
j¢�Ë@ �AJ
�®Ë@ ñë d¾ �IJ
m�'.

ð u ∈ H1(Ω)

o b e i k a n d l . c o m
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∫

Ω

∇u∇v +

∫

Ω

uv =

∫

Ω

fv ∀v ∈ C1(Ω).

	à

AK. ( 8.9

�éÓ 	PB ) �é 	̄ A�JºËAK. i. �J 	J���	�
∫

Ω

∇u∇v +

∫

Ω

uv =

∫

Ω

fv ∀v ∈ H1(Ω).

. 	J
ª 	�Ë@ ÉmÌ'@ �éJ
 	K @Ygð ð Xñk. ð . H. �éÊgQÖÏ @

. (44) �Ë 	J
ª 	� Ég , YJ
kð u ∈ H1(Ω) Yg. ñK
 , f ∈ L2(Ω) É¾Ë �� .24.9 �éJ
 	��̄ ∙
��K
Q£ 	á« u É�m�'
 , ½Ë 	X úÍ@

�é 	̄ A 	�@

min
v∈H1(Ω)

{1

2

∫

Ω

(∣∇v∣2 + v2)−
∫

Ω

fv
}
.

□ . H = H1(Ω) ú

	̄ Ð @Q 	ªÊÓ - �» B �é 	JëQ�.Ó ��J.£ �� . �HAJ. �K @

. 6.9 ©¢�®ÖÏ @ Q 	¢ 	� @ �� . 	J
ª 	�Ë@ ÉmÌ'@ ÐA 	¢�J 	K @ . �k. �éÊgQÓ

A 	JK
YË , (44) �Ë A 	®J
ª 	� Cg u ∈ C2(Ω) 	àA¿ @ 	X @ �� . ú
¾J
�C¾Ë@ ÉmÌ'@ úÍ@
�èXñªË@ . X �éÊgQÓ

(46) É 	� 	®K.

(47)

∫

Ω

(−Δu+ u)v +

∫

Γ

∂u

∂n
vd¾ =

∫

Ω

fv ∀v ∈ C1(Ω)

ú
ÍA�JËAK. ; v ∈ C1
c (Ω) Bð


@ PA�J	m� 	' (47) ú


	̄

. Ω úÎ« −Δu+ u = f

úÎ« É�m� 	' ; v ∈ C1(Ω) ©Ó (47) úÍ@ ½Ë 	X YªK. Xñª	K
∫

Γ

∂u

∂n
vd¾ = 0 ∀v ∈ C1(Ω),

. Γ úÎ« ∂u

∂n
= 0 ú
ÍA�JËAK. ð

o b e i k a n d l . c o m
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	áÓ �èXðYm× Q�
 	« �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω
�éËAg ú


	̄ �� . ( �èXðYm× Q�
 	« �ékñ�J 	®Ó �HA«ñÒm.×) 5 ÈA�JÓ
, �éK
Aî 	DË @ Y 	J« AK
Yg A£Qå�� �� Γ = ∂Ω úÎ« �èXA�JªÖÏ @ �éK
YmÌ'@  ðQå��ÊË �é 	̄ A 	�B AK. �� 	�Q 	® 	K , ℝN

ð Xñk. ñË@ . u ∈ H1  Qå��ËAK. 28 	J
ª 	�Ë@ ÉmÌ'@ Y 	J« é 	J« Q�.ªK
 @ 	Yë ð . u(x) −→
∣x∣→∞

0 C�JÓ
. AÒî�EAJ. �K @ ÉîD� 	J
ª 	�Ë@ ÉjÊË �éJ
 	K @YgñË@

�éËXAªÖÏ @ f ∈ L2(ℝN ) É¾Ë ; Ω = ℝN (
@ : �éÊ�JÓ


@

ℝN úÎ« −Δu+ u = f

: ú
ÍA�JË @ ú 	æªÖÏ AK. @YJ
kð A 	®J
ª 	� Cg ÉJ. �®�K

. ∀v ∈ H1(ℝN )

∫

ℝN

∇u∇v +

∫

ℝN

uv =

∫

ℝN

fv ð u ∈ H1(ℝN )

�éË

A�ÖÏ @ f ∈ L2(ℝN

+ ) É¾Ë ; Ω = ℝN
+

(H.

ℝN
+ úÎ« −Δu+ u = f

x′ ∈ ℝN−1 u(x′, 0) = 0

}

: ú
ÍA�JË @ ú 	æªÖÏ AK. @YJ
kð A 	®J
ª 	� Cg ÉJ. �®�K

. ∀v ∈ H1
0 (Ω)

∫

Ω

∇u∇v +

∫

Ω

uv =

∫

Ω

fv ð u ∈ H1
0 (Ω)

�éË

A�ÖÏ @ f ∈ L2(ℝN

+ ) É¾Ë ; Ω = ℝN
+

(�k.

ℝN
+ úÎ« −Δu+ u = f

x′ ∈ ℝN−1 ∂u

∂xN
(x′, 0) = 0

⎫
⎬
⎭

: ú
ÍA�JË @ ú 	æªÖÏ AK. @YJ
kð A 	®J
ª 	� Cg ÉJ. �®�K

. ∀v ∈ H1(Ω)

∫

Ω

∇u∇v +

∫

Ω

uv =

∫

Ω

fv ð u ∈ H1(Ω)

	à

@ �èPðQå	�ËAK. 	à 	X@ , ∣x∣ −→ ∞ AÓY 	J« u(x) −→ 0 �IJ
m�'. ú
¾J
�C¿ Ég u 	à


@ �HAJ. �K @ Bð


@ I. m.�'
 , ©J.¢ËAK. 28

. [EX] ú

	̄ BA�JÓ Q 	¢	� @ ; u ∈ H1

o b e i k a n d l . c o m
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�é 	®J
ª 	�Ë@ ÈñÊmÌ'@ ÐA 	¢�J 	K @ .6.9

Yg. ð @ 	X@ 1 ⩽ ù
 ªJ
J.£ XY« m , Cm 		J�Ë@ 	áÓ Ω
�ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× 	à


AK. Èñ�® 	K �� . 	K
Qª�K

�IJ
m�'. H : Q −→ U ÉK. A �®�JÓ ��J
J.¢�� ð ℝN ú

	̄
x �Ë U P@ñk. x ∈ Γ = ∂Ω É¾Ë

. H(Q0) = U ⌢ Γ ð , H(Q+) = U ⌢ Ω , H−1 ∈ Cm(U) , H ∈ Cm(Q)

. m É¾Ë Cm �ék. PYË@ 	áÓ Ω 	àA¿ @ 	X @ C∞ �ék. PYË@ 	áÓ Ω 	à

AK. Èñ�® 	K

: �éJ
�K
�
B@ ù
 ë ÐA 	¢�J 	KB@ �ñ�	m�'.

�éJ
��
KQË @ l .�
'A�J 	JË @

©Ó C2 		J�Ë@ 	áÓ �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω 	áº�JË �� .( éJ
Ê¾K
QK
X �éË

A�ÖÏ ÐA 	¢�J 	KB@) 25.9

�é 	JëQ�.Ó ∙
���®m�'
 u ∈ H1

0 (Ω) 	áºJ
Ë ð f ∈ L2(Ω) 	áºJ
Ë .( Ω = ℝN
+ ð


@ ) XðYm× Γ

(48)

∫

Ω

∇u∇'+

∫

Ω

u' =

∫

Ω

f' ∀' ∈ H1
0 (Ω).

. ¡�® 	̄
Ω �K. ¡J. �KQK
 �IK. A�K C �IJ
k ∥u∥H2 ⩽ C∥f∥L2 ð u ∈ H2(Ω) 	à 	X@	àA

	̄ , f ∈ Hm(Ω) 	àA¿ @ 	X @ ð Cm+2 		J�Ë@ 	áÓ Ω �I	KA¿ @ 	X @ , ½Ë 	X úÍ@
�é 	̄ A 	�B AK.

; ∥u∥Hm+2 ⩽ C∥f∥Hm ð u ∈ Hm+2(Ω)

. u ∈ C2(Ω) 	àA
	̄ , m >

N

2
@ 	X @ �ñ�	mÌ'AK. ð

. u ∈ C∞(Ω) 	àA
	̄ , f ∈ C∞(Ω) 	àA¿ @ 	X @ ð C∞ 		J�Ë@ 	áÓ Ω �I	KA¿ @ 	X @ , @Q�
 	g


@

úÎ« É�m� 	' 25.9
�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HA 	�@Q�� 	̄ @ � 	® 	K ©Ó �� .( 	àAÓñJ
 	K �éË


A�ÖÏ ÐA 	¢�J 	KB@) 26.9

�é 	JëQ�.Ó
�IJ
k u ∈ H1(Ω) �Ë 	à


@ ú 	æªÖß. , 	àAÓñJ
 	K �éË


A�ÖÏ l .�

'A�J 	JË @ � 	® 	K

(49)

∫

Ω

∇u∇'+

∫

Ω

u' =

∫

Ω

f' ∀' ∈ H1(Ω).
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Q�K ñÖÏ �é�® 	̄ @QÓ ( 	àAÓñJ
 	K �éË

A�ÖÏ ð


@) éJ
Ê¾K
QK
X �éË


A�ÖÏ l .�

'A�J 	JË @ � 	® 	K úÎ« É�m� 	' �� .25 �é 	¢kCÓ
���®m��' u ∈ H1

0 (Ω) @ 	X @ , ø


@ 2 �ék. PYË@ 	áÓ ÐA« ú
j. ÊJ
Êë@

∫

Ω

∑

i,j

aij
∂u

∂xi

∂'

∂xj
=

∫

Ω

f' ∀' ∈ H1
0 (Ω)

29 	à 	X @
, u ∈ H2(Ω) ⇐= aij ∈ C(Ω) ð f ∈ L2(Ω)

, m ⩾ 1 �Ë ð

. u ∈ Hm+2(Ω) ⇐= aij ∈ Cm+1(Ω) ð f ∈ Hm(Ω)

.( [EX] Q 	¢	� @ ) AÓAÖ �ß É�KAÜØ 26.9
�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @ ; 25.9

�é 	JëQ�. ÖÏ @ úÎ« ¡�® 	̄ 	áëQ�. 	K
	¬ñ�

. Ω = ℝN
+ �Ë Õç�' Ω = ℝN �Ë 25.9

�é 	JëQ�. ÖÏ @ Bð

@ �IJ. �� 	K . ú
ÍA�JËA¿ ù
 ë �HAJ. �KC Ë �éêk. ñÖÏ @ �èQº 	®Ë@

: 	á�
�JÊgQÓ úÎ« �HAJ. �KB @ ø
 Qm.�
	' Ω

�éÓA« �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× �éËAg ú

	̄

! ⊂⊂ Ω
�ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× É¿ ú


	̄ ø


@ , É 	g@YË@ ú


	̄ ÐA 	¢�J 	KB@ (1
.( Ω = ℝN �éËAmÌ'AK. 	á�
ª�J�	� )

�éËAmÌ'AK. �� �éJ
Êm× �HAJ
�K @Yg@
�éÓñ 	¢	JÓ ÈAÒª�J�@ YªK. �� 	á�
ª�J�	� ) YmÌ'@ 	áÓ H. Q�®ËAK. ÐA 	¢�J 	KB@ (2

.( Ω = ℝN
+

. �éÓAªË@ �éËAmÌ'@ �èPXAJ.Ó ÉJ. �̄ @YJ
k. Ω = ℝN
+ ð Ω = ℝN 	á�
�JËAmÌ'@ Ñê 	®K. øPA�®Ë@ i�	J 	K

: �éJ
ËA�JË @ ù
 ë ©¢�®ÖÏ @ @ 	Yë �é¢ 	k

Ω = ℝN �éËAmÌ'@ . 
@

Ω = ℝN
+

�éËAmÌ'@ . H.
: �éÓAªË@ �éËAmÌ'@ . �k.

. É 	g@YË@ ú

	̄ �H@QK
Y�®�K .

1 �k.
. YmÌ'@ 	áÓ H. Q�®ËAK. �H@QK
Y�®�K .

2 �k.
�Ë �éªk. @QË @ 30Translation−method �HAK. Aj�	�B@ �é�®K
Q£ ù
 ë 	àAëQ�. Ë @ ú


	̄ �éJ
�A�

B@ �éÊJ
�ñË@
Nirenberg

	à

AK. 	�@Q�� 	̄ @ A 	��



@ I. m.�'
 , �èXðYm× Ω 	àñº�K B AÓY	J« 29

.( ∣®∣ ⩽ m+ 1 I. �
�KQ��Ë @ úÎ« ) ∣®∣ ⩽ 1 , ∀® D®aij ∈ L∞(Ω)

. �éJ
Ê 	�A 	®�JË @ Pñ�ºË@ �é�®K
Q£ A 	��


@ ùÒ��� 30
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. Ω = ℝN �éËAmÌ'@ . 
@

© 	�	� ℎ ∕= 0 , ù¢ªÓ ℎ ∈ ℝN �Ë �� . 	Q�
ÓQ�K

. (Dℎu)(x) =
u(x+ ℎ)− u(x)

∣ℎ∣ ø


@ , Dℎu =

1

∣ℎ∣ (¿ℎu− u)

' ∈ H1(ℝN ) 	à

@ AÖß. 	áºÜØ @ 	Yë ð , ' = D−ℎ(Dℎu)

	Y 	g

A 	K (48) ú


	̄

	à 	X@ ;( u ∈ H1(ℝN ) 	à

B )

∫
∣∇Dℎu∣2 +

∫
∣Dℎu∣2 =

∫
fD−ℎ(Dℎu),

ú
ÍA�JËAK. ð

(50) ∥Dℎu∥2H1 ⩽ ∥f∥L2 ∥D−ℎ(Dℎu)∥L2 .

A 	JK
YË øQ 	k

@ �éêk. 	áÓ

(51) ∥D−ℎv∥L2(ℝN ) ⩽ ∥∇v∥L2(ℝN ) ∀v ∈ H1.

	à

AK. ( 3.9

�éJ
 	��̄ ) Q» 	Y 	K , Éª 	®ËAK.

∥D−ℎv∥L2(!) ⩽ ∥∇v∥L2(ℝN ) ∀! ⊂⊂ ℝN , ∀ℎ;
. (51) �IJ
k

úÎ« É�m� 	' (51) ð (50) ÈAÒª�J�AK.

∥Dℎu∥2H1 ⩽ ∥f∥L2∥Dℎu∥H1

	à 	X@ ð

(52) ∥Dℎu∥H1 ⩽ ∥f∥L2 .

�ñ�	mÌ'AK.
∥∥∥Dℎ

∂u

∂xj

∥∥∥
L2

⩽ ∥f∥L2 ∀j = 1, 2, ...N

. u ∈ H2 	à 	X@ ;( 3.9
�éJ
 	��®Ë@ É 	� 	®K. ) ∂u

∂xj
∈ H1 ú
ÍA�JËAK. ð
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, ∂u

∂xj

�HA�®�J ��ÖÏ @ 	áÓ ø


B Du �K. 	QÓQ 	K . u ∈ H3 ⇐= f ∈ H1 	à


AK. 	à

�
B@ 	áëQ�. 	JË

ù

	®ºK
 @ 	YêË . Du ∈ H2 	à


@ �HAJ. �KAK. QÓ


B@ ��Êª�JK
 ; Du ∈ H1 	à


@ A �®K. A� ÕÎª 	K . 1 ⩽ j ⩽ N

	à

AK. ���®j�JË @

(53)

∫
∇(Du)∇'+

∫
(Du)' =

∫
(Df)' ∀' ∈ H1

	à 	X@ 	áºJ
Ë .( u ∈ H3 	à 	X@ ; Du ∈ H2 ù
 ¢ª�J 	̄ �é�®K. A�Ë@ �éÊgQÖÏ @ ½Ë 	X YªK. ��J.¢	� )

ú

�G

AJ
 	̄ ; D' �K. ' 	��
ñª�K A 	J 	JºÖß
 (48) ú


	̄ . ' ∈ C∞
c (ℝN )

∫
∇u∇(D') +

∫
u(D') =

∫
f(D')

	à 	X@ ð
∫

∇(Du)∇'+

∫
(Du)' =

∫
(Df)'.

.( 8.9
�éÓ 	PB ) H1(ℝN ) ú


	̄ 	J
�J» C∞
c (ℝN ) 	à


@ AÖß. (53) Ð 	QÊ�J��
 @ 	Yë

. (53) ��J
J.¢�� ð m úÎ« Z@Q�®�J�BAK. ÈBY�J�B@ ù

	®ºK
 u ∈ Hm+2 ⇐= f ∈ Hm 	à


@ �HAJ. �KB

. Ω = ℝN
+

�éËAmÌ'@ . H.

ú 	æªÖß. , tangential
�éJ
�AÜØ �HAëAm.�

�' @ ú

	̄ ¡�® 	̄ 	áºË ð �HAK. Aj�	�B@ øQ 	k


@ �èQÓ ÉÒª�J�	�

. ℎ//Γ 	àðY	K ð YjÊË ø
 	P@ñÓ ℎ 	à

AK. Èñ�® 	K ; ℎ ∈ ℝN−1 × {0} PA�J	m� 	' A 	J 	K


@

	à

@ �é 	¢kCÓ ø
 PðQå	�Ë@ 	áÓ é 	K @

; ℎ//Γ @ 	X @ ¿ℎu ∈ H1
0 (Ω) ⇐= u ∈ H1

0 (Ω)

' = D−ℎ(Dℎu)
	Y 	g


A 	K ð ℎ//Γ PA�J	m� 	' . �éJ
�AÜØ �HAK. Aj�	�AK. Q�
 	ª�JK
 B H1

0 (Ω) øQ 	k

@ �èPAJ.ªK.

ú

�G

AK
 ; (48) ú


	̄
∫

∣∇(Dℎu)∣2 +
∫

∣Dℎu∣2 =

∫
fD−ℎ(Dℎu)

ø


@

(54) ∥Dℎu∥2H1 ⩽ ∥f∥L2 ∥D−ℎ(Dℎu)∥L2
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: �Ë @ 	à
�
B@ ÉÒª�J�	�

A 	JK
YË �� 6.9 �éJ£ñ�K
∥Dℎv∥L2(Ω) ⩽ ∥∇v∥L2(Ω) ∀v ∈ H1(Ω), ∀ℎ//Γ.

ℎ//Γ @ 	X @ é 	K

@ 	¡kB ) 3.9

�éJ
 	��®Ë@ �HAJ. �K @ ©J. �K @ ð v ∈ C1
c (ℝN ) 	à


@ 	�@Q�� 	̄ AK.


@YK. @ �� . �HAJ. �K @

□ . v ∈ H1(Ω) AÓY 	J« �é 	̄ A�JºËAK. ÈY�J�@ ;( 0 < t < 1 �Ë Ω+ tℎ = Ω 	àA
	̄

úÎ« É�m� 	' , 6.9
�éJ£ñ�JË @ ð (54) ÈAÒª�J�AK.

(55) ∥Dℎu∥H1 ⩽ ∥f∥L2 ∀ℎ//Γ.

A 	JK
YË . ' ∈ C∞
c (Ω) ð ℎ = ∣ℎ∣ek , 1 ⩽ k ⩽ N − 1 , 1 ⩽ j ⩽ N 	áºJ
Ë

∫
Dℎ

( ∂u

∂xj

)
' = −

∫
uD−ℎ

( ∂'

∂xj

)

.
∣∣∣
∫

uD−ℎ

( ∂'

∂xj

)∣∣∣ ⩽ ∥f∥L2 ∥'∥L2 (55) É 	� 	®K. ð

ú

�G

AK
 ∣ℎ∣ −→ 0 AÓY 	J« �éK
Aî 	DË @ úÍ@ PðQÖÏ AK.

(56)
∣∣∣
∫

u
∂2'

∂xj∂xk

∣∣∣ ⩽ ∥f∥L2 ∥'∥L2 ∀1 ⩽ j ⩽ N, ∀1 ⩽ k ⩽ N − 1.

A 	JK
YË é 	K

AK. @Q�
 	g


@ �IJ. �� 	JË

(57)
∣∣∣
∫

u
∂2'

∂x2
N

∣∣∣ ⩽ C∥f∥L2 ∥'∥L2 ∀' ∈ C∞
c (Ω).

�é 	JK
AJ. �JÖÏ @ Ð 	QÊ�J��� ù
 ë ð ; (48)
�éËXAªÖÏ @ úÍ@ Xñª	K , @ 	Yë Ég.


@ 	áÓ

∣∣∣
∫

u
∂2'

∂x2
N

∣∣∣ ⩽
N−1∑

i=1

∣∣∣
∫

u
∂2'

∂x2
i

∣∣∣+
∣∣∣
∫
(f − u)'

∣∣∣ ⩽ C∥f∥L2 ∥'∥L2

úÍ@ É�ñ�J 	K (57) ð (56) ÈAÒª�J�AK. . (56) É 	� 	®K.
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∣∣∣
∫

u
∂2'

∂xj∂xk

∣∣∣ ⩽ C∥f∥L2 ∥'∥L2 ∀' ∈ C∞
c (Ω), ∀1 ⩽ j, k ⩽ N.

�IJ
m�'. fjk ∈ L2(Ω) Yg. ñK
 é 	K

@ 	¡kB) u ∈ H2(Ω)

�éj. J
�� 	JË AK.
∫

u
∂2'

∂xj∂xk
=

∫
fjk' ∀' ∈ C∞

c (Ω),

.( 	QK
 @QË ÉJ
�JÒ�JË @ �é 	JëQ�.Ó ð pA 	JK. - 	àAë �é 	JëQ�.Ó É 	� 	®K.

	áÓ ø


@ øYgB Du �K. 	QÓQ 	K . u ∈ Hm+2(Ω) ⇐= f ∈ Hm(Ω) 	à


@ @Q�
 	g


@ �IJ. �� 	JË

YªK. �Ê 	j�J�	� ð �éJ
�K
�
B@ �éJ£ñ�JË @ úÎ« 	áëQ�. 	K ; 1 ⩽ j ⩽ N − 1 Du =

∂u

∂xj

�éJ
�AÒÖÏ @ �HA�®�J ��ÖÏ @
. 31m úÎ« Z@Q�®�J�BAK. ½Ë 	X

ð Du ∈ H1
0 (Ω)

	à 	X @ . (48) A �®�®m× u ∈ H2(Ω) ⌢ H1
0 (Ω) 	áºJ
Ë �� 7.9 �éJ£ñ�K

(58)

∫
∇(Du)∇'+

∫
(Du)' =

∫
(Df)' ∀' ∈ H1

0 (Ω).

PA�J	m� 	' , Éª 	®ËAK. ] Du ∈ H1
0 (Ω)

	à

@ �HAJ. �K @ ú


	̄ ��Êª�J�K �èYJ
kñË@ �éJ.ª�Ë@ �é¢�® 	JË @ �� . �HAJ. �K @
, ℎ = ∣ℎ∣ej 	áºJ
Ë .[ �é 	̄ A�JºËAK. (58) 	à 	X@ i. �J 	J���	� ; (48) ú


	̄
D' �K. ' 	�ñª	K ð ' ∈ C∞

c (Ω)

I. �k .( �éJ
�AÒÖÏ @ �HAK. Aj�	�BAK. Q�
 	ª�JK
 B H1
0

	à

@ AÖß.) Dℎu ∈ H1

0 (Ω)
	àA

	̄ ; 1 ⩽ j ⩽ N − 1

A 	JK
YË 6.9
�éJ£ñ�JË @

∥Dℎu∥H1 ⩽ ∥u∥H2 .

.( �HQ�. Êë ZA 	� 	̄
H1

0
	à

@ AÖß.) H1

0 ú

	̄ 	ª 	��. Dℎnu ⇀ g �IJ
m�'. ℎn −→ 0

�éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K 	à 	X@
A 	JK
YË ' ∈ C∞

c (Ω) �Ë . L2 ú

	̄ 	ª 	��. Dℎnu ⇀ g ½Ë 	Y»

∫
(Dℎnu)' =

∫
uD−ℎn'

úÎ« É�m� 	' ℎn −→ 0 AÓY 	J« �éK
Aî 	DË @ Y 	J« ð
∫

g' = −
∫

u
∂'

∂xj
∀' ∈ C∞

c (Ω).

. (48) �éËXAªÖÏ @ úÍ@ ¨ñk. QË@ øQ 	k

@ �èQÓ I. m.�'
 , �éJ
Ò 	£A 	JË @ �HA�®�J ��ÖÏ @ QK
Y�®�JË 31
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□ . ∂u

∂xj
= g ∈ H1

0 (Ω) ú
ÍA�JËAK.

. �éÓAªË@ �éËAmÌ'@ . �k.
�éK 	Qm.�

�' ÉÒª�J�	� ; �èXðYm× Ω 	�Q�� 	® 	K , ¡J
��. �JÊË . 32u ∈ H2(Ω) ⇐= f ∈ L2(Ω) 	à

@ 	áëQ�. 	JË

. 7.9 �é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @ ú

	̄ AÒ» u =

k∑

i=0

µiu I. �Jº	K ð �èYgñË@

. É 	g@YËAK. �H@QK
Y�®�K .
1 �k.

�éª�ñÓ µ0u
�éË @YË@ , µ0∣Ω ∈ C∞

c (Ω) 	à

@ AÖß. ; µ0u ∈ H2(Ω) 	à


@ �HAJ. �K @ ú


	̄ QÓ

B@ ��Êª�JK


Ég µ0u
	à

AK. �éËñîD��. ���®j�J 	K .(H. 4

�é 	¢kCÓ Q 	¢	� @) H1(ℝN ) úÍ@ ù
 Ò�J 	��K Ω h. PA 	g 0 �K.
�éËXAªÒÊË ℝN ú


	̄ 	J
ª 	�

−Δ(µ0u) + µ0u = µ0f − 2∇µ0.∇u− (Δµ0)u = g

©Ó µ0u ∈ H2(ℝN ) 	à

AK.


@ �éËAmÌ'@ 	áÓ i. �J 	J���	� . g ∈ L2(ℝN ) ©Ó

∥µ0u∥H2 ⩽ C(∥f∥L2 + ∥u∥H1) ⩽ C ′∥f∥L2

.( (48) É 	� 	®K. ) ∥u∥H1 ⩽ C∥f∥L2
	à

@ AÖß.

. YmÌ'@ 	áÓ H. Q�®ËAK. �H@QK
Y�®�K .
2 �k.

é 	K

@ ð µi ∈ C∞

c (Ui)
	à

AK. Q» 	Y 	K . 1 ⩽ i ⩽ k �Ë µiu ∈ H2(Ω) 	à


@ �HAJ. �K @ ú


	̄ QÓ

B@ ��Êª�JK


�IJ
m�'. H : Q −→ Ui ÉK. A �®�K A 	JK
YË

H ∈ C2(Q), J = H−1 ∈ C2(Ui), H(Q+) = Ω ⌢ Ui, H(Q0) = Γ ⌢ Ui.

. y = H−1(x) = J(x) ð x = H(y) I. �Jº	K
�éËXAªÒÊË Ω ⌢ Ui úÎ« 	J
ª 	� Ég v 	à


@ ð v = µiu ∈ H1

0 (Ω ⌢ Ui)
	à

AK. �éËñîD��. ���®j�J 	K

. H. ð

@ 	á�
�JËAmÌ'@ ú


	̄ AÒ» m úÎ« Z@Q�®�J�BAK. ÈY�J�	� u ∈ Hm+2(Ω) ⇐= f ∈ Hm(Ω) 	à

@ �HAJ. �KB

32
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−Δv = µif − µiu− 2(∇µi)(∇u)− (Δµi)u ≡ g

A 	JK
YË ��X

@ iJ
 	�ñ�JK. ; ∥g∥L2 ⩽ C∥f∥L2 ð g ∈ L2(Ω ⌢ Ui) ©Ó

(59)

∫

Ω⌢Ui

∇v∇'dx =

∫

Ω⌢Ui

g'dx ∀' ∈ H1
0 (Ω ⌢ Ui).

© 	�	� ; Q+ úÍ@ v∣Ω⌢Ui
É�®	J 	K

y ∈ Q+ �Ë w(y) = v(H(y))

ú 	æªÖß.

. x ∈ Ω ⌢ Ui �Ë w(Jx) = v(x)

�éËXAªÓ É¾ �� úÎ« Q+ úÎ« É�® 	J�K (59)
�éËXAªÖÏ @ 	à


AK. �� �éJ
�A�


@ ù
 ë ð �� �éJ
ËA�JË @ �éJ£ñ�JË @ 	á�
J. �K

332
�ék. PYË@ 	áÓ �éJ
j. ÊJ
Êë@

ð w ∈ H1
0 (Q+) A 	JK
YË , èC«


@ 	Q�
ÓQ��ËAK. �� .8.9 �éJ£ñ�K

(60)
N∑

k,l=1

∫

Q+

akl
∂w

∂yk

∂Ã

∂yl
dy =

∫

Q+

g̃Ãdy ∀Ã ∈ H1
0 (Q+),

(36)
�éJ
j. ÊJ
ÊëB @  Qå�� ���®m��' akl ∈ C1(Q+) È@ðYË@ ð g̃ = (goH)∣JacH∣ ∈ L2(Q+)

�IJ
k
.

	à 	X @ . x ∈ Ω ⌢ Ui �Ë '(x) = Ã(Jx) © 	�	� ; Ã ∈ H1
0 (Q+) 	áºJ
Ë �� �HAJ. �K @

ð ' ∈ H1
0 (Ω ⌢ Ui)

∂v

∂xj
=

∑

k

∂w

∂yk

∂Jk
∂xj

,
∂'

∂xj
=

∑

l

∂Ã

∂yl

∂Jl
∂xj

.

	à 	X @
. �HAJ
�K @YgB @ Q�
J
 	ª�JK. A �®�®j�JÓ ù�®J. K
 ø


	YË@ ñë �éJ
j. ÊJ
ÊëB @  Qå�� , Q��»

@ hñ 	�ñK. 33
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∫

Ω⌢Ui

∇v∇'dx =

∫

Ω⌢Ui

∑

j,k,l

∂Jk
∂xj

∂Jl
∂xj

∂w

∂yk

∂Ã

∂yl
dx =

∫

Q+

∑

j,k,l

∂Jk
∂xj

∂Jl
∂xj

∂w

∂yk

∂Ã

∂yl
∣JacH∣dy

ú

�G

AK
 ú
ÍA�JËAK. . �HCÓA¾�JË @ ú


	̄ �HAJ
�K @YgB @ Q�
J
 	ª�JË �éK
XAªË@ 	©J
�Ë@ I. �k

(61)

∫

Ω⌢Ui

∇v∇'dx =

∫

Q+

∑

k,l

akl
∂w

∂yk

∂Ã

∂yl
dy

©Ó

akl =
∑

j

∂Jk
∂xj

∂Jl
∂xj

∣JacH∣.

A 	JK
YË » ∈ ℝN É¾Ë 	à

@ AÖß. ���®j�JÓ �éJ
j. ÊJ
ÊëB @  Qå�� 	à


@ ð akl ∈ C1(Q+)

	à

@ 	¡kB

∑

k,l

akl»k»l = ∣JacH∣
∑

j

∣∣∣
∑

k

∂Jk
∂xj

»k

∣∣∣
2

⩾ ®∣»∣2

. 	á�
�K 	XA �� A�J��
Ë JacJ ð JacH Jacobi ú
G. ñ» Ag. A�J 	̄ñ 	®�Ó 	à

B ® > 0 ©Ó

A 	JK
YË øQ 	k

@ �éêk. 	áÓ

(62)

∫

Ω⌢Ui

g'dx =

∫

Q+

(goH)Ã∣JacH∣dy.

□ . 8.9 �éJ£ñ�JË @ �HAJ. �K @ ú
æî 	DK
 AÜØ , (60) úÎ« É�m� 	' (62) ð (61) , (59) 	á�
K. ¡�. QËAK.

úÍ@ ¨ñk. QËAK. , Ð 	QÊ�J��
 @ 	Yë ; 34∥w∥H2 ⩽ C∥g̃∥L2
	à

@ ð w ∈ H2(Q+)

	à

AK. 	à

�
B@ �IJ. �� 	JË

©Ó H2(Ω) úÍ@ Éª 	®ËAK. 	à 	X@ ð H2(Ω ⌢ Ui) úÍ@ ù
 Ò�J 	��K µiu
	à

AK. , Ω ⌢ Ui

. ∥µiu∥H2 ⩽ C∥f∥L2

PA�J	m� 	' (60) ú

	̄ ; �éJ
�AÜØ �HAK. Aj�	�@ ÉÒª�J�	� ( Ω = ℝN

+
) H. �éËAmÌ'@ ú


	̄ AÒ»
É�m� 	' . 35Ã ∈ H1

0 (Q+)
	àñº�K ú �æk ù


	®ºK
 AÖß. Q�
 	ª� ∣ℎ∣ ð ℎ//Q0 ©Ó Ã = D−ℎ(Dℎw)

úÎ« 	à 	X@

(63)
∑

k,l

∫

Q+

Dℎ

(
akl

∂w

∂yk

) ∂

∂yl
(Dℎw) =

∫

Q+

g̃D−ℎ(Dℎw).

. akl �ËAK. ¡�® 	̄ ¡J. �KQ�K ú

�æË @ �IK. @ñ�JË @ 	Ê�J 	jÖÏ C �K. 	QÓQ 	K , ú
ÎK
 AÓ ú


	̄ 34

. ± > 0 ©Ó { 0 < xN < 1− ± ð ∣x′∣ < 1− ± ; (x′, xN ) } ⊃ Suppw 	à

AK. Q» 	Y 	K 35
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	à

@ YJ
K.

(64)

∫

Q+

g̃D−ℎ(Dℎw) ⩽ ∥g̃∥L2 ∥D−ℎ(Dℎw)∥L2 ⩽ ∥g̃∥L2 ∥∇Dℎw∥L2

.( 6.9
�éJ£ñ�K )

I. �Jº	K , øQ 	k

@ �éJ
kA 	K 	áÓ

Dℎ

(
akl

∂w

∂yk

)
(y) = akl(y + ℎ)

∂

∂yk
Dℎw(y) + (Dℎakl(y))

∂w

∂yk
(y),

A 	JK
YË ú
ÍA�JËAK. ð

(65)
∑

k,l

∫

Q+

Dℎ

(
akl

∂w

∂yk

) ∂

∂yl
(Dℎw) ⩾ ®∥∇Dℎw∥2L2 − C∥w∥H1∥∇Dℎw∥L2 .

úÎ« É�m� 	' (65) ð (64) 	á�
K. ¡�. QËAK.

(66) ∥∇Dℎw∥L2 ⩽ C(∥w∥H1 + ∥g̃∥L2) ⩽ C∥g̃∥L2

.( ∥w∥H1 ⩽ C∥g̃∥L2 A 	JK
YË éK
PA¾ 	K @ñK. �é 	JK
AJ. �JÓ ð (60) É 	� 	®K. é 	K

@ 	¡kB )

	à

AK. �� H. �éËAmÌ'@ ú


	̄ AÒ» �� (66) 	áÓ i. �J 	J���	�

(67)
∣∣∣
∫

Q+

∂w

∂yk

∂Ã

∂yl

∣∣∣ ⩽ C∥g̃∥L2 ∥Ã∥L2 ∀Ã ∈ C1
c (Q+) ∀(k, l) ∕= (N,N).

	à

AK. 	á�
J. 	K 	à


@ ù�®J. K
 ( ∥w∥H2 ⩽ C∥g̃∥L2 ð ) w ∈ H2(Q+)

	à

AK. �Ê 	j�J�	� ú �æk

(68)
∣∣∣
∫

Q+

∂w

∂yN

∂Ã

∂yN

∣∣∣ ⩽ C∥g̃∥L2 ∥Ã∥L2 ∀Ã ∈ C1
c (Q+).

ð �� ( Ã ∈ C1
c (Q+) ) 1

aNN
Ã �K. Ã 	�ñª	K �IJ
k (69)

�éËXAªÖÏ @ úÍ@ Xñª	K @ 	Yë Ég.

@ 	áÓ

úÎ« É�m� 	' . aNN ⩾ ® > 0 ð aNN ∈ C1(Q+)
	à

@ AÖß. 	áºÜØ @ 	Yë

∫
aNN

∂w

∂yN

∂

∂yN

( 1

aNN
Ã
)
=

∫
g̃

aNN
Ã −

∑

(k,l) ∕=(N,N)

∫
akl

∂w

∂yk

∂

∂yl

( 1

aNN
Ã
)
,

	à

@ ø



@

o b e i k a n d l . c o m
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(69)

⎧
⎨
⎩

∫
∂w

∂yN

∂Ã

∂yN
=

∫
1

aNN

(∂aNN

∂yN

) ∂w

∂yN
Ã +

∫
g̃

aNN
Ã

+
∑

(k,l)∕=(N,N)

∫
∂w

∂yk

(∂akl
∂yl

) Ã

aNN
−

∑

(k,l) ∕=(N,N)

∫
∂w

∂yk

∂

∂yl

( akl
aNN

Ã
)
.

úÎ« É�m� 	' (69) ð 36(67) 	á�
K. ¡�. QËAK.
∣∣∣
∫

Q+

∂w

∂yN

∂Ã

∂yN

∣∣∣ ⩽ C(∥w∥H1 + ∥g̃∥L2)∥Ã∥L2 ∀Ã ∈ C1
c (Q+);

□ . (68) ú
ÍA�JËAK. ð

�IJ
m�'. u ∈ H1(Ω) 	áº�JË ð �éJ
 	®J
» �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω 	áº�JË �� .26 �é 	¢kCÓ
∫

Ω

∇u∇' =

∫

Ω

f' ∀' ∈ C∞
c (Q+).

	à

AK. Èñ�® 	K : µ ∈ C∞

c (Ω) É¾Ë µu ∈ Hm+2(Ω) 	à 	X@ . f ∈ Hm(Ω) 	à

AK. 	�Q�� 	® 	K

Z @Q�®�J�BAK. ÈBY�J�B@ ð 1 �k. �éËAmÌ'@ �H@QK
Y�®�K �éªk. @QÓ ù

	®ºK
 , ½Ë 	X �HAJ. �KB ] u ∈ Hm+2

loc (Ω)

. 37u ∈ C∞(Ω) 	àA
	̄ , f ∈ C∞(Ω) @ 	X @ �ñ�	mÌ'AK. .[ m úÎ«

�IJ
m�'. u ∈ L2(Ω)
�éË @X ø



@ 	J
ª 	� Yg. ÉmÌ AjJ
m�� ù�®J. K
 �C 	j�J�B@ � 	® 	K

−
∫

Ω

uΔ' =

∫

Ω

f' ∀' ∈ C∞
c (Ω)

	áºJ
Ë . ÐA 	¢�J 	KB@ �HA 	JëQ�. ÖÏ �é 	®� úÎ« Y»ñ	K .( Agmon [1] C�JÓ Q 	¢	� @ ; YJ
�®ª�K Q��»

@ �HAJ. �KB @ )

�éË

A�ÒÊË 	J
ª 	�Ë@ YJ
kñË@ ÉmÌ'@ u ∈ H1

0 (Ω) 	áºJ
Ë ð f ∈ L2(Ω)

∫

Ω

∇u∇'+

∫

Ω

u' =

∫

Ω

f' ∀' ∈ H1
0 (Ω).

. 38! úÎ« f Õæ

�®K. ¡�® 	̄ ��
Ë ð �� AêÊ¿ Ω úÎ« f Õæ


�®K. ��Êª�J�K u∣!
	à 	X@ ; ! ⊂⊂ Ω �IJ. �� 	JË

, u ∈ C∞(!) ⇐= f ∈ C∞(!) C�JÓ ; f∣! ÐA 	¢�J 	K @ úÍ@ ¡�® 	̄ © 	�	m�'
 u∣! ÐA 	¢�J 	K @ 	à

@ YJ
K.

.[ hypoelliptic Δ 	à

AK. Èñ�® 	K ] . ! h. PA 	g �éÒ 	¢�J 	JÓ Q�
 	« f �I	KA¿ @ 	X @ ú �æk

. Ã 	á« A 	�ñ« akl

aNN
Ã ©Ó (67) ÉÒª�J�	� 36

. 	á�
ªK
 ÕË ø
 YmÌ'@  Qå��Ë @ 	à

B ( C∞ 		J�Ë@ 	áÓ Ω �I	KA¿ @ 	X @ ú �æk ) u ∕∈ C(Ω) , AÓñÔ« 	áºË ð 37

ø
 ñ�®Ë@ ùÒ 	¢ªË@ �éK
Aî 	DË @

@YJ.Ó Q 	¢	� @) ! úÎ« u > 0 AÖ ß @X A 	JK
YË ! úÎ« f = 0 ð f ∕≡ 0 , Ω úÎ« f ⩾ 0 @ 	X @ C�JÓ 38

.(É� 	®Ë@ @ 	Yë Èñk ��J
ËAª�JË @ ð
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. AÓ A«ñ	K �éJ. J
j. « , Q 	¢	� �éêk. ð 	áÓ , ÐA 	¢�J 	KB@ l .�
'A�J 	K �� .27 �é 	¢kCÓ

� 	®	K 	áÓ Ag. A�J 	J���@ Ð 	QÊ�J��� , ∑

i

∂2u

∂x2
i

�HA�®�J ��ÖÏ @ ¨ñÒm.× úÎ« ø


@ , Δu úÎ« �éJ
 	�Q 	̄ , Éª 	®ËAJ. 	̄

. �èYg úÎ« �èQ�. �JªÓ ∂2u

∂xi∂xj

�HA�®�J ��ÖÏ @ É¿ Èñk �éJ
«ñ	JË @

ùÒ 	¢ªË@ �éK
Aî 	DË @

@YJ.Ó .7.9

. AîD	�ªK. ÐY�® 	K ; �èYK
Y« �HA 	«AJ
� ùÒ 	¢ªË@ �éK
Aî 	DË @

@YJ. ÖÏ

. ℝN 	áÓ �éJ
 	®J
» �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω 	áº�JË

39 	áºJ
Ë �� .( éJ
Ê¾K
QK
X �éË

A�ÖÏ ùÒ 	¢ªË@ �éK
Aî 	DË @


@YJ.Ó) 27.9

�é 	JëQ�.Ó ∙

u ∈ H1(Ω) ⌢ C(Ω) ð f ∈ L2(Ω)

�IJ
m�'.

(70)

∫

Ω

∇u∇'+

∫

Ω

u' =

∫

Ω

f' ∀' ∈ H1
0 (Ω).

	à 	X @
. x ∈ Ω �Ë min{inf

Γ
u, inf

Ω
f} ⩽ u(x) ⩽ max{sup

Γ
u, sup

Ω
f}

. [ inf = essinf ð sup = essup ú
ÎK
 AÓ É¿ ú

	̄ ð A 	Jë ]

�IJ
m�'. G ∈ C1(ℝ) �éË @X XYm� 	' . AJ
» AJ.ÓA�J�Ë Q��J. Ë @ �é�®K
Q£ ÉÒª�J�	� �� �HAJ. �K @
∀s ∈ ℝ ∣G′(s)∣ ⩽ M (1

ZA¢«AK. iÒ��� ú

�æË@ Q�K


B@ �éK
Q 	¢	� úÍ@ Zñj. Ê�ËAK. u ∈ C(Ω)

�éJ
 	�Q 	®Ë @ 	¬ 	Yg A 	J 	JºÖß
 C1 		J�Ë@ 	áÓ Ω �I	KA¿ @ 	X @ 39

. u ∈ C(Ω)
�éJ
 	�Q 	®Ë @ 	¬ 	Yg A 	J 	JºÖß
 u ∈ H1

0 (Ω) @ 	X @ ½Ë 	Y» ;(É� 	®Ë@ @ 	Yë Èñk ��J
ËAª�JË @ Q 	¢ 	� @) u∣Γ �Ë ú 	æªÓ
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]0,+∞[ úÎ« Cª 	̄ �èYK
@ 	Q��Ó G (2

. ∀s ⩽ 0 ; G(s) = 0 (3

© 	�	�

. K < ∞ 	à

@ 	�Q 	® 	K ; K = max{sup

Γ
u, sup

Ω
f}

. v = G(u−K) ð

: 	á�
�JËAg 	Q�
Ö
	ß

. ∣Ω∣ < ∞ �éËAmÌ'@ (
@

.( t 7−→ G(t−K)−G(−K)
�éË @YË@ úÎ« �é�®J.¢Ó 5.9

�éJ
 	��®Ë@ I. �k ) v ∈ H1(Ω) 	à 	X@
.( 17.9

�é 	JëQ�. ÖÏ @ Q 	¢ 	� @ ) , Γ úÎ« v = 0 ð v ∈ C(Ω) 	à

@ AÖß. v ∈ H1

0 (Ω) øQ 	k

@ �éJ
kA 	K 	áÓ

. 17.8 �é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @ É�JÒ» É�@ñ	K ð (70) ú

	̄
v 	à 	X@ É�® 	J 	K

. ∣Ω∣ = ∞ �éËAmÌ'@ (H.

.( K ⩾ 0 	àAÓ 	QÊ�J��
 f ∈ L2(Ω) ð Ω úÎ« . �H . �k f(x) ⩽ K 	à

B ) K ⩾ 0 	à 	X@ A 	JK
YË

�éË @YË@ úÎ« �é�®J.¢Ó 5.9
�éJ
 	��®Ë@ ) v = G(u−K ′) ∈ H1(Ω) 	à 	X@ . K ′ > K �IJ. �� 	K

ú

	̄
v É�®	JK. . v ∈ H1

0 (Ω)
	à 	X@ ; Γ úÎ« v = 0 ð v ∈ C(Ω)

�é 	̄ A 	�B AK. .( t 7−→ G(t−K ′)

A 	JK
YË (70)

(71)

∫

Ω

∣∇u∣2G′(u−K ′) +
∫

Ω

uG(u−K ′) =
∫

Ω

fG(u−K ′).

40 	à

@ AÖß. G(u−K ′) ∈ L1(Ω) øQ 	k


@ �éêk. 	áÓ

0 ⩽ G(u−K ′) ⩽ M ∣u∣
A 	JK
YË [u ⩾ K ′] = {x ∈ Ω; u(x) ⩾ K ′} �é«ñÒj. ÖÏ @ úÎ« ð

K ′
∫

[u⩾K′]
∣u∣ ⩽

∫

Ω

u2 < ∞.

	à

AK. (71) 	áÓ 	à 	X@ i. �J 	J���	�

. −K′ < 0 	à

@ AÖß. G(−K′) = 0 ð G(u−K′)−G(−K′) ⩽ M ∣u∣ 	à


B 40
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∫

Ω

(u−K ′)G(u−K ′) ⩽
∫

Ω

(f −K ′)G(u−K ′) ⩽ 0.

�I�. �K Y�̄
K ′ > K 	à


B) Ω úÎ« . �H . �k u ⩽ K 	à 	X@ ð Ω úÎ« . �H . �k u ⩽ K ′ ú
ÍA�JËAK.

□ .(AJ
 	®J
»

A 	JK
YË . (70) 	àA �®�®m�'
 41u ∈ H1(Ω) ⌢ C(Ω) ð f ∈ L2(Ω) 	áºJ
Ë �� .28.9 �éÓ 	PB ∙

(72) ( Ω úÎ« u ⩾ 0 ) ⇐= ( Ω úÎ« f ⩾ 0 ) ð ( Γ úÎ« u ⩾ 0 )

(73) ∥u∥L∞(Ω) ⩽ max{∥u∥L∞(Γ), ∥f∥L∞(Ω)}.

, �ñ�	mÌ'AK.

(74) ; ∥u∥L∞(Ω) ⩽ ∥u∥L∞(Γ)
	àA

	̄
Ω úÎ« f = 0 @ 	X @

(75) . ∥u∥L∞(Ω) ⩽ ∥f∥L∞(Ω)
	àA

	̄
Γ úÎ« u = 0 @ 	X @

�éËXAªÒÊË AJ
ºJ
�C¿ Cg u 	àA¿ @ 	X @ ð �èXðYm× Ω �I	KA¿ @ 	X @ �� .28 �é 	¢kCÓ

(76) Ω úÎ« −△u+ u = f

; u(x0) = max
Ω

u �IJ
m�'. x0 ∈ Ω 	áºJ
Ë Éª 	®ËAK. . 27.9 �é 	JëQ�.ÒÊË Q 	k
�
@ A�KAJ. �K @ ZA¢«@ A 	J 	JºÖß


. u(x0) ⩽ sup
Γ

u 	àA
	̄ , x0 ∈ Γ @ 	X @ ∙

△u(x0) ⩽ 0 	à 	X@ ð 1 ⩽ i ⩽ N �Ë ∂2u

∂x2
i

(x0) ⩽ 0 , ∇u(x0) = 0 	àA
	̄ , x0 ∈ Ω @ 	X @ ∙

.
. u(x0) = f(x0) +△u(x0) ⩽ f(x0)

	à

AK. (76) �éËXAªÖÏ @ ÈAÒª�J�AK. i. �J 	J���	�

: �éJ
 	K A�JË @ �ék. PYË@ 	áÓ �éÓAªË@ �éJ
j. ÊJ
ÊëB @ �HBXAªÖÏ @ ÉKA�Ó úÎ« ��J.¢�� 	à

AK. �è 	Q�
Ó �é�®K
Q¢Ë@ è 	YêË

. 27.9 �é 	JëQ�. ÖÏ @ ú 	GX

@ �é 	¢kCÖÏ @ Q 	¢ 	� @ ; 	àAJ
k


B@ 	�ªK. ú


	̄ �éK
PðQå 	� Q�
 	« u ∈ C(Ω)
�éJ
 	�Q 	®Ë @ 41
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(77) −
N∑

i,j=1

∂

∂xj

(
aij

∂u

∂xi

)
+

N∑

i=1

ai
∂u

∂xi
+ u = f.

	àA
	̄ , x0 ∈ Ω @ 	X @ é 	K


@ 	¡kC	K 	¬ñ�

N∑

i,j=1

aij(x0)
∂2u

∂xi∂xj
(x0) ⩽ 0;

�éK
Q¢�̄
aij(x0)

�é 	̄ñ 	®�ÖÏ @ �IJ
k �éËAmÌ'@ úÍ@ ¨ñk. QË@ A 	J 	JºÖß
 , x0 ú

	̄ �èY«A�®Ë @ Q�
J
 	ª�JK. , Éª 	®ËAK.

	áºË ð , (77) �Ë �é 	®J
ª 	�Ë@ ÈñÊjÊË �éJ.� 	�ËAK. �éjJ
m�� 27.9
�é 	JëQ�. ÖÏ @ �éj. J
�� 	K ù�®J. �K . x0 ú


	̄

. Gilbarg − Trudinger [1] Q 	¢	� @ ; �é�̄ X Q��»

@ �HAJ. �KB @

	à

@ ð (36)

�éJ
j. ÊJ
ÊëB @  ðQå��ÊË �é�®�®m× aij ∈ L∞(Ω) È@ðYË@ 	à

@ 	�Q�� 	® 	K �� .29.9

�éJ
 	��̄ ∙
�IJ
m�'. 42u ∈ H1(Ω) ⌢ C(Ω) ð f ∈ L2(Ω) 	áºJ
Ë . Ω úÎ« a0 ⩾ 0 ©Ó ai, a0 ∈ L∞

(78)

∫

Ω

∑

i,j

aij
∂u

∂xi

∂'

∂xj
+

∫

Ω

∑

i

ai
∂u

∂xi
'+

∫

Ω

a0u' =

∫

Ω

f' ∀' ∈ H1
0 (Ω).

	à 	X@

(79) .( Ω úÎ« u ⩾ 0 ) ⇐= ( Ω úÎ« f ⩾ 0 ) ð ( Γ úÎ« u ⩾ 0 )

	à 	X@ . �èXðYm× Ω 	à

@ ð a0 ≡ 0 	à


@ 	�Q 	® 	JË

(80) .( Ω úÎ« u ⩾ inf
Γ

u ) ⇐= ( Ω úÎ« f ⩾ 0 )

(81) .( Ω úÎ« inf
Γ

u ⩽ u ⩽ sup
Γ

u ) ⇐= ( Ω úÎ« f = 0 )

@YJ
�®ª�K Q��»

@ �éÓAªË@ �éËAmÌ'@ ; 1 ⩽ i ⩽ N , ai = 0 AÓY 	J« �éj. J
�� 	JË @ è 	Yë �IJ. �� 	K 	¬ñ� �� �HAJ. �K @

.( 1.8
�é 	JëQ�.Ó , Gilbarg − Trudinger [1] Q 	¢	� @ )

. 27.9 �é 	JëQ�. ÖÏ @ ú 	GX

@ �é 	¢kCÖÏ @ Q 	¢ 	� @ ; 	àAJ
k


B@ 	�ªK. ú


	̄ �éK
PðQå 	� Q�
 	« u ∈ C(Ω)
�éJ
 	�Q 	®Ë @ 42
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�HAJ. �K @ úÍ@ É�JÖÏ AK. ©k. QK
 , (79) �HAJ. �KB

(79′) .( Ω úÎ« u ⩽ 0 ) ⇐= ( Ω úÎ« f ⩽ 0 ) ð ( Γ úÎ« u ⩽ 0 )

úÎ« 	à 	X@ É�m� 	' ; 27.9
�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @ É�JÓ ú


	̄
G ©Ó (78) ú


	̄
' = G(u) PA�J	m� 	'

.
∫

Ω

∣∇u∣2G′(u) ⩽ 0 	à 	X@ ð
∫

Ω

∑

i,j

aij
∂u

∂xi

∂u

∂xj
G′(u) ⩽ 0

�IJ
m�'. , H(t) =

∫ t

0

[G′(s)]1/2ds © 	�	JË

. ∣∇H(u)∣2 = ∣∇u∣2G′(u) = 0 ð H(u) ∈ H1
0 (Ω)

. Ω úÎ« u ⩽ 0 	à 	X@ ð 43Ω úÎ« H(u) = 0 	à

@ i. �J 	J����


ú

�G
�
B@ É¾ ��Ë@ úÎ« (80) úÎ« 	à

�
B@ 	áëQ�. 	JË

(80′) .( Ω úÎ« u ⩽ sup
Γ

u ) ⇐= ( Ω úÎ« f ⩽ 0 )

	à

@ AÖß. (u−K) ∈ H1(Ω) ð a0 = 0 	à


@ AÖß. (78) ���®m��' (u−K) 	à 	X@ ; K = sup

Γ
u © 	�	JË

	áÓ (81) i. �J 	�K
 @Q�
 	g

@ . (80′) ø



@ , Ω úÎ« u−K ⩽ 0 úÎ« É�m� 	' (79′) ��J
J.¢��K. . XðYm× Ω

□ . (80′) ð (80)

u ∈ H1(Ω) ð f ∈ L2(Ω) 	áºJ
Ë �� .( 	àAÓñJ
 	K �éË

A�ÖÏ ùÒ 	¢ªË@ �éK
Aî 	DË @


@YJ.Ó) 30.9

�éJ
 	��̄
�IJ
m�'.

∫

Ω

∇u∇'+

∫

Ω

u' =

∫

Ω

f' ∀' ∈ H1(Ω).

A 	JK
YË 	à 	X@
. x ∈ Ω . �H . �k inf

Ω
f ⩽ u(x) ⩽ sup

Ω
f

, Éª 	®ËAK. . Ω úÎ« f = 0 	àA
	̄ , Ω úÎ« ∇f = 0 ð 1 ⩽ p < ∞ ©Ó f ∈ W 1,p

0 (Ω) 	àA¿ @ 	X @ é 	K

@ 	¡kB 43

f̄ ú
ÍA�JËAK. .( 18.9
�éJ
 	��̄ ) ∇f̄ = ∇f = 0 ð f̄ ∈ W 1,p(ℝN ) 	à 	X @ . Ω h. PA 	g f �Ë 0 �K. ©J
�ñ�JË @ f̄ 	áºJ
Ë

. f̄ = 0 	àA
	̄ , f̄ ∈ Lp(ℝN ) 	à


@ AÖß. ð ( 8

�é 	¢kCÓ ) ℝN úÎ« �é�JK. A�K

o b e i k a n d l . c o m
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□ . 27.9 �é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �KB É�KAÜØ �� �HAJ. �K @

ù

	®J
£ ÉJ
Êm�

�' ð �éJ
�K @ 	X È@ðX .8.9

. �èXðYm× �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω 	à

AK. 	�Q�� 	® 	K , ©¢�®ÖÏ @ @ 	Yë É¿ ú


	̄

(¸n)n⩾1
�éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K ð L2(Ω) �Ë (en)n⩾1

�éJ
�KQ�. Êë �èY«A�̄ Yg. ñ�K �� .31.9
�é 	JëQ�.Ó ∙

�IJ
m�'. ¸n −→ +∞ ð ¸n > 0 ©Ó �éJ
�®J
�®k X@Y«

B

(82) en ∈ H1
0 (Ω) ⌢ C∞(Ω),

(83) . Ω úÎ« −△en = ¸nen

(en) �Ë @ 	à

@ ð (ú
Î¾K
QK
X  Qå�� ©Ó) −△ �Ë eignvalues �éJ
�K @ 	YË @ Õæ


�®Ë @ ù
 ë (¸n) �Ë @ 	à

AK. Èñ�® 	K

. AêË �é�® 	̄ @QÖÏ @ �éJ
�K @ 	YË @ È@ðYË@ ù
 ë

�éË

A�ÒÊË u ∈ H1

0 (Ω) YJ
kñË@ ÉjÊË u = Tf �K. 	QÓQ 	K , f ∈ L2(Ω) �Ë �� �HAJ. �K @

(84)

∫

Ω

∇u∇' =

∫

Ω

f' ∀' ∈ H1
0 (Ω).

�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @ Y«

@) �@Q��Ó ú


�G @ 	X 	áK
Q�̄ Q�K ñÓ T . L2(Ω) ú

	̄
L2(Ω) 	áÓ Q�K ñÒ» T Q�K ñÖÏ @ Q�. �Jª 	K

ð N(T ) = {0} øQ 	k

@ �éêk. 	áÓ .(�@Q��Ó H1

0 ⊂ L2 	áK
AJ. �JË @ 	à

@ �éj. J
�� 	K ÉÒª�J�@ ð 20.8

(en)
�éJ
�KQ�. Êë �èY«A�̄ ÉJ. �®K
 L2 	à


AK. ( 11.6

�é 	JëQ�. ÖÏ @ É 	� 	®K. ) i. �J 	J���	� . ∀f ∈ L2 (Tf, f) ⩾ 0
	à 	X@ A 	JK
YË . ¹n −→ 0 ð ¹n > 0 ©Ó ¹n

�éJ
�K @ 	X Õæ

�®Ë �é�® 	̄ @QÓ T �Ë �éJ
�K @ 	X È@ðX 	áÓ �é 	KñºÓ

ð en ∈ H1
0

∫

Ω

∇en∇' =
1

¹n

∫

Ω

en' ∀' ∈ H1
0 .
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ú

	̄ ÐA 	¢�J 	KB@ l .�

'A�J 	K úÍ@ @XA 	J���@ . ¸n = ¹−1
n ©Ó (83) �Ë 	J
ª 	� Ég ù
 ë en øQ 	k


@ �èPAJ.ªK.

ú
ÍA�JËAK. ; ! ⊂⊂ Ω É¾Ë en ∈ H2(!) 	à

@ ÕÎª 	K ( 26

�é 	¢kCÓ Q 	¢	� @ ) 6.9 ©¢�®ÖÏ @
en ∈

∩

m⩾1

Hm(!) 	à 	X@ . tÌ'@ , ! ⊂⊂ Ω É¾Ë en ∈ H6(!) , ! ⊂⊂ Ω É¾Ë en ∈ H4(!)

□ . en ∈ C∞(Ω) 	à

@ ø



@ ; ! ⊂⊂ Ω É¾Ë en ∈ C∞(!) ú
ÍA�JËAK. ð ! ⊂⊂ Ω É¾Ë

H1
0 (Ω) �Ë �éJ
�KQ�. Êë �èY«A�̄

( en√
¸n

) �éJ
ËA�J�JÖÏ @ , 31.9
�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HA 	�@Q�� 	̄ @ �Im��' �� .29 �é 	¢kCÓ

�Ë �éJ
�KQ�. Êë �èY«A�̄
( en√

¸n + 1

) �éJ
ËA�J�JÖÏ @ , ú
Í@ñ�JË @ úÎ« ]
∫

Ω

∇u∇v ù
 ÒÊ�Ë@ Z @Yj. ÊË �éJ.� 	�ËAK.
�éJ
ËA�J�JÖÏ @ 	à


@ l� 	�@ñË@ 	áÓ , Éª 	®ËAK. .[

∫

Ω

∇u∇v +

∫

Ω

uv ù
 ÒÊ�Ë@ Z @Yj. ÊË �éJ.� 	�ËAK. H1
0 (Ω)

�ËAK. YËñÖÏ @ ú
æêj. �JÖÏ @ Z A 	� 	®Ë@ 	à

AK. ���®j�JË @ ù�®J. K
 .( (83) ÉÒª�J�@ ) H1

0 ú

	̄ �èYÓAª�JÓ

( en√
¸n

)

. f = 0 	à

@ 	áëQ�. 	JË ð ∀n (f, en)H1

0
= 0 �IJ
m�'. f ∈ H1

0
	à 	X@ 	áºJ
Ë . H1

0 ú

	̄ 	J
�J» (en)

�éJ
�KQ�. Êë �èY«A�̄ (en)
	à

@ AÖß. ) f = 0 ú
ÍA�JËAK. ð ∀n ¸n

∫
enf = 0 A 	JK
YË (83) I. �k

.( L2 �Ë

.( [EX] Q 	¢	� @ ) en ∈ L∞(Ω) 	à

@ 	á�
J. 	K , 31.9

�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HA 	�@Q�� 	̄ @ �Im��' �� .30
�é 	¢kCÓ

	áÓ �éËñîD��. i. �J 	J����
 @ 	Yë ; en ∈ C∞(Ω) 	àA
	̄ , C∞ 		J�Ë@ 	áÓ Ω �I	KA¿ @ 	X @ øQ 	k


@ �éêk. 	áÓ

. 25.9 �é 	JëQ�. ÖÏ @

	áºJ
Ë ð (36)
�éJ
j. ÊJ
ÊëB @  Qå�� ���®m��' B@ðX aij ∈ L∞(Ω) 	áº�JË �� .31

�é 	¢kCÓ
X@Y«


B (¸n)

�éJ
ËA�J�JÓ Yg. ñ�K ð (en) ∈ L2(Ω)
�éJ
�KQ�. Êë �èY«A�̄ Yg. ñ�K é 	KA

	̄ . a0 ∈ L∞(Ω)

ð en ∈ H1
0 (Ω)

�IJ
m�'. ¸n −→ +∞ ©Ó �éJ
�®J
�®k
∫

Ω

∑

i,j

aij
∂en
∂xi

∂'

∂xj
+

∫

Ω

a0en' = ¸n

∫

Ω

en' ∀' ∈ H1
0 (Ω).
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©�A�JË @ É�� 	®Ë@ Èñ�k ��J
�ËAª�K

. �éJ
j. ÊJ
ÊëB @ �HBXAªÖÏ @ �éK
Q 	¢	JË ð 	J
ËñK. ñ� �H@ZA 	� 	̄ �éK
Q 	¢	JË �éÓY�®Ó É� 	®Ë@ @ 	Yë É¾ ���

; �èYK
Y« ©k. @QÓ úÎ« ¨C£B@ é 	JºÖß
 , ¨ñ 	�ñÖÏ @ @ 	Yë Èñk é�KAÓñÊªÓ ��J
Òª�K ú 	æÒ�JK
 ø


	YË@ øPA�®Ë@
, Lions [1] , Bers− John− Shechter [1] , Agmon [1] , Aî 	DJ
K. 	áÓ Q» 	Y 	K
, Treves [4] , Folland [1] , Miranda [1] , Friedman [2] , Lions−Magenes [1]

, Courant−Hilbert [1] , Stampacchia [1] , Gilbarg − Trudinger [1] , Adams [1]

, Ladyzhenskaya−Uraltseva [1] , Mizohata [1] , Nečas [1] ,( 2 Z 	Qm.Ì'@ )
. �ñ�	JË @ è 	Yë ©k. @QÓ ð . . . Nirenberg [1] , Potter−Weinberger [1] , Morrey [1]

C�JÓ ù

	ªÊK
 AÜØ , C1 		J�Ë@ 	áÓ Ω 	à


AK. 	àAJ
k


B@ I. Ê 	«


@ ú


	̄ A 	J 	�Q�� 	̄ @ Y�̄ , 9 É� 	®Ë@ ú

	̄ (1

 ðQå���. AêÊK
YJ. �K ð �éJ
 	�Q 	®Ë @ è 	Yë 	J
ª 	��� �HBAmÌ'@ I. �k A 	J 	JºÖß
 . ′′ 	àA¿P

@ ′′ �H@ 	X �HA«ñÒj. ÖÏ @

�éª¢�®Ë@ �éJ
�A 	g Ω �Ë ,  ðQ 	jÖÏ @ �éJ
�A 	g Ω �Ë , ø

	Q�� ���. J
Ë Ω , AJ
K 	Qk. C1 		J�Ë@ 	áÓ Ω : �é 	®Ê�J	m×

. Nečas [1] , Agmon [1] , Adams [1] C�JÓ Q 	¢	� @ ; . tÌ'@
�éÒJ
�®�J�ÖÏ @

( Cm 		J�Ë@ 	áÓ Ω ) Wm,p(Ω) �H@ZA 	� 	̄ úÍ@ Y�JÖ �ß (©J
�ñ�K Q�K ñÓ Xñk. ð) 7.9
�é 	JëQ�. ÖÏ @ (2

. Nečas [1] , Adams [1] C�JÓ Q 	¢	� @ ; �A¾ª	KBAK. ©J
�ñ�JË @ �éJ
 	J �®�JË �éJ.�A 	JÓ �HAÒJ
Òª�K �é¢�@ñK.
. [EX] ð Friedman [1] , Lions [1] , Lions−Magenes [1]

. 	J
ËñK. ñ� Ñ 	¢	� Èñk �éÒêÓ Ym.Ì'@ �HA 	JK
AJ. �JÖÏ @ 	�ªK. úÍ@ Q�
 ��	� (3

C1 		J�Ë@ 	áÓ �é¢�. @Q��Ó �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω 	áº�JË �� . Poincaré−Wirtinger
�é 	JK
AJ. �JÓ (@ ∙

�IJ
m�'. C �IK. A�K Yg. ñK
 é 	KA
	̄ . 1 ⩽ p ⩽ ∞ 	áºJ
Ë ð

. ū =
1

∣Ω∣
∫

Ω

u ©Ó ∀u ∈ W 1,p(Ω) ∥u− ū∥Lp ⩽ C∥∇u∥Lp

, p < N 	àA¿ @ 	X @ é 	K

AK. 	J
ËñK. ñ� �é 	JK
AJ. �JÓ É 	� 	®K. , i. �J 	J���	�

∥u− ū∥Lp∗ ⩽ C∥∇u∥Lp ∀u ∈ W 1,p(Ω).

. [EX] C�JÓ Q 	¢	� @
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	áºJ
Ë ð C1 		J�Ë@ 	áÓ �èXðYm× �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω 	áº�JË �� . Hardy
�é 	JK
AJ. �JÓ (H. ∙

�IJ
m�'. C �IK. A�K Yg. ñK
 é 	K A
	̄ . d(x) = dist(x,Γ) © 	�	� . 1 < p < ∞

∥u
d
∥Lp ⩽ C∥∇u∥Lp ∀u ∈ W 1,p

0 (Ω).

, �ºªËAK. ð

. (u ∈ W 1,p
0 (Ω)) ⇐=

( u

d
∈ Lp(Ω) ð u ∈ W 1,p(Ω)

)

. p = 2
�éËAjÊË [EX] ð Lions−Magenes [1] Q 	¢	� @

Q��»

B@ �éÊ�JÓ


B@ 	�ªJ. K. Q» 	Y 	JË �� . Gagliardo−Nirenberg �Ë ÈAÒº�J�B@ �HA 	JK
AJ. �JÓ (�k. ∙

	�ªK. ) Friedman [2] ð

@ Nirenberg [1] Q 	¢	� @ �éÓAªË@ �éËAjÊË �éJ.� 	�ËAK. . �HA�®J
J.¢�JË @ ú


	̄ @ 	PðQK.
.( [EX] ú


	̄ AîD
Ê« 	áëQ�.Ó �HA 	JK
AJ. �JÖÏ @

.(PA¾ 	̄ 
B@ �I�
J. ���JË) �éÒ 	¢�J 	JÓ �èXðYm× �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω ⊂ ℝN 	áº�JË

	àA
	̄ . 1 ⩽ r ⩽ ∞ ð 1 ⩽ p ⩽ ∞ ©Ó u ∈ Lp(Ω) ⌢ W 2,r(Ω) 	áºJ
Ë �� . 1 ÈA�JÓ

: ø


@ , r ð p �Ë harmonic mean ù


�® 	̄ @ñ�JË @ ¡�ñË@ ñë q �IJ
k u ∈ W 1,q(Ω)

ð , 1

q
=

1

2

(1
p
+

1

r

)

∥Du∥Lq ⩽ C∥u∥1/2W 2,r ∥u∥1/2Lp .

A 	JK
YË . q = 2r 	à 	X@ ð p = ∞ ∗ : �é�A 	g �HBAg

∥Du∥L2r ⩽ C∥u∥1/2W 2,r ∥u∥1/2L∞ .

	à

@ ø



@ , Algebra Q�.g. W 2,r ⌢ L∞ 	à


@ �HAJ. �K @ , �é 	JK
AJ. �JÖÏ @ è 	Yë iÒ��� AÓ 	á�
K. 	áÓ

u, v ∈ W 2,r ⌢ L∞ =⇒ uv ∈ W 2,r ⌢ L∞

. [ 2 ⩽ ù
 ªJ
J.£ XY« m ©Ó Wm,r ⌢ L∞ �Ë �éjJ
m�� �éJ
�A	mÌ'@ è 	Yë ù�®J. �K ]

A 	JK
YË . p = q = r ∗∗

∥Du∥Lp ⩽ C∥u∥1/2W 2,p ∥u∥1/2Lp .

	à

@ �ñ�	mÌ'AK. i. �J 	J���	� é 	JÓ ð
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∥Du∥Lp ⩽ ²∥D2u∥Lp + C²∥u∥Lp ∀² > 0.

	àA
	̄ . 1 ⩽ q ⩽ p < ∞ 	áºJ
Ë �� . 2 ÈA�JÓ

(85) . a = 1− q

p
©Ó ∀u ∈ W 1,N (Ω) ∥u∥Lp ⩽ C∥u∥1−a

Lq ∥u∥aW 1,N

BAÒª�J�@ Q��»

B@ �é�A	mÌ'@ �éËAmÌ'@ 	¡kB

, a =
1

2
ð q = 2 , p = 4 , N = 2

ø


@

∥u∥L4 ⩽ C∥u∥1/2L2 ∥u∥1/2H1 ∀u ∈ H1(Ω).

	áÓ 2
�é 	¢kCÓ ) ÈAÒª�J�B@ �èQ�
�JºË@ ÈAÒº�J�B@ �é 	JK
AJ. �JÓ A 	JK
YË é 	K


AK. PA£B @ @ 	Yë ú


	̄ ½Ë 	Y» 	¡kC	K
( 4 É� 	®Ë@

a = 1− q

p
©Ó ∥u∥Lp ⩽ ∥u∥1−a

Lq ∥u∥aL∞

. W 1,N ∕⊂ L∞ 	à

B (85) Ð 	QÊ�J��� B Aî 	DºË ð

	àA
	̄ . r > N ð 1 ⩽ q ⩽ p ⩽ ∞ 	áºJ
Ë �� . 3 ÈA�JÓ

(86) . a =

1

q
− 1

p
1

q
+

1

N
− 1

r

©Ó ∀u ∈ W 1,r(Ω) ∥u∥Lp ⩽ C∥u∥1−a
Lq ∥u∥aW 1,r

�ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω ð 1 ⩽ p ⩽ ∞ ©Ó u ∈ W 1,p(Ω) 	áºJ
Ë . A 	K AJ
k

@ �éÒêÓ �éJ
�K

�
B@ �éJ
�A	mÌ'@ (4 ∙

Q 	¢	� @ ; ù

	®J
» �IK. A�K k �IJ
k {x ∈ Ω; u(x) = k} �é«ñÒj. ÖÏ @ úÎ« . �H . �k ∇u = 0 	àA

	̄ . �éJ
 	®J
»
. [EX] ð


@ Stampacchia [1]

. p > N AÓY 	J« Ω úÎ« . �H . �k ø
 XAªË@ ú 	æªÖÏ AK. ��A�®�J ��CË �éÊK. A�̄ W 1,p(Ω) È@ðX (5 ∗
�AJ
�̄ �H@ 	X A ⊂ Ω

�é«ñÒm.× Yg. ñ�K 	à 	X@ . p > N ©Ó u ∈ W 1,p(Ω) 	áºJ
Ë Q��»

@ hñ 	�ñK.

�IJ
m�'. ø
 Q 	®�
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lim
ℎ→0

u(x+ ℎ)− u(x)− ℎ.∇u(x)

∣ℎ∣ = 0 ∀x ∈ Ω ∖A.

È@ ñ�Ë@ @ 	Yë Èñk .( N > 1 ) p ⩽ N ð u ∈ W 1,p(Ω) AÓY 	J« �éjJ
m�� �I��
Ë �éJ
�A	mÌ'@ è 	Yë
.( 8 É� 	̄ ) Stein [1] Q 	¢	� @

	á�
K. �èPñ�m× �H@ZA 	� 	®Ë @ 	áÓ �éÊKA« 	K
Qª�K A 	J 	JºÖß
 �� . �éK
Qå�ºË@ 	J
ËñK. ñ� �H@ZA 	� 	̄
(6 ∗

© 	�	� , 1 ⩽ p < ∞ ð ( s ∈ ℝ ) 0 < s < 1 @ 	X @ Q��»

@ hñ 	�ñK. . W 1,p(Ω) ð Lp(Ω)

W s,p(Ω) =
{
u ∈ Lp(Ω);

∣u(x)− u(y)∣
∣x− y∣s+N

p

∈ Lp(Ω× Ω)
}
,

Q 	¢	� @ , �H@ZA 	� 	®Ë @ è 	Yë �é�@PYË . Hs(Ω) = W s,2(Ω) I. �Jº	K . ø
 XAªË@ Õæ

	¢ 	JËAK. Xð 	QÓ

ÈA 	gX@ 	áºÖß
 é 	K

AK. A 	��



@ 	¡ 	®�Jm� 	' . Malliavin [1] , Lions−Magenes [2] , Adams [1]

	àA¿ @ 	X @ éJ
K
Pñ 	̄ ÉK
ñm��' �é¢�@ñK. ð

@ , Lp ð W 1,p 	á�
K. �HBAÒº�J�A¿ W s,p(Ω) �H@ZA 	� 	̄

. Ω = ℝN ð p = 2

I. �Jº	K . ú
ÎK
 AÒ» s > 1 , ù
 ªJ
J.£ Q�
 	« s , ù

�®J
�®k XY« s �Ë W s,p(Ω) @Q�
 	g


@ 	¬Qª	K

© 	�	� ð , s �Ë �éJ
ªJ
J.¢Ë@ �éÒJ
�®Ë @ = m ©Ó s = m+ ¾

. { ∣®∣ = m ©Ó ∀® D®u ∈ W¾,p(Ω) ; u ∈ Wm,p(Ω) } = W s,p(Ω)

�éÒ 	¢�J 	JÓ �é«ñ	J�JÓ Γ �IJ
k W s,p(Γ) ½Ë 	Y» 	¬Qª	K , �éJ
Êm× �HAJ
�K @Yg@
�éÓñ 	¢	JÓ �é¢�@ñK.�éK
Q 	¢	� ú


	̄ AÓAë @PðX I. ªÊ�K �H@ZA 	� 	®Ë @ è 	Yë .(Ñ 	¢�J 	JÓ hñ�J 	®Ó Yg C�JÓ) regular manifold

.( 7
��J
ËAª�K Q 	¢	� @ ) PA�K

�
B@

: �éJ
�A�

@ �éJ£ñ�JK.


@YJ. 	JË . 1 ⩽ p < ∞ 	áºJ
Ë �� . Traces PA�K

�
B@ �éK
Q 	¢	� (7 ∙

�IJ
m�'. C �IK. A�K Yg. ñK
 . Ω = ℝN
+

	áºJ
Ë �� 9.9 �éJ£ñ�K
(∫

ℝN−1

∣u(x′, 0)∣pdx′
)1/p

⩽ C∥u∥W 1,p(Ω) ∀u ∈ C1
c (ℝN ).

A 	JK
YË . u ∈ C1
c (ℝN ) 	áº�JË ð G(t) = ∣t∣p−1t 	áº�JË �� . �HAJ. �K @
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G(u(x′, 0)) = −
∫ +∞

0

∂

∂xN
G(u(x′, xN ))dxN

= −
∫ +∞

0

G′(u(x′, xN ))
∂u

∂xN
(x′, xN )dxN .

	à 	X@

∣u(x′, 0)∣p ⩽ p

∫ +∞

0

∣u(x′, xN )∣p−1
∣∣∣ ∂u

∂xN
(x′, xN )

∣∣∣dxN

⩽ C
[ ∫ +∞

0

∣u(x′, xN )∣pdxN +

∫ +∞

0

∣∣∣ ∂u

∂xN
(x′, xN )

∣∣∣
p

dxN

]

□ . x′ ∈ ℝN−1 Èñk �éÊÓA¾ÖÏ AK. h. A�J 	J���B@ ©J. ��K
 ð

	¬QªÓ Γ = ∂Ω = ℝN−1 × {0} ©Ó u 7−→ u∣Γ
��J
J.¢�JË @ 	à


AK. 9.9

�éJ£ñ�JË @ 	áÓ i. �J 	J���	�
ú


	̄
W 1,p(Ω) 	áÓ QÒ�J�Ó ð ù
 ¢ 	k Q�K ñÓ úÍ@

�é 	̄ A�JºËAK. ©�ñ�JK
 , Lp(Γ) ú

	̄
C1

c (ℝN ) 	áÓ
. u∣Γ �K. ½Ë 	Y» éJ
Ë @ 	QÓQ 	K ; Γ úÎ« u Q�K


@ , 	K
Qª�JËAK. ,ñë Q�K ñÖÏ @ @ 	Yë . Lp(Γ)

AêË ��
Ë Lp(ℝN
+ ) È@ðX ; W 1,p(ℝN

+ ) ð Lp(ℝN
+ ) 	á�
K. ú
æ�A�


@ ��Q 	̄ Yg. ñK
 é 	K


AK. 	¡kC	K
. Γ úÎ« @Q�K


@

�éË @YË Γ = ∂Ω úÎ« Q�K

B@ �� �éJ
Êm× �HAJ
�K @Yg@

�é¢�@ñK. �� 	K
Qª�K �éJ
 	®J
» �éËñîD��. Pñ��J 	K
©Ó C1 		J�Ë@ 	áÓ Ω C�JÓ) ℝN ú


	̄ �éÒ 	¢�J 	JÓ �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω 	àñº�K AÓY 	J« u ∈ W 1,p(Ω)

ù
 ë Q�K

B@ ��A� 	k Ñë


@ .( d¾ ú
j¢�Ë@ �AJ
�®ÊË ) u∣Γ ∈ Lp(Γ)

�éËAmÌ'@ è 	Yë ú

	̄ .(XðYm× Γ

: ú

�G
�
BA¿

ð u∣Γ ∈ W 1−1/p,p(Γ) , �é�®J
�®mÌ'@ ú

	̄ é 	K A

	̄ , u ∈ W 1,p(Ω) @ 	X @ (∗)

∥u∣Γ∥W 1−1/p,p(Γ) ⩽ C∥u∥W 1,p(Ω) ∀u ∈ W 1,p(Ω).

. W 1−1/p,p(Γ) úÎ« W 1,p(Ω) 	áÓ QÓA 	« u 7−→ u∣Γ Q�K ñÖÏ @ , ½Ë 	X úÍ@
�é 	̄ A 	�B AK.

ø


@ , W 1,p

0 (Ω) ñë Q�K

B@ Q�K ñÓ �è@ñ 	K (∗∗)

W 1,p
0 (Ω) = {u ∈ W 1,p(Ω); u∣Γ = 0}.

: Green′s formula 	áK
Q 	« �é 	ªJ
� A 	JK
YË (∗ ∗ ∗)
∫

Ω

∂u

∂xi
v = −

∫

Ω

u
∂v

∂xi
+

∫

Γ

uv(n⃗.e⃗i)d¾ ∀u, v ∈ H1(Ω)
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Ð@XAÓ ú 	æªÓ ú
j¢�Ë@ ÉÓA¾�JÊË é 	K

@ 	¡kB . Γ �Ë ú
k. PA	mÌ'@ ù
 Ò 	£A 	JË @ �èYgñË@ éj. �JÓ ñë n⃗ �IJ
k

. u, v ∈ L2(Γ)
∂u

∂n
= (∇u∣Γ).n⃗ © 	�	� : u ∈ W 2,p(Ω)

�éË @YË ∂u

∂n
	á« �HYj�JË @ 	áºÖß
 �é�®K
Q¢Ë@ � 	® 	JK.

Éª 	®ËAJ. 	̄ ) ∂u

∂n
∈ Lp(Γ) ð �� ∇u∣Γ ∈ Lp(Γ)N Ð@XAÓ ú 	æªÓ éË ø


	YË@ ð ��
.( ∂u

∂n
∈ W 1−1/p,p(Γ)

: 	áK
Q 	« �é 	ªJ
� A 	JK
YË
∫

Ω

−Δuv =

∫

Ω

∇u∇v −
∫

Γ

∂u

∂n
vd¾ ∀u, v ∈ H2(Ω).

úÎ« W 2,p(Ω) 	áÓ QÓA 	« ð QÒ�J�Ó , ù
 ¢ 	k u 7−→
{
u∣Γ,

∂u

∂n

}
Q�K ñÖÏ @ (∗ ∗ ∗∗)

�éËAjÊË Lions−Magenes [1] Q 	¢	� @ , �éÊJ�

B@ è 	Yë Èñk . W 2−1/p,p(Γ)×W 1−1/p,p(Γ)

.( p ∕= 2
�éËAjÊË Lions−Magenes [1] ú


	̄ �èPñ» 	YÖÏ @ ©k. @QÖÏ @ ð ) p = 2

ÐA 	¢�J 	KB@ ð Xñk. ñË@ l .�
'A�J 	K Y�JÖ �ß �� . �éJ
j. ÊJ
Êë@

�éÒ 	¢	�

@ ð 2m

�ék. PYË@ 	áÓ �H@Q�K ñÓ (8

. 44 �éJ
j. ÊJ
Êë@
�éÒ 	¢	�


@ úÍ@ ð 2m

�ék. PYË@ 	áÓ �éJ
j. ÊJ
Êë@ �H@Q�K ñÓ úÍ@ 9 É� 	®Ë@ ú

	̄ AîD
Ê« 	áëQ�. ÖÏ @

, Agmon [1] Q 	¢	� @ , �éÊJ�

B@ è 	Yë Èñk . Garding

�é 	JK
AJ. �JÓ ù
 ë �éJ
�A�

B@ ÉKA�ñË@ Yg


@

I. ªÊ�K . Agmon−Douglis−Nirenberg [1] , Lions−Magenes [1] , Nečas [1]
Q�
 ��	� . ZAK
 	Q�
 	®Ë @ ú


	̄ ð A¾J
 	KA¾J
ÖÏ @ ú

	̄ AÓAë @PðX �HAÓñ 	¢	JÖÏ @ 	�ªK. ð 2m

�ék. PYË@ �H@Q�K ñÓ
�éÓñ 	¢	JÓ ð �é 	KðQÖÏ @ �éÓñ 	¢	JÓ ,(l�'A 	®�Ë@ �éK
Q 	¢	�) Δ2 �éJ
�® 	̄ @ñ�JË @ ú


GA 	J�JË @ Q�K ñÖÏ @ úÍ@ �ñ�	mÌ'AK.
, Duvaut− Lions [1] , Ciarlet [1] C�JÓ Q 	¢	� @ ;(©K@ñÖÏ @ A¾J
 	KA¾J
Ó) Stokes

. Gurtin [1] , Nečas−Hlavaček [1] , Temam [1] , Raviart− Thomas [1]

9 É� 	®Ë@ ú

	̄ AîD
Ê« �I�. �JÖÏ @ ÐA 	¢�J 	KB@ �HA 	JëQ�.Ó �� . C0,® ð Lp �H@ZA 	� 	̄ ú


	̄ ÐA 	¢�J 	KB@ (9
: p ∕= 2

�éËAmÌ'@ úÍ@ Y�JÖ �ß p = 2 �Ë

		J�Ë@ 	áÓ Ω 	à

@ 	�Q�� 	® 	K �� ( Agmon−Douglis−Nirenberg [1] ) 32.9

�é 	JëQ�.Ó ∙
Yg. ñK
 , f ∈ Lp(Ω) É¾Ë 	à 	X@ . 1 < p < ∞ 	áºJ
Ë . XðYm× Γ ©Ó C2

. �é�A 	g �HBAg @Y« AÓ , ùÒ 	¢ªË@ �éK
Aî 	DË @

@YJ.Ó ��
Ë 	áºË ð 44
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�éËXAªÒÊË Cg , YJ
kð u ∈ W 2,p(Ω) ⌢ W 1,p
0 (Ω)

(87) . Ω úÎ« −Δu+ u = f

XY« m ) f ∈ Wm,p(Ω) @ 	X @ ð Cm+2 		J�Ë@ 	áÓ Ω �I	KA¿ @ 	X @ , ½Ë 	X úÍ@
�é 	̄ A 	�@	àA

	̄ ,( 1 ⩽ ù
 ªJ
J.£

. ∥u∥Wm+2,p ⩽ C∥f∥Wm,p ð u ∈ Wm+2,p(Ω)

. [ �éÒ 	¢�J 	JÓ ÉÓ@ñ« �H@ 	X ð 2
�ék. PYË@ 	áÓ �éJ
j. ÊJ
Êë@

�éËXAªÖß. (87) �I 	�ñ« @ 	X@
�éÊ�KAÜØ l .�

'A�J 	K]

úÎ« A�A�

@ YÒ�Jª�K .( 25.9

�é 	JëQ�.Ó ) p = 2
�éËAmÌ'@ 	áÓ @YJ
�®ª�K Q��»


@ 32.9

�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @
: 	á�
�KQº 	̄

(87) Ég 	àA
	̄ , Ω = ℝ3 @ 	X @ C�JÓ . ú
æ�A�


B@ ÉmÌ'@ �é¢�@ñK. u �Ë l�'
Qå�Ë@ ÉJ
�JÒ�JË @ �é 	ªJ
� (@

ú
æ. K
Q�®�K É¾ ���. �IJ
m�'. .( [EX] Q 	¢	� @ ) G(x) =
C

∣x∣e
−∣x∣ �IJ
k u = G ∗ f �K. ù¢ªÓ

	Xð 	Y ��Ë@ I. �. ��. , 45L1(ℝ3) úÍ@ ù
 Ò�J 	��K B ∂2G

∂xi∂xj

′′ 	áºË ð ′′ ; ∂2u

∂xi∂xj
=

∂2G

∂xi∂xj
∗ f

.( 15.4
�é 	JëQ�.Ó ) ú
ÎÓA¾�JË @ 	¬ñ 	®ÊÖÏ @ úÎ« �éJ
Ëð


B@ �H@QK
Y�®�JË @ ��J
J.¢�� A 	J 	JºÖß
 B ð , x = 0 ú


	̄

úÍ@ ©k. Q�K ú

�æË @ ð Lp ú


	̄ 	XA ��Ë@ ÉÓA¾�JË @ �éK
Q 	¢	� ÉÒª�J�	� �éK. ñª�Ë@ è 	Yë 	PðAj. �JË (H.
.( Bers− John− Schechter [1] ð Stein [1] C�JÓ Q 	¢	� @ ) Calderon− Zygmund

. p = ∞ ð p = 1 �Ë �éJ£A 	g 32.9
�é 	JëQ�. ÖÏ @ �éj. J
�� 	K 	à


AK. 	¡ 	®�Jm� 	'

: 46PYËñë È@ðX �H@ZA 	� 	̄ ú

	̄ ÐA 	¢�J 	K @ l .�

'A�J 	K ½Ë 	Y» 	¬Qª	K

! AJ. K
Q�®�K 	áºËð 45

	à

AK. Q» 	Y 	K 46

C0,®(Ω) =
{
u ∈ C(Ω); sup

x,y∈Ω
x ∕=y

∣u(x)− u(y)∣
∣x− y∣® < ∞}

ð

. { ∣¯∣ = m ©Ó ∀¯ D¯u ∈ C0,®(Ω) ; u ∈ Cm(Ω)
}

= Cm,®(Ω)
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	à 	X @ . 0 < ® < 1 ©Ó C2,® 		J�Ë@ 	áÓ �èXðYm× Ω 	à

AK. 	�Q�� 	® 	K �� .(PXðA ��) 33.9

�é 	JëQ�.Ó ∙
�éË


A�ÒÊË Cg , YJ
kð u ∈ C2,®(Ω) Yg. ñK
 f ∈ C0,®(Ω) É¾Ë

(88)
Ω úÎ« −Δu+ u = f

. Γ úÎ« u = 0

}

@ 	X @ ð ( 1 ⩽ ù
 ªJ
J.£ XY« m ) Cm+2,® 		J�Ë@ 	áÓ Ω �I	KA¿ @ 	X @ ½Ë 	X úÍ@
�é 	̄ A 	�B AK.

	àA
	̄ , f ∈ Cm,®(Ω)

. ∥u∥Cm+2,® ⩽ C∥f∥Cm,® ð u ∈ Cm+2,®(Ω)

. [ �éÒ 	¢�J 	JÓ ÉÓ@ñ« �H@ 	X ð 2
�ék. PYË@ 	áÓ �éJ
j. ÊJ
Êë@

�éËXAªÖß. (88) �I 	�ñ« @ 	X@
�éÊ�KAÜØ l .�

'A�J 	K]
ð u �Ë l�'
Qå�Ë@ ÉJ
�JÒ�JË @ øYg@ úÎ« �� 32.9

�é 	JëQ�. ÖÏ @ ú

	̄ AÒ» �� YÒ�JªK
 33.9

�é 	JëQ�. ÖÏ @ �HAJ. �K @
, Korn , Hölder úÍ@ ©k. Q�K ú


�æË @ ð C0,® �H@ZA 	� 	̄ ú

	̄ 	XA ��Ë@ ÉÓA¾�JË @ �éK
Q 	¢	� úÎ«

. Giraud , Lichtenstein
, Agmon−Douglis−Nirenberg [1] Q 	¢	� @ , ¨ñ 	�ñÖÏ @ @ 	Yë Èñk
ú


G @Y�JK. B @ I. K
Q�®�JË @ ½Ë 	Y» ð Gilbarg − Trudinger [1] , Bers− John− Schechter [1]

.(ùÒ 	¢ªË@ �éK
Aî 	DË @

@YJ.Ó úÎ« A�A�


@ YÒ�JªK
) A.Brandt [1]

	¬Q£ 	áÓ @Q 	k ñÓ XYÒÖÏ @

, 32.9
�é 	JëQ�. ÖÏ @ I. �k . f ∈ C(Ω) 	áºJ
Ë ð �éÒ 	¢�J 	JÓ ð �èXðYm× �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω 	áº�JË

, �ñ�	mÌ'AK. . (87) �Ë @YJ
kð Cg ( 1 < p < ∞ É¾Ë ) u ∈ W 2,p(Ω) ⌢ W 1,p
0 (Ω) Yg. ñK


B u AÓñÔ« .(( 12.9
�é 	JëQ�.Ó ) Morrey

�é 	JëQ�.Ó É 	� 	®K. ) 0 < ® < 1 É¾Ë u ∈ C1,®(Ω)
, L1(Ω) �H@ZA 	� 	̄ ú


	̄ ÉÒªË@ AJ. Ë A 	« I. 	Jj. �� 	K @ 	XAÖÏ Qå� 	®K
 @ 	Yë . W 2,∞ úÍ@ B ð , C2 úÍ@ ù
 Ò�J 	�K

. ÐA 	¢�J 	KCË �éJ
Ò 	¢«


@ l .�

'A�J 	K AêË 	¬Qª	K B �H@ZA 	� 	̄ ù
 ë ð , C(Ω) ð L∞(Ω)

�HAÓñ 	¢	JÖÏ @ úÍ@ ð 2m
�ék. PYË@ 	áÓ �éJ
j. ÊJ
Êë@ �H@Q�K ñÓ úÍ@ 33.9 ð 32.9 	àA�J 	JëQ�. ÖÏ @ XYÒ�J�K

	à

AK. ,Q 	k

�
@ èAm.�

�' @ ú

	̄ , @Q�
 	g


@ Q�
 ��	� . Agmon−Douglis−Nirenberg [1] Q 	¢	� @ ; �éJ
j. ÊJ
ÊëB @

	áÓ YK
Y« Pñm× �I	KA¿ Y�̄ �èQÒ�J�ÖÏ @ Q�
 	ªË @ ÉÓ@ñªË@ �H@ 	X 2
�ék. PYË@ 	áÓ �éJ
j. ÊJ
ÊëB @ �HBXAªÖÏ @

: �éJ
ËA�JË @ �éj. J
�� 	JË @ , C�JÓ ,Q» 	Y 	K . ÈAÔ«

B@
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�èXðYm× �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω ⊂ ℝN 	áº�JË �� . (De Giorgi− Stampacchia) 34.9
�é 	JëQ�.Ó ∗

	áºJ
Ë . (36)
�éJ
j. ÊJ
ÊëB @  Qå��Ë �é�®�®m× aij ∈ L∞(Ω) È@ðYË@ 	à


AK. 	�Q�� 	® 	K . �éÒ 	¢�J 	JÓ ð

�IJ
m�'. u ∈ H1
0 (Ω) 	áºJ
Ë ð p >

N

2
©Ó f ∈ L2(Ω) ⌢ Lp(Ω)

∫

Ω

∑

i,j

aij
∂u

∂xi

∂'

∂xj
=

∫

Ω

f' ∀' ∈ H1
0 (Ω).

.( p ð aij , Ω �K. ��Êª�JK
 ø

	YË@ ) 0 < ® < 1 Yg


B u ∈ C0,®(Ω) 	à 	X @

ð Gilbarg − Trudinger [1] , Stampacchia [1] Q 	¢	� @ , �éÊJ�

B@ è 	Yë Èñk

. Ladyzhenskaya−Uraltseva [1]

! Aî �Dm.Ì'AªÓ �éJ
 	®J
» ð �éJ
�K @Q�
 	ª�JË @ �é�®K
Q¢Ë@ �HAJ
J. Ê� 	�ªK. (10

	áºË ð , AÖ ß @X Aê�®J
J.¢�� 	áºÖß
 B . �éËñîD��. 	J
ª 	� Ég Xñk. ð �HAJ. �K @
�éJ
�K @Q�
 	ª�JË @ �é�®K
Q¢Ë@ iÒ���

. 	á�
ËA�JÓ úÍ@ Qå�� 	JË . AêË AÒ» @ 	áºÖß

. �éÒ 	¢�J 	JÓ ð �èXðYm× �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω ⊂ ℝN 	áº�JË

�AJ
�̄ f ð

@ �� f ∈ L1(Ω) 	áºJ
Ë �� .( Transposition

�éÊ�̄ A 	JÖÏ @ ð

@ ) �éK
ñ 	J�JË @ �é�®K
Q£ (

@
�éË


A�ÖÏ @ Ég 	á« �Ij�. 	JË ð �� Ω úÎ« ( 	àðX@P)

(89)
Ω úÎ« −Δu+ u = f

. Γ úÎ« u = 0

}

�é�®K
Q¢Ë@ ú
ÍA�JËAK. ð ' ∈ H1
0 (Ω) �Ë 	¬QªÓ Q�
 	« ' 7−→

∫

Ω

f' ù
 ¢	mÌ'@ É¾ ��Ë@ N > 1 	à

@ XQm.×

T : L2(Ω) −→ L2(Ω) �K. 	QÓQ 	K . �éJ
ËA�JË @ �éJ
 	J �®�JË @ ÈAÒª�J�@ A 	J 	JºÖß
 é 	K

@ YJ
K. . AîE. ÉÒªK
 B �éJ
�K @Q�
 	ª�JË @

T 	à

@ ÕÎª 	K .( f ∈ L2(Ω) �Ë Yg. ñK
 ø


	YË@ ð , (89) Ég ñë u �IJ
k ) f 7−→ u Q�K ñÒÊË
ð 2 ⩽ p < ∞ �Ë T : Lp(Ω) −→ W 2,p(Ω) ( 32.9

�é 	JëQ�.Ó ) øQ 	k

@ �éJ
kA 	K 	áÓ . ú


�G @ 	X 	áK
Q�̄

�éK
ñ 	J�JË @ �é¢�@ñK. . p >
N

2
@ 	X @ T : Lp(Ω) −→ C(Ω) , Morrey ð 	J
ËñK. ñ� ú


�æ 	JëQ�.Ó É 	� 	®K.
	à

@ i. �J 	J���	�
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. p >
N

2
@ 	X @ T ∗ : M(Ω) = C(Ω)′ −→ Lp′

(Ω)

Ém» u = T ∗f PAJ. �J«@ A 	J 	JºÖß
 	à 	X@ ; T �Ë ©J
�ñ�K ñë T ∗ , L2 ú

	̄ ú


�G @ 	X 	áK
Q�̄
T 	à


@ AÖß. 	áºË

ñë u ; q <
N

N − 2
É¾Ë u = T ∗f ∈ Lq(Ω) 	àA

	̄ , f ∈ L1(Ω) @ 	X @ , �é�®J
�®m 	̄ . (89) �Ë ÐA«
: ú
ÍA�JË @ ú 	æªÖÏ AK. (89) �Ë ( @Yg. ) 	J
ª 	�Ë@ YJ
kñË@ ÉmÌ'@

. Γ úÎ« ' = 0 , ∀' ∈ C2(Ω) −
∫

Ω

uΔ'+

∫

Ω

u' =

∫

Ω

f'

Q 	¢	� @ ; H−m(Ω) ú

	̄ �èA¢ªÓ f �Ë (89)

�é�@PX A 	J 	JºÖß
 ,PA£B @ � 	® 	K ú

	̄

. Lions−Magenes [1]

�éË

A�ÖÏ @ ÉmÌ �Ij�. 	JË ð g ∈ C(Γ) 	áºJ
Ë �� . �é 	̄ A�JºË@ �é�®K
Q£ (H.

(90)
Ω úÎ« −Δu+ u = 0

. Γ úÎ« u = g

}

	¡kB ð 7
��J
Êª�K Q 	¢	� @ ) g̃∣Γ = g �IJ
m�'. g̃ ∈ H1(Ω)

�éË @X Yg. ñ�K B , g ∈ C(Γ) @ 	X @ AÓñÔ«
: H1(Ω) ú


	̄
(90) Ég 	á« �IjJ. Ë @ ÐY« ú
æîE
YJ. Ë @ 	áÓ 	à 	X@ é 	K @ .( C(Γ) ∕⊂ H1/2(Γ) 	à


@

�Ë @ A 	JK
YË é 	K

@ YJ
K. . AîE. ÉÒªK
 B �éJ
�K @Q�
 	ª�JË @ �é�®K
Q¢Ë@

. (90) �Ë @YJ
kð Cg u ∈ C(Ω) ⌢ C∞(Ω) Yg. ñK
 �� .35.9 �é 	JëQ�.Ó ∙

g̃ Yg. ñK
 Tietze−Urysohn
�é 	JëQ�.Ó I. �k ; g̃∣Γ = g �IJ
m�'. g̃ ∈ Cc(ℝN ) �IJ. �� 	JË �� . �HAJ. �K @

�IJ
m�'. C∞
c (ℝN ) 	áÓ �éJ
ËA�J�JÓ (g̃n) 	áº�JË .( Schwartz [2] , Dieudonné [1] Q 	¢	� @ )

ÐA 	¢�J 	KB@ l .�
'A�J 	K ð �éJ
�K @Q�
 	ª�JË @ �é�®K
Q¢Ë@ ��J
J.¢��K. . gn = g̃n∣Γ © 	�	� . ℝN úÎ« ÐA 	¢�J 	KAK. g̃n −→ g

: �éË

A�ÒÊË AJ
ºJ
�C¿ Cg un ∈ C2(Ω) Yg. ñK
 é 	K


@ øQ	K

Ω úÎ« −Δun + un = 0

. Γ úÎ« un = gn

}

A 	JK
YË ( 28.9
�éÓ 	PB ) ùÒ 	¢ªË@ �éK
Aî 	DË @


@YJ.Ó úÍ@ @XA 	J���@
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∥um − un∥L∞(Ω) ⩽ ∥gm − gn∥L∞(Γ).

A 	JK
YË é 	K

@ l� 	�@ñË@ 	áÓ . C(Ω) ú


	̄
un −→ u ð C(Ω) ú


	̄ ú
æ
��ñ» �éJ
ËA�J�JÓ (un) ú
ÍA�JËAK.

∫

Ω

u(−Δ'+ ') = 0 ∀' ∈ C∞
c (Ω)

. (90)
���®m��' u ∈ C(Ω) ⌢ C∞(Ω) 	à 	X @ .( 26

�é 	¢kCÓ Q 	¢	� @ ) u ∈ C∞(Ω) ú
ÍA�JËAK. ð
□ .( 28

�é 	¢kCÓ Q 	¢	� @ ) ùÒ 	¢ªË@ �éK
Aî 	DË @

@YJ.Ó 	áÓ i. �J 	J����
 (90) �Ë ÉmÌ'@ �éJ
 	K @Ygð

. ù

	®ºK
 AÖß. �éÒ 	¢�J 	JÓ Ω

�éJ
 	�Q 	̄ 	á« ZA 	J 	ª�J�B@ 35.9
�é 	JëQ�. ÖÏ @ ú


	̄ 	áºÖß
 B �� .32
�é 	¢kCÓ ∗

Potential theory 	àñÒºË@ �éK
Q 	¢	� ÉKA�Ó úÎ« 	¬Qå�� 	� ′′ ú
æ
	�QÓ ′′ Yg Ω �Ë 	àñºK
 AÓY 	J«

.(. tÌ'@ Weiner PAJ
ªÓ , �éÒ 	¢�J 	JÓ  A�® 	K)

© 	�	� . 	àñÒºË@ �éK
Q 	¢	� ú

	̄ �éJ
ºJ
�C¿ ù
 ë ð , Perron

�é�®K
Q£ ù
 ë (90) ÉmÌ øQ 	k

@ �èPXAJ.Ó

{ Γ úÎ« v ⩽ g ð Ω úÎ« −Δv + v ⩽ 0 , v ∈ C(Ω) ⌢ C2(Ω) ; v(x) } sup = u(x)

. (90) ���®m�'
 u 	à

AK. 	áëQ�. 	K ð

v ⩽ g
�é 	̄ A 	�B AK. �I�®�®k @ 	X@ ; �éJ
�® 	̄ @ñ�K �Im��' Ω úÎ« −Δv + v ⩽ 0

���®m��' v
�éË @X 	á« ÈA�®K


. (90) �Ë ú

�æm��' Ég v 	à


AK. Èñ�® 	K Γ úÎ«

	àñºK
 AÓY 	J« 29.9
�éJ
 	��®Ë@ �C 	j�J�@ YK
Ym��' A 	J 	JºÖß
 �� . ø
 ñ�®Ë@ ùÒ 	¢ªË@ �éK
Aî 	DË @


@YJ.Ó (11

	áº�JË . �éÒ 	¢�J 	JÓ �èXðYm× �é¢�. @Q��Ó �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω 	áº�JË , Q��»

@ hñ 	�ñK. . AJ
ºJ
�C¿ Cg u

�Ë @ A 	JK
YË . Ω úÎ« a0 ⩾ 0 ©Ó ai, a0 ∈ C(Ω) , (36)
�éJ
j. ÊJ
ÊëB @  Qå��Ë �é�®�®m× aij ∈ C1(Ω)

�Ë A �®�®m× u ∈ C(Ω) ⌢ C2(Ω) 	áºJ
Ë �� . (Hopf) 36.9 �é 	JëQ�.Ó

(91) . Ω úÎ« −
∑

i,j

∂

∂xj

(
aij

∂u

∂xi

)
+
∑

i

ai
∂u

∂xi
+ a0u = f

o b e i k a n d l . c o m
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47u(x0) ⩽ 0 @ 	X @ ð u(x0) = min
Ω

u �IJ
m�'. x0 ∈ Ω Yg. ð @ 	X @ . Ω úÎ« f ⩾ 0 	à

AK. 	�Q�� 	® 	K

.( Ω úÎ« f = 0 ½Ë 	X úÍ@
�é 	̄ A 	�B AK. ð ) Ω úÎ« �IK. A�K u 	àA

	̄

ð

@ Gilbarg − Trudinger [1] , Bers− John− Schechter [1] Q 	¢	� @ , �HAJ. �KC Ë

. Protter−Weinberger [1]

	�Q�� 	® 	K . Ω úÎ« f ⩾ 0 ©Ó (91) �Ë A �®�®m× u ∈ C(Ω) ⌢ C2(Ω) 	áºJ
Ë �� .37.9 �éÓ 	PB ∙
	à 	X@ . Γ úÎ« u ⩾ 0 	à


@

Ω úÎ« u > 0 AÓ@ ∙
. Ω úÎ« u ≡ 0 AÓ@ ∙

Q 	¢	� @ (. tÌ'@ Harnack
�é 	JK
AJ. �JÓ) , ùÒ 	¢ªË@ �éK
Aî 	DË @


@YJ. Öß. �é�̄C« AêË øQ 	k


@ l .�

'A�J 	JË �éJ.� 	�ËAK.
.Sperb [1] , Protter−Weinberger [1] , Gilbarg − Trudinger [1] , Stampacchia [1]

�éJ
 	K AÖß
P �HA«ñ	J�JÓ úÎ« �é 	̄QªÖÏ @ �éJ
j. ÊJ
ÊëB @ �H@Q�K ñÖÏ @ �� . Laplace− Beltrami Q�K ñÓ (12

Laplace− Beltrami Q�K ñÓ �ñ�	mÌ'AK. ð (Yg 	àðYK. ð

@ Ym�'.) Riemannian manifolds

C�JÓ Q 	¢	� @ ; ZAK
 	Q�
 	®Ë @ ú

	̄ ð �éJ
Ê 	�A 	®�JË @ �é�Y	JêË @ ú


	̄ @PðX I. ªÊ�K
.Choquet−DeWitt−Dillard [1]

�ék. PYË@ 	áÓ �éJ
j. ÊJ
Êë@ �H@Q�K ñÖÏ �éJ
�K @ 	YË @ È@ðYË@ ð �éJ
�K @ 	YË @ Õæ

�®Ë @ ©�JÒ�J�K �� . �éJ
 	®J
£ ��A� 	k (13

�èXðYm× �é¢�. @Q��Ó �ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× Ω ⊂ ℝN 	áº�JË . Aî 	DÓ 	�ªJ. Ë @ Q» 	Y 	JË . �è 	Q�
ÜØ ��A� 	k �èYªK. 2

Q�K ñÖÏ @ A 	áºJ
Ë . a0 ∈ C(Ω) ð (36)
�éJ
j. ÊJ
ÊëB @  Qå��Ë �é�®�®m× aij ∈ C1(Ω) 	áº�JË . �éÒ 	¢�J 	JÓ

Au = −
∑

i,j

∂

∂xj

(
aij

∂u

∂xi

)
+ a0u

. a0 = 0 @ 	X @
�éK
PðQå 	� Q�
 	« u(x0) ⩽ 0

�éJ
 	�Q 	®Ë@ 47
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A �Ë �éJ
�K @ 	YË @ Õæ

�®Ë @ �éJ
ËA�J�JÓ úÍ@ (¸n) �K. 	QÓQ 	K .( Γ úÎ« u = 0 ) �	�Aj. �JÖÏ @ éJ
Ê¾K
QK
X  Qå�� ©Ó

¸1 úÍð

B@ �éJ
�K @ 	YË @ �éÒJ
�®ËA 	̄ 	à 	X@ . n −→ ∞ AÓY 	J« ¸n −→ ∞ ©Ó , YK
@ 	Q��Ó I. �
�KQ�K ú


	̄ �éJ. �KQÓ
e1

�é�® 	̄ @QÖÏ @ �éJ
�K @ 	YË @ �éË @YË @ PAJ
�J 	k@ A 	J 	JºÖß
 ð , 48( �é¢J
��. �éJ
�K @ 	X �éÒJ
�̄ ¸1
	à

AK. Èñ�® 	K) 1 AëXYª�K

�éJ
kA 	K 	áÓ . 6 É� 	®Ë@ ��J
ËAª�K ú

	̄
Krein− Rutman

�é 	JëQ�.Ó Q 	¢	� @ ; Ω úÎ« e1 > 0 �IJ
m�'.
. Agmon [1] Q 	¢	� @ ; c > 0 ©Ó n −→ ∞ AÓY 	J« ¸n ∼ cn2/N 	à


AK. �IJ. �� 	K , øQ 	k


@

; �é�®ÒªÓ �Hñm�'. ÈAm.× Ém��' A
	J
£ ð Ω �Ë 49 �éJ
�Y	JêË @ ��A�	mÌ'@ 	á�
K. �èXñk. ñÖÏ @ �HA�̄CªË@

½Ë 	X 	áÓ 	¬YêË@ . I.M.Singer [1] , Osserman [1] , Marcel− Berger [1] , Kac [1] Q 	¢	� @
. (¸n)

	J
¢Ë@ �é 	̄QªÓ Q�.« Ω Èñk �HAÓñÊªÖÏ @ 	áÓ Yg úæ��̄
@ h. A�J 	J���@ ñë

	�Q�� 	® 	K ; ℝ2 	áÓ 	áK
XðYm× 	áK
 	Q�
g Ω2 ð Ω1
	áºJ
Ë . ú
ÍA�JËA¿ ù
 ë Q 	¢	JÊË �é�J 	®ÊÓ �ékñ�J 	®Ó �éË


A�Ó

ð Ω1 Éë . Ω2 ð Ω1 �Ë �éJ.� 	�ËAK. AîD� 	® 	K ù
 ë ( éJ
Ê¾K
QK
X  Qå�� ©Ó) −Δ Q�K ñÒÊË �éJ
�K @ 	YË @ Õæ

�®Ë@ 	à


@

H. @ñm.Ì'@ 	à

AK.

	¬Qª	K . 50′′ ? ÉJ.£ É¾ �� ¨AÖÞ� 	áºÖß
 Éë ′′ : �éË

A�ÖÏ @ è 	Yë �IJ
ÖÞ� ? 	àC¿ A ����Ó Ω2

. A�Q�̄
Ω1

	àñºK
 AÓY	J« ú
G. Am.
�'
 @

ù
 ë AÓ .( �éK
Yg  ðQå�� ©Ó) Au = −Δu+ a0u Q�K ñÖÏ @ Q�. �Jª 	JË . ú

�G
�
B@ ñë ÑêÓ Q 	k

�
@ È@ ñ�

? A
	J
£ �é 	̄QªÓ Q�.« AîD�C 	j�J�@ 	áºÖß
 ú


�æË@ a0 ��A� 	k

É¾ ��Ë@ 	áÓ ÉKA�Ó Ém�'. QÓ

B@ ��Êª�JK
 �� . degenerate �éÊj	JÓ �éJ
j. ÊJ
Êë@ ÉKA�Ó (14

Ω úÎ« −
∑

i,j

∂

∂xj

(
aij

∂u

∂xi

)
+
∑

i

ai
∂u

∂xi
+ a0u = f

Γ 	áÓ Z 	Qk. úÎ« ð

@ Γ úÎ« �éK
Yg  ðQå�� +

⎫
⎬
⎭

¡�® 	̄ 	áºË ð (36)
�éJ
j. ÊJ
ÊëB @  Qå�� ���®m��' B aij È@ðYË@ �IJ
k

(36′)
∑

i,j

aij(x)»i»j ⩾ 0 ∀x ∈ Ω, ∀» ∈ ℝN .

. 1 < AëXYª�K 	àñºK
 	à

@ 	áºÖß
 øQ 	k


B@ �éJ
�K @ 	YË @ Õæ


�®Ë@ N ⩾ 2 YªJ. Ë @ Y 	J« 48

. Laplace− Beltrami Q�K ñÓ A ð Yg 	àðYK. �éJ
 	K AÖß
P �é«ñ	J�JÓ Ω 	àñº�K AÓY 	J« A�ñ� 	k 49

Õæ

�®Ë@ ù
 ë (¸n, en) �IJ
k en(x) sin

√
¸nt È@ðX ù
 ë Γ èYg Y	J« �I�. �JÓ Ω ZA �� 	« 	P@ 	Q��ëB �HA�®J
 	̄ñ�JË @ 	à


B 50

. éJ
Ê¾K
QK
X  Qå�� ©Ó −Δ �Ë �éJ
�K @ 	YË @ È@ðYË@ ð �éJ
�K @ 	YË @
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, Kohn−Nirenberg [1] ÈAÔ«

@ úÎ« C�JÓ ©Ê£@ , ©�A ��Ë@ ¨ñ 	�ñÖÏ @ @ 	Yë Èñk

. Oleinik− Radkevitch [1] , Baouendi−Goulaouic [1]

�èYªK. 	Q 	®m× , �HñjJ.ÊË ©�A �� ÈAm.× �� . Nonlinear
�éJ
¢ 	k Q�
 	« �éJ
j. ÊJ
Êë@ ÉKA�Ó (15

	¬Q« Y�̄ . tÌ'@ �HBAÒ�JkB@ �éK
Q 	¢	� , É�JÓ

B@ Õºj�JË @ , ZAK
 	Q�
 	®Ë @ , A¾J
 	K A¾J
ÖÏ @ , �é�Y	JêË @ 	áÓ �éÊJ�


@

	�ªK. 	Q�
Ò 	JË . �HA 	J�
�KC�JË @ �éK
 @YK. ú

	̄
Schauder ð Leray ÈAÔ«


@ Q 	k

�
@ ÈC 	g 	áÓ �éJ. J
j. « �HAªJ
�ñ�K

: �HA«ñÒj. ÖÏ @

úÎ« ÉKA�Öß. , C�JÓ , QÓ

B@ ��Êª�JK
 �� . semi− linear

�éJ
¢ 	k - 	�	� ÉKA�ÖÏ @ (
@

É¾ ��Ë@

(92)
Ω úÎ« −Δu = f(x, u)

Γ úÎ« u = 0

}

. �è A¢ªÓ �éË @X f(x, u) �IJ
k
ÈñÊmÌ'@ �é«ñÒm.× I. J
»Q�K �PY	K �IJ
k ¨Q 	®�JË @ ÉKA�Ó , �é«ñÒj. ÖÏ @ è 	Yë ø
 ñm��' AÓ 	á�
K. 	áÓ

�éË

A�ÒÊË (¸, u)

(92′)
Ω úÎ« −Δu = f¸(x, u)

Γ úÎ« u = 0

}

. Q�
 	ª�JÓ ¡J
�ð ¸ �IJ
k

É¾ ��Ë@ 	áÓ ÉKA�Ó Ém�'. QÓ

B@ ��Êª�JK
 �� . quasi− linear

�éJ
¢ 	k éJ. �� ÉKA�ÖÏ @ (H.

(93)
Ω úÎ« −

∑

i,j

∂

∂xj

(
aij(x, u,∇u)

∂u

∂xi

)
= f(x, u,∇u)

Γ úÎ« u = 0

⎫
⎬
⎭

C�JÓ A 	JK
YË ; �éÊj	JÓ Aî 	E

@ ÈAÒ�Jk@ ©Ó , �éJ
j. ÊJ
Êë@ aij(x, u, p) È@ðYË@ �IJ
k

∑

i,j

aij(x, u, p)»i»j ⩾ ®(u, p)∣»∣2 ∀x ∈ Ω, ∀» ∈ ℝN
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É 	®�

B@ 	áÓ ÐA 	¢�J 	K AK. �èXðYm× Q�
 	« ®(u, p) 	áºË ð , ∀p ∈ ℝ , ∀u ∈ ℝ ®(u, p) > 0 ©Ó

©Ó (93) É¾ ��Ë@ úÎ« I. �Jº�K øQ 	ª�Ë@ hñ¢�Ë@ �éËXAªÓ , @ 	Yºê 	̄ . ® > 0 �IK. A�JK.
É¾ ��Ë@ 	áÓ ÉKA�Ó Pñ��J 	K , ©�ð


@ Õæ
Òª�JË . aij = ±ij(1 + ∣∇u∣2)−1/2

(94) F (x, u,Du,D2u) = 0

�éËXAªÓ , C�JÓ .( �éÊj	JÓ Aî 	E

@ ÈAÒ�Jk@ ©Ó) �éJ
j. ÊJ
Êë@

∂F

∂qij
(x, u, p, q)

�é 	̄ñ 	®�ÖÏ @ �IJ
k
.PA£B @ @ 	Yë ú


	̄ É 	gY�K Monge−Ampère

�éJ
j. ÊJ
Êë@
�éËXAªÓ Ém�'. QÓ


B@ ��Êª�JK
 �� . free boundary QmÌ'@ YmÌ'@ �H@ 	X ÉKA�ÖÏ @ (�k.	á�
£Qå�� �é 	̄QªÖß. Ω �Ë A 	JÊêk. 	PðAj. �J 	K AÓ AJ. Ë A 	« . A �®J.�Ó �èA¢ªÓ Q�
 	« Ω

�ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× úÎ« �éJ
¢ 	k
Ω

�ékñ�J 	®Ó �é«ñÒm.× ú
Í@ñ�JË @ úÎ« XAm.�'
AK.
�éË


A�ÖÏ @ ��Êª�J�K . 	àAÓñJ
 	K ð éJ
Ê¾K
QK
X C�JÓ : Γ úÎ« 	á�
K
Yg

. . . �IJ
m�'. u
�éË @X ð

: �HAJ
 	J �®�K �èY« A 	J�K 	Pñm�'. (92′) ð (92) 	á�
�JË

A�ÖÏAK. QÓ


B@ ��Êª�JK
 AÒJ
 	̄ (

@
. Lions [3] ð Browder [1] Q 	¢	� @ , monotonicity

�éK. A�KQË @ �é�®K
Q£ ∙
�ék. PYË@ �éK
Q 	¢	� , Schauder �Ë fixed point

�é�JK. A�JË @ �é¢�® 	JË @ �é 	JëQ�.Ó ) �éJ
k. ñËñK. ñ£ ��Q£ ∙
ð M.Krasnoselskii [1] , J.T.Schwartz [1] Q 	¢	� @ ;( . tÌ'@ Leray − Schauder �Ë degree

. L.Nirenberg [2], [3]

Q 	¢	� @ ;( . tÌ'@ Morse
�éK
Q 	¢	� , critical points

�ék. QmÌ'@  A�® 	JË @ �éK
Q 	¢	� ) �éJ
�K @Q�
 	ª�K ��Q£ ∙
. L.Nirenberg [3] ð M.Krasnoselskii [1] , Melvyn Berger [1] , Rabinowitz [1]

Q 	¢	� @ ; 51 �H@QK
Y�®�K úÎ« �èYÒ�JªÓ �éJ
 	J �®�K A 	K AJ
k

@ (93) É¾ ��Ë@ 	áÓ ÉKA�ÖÏ @ Ég I. Ê¢�JK
 (H.

, Ladyzhenskaya−Uraltseva , Giusti , Miranda , Bombieri , DeGiorgi ÈAÔ«

@

ð Bombieri [1] , Serrin [1] , Ladyzhenskaya−Uraltseva [1] ú

	̄ �I 	®�ð , tÌ'@ Serrin

É�k Y�̄
Monge−Ampère

�éËXAªÓ �ñ�	m�'.
�éÒêÓ l .�

'A�J 	K . Gilbarg − Trudinger [1]

. Yau [1] Q 	¢	� @ ; @Q 	k ñÓ AîD
Ê«

. øQ 	ª�Ë@ hñ¢�Ë@ �éËXAªÖÏ �éJ.� 	�ËAK. C�JÓ ÈAmÌ'@ ñë @ 	Yë 51
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