
الفصل الثامن

))Additional Topics )optional(( )مواضيع إضافـية )اختياري

�صنعر�ض في هذا الف�صل موا�صيع متقدمة ومتخ�ص�صة ب�صورة اأكثر. و�صيقدم كلّ جزء من هذا الف�صل نبذة 
�صريعة لمو�صوع ي�صتحق اأنْ يكون ف�صلً قائمًا بذاته )اأو كتابًا(. اأمّا في نهاية هذا الف�صل فهناك عدة اأجزاء تعالج 

بع�ض الموا�صيع الأكثر �صعوبة.

)Perfect Graphs( 1.8 البيانات الكاملة
لقد ناق�صنا الحدّ الأدنى χ(G) ≥ 𝜔𝜔(G) للعدد اللوني. اإنّ روؤو�ض الع�صبة تحتاج اإلى األوان مختلفة. في الجزء 

)الجزء( 3.5، ناق�صنا بيانات، بحيث اإنّ بياناتها الجزئية الم�صتحدثة جميعها تحقق الم�صاواة في هذا الحدّ.

.G من H لكلّ بيان جزئيّ م�صتحدث χ(H) = 𝜔𝜔(H)  بيانًا كاملًا اإذا تحقق اأن  G 1.1.8. تعريف: يُ�صمّى البيان
عند الحديث عن البيانات الكاملة، فاإنَّ من ال�صائع ا�صتخدام الم�صطلح )مجموعة م�صتقرة( لتعني مجموعة 
م�صتقلة من الروؤو�ض. وكما في ال�صابق، فاإنَّ الع�صبة تعني مجموعة من الروؤو�ض المتجاورة زوجًا زوجًا. وكالعادة، 

فاإنَّ )اأكبر( تعني اأكبر حجمًا.
بم����ا اأنّ تركيزن����ا من�ص����ب على تلوي����ن الروؤو�����ض، فاإنَّنا نح�ص����ر اهتمامن����ا بالبيانات الب�ص����يطة م����رة اأخرى في 
 ه����ذا الج����زء. لح����ظ اأن اإجراء عملي����ة التتام يحوّل الع�ص����ب اإلى مجموعات م�ص����تقرة، والعك�ض �ص����حيح. ل����ذا، فاإنَّ

ى مجموعة هذه  ب في H؛ وت�صمَّ   𝜔𝜔(H) = α(H). اإن تلوين H تلوينًا فعليًّا يعني التعبير عن V(H) بو�صفه اتحاد عُ�صَ
الع�صب في H غطاء ع�صبة )اأو ع�صب( ل� H. وبناءً على ذلك، فاإنَّ لكلّ بيان G هناك 4 و�صائط ذات اأهمية، هي:

اأكبر حجم لمجموعة م�صتقرة.  α(G) عدد الا�ستقلال 
اأكبر حجم لع�صبة.  𝜔𝜔(G) عدد الع�سبة )الع�سب( 

اأ�صغر عدد من الألوان.  χ(G) العدد اللوني 
اأ�صغر حجم لغطاء الع�صب.  θ(G) عدد غطاء الع�سب 

ف بيرج )Berge( نوعين من الكمال، هما:  عرِّ
.χ(G [A]) = 𝜔𝜔(G [A]) اإذا كان γ كامل بالن�سبة اإلى G

. A⊆V(G)ّلكل θ (G [A]) = α(G [A])اإذا كان α كامل بالن�صبة اإلى Gو . A⊆  V(G) ّلكل 
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الفصل 8     مواضيع إضافية )اختياري(320

 G [A] ّللعدد اللوني(. بما اأن γ(G) نف�صه )لقد ا�صتخدم بيرج الرمز γ تعريفنا للكمال هو تعريف كامل بالن�صبة اإلى
 A ّلكل χ(G[A]) = 𝜔𝜔(G[A])“ على ال�صكل G بدللة α فيمكن �صياغة ن�ضّ كامل بالن�صبة اإلى ،G[A] ُمة متمَّ

V(G) ⊇”. لذا، فاإنَّ الم�صطلح “كامل بالن�صبة اإلى α” له معنى اأنّ “ G كامل بالن�صبة اإلى γ” نف�صه.
الآن، ن�صتخدم تعريفًا واحدًا للكمال، وذلك لأنَّ لوفا�ض (Lova'sz [1972 a]) اأثبت اأنّ “البيان G يكون 
كاملً بالن�صبة اإلى γ اإذا وفقط اإذا كان كاملً بالن�صبة اإلى α”. وبدللة تعريفنا الأ�صا�ض للكمال، فاإنَّ التعريف 

ي�صبح: “يكون البيان G كاملً اإذا وفقط اإذا كان G كاملً”.
.(PGT) هذه العبارة هي نظرية البيانات الكاملة

دائمًا ،χ(G) ≥ 𝜔𝜔 (G) و θ (G) ≥ α (G)؛ ب�صبب ا�صتراك ع�صبة ما ومجموعة م�صتقلة في راأ�ض واحد 
على الأكثر. لذا، فاإنَّ عبارة الكمال ل�صنف من البيانات هي علقة اأ�صغر – اأكبر تكاملية. لقد لحظنا في المثال 
الثنائية الفرع، وبياناتها  البيانات  اأنّ  على  تن�ضّ  عبارات  هي  معروفة  21.3.5 اأنّ عدة علقات اأ�صغر – اأكبر 

الخطية. ومتمّمات هذه البيانات هي بيانات كاملة.
اإذا كان k ≥ 2 ، فاإنَّ χ(C2k+1) > 𝜔𝜔(C2k+1) و χ(C2k+1) > 𝜔𝜔(C2k+1) )تمرين 1(. لذا، فاإنَّ الحلقات 

الفردية ومتمماتها )ما عدا C3 و C3( تكون غير تامة.

 .Berge [1960] – ( SPGC ) نَة البيان الكامل القوي مَّ َ 2.1.8. ممنة: مُخ
يكون البيان G كاملً اإذا وفقط اإذا خل كلّ من G و G من بيان جزئيّ م�صتحدث ي�صكّل حلقة فردية طولها 
ي�صاوي 5 على الأقل.                   ■

.PGT �ت�صمن ال SPGC �نَة ذاتيّ التتام، فاإنَّ ال ال� SPGC تُبقي الم�صاألة دون حلّ، وبما اأنّ ال�صرط في المخَُمَّ
بما اأننا قد تعر�صنا لعدة عائلت كل�صيكيّة من البيانات الكاملة في الجزء )الجزء( 3.5، فاإنَّ هدفنا الآن 
هو اأن نبرهن نظرية البيانات الكاملة. وفيما بعد، �صندر�ض خ�صائ�ض البيانات غير الكاملة ال�صغرى، واأ�صناف 
تقديًما  الذي يعطي   )Golumbic [1980]( اإلى الرجوع  اأعمق؛ يمكن  ولدرا�صةٍ  الكاملة.  البيانات  )�صفوف( 
الكل�صيكيّة  الأبحاث  من  العديد  يجمع  الذي   )Berge – chvàtal [1984]( اإلى  وكذلك  للمو�صوع،  �صاملً 

ويحدّثها. 
 )The Perfect Graph Theorem( نظرية البيان الكامل

 Berge انظر(α  يكافئ الكمال بالن�صبة اإلى γ نَ بيرج اأنّ الكمال بالن�صبة اإلى في العام 1960م، خَمَّ
[1961](. وقد كان لوفا�ض )Lovàsz [1972a]( عالم الريا�صيات التَّوافقيّة )التركيبية( مده�صًا من خلل 
نَة واختزلها  ا هذه المخَُمَّ نَة المهمة والمعروفة وكان عمره حينها 22 عامًا. ودر�ض فولكر�صون اأي�صً اإثباته لهذه المخَُمَّ
ا لتكون �صحيحة. وعندما اأخبره بيرج اأن لوفا�ض قد برهنها من قبل، اأثبت خلل  في عبارة اعْتَقَدَ اأنها قوية جدًّ

ح اأن النظرية ت�صبح �صهلة الإثبات اإذا تاأكدت  �صاعات التمهيديّة المفقودة )التمهيديّة 4.1.8(، وهذا يو�صِّ
�صحتها)Fulkerson [1971])، �صنبرهن نظرية البيان الكامل با�صتخدام عملية تو�صع البيان دون اأنْ توؤثّر في 

خا�صية الكمال.
اإن                                                  حيث   x' راأ�ض  باإ�صافة  وذلك   ،G◦x جديدًا  بيانًا  تنتج   G للبيان   x الرّاأ�ض  م�صاعفة  تعريف:   .3.1.8
(N (x') = N )x. اإنّ �صرب روؤو�ض G في المتجه h = (h1, ….. , hn) الذي اإحداثياته اأعداد �صحيحة 
غير �صالبة هو البيان H = G◦h الذي تتكون مجموعة روؤو�صه من hi ن�صخة من كلّ  xi ∈ V(G)، حيث 

.G في  x i ↔ x j  اإذا وفقط اإذا كان H متجاورتين في xj و xi تكون ن�صختا
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.α والكمال بالن�صبة اإلى ،γ 4.1.8. تمهيدية: �صرب الروؤو�ض يحافظ على الكمال بالن�صبة اإلى
الاإثبات: نلحظ اأولً اأنه يمكن الح�صول على البيان G ○ h من بيان جزئيّ م�صتحدث من G باإجراء 

عمليات متتابعة من م�صاعفة الروؤو�ض.
 اإذا كان hi كلّه ي�صاوي 0 اأو 1، فاإنَّ G ○ h =G [A] حيث A ={i = hi > 0}. وبخلف ذلك، ابداأ

.)i ّلكل( xi ن�صخة من hi ثمّ اأجرِ عمليات م�صاعفة الروؤو�ض حتى يكون موجودًا لديك ،G [A] �ب
اأنّ اإذا تحقق  اإذا وفقط  xj تكون متجاورة  و   xi ن�صخًا من  اأنّ  لراأ�ض تحافظ على خا�صية   اإنّ كلّ م�صاعفة 

.G ○ h لذا، فاإنَّ البيان الناتج هو . xi xj∈ E(G) 
 اإذا كان G كاملً بالن�صبة اإلى α ولم يكن G ○ h كذلك، فاإنَّ اإحدى العمليات التي اأُجريت للح�صول على
اأنّ  α. لذا، يكفي برهنة  G ○ h من G [A] تنتج بيانًا غير كامل بالن�صبة اإلى α من بيانٍ كاملٍ بالن�صبة اإلى   

.α م�صاعفة الرّاأ�ض تحافظ على الكمال بالن�صبة اإلى
الختزال نف�صه يتحقق للكمال بالن�صبة اإلى γ، وبما اأنّ كلّ بيان جزئيّ فعليّ م�صتحدث من G ○ x هو بيان 

نا نختزل ادعاءنا لإثبات اأنّ   جزئيّ م�صتحدث من G، اأو م�صاعفة راأ�ض لبيان جزئيّ م�صتحدث من G، فاإنَّ
χ(G ○ x) = w (G ○ x) عندما يكون G كاملً بالن�صبة اإلى γ، واأنّ  α(G ○ x) = θ (G ○ x) عندما يكون 

.α كاملً بالن�صبة اإلى G
اإلى مجموعة  x ينتمي  اإذا كان  ناأخذ في الح�صبان حالتين، هما: 1-   ،α اإلى  بالن�صبة  G كاملً  عندما يكون 
اأنّ وبما   ،α(G ○ x) = α(G) + 1 اأنّ  يعطينا  المجموعة  هذه  اإلى   x' اإ�صافة  فاإنَّ   ،G في  كبرى   م�صتقرة 
 θ (G) = α(G)، فاإنَّنا نح�صل على غطاء ع�صبة من هذا الحجم باإ�صافة الرّاأ�ض 'x بو�صفه ع�صبه براأ�ض واحد 

.G �بٍ ل اإلى مجموعة θ (G) ت�صكل غطاء عُ�صَ
2- اإذا لم يكن x منتميًا اإلى مجموعة م�صتقرةٍ كبرى في G، فاإنَّ α(G ○ x) = α(G). افتر�ض اأنّ Q هي 
Q تقطع كلّ مجموعة  θ (G) = α(G)، فاإنَّ  اأنّ  G. بما  x في غطاء عُ�صب اأ�صغر للبيان  الع�صبة التي تحوي 
ا تقطع كلّ مجموعة  م�صتقرة كبرى في G، وبما اأنّ x ل ينتمي اإلى مجموعة م�صتقرة كبرى، فاإنَّ Q' = Q – x اأي�صً

.α(G – Q') = α(G) – 1 ّم�صتقرة كبرى. وهذا يعطينا اأن
نا نح�صل  وبتطبيق كمال G بالن�صبة اإلى α على البيان الجزئي الم�صتحدث 'G – Q )الذي يحوي x(، فاإنَّ
 G – Q' �غطاء ع�صبة ل α(G) – 1اإلى مجموعة بها Q' ∪ {x'} اإنّ اإ�صافة .θ (G – Q') = α(G – Q') على
■                  .G○x غطاء ع�صبة للبيان α(G) يعطينا مجموعة بها

G

x ‘
x

Q

clique covering of

maximum

stable setsم�صتقرة كبرى

G غطاء ع�صب للبيان

مجموعات
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5.1.8.تمهيدية: في البيان غير الكامل )الأ�صغر(، ل توجد مجموعة م�صتقرة تقطع كلّ ع�صبة كبرى.
الاإثبات: اإذا وُجِدَتْ مجموعة م�صتقرة S، بحيث تقطع S كلّ ع�صبة من الدرجة ω(G)، فاإنَّ كمال G – S يعطينا 
ا ل� G ب� ω(G) لونًا. وهذا يجعل G كاملً.  ■  اأنّ x (G – S) = ω(G – S) = ω(G) – 1، وS تتمّم تلوينًا فعليًّ
اإذا  البيان كاملً  البيان الكامل Lovàsz [1972a, 1972b] – (PGT)(. يكون  نظرية: )نظرية   .6.1.8

وفقط اإذا كان بيان متمّمته كاملً.
 G وبتطبيق هذا على .γ بالن�صبة اإلى G �لكي يعطينا كمالً ل α بالن�صبة اإلى G الاإثبات: يكفي اأنْ نبرهن كمال
فاإنَّه يعطينا اإثباتًا للعك�ض. اإذا فَ�صِل الدعاء، ف�صناأخذ في الح�صبان اأ�صغر بيان G. بحيث يكون هذا البيان كاملً 
م�صتقرة  كلّ مجموعة  اأن  افترا�ض  ن�صتطيع   .5.1.8 التمهيديّة  γ. من  اإلى  بالن�صبة  كامل  α، وغير  اإلى  بالن�صبة 
اأنّ افتر�ض   .G في  ا  خا�صًّ روؤو�ض  �صرب  �صن�صمّم   .Q(S) الكبرى  الع�صب  اأحد  تقطع  ل   G في   S  اأعظمية 

 ،{Q(Si)} G الم�صتقرة الأعظمية، و�صنزن كلّ راأ�ض بعدد مرات تكراره في  S = {Si} هي قائمة بمجموعات   
∋ xj . من التمهيديّة 4.1.8 نجد اأنّ   Q(Si) ّبحيث اإن ، Si ∈  S تمثّل عدد المجموعات الم�صتقرة hj وذلك بجعل
α(H) ل�  تعليلت ح�صابية  α(H) = θ (H). �صن�صتخدم  اأنّ   α، وهذا يعطي  اإلى  بالن�صبة   H = Goh كامل 
{Q (Si)} A م�صفوفة، مدخلتها 1,0، تَمثّل علقة الوقوع بين  اأنّ   وθ (H)؛ للح�صول على تناق�ض. افتر�ض 

xj . من هذا البناء، نعلم اأنّ hj عددُ الواحدات في 
∈Q (Si)  اإذا وفقط اإذا كان ai, j = 1 ّحيث اإن ، V(G)و

العمود j للم�صفوفة A، واأنّ n (H) عددُ الواحدات الكلّي في A. وبما اأنّ كلّ �صفّ يحوي ω(G) من الواحدات، 
.n (H) = ω(G) | S | َّفاإن

وبما اأنّ م�صاعفة الروؤو�ض ل تو�صّع الع�صب، فاإنَّ ω(H) = ω(G). وا�صتنادًا اإلى ذلك، فاإنَّ
θ (H) ≥ n (H) / ω(H) = | S |      

�صنح�صل على التناق�ض اإذا برهنّا اأنّ | α(H) < | S. تتاألف كلّ مجموعة م�صتقرة في H من ن�صخ العنا�صر 
للروؤو�ض  الن�صخ  تتاألف من   H اأيّ مجموعة م�صتقرة عظمى في  فاإنَّ  لذا،   .G الموجودة في مجموعة م�صتقرة من 
(�)� α (H) =maxT∈S. اإنّ هذا المجموع  = ����∈�� ℎ�

�:�∈�
 hi   َّلذا، فاإن .G جميعها الموجودة في مجموعة م�صتقرة اأعظمية في

فوف  يح�صب عدد الواحدات في A التي تظهر في الأعمدة التي دليلها T. واإذا ح�صبنا هذه الواحدات بح�صب ال�صّ
T مجموعة م�صتقرة، فاإنَّ لها اأنّ  . وبما  a(H) = MaxT∈�� |T ∩ Q(S)|

S∈�
اأنّ   بدلً من الأعمدة، ف�صنح�صل على 

.Q (T) منف�صلة عن T  على الأكثر راأ�صًا واحدًا في كلّ ع�صبة مختارة .Q (S) واأكثر من ذلك، فاإنَّ
■  α(H) ≤ | S |-1 َّفاإن ،| T ∩ Q (S) | = 0 ، S ∈  S  ّلكل |T ∩ Q (S)| ≤ 1 ّبما اأن

α ة. تظهر م�صفوفات الوقوع بين الروؤو�ض والع�صب عند تعبيرنا عن  7.1.8. ملاحظة*. الأمثلية الخطية والثنويَّ
م c.x على  وθ بو�صفها م�صائل اأمثليّة )ذات اأعداد �صحيحة( �صحيحة. يمكن كتابة البرنامج )تعظيم( الخطي ك� “عظِّ
المتجهات غير ال�صالبة x بحيث اإنAx ≤ bّ”؛ لأنَّ A م�صفوفة وb وc متجهتان واأنّ كلّ �صفّ ل� Ax ≤ b عبارة عن تقييد 
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323 البيانات الكاملة  1.8

خطّيّ  ai x ≤ bi على متجه المتغيرات x. المتجه x الذي يحقق القيود جميعها يكون حلاًّ ملائمًا )عمليًّا(.
ا عددًا �صحيحًا. افتر�ض اأنّ A هي م�صفوفة الوقوع  يتطلّب البرنامج الخطّيّ ال�صحيح اأنْ يكون xj كلّه اأي�صً
 بين ع�صب اأعظمية وروؤو�ض في بيان G. لدينا ai, j = 1 عندما Vj ∈ Qi. ومن التعريف، نعلم اأنّ a (G) هي الحلّ

ل� “max 1n . x حيث Ax ≤ 1m” وذلك عندما ن�صترط اأنْ تكون المتغيرات اأعدادًا �صحيحةً غير �صالبةٍ. في الحلّ، 
اد على وجود vj اأو عدم وجوده في مجموعة م�صتقرة عظمى. اإنّ القيود تمنع اختيار روؤو�ض  xj تكون 1 اأو 0 بالعتمَّ

 متجاورة، وبالمثل عندما تكون B م�صفوفة الوقوع بين المجموعة الم�صتقرة الأعظمية والروؤو�ض، فاإنَّ w(G) الحلُّ
ل� “max 1n.x حيث Bx≤ 1p” وحيث اإنّ المتغيرات اأعداد �صحيحة.

 ،”Ax ≤ b حيث max c .x “يوجد لكلّ برنامج تعظيم برنامج ثَنوي للت�صغير، فعندما يكون برنامج التعظيم
فاإنَّ البرنامج الثنوي للت�صغير يكون “min y . b حيث yTA ≥ c”. لهذا البرنامج متغير لكلّ قيد اأ�صلي، وقيد لكلّ 
متغير اأ�صلي xj ، وتتبادل ≤ c, max, ≤ b, min. وعندما يكون الن�ضّ بهذا ال�صكلّ، فاإنَّ المتغيرات في البرنامجين 
ة ل� w و a تبحث عن اأقل عدد من المجموعات الم�صتقرة  يجب اأنْ تكون غير �صالبة، حيث اإنّ البرامج ال�صحيحة الثنويَّ
 التي تغطي الروؤو�ض، ف�صلً عن اأنها تبحث عن اأقلّ عدد من الع�صب التي تغطي الروؤو�ض، على الترتيب، وهذا ي�صف

.Ө (G)و χ (G)
وبا�صتخدام حقيقة اأنّ المتغيرات غير �صالبة، فاإنَّ القيود تعطينا
c · x ≤ yTAx ≤ y · b.

الثنويَّة  نظرية  وتن�ضّ  �صعيفة.  ثنويَّة  هي   y و   x )العملية(  الملئمة  للحلول   ”c · x ≤ y b“ العبارة 
نف�صها  بالقيمة  مُثلى  حلول  لها  ملئمة  حلول  لها  التي  ة  الثنويَّ البرامج  اأنّ  على  الخطّيّة  للبرمجة  )القويّة( 

عندما ل تكون الحلول ال�صحيحة )ذات الأعداد ال�صحيحة( هي الحلول المن�صودة.
اإنّ العبارتين χ ≥ 𝜔𝜔، وθ  ≥ a هما عبارتان ثنويّتان �صعيفتان لأزواج ثنويَّة من البرامج الخطّيّة، اإ�صافة اإلى 
ة القوية با�صتخدام حلول قيمها �صحيحة فقط هي علقة اأ�صغر – اأكبر توافقية )تركيبية(. لقد  اأنّ ال�صمانة للثنويَّ
عر�صنا للعديد من هذه العلقات، ولحظنا اأنها ت�صمن براهين �صريعة للأمثلية، ف�صلً عن اأنها غالبًا ما تقود اإلى 
خوارزميات �صريعة لإيجاد الحلول المثلى؛ وهذا هو اأحد دوافع درا�صة عائلت البيانات الكاملة.                         ■ 

8.1.8.* مثال: الحلول الك�صريّة للبيانات غير الكاملة. للحلقة الخما�صيّة، لحظ اأنّ للبرامج الخطية لكلّ من 
𝜔𝜔 وχ وα و θ القيمة المثلى5/2. هناك خم�ض ع�صب اأعظمية، وخم�ض مجموعات م�صتقرة اأعظمية حجم كلّ منها 
ي�صاوي 2. وبو�صع كلّ xj = 1/2 نح�صل على وزن قيمته ت�صاوي 1 لكلّ ع�صبة ولكلّ مجموعة م�صتقرة، وبذلك 
تتحقق القيود لأيّ من م�صاألتي التعظيم هاتين. وبو�صع yi = 1/2 لكلّ yi في البرنامج الثنوي، نح�صل على غطاء 
لكلّ راأ�ض بوزن كلّيّ ي�صاوي 1، وبذلك، فاإنَّ القيود تتحقق ثانيةً. ل يوجد لهذه البرامج حلول مثلى �صحيحة. لذا، 
 ■                                      .θ = 3 > 2 = 𝜔𝜔 و χ = 3 > 2 = 𝜔𝜔 :توجد “فجوة ثنويَّة” في البرامج ال�صحيحة

)Chordal Graphs Revisited( ّزيارة ثانية للبيانات الوترية

فّ الأعمّ من البيانات الوتريّة العديدُ من التَّو�صيفات المميزة، والتعريف بمنع الحلقات  كالأ�صجار، يوجد لل�صّ
اللوتريّة هو تو�صيف بنية جزئية ممنوعة، ف�صلً عن اأنّ قائمة منتهية من البنى الجزئية الممنوعة مثل البيانات 
منتهية  غير  القائمة  ولكن  فّ،  ال�صّ في  الع�صوية  لختبار  �صريعة  خوارزمية  )يعطي(  ينتج  الم�صتحدثة  الجزئية 

للبيانات الوتريّة، لذا نحتاج اإلى طرق اأخرى.
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يمكن بناء البيان الوتريّ من راأ�ض منفرد بتكرار اإ�صافة راأ�ض مربوط )مو�صول( بع�صبة، وهذه هي العملية 
العك�صيّة لعملية ترتيب الحذف المب�صطيّ. وقد راأينا اأنّ التَّلوين الج�صع بالن�صبة اإلى مثل هذا الترتيب البنائي يوؤدي 
اإلى تلوين اأمثل، حيث يتمتع العديد من �صفوف البيانات الكاملة بمثل طريقة البناء هذه التي تنتج البيانات التي 
ف، ول تنتج اأيّ �صيء اآخر، وربّما تقود اإنّ طريقة البناء اأو عك�صها وهي طريقة التفكيك اإلى خوارزميات  في ال�صّ

فّ. �صريعة لإجراء بع�ض الح�صابات على البيانات في ال�صّ
�صنعر�ض فيما ياأتي لنوعٍ اآخر من التَّو�صيفات المميزة.

 u ↔ v حيث {Sv : v ∈ V(G)} على اأنه عائلة من المجموعات G 9.1.8. تعريف: نعرّف تمثيل التقاطع لبيان
.{Sv} �هو بيان التقاطع ل G َّفاإن ،G تمثيل تقاطع للبيان {Sv} اإذا كانت .Su ∩ Sv ≠ Ø اإذا وفقط اإذا كان

فترة  العائلة  في  مجموعة  كلّ  تكون  حيث  تقاطع  تمثيل  لها  التي  البيانات  هي  )الفترات(،  الفترة  بيانات 
المجموعات  اإنّ  حيث  تقاطع؛  �صفّ  ت�صكّل  كذلك  الخطّانية  البيانات  اأنّ  اإلى  بالإ�صافة  الأعداد،  خطّ  على 
والتر  وجد  لقد   .G = L (H) اإنّ  بحيث   ،H البيان  باأ�صلع  ترتبط  الطبيعية  الأعداد  من  اأزواج   الم�صموحة 
حدة  على  كلّ   .)Buneman [1974](وبونمان  )Gavril [1974]( وقافرل   ،(Walter [1972, 1978])

تو�صيفًا مميزًا للتقاطع للبيانات الوتريّة.
10.1.8. تمهيدية: اإذا كانت T1, …. , Tk مجموعة اأ�صجار جزئية من �صجرة T، بحيث اإنّ هذه المجموعة 

.i = 1, … , k ّلكل Ti متقاطعة زوجًا زوجًا، فاإنَّ هناك راأ�صًا ينتمي اإلى
مجموعة في  موجود  غير   v راأ�ض  كلّ  كان  اإذا  العبارة؛  لهذه  العك�صيّ  المكافئ  �صنبرهن   )Lenel(  الاإثبات: 

نا نُعَلِّم )ن�صع اإ�صارة اأو علمة( على ال�صلع الذي يغادر v على الم�صار   T (v) من بين المجموعات T1, …. , Tk، فاإنَّ
نا نعمل n علمة. لذا، يجب اأنْ يكون اأحد الأ�صلع قد عُلِّم مرتين.  الوحيد اإلى T (v). اإذا T حوت n راأ�صًا، فاإنَّ
■                                                                                                     .T (w) و T (u) الآن، ل يوجد راأ�ض م�صترك بين

ل�صجرة  جزئية  اأ�صجار  بوا�صطة  تقاطع  تمثيل  له  كان  اإذا  وفقط  اإذا  ا  وتريًّ البيان  يكون  نظرية:   .11.1.8 
)تمثيل باأ�صجار جزئية(.

الاإثبات: �صنبرهن اأنّ هذا ال�صرط يكافئ وجود ترتيب حذف مب�صطيّ، و�صن�صتخدم ال�صتقراء، حيث تمثّل 
 v2, …. , vn ّبما اأن .G تمثل ترتيب حذف مب�صطيّ للبيان v1, …. , vn ّالأ�صا�ض البديهي له. افتر�ض اأن K1

ترتيبُ حذف مب�صطيّ للبيان G – v1، فاإنَّ فر�صية ال�صتقراء تعطينا تمثيلً باأ�صجار جزئية من �صجرة م�صيفة 
T للبيان G – v1، وبما اأنّ v1 مب�صطيّ في G، فاإنَّ المجموعة S = N G (v 1) تولّد ع�صبة في G – v 1. لذا، فاإنَّ 

الأ�صجار الجزئية المعينة لروؤو�ض S تكون متقاطعة زوجًا زوجًا.
 T' T اإلى �صجرة   ) ع )نُكبرِّ x. نُو�صِّ اأنّ لهذه الأ�صجار الجزئية راأ�صًا م�صتركًا  من التمهيديّة 10.1.8، نعلم 
باإ�صافة ورقة y تجاور x، ون�صيف ال�صلع xy اإلى ال�صجرة الجزئية الممثلة لروؤو�ض S. ونمثّل v1 بال�صجرة المكوّنة 

 .T' باأ�صجار جزئيّة في G وهذا يتمّ تمثيل .y فقط من
عك�ض ذلك، افتر�ض اأنّ T اأ�صغرُ �صجرة مُ�صيفة للتمثيل باأ�صجار جزئية للبيان G، حيث اإنّ v ∈ V(G) كلّها قد 
مُثلت ب� T (v) ⊆ T. اإذا كان xy ∈ E (T)، فيجب اأنْ يكون ل� G راأ�ض u بحيث تحتوي T (u) على x، ول تحتوي 

على y. وبخلف ذلك، فاإنَّ تقلي�ض xy اإلى y �صيولّد تمثيلً في �صجرةٍ اأ�صغر.
اجعل x ورقة في T، واجعل u راأ�صًا في G، بحيث تحتوي T (u) على x، ول تحتوي على جارها. اإن الأ�صجار 
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325 البيانات الكاملة  1.8

الجزئية لجيران u في G يجب اأنْ تحوي x، لذا، فهي متقاطعة زوجًا زوجًا.
وبناءً عليه، فاإنَّ u يكون مب�صطيًّا في G، وحذف T (u) يعطي تمثيلً باأ�صجار جزئية ل� G – u، ونقوم باإتمام 
■ ترتيب الحذف المب�صطيّ في G با�صتخدام ترتيب G – u الذي تعطيه فر�صية ال�صتقراء.  

dehu

dehbcd
dhgcdeab

hg

db
u

c e

a

TG

مب�صطيّ.  راأ�ض  اأيّ  من  يبداأ  اأنْ  المب�صطي يمكن  ترتيب الحذف  فاإنَّ  وراثيّ،  الوتريّة  البيانات  �صفّ  اأنّ  بما 
لذا، فاإنَّ ا�صتخدام طريق القوة الجبرية لإيجاد مثل هذا الترتيب يعني اختبار الجوارات حتى نح�صل على راأ�ض 

مب�صطيّ، ثم نحذفه ونكرّر الخطوات ال�صابقة نف�صها.
لت  �صُهِّ والتي  اأ�صرع  طريقًا   )Rose – Torjan – Lueker [1976]( ولوكر  وترجان،  روز،  وجد  لقد 
اأكثر من قِبَلِ ترجان )Tarjan [1976](، والفكرة هنا هي ما ياأتي: بما اأنه يوجد دائمًا راأ�ض مب�صطيّ من بين 
الروؤو�ض الأبعد عن راأ�ض معين )اإثبات النظرية 17.3.5(، فاإنَّ ترتيب الحذف المب�صطيّ يمكن اأنْ ينتهي عند اأيّ 
نا نبداأ عند اأيّ راأ�ض، ون�صع قائمة بالروؤو�ض المتجّمعة حوله، وتكون النتيجةُ ترتيبَ بناء مب�صطيّ   راأ�ض. لذا، فاإنَّ
)عك�ض ترتيب الحذف المب�صطيّ( اإذا وفقط اإذا كان البيان وتريًّا. لقد نُ�صرت الخوارزمية مع العديد من التطبيقات 

.)Golumbic [1984]( ؛ و جولمبك)Tarjan – yannakakis [1984]( في
(Maximum Cardilality Search (MCS)) )12.1.8. خوارزمية: البحث عن اأكبر عد اأ�صلي )كاردينالي

.G المدخلات: بيان
.f: V(G) → {1, 2, … , n (G)} المخرجات: ترقيم للروؤو�ض، بمعنى دالّة تناظر

الفكرة: لكلّ راأ�ض v غير مرقّم، حافظ على علمة l(v)، وهي درجة هذا الرّاأ�ض من بين الرّوؤو�ض التي تمَّ ترقيمها 
�صابقًا، حيث اإنّ الرّوؤو�ض الموجودة في نهاية ترتيب حذف مب�صطي هي الروؤو�ض المتجمعة حول الرّاأ�ض الأخير، لذا، 

يجب اإ�صافة الروؤو�ض التي علماتها الدالة اأعلى اأولً في ترتيب البناء المب�صطي.
.i = 1 البداية: عيّن العلمة 0 لكلّ راأ�ض. و�صع

التّكرار: اختر اأيّ راأ�ض غير مرقّم علمته الدالة اأكبر ما يمكن، واأعطِه الرقم i، واأ�صف 1 اإلى العلمات 
الدالة الموجودة على جيرانه، ثم و�صّع i، وكرّر الخطوات.                                                                                     ■
 MCS �يكون اختياريًّا، ويمكن اأنْ يبداأ تطبيق ال MCS 13.1.8. مثال: الرّاأ�ض الأول الذي نختاره في ترتيب
 .l(b) = l(d) = l(e) = 1 َّوا�صتنادًا اإلى ذلك، فاإن .f (c) = 1 المو�صح للنظرية 11.1.8 بو�صع G على البيان
ث l(d) = 2، l(h) = l(u) = 1. عندها، d هو الرّاأ�ض الوحيد الذي علمته  بعد ذلك، اختر f (e) = 2 ، وحدِّ
ث l (b) = l (h) = l (u) = 2 ، و l (g) = 1، �صيقود ال�صتمرار بهذه  الدالة 2. لذا، فاإنَّ f (d) = 3. والآن، حدِّ
العملية اإلى الترتيب c, e, d, b, h, u, g, a, u بترتيب متزايد للدّالة f. و هذا ترتيب بناء مب�صطيّ، وبذلك يكون 
الترتيب u, a, g, u, h, b, d, e, c ترتيب حذف مب�صطيّ.                                                                             ■

ا اإذا وفقط اإذا كان التّرقيم v1, … , vn الناتج عن  14.1.8.نظرية: )Tarjan [1976]( يكون البيان G وتريًّ
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.G عبارة عن ترتيب بناء مب�صطيّ للبيان MCS �خوارزمية ال
الاإثبات: اإذا اأنتجت خوارزمية MCS ترتيب بناء مب�صطيّ، فاإنَّ G وتريّ. وبالعك�ض، افتر�ض اأنّ G بيان وتريّ، 
ا اأنّ f:v(G)→ [n] الترقيمُ الناتج عن MCS. اإنّ ج�صرًا ل� f يعني م�صارًا غير وتريّ طوله ي�صاوي  وافتر�ض اأي�صً
اجعل ذلك،  وبخلف   .f ل�  ج�صر  وجود  عدم  اأولً  �صنبرهن  طرفيه.  عند  ال�صغرى  اأرقامه  تظهر  الأقل  على   2 
 f (u) > f (w) ومن التّماثل، يمكن افترا�ض اأن .max{f (u), f (w)} ج�صرًا ي�صغر P=u v1, … , vk, w 

)لقد ا�صتخدمت f كالإحداثي العموديّ لو�صع الرّوؤو�ض في التّو�صيح(.
فيوجد  الزمن،  ذلك  عند   w ترقيم  �صابقًا  وتمَّ   ،f (u) زمن  عند   vk على  باأف�صلية   u ترقيم  تمَّ  اأنه  بما 
الم�صار                                                                  اإنّ   .r = max{j: x↔vj} v0 = u، و�صع  . اجعل   f (x) < f (u) N(u)–N(vk) حيث  x في  راأ�ض 
 P' = x, vr, … , vk, w غير وتريّ؛ لأنَّ x ↔ w يمكن اأن تتمَّ حلقة وتريّة، وبما اأنّ كلًّ من f (x) و f (w) اأقل من

'P يكون ج�صرًا يناق�ض خيارنا ل� P. لذا، فاإنَّ f تخلو من الج�صور.  f (u)، فاإنَّ
 MCS �مب�صطيّ، ولأنَّ تطبيق ال vn ّيكفي برهنة اأن .n (G) بهذا الدعاء، فاإنَّ الإثبات يتبع بال�صتقراء على
على G – vn ينتج التّرقيم v1, … , vn-1 نف�صه والذي يترك vn عند الطرف النهائيّ. اإذا كان vn غير مب�صطيّ، 
■                 .f �ت�صكّل ج�صرًا ل u، vn, w َّغير متجاورين، وفي الحالت جميعها، فاإن n، w جاران vn �فاإنَّه يوجد ل

w

w

vv

u

u

x

v

w

nk

r

1

خوارزمية MCS ت�صتغل في زمن O(n(G) + e(G)) مع وجوب الحذر عند التنفيذ. لكلّ j نحافظ على قائمة 
اإلى تخزين  راأ�ض بالإ�صافة  لكلّ  الدّالة  نُ العلمة  ونُخَزِّ  ،j الدالة  الرّوؤو�ض المو�صولة و�صلً م�صاعفًا وعلمتها  من 
 ،O (1 + d (v)) بزمن υ الموؤ�صّرات )الأ�صهم( التي ت�صير اإلى موقع ذلك الرّاأ�ض وجيرانه في القائمة، فعند ترقيم
نا نزيل υ من قائمتها. ولإتمام اختبار الوتريّة؛ يجب اأنْ نختبر ما اإذا كان ترتيب ال� MCS ترتيب بناء مب�صطيّ  فاإنَّ
اأم ل )التمرين 10(؛ حيث اإنّ ترتيبات الحذف اأو البناء المب�صطيّ تعطينا نتائج مثلى ب�صرعة )اأف�صل ما يمكن( لكلّ 

من التَّلوين والع�صب، والمجموعات الم�صتقرة، واأغطية الع�صب )التمرين 9(.
الخوارزمية البديلة التي وجدها كلّ من روز، وترجان، ولوكر، والمعروفة با�صم البحث الأفقي المعجمي اأولً 
نخت�صرها على ال�صكل )LBFS(. بالنظر لقرب ال� )LBFS( من اإثبات النظرية 17.3.5، فقد ا�صتُخدمت هذه 
الخوارزمية في العديد من تطبيقات اختبار خوا�ض البيانات، وح�صاب و�صطاء هذه البيانات. وهناك مقدمة جيدة 

.)Coneil – Olariu – Stewart [2000]( عن هذا المو�صوع في
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327 البيانات الكاملة  1.8

اإذا اأعُطينا ترتيب حذف مب�صطيّ، فاإنَّ النظرية 14.1.8 تح�صب التمثيل بوا�صطة الأ�صجار الجزئية. وعند 
لح�صاب   )3.3.2 )النظرية  كرو�صكال  خوارزمية  ا�صتخدام  ن�صتطيع  نا  فاإنَّ الأعظمية،  الع�صب  لقائمة  معرفتنا 

التمثيل باأ�صجار جزئية دون معرفة ترتيب حذف مب�صطيّ.
 G وُجِدَت دالّة تناظر بين V(T) وع�صب  اإذا   G T �صجرة ع�صبة للبيان  ى ال�صجرة  تعريف: ت�صمَّ  .15.1.8

.v ∈ V(G) ّلكل T صجرة جزئيّة من� v الأعظمية، بحيث تولّد الع�صب التي تحوي
16.1.8. تمهيدية: كلّ �صجرة رتبتها اأقل ما يمكن بحيث يوجد فيها تمثيل ب�صجر جزئيّ ل� G تكون �صجرة ع�صبة 

.G �ل
الاإثبات: افتر�ض اأنّ T �صجرة م�صيفة لتمثيل البيان G باأ�صجار جزئيّة، بحيث اإنّ لهذه ال�صجرة رتبة �صغرى. 
من التمهيديّة 10.1.8، نعلم اأنّ الرّوؤو�ض لع�صبة اأعظمية Q في G تقع عند راأ�ض م�صترك q من روؤو�ض T. اإذا كانت 
روؤو�ض G المعينة لراأ�ض 'q في V(T) ت�صكل ع�صبة جزئية  'Q من Q، فاإنَّ الأ�صجار الجزئية لهذه الروؤو�ض تحوي 
كامل الم�صار من 'q اإلى q في T. يمكن تقلي�ض اأول �صلع من اأ�صلع T على ذلك الم�صار دون تغيير بيان التقاطع، 
وهذا يعطينا �صجرة م�صيفة اأ�صغر.                                                                                                                      ■ 
بيان التقاطع الموزون لمجموعة A من المجموعات المنتهية هو ع�صبة موزونة روؤو�صها عنا�صر A، ووزن كلّ 

. | A ∩ A′ | هو AA' صلع�

التقاطع  بيان  هو   M (G) اأنّ  افتر�ض   .)Acharya – Las Vergnas [1982]( نظرية:   .17.1.8
فاإنَّ  ،M(G) ل�  مولدة  �صجرة   T كانت  اإذا   .G الب�صيط  للبيان   {Qi} الأعظمية  الع�صب  لمجموعة   الموزون 

 w (T) ≤ ∑ n (Qi) – n (G) ، وتتحقق الم�صاواة اإذا وفقط اإذا كانت T �صجرة ع�صبة.
ا اأنّ Tv هو البيان الجزئيّ  الاإثبات: )Mckee [1993](. افتر�ض اأنّ T �صجرة مولّدة ل� M(G). وافتر�ض اأي�صً
Tv. لذا، فاإنَّ                                     ل�  T لكلّ �صلع  v ∈ V(G) ي�صهم مرة واحدة في وزن  اإنّ كلّ راأ�ض   .{Qi:υ ∈ Qi} الذي تولّده 

 .w(T) = Σv∈V(G)
 e(Tv)

Tv كلّه هو غابة. لذا، فاإنَّ e(Tv) ≤ n (Tv) – 1، حيث تتحقق الم�صاواة اإذا وفقط اإذا كانت Tv �صجرة، 
نا نح�صل على   الحدّ n (Tv) ي�صهم ب� 1 في حجم كلّ ع�صبة تحوي υ. وبجمع المتباينة على الروؤو�ض جميعها، فاإنَّ
w (T) ≤ Σn (Qi) – n (G). وتح�صل الم�صاواة اإذا وفقط اإذا كانت Tv جميعها �صجرة، وهذا �صحيح اإذا وفقط 
اإذا كانت T �صجرة ع�صبة.                                                                 ■

dehu

bcd
dhg

cde

ab

hg

db
u

c e
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(T solid)
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1

1

1
1
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2
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.w(T) = 7 = 15 – 8 = ∑ n(Qi) – n(G) 
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الفصل 8     مواضيع إضافية )اختياري(328

ا باإيجاد اأكبر وزن ل�صجرة مولّدة  بو�صفها نتيجة من النظرية 17.1.8، ن�صتطيع اختبار ما اإذا كان G بيانًا وتريًّ
 .M (G) في

ا، فاإنَّ اأ�صجار الع�صب هي بال�صبط الأ�صجار المولدة ل� M(G) التي  ف�صلً عن ذلك، عندما يكون G وتريًّ
 )Mc kee, [1993]( انظر ،)Bernstein – Goodman [1981], Shibata [1988]( وزنها اأكبر ما يمكن

للطلع على مادة ذات �صلة.
)Other Class of Perfect Graphs( أخرى من البيانات الكاملة )أصناف )صفوف

بيانات الفترة هي بيانات تقاطع لمجموعة من الفترات على خطّ م�صتقيم، وقد برهنّا مبا�صرة في الق�صيّة 
16.1.5 اأنّ هذه البيانات كاملة؛ لأنَّها �صفّ جزئيّ من البيانات الوتريّة )التمرين 26(. تظهر بيانات الفترة في 

م�صائل الجدولة الخطية التي يوجد لها قيود على وقوع الأحداث المتزامنة )تذكر المثال 15.1.5(.
18.1.8. مثال: تطبيق كل�صيكيّ لبيانات الفترة.

تحليل �صل�صل ال� DNA. لقد تمَّ اإيجاد بيانات الفترة من اأجل درا�صة ال� DNA. وقد قام بنزر )Benzer( في 
العام 1959م بدرا�صة خطّانيّة )خطّيّة( ال�صل�صلة لكائنات حيّة اأرقى. وتمَّ ت�صفير )ترميز( كلّ جين في �صورة فترة، 
ى اإنترونات  عدا اأنّ الفترة ذات ال�صلة يمكن اأنْ تحوي اثنتي ع�صرة قطعة اأو اأكثر من قطع ال�صقط )الخردة( ت�صمَّ
اأنّ  افترا�ض  وعلى   .)exons( اإك�صونات  ى  ت�صمَّ التي  ال�صلة  ذات  القطع  بين  موجودة  عادة  وتكون   )introns(
الطفرات الوراثيّة تحدث من تغيير القطع الم�صتقيمة المترابطة، فيمكن درا�صة تغييرات �صفات الأحياء الدقيقة 
فاتُ فيه الروؤو�ضَ، في  لتحديد ما اإذا كانت مجموعات الأحما�ض الأمينية تتقاطع، واإنّ هذا يوؤ�صّ�ض لبيان تمثّل ال�صّ
حين تمثّل “التغييراتُ ال�صائعة” الأ�صلعَ، وبافترا�ض الخطّيّة والتجاور، فاإنَّ هذا البيان بيان فترة، وهذا ي�صاعد 

.DNA �على تحديد مواقع الجينات على �صل�صلة ال
وئيّة: ليكن معطى لدينا كيفية حركة ال�صير عند تقاطع معين، ي�صتطيع مهند�ض ال�صّير   توقيت الإ�صارات ال�صّ
)اأو اأيّ �صخ�ض عنده حِ�ضّ عام عاديّ( اأنْ يحدّد اأيّ زوج من م�صارب ال�صّيارات يمكن اأن ي�صير في الوقت نف�صه. 
فاإذا اأعطينا لحظة في الحلقة تكون فيها حركة ال�صّير متوقّفة في التجاهات جميعها، فاإنَّ بيان التقاطع لفترات 
وء الأخ�صر يجب اأنْ يكون بيان فترة، اأ�صلعُه هي المجموعاتُ الجزئية من الأزواج الم�صموحة )اأزواج الم�صارب  ال�صّ
التي تكون فيها حركة ال�صّير في الوقت نف�صه(، يمكن درا�صة هذه الحالت للح�صول على اأمثلية لمقيا�ض معين مثل 

.)Roberts [1978]( معدّل وقت النتظار. انظر
نا نبحث عن  التّ�صل�صل الزّمنيّ للاآثار: اإذا وُجدت لدينا عينات من الفخّار في موقع تنقيب عن الآثار، فاإنَّ
الفترة الزمنية التي ا�صتخدمت فيها هذه النوعيات من الفخار. افتر�ض اأنّ نوعًا واحدًا قد ا�صتخدم خلل فترة 
نا نفتر�ض اأنهما ا�صتُخدما في الفترة الزمنية نف�صها.  زمنية معينة، واإذا ظهر نوعان من الفخّار في القبر نف�صه، فاإنَّ
واإذا ظهر نوعان من الفخار في الحفرة نف�صها، فاإنَّنا نفتر�ض اأنّ هذا يمثّل �صلعًا. واإذا كان هذا البيان بيان فترة، 
فاإنَّ فترات الزمن الممكنة تعطي تمثيلً بفترات لهذا البيان، وبخلف ذلك، فاإنَّ المعلومات تكون ناق�صة، ويكون 
بيان الفترة المن�صود بحاجة اإلى اأ�صلع اإ�صافية.                                                                                                           ■

اإلى  تعود   20.1.8 النظرية  في   B الخا�صية  باأنّ  علمًا  الفترة،  لبيانات  مميزتين  لخا�صيتين  �صنعر�ض 
فلكر�صون وجرو�ض لكلّ من  فتعود   ،C اأمّا الخا�صية   ،)Gilmor and Hoffman [1964]( جلمور وهوفمان 

.)Fulkerson and Gross [1965]( 
اإنّ  ونقول  واحد،  اأو  �صفر  اإما  جميعها  مدخلتها  التي  الم�صفوفة  هي   0, 1  - الم�صفوفة  تعريف:   .19.1.8
للم�صفوفة - 1 ,0 خا�صية تتابع الواحدات )للأعمدة( اإذا اأمكن تبديل �صفوفها، بحيث تظهر الواحدات في 
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329 البيانات الكاملة  1.8

لَ على �صفوفها  كلّ عمود بالتتابع. ونعرف م�صفوفة وقوع الرّاأ�ض والع�صبة على اأنّها م�صفوفة الوقوع التي دُلِّ
.V(G)�بالع�صب الأعظمية، وعلى الأعمدة ب

20.1.8. نظرية: ال�صروط المتكافئة الآتية على بيان G تعطي تو�صيفًا مُميزًا لبيانات الفترة:
 (a.G يوجد تمثيل بفترات للبيان
G بيان وتريّ، و G بيان مقارنة.	) 
 (c.تمتلك م�صفوفة وقوع الرّاأ�ض والع�صبة خا�صية تتابع الواحدات 

الاإثبات: �صنناق�ض A ⇒ B و A ⇔ C في التمرينين 27 – 26. اأمّا هنا ف�صنبرهن اأنّ B ⇒ C. افتر�ض اأنّ 
G بيان وتريّ بحيث يوجد ل� G توجيه متعدّ F. ن�صتخدم كلًّ من F وغياب الحلقات اللوتريّة في G لإثبات وجود 
ترتيب على الع�صب الأعظمية ل� G بحيث يعطي هذا الترتيب خا�صية الواحدات المتتابعة لم�صفوفة وقوع الرّاأ�ض 

.M والع�صبة
افتر�ض اأنّ Qi و Qj ع�صبتان عظيمان في G. من الأعظمية، نعلم اأنّ لكلّ راأ�ض في اأيّ ع�صبة راأ�صًا اآخر في 
 G و�صلع اآخر في ،Qj اإلى Qi يوؤ�صّر من G يوجد �صلع في F الع�صبة الآخرى ل يجاوره. افتر�ض اأنّه تحت تاأثير

.Qi اإلى Qj يوؤ�صّر من
اإذا وُجد راأ�ض م�صترك لهذه الأ�صلع، فاإنَّ خا�صية التعدي ل� F تجبر �صلعًا من ع�صبة في G ليكون موجودًا 
في G. لذا، فاإنَّ الحالة تكون كما هي موجودة في ال�صكل اأدناه عن الي�صار، حيث اإنّ للأ�صلع المنقطة في F اأربعة 
روؤو�ض مختلفة. اإذا كانت الأزواج المتبقية من هذه الرّوؤو�ض الأربعة ت�صكل اأ�صلعًا في G، فاإنَّ ل� G بيانًا جزئيًّا 
م�صتحدثًا هو C4. وا�صتنادًا اإلى ذلك، فاإنَّ اأحد القطرين على الأقل يكون موجودًا في G. ولكن كلّ توجيه ممكن 
 Qi كلّها التي تربط بين مجموعتي روؤو�ض G يناق�ض خا�صية التعدي. وبذلك ن�صتنتج اأنّ اأ�صلع F لهذا القطر في

.F ت�صير اإلى التجاه نف�صه في Qj و

QkQjQj QiQi

zw

yF

F

x

 T في   Qi →Qj ن�صع    .G في  العظمي  بالع�صب  روؤو�صه  ترتبط  حيث   T دوري  تعريف  الآن  ن�صتطيع 
توجيه   T اأنّ  نجد  ال�صابقة،  الفقرة  من   .Qj اإلى   Qi من  ت�صير   Qj و   Qi بين  جميعها   F اأ�صلع  تكون  عندما 
 Qi فاإنَّ   ،Qj → Qk و   ،Qi → Qj تحقق  اإذا  اأنّه  اإثبات  يجب  هذا،  ولإثبات   . متعدٍّ  T اأن  ندعي  تام.  لبيان 
 ،y = w كان  اإذا   .z ∈ Qk و   ،  x ∈ Qi، y, w ∈ Qj F حيث  w→ z في  و   ،x→ y اأنّ  افتر�ض   .→ Qk
ال�صكل  في  يظهر  كما   xz زوجًا  افتر�ض  ذلك،  بخلف   .x → z اأنّ  مبا�صرة  تعطينا   F ل�  التعدي  خا�صية  فاإنَّ 
z ↮ x. وبناءً على ذلك، فاإنَّ هذا الزوج  G. لذا، فاإنَّ  G يُحدِث C4 في  z في  x و  اإنّ ربط  اأعله عن اليمين. 
اأنّ ن�صتنتج  لذا،  التعدي.  خا�صية  انتهاك  لتجنب  x → z؛  اإلى   x من  موجهًا  يكون  اأنْ  ويجب   ،F في   يظهر 

.T في Qi → Qk

لترتيب   T المتعدي  الدوري  ا�صتخدم  الأ�صلع.  مع  من�صجمًا  للروؤو�ض  ا  خطّيًّ ترتيبًا  يحدّد  المتعدي  الدوري 
فيه  تظهر  ل  x حيث  يوجد عمود  الترتيب  اأنّه تحت هذا  افتر�ض   .Q1→ ….→ Qm ال�صكل  على   M �صفوف 
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الواحدات بالتتابع، لذا فلدينا Qi، و Qj، و Qk بحيث اإنّ i < j < k، x ∈ Qi , Qk , x ∉ Qi، و x ∉ Qj. بما 
اأنّ x ∉ Qj ، فاإنَّ الع�صبة Qi يجب اأنْ تحوي راأ�صًا y ل يجاور x. وبغير ذلك، فاإنَّ Qj يمت�ض x ول يكون اأعظميًّا. 
، x ∈ Qi تعطينا اأنّ  x → y في F في حين تعطينا x ∈ Qk اأنّ y → x في F، ولكن حدوث هذا في  ومن هنا فاإنَّ
الوقت نف�صه م�صتحيل.                                                                                                                                          ■ 
ا اأكبر من البيانات  ت�صكّل بيانات الفترة عائلة �صغيرة ن�صبيًّا من البيانات الكاملة. وفيما ياأتي، �صنناق�ض �صفًّ

التي تحافظ على بع�ض الخوا�ض الجميلة للبيانات الوتريّة، وبيانات المقارنة.
21.1.8. تعريف: �صفوف )اأ�صناف( البيانات الكاملة )تنطبق ال�صروط على الحلّقات الفردية اإذا كان طول 
الحلقة ي�صاوي 5 فقط على الأقل(.  تثليث – o: كلّ حلقة فردية لها وتران ل يتقاطعان . نوعية: لكلّ حلقة 
فردية وتران متقاطعان.  مينيل )Meyniel(: يوجد وتران لكلّ حلقة فرديّة على الأقل وتريّ �صعيف: ل 
توجد حلقة م�صتحدثة طولها 5 على الأقل في G، اأو في G.كامل بقوة: توجد مجموعة م�صتقرة لكلّ بيان 

جزئيّ م�صتحدث تقطع كلّ ع�صبة اأعظمية لهذا البيان الجزئيّ.
لقد اأثبت جالي )Gallai, [1962]( اأنّ كلّ بيان من نوع تثليث – o يكون بيانًا كاملً. وكلّ بيان وتريّ هو 
تثليث – o )التمرين 34( ووتريّ �صعيف )التمرين 40(. وكلّ بيان تثليث – o، وكلّ بيان نوعية هو بيانات مينيل، 

وبيانات مينيل هي بيانات كاملة. 
.)Ravindra, [1982]( وكذلك كاملة بقوة )Meyniel, [1976], Lova'sz, [1983](

و�صا�ص�ض   )Olaru, [1969]( اأولرو  من  كلٍّ  قِبَلِ  من  كاملة  بيانات  النوعية  البيانات  اأنّ  اإثبات  تمَّ  لقد 
وفقط  اإذا  نوعية  بيان   G البيان  اأنّ  على  ين�ضُّ  الذي  النوعية  البيانات  ا�صم  اأمّا   .)Sachs, [1970](
فردية  كلّها  اأو  زوجية  كلّها   y اإلى   x من  اللوتريّة  الم�صارات  اأنّ  و   ،x، y ∈ V(G) زوج  لكلّ  تحقق   اإذا 
 Burlet and uhry,( واأوري بورلت  كلٍّ من  قِبَلِ  البيانات من  لهذه  الممّيز  التّو�صيف  فماأخوذ من   ،)36 )التمرين 

.)[1982]

 M و P و O و C و T حة في ال�صّكل اأدناه الفروق بين هذه الأ�صناف. هنا 22.1.8. مثال: تبيّن البيانات المو�صّ
والنوعية، ومينيل،   ،o – وتثليث  والمقارنة  الوتريّة )المثلثاتيّة(،  البيانات  اأ�صناف  اإلى  ترمز  الترتيب  W على  و 
■ وبيانات وتريّة �صعيفة.  

-(W    C) M- OP

- CT- -O PM

- PT ∩
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331 البيانات الكاملة  1.8

 .1984 )Berge and Duchet [1984]) لقد عُرفت البيانات الكاملة بقوة من قِبَلِ كلّ من بيرج ودكت عام
 :γ حيث اإنّ تغيير كلمة اأعظمي اإلى اأكبر )اأعظم( في التعريف يعطينا متطلبًا اأ�صعف يكافئ الكمال بالن�صبة اإلى
يمكن ا�صتخدام المجموعة الم�صتقرة التي تتقاطع مع كلّ الع�صب الكبرى كاأول �صفّ لونّي في التَّلوين ب�w (G) لونًا 

الذي بُنيَ ا�صتقرائيًّا. لذا، فاإنَّ البيانات الكاملة القوية تكون بيانات كاملة.
اإنّ �صفّ )ت�صنيف( البيانات الكاملة بقوة ل يحوي البيانات الوتريّة ال�صعيفة جميعها )التمرين 40(، اإل 
اأنّه يحوي البيانات الوتريّة كلّها وكذلك بيانات المقارنة جميعها. )كما لحظنا في الق�صية 25.3.5، عندما يكون 
، فاإنَّ كلّ بيان جزئيّ م�صتحدث يرث توجيهًا متعديًا، وت�صكّل الروؤو�ض التي درجتها الداخلة  للبيان G توجيه متعدٍّ

O في هذا التوجيه مجموعة م�صتقرة تقطع الع�صب الأعظمية كلّها.
 .)38 – 37 )التمرينين  القوية  الكاملة  البيانات  فعليًّا في �صفّ  يكون محتوى  البيانات  التالي من  �صفّنا 
وما زال يحوي كلًّ من البيانات الوتريّة وبيانات المقارنة، ولكنه ل يحوي بيانات مينيل جميعها )التمرين 39(، 
فّ بدور مهم في نظرية العام 1984، حيث قام هذا ال�صّ  )Chva'tal( قِبَلِ كفتال فّ من  ف هذا ال�صّ  لقد عُرِّ

 البيانات الكاملة.

ف الترتيب الكامل للبيان G على اأنه ترتيب لروؤو�ض هذا البيان بحيث ينتج التَّلوينُ الج�صع بالن�صبة  23.1.8. نعرِّ
اإلى الترتيب الموروث من قبل كلّ بيان جزئي م�صتحدث تلوينًا اأمثل لهذا البيان الجزئي. يُ�صمّى البيان الذي 

له ترتيب كامل بيانًا كامل الترتيب.
ف العائق )ال�صد( لتوجيه للبيان G على اأنه م�صار م�صتحدث له اأربعة روؤو�ض هي: a، و b، و c، و d بحيث  يُعَرَّ
اإنّ اأول واآخر �صلع فيه يكونان موجهين نحو الأوراق. اإنّ توجيه G المرتبط بترتيب L للروؤو�ض، يوجه كلّ �صلع نحو 
اإنّ ترتيب الروؤو�ض خالٍ من العائق، اإذا خل التوجيه  u < v. ونقول:  L: u  v، اإذا كان  راأ�ض يظهر اأولً في 

المرتبط بذلك من العائق.
da cb

التوجيه المرتبط بترتيب كامل يخلو من العائق؛ لأنَّ التَّلوين الج�صع ي�صتخدم 3 األوان على العائق بدلً من 2. 
لقد اأثبت كفتال اأنّ البيان يكون كامل الترتيب اإذا وفقط اإذا وُجِدَ لهذا البيان ترتيبٌ خالٍ من العائق. يعطينا هذا 
اأنّ البيانات الكاملة الترتيب تكون بيانات كاملة، وكذلك فاإنَّ البيانات الوتريّة وبيانات المقارنة تكون  التو�صيف 

كاملة الترتيب.

24.1.8. مثال: تكون البيانات الوتريّة وبيانات المقارنة كاملة الترتيب. واأنّ توجيه البيانات الوتريّة المرتبطة 
بترتيب بناء مب�صطي ل يحوي م�صارًا م�صتحدثًا u  v → w، بالإ�صافة اإلى اأنّ التوجيه المتعدي لبيان المقارنة 

.u → v → w يخلو من م�صار م�صتحدث
لكلّ توجيه يحوي اإعاقةً م�صارٌ م�صتحدثٌ u → v → w وم�صارٌ م�صتحدث u  v → w. ومن هنا، اإذا كان 
G بيان مقارنة اأو بيانًا وتريًّا، فاإنَّ له ترتيبًا يخلو من العائق. وبا�صتخدام تو�صيف كفتال، نعلم اأنّ هذه البيانات 
قابلة للترتيب الكامل.  ■
اإن بحيث   S م�صتقرّة  ومجموعة   Q ع�صبة   G للبيان  اأنّ  افتر�ض   )Chva'tal [1984]( تمهيدية:   .25.1.8 
  S ∩ Q = θ ، وافتر�ض اأنّ w ∈ Q كلّه يجاور p(w) ∈ S. اإذا كان L ترتيبًا ل� G خالٍ من عائق، بحيث اإنّ
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الفصل 8     مواضيع إضافية )اختياري(332

p(w) < w لكلّ w ∈ Q، فيوجد p(w) ∈ S يجاور Q كلّها.

.n(G) > 1 ّفل يوجد ما نبرهنه. لذا، افتر�ض اأن ،n(G) = 1 اإذا كان .n(G) الاإثبات: ن�صتخدم ال�صتقراء على 
الم�صتقرّة والمجموعة   Q – w الع�صبة  با�صتخدام  الفر�ض  يحقّق   G – w البيان  فاإنَّ   ،w ∈ Q لكلّ  اأنّه   لحظ 
 .p (w*) ↔ Q – w ّبحيث اإن Q - w في *w وبا�صتخدام فر�صية ال�صتقراء، يوجد راأ�ض .{p (u) : u ∈ Q – w}
وبذلك نح�صل على *w في Q بحيث p (w*) ↔ Q اإل اإذا تحقّق اأنّ p (w*) ↮ w لكلّ w في Q. اإنّ هذا يحدد 
 w* اإلى w اإن اإر�صال .Q فقط من بين الروؤو�ض الموجودة في w ل يجاور p (w*) َّ؛ لأنw ّلكل w* راأ�صًا وحيدًا

ف تبديلة على Q. وبما اأنّ p (w) ↮ w، فاإنَّه ل يوجد عن�صر مثبت تحت هذه التبديلة. يعرِّ
نبحث عن عائق )�صد( في التوجيه المرتبط ب� L. اجعل v اأ�صغرَ راأ�ض ل� Q في L. افتر�ض اأنّ  b, cفي Q هما 
الرّاأ�صان بحيث اإنّ b* = v، و c* = b )يمكن اأنْ يكون c = v(. افتر�ض اأنَّ a = p (b)، واأنّ d = p (v). وبما 
اأنّ p (w*) ↮ w، فلدينا a ↮ c وd ↮ b ، وهذا يعطينا اأنّ a ≠ d في المجموعة الم�صتقرّة S، ويعطينا ال�صورة 

.L �المو�صحة اأدناه للتوجيه المرتبط ب
= bv *

= cb *= p

S Q

(b)a

= p(v)d
c

اأنّ c  d. وبما  فاإنَّ  اإذن،   .b هو   d يجاور  ل  الذي   Q الوحيد من  الرّاأ�ض  فاإنَّ   ،d = p (b*) اأنّ   بما 
اأنّ d ← c. الآن، a، وb، وc، وd تحدث عائقًا، وهذا يناق�ض  d = p (v) < v ≤ c في L، ف�صنح�صل على 
■ المفتر�ض على L. لذا، فاإنَّ p (w*) « w لبع�ض w. وبذلك يكون p (w*) هو راأ�ض S المن�صود.  

 G ترتيبًا كاملً اإذا وفقط اإذا خل G يكون ترتيب الروؤو�ض لبيان .)Chva'tal [1984](:26.1.8. نظرية
من العوائق. ويكون كلّ بيان بمثل هذا الترتيب بيانًا كاملً.

العوائق هو �صفّ  ترتيبات خالية من  له  الذي  البيانات  لأنَّ �صفّ  ال�صرط �صروريّ؛  اأنّ هذا  الاإثبات: لحظنا 
ا(. لذا، يكفي برهنة اأنّ التَّلوين  وراثيّ )يكون الترتيب الموروث للبيانات الجزئية الم�صتحدثة خاليًا من العوائق اأي�صً
الج�صع للبيان G بالن�صبة اإلى ترتيب خالٍ من العوائق L يكون اأمثليًّا. افتر�ض اأنّ k عددُ الألوان الم�صتخدمة في 

.L تلوين ج�صع بالن�صبة اإلى
لهذه  الكمال  ا �صفة  اأي�صً G. ويبرهن هذا  للبيان   k الدرجة  �صنبرهن وجودَ ع�صبة من  الأمثلية؛  ولإثبات 
البيانات ا�صتقرائيًّا. افتر�ض اأنّ f: V(G) → [k] هو التَّلوين الناتج، اجعل i اأقلَ عدد �صحيح بحيث يوجد للبيان 
 i َّعلى راأ�ض معين، فاإن k ت�صتخدم اللون f ّبما اأن .i < j ≤ k �ل f (wj) = j ّبحيث اإن wi+1, … , wk ع�صبة G

.k ع�صبة من الدرجة G �فاإن ل i = 0 ف جيدًا. اإذا كان معرَّ

اإذا كان i > 0، فيوجد لكلّ wj راأ�ض p (wj)، بحيث اإنّ p (wj) < wj في L و f (p (wj)) = i، وبخلف 
ذلك، فاإنَّ التَّلوين الج�صع ي�صتخدم لونًا اأقل على wj. اجعل S = {p (wi+1), … , p (wk)}. بما اأنّ كلّ راأ�ض في 
S له اللون نف�صه، فاإنَّ S ت�صكّل مجموعة م�صتقرّة، وبذلك تتحقق �صروط التمهيديّة 25.1.8 وهذا يعني اأنه يمكن 
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333 البيانات الكاملة  1.8

■                                                               .i وهذا يناق�ض اأ�صغرية ،wi اإلى الع�صبة لي�صبح S اإ�صافة اأحد روؤو�ض
و�صناأخذ فيما ياأتي في الح�صبان طريقة اأخرى لتوليد البيانات الكاملة. اإنّ العملية التي تحافظ على الكمال يمكن 
اأنْ تو�صّع �صفّ البيانات الكاملة. واأنّ عملية �صرب الروؤو�ض التي تمدّد الرّاأ�ض اإلى مجموعة م�صتقلة هي مثال على هذه 
 الخا�صيّة. �صنعمّم هذا، اإذا كانت V(G) = {v1, … , vn} . وكانت H1, … , Hn بيانات منف�صلة، فاإنَّ التركيب
 .{xy: x ∈ V(Hi), y ∈ V(Hj), vi vj ∈ E (G)} بالإ�صافة اإلى المجموعة H1 + … + Hn هو البيان G [H1, … , Hn] 

.G ○ h هي G [  , … , hnK ة  [  اإنّ الحالة الخا�صّ
ي�صتخدم المثال المو�صح اأدناه H1 = 2 K1، و H3 = P3 ، H2 = K2 + K1  و H4 = K2 و G = K1,3 مع راأ�ضٍ 

.υ1 مركزي

v3

v4

v1

v2

لقد اأثبت لوفاز اأنّ التركيب يحافظ على الكمال. و هذه اإحدى النتائج التي تتبع من تمهيديّة كفتال المتعلقة 
بمجموعات قطع النجمة.

 S – {x} يجاور x تحوي راأ�صًا S ف مجموعة قطع النجمة على اأنّها مجموعة قطع روؤو�ض 27.1.8. تعريف: نعرِّ
كلّها. ونعرّف البيان الناق�ص )غير الكامل( الأ�صغريّ على اأنّه بيان غير كامل، بحيث تكون بياناته الجزئية 

الم�صتحدثة جميعها بيانات كاملة.
28.1.8. تمهيدية: )تمهيديّة قطع النجمة(. اإذا خل البيان G من المجموعات الم�صتقرّة التي تقطع كلّ ع�صبة 
عظمى، وكان كلُّ بيان جزئيّ فعليّ م�صتحدث من G قابلً للتلوين ب� ω (G) لونًا، فل يوجد للبيان G اأيّ 

مجموعة من قطع النجمة.
 G – C ّاأن اأنّ C مجموعة قطع نجمة ل� G. بحيث يجاور الرّاأ�ض C – {w} w كلّه. بما  الاإثبات: افتر�ض 
 غير مترابط، فيمكننا تجزئة V(G – C)  اإلى مجموعتين هما V1 و V2 حيث ل يربط بينهما اأيّ اأ�صلع. اجعل
ا ب� w (G) لونًا ل� Gi. افتر�ض اأنّ Si هي مجموعة روؤو�ض Gi التي  ا fi تلوينًا فعليًّ Gi = G [vi ∪ c]، واجعل اأي�صً
 ،V2 اإلى V1 وبما اأنه ل يوجد اأيّ �صلع من .C ولكنه ل يولّد اأيّ راأ�ض اآخر في ،w اإنّ هذا يولّد .fi نف�صه في w لها لون

فاإنَّ  S = S1 ∪ S2 هي مجموعة م�صتقرّة. 
اإذا كانت ع�صبة في G – S، فاإنَّها تكون محتواة في G1 – S1، اأو اأنها تكون محتواة في G2 – S2. وبما اأنّ fi يزودنا 

.| Q | ≤ ω (G) – 1ّفاإنَّنا نح�صل على اأن ،Gi – Si �لونًا ل ω (G) – 1 �بتلوين ب
 ω (G) تقطع كلّ ع�صبة من الدرجة S فاإنَّ المجموعة الم�صتقرة ،G – S في Q وبما اأنّ هذا ينطبق على كلّ ع�صبة 
■ في G، وهذا يناق�ض الفترا�ض.  

- V2S

C

w
w

- w 2S1V1

29.1.8 نظرية: )تمهيديّة قطع النجمة، Chva'tal [1985b]( ل يوجد بيان كامل اأ�صغريّ بحيث يحوي هذا 
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البيان مجموعة قطع نجمة.

ا، فاإنَّ χ (G) > ω (G)، وحذف اأيّ مجموعة م�صتقرّة S يترك بيانًا  ا اأ�صغريًّ الاإثبات: اإذا كان G بيانًا ناق�صً
.1 + ω (G) ≤ χ (G) ≤ 1 + χ (G – S) = 1 + ω (G – S) ≤ 1 + ω (G) : كاملً. لذا، فاإنَّ

وهذا يعطينا اأنّ ω (G – S) = ω (G)، مما يعني عدم وجود مجموعة م�صتقرة تتقاطع مع كلّ ع�صبة 
اأنّ                                           ′G يحقق  اأ�صغريّ، فاإنَّ كلّ بيان جزئيّ فعليّ م�صتحدث  G بيان غير كامل  اأنّ  عظمى. واأبعد من ذلك، بما 
 χ (G′) = ω (G′) ≤ ω (G)، وهذا يجعل G قابلً للتلوين ب� ω (G) لونًا. الآن، تعطينا التمهيديّة 28.1.8. 
■ اأنّ G يخلو من مجموعة قطع النجمة 

اإنّ تمهيديّة ال�صتبدال تعمّم التمهيديّة 4.1.8.
30.1.8. نتيجة: )تمهيديّة ال�صتبدال – Lova'sz [1972b](. كلّ تركيب للبيانات الكاملة يكون بيانًا كاملً.
 ،G2 ببيان G1 في υ الاإثبات: يمكن بناء التركيب للبيانات بوا�صطة متتالية تعوي�صات، ي�صتبدل فيها راأ�ض واحد
والأ�صلع الم�صافة جميعها بينV(G2)  و U = N G1 (v) لت�صكيل البيان G. لذا، يكفي اأنْ نبرهن اأنّ هذه العملية 
ا )غير كامل(، فاإنَّه يحوي بيانًا جزئيًّا م�صتحدثًا F غير كامل  تحافظ على الكمال. اإذا كان البيان الناتج ناق�صً
ا. اإنّ مثل هذا البيان الجزئي ل يمكن اأنْ يكون محتوى في G1 اأو في G2، ومما يجبر هذا البيان ليكون له  اأ�صغريًّ

راأ�صان من G2 على الأقل، وراأ�ض واحد من G1 على الأقل.
عند عدم احتواء F  على اأيّ راأ�ض من روؤو�ض G1 خارج U ، فاإنَّ F = F [U] ∨ (F ∩ G2) . اإنّ عملية الو�صل 
 𝜔𝜔(H ∨ H') = 𝜔𝜔(H)+ 𝜔𝜔(H') و χ(H ∨ H') = χ(H)+ χ(H') َّم تحافظ على الكمال؛ لأن )Join( اأو ال�صّ
ل  لكلّ H و ′H. لذا، ن�صتطيع  اأنْ نفتر�ض وجود راأ�ض في F من روؤو�ض G1 غير الموجودة في U. في هذه الحالة، ت�صكِّ
V(F) ∩ U  بالإ�صافة اإلى راأ�ض واحد من G2 في F مجموعةَ قطع النجمة. لذا، فاأن يحل G2 محل U ل يعرف 
■ ا.   ا F غير كامل اأ�صغريًّ بيانًا جزئيًّ

هي���وارد                                                                    اأثب���ت  لق���د  ال�ص���عيفة.  الوتريّ���ة  للبيان���ات  كم���الً  النجم���ة  قط���ع  مجموع���ة  تمهيديّ���ة  تعطين���ا 
)Hayward [1985]( اأنَّ G اأو ′G يح���وي مجموع���ة قط���ع النجم���ة عندما يكون G بيانًا وتريًّا �ص���عيفًا مختلفًا 
ا. يعطينا هذا بالإ�ص���افة اإلى تمهيديّة مجموعة قطع النجمة، ونظرية  عن الع�ص���بة وعن المجموعة الم�ص���تقرّة اأي�صً
فّ  ا اأ�صغريًّا. وبما اأنّ هذا ال�صّ البيانات الكاملة عدمَ وجود بيان وتريّ �صعيف بحيث يكون هذا البيان بيانًا ناق�صً

وراثيّ، فاإنَّ كلّ بيان وتريّ �صعيف يكون كاملً.
)Imperfect Graphs( )البيانات الناقصة )غير الكاملة

القوية  الكاملة  البيانات  نَة  مَّ مُخَ تن�ضّ  اأ�صغرية.  ناق�صة  بيانات  هي   p الدرجة  من  الحرجة  البيانات 
)SPGC( على اأنّ البيانات الوحيدة الحرجة من الدرجة p هي الحلقات الفرديّة )التي طولها على الأقل ي�صاوي 
اأنّ  برهنة  ن�صتطيع  فلربما   ،p الدرجة  من  الحرجة  للبيانات  الخ�صائ�ض  من  كافٍ  توافر  ومع  ومتمماتها.   )5

.SPGC �الحلّقات الفرديّة فقط ومتمماتها هي التي تتمتّع بهذه الخ�صائ�ض؛ وهذا �صيبرهن ال
�صنبداأ بملحظات ب�صيطة عن البيانات الحرجة من الدرجة p، وقد ا�صتخدمت بع�ض هذه الملحظات �صابقًا 

.)Shmoys [1981] عند مناق�صة مجموعات قطع النجمة )لقد تمَّ نمذجة هذا العر�ض بالأ�صل بعد �صموي�ض
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335 البيانات الكاملة  1.8

،p يكون حرجًا من الدرجة G فاإنَّه يكون مترابطًا، و ،p بيانًا حرجًا من الدرجة G 31.1.8. تمهيدية: اإذا كان 
.θ (G – x) = α(G) و ،χ (G-x)=𝜔𝜔(G) كون ،x ∈ V(G) ّواأكثر من ذلك، لكل ،α(G) ≥ 2 و ،𝜔𝜔(G) ≥ 2 و
الاإثبات: يكون G بيانا كاملً اإذا وفقط اإذا كانت كلّ مركبة من مركباته ت�صكّل بيانًا كاملً. ويكون G كاملً اإذا 
ماتها تكون كاملةً. واأخيًرا، لحظنا عند اإثبات النظرية 29.1.8  وفقط اإذا كان G كاملً، الإ�صافة اإلى اأنّ الع�صب ومتمِّ
اأنّ حذف مجموعة م�صتقلة من بيان حرج من الدرجة p ل ينق�ض عدد الع�صب. وبما اأنّ G – x كامل، ف�صنح�صل على 
■                           .G �هو هذه العبارة ل θ (G – x) = α(G) اإنّ ال�صرط .χ (G – x) = 𝜔𝜔 (G – x) = 𝜔𝜔 (G)

.PGT من تعميم لوفاز لنظرية P تتبع الخوا�ض الدقيقة للبيانات الحرجة من الدرجة

32.1.8. نظرية: )Lova'sz [1972b]( يكون البيان G كاملً اإذا وفقط اإذا كان 
 ■                                                                                 .A ⊆ V(G) ّلكل 𝜔𝜔𝜔(G [A]) α (G [A]) ≥ | A |
اقتُرحت الخا�صية “ | 𝜔𝜔 (G [A] α (G [A]) ≥ | A لكلّ A ⊆ V(G) “ من قِبَلِ فولكر�صون، ون�صميها كمالً 
بالن�صبة اإلى βف (β𝜔- perfection). من المت�صمن في الكمال بالن�صبة اإلى α، اأو بالن�صبة اإلى γ اأنه اإذا ا�صتطعنا 
n (G) / 𝜔𝜔(G) راأ�صًا على  𝜔𝜔 (G) مجموعة م�صتقرة، فاإنَّ اإحدى هذه المجموعات الم�صتقرة تحوي  ل�   G تلوين 
الأقل. وي�صتمل عك�ض ذلك على تعليلت ح�صابية كالتي اأعُطيت لنظرية PGT، اإل اأنها اأكثر دقةً وكيا�صةً. وبما اأنّ 

الكمال بالن�صبة اإلى b ل يتغير باأخذ المتمّمة، فاإنَّ النظرية 32.1.8 تعطينا PGT مبا�صرة.

33.1.8. نظرية: اإذا كان البيان G حرجًا من الدرجة p، فاإنَّ n(G) = a (G) 𝜔𝜔 (G) + 1 واأكثر من ذلك، 
 α وتجزئة اإلى α (G) مجموعة م�صتقرّة من الحجم 𝜔𝜔 (G) اإلى G – x �توجد تجزئة ل ،x ∈ V(G) ّلكل

.𝜔𝜔 (G) ع�صبة من الحجم (G)

الاإثبات: عندما يكون البيان G حرجًا من الدرجة P، فاإنَّ ال�صرط للكمال بالن�صبة اإلى b يف�صل فقط لمجموعة 
الروؤو�ض الكلّيّة A = V(G) . لذا، فلكلّ x ∈ V(G) نجد اأنّ:

 .n )G) = α (G) 𝜔𝜔 (G) + 1  ّلذلك، فاإن n (G) – 1 ≤ α (G – x) 𝜔𝜔 (G – x) = α (G) 𝜔𝜔 (G) ≤ n (G) – 1
وبما اأنّ χ (G – x) = 𝜔𝜔 (G – x) = 𝜔𝜔 (G) فيمكننا تغطية G – x ب� 𝜔𝜔 (G) مجموعة م�صتقرّة. وبما اأنّ حجم كلّ مجموعة من 
هذه المجموعات ي�صاوي α (G) على الأكثر، فاإنَّ هذه المجموعات تجزّئ ال� α (G) 𝜔𝜔 (G) راأ�صًا ل� G – x اإلى 𝜔𝜔 (G) مجموعة 
 م�صتقرّة، حجم كلّ منها ي�صاوي α (G). وبالمثل، فاإنَّ  (G – x) = α (G – x) = α (G) يعطينا تجزئة ل� V(G – x) اإلى
 ■                                                                                                                . 𝜔𝜔 (G)  ع�صبة حجم كلّ منها ي�صاوي α (G) 
بيانات  لي�صمل  البيانات  هذه  �صفّ  تو�صيع  من  ا�صتفادت  قد   P الدرجة  من  الحرجة  البيانات  درا�صة  اإنّ 
ف الأكبر تكون مفيدة عند اإثبات   اأخرى تحقق الخوا�ض الموجودة في النظرية 33.1.8. اإنّ الخوا�ض البنيوية لل�صّ
ال� SPGC ل�صفوف خا�صة من البيانات. لقد تمَّ اقتراح العديد من التعريفات لتو�صيع �صفّ البيانات الحرجة 
من الدرجة P، ولكن تبيّن اأنّ هذه التعريفات ما هي اإل تو�صيفات بديلة لل�صفّ نف�صه. لقد ظهر التعريف الذي 

.)Bland – Huang – Trotter [1979]( ن�صتخدمه في
 

 34.1.8. تعريف: للأعداد ال�صحيحة a,w ≥ 2، نقول: اإنّ البيان G قابل للتجزئة من نوع a , w اإذا وُجد له
aw + 1 راأ�صًا، ولكلّ راأ�ض x ∈ V(G) يكون للبيان الجزئي G – x تجزئة اإلى a ع�صبة من الحجم w، وتجزئة 

 .a مجموعة م�صتقرة من الحجم w اإلى
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الفصل 8     مواضيع إضافية )اختياري(336

aw + 1 قابلً  G الذي رتبته  35.1.8.نظرية: )Buckingham – Golumbic [1983]( يكون البيان 
للتجزئة من نوع a, w اإذا وفقط اإذا كان χ (G – x) = w و  (G-x)=a لكلّ x ∈ V(G)، واأكثر من ذلك، 
𝜔𝜔(G)= w و α(G)=a لمثل هذه البيانات، واأنّ المتباينات  χ(G-x) ≤ w ، وθ (G – x) ≤ a تكفي للح�صول 

على التّجزئة.
 الاإثبات: افتر�ض اأنّ G قابل للتجزئة. بما اأنّ G – x قابل للتلوين ب� w لونًا، وله ع�صبة من الدرجة w، فاإنَّ

ا. اإنّ حذف راأ�ض x خارج ع�صبة اأكبر  χ(G – x) = w = 𝜔𝜔 (G – x). وبما اأنّ a  2، فاإنَّ G لي�ض بيانًا تامًّ
.a �يعطي النتيجة ل G اإنّ التعليل نف�صه على .𝜔𝜔(G) = 𝜔𝜔(G – x) = w ّيعطي اأن G في Q

 وبالعك�ض، افتر�ض اأنّ χ(G – x) ≤ w، و θ (G – x) ≤ a لكلّ x في V(G). تعطي المتباينة الأخيرة اأنّ
 a مجموعة م�صتقرة على الأكثر، حجم كلّ منها ي�صاوي w ي�صتخدم G – x �لذا، فاإنَّ تلوينًا اأمثل ل .α(H) ≤ a
على الأكثر. وبما اأنّ n(G – x) = aw، فاإنَّ مثل هذا التَّلوين يجزّئ V(G – x) اإلى w مجموعة م�صتقرّة من 
 ■ الحجم a. وبالمثل، فاإنَّ غطاء ل� G – x ب� a ع�صبة يعطي تجزئة الع�صب المن�صودة.  
من المبرهنتين 33.1.8 و35.1.8. نعلم اأنّ كلّ بيان حرج من الدرجة p يكون قابلً للتجزئة، وكلّ بيان قابل 
ا، زِدْ على ذلك، فاإنَّ G يكون قابلً للتجزئة من نوع a, w اإذا وفقط اإذا كان G قابلً  للتجزئة يكون بيانًا ناق�صً

 .a, w للتجزئة من نوع
C d بو�صع n راأ�صًا على دائرة، وجعل كلّ راأ�ض يجاور 

n 36.1.8. مثال: قوى )اأ�ص�ض( الحلقات. يمكن بناء البيان 
.C d

n  = Cn َّفاإن ،d = 1 راأ�صًا له في كل التجاهين على الدائرة. عندما d اأقرب
ح عن  C المو�صّ  2

10 نتعامل مع الروؤو�ض على اأنها اأعداد �صحيحة بمقيا�ض n، مرتبة بطريقة معينة. اإنَّ البيان 
 C  2

10 الي�صار اأدناه لي�ض بيانًا كاملً ولي�ض بيانًا حرجًا من الدرجة p اأي�صا)الروؤو�ض: 0، 2، 4، 6، 8 تولّد C5، ولكن 
 قابل للتجزئة من نوع 3، 3. وعندما نزيل i، فاإنَّ التجزئة الوحيدة للروؤو�ض الت�صعة المتبقية اإلى ثلثة مثلثات، هي:

.{(i + 7, i + 8, i + 9) و(i + 4, i + 5, i + 6) و (i + 1 , i + 2, i + 3)}

 (i +2, i + 5, i + 8)و ،(i + 1, i + 4, i + 7)} :والتجزئة الوحيدة اإلى ثلث مجموعات م�صتقرّة هي 
 .{(i + 3, i + 6, i + 9) و

 a ّت�صكّل ع�صبة، وي�صكّل كل G – x راأ�صًا متتابعًا في w ّاإنّ كل .a، w 1 دائمًا قابلً للتجزئة من نوع
1

aw
w

C +

− يكون 
1 يكون حرجًا من الدرجة 

1
aw
w

C +

− راأ�صًا مجموعة م�صتقرة بحيث ت�صاوي الم�صافة بين اأيّ اثنين منهما w. اإنّ اإثبات 
P اإذا وفقط اإذا كان w = 2، اأو a = 2 يختزل ال� SPGC في عبارة: اإن البيانات الحرجة من الدرجة p جميعها 
■ تكون قوى حلقات.  

a

a

a

c

c

c

b

b

b

i                            

37.1.8. مثال: بيانات اأخرى قابلة للتجزئة. تظهر البيانات الأخرى القابلة للتجزئة عن طريق اإ�صافة اأ�صلع 
. ون�صتطيع اإ�صافة اأيّ قطر دون تغيير مجموعة الع�صب الكبرى اأو مجموعة 

10
2C . في 

1
1

aw
w

C +

− غير مهمة اإلى البيان 
المجموعات الم�صتقرة الكبرى. لذا، فاإنَّ البيان الناتج ما زال قابلً للتجزئة. �صنرى اأنّ ال� SPGC تتبع اإذا ح�صلنا 
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337 البيانات الكاملة  1.8

على البيانات القابلة للتجزئة جميعها من قوى حلقات عن طريق اإ�صافة اأ�صلع غير مهمة من هذا النوع.
اأعله.  ال�صكل  و�صط  في  الموجود  البيان  مثل  للتجزئة،  قابلة  اأخرى  بيانات  توجد  ذلك،  من  الرّغم  على 
)Chva'tal – Graham – Perold – Whitesides [1979], Huang [1976](. ينتمي كلّ �صلع في هذا 
. اإنّ التجزئات تبرهن اأنّ تجزئة هذا البيان تختلف  10

2C البيان اإلى ع�صبة عظمى، ولكن يوجد له �صلعان اأكثر من
 ■  )التمرين 42(.  

10
2C عن تجزئة 

منها  كلّ  كبرى،  ع�صبة   n بال�صبط   1
1

aw
w

C +

− للبيان  .يوجد  1
1

aw
w

C +

− للبيان  اإ�صافية  خوا�ض  مثال:   .38.1.8
 n يوجد  وكذلك   .w الدرجة  من  متتابعة  ع�صبة   w في  يقع  راأ�ض  وكلّ  الحلقة.  على  متتابعًا  راأ�صًا   w ي�صتخدم 
روؤو�صها  بين   w + 1 طولها  واحدة  وفجوة   ،w بطول  فجوة   a – 1 منها  لكلّ  تمامًا  كبرى  م�صتقرة  مجموعة 
المتتابعة. يوجد للمجموعة الم�صتقرة الكبرى التي تحوي x a مكانٌ للفجوة الكبرى. لذا، فاإنَّ كلّ راأ�ض يقع في a من 

المجموعات الم�صتقرة الكبرى.
اأخيًرا، يمكن للع�صبة من الدرجة w اأنْ تتفادى مجموعة م�صتقرة كبرى فقط من خلل وجودها في الفجوة 
مزاوجة توجد  هذا،  على  وبناءً  ال�صابقة(.  ال�صفحة  على   37.1.8 المثال  في  يظهر  طولها  w + 1)كما   التي 
اإذا كان اإذا وفقط   Qi ∩ Sj = Ø اإنّ   {(Qi , Si)}بين المجموعات الم�صتقرة الكبرى والع�صب الكبرى بحيث 
■   .i = j

 ،)Padberg [1974]( بادبيرج  اإلى  تعود  التعليلت  اإنّ  الآتي:  التو�صيف  الإ�صافية  الخوا�ض  هذه  ت�صمل 
الذي ا�صتخدمها في اإعطاء و�صف للبيانات الكاملة بو�صها كثيرات �صطوح. لحظ هنا اأنّ ال�صتنتاجات التَّوافقيّة 
)التّركيبيّة( تتبع من خوا�ض الم�صفوفات في الجبر الخطّيّ، وقد ظهرت بع�ض التَّو�صيفات الأخرى للبيانات القابلة 
Tuck-( وفي )Golumbic [1980, p 58 – 62]( وفي )Bland – Huang–Trotter [1979] )للتجزئة في 
 .)Buccigham [1980]( وفي )Chva'tal-Graham-perlod-whitesides [1979]( وفي )er [1977]

39.1.8. نظرية: يكون البيان G الذي رتبته n = aw + 1 قابلً للتجزئة من النوع a,w اإذا وفقط اإذا تحقق 
ال�صرطان الآتيان:

 a w ول�  w ع�صبة من الحجم  G ينتمي بال�صبط اإلى  ω (G) = w، وكلّ راأ�ض في  α (G) = a، و   (1
.a مجموعة م�صتقرة من الحجم

 Qi ∩ Sj = Ø ّبحيث اإن ،{Sj} مجموعة م�صتقرة كبرى n و ،{Qi} ع�صبة كبرى n بال�صبط G �2) يوجد ل
 .))mates( رفيقتان Sj و i = j )Qi اإذا وفقط اإذا كان

 .χ ∈ V(G) ّلكل θ (G – x) = a = a (G) ّواأن ، χ (G – x) = w = ω (G) ّالاإثبات: ال�صرورة، لقد برهنّا اأن 
.w ع�صبة من الحجم a تجزئة اإلى G – x �يوجد ل ،x ∈ Q ّلكل .w حجمها ي�صاوي Q اختر ع�صبة

اإن Q مع هذه ال� w تجزئة ت�صكل قائمة n = aw + 1 من الع�صب العظمى Qn , … , Q1. ويظهر كلّ راأ�ض 
خارج Q في ع�صبة واحدة في كلّ تجزئة. وكلّ راأ�ض في Q يظهر في Q، ويظهر مرّة واحدة في w - 1 تجزئة. لذا، 

فاإنَّ كلّ راأ�ض يظهر في w ع�صبة بال�صبط في هذه القائمة.
لكلّ Qi، نح�صل على مجموعة م�صتقرة كبرى Si منف�صلة عن Qi. اختر x ∈ Qi. اإنّ ال� w من المجموعات 
الم�صتقرة الكبرى التي تجزّئ V(G – x)  يمكن اأنْ تقطع Qi فقط عند ال� w – 1 راأ�صًا المختلفة عن x. لذا، فاإنَّ 
اإحدى هذه المجموعات الم�صتقرّة ل تقطع Qi، ولتكن المجموعة Si. �صنبرهن اأنّ هاتين القائمتين تحويان الع�صب 

والمجموعات الم�صتقلة جميعها، ولهما خوا�ض التقاطع المن�صودة.
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 B ّبخلف ذلك. افتر�ض اأن ai, j = 0 و xj ∈ Qi كان ai, j = 1 م�صفوفة الوقوع التي فيها A ّافتر�ض اأن
 A BT في الم�صفوفة i, j بخلف ذلك. المدخلة رقم bi, j = 0 و xj ∈ Si اإذا كان bi, j = 1 هي الم�صفوفة التي بها
ت�صاوي حا�صل �صرب �صفّ i من A في �صف j من B والتي ت�صاوي | Qi ∩ Sj |. باإثبات اأنّ A BT = J – I ، حيث 
J هي م�صفوفة الواحدات كلّها، نح�صل على اأنّ Qi ∩ Sj ≠ Ø اإذا وفقط اإذا كان i ≠ j. وبما اأنّ J – I م�صفوفة 
ا. ونعلم اأنّ للم�صفوفات الل منفردة �صفوفًا  غير منفردة، فهذا ي�صمن اأنّ A و B م�صفوفتان غير منفردتين اأي�صً

مختلفة، وبذلك فاإنَّ  Q1 , … Qn و S1 , … Sn تكون مختلفة.
من البناء، Qi ∩ Si | = 0 |. بما اأنّ الع�صب والمجموعات الم�صتقرّة تتقاطع مرة واحدة على الأكثر، فلإثبات 
اأنّ A BT = J – I يلزمنا فقط برهنة اأنّ مجموع عنا�صر كلّ عمود من A BT ي�صاوي n – 1. وبال�صرب في متجه 

1T عن الي�صار، فاإنَّنا نح�صل هذه المجاميع. لقد بنينا A بحيث تحوي كلّ عمود w من الواحدات.
 n فّ  ال�صّ

)لأنَّ كلّ راأ�ض يظهر في w ع�صبة في القائمة( وبنينا B بحيث تحوي كلّ �صفٍّ a من الواحدات )لأنَّ حجم 
كلّ مجموعة م�صتقرة ي�صاوي a(. ولذلك نجد اأنّ:

 1T
 n  (A BT) = (1T

 n  A)BT = w1T
 n  BT = wa1

 n  = (n – 1)1T
 n

ولبرهنة اأنّ G ل يحوي عُ�صبًا كبرى اأخرى، نجعل q متجهَ الوقوع لع�صبة كبرى Q. ونبرهن اأنّ q يجب 
q كتركيب  اأنْ نكتب  A م�صفوفة غير منفردة، فاإنَّ �صفوفها تولد ℝn ، ون�صتطيع  اأنّ  A. وبما  ا في  اأنْ يكون �صفًّ
نا بحاجة اإلى A-1. وبما اأنّ مجموع كلّ �صفّ في A ي�صاوي  خطّيّ: q = tA. ولحلّ هذه المعادلة بالن�صبة اإلى t فاإنَّ
𝜔𝜔، ف�صنح�صل على اأنّ: A (𝜔𝜔-1 J – BT) = 𝜔𝜔-1 𝜔𝜔J – (J – I) = I، وبذلك فاإنَّ A-1 = 𝜔𝜔-1 J – BT وبناءً 

 : عليه فاإنَّ
t = qA-1 = q (𝜔𝜔-1 J – BT) = 𝜔𝜔-1 qJ – qBT = 𝜔𝜔-1 𝜔𝜔 I Tn - qBT

العمود رقم i في BT هو متجه الوقوع ل� Si. لذا، فاإنَّ الإحداثيّ i ل� q BT ي�صاوي | Q ∩ Si | والذي هو اإما 0 اأو 1. 
اإذن، t متجه اإحداثيّاه 0 و 1، اأمّا q، فهو مجموع �صفوف A. بما اأنّ جمع q ي�صاوي 𝜔𝜔، عندها يمكن ا�صتخدام 
�صفّ واحد فقط. لذا، فاإنَّ q �صفٌّ من �صفوف A واأنّ Qn , … Q1 فقط هي العُ�صب العظمى. وتطبيق التعليل 
نف�صه على G يثبت اأنه يوجد للبيان G بال�صبط n مجموعة م�صتقرة عظمى بحيث يظهر كلّ راأ�ض في a من هذه 

المجموعات.
 .x ∈ V(G) ّلكل θ (G – x) ≤ a و ، (G – x) ≤ w ّالكفاية: من النظرية 35.1.8 يلزمنا فقط برهنة اأن
الوقوع  م�صفوفتا  فت  وعرِّ الثّاني،  بال�صّرط  م�صمون  هو  كما  معطاة  الم�صتقرّة  والمجموعات  الع�صب  اأنّ  افتر�ض 
فاإنَّ ولذلك  الواحدات،  من   a يحوي   B من  عمود  كلّ  اأنّ   )1( رقم  ال�صّرط  من  نعلم  الأعلى.  في  كما   B و   A 

J B = a J = B J. اإنّ �صرط التقاطع )2( يعطينا اأنّ A BT = J – I. اإنّ هذه الم�صفوفة غير منفردة، لذا فاإنَّ 
B غير منفردة واأنّ:

AT B = B-1 B AT B = B-1 (J – I) B = B-1 B J – I = J – I
 V(G – x) ّين�ضّ على اأن V(G) في x فّ الذي يرتبط بالرّاأ�ض رب AT B = J – I ، وال�صّ في حا�صل ال�صّ
ح في الر�صم اأدناه(. لذا، فاإنَّ χ(G – x) ≤ w. وبالمثل، فاإنَّ  تُغطّى برفاق ال� w ع�صبة الكبرى التي تحوي x )مو�صّ
 العمود المرتبط ب� x ين�ضّ على اأنّ V(G – x) تُغطّى برفاق ال� a مجموعة الم�صتقرة الكبرى التي تحوي x. لذا، فاإنَّ
■                                                                                                                                                  .θ (G – x) ≤ a

=

vnv1vn

vn

v1
v1 S

BAT

1

Q1 Qn
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339 البيانات الكاملة  1.8

40.1.8. نتيجة: اإذا كان G قابلً للتجزئة من نوع a, w، وكان w = 2، فاإنَّ G = G2a+1 ، اإذا كان a = 2، فاإنَّ 
.p وذلك للبيانات الحرجة من الدرجة α = 2 اأو ،𝜔𝜔 = 2 ّتختزل لإثبات اأن SPGC �لذا، فاإنَّ ال .G = 2 1C ω+

الاإثبات: اإذا كان 𝜔𝜔 = 2، فاإنَّ كلّ راأ�ض ينتمي اإلى ع�صبتين من الحجم 2. لذا، فاإنَّ G منتظم من الدرجة 2. 
■   .G افتر�ض ،a = 2 �حلقة فرديّة. ل G َّلذا، فاإن .(2 α + 1) مترابط وله رتبة فرديّة G َّواإ�صافة اإلى ذلك، فاإن
من الآن ف�صاعدًا، �صن�صتخدم 𝜔𝜔، 𝜔𝜔(G)، w بالتبادل، و a،ف α(G)، و α بالتبادل وذلك للبيانات القابلة للتجزئة.
G قابل للتجزئة. يوجد للبيان الجزئي  x راأ�ض في بيان  اأنّ  نظرية: )Tucker [1977]( افتر�ض   .41.1.8
ب العظمى التي تحوي  G – x تلوين وحيد اأ�صغر رُمز اإليه بالرمز X (G – x)، ويتاألف من رفقاء العُ�صَ
ب وحيد اأ�صغر رُمز اإليه بالرمز)X (G – x(، ويتاألف من رفقاء  x. وبالمثل، يوجد ل� G – x غطاء عُ�صَ

.x المجموعات الم�صتقرة العظمى التي تحوي
w مجموعة  w لونًا م�صتخدمًا  ب�  للتلوين  G – x قابل  a, w، فاإنَّ  G قابل للتجزئة من نوع  اأنّ  الاإثبات: بما 
ا لونيًّا؛ لأنَّ للع�صبة w - 1 راأ�صًا في G – x. لذا،  م�صتقرة من الحجم a. اإنّ كلّ ع�صبة من الدرجة w تفتقد �صفًّ
يوجد للع�صب من الدرجة w التي تحوي x كلّها رفقاء بو�صفها �صفوفًا لونيّة في التَّلوين. وبالتحديد، يوجد w من 
 ■ مة.   هذه الع�صب تمامًا. لذا، فاإنَّ التَّلوين وحيد. اإنّ العبارة الأخرى تتبع من اأخذ المتمِّ
42.1.8. نظرية: )Buchkingham – Golumbic [1983](. اإذا كان x راأ�صًا في بيان G قابل للتجزئة 

.2 -2 ≤ d (x) ≤ n – 2 α + 1 َّفاإن ،α، 𝜔𝜔 من نوع
 ،x تحوي S بحيث اإن X (G – v) مجموعة م�صتقرة في S انظر التّو�صيح اأدناه(. اجعل) v ↮ x الاإثبات: اختر راأ�صًا
واجعل 'S مجموعة م�صتقرة اأخرى في X (G – v). اختر z ∈ N (x) ∩ S2.توجد ع�صبة Q في Θ (G – z) تحوي x. بما 
اأنّ v ↮ x، فاإنَّ ل� Q راأ�صًا في كلّ مجموعة م�صتقرة ل� X (G – v)، وهذا يعطي جارًا ثانيًا ل� x في 'S. لذا، يوجد ل� x جاران 
 .d (x) ≥ 2 𝜔𝜔 – 2 ّوهذا يعطينا اأن ،X (G – v) مجموعة المحتواة في 𝜔𝜔 – 1 �على الأقل في كلّ مجموعة م�صتقرّة من ال
 ■                                                               .n – 1 – d (x) = |N G (x)| ≥ 2α - 2 :ّاأن G يعطي التعليل نف�صه على

Q

S

S ‘

xv

z

اإنّ الحدود على درجات الرّوؤو�ض في البيانات القابلة للتجزئة من نوع α, 𝜔𝜔 حادّة، حيث تتحقّق بالم�صاواة لقوى الحلقات.
43.1.8. تعريف: نقول: اإنّ �صلعًا في البيان يكون �صلعًا حرجًا اإذا كان حذفه يوؤدي اإلى زيادة عدد ال�صتقلل. 
يُ�صمّى الرّاأ�صان غير المتجاورين متحارجين )co – critical( اإذا كانت اإ�صافة �صلع يربط بينهما توؤدي اإلى 
زيادة عدد الع�صب. اإن التو�صيف المميّز للأ�صلع الحرجة في البيانات القابلة للتجزئة موجود �صمنيًّا في عمل 

العديد من الباحثين.
44.1.8. نظرية: اإذا كان xy �صلعًا في بيانٍ قابلٍ للتجزئة G، فاإنَّ العبارات الآتية متكافئة:

 (a.صلع حرج� xy
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الفصل 8     مواضيع إضافية )اختياري(340

 (	 S ∪ {x} X (G – y)

 (c.ع�صبة عظمى 𝜔𝜔𝜔– 1 ينتمي اإلى xy
.G – xy في α + 1 هي مجموعة م�صتقرة عظمى حجمها S∪ {x, y} ّلحظ اأن .A ⇐ B :الاإثبات

A ⇒ C. اإذا كان xy حرجًا، فتوجد مجموعة S، بحيث اإنّ S ∪{x} و S ∪{y} عبارة عن مجموعات 
. S ∪{y} تكون منف�صلة عن y ول تحوي x لذا، فاإنَّ كلّ ع�صبة عظمى تحوي .G م�صتقرّة عظمى في

 𝜔𝜔 – 1 �فاإنَّ ال ،S ∪{y} وع�صبة عظمى واحدة فقط ل تتقاطع مع ،x ع�صبة عظمى تحوي 𝜔𝜔 بما اأنّه يوجد
ا. ع�صبة العظمى المتبقية والحاوية ل� x يجب اأنْ تحويَ y اأي�صً

وبما   .x تحوي  التي  الع�صب  رفقاء  هي   G – x ل�  الوحيد  التَّلوين  في  الم�صتقرّة  المجموعات  اإنّ   .CB
 X (G – x) كلّ من  اإلى  تنتمي  𝜔𝜔 – 1 ع�صبة  ال�  فاإنَّ رفقاء هذه  w – 1 ع�صبة عظمى،  xy موجود في   اأنّ 
وX (G – y)، وهذا يترك a + 1 راأ�صًا فقط في البيان موؤلفة من الروؤو�ضx وy ومجموعة م�صتقرة S، بحيث اإنّ                                                             
■  S∪ {x} ∈𝜔X𝜔(G – y) و S∪ {y} ∈ X (G – x)
 G – َّصلعًا ل يظهر في اأيّ ع�صبة عظمى، فاإن� xy بيان قابل للتجزئة. اإذا كان G ّ45.1.8. نتيجة: افتر�ض اأن
 xy يكون قابلً للتجزئة. واإذا كان x و y زوجًا غير متجاور ل يظهر في اأيّ مجموعة م�صتقرّة عظمى، فاإنَّ 

G + xy يكون قابلً للتجزئة.
نا نحتاج اإلى اإثبات العبارة الأولى فقط. اإذا حذفنا �صلعًا ل يظهر  الاإثبات: من خوا�ض المتمّمة )التتام(، فاإنَّ
اأنّ  على  ونح�صل  حرجًا،  �صلعًا  لي�ض  ال�صلع  هذا  اأنّ  نعلم   44.1.8 النظرية  فبا�صتخدام  عظمى،  ع�صبة  اأيّ   في 
ث اأيّ مجموعة  ر اأيّ ع�صبة عظمى ولم نُحدِّ ω (G – xy) = ω (G) وα(G – xy) = α(G). وبما اأننا لم نُدمِّ
 X (G – xy – u) ≤ ّل�صتنتاج اأن G – u م�صتقرة اأكبر، فاإنه يمكننا ا�صتخدام التَّلوين الأمثل، وتجزئة الع�صب للبيان
■ ω، واأنّ  θ (G – xy – u) ≤ α. ولهذا، فاإنَّ G – xy قابل للتجزئة با�صتخدام النظرية 35.1.8.  
يقترح النقا�ض الذي ذُكِرَ في المثال 37.1.8 اأنّ الأ�صلع التي ل تظهر في اأيّ ع�صبة عظمى اأ�صلع غير مهمة، وتوؤكد 

النتيجة 45.1.8 لنا اأن هذه الأ�صلع هي “ خردة” ول يوجد اأيّ خردة لقوى الحلقات القابلة للتجزئة.
)The Strong Perfect Graphs Conjecture( نَة البيان الكامل القوي مُخَمَّ

لنظرية  اأ�صفل”  اإلى  “اأعلى  من  القتراب  طريقة  معتمدين  للتجزئة  القابلة  البيانات  خوا�ض  نبرهن   كنا 
ال�SPGC، محاولين اإيجاد خوا�ض كافية لحذف البيانات الحرجة جميعها من الدرجة P ما عدا الحلقات ومتمّماتها. 
وتعني هذه الطريقة اإثبات اأنّ ال� SPGC تتحقق ل�صفوف اأكبر واأكبر من البيانات حتى ت�صمل هذه البيانات جميعها.

 C2k+1 بحيث يكون G G بيان جزئيّ م�صتحدث من  اأو عك�صها في البيان  تعريف: الفجوة الفرديّة   .46.1.8
يُ�صمّى بيان اأو عك�صها  البيان الذي يخلو من فجوة فرديّة  اإنّ  k ≥ 2( على الترتيب،  2 )لبع�ض  1kC +  اأو 

.)Berge( بيرج
فّ G يحقق ال� SPGC، هي برهنة اأنّ كلّ بيان بيرج في G يكون كاملً، ويحقّق  اإحدى الطرق لإثبات اأنّ ال�صّ
.G في P اإذا كانت الحلقات الفرديّة ومتمّماتها هي فقط البيانات الحرجة من الدرجة SPGC �ال G ّفّ الوراثي ال�صّ

تقع على طارة دون  الطّاريّة )التي  و   ،)Tucker [1973]( ال�صويّة البيانات  لكلٍّ من   SPGC ال�  تتحقق 
لها التي  اأو   ،)∆ (G) ≤ 6 )Grinstead [1978] لها  التي  وللبيانات   ،)Grinstead [1981]( )تقاطعات 
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341 البيانات الكاملة  1.8

 ω (G) ≤ 3 )Tucker [1977](، ف�صلً عن اأنها تتحقق ل�صفوف مختلفة من البيانات المعرفة من خلل منع 
Meyniel [1976], Tucker [1977], Parthasarathy – Ra- )عع�ض البيانات الجزئية الم�صتحدثة المثبتة 

.)vindra [1976, 1979], Chva'tal – shihi [1988], Olariu [1989], Sun [1991]
�صناأخذ في الح�صبان ثلث عائلت.

بيان  اأمّا  الدائرة،  بيانات  من  لعائلة  التقاطع  بيان  اأنه  على  الدائرة  اأقوا�ض  بيان  ف  نعرِّ تعريف:   .47.1.8
الدائرة، فهو بيان التقاطع لعائلة من اأوتار الدائرة. ويُ�صمّى كلّ بيان خالٍ من K1, 3 بيانًا خاليًا من المخالب 

)انظر التعريف 22.3.1(.
فّوف غير محتوى في الآخر )التمرين 47(. كلّ حلقة تكون بيانَ دائرة وبيانَ اأقوا�ض دائرة، اإل اأنّ اأيًّا من هذه ال�صّ
 H ّينتمي اإلى �صف G هي برهنة اأنّ كلّ بيان قابل للتجزئة في G ّل�صف SPGC �واإحدى الطرق لإثبات ال

C d} للقيام بهذا الدور.
n تتحقق فيه ال� SPGC. ون�صتخدم العائلة {

ق ال� SPGC. وبالتحديد، فاإنَّ البيان              48.1.8. نظرية: )Chva'tal [1976](. قوى الحلقات تحقِّ
يكون حرجًا من الدرجة p اإذا وفقط اإذا كانت w = 2، اأو a = 2، ويكون البيانُ في الحالتين فجوةً فرديّة، 

اأو عك�ضَ فجوةٍ فرديّة.
 p الدرجة  بيانًا حرجًا من  يُعَدُّ هذا   .G للتجزئة             =  القابلة  البيانات  افترا�ض  يكفي  الاإثبات: 
عندما a = 2 ، اأو w = 2. لذا، يمكن افترا�ض اأنّ a, w > 2، لتكن الرّوؤو�ض هي: {vo , … , vaw}، واجعل                                                 
S ={viw+1 , v(i+1)w: 0 ≤ i ≤ a – 1}. اإنّ البيان الجزئي G [S] هو حلقة، وبما اأنّ اأدلة الروؤو�ض المتتابعة في 
S تكون مف�صولة بع�صها عن بع�ض، اإما بواحد اأو ب� w – 1 )ما عدا الرّاأ�صين υaw و υ1 المف�صولين ب� 2(، فاإنَّ اأدلة 

.w �الروؤو�ض غير المتتابعة تختلف على الأقل ب
نا ن�صتبدل:   وللح�صول على C2a-1 بو�صفها بيانًا جزئيًّا فعليًّا م�صتحدثًا، فاإنَّ

.S في{v(a-1) (w+2) v0 , vw-1}�ب{v(a-1)w+1 , vaw , v1 , vw}
■                                                                                              .P لي�ض حرجًا من الدرجة G ّوبذلك ن�صتنتج اأن

49.1.8. نظرية: )Tucker [1975](. تتحقّق ال� SPGC لبيانات اأقوا�ض الدائرة.

الاإثبات: تذكر اأنّ  N(v)⋃{v} تعريف الجوار المغلق ل� v (التعريف 29.1.3). عندما يكون G بيانًا قابلً للتجزئة 
،Θ(G – y) في x التي تحوي Q خذ في الح�صبان الع�صبة .N[x] ⊈ N[y]  ّنا ندعي اأن  وروؤو�صه المختلفة x و y، فاإنَّ

 .𝜔𝜔(G)+1 ع�صبة من الحجم  Q ∪ {y} َّفاإن ،N [x] يحوي N [y] اإذا كان .Q ⊆ N [x] لدينا
) = G؛ لأنَّ ال� SPGC تتحقق  ) 1G

nC ω − الآن، اإذا كان G بيان اأقوا�ض دائرة قابلً للتجزئة، فيكفي برهنة اأنّ 
لقوى الحلقات )النظرية 48.1.8(. افتر�ض تمثيل اأقوا�ض دائرية تحدّد القو�ض Ax ل� x ∈ V. بما اأنّ N [y] ل 
يمكن اأنْ يحوي N [x]، فاإنَّ القو�ض Ax ل يمكن اأنْ يقع �صمن قو�ض اآخر Ay في هذا التمثيل. واإذا لم يوجد اأيّ قو�ض 
يحوي قو�صًا اآخر، فاإنَّ كلّ قو�ض يقطع Ax يحوي على الأقل نقطة طرفية واحدة ل� Ax. بما اأنّ الروؤو�ض المرتبطة 
بالأقوا�ض التي تحوي نقطة واحدة ت�صتحدث ع�صبة، فيوجد على الأكثر 𝜔𝜔 – 1 قو�صًا اآخر تحوي كلّ نقطة طرفية 
 δ (G) ≥ 2 ّلأنَّ النظرية 42.1.8 تتطلب اأن )Ax تتحقق الم�صاواة )ول يوجد اأيّ قو�ض اآخر يحوي طرفي .Ax �ل

.𝜔𝜔 – 2
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بدءًا من نقطة معينة p على الدائرة، اجعل vi تمثّل الرّاأ�ض المتمثّل بالقو�ض رقم i الذي ن�صادفه في اأثناء حركتنا 
مع اتجاه عقارب ال�صاعة بدءًا من P. وبما اأنّ كلّ قو�ض يقطع بال�صبط 𝜔𝜔 – 1 قو�صًا اآخر عند كلّ نقطة طرفية، 
■   .G = C 𝜔𝜔-1

n فاإنَّ vi تجاور vi+1 , … , vi+ω-1 )جمع بمقيا�ض n( لكلّ i. لذا فاإنَّ 
المخال���ب م���ن  الخالي���ة  بالبيان���ات  الخا����ض   SPGC ال����  لنظري���ة  الأ�ص���لي  الإثب���ات   اإن 
 p ا. اإن الدرا�صات للبيانات الحرجة من الدرجة )Parthasarathy – Ravindra [1976]( كان معقّدًا و�صعبًا جدًّ

ا في تق�صير اإثبات النظرية الآتية الذي �صنطبّقه. اأ�صهمت في تق�صير هذا الإثبات، اإ�صافة اإلى ذلك فقد اأ�صهمت اأي�صً
50.1.8. نظرية: )Giles – Trotter - Tucker [1984](. اإذا وُجد للبيان G القابل للتجزئة حلقة موؤلّفة 
من اأ�صلع حرجة، فاإنَّ البيان الجزئيّ ′G الذي نح�صل عليه بحذف الأ�صلع التي ل تنتمي اإلى اأيّ ع�صبة 

.C 𝜔𝜔-1
n عظمى هو 

يدمّر  ل  الأ�صلع  حذف  اإنّ   .a1 w نوع  من  للتجزئة  قابل   G اأنّ  افتر�ض   )Hartman [1995]( الاإثبات: 
المجموعات الم�صتقرة، بالإ�صافة اإلى اأنَّ حذف الأ�صلع من اأيّ ع�صبة غير عظمى ل يدمّر اأيّ ع�صبة عظمى. لذا، 
 فاإنَّ التَّلوين وتغطية الع�صب ل� G – x يعطينا اأنّ χ(G′ - x) ≤ w واأنّ θ(G′ - x) ≤ a )ب�صرف النظر عما اإذا كانت
α(G′) > α(G)(. ومن النظرية 35.1.8، نجد اأنّ ′G قابل للتجزئة من نوع a, w. كذلك فاإنَّ اأعظمية الع�صب 

ل� G′ - x لقيم x المختلفة يجبر ′G ليكون مترابطًا. 
 𝜔𝜔 – k ينتميان اإلى vو u َّصلعًا حرجًا، فاإن� k يتاألف من v اإلى u م�صارٌ من G �فيما ياأتي �صنبرهن اأنه اإذا وُجد ل
 ع�صبة عظمى م�صتركة على الأقل. ن�صتخدم ال�صتقراء على k. حيث اإنّ النظرية 44.1.8 تعطينا الخطوة الأ�صا�ض
 𝜔𝜔 – k + على y و u على هذا الم�صار، فاإنَّ فر�ض ال�صتقراء ي�صع v الرّاأ�ض قبل y اإذا كان ،k > 1 �ل .k = 1
 1 ع�صبة عظمى م�صتركة. وبما اأنّ y ينتمي اإلى 𝜔𝜔 ع�صبة عظمى بال�صبط )با�صتخدام النظرية 39.1.8(، واأنّ
𝜔𝜔 – 1 من هذه الع�صب تحوي v )من النظرية 44.1.8(، فاإنَّ واحدة على الأكثر من ال� 𝜔𝜔 – k + 1 ع�صبة التي 
تحوي u و y يمكن األ تحوي v. افتر�ض اأنّ C حلقة اأ�صلع حرجة في G. اإنّ الأ�صلع الحرجة تنتمي اإلى ع�صبة 
عظمى. لذا، فاإنَّ C تبقى في ′G. كما برهنّا اأعله اأنّ اأيّ 𝜔𝜔 راأ�صًا ت�صكّل م�صارًا في ′G ت�صتحدث ع�صبة عظمى 
في ′G. اإذا كان طول C يزيد على 𝜔𝜔، فاإنَّ هذا يعطي 𝜔𝜔 ع�صبة عظمى متتابعة تحوي راأ�صًا معينًا x في C. ومن 
النظرية 39.1.8، فاإنَّ هذه هي اأ�صلع ′G جميعها التي تقع على x. اإذن، ت�صكّل C مركبة من مركبات ′G، وهذا 

.C 𝜔𝜔-1
n يعبّر عن ′G ب� 

اإذا كان طول C ي�صاوي 𝜔𝜔 على الأكثر، فاإنَّ V(C) نف�صها تكون ع�صبة. واإذا كان x ∈ V(C)، فاإنَّ روؤو�ض 
ف في النظرية 41.1.8. افتر�ض اأنّ   C – x تنتمي اإلى مجموعات م�صتقرة مختلفة في التَّلوين X (G – x) المعرَّ
ا اأنّ S1 , … , Sk هي المجموعات الم�صتقلة في G – V(C) بحيث  x0 , … , xk  هو ترتيب لروؤو�ض C، وافتر�ض اأي�صً
Si ⋃{xi}∈ X (G – x0). بما اأنّ xi xi+1 �صلع حرج، فاإنَّ xi و xi+1 ينتميان اإلى 𝜔𝜔 – 1 ع�صبة عظمى م�صتركة 
 X (G – xi+1) والتَّلوين   X (G – xi) التَّلوين  فاإنَّ   ،41.1.8 النظرية  وبا�صتخدام  لذا،   .)44.1.8 )النظرية 
 ي�صتركان في  𝜔𝜔 – 1 مجموعة م�صتقرة. اإنّ المجموعة المتبقية تختلف فقط من حيث احتواوؤها ل� xi اأو xi+1. لذا، فاإنَّ

.S1 ∪ {x0} وكذلك فهي تحوي ،i ≥ 2 ّلكل Si ∪ {xi} تحوي X (G – x1)
 وبال�صتمرار في هذه التعوي�صات في اأثناء تتبعنا لأ�صلع C، نجد اأنّ X (G – xk) تحوي Si ∪ {xi-1} لكلّ

 ،2 ≤ i ≤ k ّلكل Si ∪ {xi-1} تحوي X (G – x0) ّنجد اأن ،x0 1. وباأخذ خطوة اأخرى للعودة اإلى ≤ i ≤ k 
α ≥ 2، فاإنَّ هذه المجموعات تختلف عن المجموعات التي بداأنا بها في k ≥ 2 و  اأنّ  S1، بما   ∪ {xk}  وتحوي 
الحالة فاإنَّ  وبذلك،  تناق�ض.  على  ح�صلنا  قد  فنكون  وحيد،   X (G – x0) التَّلوين  اأنّ  وبما   .X (G – x0)   
n (C) ≤ 𝜔𝜔 ل تظهر.                                                                                                                                            ■
اإنّ البيان الجزئي  p، بحيث  G بيانًا حرجًا من الدرجة  اإذا كان   .)Chva'tal [1976]( :نظرية  .51.1.8
        ،C d

n قوة حلقة  اأيّ ع�صبة عظمى هو  اإلى  تنتمي  التي ل   G اأ�صلع  الذي نح�صل عليه بحذف   G′ المولد 
.)G′ يكون فجوة فردية اأو عك�ض فجوة فردية )وي�صاوي G َّفاإن
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343 البيانات الكاملة  1.8

G تكون  اإنّ المجموعات الم�صتقرة والع�صب العظمى في  p قابل للتجزئة.  الاإثبات: البيان الحرج من الدرجة   
 α(G′) = قابل للتجزئة وفيه G′ ّومن النظرية 35.1.8، ن�صتنتج ثانيةً اأن ،G′ مجموعات م�صتقرة وع�صبًا في

 G′ =             َّلذا، فاإن .ω (G′) = ω (G) = w و ،α(G) = a
نعيّن اأدلّة للروؤو�ض بحيث تتاألف الع�صب العظمى ل� ′G )ول� G( من w راأ�صًا متتابعة حلقيًّا، واأنّ المجموعات 
العظمى الم�صتقرة لها ال�صّكل {vi+jw: 1 ≤ j ≤ a} )حيث اأُخِذَتِ الأدلة بمقيا�ض aw + 1(. وعلى وجه الخ�صو�ض، 
فاإنَّ الروؤو�ض المف�صولة بع�صها عن بع�ض بم�صاعفات w على الحلقة v0 , … , vaw تكون غير متجاورة في ′G وفي 

.G كامل البيان
 ،G′ ≠ G فجوة فردية اأو عك�ض فجوة فردية. واإذا كان G ّفاإنَّ النظرية 48.1.8 تعطينا اأن ،G′ = G اإذا كان
فاإنَّ a, w > 2؛ لأنَّه بخلف ذلك فاإنَّ حذف �صلع يزيد عدد المجموعات الم�صتقرة العظمى، اأو يقلل عدد الع�صب 
ا H من G )اإنّ الحلقة الفرديّة الم�صتحدثة  العظمى. اإذا كان كلٌّ من a, w ≥ 3، ف�صنعطي بيانًا جزئيًّا م�صتحدثًا فعليًّ

.)G التي تمَّ تح�صيلها في النظرية 48.1.8 ربما يكون لها وترٌ في G′ في
.S = {vaw , v1 , vw , vw+2} ∪ {viw+1: 2 ≤ i ≤ a – 1} ّافتر�ض اأن

واأنّ  T = {v(a-1)w+1, vaw, v1, vw} ∪ {υw+i: 2 ≤ i ≤ w – 1}.  اإنّ حجم  S ي�صاوي a + 2 وحجم T ي�صاوي 
 {v(a-1)w+1, vaw, v1, vw, vw+2} فاإنَّهما ي�صتركان في خم�صة روؤو�ض هي a, w ≥ 3 لذا، فاإذا كان كلّ من .w + 2
 G′ تقطع كلّ مجموعة م�صتقرة عظمى في T و ،)G وكذلك في( G′ تقطع كلّ ع�صبة عظمى في S َّتمامًا. اإ�صافة اإلى اأن
 𝜔𝜔(H) = w – 1 و ،α(H) = a – 1 ّهذا يعطينا اأن ،H = G – (S ∪ T) التمرين 49(. اإجعل( )G وكذلك في(

الآن، يتبع النق�صان )عدم الكمال( من 
 ■                            .n (H) ≥ n (G) – (a + w + 4 – 5) > (a – 1) (w– 1)                         
52.1.8. نتيجة: )Giles – Trotter - Tucker [1984](. اإذا كان G بيانًا حرجًا من الدرجة p بحيث اإنه 
لكلّ v ∈ V(G)، يوجد للتلوين الأ�صغر X (G – v) مجموعتان )على الأقل( بحيث تحوي كلّ منهما جارًا 

ل� v، فاإنَّ G يكون فجوة فردية اأو عك�ض فجوة فردية.
الاإثبات: عندما توجد مجموعة في X (G – v) تحوي جارًا واحدًا u ل� v بال�صبط، فاإنَّ ال�صلع uυ يكون حرجًا. لذا، 
فاإنَّ الفر�ض ي�صمن اأنّ الدرجة ال�صغرى للبيان الجزئيّ للأ�صلع الحرجة ت�صاوي 2 على الأقل. ولذا، فاإنَّ هذا البيان 
يحوي حلقة. من النظرية 50.1.8، نعلم اأنّ البيان الجزئيّ ′G الذي نح�صل عليه بحذف الأ�صلع التي ل تنتمي اإلى 
■ C 𝜔𝜔-1. ومن النظرية 51.1.8، نجد اأنّ G فجوةٌ فردية اأو عك�ض فجوة فردية.  

n اأيّ ع�صبة عظمى هو 
.K1, 3 للبيانات التي تخلو من SPGC �تتحقّق ال .)Parthasarathy - Tavindra [1976]( :53.1.8. نتيجة
الاإثبات: )Giles – Trotter – Tucker [1984]( افتر�ض اأنّ G بيان حرج من الدرجة p خالٍ من K1, 3. لكلّ 
ω ∈ V(G) لحظ اأنّ N(v) ي�صتحدث بيانًا جزئيًّا كاملً لي�ض له مجموعة م�صتقرة من الحجم 3، وهذا يعني 
اأنّه يمكن تغطية N (v) بع�صبتين، ويعطينا اأنّ d(v) ≤ 2 ω(G) – 2. كلّ واحدة من المجموعات الم�صتقرة التي 
عددها ω (G) والموجودة في X (G – v) تحوي جارًا ل�ِ v. وبغير ذلك، فاإنَّ اإ�صافة υ تحدث مجموعة م�صتقرة 
 .υ �فعلى الأقل هناك مجموعتان من هذه المجموعات تحويان جارًا ل ،d (v) ≤ 2 ω (G) – 2 ّاأكبر. وبما اأن
لذا، فاإنَّ G يحقق فر�صيات النتيجة 52.1.8، وبذلك، فاإنَّ G فجوة فردية اأو عك�ض فجوة فردية.                      ■
ا تعطينا ال� SPGC لبيانات الدائرة )التمرين 50(. اإنّ ال� SPGC العامة  لحظ اأنّ النتيجة 53.1.8 اأي�صً
تبقى م�صاألة دون حلّ، ولكن النتيجة المتو�صطة بين ال� SPGC وال� PGT نتيجةٌ معروفة )حيث نح�صل عليها مبا�صرة 
 H و G �نَة الآتية: اإذا كان ل نَ كفتال )Chva'tal( المخَُمَّ ا(. لقد خَمَّ من ال� SPGC وتعطينا ال� PGT مبا�صرةً اأي�صً
ا، فاإنَّ G يكون  مجموعة الروؤو�ض نف�صها، وكان لهما الرّباعيات المرتبة من الرّوؤو�ض التي ت�صتحدث P4 نف�صها اأي�صً

HE_Graph_CH08_6th_Draft_01.indd   343 2/23/2014   12:37:32 PM



الفصل 8     مواضيع إضافية )اختياري(344

نَة “نظرية البيانات الكاملة �صبه القوية”. كاملً اإذا وفقط اإذا كان H كاملً. لقد اأثبت ريد )Reed( هذه المخَُمَّ
)Exercises( تمارين

.C2k+1 لمتمّمة الحلقة الفرديّة 𝜔𝜔(G) و χ(G) 1.1.8. )-( اح�صب
χ (G) = ω (G). ّبحيث اإن G ،2.1.8. )-( جد اأ�صغر بيان ناق�ض

اإلى“ت�صغير  ترمز  والتي   )Cographs( البياناتِ  مرافقاتِ   P4 من  تخلو  التي  البيانات  ى  تُ�صمَّ  )!(  .3.1.8
اأخذ  طريق  عن  الخالي  البيان  اإلى  البيان  هذا  ت�صغير  اأمكن  اإذا  متمّمة  ت�صغير  هو  البيان  اإنّ  نقول:  المتمّمة” 

متمّمات المركبات )مركبات البيان( بالتتابع:
 (a.اإذا وفقط اإذا كان ت�صغير متمّمة P4 يخلو من G اأثبت اأنّ البيان
 (	 Seinsche( .ًيكون كامل P4 ونظرية البيان الكامل لتبرهن اأنّ كلّ بيان خالٍ من )a( ا�صتخدم الفرع

 )[1974]            
4.1.8. تحديد الع�صب. افتر�ض اأنّ G = G1 ⋃G2، واأنّ G1 ∩ G2 ع�صبة، واأنّ G1 و G2 بيانات كاملة. اأثبت 

اأنّ G يكون بيانًا كاملً دون ا�صتخدام تمهيديّة مجموعة قطع النجمة.
ا G له مجموعة قطع النجمة C بحيث اإنّ الفلق – C للبيان G هو بيانات كاملة )تعليق:  5.1.8. جد بيانًا ناق�صً
التحديد عند مجموعات قطع النجمة ل يحافظ على الكمال، على الرّغم من عدم وجود مجموعة قطع النجمة 

.)p للبيانات الحرجة من الدرجة
6.1.8. افتر�ض اأنّ G حا�صل ال�صرب الكارتيزي لبيانات تامّة. اأثبت اأنّ α(G) = θ (G)، وبرهن كذلك اأن                       

k2 □ k2 □ k3 غير كامل.

7.1.8. اأثبت اأنّ C5 ∨ k1 هو البيان الوحيد الحرج لونيًّا الذي درجته اللونية ت�صاوي 4، وله �صتة روؤو�ض.
 α(G – u – v) = α(G) و α(G) = (n (G) – 1) / 2 حلقة فرديّة اإذا وفقط اإذا كان G ّ8.1.8. )+( اأثبت اأن

.)Melnikov – vizing [1971], Greenwell [1978]( u, v ∈ V(G) ّلكل
 Q (vi) = {vj ∈ N (vi) : j > ّا اأن 9.1.8. افتر�ض اأنّ v1 , … , vn ترتيب حذف مب�صطيّ للبيان G، وافتر�ض اأي�صً
{i. لحظ اأنّ Q (vi) ع�صبةُ جيران vi عندما يتمّ حذف vi خلل ترتيب الحذف. افتر�ض اأنّ S = {y1 , … , yk} هي 
المجموعة الم�صتقرة التي نح�صل عليها “ بج�صع “ من الترتيب v1 , … , vn، اأيْ؛ �صع y1 = v1 ، اأهمل N (y1) من بقية 
الترتيب، ثمّ وا�صل العمل بخطوات مكرّرة. وفي كلّ خطوة، اأ�صف العن�صر x الذي ترتيب دليله اأقلّ ما يمكن من بين العنا�صر 

:Q (x) المتبقية للمجموعة الم�صتقرة، واأهمل ما تبقى من
 (a يقود اإلى الح�صول على تلوين vn , … , v1 اأثبت اأنّ تطبيق خوارزمية التَّلوين الج�صع على بناء الترتيب

.Fulkerson – Gross [1965]. ω (G) = 1 + max ∑xV(G) |Q (x)| ّاأمثل، واأن
 (	.)Gavril [1972]( .ت�صكّل غطاء ع�صب اأ�صغر {yi} ∪ Q {yi} مجموعةٌ م�صتقرة عظمى، واأنّ المجموعات S ّاأثبت اأن

مب�صطيّ حذف  ترتيبَ  الناتج  الترتيبُ  كان  اإذا  ما  لتختبر  MCS؛  األ�  لخوارزمية  اختبارًا  اأ�صف   .10.1.8 
.)Tarjan – Yannakakis [1984](

اأ�صجار جزئيّة من  لعائلة  التقاطع  بيان  اأنّ  المب�صطيّ(  ترتيب الحذف  ا�صتخدام  اأثبت مبا�صرة )دون   .11.1.8
�صجرة معينة ل يحوي حلقة غير وتريّة.

12.1.8. )-( اأثبت اأنّ كلّ بيان هو بيان التقاطع لعائلة من الأ�صجار الجزئيّة لبيان معيّن.
ثيلُ تقاطع باأ�صجار جزئية ل�صجرة مُ�صيفة درجتها الكبرى ت�صاوي 3. 13.1.8. اأثبت اأنه يوجد لكلّ بيان وتريّ تمَّ
14.1.8. افتر�ض اأنّ Q ع�صبة عظمى في بيان وتريّ G، لكلّ x ∈ V(G)، اأثبت اأنه يوجد ل� Q راأ�صان، بحيث اإنّ 

.)Voloshin [1982]( ،يكون مختلفًا عن بُعدِ الآخر x بُعدَ كلّ منهما عن
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ف التوجيه الأخوي )الودي( لبيان على اأنه توجيه للبيان،  15.1.8. بيانات تقاطع الأ�صجار الجزئية لبيان. يعرَّ
بحيث يكون كلّ زوج من الروؤو�ض التي لها تابع )خلف( م�صترك متجاورًا:

 (a.ا اإذا وفقط اإذا وُجِدَ له توجيه اأخوي غير حلقي )-( اأثبت اأنّ البيان يكون بيانًا وتريًّ
)-( اح�صل على بيان لي�ض له توجيه اأخوي.	) 
 (c تُعَدُّ عائلةٌ من الأ�صجار في بيان معين قابلةً للتجذير اإذا اأمكن تعيين جذور لهذه الأ�صجار بحيث يتقاطع

زوج منها اإذا وفقط اإذا انتمى اأحد الجذرين على الأقل اإلى كلتا ال�صجرتين الجزئيّتين. اأثبت اأنّ للبيان G توجيهًا 
ا اإذا وفقط اإذا كان G بيان تقاطع لعائلة اأ�صجار جزئية لبيان معين، وبحيث تكون هذه العائلة قابلة للتجذير. اأخويًّ
16.1.8. )!( اأثبت اأنّ البيان الب�صيط G يكون غابة اإذا وفقط اإذا وجد راأ�ض م�صترك لكلّ عائلة م�صارات متقاطعة 

زوجًا زوجًا في G. )م�صاعدة: لإثبات الكفاية؛ ا�صتخدم ال�صتقراء على عدد الم�صارات في العائلة(.
17.1.8. )!( تو�صيف بيانات الن�صقاق بمنع بع�ض البيانات الجزئية. نقول: اإنّ البيان بيان ان�صقاق اإذا اأمكن 

تجزئة روؤو�صه اإلى ع�صبة ومجموعة م�صتقرة:
 (a G و G يكونان بيانين وتريّين. لحظ اأنه اإذا كان كلّ من G و G َّبيان ان�صقاق فاإن G اأثبت اأنه اإذا كان

 .{C4 , 2 K2 , C5} بيانات جزئية م�صتحدثة �صمن المجموعة G بيانًا وتريًّا، فل يوجد للبيان
المجموعة                                         	)  �صمن  م�صتحدث  جزئيّ  بيان  له  يوجد  ل  بحيث  ب�صيطًا  بيانًا   G كان  اإذا  اأنه  اأثبت 

 Q ّفاإنَّه يكون بيان ان�صقاق. )م�صاعدة: من بين الع�صب ذات الحجم الأكبر، افتر�ض اأن ،{C4 , 2 K2 , C5}
اأحدُ هذه الع�صب بحيث يكون عدد اأ�صلع G – Q اأقل ما يمكن. اأثبت اأنّ G – Q تكون مجموعة م�صتقرة من 

.)Hammer – Simeone [1981]( ،)و�صروط البيانات الجزئية الممنوعة ،Q خلل ا�صتخدام خيار
ا اأنّ m اأكبُر قيمة ل� k بحيث  18.1.8. افتر�ض اأنّ d1 ≥…≥ dn متتاليةُ الدرجات لبيان ب�صيط G، وافتر�ض اأي�صً

. � �� = �(� − 1) + � ��
�

�=�+1

�

�=1
اإنّ dk ≥ k – 1. اأثبت اأنّ G يكون بيان ان�صقاق اإذا وفقط اإذا كان  

.)28.3.3(،)Hammer – Simeone [1981] تعليق: قارن بتمرين(
19.1.8. )-( حدّد الأ�صجار التي تكون بيانات ان�صقاق، وابنِ زوجًا من بيانات الن�صقاق غير المت�صاكلة التي لها 

متتالية الدرجات نف�صها.
20.1.8. تعرّف الأ�صجار من نوع k على اأنّها البيانات التي تظهر من ع�صبة من الدرجة K بتكرار اإ�صافة 0 اأو 
اأكثر من الرّوؤو�ض الجديدة التي تربط بالع�صبة في البيان القديم. اأثبت اأنّ G يكون �صجرة من نوع K اإذا وفقط 

اإذا حقق الخوا�ض الثلث الآتية:
 (a.اإذا كان مترابطًا
 (	.k + 2 ولكن ل توجد له ع�صبة من الدرجة ،k اإذا كانت له ع�صبة من الدرجة
 (c.k اإذا كان كلُّ فا�صل روؤو�ض اأ�صغريّ له ع�صبةً من الدرجة

21.1.8. افتر�ض اأنّ G بيان وتريّ على n من الروؤو�ض لي�ض له ع�صبة من الدرجة k + 2. اأثبت اأنّ
.k صجرةً من نوع� G حيث تتحقق الم�صاواة اإذا وفقط اإذا كان e (G) ≤ kne(G) ≤ kn − �

k + 1
2

�    
روؤو�صها  التي   k نوع  الأ�صجار من  اأنّ عدد  اإثبات  كيلي( من خلل  3.2.2)�صيغة  النظرية  22.1.8. )+( عمّم 
n(. )م�صاعدة: عمّم �صفرة برفر الخا�صة بالأ�صجار المجذّرة التي 

k([k (n – k) + 1]n-k-2 ي�صاوي [n] المجموعة
تولّد قائمة تحوي n – 1 مدخلة ول تحذف الجذر مطلقًا. في ال�صجرة من نوع k، الرّوؤو�ض التي تنتمي بال�صبط اإلى 
 k با�صتخدام اأيّ ع�صبة من الدرجة k هي الأوراق. يمكن اإنبات �صجرة من نوع k + 1 ع�صبة واحدة من الدرجة
التي تمَّ تثبيت جذرها بحيث تمتلك 0 بو�صفها رمزًا، ولها اأزواج ij، حيث i تاأتي من مجموعة عدد عنا�صرها k، اأمّا  j  فتاأتي 
 Bieneke – Pippent ويوجد براهين اأخرى في ،n – k(، )Greene – Iba [1975]( من مجموعة عدد عنا�صرها

.)Moon [1969] [1969] و
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الفصل 8     مواضيع إضافية )اختياري(346

r ع�صبة من 
j( ) ) )( (r-1

j-1
n-r+ للبيان  توجد  اأنه  اأثبت   .ω (G)= r وتريّ حيث  بيان   G اأنّ  افتر�ض   .23.1.8

.r – 1 صجرة من نوع� G كلّها في الوقت نف�صه( اإذا وفقط اإذا كان j ِ�حيث تتحقق الم�صاواة )ل ،j الحجم
24.1.8. خا�صية هيلي لخطّ الأعداد الحقيقية. افتر�ض اأنّ I1 , … , Ik فتراتٌ حقيقية متقاطعة زوجًا زوجًا. 

.I1 , … , Ik اأثبت اأنه توجد نقطة م�صتركة بين
25.1.8. اأثبت مبا�صرة اأنّ ال�صجرة تكون بيان فترة اإذا وفقط اإذا كانت جرارة )�صجرة تحوي م�صارًا يحوي الأقل 

راأ�صًا لكلّ �صلع(.
26.1.8. )!( افتر�ض اأنّ G بيان فترة. اأثبت اأنّ G بيان مقارنة، واأنّ G بيان وتريّ. )م�صاعدة: جِدْ ترتيب حذف مب�صطيّ(.
27.1.8. اأثبت اأنّه يوجد للبيان G تمثيلٌ بفترات اإذا وفقط اإذا كان لم�صفوفة وقوع الع�صبة والروؤو�ض ل� G خا�صية 

الواحدات المتتابعة.
 28.1.8. اأثبت اأنّ البيان G بيان فترة اإذا وفقط اإذا اأمكن ترتيب روؤو�صه على ال�صّكل v1 , … , vn، حيث اإنّ

.i < j < k عندماvj ↔ vk  تعطي vi ↔ vk 
انظر )Jacobson – McMorris – Mulder [1991]( على �صبيل المثال.

29.1.8. يُعرّف الثلثيّ النجميّ في البيان على اأنّه ثلثة روؤو�ض هي: x، وy، وz، حيث يوجد م�صار بين اأي راأ�صين 
منها يتفادى جوار الثالث.

اأثبت اأنّه ل يوجد ثلثيّ نجميّ في بيان الفترة. )تعليق: اإنّ بيانات الفترة هي البيانات الوتريّة التي تخلو من 
.)lekkerkerker – Boland [1962]( ،)ثلثيّ نجميّ تمامًاx

z y

x

z y
30.1.8. دخل �صتة اأ�صاتذة اإلى مكتبة في يوم �صُرِقَ فيه كتاب نادر، حيث دخل كلّ منهم مرة واحدة، فجل�ض في 
ا من الوقت ثمّ غادر. لأيّ اثنين كانا موجودين في الوقت نف�صه، افتر�ض اأنّ اأحدهما على الأقل قد راأى  المكتبة بع�صً

الآخر. قام التّحرّي با�صتجواب الأ�صاتذة، وح�صل منهم على ال�صهادات الآتية:
ما اأدعى روؤيته الأ�صتاذ

AbeاآبBurt, Eddieبيرت واإيدي

BurtبيرتAbe, Idaاآب واإيدا
Charlotteصارلوت�Desmond, Idaديزموند واإيدا
DesmondديزموندAbe, Idaاآب واإيدا

EddieاإيديBurt, Charlotteبيرت و�صارلوت

IdaاإيداCharlotte, Eddieصارلوت واإيدي�

في هذه الحالة، فاإنَّ “يكذب” تعني اإعطاء معلومات غير �صحيحة، ولكن دون حذف معلومات. افتر�ض اأنّ المجرم 
.)Golumbic [1980, p 20](  حاول اإل�صاق التهمة بم�صتبه اآخر، فاإذا علمت اأنّ اأحد الأ�صاتذة كان كاذبًا، فمنْ هو؟
امتلك                                    اإذا  وفقط  اإذا  نف�صه(  الطول  لها  بفترات  تمثيله  )يمكن  وحدة  فترة  بيانَ   G اأنّ  اأثبت   )+(  .31.1.8

.)Roberts [1968]( خا�صية الواحدات المتتابعة A (G) + I
32.1.8. )+( اأثبت اأنّ G يكون بيان فترات فعليّ )قابل للتمثيل بفترات بحيث ل توجد اأي فترة تحوي فعليًّا فترة 
فّوف  اإذا كان لم�صفوفة الوقوع للع�صب والروؤو�ض له خا�صية الواحدات المتتابعة لكلّ من ال�صّ اأخرى( اإذا وفقط 

.)Fishburn [1985]( ،والأعمدة
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347 البيانات الكاملة  1.8

33.1.8. )-( اأثبت اأنّ كلّ بيان خالٍ من P4 يكون بيان مينيل.
.o – 34.1.8. اأثبت اأنّ كلّ بيان وتريّ يكون تثليثًّا

35.1.8. افتر�ض اأنّ C حلقة في بيان لي�ض له حلقة فردية م�صتحدثة. اأثبت اأنّ ل� V(C) ثلثة روؤو�ض متجاورة 
زوجًا زوجًا بحيث اإنّ الم�صارات جميعها التي تربط بين هذه الروؤو�ض في C لها طول فردي.

36.1.8. )+( اأثبت اأنّ ال�صروط الآتية متكافئة:
 (a.يوجد لكلّ حلقة فرديّة طولها 5 على الأقل زوج من الأوتار المتقاطعة
لكلّ زوج x, y ∈ V(G) ، تكون الم�صارات اللوتريّة من x اإلى y اإما زوجية كلّها اأو فردية كلّها.	) 

)م�صاعدة: ل� B ⇐ A ، خذ في الح�صبان زوجًا P1 و  P2 من الم�صارات من x اإلى y لها نوعيات مت�صادة، 
.)Burlet – Uhry [1984]( ،)ّبحيث يكون مجموع اأطوالها اأ�صغري

37.1.8. اأثبت اأنّ كلّ بيان قابل للترتيب ترتيبًا كاملً يكون كاملً بقوة )م�صاعدة: ا�صتخدم التمهيديّة 25.1.8(، 
.)Chva'tal [1984](

38.1.8. )!( اأثبت اأنّ البيانات اأدناه كاملة بقوة، اإل اأنها غير قابلة للترتيب ترتيبًا كاملً.

39.1.8. )-( اأثبت اأنّ البيان الموجود اأعله عن الي�صار هو بيان مينيل، اإل اأنّه غير قابل للترتيب ترتيبًا كاملً. 
5P عن بيان قابل للترتيب ترتيبًا كاملً اإل اأنّه لي�ض بيان مينيل. اأثبت اأنّ 

40.1.8. )!( البيانات الوتريّة ال�صعيفة. اأثبت اأنّ:
 (a.كلّ بيان وتريّ يكون وتريًّا �صعيفًا
البيان اأدناه وتريّ �صعيف، اإل اأنه لي�ض كاملً بقوة.	) 

ف التجزئة التخالفية )المتخالفة( للبيان G على اأنها تجزئة ل� V(G) اإلى مجموعتين غير  41.1.8. )-( نعرِّ
 )Chva'tal [1985 b]( نَ كفتال خاليتين X و Y. بحيث اإنّ كلًّ من G [X]، و G [Y] غير مترابط. لقد خَمَّ
واأنّ النجمة  اأنّ هذا يعطي تمهيديّة مجموعة قطع  اأثبت  اأ�صغريّ.  بيان ناق�ض   اأنه ل توجد تجزئة تخالفية لأيّ 

نَة. ال� SPGC تعطي هذه المخَُمَّ
                                  ،3,3 النوع  من  للتجزئة  قابلٌ   37.1.8 المثال  في  الموجود  الع�صرة  الرّوؤو�ض  ذا  البيانَ  اأنّ  اأثبت   .42.1.8

.)Chva'tal – Graham – Perlod - Whitesides [1979](
43.1.8. )-( افتر�ض اأنّ x و v راأ�صان لبيان قابل للتجزئة G، اأثبت اأنه اإذا كانت x ↮ v، فاإنَّ كلّ ع�صبة عظمى 
تحوي x تتكون من راأ�ض واحد من كلّ مجموعة م�صتقرة، بحيث تكون هذه المجموعة رفيقًا لع�صبة تحوي υ. اأعطِ 

.)Buckingham – Golumbic [1983]( .x ↔ υ الن�ضّ المتمّم عندما
44.1.8. )+( اأثبت اأنّه ل يوجد لأيّ بيان حرج من الدرجة p م�صاد توائم؛ اأيْ زوج من الروؤو�ض، بحيث يجاور 

اأيُّ راأ�ض اآخر اأحدَهما. )م�صاعدة: اإذا اأعطيت بيانًا حرجًا من الدرجة p، وكان الزوج {x , y} م�صاد توائم، 
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فاجعل S تمثل المجموعة الم�صتقرة التي تحوي y في التَّلوين الأمثل الوحيد ل� G – x. ثم جدْ من بين روؤو�ض البيان 
الجزئي G – x – S القابل للتلوين ب� ω – 1 لونًا ع�صبةً حجمها ω – 1 في N (x)، بحيث ل تمتدّ )ل يمكن 
تو�صيعها( اإلى N (y). وبالمثل، جدْ مجموعة م�صتقرة في N (y) ل تمتدّ اإلى N (x). الآن، ابنِ حلقة خما�صيّة 

.)37.1.8(.)Olariu [1988] م�صتحدثة( )لحظ: يوجد م�صاد توائم للبيان القابل للتجزئة في المثال
ا اإذا كان لكلّ م�صارٍ ل وتريّ من x اإلىy  طول زوجي )بمعنى  45.1.8. نقول: ي�صكّل الرّاأ�صان x و y زوجًا زوجيًّ

(. تعدّ التوائم )الرّوؤو�ض غير المتجاورة التي لها الجوار نف�صه( حالة خا�صة: اأنّ عددَ اأ�صلع هذا الم�صار زوجيٌّ
 (a ّاأثبت اأنّ البيان الجزئي .G مجموعتان م�صتقرّتان كبريان في بيان قابل للتجزئة S2 و S1 ّافتر�ض اأن

.)Bland – Huang – Trotter [1979](.يكون مترابطًا S2 و S1 �المولد من الفرق التماثلي ل
 (	 .p لتبرهن اأنّه ل يوجد زوج زوجيّ لأيّ بيان حرج من الدرجة )a( ا�صتخدم فرع

)تعليق: اإذن، ل يوجد توائم لأيّ بيان حرج من الدرجة p، وهذا يبرهن ثانية اأنّ م�صاعفة الرّوؤو�ض يحافظ 
.)Meyniel [1987], Bertschi – Reed [1988]( ،)على الكمال

 .G – x ل�  G بيان قابل للتجزئة، واأنّ S1 و S2 مجموعتان م�صتقرّتان في التَّلوين الأمثل  اأنّ  46.1.8. افتر�ض 
ثنائيّ  يكون   S1 ∪ S2 ∪ {x} تولّده  الذي  الجزئيّ  البيان  اأنّ  لتبرهن  ال�صابقة  الم�صاألة  من   )a( فرع  ا�صتخدم 

.)Buckingham – Golumbic [1983]( .)2 التّرابط )مترابط من الدرجة
47.1.8. اأثبت اأنّ اأحدَ البيانين اأدناه بيانُ دائرة، ولي�ض بيانَ اأقوا�ض دائريّ، واأنّ الآخر بيان اأقوا�ض دائري، ولي�ض 

بيان دائرة.

e اإلى البيان  اأربعة روؤو�ض، ونح�صل عليه باإ�صافة �صلع  K1, 3 + e هو البيان الذي له  اإنّ البيان   )!( .48.1.8
SPGC ال�  K1, 3 + e تحقق  البيانات الخالية من  اأنّ  اأثبت  لبيانات مينيل،  الكمال  با�صتخدام خا�صية   .K1, 3 

.(Meyniel [1976]) 
49.1.8. افتر�ض اأنّ             = G. وافتر�ض كذلك اأنّ:

S = {υaw , v1, υw , υw+2} ∪ {υiw+1: 2 ≤ i ≤ a – 1}، واأنّ :
T = {υ(a-1)w+1 , υaw , υ1 , υw} ∪ {υw+i: 2 ≤ i ≤ w – 1}. اأثبت اأنّ S يتقاطع مع كلّ ع�صبة كبرى 

،G تتقاطع مع كلّ مجموعة م�صتقرة كبرى في T ّواأن ،G في
.)Chva'tal [1976]( 

:(Buckingham – Golumbic [1983]) .لبيان الدائرة SPGC )!( .50.1.8
 (a يكون G – N [x] ا�صتخدم التمهيديّة 28.1.8 لتبرهن اأنّه اإذا كان x راأ�صًا في بيان قابل للتجزئة G، فاإنَّ

:N (x) = N [x] ∪ {x} مترابطًا حيث
 (	.k1, 3 لتبرهن اأنّ بيانات الدائرة القابلة للتجزئة تكون خالية من a ا�صتخدم فرع
 (c.تتحقق لبيانات الدائرة SPGC �والنتيجة 53.1.8 اأنّ ال )	( ا�صتنتج من فرع

)Matroids( 2.8 الماترويدات
وي�صمل هذا كلًّ من: الخوارزمية  الماترويدات.  طُ في نظرية  يُبَ�صَّ اأو  مُ  يُعَمَّ البيان  نتائج نظرية  العديد من 
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الثنائية  البيانات  الرووؤ�ض الأ�صغر في  الج�صعة للأ�صجار المولدة ال�صغرى، والثنوية بين المواءمة الكبرى وغطاء 
الفرع، وكذلك الثنوية الهند�صية التي تربط بين البيان وبيانه الثنوي.

تركيبية  بنائية  بخوا�ض  ا  جدًّ غنية  لأنها  خا�صة؛  اأنها  اإل  ال�صياقات،  من  العديد  في  الماترويدات  تظهر 
)توافقية(. عندما تُعمم نتيجة في نظرية البيانات اإلى الماترويدات، يمكن تف�صيرها وال�صتفادة منها في بع�ض 
الحالت الخا�صة الأخرى. لقد وجدت براهين ب�صيطة للعديد من المبرهنات ال�صعبة في نظرية البيانات با�صتخدام 

الماترويدات. 
الجبرية  والجوانب  ال�صّويّة  درا�صة  اأجل  من  وعر�صها  الماترويدات   )Whitney [1935]( ويتني  عرّف 
ديرويردن فان  وكذلك  الهند�صية،  ال�صبكيات  لدرا�صة  ا  اأي�صً  )Maclane [1936]( ماكلين  وعرّفها   للبيانات، 

)Van der waerden [1937]( لدرا�صة ال�صتقلل في ف�صاءات المتجهات. اإن معظم اللغة الم�صتخدمة تاأتي من 
هذه ال�صياقات. و�صنركز هنا على تطبيقات الماترويدات على البيانات. 

)Hereditary Systems and Examples( الأنظمة الوراثية، وأمثلة
ى هذا ا�صتقللً.  ن�صتخدم المجموعات في العديد من �صياقات الريا�صيات لتجنب اأي تعار�ض؛ وغالبًا ما يُ�صَمَّ
اإنَّ ال�صيء المتاأ�صل في هذا المفهوم هو اأنَّ المجموعة الجزئية لمجموعة م�صتقلة تكون م�صتقلة، ف�صلً عن اأن المجموعة 

ا. الخالية تكون م�صتقله اأي�صً

G وافتر�ض كذلك اأن  E مجموعة اأ�صلع في بيان  1.2.8. مثال: مجموعات الأ�صلع اللحلقية. افتر�ض اأن 
X⊇ تكون مجموعة “م�صتقلة” اإذا خلت من اأي حلقة. لحظ اأن اأي مجموعة جزئية من مجموعة م�صتقلة  E
ا م�صتقلة. واأنّ الحلقات هي المجموعات الم�صتقلة ال�صغرى. تكون م�صتقلة، بالإ�صافة اإلى اأن المجموعة الخالية اأي�صً

خذ في الح�صبان الطائرة الورقية K4 - e التي لها خم�صة اأ�صلع. بما اأن للأ�صجار المولدة لهذا البيان ثلثة 
اأ�صلع، فاإن كل مجموعة لها اأكثر من ثلثة اأ�صلع تكون مجموعة غير م�صتقلة. وكذلك فاإن المثلثين غير م�صتقلين، 
وهذا يعطينا ثماني مجموعات غير م�صتقلة، و 24 مجموعة م�صتقلة من بين المجموعات الجزئية ل� E. وهناك ثلث 
مجموعات غير م�صتقلة اأ�صغرية )الحلقات( وثماني مجموعات م�صتقلة اأعظمية )الأ�صجار المولدة(.  ■

اإن كل مجموعة  F، بحيث  المجموعات  اأنها جمع من  المثالية على  اأو  الوراثية  العائلة  نعرف  تعريف:   .2.2.8
 IM فاإنه يتاألف من مثالية غير خالية ،E على M اأما في النظام الوراثي .F ا موجودة في جزئية من F تكون اأي�صً

.M والطرق المختلفة لتحديد هذه المثالية وتعيينها، والتي تُ�صمى اأوجه E لمجموعات جزئية من
 )DM التي ت�صكل العائلة( E �الم�صتقلة. اأما المجموعات الجزئية الأخرى ل M هي مجموعات IM اإن عنا�صر
الم�صتقلة  المجموعات  فهي  الحلقات  اأما  الأعظمية،  الم�صتقلة  المجموعات  هي  الأ�صا�صات  اإن  م�صتقلة.  غير  فاإنها 

الأ�صغرية. ونرمز اإلى هذه العائلت بالرمزين BM و CM على الترتيب.
ال�صكل  rM على  الرتبة  ف دالة  اأكبر مجموعة م�صتقلة فيها. ونعرِّ اأنها حجم  ف رتبة المجموعة E على  نعرِّ

.

3.2.8. مثال: الأنظمة الوراثية. 

المجموعة  با�صتخدام   Qn الزائدي  المكعب  روؤو�ض  من   ( )na a ,...,a1= راأ�ض  كل  على  دالة  علمة  �صع 
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. ار�صم Qn في الم�صتوى، بحيث تكون الإحداثيات العمودية للروؤو�ض مرتبة بح�صب  { }1a iX = i  : a = المرتبطة 
حجم المجموعات الم�صتخدمة لو�صع العلمات الدالة على هذه الروؤو�ض.

الم�صتقلة  والأ�صا�صات، والحلقات والمجموعات غير  الم�صتقلة،  العلقات بين المجموعات  اأدناه  ال�صكل  يو�صح 
الأ�صغرية غير  المجموعات  اأما الحلقات فهي   ،I للعائلة  الأعظمية  المجموعات  الأ�صا�صات هي  اإن  وراثي.  لنظام 
الموجودة في I. في كل نظام وراثي، تنتمي Ø اإلى I. واإذا كانت كل مجموعة م�صتقلة، فهذا يعني عدم وجود حلقات، 

ولكن هناك اأ�صا�صًا واحدًا على الأقل موجود دائمًا.
في المثال الذي عن اليمين، تجد اأن المجموعات الم�صتقلة هي مجموعات الأ�صلع اللحلقية في البيان الذي له ثلثة 
اأ�صلع، واأن المجموعتين غير الم�صتقلتين هما: {2 ,1}  و {3 ,2 ,1} فقط. واأن الحلقة الوحيدة هي: {2 ,1}، 
اأما الأ�صا�صات فهما: {2 ,1} و {3 ,2}. اإن رتبة المجموعة الم�صتقلة هي حجمها. وللمجموعات غير الم�صتقلة، نجد 
■   .r({1, 2, 3}) = 2 و ،r({1, 3}) = 1 اأن

G

E

B

I

D

C

123

2312 13

3

3

21 21

Ø
Ø

.... rM و   ،CM و   ،BM و   ،IM من:  باأي   M الوراثي  النظام  يُحدّدُ  الوراثي.  النظام  اأوجه  ملاحظة.   .4.2.8
 .  IM بدللة   rM و   CM و   ،BM عن  عبّرنا  لقد  الأخرى.  ال�صمات  تُحدد  ال�صمات  هذه  من  �صمة  كل  لأن  وذلك  اإلخ؛ 
فاإن  ،rM علمنا  واإذا   .CM من  ع�صوًا  تحوي  ل  التي  المجموعات  من  تتاألف   IM فاإن   ،CM عرفنا  اإذا   وبالعك�ض، 
■   .IM ( ){ }= :⊆ =MX E r X X  
ا. لذا، ل نتوقع منها �صلوكًا جميلً، اإل اأننا نركز اهتمامنا على الأنظمة الوراثية  الأنظمة الوراثية عامة جدًّ
التي لها خا�صية اإ�صافية اأخرى، وهذا ما نطلق عليه ا�صم الماترويدات. يمكننا اأن نترجم اأي ح�صر على IM اإلى 
ح�صر مناظر على وجه من اأوجه النظام الوراثي. يوجد لدينا العديد من التعريفات المتكافئة للماترويدات؛ لأنه 
ا  يمكن تحديد الأنظمة الوراثية من خلل عدة طرق. وبا�صتخدامنا للعديد من الأمثلة المحفزة، �صنعطي ن�صو�صً
مثال  باإعطاء  و�صنبداأ  الن�صو�ض.  هذه  تكافوؤ  �صنبرهن  ذلك،  وبعد  للماترويدات.  المميزة  الخوا�ض  من  للعديد 

اأ�صا�صي من البيانات.

ف ماترويد الحلقة M(G) للبيان G على اأنه النظام الوراثي على E(G)، حيث اإن حلقاته  5.2.8. تعريف: نعرِّ
هي حلقات G. واأن النظام الوراثي الذي هو M(G) لبيان G ي�صمى ماترويد بيانيًّا.

6.2.8. مثال: الأ�صا�صات في ماترويدات الحلقات. اإن الأ�صا�صات لماترويد الحلقة M(G) هي مجموعات اأ�صلع 
الغابات الأعظمية في G. وكل غابة منها تحوي �صجرة مولدة من كل مركبة. لذا، يكون لكل منها الحجم نف�صه. 
خذ في الح�صبان B ∈ B1, B2 حيث e ∈ B1 - B2 اإن حذف e من B1 يجعل اأحد مركبات B1 غير مترابطة، 
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وبما اأن B2 يحوي �صجرة مولدة لهذه المركبة ل� G ، فاإن �صلعًا f  في B2 - B1 يمكن اأن يُ�صاف اإلى B1 - e  لإعادة 
ترابطها.

لكل فاإن   ،B1, B2 ∈ BM كان  اإذا  الآتية:  ال�صورة  على  الأ�صا�ض  تبديل  خا�صية  نعرف   ،M وراثي   لنظام 
تبديل  وراثية تحقق خا�صية  اأنظمة  الماترويدات   . B2-e، بحيث  e ∈ B1-B2 �صلعًا f  في 

■ الأ�صا�ض.  
7.2.8. ملاحظة. في هذا المو�صوع، غالبًا ما نناق�ض اإ�صافة عنا�صر منفردة من بع�ض المجموعات اأو حذفها، 
وللتماثل وال�صهولة؛ فاإننا ن�صتخدم الرمزين + و – بدلً من ∪ و -، وكذلك نُ�صقط الأقوا�ض على المجموعات التي 
■ تحوي عن�صرًا واحدًا فقط.  

 ، ( )⊆X E G 8.2.8. مثال: دالة الرتبة في ماترويدات الحلقات. افتر�ض اأن G بيان له n من الروؤو�ض. ل�
افتر�ض اأن GX ترمز اإلى البيان الجزئي المولد للبيان G الذي اأ�صلعه هي المجموعة X. في M(G)، المجموعة 
اأكبر حجم لمثل هذه  ل� GX مركبة، فاإن  .GX وعندما يكون  اأ�صلع غابة في  X مجموعات  الجزئية الم�صتقلة من 
. في ال�صكل اأدناه تظهر الغابة y )اللون الغامق( داخل X )اللون الغامق  ( )= -r X n k الغابة هو n-k. لذا، فاإن 

المت�صل(
من  فقط  واحدة  مركبة  في  تقع   e اأطراف  فاإن   ،  -∈e E X لبع�ض   ( ) ( )+ =r X e r X كانت  اإذا 
بين  نربط  ل  فاإننا  الأ�صلع،  هذه  من  �صلعين  اأ�صفنا  واإذا  المركبات.  بين  تربط  ل   e اإ�صافة  واأن   .GX مركبات 

. ( ) ( )= + +r X r X e f ) وهذا يعطينا اأن  ) ( ) ( )= + = +r X r X e r X f ا. لذا، فاإن  المركبات اأي�صً
 ، ⊆X E كانت  اإذا  الآتية:  ال�صورة  على  )ال�صعيفة(  المت�صا�ض  خا�صية  نعرف   ،E على   M وراثي  لنظام 
وتعرف   . ( ) ( )+ + =r X e f r X اأن  ي�صمن   ( ) ( ) ( )= + = +r X r X e r X f فاإن   ، , ∈e f E وكان 
 ■   .)A.kézdy( الماترويدات على اأنها اأنظمة وراثية لها خا�صية المت�صا�ض )اقتُرح ال�صم من قبل كزدي

f

e
-

Y

X Y

-E X

نعلم اأن البيانات يمكن اأن تحوي عُرى اأو اأ�صلعًا مكررة. وفي ماترويدات الحلقات، نجد اأن هذا يقود اإلى 
حلقات من الحجمين 1 و 2. ون�صتخدم هذه الم�صطلحات للأنظمة الوراثية عمومًا.

1. وتعرف  ي�صاوي  ي�صكل حلقة حجمها  اأنها عن�صر  العروة على  ف  نعرِّ الوراثي،  النظام  تعريف: في   .9.2.8
العنا�صر المتوازية على اأنها عنا�صر مختلفة ولي�صت عُرى، وت�صكل حلقة حجمها 2. ويعدّ النظام الوراثي ب�صيطًا 

اإذا خل من العرى والعنا�صر المتوازية.
ف الماترويد المتجه على مجموعة E من المتجهات في ف�صاء متجه على اأنه نظام وراثي؛  10.2.8. تعريف: نعرِّ
لأن مجموعاته الم�صتقلة هي مجموعات جزئية من متجهات في E، بحيث تكون هذه المجموعات م�صتقلة خطيًّا. 
اإن الماترويد الذي نعبر عنه بهذه الطريقة ي�صمى ماترويد خطيًّا )اأو ماترويد قابلً للتمثيل(، وماترويد الأعمدة 

M(A) للم�صفوفة A هو الماترويد المتجه المعرّف على اأعمدة هذه الم�صفوفة.
واأن  مكررة،  متجهات  تحوي  ربما   E المجموعة  اأن  لحظ  المتجهة.  الماترويدات  في  الحلقات  مثال:   .11.2.8
اإن بحيث  اأ�صغرية   مجموعات  هي  والحلقات  المتوازية،  العنا�صر  ت�صكل  المتجهات   هذه 

.i لكل ci ≠ 0 0 لأن المعاملت لي�صت اأ�صفارًا كلها. اإن الأ�صغرية تجبر اأن=∑ i ic x  = 0 
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 C1 �ل x، وبا�صتخدام معادلة عدم ال�صتقلل )العتماد(  اأن C1 و C2 حلقتان مختلفتان تحويان  افتر�ض 
و C2 ن�صتطيع كتابة x بو�صفها تركيبًا خطيًّا بدللة C1-x، و بدللة C2-x. وبم�صاواة هذه التعابير، نح�صل على 

معادلة العتماد C1C2-x. لذا، فاإن  C1C2-x يحوي حلقة.
ف خا�صية الحذف ال�صعيفة على ال�صكل التالي: عندما C1 و C2 حلقتان مختلفتان،  لنظام وراثي على E، نعرِّ
و x C1C2 فاإن عن�صرًا اآخر من CM يكون محتوى في  C1C2-x. والماترويدات  اأنظمة وراثية تحقق خا�صية 

الحذف ال�صعيفة.
. ( )4-M k e وماترويد الأعمدة للم�صفوفة اأدناه هو كذلك ماترويد الحلقة 

1
1
0

1
0
0

0
1
0

0
1
1

0
0
1

■                                                                                                                                                                                        
1 التي اتحادها E هو نظام وراثي  m,....A A 12.2.8. تعريف: الماترويد الم�صتعر�ض المولد من قبل المجموعات 
 .{ }1,...... mA A على E، بحيث اإن مجموعاته الم�صتقلة هي اأنظمة التمثيلت المختلفة للمجموعات الجزئية ل�
e اإذا وفقط  i↔ مكافئًا لذلك، اجعل G البيانَ الثنائيَّ الذي اأ�صلعه E، وروؤو�صه [m]، والمعرف على ال�صكل 

.G الم�صبعة من خلل المواءمة في E اإن المجموعات الم�صتقلة هي المجموعات الجزئية من .e ∈ A1 اإذا كانت

متوائمتين   M' و   M من  كلّ  تكون  عندما  الم�صتعر�صة.  الماترويدات  في  الم�صتقلة  المجموعات  مثال:   .13.2.8
 M اإلى  بالن�صبة   P مو�صعًا  م�صارًا  يحوي   ∆M M' التماثلي  الفرق  فاإن   ،|M'| > |M| اإن  بحيث   G  في 
)النظرية 10.1.3(. وبا�صتبدال M' ∩ P ل�ِ M ∩ P، فاإننا نح�صل على مواءمة من الحجم M| + 1| والتي ت�صبع 

.P جميعها بالإ�صافة اإلى طرفي M روؤو�ض
}. وفي البيان  }1,...... mA A افتر�ض المجموعتين الم�صتقلتين I1 و I2 في الماترويد الم�صتعر�ض الذي تولده 
الثنائي الفرع المرافق، اجعل M1 و M2 متوائمتين ت�صبعان I1 و I2 على الترتيب )عن الي�صار اأدناه، M1 مر�صومة 
، فاإن المواءمة التي تح�صل عليها من M1 با�صتخدام  2 1>I I بخط غامق، وM2 مر�صومة بخط متقطع(. اإذا كان 

.I1 ”وهذا “يو�صع ، 2 1-∈e I I 2 ت�صبع I1 اإ�صافة اإلى عن�صر  1∆M M م�صار مو�صع بالن�صبة اإلى M1 في 
 

2 1>I I  بحيث اإن ، 
1 2, ∈I I I ف خا�صية التو�صيع على ال�صكل التالي: اإذا كانت  لنظام وراثي على E، نعرِّ

. الماترويدات اأنظمة وراثية تحقق خا�صية التو�صيع. { }1 e ∈I I ، بحيث  2 1-∈e I I فاإن 
} =A مو�صح بوا�صطة البيان الثنائي الفرع في ال�صكل اأدناه  } { } { }= 1,2 , 2,3,4, , 4,5A الماترويد الم�صتعر�ض للعائلة 
 ■  . ( )4-M k e ا  عن اليمين هو اأي�صً

I e

P

E

[m]

1I1I1I1 1 2 3 4 5

{4, 5}{1, 2} {2, 3, 4}

ونعرف المختلفة.  التمثيلت  اأنظمة  في  “م�صتعر�ض”  ا�صتخدام  من  يظهر  م�صتعر�ض  ماترويد  اإ�صم   اإن 
} على اأنه م�صتعر�ض جزئي للنظام الكلي. والمجموعات الم�صتقلة  }mA A1,...... ال� SDR لمجموعة جزئية من 
}. وقد اكتُ�صفت هذه الماترويدات من  }1,...... mA A للماترويد الم�صتعر�ض على Ai ⋃ هي الم�صتعر�صات الجزئية 
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قبل اإدموند وفولكر�صون في العام 1965م وكذلك من قِبَل مير�صكي )Mirsky(، وبيرفكت )Perfect( في العام 
1967م اللذين عمّما النتيجة لت�صمل المجموعات اللمنتهية، علمًا باأن اإ�صهام الآخرين كان م�صتقلًّ تمامًا عن 

اإ�صهامات من �صبقوهم.
كل ماترويد يجب اأن يحقق خوا�ض الماترويدات جميعها، وعندما نثبت اأن الخوا�ض المعرفة اأعله متكافئة 
في  و�صنختبر  جميعًا،  لن�صتخدمها  متحققة  فقط  منها  واحدة  اأنَّ  نثبت  اأنْ  ذلك  عند  يلزمنا  الوراثية،  للأنظمة 

البداية اأنها جميعًا متحققة لماترويدات الحلقات.
. كما في المثال 8.2.8،  ( )1 2, ∈

M G
I I I مثال: التو�صيع في ماترويدات الحلقات. خذ في الح�صبان   .14.2.8

 �صلعًا لغابته الكبرى. 
1- =n k I =1 مركبة، بالإ�صافة اإلى اأنه يوجد  -k n I GI l يوجد للبيان الجزئي المولد

لذا، فاإنه يوجد للغابة I2 �صلعًا، حيث يكون طرفاه في مركبتين من مركبات GI l. ويمكن اأن ي�صاف هذا ال�صلع اإلى 
■ I1 للح�صول على مجموعة م�صتقلة اأكبر. لذا، تتحقق خا�صية التو�صيع.  
15.2.8. مثال: الحذف ال�صعيف في ماترويدات الحلقات. الحلقات في M(G) هي مجموعات اأ�صلع حلقات 
ا  1 اأي�صً 2∆C C ، فاإن للفرق التماثلي  1 2, ∈C C C G، وتوجد للحلقات درجة زوجية عند كل راأ�ض. فاإذا كان 
1 يحوي حلقة )انظر الق�صية  2∆C C اأن  اإلى  ، فهذا ي�صير  1 2≠C C درجة زوجية عند كل راأ�ض. واإذا كانت 
. في ال�صكل اأدناه، تجد  1 2 1 2∆ ⊆ −C C C C X 27.2.1(. وهذا اأقوى من خا�صية الحذف ال�صعيف؛ لأن 
1 اتحاد  2∆C C اأن C1 و C2 حدّان لوجوه طول كل منها 9، ت�صترك في الأ�صلع غير المت�صلة )المنقطة(، كما اأن 
■ لحلقتين غير متقاطعتين.  

x
C2

C1

لحظ اأن خا�صية تبديل الأ�صا�ض في الماترويدات الم�صتعر�صة ت�صبه خا�صية التو�صيع. ويتناول تمرين 9 خا�صية 
الحذف ال�صعيف. والتحقق مبا�صرة من خا�صية كل من التو�صيع اأو تبديل الأ�صا�ض في الماترويدات الخطية يتطلب 
النتيجة الجبرية التي تقول: اإذا كان لدينا k من المتجهات الم�صتقلة خطيًّا، فاإنه ل يمكن كتابة كل منها بو�صفها تركيبًا 
اأن خا�صية الحذف ال�صعيف  20.2.8. وبما  اأ�صغر. وبدلً من ذلك، ن�صتطيع ا�صتخدام النظرية  خطيًّا لمجموعة 

تتحقق للمجموعات الم�صتقلة من المتجهات، فاإن العديد من مبرهنات الجبر الخطي تتبع من النظرية 20.2.8!

16.2.8. ملحظة. ا�صطلحات للرموز. ت�صتخدم الحروف الغامقة I, B, C لعائلت المجموعات الجزئية من 
E، وهذا ي�صمح بكتابة I ∈ I ،B ∈ B ،C ∈ C للتدليل على اأع�صاء هذه العائلت اأو عنا�صرها. ترمز الحروف 
 X, Y, و E بو�صفها عنا�صر في e, f, x, y اإلى الخوا�ض التي تعطينا ماترويدات. ون�صتخدم I,B,C,R الرومانية
 ■   .E للتدليل على المجموعات الجزئية من F
بو�صفه  للتحقيق  قابل   B الجمع  اإن  ونقول:  وراثي.  لنظام  الم�صتقلة  المجموعات  من  مع  وراثية  عائلة  كل 
مجموعة اأ�صا�ض لنظام وراثي اإذا وفقط اإذا كان B غير خالٍ، وكان كل عن�صر في B  ل يحوي اأي عن�صر اآخر من 
عنا�صرها، اإ�صافة اإلى اأن الجمع C يكون قابلً للتحقيق بو�صفه مجموعة حلقات لنظام وراثي اإذا وفقط اإذا كانت 

عنا�صر هذا الجمع غير خالية، وكان كل عن�صر فيه ل يحوي اأي عن�صرٍ اآخر من عنا�صره.
اإن تو�صيف دالة الرتبة يكون اأكثر دقةً؛ لأنه ي�صمل الخا�صيتين )r1 و r2 اأدناه( اللتين نحتاج اإليهما، بالإ�صافة 
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الفصل 8     مواضيع إضافية )اختياري(354

. ( ){ }:= ⊆ =MI X E r X X اإلى �صرط تقني اآخر يجبر r اأن تكون دالة رتبة لنظام وراثي M معرف على 
17.2.8. تمهيدية: لدالة الرتبة r على نظام وراثي E يكون:

.r(Ø) = 0  (r1)
e ∈ E  و X ⊆ E عندما  r)x(  r)X+e(  r(X) +1 (r2)

X+ تحوي  e ، نجد اأن r(Ø) = 0. وبما اأن  ( ) { }=max : ,⊆ ∈r X Y Y X Y I الاإثبات: من تعريف 
X+ وغير  e ، وبما اأن المجموعات الجزئية الم�صتقلة من  ( ) ( )+ ≥r X e r X كل مجموعة م�صتقلة من X، فاإن 
■   . ( ) ( )+ +1≤r X e r X المحتواة في X تتاألف من e بالإ�صافة اإلى مجموعة جزئية م�صتقلة من X، فاإن 

)properties of Matroids( خواص الماترويدات

لقد لحظنا اأن العديد من ال�صروط المتكافئة على الأنظمة الوراثية تعطي ماترويدات. وباإمكاننا اأن نبرهن 
ا�صتخدام هذه  بعد ذلك  ون�صتطيع  ال�صروط،  اأحد هذه  اإثبات تحقق  يكون ماترويد، من خلل  وراثيًّا  نظامًا  اأن 
التو�صيفات  من  نف�صها  الفائدة  على  ح�صلنا  ولقد  اإ�صافية.  براهين  اأي  اإعطاء  دون  جميعها  المتكافئة  ال�صروط 

المتكافئة للأ�صجار.
اإن اإ�صافة �صلع واحد اإلى غابة يولد حلقةً واحدةً على الأكثر، وبعمومية اأكثر، فاإن اإ�صافة عن�صرٍ واحد اإلى 
المولدة  للأ�صجار  الج�صعة  الخوارزمية  ولبرهنة  الأكثر،  على  واحدة  يعطينا حلقة  ماترويد  م�صتقلة في  مجموعة 
)النظرية 3.3.2.(، ا�صتخدم هذه الخا�صية فقط. اإن خا�صية »الحلقات الم�صتحدثة« هي اأحد ال�صروط المميزة 

للماترويدات، وذلك كما في تاأثير الخوارزمية الج�صعة نف�صها! الخا�صيتان تظهران في قائمتنا.
اإذا اأعطينا اأوزانًا لعنا�صر الماترويد، فاإن الخوارزمية الج�صعة هي عبارة عن �صم عن�صر له وزن اأكبر غير 
�صالب؛ لأن اإ�صافة هذا العن�صر اإلى مجموعة م�صتقلة تم اختيارها �صابقًا يعطينا مجموعة م�صتقلة اأكبر. لقد اأثبت 
رادو )Rado (1957)( اأن الماترويدات هي الأنظمة الوراثية تمامًا التي تختار فيها الخوارزمية الج�صعة مجموعة 

م�صتقلة موزونة كبرى ب�صرف النظر عن اختيار الأوزان.
اإذا حقق الخوا�ض الإ�صافية الآتية، حيث تمثل E ماترويد  M على  تعريف: يكون النظام الوراثي   .18.2.8 

C, B, I ,وr مجموعات م�صتقلة، واأ�صا�صات، وحلقات، ودالة رتبة ل� M على الترتيب:

. 2 1∈ −e I I +1 لبع�ض  ∈I e I ، فاإن  2 1>I I 1 حيث  2, ∈I I I I: التو�سيع: اإذا كانت كلّ من 

: اإن المجموعات الجزئية الأعظمية من X التي تنتمي اإلى I لها الحجم نف�صه. ⊆X E U: الانتظام لكل 
 2 1∈ −f B B 1 يوجد  2∈ −e B B ، فاإن لكل  1 2 ∈B B B B: تبادل الاأ�سا�س: اإذا كانت كلّ من

. 1 +− ∈B e f B بحيث اإن 
. , ⊆X Y E )وذلك عندما  ) ( ) ( ) ( )Y+ ≤ +r X Y r X r X r YØ  X ∩ Y ( ) ( ) ( ) ( )Y+ ≤ +r X Y r X r X r YØ R: المقيا�سية الجزئية: 
 ( ) ( )+ + =r X e f r X يعطي   ( ) ( ) ( )= + = +r X r X e r X f اإن  ال�سعيف:  الامت�سا�س   :A

. ⊆e, f E X⊇ و  E عندما 
( ) ( )=r X Y r X ، فاإن ∈e Y 'A: الامت�سا�س القوي: اإذا كانت كلّ من X,Y ⊆ E و r(X+e) = r(X) لكل

، عندها يوجد ع�صو اآخر في  C2 و 
1 2, ∈C C C C: الحذف ال�سعيف: للحلقات الم�صتقلة

. C محتوى في
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355 الماترويدات  2.8

J: الحلقات الم�ستحدثة: اإذا كانت I ∈ I، فاإن I + e تحوي حلقة واحدة على الأكثر.
G: الخوارزمية الج�سعة: لكل دالة وزن غير �صالب على E، تختار الخوارزمية الج�صعة مجموعة م�صتقلة 
كانت  فاإذا  نف�صه؛  لها الحجم  الأ�صا�صات جميعها  اأن  اإلى  الأ�صا�ض  تبديل  وت�صير خا�صية  اأعظم.  كلي  وزن  ذات 
 B2-B1 بعنا�صر B1-B2 فباإمكاننا القيام بتكرار خطوات لتبديل عنا�صر ، 1 2, ∈B B B  لبع�ض 

1 2<B B
1B محتوى في B2 ، ولكن ل يوجد اأي اأ�صا�ض محتوى في اأ�صا�ض اآخر. للح�صول على اأ�صا�ض حجمه 

19.2.8.* ملاحظة. رتبة المجموعة X في ماترويد متجه هي بعد الف�صاء الذي تولده X. واأن المقيا�صية الجزئية 
W هي  تت�صل ب�صيغة البعد للف�صاءات الجزئية:  dim U ∩ V + dim W = dim U + dim V، حيث اإن 
 X فاإن بعد الف�صاءات الذي تولده ،V وU مجموعتين مولدتين في Y و X عندما تكون .U ∪ V  الف�صاء الذي تولده
  dim U ∩ V + dim W ≤ dim U + dim V وعلى الرغم من ذلك، فاإن .dim U ∩ V  ربما يكون اأقل من ∩ Y
تتحقق لف�صاءات المتجهات با�صتخدام اإثبات R ⇐ U اأدناه. لحظ اأن التمرين العا�صر يح�صل على المقيا�صية الجزئية 

مبا�صرة لماترويدات الحلقات.
لقد ا�صتُخدم العديد من هذه الخوا�ض )بالإ�صافة الى متطلبات الأنظمة الوراثية( بو�صفها �صرطًا معرفًا للماترويدات 
 Bixby [1981] UEdmonds 1965b,c،و  .Welsh [1976] Schrijver تظهر(  I.)حتى  الأمثلة   ت�صمل 
 Papadimitrious- فG و C Tutte [1970] و Whitney [1935] A و Nemhauser– wolsey [1988] و
Crapo-Rota [1970]و Rota [1964] و Van der Waerden [1937] واآخرون مثل steiglitz [1982] 
■  .Aigner [1979] و

وجهًا  التي ت�صف  الفر�صيات  الوراثية في مجموعة  للأنظمة  الأ�صا�صية  الكتاب الخوا�ض  العديد من  ي�صمُّ 
ب�صغل  القيام  اإلى  يوؤدي  مما  للماترويدات،  الإ�صافية  الخوا�ض  عن  الذهنَ  هذا  ي�صرف  قد  للماترويد.  معينًا 
اإ�صافي. اإن البدء بالأنظمة الوراثية يعطينا اأدق البراهين، ف�صلً عن اأن خوا�ض الأنظمة الوراثية متوافرة دائمًا.

فة للماترويدات في التعريف 18.2.8 متكافئة. 20.2.8. نظرية: لنظامٍ وراثي M، ال�صروط المعرِّ
الاإثبات:  B ⇐ U. من خا�صية النتظام )الت�صاق( ل� X=E، فاإن للأ�صا�صات جميعها الحجم نف�صه. الآن، طبق النتظام 

. 2B ، وهذا يوؤدي اإلى تو�صيع المجموعة الم�صتقلة B1-e من B2 لت�صل اإلى حجم  ( )1 2- B e B على المجموعة 
، فاإننا نختار  B1, B2 ∈ B، بحيث اإن  2 2>I I  حيث 

1 2, ∈I I I I ⇐ B اإذا اأعطينا مجموعتين م�صتقلتين 
1 خارج B2 محلّ عنا�صر B2. لذا، يمكننا  1-B I . ن�صتخدم تبديل الأ�صا�ض بحيث تحلّ عنا�صر  2 2⊆I B  و 
، وهذا ممنوع من قبل خا�صية تبديل  1 2<B B ، فاإن 

1 1 2 2- -⊆B I B I . اإذا كانت  1 1 2- ⊆B I B اأن نفتر�ض اأن 
.I1 حيث ن�صتخدم هذا العن�صر لتو�صيع ، 2I عن�صر في  الأ�صا�ض كما لحظنا اأعله. لذا يوجد ل�

 I1,I2 فافتر�ض اأن ، ( ) ( )+ +r X e f > r X . اإذا كانت  ( ) ( ) ( )= + = +r X r X e r X f A ⇐ I. اأفتر�ض اأن 
 I1 وباإمكاننا تو�صيع ، 2 1>I I . الآن،  + +X e f عبارة عن مجموعتين جزئيتين م�صتقلتين عظميين من X ومن 
من I2. وبما اأن I1 مجموعة جزئية م�صتقلة عظمى منX، فاإن التو�صيع يمكن اأن ي�صيف e اأو f فقط، وهذا يناق�ض 

. ( ) ( ) ( )= + = +r X r X e r X f افترا�ض اأن 
عندما                                                                   .| Y - X | = 1 عندما  تمهيدية  النتيجة  اإن   .| Y - X | على  ال�صتقراء  ن�صتخدم   .A' ⇐ A
ال�صتقراء على  وبتطبيق فر�صية   . = − −Y ' Y e f اأن وافتر�ض   ، , ∈ −e f Y X Y - X | > 1 |، اختر
. الآن، لحظ  ( ) ( ) ( ) ( )= = + = +  r X r X Y ' r X Y ' e r X Y ' f المجموعات الجزئية الفعلية ل�Y ، نجد اأن 

. ( ) ( )= r X r X Y اأن المت�صا�ض ال�صعيف يعطينا اأن 
∈ −e X Y 'U ⇐ A. واإذا كانت y مجموعة جزئية م�صتقلة عظمى من X، فاإن r(Y + e) = r(Y) لكل 

. لذا، فاإن كل مجموعةٍ مثل Y لها الحجم نف�صه. ( ) ( )= =r X r Y Y ومن المت�صا�ض القوي، نجد اأن 
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الفصل 8     مواضيع إضافية )اختياري(356

 R ⇐ U. اإذا اأُعطيت X, Y ⊆ E، فاختر مجموعة م�صتقلة عظمى I1 من X ∩ Y من النتظام، يمكن 
تكبير I1 لتكون مجموعة جزئية م�صتقلة كبرى من X ∪ Y، ولتكن هذه المجموعة I2، خذ في الح�صبان  I2 ∩ X و 

I2 ∩ Y، وهذه مجموعات جزئية م�صتقلة من X و Y، وكل منها يحوي I1. لذا، فاإن:

. ( ) ( ) ( ) ( )1 2 2 2 r+ = + = + ≤ +   r X Y r X Y I I I X I Y r X Y

f e
I ‘

I
I YX

C

GJ

2I1I2

⇒RU⇒

 ،r(C2) = |C2| -1 و   ،r(C1) = |C1|-1 x ∈ C1 ∩ C2 .لدينا  و   ،C1, C2 ∈ C لتكن   C ⇐ R
 وكذلك |r(C1 ∩ C2) = |C1 ∩ C2؛ لأن كل مجموعة جزئية فعلية من حلقة تكون مجموعة م�صتقلة. اإذا خلت

 ،r (C1 ∪ C2) ≥ |C1∪C2|-1 ولذلك فاإن .r ((C1 ∪ C2) - x) = |C1 ∪ C2| -1من حلقة، فاإن(C1 ∪ C2)-x
وبتطبيق المقيا�صية الجزئية على C1 و C2 نح�صل على التناق�ض:

|C1 ∩ C2|+|C1 ∪ C2|-1≤|C1|+|C2|-2 

J ⇐ C. اإذا كانت I+e تحوي C1، و C2 في C لبع�ض I ∈ I ، فاإن كلًّ من C1 و C2  تحوي e. الآن، ي�صمن 
I تكون م�صتقلة لكونها محتواة في (C1 ∪ C2)-eومن جهةٍ اأخرى، فاإن .(C1 ∪ C2)-e الحذف ال�صعيف وجود حلقة في 

 G ⇐ J. لدالة الوزن w، افتر�ض اأن I هي مُخرَج الخوارزمية الج�صعة. من بين المجموعات الم�صتقلة ذات اأكبر 
*I ≠ I، فافتر�ض  اإذا كانت   I ⊂ I*. ب�  اإن الخوارزمية ل تنتهي   .I *I واحدة لها اأكبر تقاطع مع  وزن، اجعل 
اأن e هي اأول عن�صر في *I - I تم اختياره من قبل الخوارزمية. ومن خيار *I، نجد اأن  I*+e مجموعة غير 
I*+e ل  اأن  ƒ ∈ C - I. وبما  C ⊈ I، فباإمكاننا اختيار  اأن  C. وبما  م�صتقلة. لذا، توجد فيها حلقة وحيدة 
تحوي اأي حلقة اأخرى، فاإن I* + e-f ∈ I. اإن اأمثلية *I تعطينا اأن w(ƒ) ≥ w(e). وبما اأن f وعنا�صر I التي 
f متوافرة عند قيام  f ل تُكمل حلقة مع هذه العنا�صر. واإذا كانت  *I، فاإن  e جميعها تقع في  تم اختيارها قبل 
 الخوارزمية باختيار e، فهذا يعطي اأن w(ƒ) ≤ w(e) . الآن، w(ƒ) = w(e) و w(I* + e-f) = w(I*). ومع

.I* = I لذا، فاإن .I* فاإن هذا يناق�ض خيار ،|I* + e – ƒ ∩ I|>|I* ∩ I||
.k = |I1|<|I2| حيث I1,I2 ∈ I افتر�ض اأن I ⇐ G

�صن�صمّم دالة وزن بحيث اإن نجاح الخوارزمية الج�صعة بالن�صبة اإلى هذه الدالة يعطينا التو�صعة المن�صودة. افتر�ض 
اأن w(e) = k + 2 حيث e ∈ I1، واإجعل w(e) = k + 1 اإذا كانت e ∈ I2-I1. واجعل  w(e) = 0 اإذا كانت 
e ∉ I1 ∪ I2. الآن  w(I2) ≥ (k + 1)2 >k(k + 2) = w(I1) لذا، فاإن I1 لي�صت مجموعة م�صتقلة ذات وزن 
 .I2 – I1 قبل اأي عن�صر من عنا�صر I1  اأكبر. على اأيّ حال، فاإن الخوارزمية الج�صعة تختار كل عن�صر من عنا�صر
وبما اأنها تجد مجموعة م�صتقلة لها وزن اأكبر، فاإنها ت�صتمر بعد امت�صا�ض I1، وت�صيف عن�صرًا e ∈ I2 – I1، حيث 
■   .I1 + e ∈ I

تنويه: غالبًا ما ن�صتخدم خا�صية التو�صيع في برهنة اأن نظامًا وراثيًّا هو ماترويد.
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 |E| = n k، والذي يرمز اإليه بالرمز Uk,n عندما  21.2.8. مثال: يعرف الماترويد الموحد الذي رتبته 
على ال�صكل I ={X ⊆ E:|X|≤ k}. هذا التعريف يحقق مبا�صرة خوا�ض التو�صيع وتبادل الأ�صا�صات، وت�صتخدم 
الماترويدات الموحدة في بناء ماترويدات ممتعة اأكثر، وفي تو�صيف �صفوف الماترويدات. تكون بع�ض الماترويدات 
  M(K4) ول   M(K4 - e) ل  اأن  لحظ   .)6 )تمرين  موحدة  تكون  البيانية  الماترويدات  وبع�ض  بيانية،  الموحدة 

ماترويد موحد )منتظم اأو مت�صق(.
ا اأو ثلثيًّا على الترتيب. ويكون كل  الماترويد الخطي القابل للتمثيل على الحقل Z2 اأو على الحقل Z3  يكون ثنائيًّ
ماترويد بياني ثنائيًّا )التمرين 43( ف�صلً عن اأن U2,4 هو ماترويد ثلثي )التمرين 44( ولي�ض ثنائيًّا. وبناءً على 
■ ذلك، فهو لي�ض بيانيًّا(.  
 E1,……,Ek اإلى قوالب E الم�صتحدث عن طريق تجزئة E 22.2.8. مثال:  يعرف ماترويد التجزئة على

.I = {X ⊆ E:|X ∩ Ei|≤1, A i} على ال�صكل
اأُعطينا                   اإذا  اأن Ø ∈ I ، واأن X ∈ I عندما تقع عنا�صرها في قوالب مختلفة، فاإن I عائلة وراثية.  وبما 
I1,I2∈ I حيث |I2|>|I1|، فاإن المجموعة I2 يجب اأن تتقاطع مع قوالب اأكثر من القوالب التي تتقاطع معها I1؛ 
لحظ اأننا نح�صل على التو�صعة المن�صودة ل� I1 عن طريق اأحد عنا�صر I2 الموجودة في قالب ل يتقاطع مع I1. ومن 
اأن  X، وهذا يحقق خا�صية المت�صا�ض. )لحظ  التي لها عنا�صر في  القوالب  r(X) هي عدد  اآخر، فاإن  جانب 

M(K4 - e) لي�ض ماترويد تجزئة(.

على                                                 تقع(  التي  )الأ�صلع  الوقوعات  فاإن   ،U,V هما:  روؤو�صه  مجموعتا   ،G ا  ثنائيًّ بيانًا  اأعطينا  اإذا 
ف ماترويد تجزئة على E(G) ) يختلف هذا عن الماترويد الم�صتعر�ض على U الم�صتحدث من  U = u1,…,uk تُعرِّ

قِبل G(. اإن القوالب هي المجموعات Ei ={e ∈ E(G): ui ∈ e}. واأن المجموعة X ⊆ E(G) تكون متوائمة 
 V وفي ماترويد التجزئة الذي تُحدثه ،U م�صتقلة في ماترويد التجزئة الذي تُحدثه X اإذا وفقط اإذا كانت G في

كذلك. وهذا هو الدافع لمناق�صة ماترويد التقاطع فيما بعد.
E4 E

U

V

5E3E2E1

F4 F5F3F2F1 مجموعة روؤو�ض، حيث اإن مجموعات وقوعها تجزئ G �حلقة فردية، فل توجد ل G وفي الحالة التي يكون فيها
ماترويد تجزئة  كلّ من  تعريف  وباإمكاننا  وذيلً.  راأ�صًا  الموجه  البيان  لكل �صلع في  فاإن  اأي حال،  وعلى   .E(G)
الروؤو�ض  من  كل  على  الوقوعات  تُحدثها  التي  الأ�صلع  تجزئة  با�صتخدام  الذيول  تجزئه  وماترويد  الروؤو�ض، 
 U E الذي تحدثه  والذيول. )مثال: اإن الماترويد الموجود في المثال 3.2.8. يظهر بو�صفه ماترويد التجزئة على 
في البيان الثنائي الفرع المو�صح اأدناه، وبو�صفه ماترويد تجزئة الروؤو�ض في البيان الموجه الأول، وبو�صفه ماترويد 
■ Uتجزئة الذيول في البيان الموجه الثاني(.  

1 2 31 2 31 2 3
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)The Span Function( الدالة المولدة

بها.  المتعلقة  الماترويدات  وخوا�ض  الوراثية  للأنظمة  الإ�صافية  الجوانب  من  العديد  ياأتي  فيما  �صَنُقدم 
با�صتخدام  ال�صوية  البيانات  تو�صيف  اإلى  توؤدي  التي  الماترويدات  ثَنوية  لتو�صيح  الجوانب  هذه  و�صن�صتخدم 

الماترويدات.
التعريف  اإن  الوراثية.  الأنظمة  المتجهات على  “تولده” مجموعة من  الذي  للف�صاء  المفهوم الجبري  يعمم 
تُتم حلقات مع مجموعاتها  التي  العنا�صر  وتولد  نف�صها،  تولد  اأيُّ مجموعة  الحلقات؛  ماترويدات  م�صتوحى من 

ا. الجزئية اأي�صً

23.2.8. تعريف: اإن الدالة المولدة لنظام وراثي M هي عبارة عن الدالة σM المعرّفة على المجموعات الجزئية 
من E على ال�صكل الآتي:

e تولد X فاإن ،e ∈ σ(X) اإذا كان .Y ⊆ X لبع�ض σM(X) = X∪{ e ∈ E :y + e ∈ CM}

في نظام وراثي، تكون X غير م�صتقلة اإذا وفقط اإذا كانت تحوي حلقة، ومن التعريف 23.2.8. تعلم اأن هذا 
يتحقق اإذا وفقط اإذا تحقق اأن e ∈ σ(X -e) لبع�ض e ∈ X. لذا، ن�صتطيع اإيجاد المجموعات الم�صتقلة من الدالة 
المولدة عن طريق I = {X ⊆ E:(e ∈ X)⇒(e) ∉ σ(X - e)} اإن خوا�ض الدوال المولدة التي ن�صتخدمها 
في درا�صتنا للماترويدات هي: (s1,s2,s3) اأدناه )بالإ�صافة اأننا نحتاج اإلى �صرط تقني اإ�صافي لتو�صيف الدوال 

المولدة للأنظمة الوراثية(. �صنو�صح اأولً الخا�صية s3 با�صتخدام البيانات.  
طرفي  بين   X في  م�صار  وجود  عدم  هو   e ∉ σ (X) معنى  اإن   ،M(G) الحلقات  ماترويد  في  مثال:   .24.2.8
فاإن وكذلك   ،e مع  حلقةً  الم�صار  ويُتم  الم�صار.  هذا  مثل  تُتم   f اإ�صافة  فاإن   ،e ∈ σ(X+f) كانت  واإذا   .e 
■  ƒ ∈ σ(X+e). في ال�صكل اأدناه، تتاألف X من اأربعة اأ�صلع غامقة.   

fe

 :X,Y ⊆E وكانت ، E هي الدالة المولدة لنظام وراثي على σ 25.2.8. ق�صية. تتحقق الخوا�ض الآتية اإذا كانت
 (a.)قابلة للتمدد σ) X ⊆ σ(X)
 Y ⊆ X تعطي أنσ (Y) ≤ σ (X) (σ تحافظ على الترتيب ).	) 
 (c.(Stintiz exchange) )تبادل �صتاينتز( ƒ ∈ σ(X + e) تعطي اأن e ∈ σ(X + ƒ) و e ∉ σ(X) 

اأنها تحافظ على الترتيب. فاإذا كان                                                 σ قابلة للتمدد، ف�صلً عن  اأن  الاإثبات: يعطينا التعريف 23.2.8. فورًا 
e ∈ σ(X + ƒ)، فاإن e ينتمي اإلى حلقة C في X+f+e واإذا كان e ∉ σ(X)، فاإن ƒ ∈ C. اإن هذه الحلقة 
■ تعطي اأن ƒ ∈ σ(X + e). اإذن، فاإن σ تحقق خا�صية تبادل �صتاينتز.  

اإن خوا�ض الدالة المولدة تقود اإلى اإثبات ق�صير ل�صورة اأقوى من خا�صية الحذف. وتن�ض خا�صية الحذف 
ال�صعيف على اأنه عندما تكون e ∈ C1 ∩C2، فهذا يعني وجود حلقة في e-(C1∪C2). اإن ماترويدات الحلقات 
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تتمتع بالخا�صية الأكثر قوة التي تقول باأن C1∆C2 يكون اتحادًا لحلقات منف�صلة �صلعيًّا؛ لأن درجةَ كل راأ�ض في 
C1∆C2 زوجيةٌ. اإن الماترويدات العامة تتمتع بالخا�صية المتو�صطة التي تقول اإن عنا�صر الفرق التماثلي جميعها 
تنتمي اإلى حلقات في e-(C1 ∪ C2) عندما يكون e ∈ C1 ∩C2 ) خا�صية 'C اأدناه(. ونحتاج اإلى خا�صية تربط 

بين الرتبة والتوليد في الأنظمة الوراثية. اإن �صحة العك�ض هي تو�صيفنا التالي للماترويدات.
.[r(x + e) = r(x)]⇒ e ∈ σ(x) ،26.2.8.* تمهيدية. في نظام وراثي

 Y فاإن ،|Y| = r(X) = r(X + e) وبما اأن .X مجموعة جزئية م�صتقلة كبرى من Y الاإثبات: افتر�ض اأن
،Y محتواة في X تتم حلقة مع مجموعة جزئية من e لذا، فاإن .X + e تكون مجموعة جزئية م�صتقلة كبرى من 
■   .e ∈ σ(X)و
اأدناه �صرط �صروري  M نظامًا وراثيًّا، فاإن كل �صرط من ال�صروط المعطاة  نظرية*. اإذا كان   .27.2.8

وكافٍ ليكون M ماترويد.
x⊆ E لكل r(σ(X)) = r(X) - )ال�سراكة )الاندماج :P

X ⊆ E لكل σ2(X) = σ(X) :)جمود )حيود :S
.e ∈ σ(Y) فاإن ،X ⊆ σ(Y) و e ∈ σ(X) تعدي الاعتماد )عدم ال�صتقلل(: اإذا كان :T

  C ∈ C فاإنه يوجد ƒ ∈ C1 ∆ C2 و ،e ∈ C1 ∩ C2 و ، C1,C2 ∈ C الحذف القوي: عندما :C'
.ƒ ∈ C ⊆(C1 ∪ C2) - e بحيث اإن

الاإثبات: P ⇐ U. يتم كل عن�صر في σ(X) - X حلقة مع مجموعة جزئية من X، وبذلك يقع في مُولِّد كل 
 Z اأن  e ∈ σ(y). افتر�ض  r(Y + e) = r(Y) عندما  اأن  اأن نبرهن  σ(X). لذا، يكفي  X و  مجموعة بين 
مجموعة جزئية من Y، بحيث اإن C ∈ Z+e . و�صع Z اإلى مجموعة جزئية I م�صتقلة كبرى من Y + e من 
،r (Y) ≥ |I| = r(Y + e) و ، I ⊆ Y ،لذا .e ∉I فاإن ،C ∈ Z + e وبما اأن .|I| = r(Y + e) خا�صية النتظام

)يمكن ا�صتخدام خا�صية المت�صا�ض بدلً من ذلك(.
 .e ∈ σ2(X) ونحتاج فقط اإلى برهنة تعطينا اأن ،σ2(X) ⊆ σ(X) قابلة للتمدد، فاإن σ بما اأن .S P⇐
من خا�صية الندماج )ال�صراكة( r (σ(X) + e) = r(σ(X)) و  r (σ(X)) = r (X). وبما اأن الم�صاواة تتحقق 

.e ∈ σ(X) في كل ما �صبق، فاإن التمهيدية 26.2.8 تعطينا اأن
.σ(X) ⊆ σ2(Y) = σ(Y) تعطينا اأن σ�فاإن خوا�ض الجمود والمحافظة على الترتيب ل ،X ⊆ σ(Y) اإذا كانت .T ⇐ S
C' ⇐T. اإذا اأعطينا C1 و C2، في C، بحيث اإن C1 ≠ C2، و e ∈ C1 ∩C2، و f ∈ C1 – C2، نريد اأن 

.X=C1-f حيث ƒ ∈ σ(X) نعلم اأن .Y = (C1 ∪ C2) – e –ƒ حيث ،σ(Y) في f تكون
من T، يكفي اأن نبرهن اأن X ⊆ σ(Y). وبما اأن Χ – e ⊆ Y ⊆ σ(Y)، فاإننا نحتاج فقط اإلى برهنة 

.e ∈ σ(C2 - e) ⊆ σ(Y) تحافظ على الترتيب، فاإن σ وبما اأن ،e ∈σ(Y) اأن
■   .C' اأقل تقييدًا )ح�صرًا( من العبارة C اإن C ⇐  C'

اأوجه  كمثل خا�صية وحدانية الحلقات الم�صتحدثة )J(، فاإن خا�صية الندماج )P( تربط بين وجهين من 
الأنظمة الوراثية، وهذه الخوا�ض معروفة للماترويدات، ومن خلل القتراب عن طريق الأنظمة الوراثية ت�صبح 

 .C' و C اأول من اأثبت تكافوؤ )Lehman (1964)( هذه الخوا�ض تو�صيفات مُميزة. ويعدُّ  لهمان
اإن الجمود )الحيود( يح�صل ب�صورة طبيعية للماترويدات الخطية والبيانية. واأن مولَّد مجموعة متجهات 
ل يحوي اأي �صي اإ�صافي فيما يولده. وبالمثل، فاإنه يمكن اإ�صافة كل �صلع لمولّد مجموعة اأ�صلع تربط بين مركبتين. 
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وهذا يقترح ال�صماتِ المتقاربةَ للأنظمة الوراثية.
28.2.8. تعريف: المجموعات المولدة لنظام وراثي على E هي المجموعات X ⊆E بحيث اإن σ(X) = E. اأما 
ا مُ�صطحات اأو ف�صاءات جزئية(.  المجموعات المغلقة، فهي المجموعات X ⊆E بحيث اإن σ(X) = X )ت�صمى اأي�صً

.E�في حين ت�صير الم�صتويات الزائدية اإلى المجموعات الجزئية فعلً المغلقة الأعظمية ل
29.2.8.* ملاحظة: ت�صمى الدالة المولدة لماترويد دالةَ غُلقة، وموؤثر الغلقة هو دالةَ قابلة للتمدد، ومحافظة 
على الترتيب، وجامدة من عائلة المجموعات الجزئية اإلى نف�صها. ويكون موؤثر الغلقة دالة مولدة لماترويد 

اإذا وفقط اإذا كانت له خا�صية تبادل �صتاينتز.
في كل نظام وراثي، نعلم اأن الدالة المولدة تحقق خا�صية تبادل �صتاينتز. لذا، فاإن معاملة الماترويدات بو�صفها 
 M اأنظمة وراثية ذات خوا�ض اإ�صافية غير منا�صبة لدرا�صة موؤثرات الإغلق، حيث اإن الدالة المولدة لنظام وراثي
 تكون موؤثر اإغلق اإذا وفقط اإذا كان M ماترويد. لقد طُورت الماترويدات من نظرية ال�صبكيات من قبل  ماكلين

.)[1979] Aigner( واإيجنر )[1964] Rota [1936]( وروتاMaclane( 
 )Brylawski,[1986]( لم ناأخذ في الح�صبان العلقات جميعها بين �صمات  الماترويدات، وقد قدّم بريلو�صكي
التطبيقات  هذه  �صمى  وقد  الماترويدات،  �صمات  من  �صمة  ع�صرة  اثنتي  حوالي  بين  التحويلت  ت�صف  م�صفوفة 
■  )Cryptomorphism( .)( با�صم القترانات ال�صرية )الم�صفرةMaps(

)The Dual of a Matroid( ثنوي الماترويد

الثنوية )الزدواجية( في الماترويدات تُعمم هذه ال�صفة في البيانات ال�صوية، يوجد لكل بيان م�صتوى مترابط 
اأو   G*�ل راأ�ض  *G من خلل ربط  الثنوي  G = *(*G). يمكن ت�صكيل  اإن  *G، بحيث  بيان ثنائي طبيعي   G
تحديده مع كل وجه من اأوجه G، و�صمول �صلع ثنوي *e لكل �صلع من اأ�صلع G. بحيث اإن طرفي ال�صلع *e هما 

.e الراأ�صان المرتبطان بالوجهين الموجودين على جانبي
الثنوية  الأ�صلع  �صكلت  اإذا  وفقط  اإذا  مولدة  �صجرة  ت�صكل   G م�صتوى  بيان  الأ�صلع في  اإن مجموعة من 
الأ�صا�صات في ماترويد الحلقات  *G )التمرين 21.2.6.(. لذا، فاإن  G �صجرة مولدة في  للأ�صلع المتبقية في 
ف الثنوية لكل من الماترويدات والأنظمة الوراثية بحيث يمكن  M(G*) هي متممات الأ�صا�صات في M(G)، نعرِّ

تعميم هذه الخ�صائ�ض على البيانات ال�صوية.
30.2.8. تعريف: الثنوي لنظام وراثي M على E هو النظام الوراثي *M، حيث اأ�صا�صاته متممات اأ�صا�صات 
M، وال�صمات *B*(BM*), C*, I*, r*, σ  ل� *M هي مرافقات  الأ�صا�صات، ومرافقات الحلقات ...اإلخ 

ا. ل� M اأي�صً
الأ�صا�صات الجزئية S ل� M هي المجموعات التي تحوي اأ�صا�صًا. اأما التحت اأ�صا�صات )ases	o	H )hy فهي 

.E - X للتدليل على X مجموعات اأعظمية ل تحوي اأي اأ�صا�ض. ونكتب
31.2.8. تمهيدية: اإذا كان M نظامًا وراثيًّا، فاإن: 

.(M*)* = M و B* ={B:B ∈ B} (a
S* ={I : I ∈ I} و I* = {S:S ∈ S} (	

H* = {C : C ∈ C} و C* = {H : H ∈ H} (c
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الاإثبات: العبارة حول *B هي تعريف *M، وهذا يعطينا فورًا اأن M = *(*M)، وكذلك يبرهن فرعي الفرع 
)b(. كذلك، فاإن X تكون مجموعة جزئية )فعلية( اأعظمية من E ل تحوي اأي اأ�صا�ض )تحت اأ�صا�ض( اإذا وفقط 
اإذا كانت X  مجموعة غير خالية اأ�صغرية وغير محتواة في مرافق اأ�صا�ض، وهي حلقة في *M. وبالمثل، فاإن تحت 
■    .M هي متممات حلقات M*�الأ�صا�صات ل
لقد اخترنا “الأ�صا�ض الجزئي” و “التحت اأ�صا�صي” لت�صترك في الأحرف الأولية من “مولدة” و “م�صتوى 
اإلى  بالن�صبة  الأمر  وكذلك  للماترويدات،  نف�صها  هي  الجزئية  والأ�صا�صات  المولدة  المجموعات  لأن  زائدي”؛ 

الم�صتويات الزائدية والتحت اأ�صا�صات.
32.2.8. تمهيدية: اإذا كان M ماترويد ، فاإن الأ�صا�صات الجزئية هي الأ�صجار المولدة، والتحت اأ�صا�صات هي 

الم�صتويات  الزائدية.
الاإثبات: نعلم اأن مجموعة X تكون مولدة اإذا وفقط اإذا تحقق اأن σ(X) = E. ومن خا�صية الندماج، فاإن 
هذا يكافئ .r(X)= r(E)، واأما من خا�صية النتظام، فاإن هذا يكافئ اأن X تحوي اأ�صا�صًا، بالن�صبة اإلى 

الم�صتويات الزائدية؛ انظر التمرين 32.
 .B2 و B1 ا على افتر�ض اأن B1,B2 ⊆ E. اإذا لم تكن اأي منB1  اأو B2 تحوي الأخرى، فاإن الأمر ينطبق اأي�صً
لذا، فاإن ثنوي النظام الوراثي يكون نظامًا وراثيًّا، وي�صبح مفهوم الثنوية مفيدًا عندما نبرهن اأن ثنوي الماترويد 

هو ماترويد. وهذا يتبع ب�صهولة من ن�صخة الثنوية المتعلقة بخا�صية تبديل الأ�صا�ض.
33.2.8. تمهيدية: اإذا كان M ماترويد، وكانت كلّ من B1,B2 ∈ B، فلكل  e ∈ B1-B2 يوجد  B2 ∈ f بحيث 

اإن B2+e - f  اأ�صا�ض.
.ƒ ∈ B2 – B1 تحوي عن�صرًا C م�صتقلة، فاإن B1 وبما اأن .C تحوي حلقة B2+e اأ�صا�ض، فاإن B2 الاإثبات: بما اأن
■   .r (E) ل تحوي اأي حلقة، وحجمها ي�صاوي B2+e-f ،الآن 
 .r *(X) = | X | –(r(E) – r(X)) هو ماترويد دالة رتبته E على M [1935]( الثنوي لماترويد Whitney( .34.2.8. نظرية
كانت كل من اإذا   .M*�ل الأ�صا�ض  تبادل  �صنبرهن خا�صية  الآن،  وراثي.  نظام   M* اأن  لقد لحظنا   الاإثبات: 
. من التمهيدية 23.2.8،  2 1∈ −e B B ، فاإن B1 + B2 ∈ B حيث  1 2∈ −e B B *B*1 + B*2 ∈ B، و 

، بحيث اإن B1 + e - f ∈ B. الآن، *B1 - e + f ∈ B تمثل التبادل المن�صود. 1 2∈ −f B B يوجد
  ( ) ( )* *= =r X r Y Y( ) ( )* *= =r X r Y Yr *r * لح�صاب r*(X)، اجعل Y ت�صاوي مرافق مجموعة جزئية م�صتقلة اأعظمية من X. لذا، فاإن 
من التمهيدية 31.2.8، نجد اأن Y مجموعة اأ�صغرية حاوية ل X  تحوي اأ�صا�صًا ل� M . وبما اأن  Y تظهر من X عن 
طريق تو�صيع مجموعة جزئية م�صتقلة اأعظمية من X لت�صبح اأ�صا�صًا، ف�صنح�صل على |Y| - |X| = r(E) - r |X|. اإن 

العبارة |Y| - |X| = |X| - |Y| تعطينا ال�صيغة المن�صودة وهي:
 ■   .r*(X) = |Y| = |X| - (|Y| - |Y|) = |X| - (r(E) - r(|X|))

باإمكاننا اإعادة ن�ض كل خا�صية من خوا�ض الماترويد با�صتخدام مفهوم الثنوية. يطلب التمرينان 33-34 
اإعطاء تو�صيفات مميزة للم�صتويات الزائدية والمجموعات المغلقة با�صتخدام هذه الطريقة. وت�صمل النتائج الأكثر 

دقة على العلقات بين الماترويد من جهة، والثنوي الخا�ض به من جهة اأخرى.
35.2.8. ق�سية. )ثنوية خا�صية التو�صيع(. افتر�ض اأن M ماترويد. اإذا كانت X ∈ I و *X' ∈ I منف�صلتين، 

. ⊆X' B' X⊇ و B فاإن B ∈ B، و *B' ∈ B منف�صلن بحيث اإن 
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الاإثبات: بما اأن 'X هي مرافق مجموعة م�صتقلة في M، فاإن  'X  مجموعة مولدة في M. لذا، فكلّ مجموعة 
X⊇ لتكون اأ�صا�صًا ل�B محتوى في 'X. اإن مرافق الأ�صا�ض  X' جزئية م�صتقلة كبرى من 'X تكون اأ�صا�صًا. ونو�صع 
■   . X' 'B= يحوي  B

ن�صتخدم ماترويدات الحلقات  لتو�صيف البيانات ال�صوية، والنتيجة الآتية ت�صاعدنا على تو�صيف مرافقات 
حلقات ماترويد الحلقات.

فهي  الأ�صا�صات،  اأما  اأ�صا�ض،  كل  تقطع  اأ�صغرية  مجموعات  هو  الماترويد  حلقات  مرافق  ق�سية.   .36.2.8
مجموعات اأ�صغرية تقطع مرافق كل حلقة.

اأن مرافقات  اأ�صا�ض، وبما  اأي  الأ�صغرية غير المحتواة في مرافق  الاإثبات: مرافقات الحلقات هي المجموعات 
الأ�صا�صات هي متممات هذه الأ�صا�صات، فاإن المجموعة تكون غير محتواة في مرافق اأ�صا�ض اإذا وفقط اإذا كانت 
تقطع كل اأ�صا�ض. وبالمثل، فاإن مرافقات  الأ�صا�صات هي المجموعات الأعظمية التي ل تحوي اأي مرافق حلقة. لذا، 
فاإن متممات مرافقات الأ�صا�صات هي المجموعات الأ�صغرية التي تقطع مرافق كل حلقة.                                       ■

.G هي  روابط M(G) 37.2.8. نتيجة: مرافقات حلقات ماترويد الحلقات
غابة  كل  تقطع  التي  الأ�صغرية  المجموعات  هي  الحلقات  مرافقات  اأن  نجد   ،36.2.8 الق�صية  من  الاإثبات: 
■ اأعظمية. لذا، فاإنها مجموعات اأ�صغرية. وبحذفها، يزيد عدد المركبات؛ وهذه هي الروابط.  
ف ماترويد الروابط اأو ماترويد مرافق الحلقات لبيان G على اأنه نظام وراثي، حلقاته  38.2.8. تعريف: نُعرِّ

.G روابط
الآن، ينطبق الحذف   .M(G) ثنوي ماترويد الحلقات  ل�G هو  اأن ماترويد روابط  نعلم   ،37.2.8 النتيجة  من 
ال�صعيف على الروابط. وبما اأن كل حلقة يجب اأن تعود اإلى نقطة بدايتها، فاإنها ل ت�صتطيع قطع رابطة في �صلعٍ 

واحد فقط. وهذا يُعمّم على الماترويدات بو�صفه تو�صيفًا مميزًا اآخر لمرافقات الحلقات.
الخالية                                   غير  الأ�صغرية  المجموعات  هي   E على   M الماترويد  حلقات  مرافقات  اإن  نظرية.   .39.2.8

.C ∈ C لكل |C* ∩ C| ≠ 1 بحيث اإن C** ⊆C EE

 .C** =C C e∩  ،C* ∈ C*،C ∈ C اأن  لكل مرافق حلقة هذه الخا�صية، افتر�ض  اأن  الاإثبات: لبرهنة 
اإن *B ∈ B  بحيث  و   B  ∈  B اأن  التو�صيع تعطي  ثنوية  واأن خا�صية   ،*I ∈ C*-e و   ،C-e ∈ I فاإن  لذا، 

اأو   I ∈ C B، فاإننا نح�صل على  اأو في   B اأن تظهر في  e يجب  اأن  ، وبما  − ⊆*C e B ، و  − ⊆C e B
*I* ∈ C. وبالعك�ض، �صنبرهن اأن كلَّ مجموعة غير خالية في *I تقطع بع�ض C في *C في عن�صرٍ واحد، ولأنَّ 
 ،X* ∈ I* مرافقات الحلقات لي�صت كذلك، فاإن كل مجموعة اأ�صغرية لي�صت كذلك تكون مرافق حلقة. اختر
. لحظ اأن لكلِّ X* ∈ e، فاإن B+e تحوي حلقة C، واأن  = *B B واجعل *B مرافقَ اأ�صا�ض يحوي *X ، واإجعل
■   . { }=*X C e∩

)Matroid Minors and Planar Graphs( ة ويَّ فروع الماترويد والثنويات ال�سَّ
ى  ت�صمَّ تقلي�صها.  اأو  الأ�صلع  حذف  تكرار  طريق  عن  اأ�صغر  بيانات  على  الح�صول  يمكننا   ،Gبيان من 
ا اإذا وفقط اإذا كان  البيانات الناتجة بفروع G. لقد اأثبت واجنر )wagner [1937]( اأن البيان G يكون �صويًّ
 )[1943] Hadwiger( ن هادوايجر G ل يحوي K5 اأو K3.3 f بو�صفه بيانًا فرعيًّا )التمرين 12.2.6(. لقد خمَّ
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اأن G يكون قابلً للتلوين ب�K من الألوان اإذا خل من فرع ي�صاكل Kk+1. لحظ اأن البيان الب�صيط يكون غابةً اإذا 
وفقط اإذا خل من C3 بو�صفه فرعًا.

ماترويدات  في  والتقلي�ض  الحذف  من  كلٍّ  تاأثير  معرفة  اإلى  نحتاج  للماترويدات،  العمليات  هذه  لتعميم 
 E(G)�ل بال�صبط المجموعات الجزئية اللحلقية  ل�E(G-e) هي  اإن  المجموعات الجزئية اللحلقية  الحلقات. 
التي تحذف )تتجنب( e. وعندما ل يكون e عروة، فاإن المجموعات الجزئية اللحلقية ل�E(G.e) هي المجموعات 
اأن:  وهو  اأ�صهل،  للتقلي�ض  الثنوي  والو�صف   ،G في  حلقيٍّ  غير  يكون   e مع  اتحادها  والتي   E(G)-e�ل الجزئية 
دًا في G )تعدّ المجموعة مولِّدة اإذا احتوت  المجموعات المولدة  ل� G.e هي المجموعات التي اتحادها مع e يكون مولِّ

على �صجرة مولِّدة من كلِّ مركبة(.
ا في تعميم الرموز الم�صتخدمة بطريقة طبيعية، اإل اأنَّ هذا ي�صبب �صعوبة لأن النقا�ض عن فروع  نرغب اأي�صً
البيانات غالبًا ما يتحدث عن الأ�صلع المحذوفة، اأما النقا�ض عن فروع الماترويدات، فاإنه يتناول العنا�صر المتبقية. 
م الرموز  لذا، �صنوائم بينهما من خلل ا�صتخدام رموز الماترويد للماترويد على المجموعة المتبقية، في حين نعمِّ

الم�صتخدمة للبيانات لو�صف الماترويدات التي نح�صل عليها بحذف عن�صر واحد.
F⊇ والذي نرمز اإليه بالرمز  E 40.2.8. تعريف: افتر�ض اأن M نظام وراثيّ على E. اإن ح�صر M على 
} واإن  }/ :M F M= ⊆ ∈X F XI I ف على ال�صكل  ، هو نظام وراثي معرَّ F M|F، ونح�صل عليه بحذف 
ف  F هو نظام وراثي معرَّ F⊇ الذي نرمز اإليه بالرمز M.F  ونح�صل عليه بتقلي�ض  E تقلي�ض M على 

/− =M e M F . وعندما F=E-e، فاإننا نكتب  { }M.F MX F X F= ⊆ ∈:S S  على ال�صكل 
.=M.e. اإن فروع M هي الأنظمة الوراثية التي تظهر من M با�صتخدام كلٍّ من الحذف والتقلي�ض. .=M e M F و
ت�صير التعريفات اإلى اأن M|F و M.F نظامان وراثيّان، بالإ�صافة اإلى اأن عمليات الح�صر والتقلي�ض تبديلية                              

)التمرين 41(. تعريف التقلي�ض عن طريق الأ�صا�صات الجزئية يعطينا ثنوية طبيعية بين هذه العمليات.
41.2.8. ق�سية. للأنظمة الوراثية، فاإن عمليات الح�صر والتقلي�ض هي عمليات ثنوية بمعنى

 .(M|F)* = (M*.F) و (M.F)* = (M*|F)

    I(M.F)* = { } ( ){ }: :⊆ − ∈ = ⊆ − ∈M.F MX F F X X F F X FS S∪ الإثبات : 
= { } { }: := ⊆ ∈ = ⊆ ∈ =M M * M * /FX F X X F XS I I       

ق الأولى على*M  ، وخذِ الثنوية )الزدواجية(. الثنوية بين الحذف والتقلي�ض  لبرهنة العبارة الثانية؛ طبِّ
حد�صيّة اأكثر لبيانات الم�صتوى، وحذف �صلع e في بيان م�صتوى G يقل�ض ال�صلع الثنوي المرتبط به في *G، ف�صلً 

عن اأن تقلي�ض e يحذف ال�صلع في البيان الثنوي لهذا البيان.

42.2.8. نتيجة: في عمليات الحذف اأو التقلي�ض ل�صلع في بيان G، يكون �صلوك ماترويد الحلقات وماترويد 
الروابط كالآتي:
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M(G  -  e) = M(G)  -  e       M*(G - e) = M*(G).e

 M(G.e) = M(G).e        M*(G.e) = M*(G) - e

العمود الأول �صلوك ماترويدات  العبارات في  الاإثبات: لقد تم تعريف حذف الماترويد وتقلي�صه بحيث ت�صف 
الحلقات. وبا�صتخدام هذه وق�صية 41.2.8. نجد اأن :

M*(G  -  e) = [M(G) - e]* = [M(G) - e]* = M*(G).e

■      M*(G.e) = [M(G.e)]*=[M(G).e]*= M*(G) - e                                    
وكما نرغب، فاإن ح�صر الماترويدات وتقلي�صها يعدّ ماترويدات. 

43.2.8. نظرية. افتر�ض اأن  F ⊆ E، واأن M ماترويد على E، اإن كلًّ من M|F و M.F يكون ماترويد على 
.rM.F(X) = rM(X ∪ F) – rM(F) و rM|F(X) = rM(X) :فاإن دوال الرتبة هي ،rM وبدللة .F

يحقق   M|F فاإن  لذا،   .IM/F في  المجموعات  من  زوج  اأيِّ  على  تنطبق    M من  التو�صيع  خا�صية  اإن  الاإثبات: 
يكون   M.F=(M*|F)* اأن  نجد  )الزدواجية(  الثنوية  مبداأ  وبا�صتخدام  ماترويد.  ويكون  التو�صيع  خا�صية 
ا ماترويد. تتبع دالة الرتبة ل�M|F من تعريف IM/F. اإن وجود هذا مع تكرار تطبيق النظرية 34.2.8. على  اأي�صً

*(M*/F) يعطينا دالة الرتبة ل�M.F )التمرين 42(.
.|X|تزيد بمقدار F �ل X اإذا وفقط اإذا كانت اإ�صافة  X ∈ IM.F::و�صفًا للمجموعات الم�صتقلة rM.F �تعطي ال�صيغة ل
ل حلقة اإذا وفقط اإذا كانت الأ�صلع الثنوية المرتبطة بهذه الأ�صلع  اإن مجموعة اأ�صلع في بيان �صويٍّ G ت�صكِّ
الثنوية، فهذا  الأ�صلع والأ�صلع  التناظر الطبيعي بين  *G )النظرية 14.1.6(. وبا�صتخدام  ت�صكل رابطةً في 
ي�صير اإلى اأن ماترويد الحلقات لبيان �صوي يكون مت�صاكلً مع ماترويد الروابط *G. ومن النتيجة 37.2.8، نعلم 
*G، في�صير اإلى اأن ماترويد الروابط G و  *(M(H)). اأما تطبيق هذا على  H هو   اأن ماترويد الروابط لبيان 
ل� G يكون مت�صاكلً مع ماترويد الحلقات ل�*G. لذا، فاإن ماترويد الروابط لبيان �صويٍّ G يكون بيانيًّا. وبا�صتخدام 

ة. ويَّ نظرية كوراتو�صكي، �صنبرهن اأن ال�صرط يعطي تو�صيفًا مميزًا لل�صَّ
للثنوية.  هند�صي  غير  مفهوم  اإعطاء  طريق  عن  الم�صاألة  هذه   )Whitney [1933a] ( ويتني  تناول  لقد 
 :E(G)→ E(H)اإذا وُجِدتْ دالة تناظر G هي الثنوي المجرد للبيان H َّوبتغيير تعريفه قليلً، �صنقول اإن
H. ومع هذا  (X) مجموعة اأ�صلع حلقة في  اإذا كانت  اإذا وفقط   G اإن X ⊆ E(G) تكون رابطة في  بحيث 
التعريف، فاإن القول اأنه يوجد ل�G ثنوي مجرد هو القول نف�صه اأن ماترويد الرابطة ل�G يتحقق بيانيًّا. اإن دالة 

.M(H) و M*(G) تبرهن وجود ت�صاكل بين  التناظر
ا اإذا وفقط اإذا كان ماترويد روابطه بيانيًّا. 44.2.8. نظرية. ) Whitney [1933a]( يكون البيان G �صويًّ

الاإثبات: �صنبرهن اأولً اأن حذف الأ�صلع وتقلي�صها يحافظ على وجود الثنوي المجرد. افتر�ض اأن ل�G ثنويًّا مجردًا 
  H.e' تحت التناظر. ولإثبات اأن e المرتبط بال�صلع H صلعًا� e' وافتر�ض اأن M(H) ≅ M*(G).بحيث اإن ،H

ثنوي مجرد ل�G - e، واأن 'H - e ثنوي مجرد ل� G.e، فاإننا ن�صتخدم النتيجة 42.2.8. في ح�صاب اأن:
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M*(G - e) = M*(G).e ≅ M(H).e' = M(H.e')
 M*(G.e) = M*(G) – e ≅ M(H) – e' = M(H - e') واأن                               

لقد برهنّا اأن للبيانات ال�صوية ثنويات مجردة. ومن نظرية كوارت�صكي، نعلم اأن اأي بيان غير �صوي يحوي 
تق�صيمًا ل� K5 اأو K3,3. لذا، فاإن K5 اأو K3,3 يكون فرعًا لهذا البيان. وبما اأن حذف الأ�صلع وتقلي�صها يحافظ 
على الثنائيات المجردة، فاإنَّ اإثبات عدم وجود ثنويات مجردة ل� K5  اأو K3,3  يبرهن عدم وجود ثنيات مجردة 

للبيانات غير ال�صّويّة.
اإذا كان H ثنويًّا مجردًا ل�G، فاإن G كذلك يكون ثنويًّا مجردًا ل�H؛ لأن  M*(G) ≅ M(H)اإذا وفقط اإذا كان 
 .δ(H) ≥ g على الأقل. لذا، فاإن g �يكون م�صاويًا ل H فاإن حجم روابط ،g ي�صاوي G واإذا كان خ�صر .M(G) ≅ M*(H)

.n(H) ≤ ⌊2e(H)/δ(H)⌋ ≤ ⌊2e(G)/g⌋ ومن �صيغة جمع الدرجات نجد اأن .e(H) = e(G) وكذلك، فاإن
افتر�ض اأن H ثنوي مجرد ل� K5، وبما اأن خ�صر K5 ي�صاوي 3، فاإن n(H) ≤ ⌊20/3⌋ = 6. وبما اأنه يوجد 4 
اأو 6 اأ�صلع لروابط K5،  فاإنه يوجد لحلقات H  جميعها 4 اأو 6 اأ�صلع. لذا، فاإن H  بيان ثنائي الفرع ب�صيط. وعلى 
اأي حال، ليوجد بيان ثنائي الفرع ب�صيط له ع�صرة اأ�صلع اإذا كان عدد روؤو�صه ي�صاوي 6 على الأكثر. الآن، افتر�ض 
اأن H ثنوي مجرد ل� K3,3. بما اأن خ�صر K3,3 ي�صاوي 4، فاإن n(H) =⌊18/4⌋ =  4 وبما اأن عدد اأ�صلع اأي رابطة 
من روابط K3,3 ي�صاوي 3 على الأقل، فاإنه يوجد على الأقل ثلثة اأ�صلع لكل حلقة من حلقات H. اإذن، يكون H بيانًا 
ب�صيطًا. وعلى اأيّ حال، ل يوجد بيان ب�صيط له ت�صعة اأ�صلع اإذا كان عدد روؤو�صه ي�صاوي 4 على الأكثر                     ■

�صوي  "هند�صي" لبيان  ثنويٍّ  كلَّ  اأنَّ  بيانية  الم�صتوى  لبيانات  الروابط  اأن ماترويدات  المتعلق  التعليل  ح  يو�صِّ
فاإن ماترويد  الرغم من ذلك،  بال�صرورة، وعلى  لي�ض وحيدًا  الهند�صي  الثنوي  اأن  راأينا  ثنويًّا جبريًّا. لقد  يكون 
الحلقات لكلِّ بيان ثنوي ل�G، يجب اأن يكون M*(G). لذا، فاإن للثنويات الهند�صية ل�G جميعها ماترويد الحلقات 
نف�صه. لقد حدد وتني ) Whitney [1933b]( الحالت التي يكون فيها للبيانات ماترويد الحلقات نف�صه )انظر 

.)Kelmans (1980, 1987,1988)( التمرين 45، وانظر
يوجد العديد من التطبيقات لفروع البيانات؛ لأنها �صت�صاعدنا مبا�صرة على برهنة نظرية تقاطع الماترويدات. 
يكون  المثال،  �صبيل  فعلى  الممنوعة.  البنى  طريق  عن  الماترويدات  �صفوف  تو�صيف  في  تُ�صتخدم  اأنها  عن  ف�صلً 
ا اإذا وفقط اإذا خل من U2,4 بو�صفه فرعًا. بالإ�صافة اإلى اأنها ت�صتخدم الفروع لبناء ا�صتراتيجية  الماترويد ثنائيًّ

ربح لتعميم لعبة التج�صير على الماترويدات )النظرية 17.1.2(.

�صانون                                                         )تحويل(  انتقال  لعبة  تُلْعبُ   .e ∈ E واأن   ،E على  ماترويد   M اأن  افتر�ض  تعريف*.   .45.2.8
)M,e( )Shanon( من قِبَلِ المولّد والقاطع. يحذف القاطع عن�صرين من E-e، اأما المولد في�صادر ما 
يحذفه القاطع؛ حيث ي�صادر �صلعًا في كل حركة. يهدف المولد م�صادرة مجموعة تولد e، في حين يهدف 

القاطع منع ذلك، حيث يقوم القاطع بالحركة الأولى.
{'e,e} حلقة،  'e بحيث تكون  اإ�صافة �صلع  اأمكن محاكاة ذلك عن طريق  اإذا جعلنا المولد يبداأ الحركة، 
ويجب اأن يبداأ القاطع بحذف 'e لتجنب الخ�صارة الفورية. نح�صل على ج�صر عن طريق جعل M ماترويد حلقات 
ا�صتراتيجية  اإن  الإ�صافي.  الم�صاعد  ال�صلع  هي   e'و الم�صاعد"،  "ال�صلع  هي   e حيث   17.1.2 النظرية  في  للبيان 
الح�صول على ال�صجرة المولدة لدى المولد تنتج عن ال�صرط الكافي التالي ل�صتراتيجية الربح، ويعدّ هذا ال�صرط 

ا، اإلّ اأن اإثبات ذلك يتطلب نظرية اتحاد الماترويدات )النظرية 55.2.8(. ا �صروريًّ اأي�صً
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الموُلد  لدى  يكون   )M,e( �صانون  )تحويل(  انتقال  لعبة  في   .)Lehman  [1964]( نظرية   .46.2.8
اإن بحيث   E-e من   X1، X2 هما:  منف�صلتان  جزيئيتان  مجموعتان  وُجِدت  اإذا  ربح   ا�صتراتيجية 

.e ∈ σ(X1) = σ(X2) 
د  الاإثبات: ن�صتخدم  X1 و X2 للح�صول على ا�صتراتيجية ربح. اجعل X= σ(X1) = σ(X2) . بما اأنه يمكن للمولِّ
اأ�صا�صات منف�صلة.   X2 X1 و  M|(X+e)، فباإمكاننا افترا�ض اأن  X، واأنْ يلعب في  اأن يهمل الحذف خارج 
د f، فاإن g لم تعد متوافرة ول يمكن حذف f، اإن اأثر ذلك هو حذف وتقلي�ض.  اإذا لعب القاطع g، ولعب المولِّ
وبجعل M' = (M - g).ƒ يكون لدينا σM' (X) اإذا وفقط اإذا تحقق اأن g ∉ X و e ∈ σM(X + ƒ) و يربح المولد 

اإذا كان e عروة في 'M، وهذا يكافئ اأن e ∈ σM(F)، حيث F هي المجموعة التي �صادرها المولِّد.

 f ا  اإذا كان E| = 1|، فاإن e تكون عروة ويربح المولد. لذا، نتابع بال�صتقراء على |E|. يكفي اأن نعطي جوابًا فوريًّ
ل�g، بحيث يكون ل� M' = (M-g).ƒ  اأ�صا�صان منف�صلن. اإذا حذف القاطع  g غير الموجودة في X1 اأو في X2، فاإن 
المولد ي�صادر f  اختيارية، وتكون المجموعتان X1-g-f و X2-g-f منف�صلتين ومولدتين في 'M. لذا، يمكننا افترا�ض 
اأن g ∈ X1. تعطي خا�صية تبديل الأ�صا�ض اأن ƒ ∈ X2، حيث X' = X1 – g – ƒ ∈ B. الآن X'-f و X2-f عبارة 
■   .(M',e) في اللعبة e عن اأ�صا�صان منف�صلن يتفاديان

)Matroid Intersection( تقاطع الماترويدات

فقد قفزت نظرية الماترويدات قفزة كبيرة اإلى الأمام بعد اأن اأثبت اإدموندز مبرهنات تقاطع الماترويدات 
واتحادها، فقد اأعطى ذلك �صياقًا موحّدًا لعلقات اأ�صغر- اأكبر المعروفة جميعها التي اأ�صبحت �صهلة النتائج. 
وقد برهنا بع�صها في الوحدات  ال�صابقة. ونظرًا اإلى اإعطائها براهين موحدة ب�صيطة، فاإن هذا يوؤدي اإلى افترا�ض 

نظرية تقاطع الماترويدات من بين اأجمل مبرهنات الريا�صيات التوافقية )التركيبية(.
فين  نظرية تقاطع الماترويدات هي علقة اأ�صغر – اأكبر للمجموعات الم�صتقلة الم�صتركة بين ماترويدين معرَّ
ا ولي�ض بو�صفه ماترويدًا.  على المجموعة الأ�صا�صية نف�صها، يمكن اإفترا�ض تقاطع ماترويدين بو�صفه نظامًا وراثيًّ
فمثلً،  المختلفة.  ال�صمات  بين  للتمييز  �صفلية  دلئل  ف�صن�صتخدم   ،E مجموعة  على  ماترويد  من  اأكثر  وُجِدَ  اإذا 

.E في المجموعة الأ�صا�صية X لترمز اإلى متممة X اإلخ. وما نزال ن�صتخدم....،Mi  رمزًا لأ�صا�ض Bi ن�صتخدم

الذي  الوراثي  النظام  هو  تقاطعهما  فاإن   ،E على  وراثيين  نظامين   M1 و   M2 كان  اإذا  تعريف:   .47.2.8
.{X ⊆ E:X ∈ I1 ∩ I2} :مجموعاته الم�صتقلة هي

فعلى �صبيل المثال، تمثل مواءمات G المجموعات الم�صتقلة لتقاطع ماترويدَيِّ التجزئة الطبيعيين على مجموعة 
اأ�صلع البيان الثنائي الفرع G. وعمومًا، فهذه لي�صت مجموعات م�صتقلة لماترويد )انظر التمرين 1-2(. لذا، فاإن 

الخوارزمية الج�صعة ل تحلُّ م�صاألة المواءمة الموزونة العظمى.
ل مجموعةً غير خالية رتبتها 0. رْ اأنَّ العروةَ عن�صرٌ ي�صكِّ تنويه: تذكَّ

 .E ماترويدان على M2 و M1 افتر�ض اأن )Edmonds [1970] ،48.2.8. نظرية )نظرية تقاطع الماترويدات
اإن حجم اأكبر مجموعة م�صتقلة م�صتركة بينهما يحقق:

max{|I|:I ∈ I1 ∩ I2} = minX ⊆E{r1(X) + r2(X)}.
اختياري���ة �ص���ورة  الح�ص���بان  في  خ����ذ  ال�ص���ع����يفة،  للثن���وي���ة   )Seymour (1976)(  الاإثب��ات: 
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367 الماترويدات  2.8

 I ∈ I1 ∩ I2 و X ⊆ E. اإنَّ المجموعت���ين I ∩ X و I ∩ X هم���ا كذل���ك مجموعت���ان م�ص���تقلتان م�ص���تركتان
.|I| = |I ∩ X| + |I ∩ X| ≤ r1(X) + r2(X) 

للو�صول اإلى الم�صاواة؛ ن�صتخدم ال�صتقراء على |E|. عندما E| = 0|، فاإن كِل الطرفين ي�صاوي 0. واإذا كان كلّ 
عن�صر في E عروة في M1 اأو في M2، فاإن Max |I| = 0 = r1(X) + r2(X) ، حيث X تتكون من العرى جميعها 
في M1 . لذا، باإمكاننا افترا�ض اأن E| > 0|، واأنه يوجد e ∈ E، حيث اإن e لي�ض عروة في كِل الماترويدين. اجعل 

.M2.F و ،M1.F,M2|F,M1|F :وخذ في الح�صبان الماترويدات الآتية ،F = E-e
افتر�ض اأن k = min X  E{r1(X) + r2(X)}؛ نبحث عن مجموعة م�صتقلة حجمها K م�صتركة بين M1 و 
M1.F �واأنه ل توجد ل ،K مجموعة م�صتقلة حجمها M2|F و M1|F�واإنْ لم نجد مثل هذه المجموعة، فل توجد ل .M2 
و M2.F مجموعة م�صتركة م�صتقلة حجمها k-1. من فر�ض ال�صتقراء ومن �صيغ الرتبة )النظرية 43.2.8( نجد اأن

 r1(y+e) -1 + r2(F - y+e) -1 ≤ k – 2 واأن X ⊆ F لبع�ض r1(X) + r2(F - X) ≤ k-1 
.Y ⊆ F لبع�ض

ا�صتخدم e = Y + (F –Y) و F – X = X + e وجمع المتباينتين للح�صول على اأن:
.r1(X) + r2 (X + e) + r1(Y + e) + r2(Y) ≤ 2k + 1 

الآن، نطبق المقيا�صية الجزئية ل� r1 على X و Y+e، والمقيا�صية الجزئية ل� r2 على Y و X + e ، للتو�صيح؛ 
: ق ذلك على المتباينة ال�صابقة لتجدَ اأنَّ اكتب U = X + e و V = Y + e. وطبِّ

r1(X ∪ V) + r1(X ∩ V) + r2( Y ∪ U) + r2(Y ∪ U) ≤ 2k - 1.
 r1(Z) + فاإن الجانب الأي�صر يجمع �صاهدَيْن )مثلَين( على ،Y ∪ U= X ∩ V و ، Y ∩ U= X U V بما اأن
r2(Z)، واأنَّ الفر�ض k ≤ r1(Z) + r2(Z) لكلِّ Z ⊆ E يعطينا اأن 2k ≤ 2k - 1 اإذن، ل توجد مجموعة م�صتقلة 
■   .M2 و M1 م�صتركة بين k حجمها

YX

E

e
تنويه: ربما يكون مفيدًا ح�صر مدى الت�صغير.

فان على E، اإن اأكبر حجم لمجموعة م�صتقلة م�صتركة  49.2.8. نتيجة: افتر�ض اأن M1 و M2 ماترويدان معرَّ
بينهما هو اأ�صغر قيمة ل�  r1(X1) + r2(X2) على المجموعتين X1 و X2 ، بحيث اإن X1 ∪ X2 = E، واأن كل 
■                                                                                                                                           .Mi مغلقة في Xi

. ri(σi(X)) = ri(X) الاإثبات: ت�صير خا�صية الندماج اإلى اأن
وايجرفاري  نظرية كونج  وبرهنّا  اأُخرى،  ومعانٍ  بطرق  الماترويدات  تقاطع  نظرية  برهنّا حالت خا�صة من  لقد 
بطرق مختلفة، وقد برهنا التو�صيف المميز لفورد وفولكر�صون الخا�صة بال� CSDRS من نظرية منجر في النظرية 
25.2.4. وعندما يكون لدينا ماترويدان على المجموعة نف�صها، فاإن نظرية تقاطع الماترويدات تخبرنا اأنه يجب 
اأنْ تكون هناك علقة اأ�صغر - اأكبر لأكبر حجم لمجموعة م�صتقلة م�صتركة، وتخبرنا كذلك ماذا يجب اأن تكون 

ا. النتيجة، وتعطينا اإثباتًا على ذلك اأي�صً
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50.2.8. نتيجة: )Konig (1931)( و )Egerv'ary (1931)( في اأي بيانٍ ثنائي الفرع، يكون حجمُ اأكبر 
مواءمة م�صاويًا لحجم اأ�صغر غطاء روؤو�ض.

الاإثبات: عندما يكون كلّ من  M1 و M2 هما ماترويدي التجزئة الم�صتحدثَيْن من قِبَلِ مجموعتي التجزئة لروؤو�ض 
G  U1 و U2، فاإن المواءمات هي المجموعات الم�صتقلة الم�صتركة بين M1 و M2.. اإذا كانت X1, X2 ⊆ E، فاإن 
 G�فاإنه يوجد ل ،E = X1 ∪ X2 ومن هنا، اإذا كانت Xi التي تقع على اأ�صلع في Ui تح�صب روؤو�ض ri(Xi) الرتبة
غطاء روؤو�ض من الحجم r1(X1) + r2(X2) با�صتخدام روؤو�ض Ui لتغطية Xi. وبالعك�ض، اإذا كان T1 ∪ T2 غطاء 
 ،X1 ∪ X2 = E فيكون لدينا ،Ti ت�صاوي مجموعة الأ�صلع التي تقع على Xi فاجعل ،Ti ⊆ Ui روؤو�ض بحيث اإن

بحيث اإن Xi مغلقة في Mi، واأن |r1(X1) + r2(X2) = |T1| + |T2. ن�صتنتج اأن:
■  α'(G) = max {|I|: I ∈ I1 ∩ I2}= min{r (X)1 + r2 (X2)} = 𝜷𝜷 (G)

تنويه: النتيجة الآتية  ت�صتخدم دالة الرتبة للماترويدات الم�صتعر�صة.
51.2.8. مثال:الماترويدات الم�صتعر�صة )انظر المثال 13.2.8(. افتر�ض اأن A1 U …. U Am = E، وافتر�ض 
X ⊆ E اإذا كانت  [m]. خذ في الح�صبان  E و  G هي بيان الوقوع المناظر الذي مجموعاته الجزئية  كذلك اأن 
|N(Y) | < |Y| لبع�ض Y ⊆ X ، فاإن Y تُجبر وجود |Y| - |N(Y)| عن�صر غير مُ�صبع في X وبتطبيق �صرط هال 

(Halls Condition) على X فاإن r(X) = min {|X| - (|Y| - |N(Y)|: Y ⊆ X)} )التمرين 51(.
 ،A(J) = Ui∈J Ai اأنه بدللة البيان Ore (1955)(. افتر�ض  اأور،  ل�r(X) )انظر  نح�صل على تعبير اآخر 
لحظ اأن A(J) = N(J) وبتطبيق �صرط هال على [M]، ن�صتطيع كتابة اأكبر حجم لمواءمة على ال�صورة 
r(M) = min{m – (|J| - |A(J)| : J ⊆ [m])} لتحديد اأكبر عدد من العنا�صر في X ⊆ E التي يمكن 

مواءمتها، فاإننا نهمل عنا�صرE - X، وبذلك نح�صل على:
r(X) = min J⊆ [m]{|A(J) ∩ X |- |J| + m}

J

E
Y A (J )

N(Y )
[m]

 اإن ال�صيغة الأولى ل� r(X) ت�صتخدم جوارات المجموعات الجزئية من E، اأمّا ال�صيغة الثانية فت�صتخدم جوارات 
لماترويد  الرتبة  دالة  هي  الثانية  الرتبة  �صيغة  اأن  مبا�صرة   53 التمرين  يبرهن   [m] من  الجزئية  المجموعات 
الم�صتعر�صة في  الماترويدات  المعلومات عن  من  المزيد  الفرع. تجد  ثنائي  مواءمات  من  نتائج  على  العتماد   دون 
■   .)Lova'sz- plummer (1986)( وفي )Mirsky (1971)(

 )CSDR( المختلفة التمثيلت  يوجد نظام م�صترك من   )Ford-Fulkerson (1958)( :نتيجة  .52.2.8
للعائلت A = {A1, ... ,Am}  وB = {B1, ... ,Bm} اإذا وفقط اإذا تحقق لكل I, J ⊆ [m] اأن

|(Ui∈I Ai) ∩ (i∈J Bj)| ≥ |I| + |J| - m| 

HE_Graph_CH08_6th_Draft_01.indd   368 2/23/2014   12:37:45 PM



369 الماترويدات  2.8

 M2 و M1 الجزئي الم�صترك هو مجموعة م�صتقلة م�صتركة في الماترويدين الم�صتعر�صين SDR�ال اإن  الاإثبات: 
ال�صرط �صياغة  اإعادة  اإلى  فنحتاج  ا،  تامًّ  CSDR يوجد  متى  ولتحديد   ،B و   A قِبَلِ  من   E على   الم�صتحدثين 

r1(X) + r2 (X) ≥ m فقط لإيجاد ال�صرط المنا�صب على اأنظمة المجموعة.

اإن �صيغ الرتبة من المثال 51.2.8. تعطينا اأن:

r1(X) + r2 (X) = 
I ⊆ [m]
min {|A (I) ∩ X | - |I| + m} + 

J ⊆ [m]
min {| B(J) ∩ X | -|J| + m}

لذا فاإن r1 (X) + r2 (X) ≥ m اإذا وفقط اإذا تحقق اأن

.I,J ⊆ [m] و X ⊆ E لكل |A(I) ∩ X | + |B (J) ∩ X | ≥ | I| + | J| - m

 A(I) ∩ B(J) في الجانب الأي�صر اإن كلَّ عن�صر من Eفخذ في الح�صبان م�صاهمة عن�صر من ،J و I اإذا اأعطيت
 X تُح�صب اإذا وفقط اإذا كانت تنتمي اإلى A(I) – B(J) وعنا�صر ،X اأم في X يُح�صب مرة واحدة �صواء اأكان في
ر اإلى الحدّ الأدنى ل�I و J عندما A(I) –B(J) ⊆ X، و B(J) – A(I) ⊆ X، وفي  غَّ لذا، فاإن الجانب الأي�صر يُ�صَ
■ هذه الحالة يكون الجانب الأي�صر م�صاويًا |A(I) ∩ B(J)|، وهذا يعطينا �صروط فورد وفولكر�صون.  

مُ اإلى تقاطع الماترويدات، حيث تعطي الخوارزمية  طريق الم�صار المو�صع اإلى مواءمة كبرى لثنائي الفرع يُعَمَّ
|r1(X) + r2 (X) = |I، انظر  اإن  X بحيث  اأكبر ما يمكن، ومجموعة  I حجمها  مجموعة م�صتقلة م�صتركة 

.)Faigle [1987]( و )Edmonds [1979](و .)Lawler [1976](

)Matroid Union( اتحاد الماترويدات

اأن مفهومًا طبيعيًّا لتحاد ماترويدين يعطينا ماترويد.  اإل  يكون ماترويد،  نادرًا ما  تقاطع ماترويدين  اإن 
اإن مفهوم التحاد بالإ�صافة اإلى علقة اأ�صغر اأكبر المفيدة لدالة الرتبة، هو محتوى نظرية اتحاد الماترويدات. 
ول�ض                             اأثبت  لقد  الأخرى.  من  منهما  كلٌّ  ا�صتقت  حيث  متكافئة،  واتحادها  الماترويدات  تقاطع  مبرهنات  تعدُّ 

)Welsh (1976)( نظرية اتحاد الماترويدات اأولً، وهنا �صنبرهن نظرية تقاطع الماترويدات اأولً.

M على  الوراثي  النظام  E هو  M1,…M2 على  الوراثية  للأنظمة   M1 ∪ ... ∪ Mk تعريف: التحاد   .53.2.8  
 M1⊕ ... ⊕ Mk المبا�صر  الجمع  واأن   IM = {I1 ∪ ... ∪ Ik : Ii ∈ I i} الآتية:  ال�صورة  على  ف  المعرَّ  E
على  M على  الوراثي  النظام  هو   E1,... Ek المنف�صلة  المجموعات  على   M1,…Mk الوراثية   للأنظمة 

. Im = {I1 ∪ ... ∪ Ik : Ii ∈ Ii}:المعرف على ال�صورة الآتية E1 ∪ ... ∪ Ek

 M'1,... ,M'K�ل اتحادًا  بو�صفه   E1,... EK على   M1 ⊕ ... ⊕Mk المبا�صر  الجمع  عن  التعبير   يمكن 
علىE' = E1 ∪    ∪EK، وذلك بجعل M'i ن�صخة من Mi مع العنا�صر الإ�صافية ل� E' - Ei التي ت�صاف ب�صفتها 
دًا، فاإن الجمع المبا�صر يكون ماترويد تجزئة مُعمّمًا. هنا  عرى في الحالة التي يكون فيها كل من M'i ماترويد موحَّ

.|X ∩ Ei| ≤ ri اإذا تحقق اأن X ∈ I و ،r1,... ,rK توجد اأعداد �صحيحة موجبة ،E تجزئ E1, ... Er

.i لكل ri = 1 اإن ماترويد التجزئة الذي تّم تعريفه �صابقًا يظهر عندما

فاإن الجمع   ،E1,... Ek فة على مجموعات منف�صلة  M1, ... Mk ماترويدات معرَّ اإذا كانت  54.2.8. ق�صية. 

HE_Graph_CH08_6th_Draft_01.indd   369 2/23/2014   12:37:45 PM



الفصل 8     مواضيع إضافية )اختياري(370

المبا�صر M = M1 ⊕ ... ⊕ Mk يكون ماترويد.

الاإثبات: بما اأن E1,... Ek منف�صلة زوجًا زوجًا، فاإن التقاطع لأي I ∈ I مع كل Ei يكون مجموعة م�صتقلة في 
Mi. اإذا كانت كل من I1, I2 ∈ I و |I2| > |I1|، فاإن |I2 ∩ Ei| > | I1 ∩ Ei| لبع�ض i وبما اأن كلًّ من المجموعتين 
I2. لذا، فاإن I1 من  تو�صيع  اإلى ذلك، يمكن  I2 ∩ Ei وا�صتنادًا  I1 ∩ Ei من  تو�صيع  Mi، فباإمكاننا   م�صتقلة في 
■  M1⊕ ... ⊕ Mk يحقق خا�صية التو�صيع.  

تنويه: با�صتخدام الجمع المبا�صر، ن�صتطيع برهنة اأن اتحاد الماترويدات يكون ماترويد دائمًا، وكذلك نح�صب 
دالة الرتبة.

 )Nash-Willams(1966) و Edmonds-Fulkerson (1965)( �55.2.8. نظرية. نظرية اتحاد الماترويدات ل
 M = M1 ∪  , ... ,∪ Mk فاإن ،r1 , ... , rK لها دوال رتبة E ماترويدات على M1 , ... , Mk اإذا كانت

.r(X) = 
Y⊆x

min  (| X -Y| +∑ri(Y)) يكون ماترويد، دالة رتبته

اإثبات ال�صيغة لدالة الرتبة، �صنحقق خا�صية المقيا�صية الجزئية  الاإثبات: )باتباع �صرجفر Shrijver(. بعد 
 M الوراثي  r(E) في ح�صر النظام  اأولً، نختزل ح�صب دالة الرتبة لح�صاب  M عبارة عن ماترويد.  اأن  لإثبات 
 على المجموعة X، يكون لدينا  IM|X = {Y ⊆ X : Y ∈ IM}، و r M|X (Y) = rM (Y) ل� Y ⊆ X لذا، فاإن

.rM (X) نح�صل على M/ X وبتطبيق �صيغة الرتبة للتحاد كلّه على M | X = Ui (Mi | X) 

خذ في الح�صبان �صبكة حجمها k في |E| من العنا�صر 'E التي فيها العمود رقم j ,Ej يتاألف من k ن�صخة 
N1 اأكبر حجم لمجموعة م�صتقلة في  ي�صاوي  'E بحيث  N2 على  و   N1 ف ماترويدين  نعرِّ  .ej ∈ E العن�صر   من 
N1 بتطبيق نظرية تقاطع الماترويدات على rM (E) M. ومن ثَمَّ نح�صب   و N2 اأكبر حجم لمجموعة م�صتقلة في 

ف i في 'E. واجعل N1 ي�صاوي ماترويد الجمع المبا�صر                                           فة على العنا�صر Ei لل�صَّ و N2 اجعل M'i  ن�صخة من Mi معرَّ
.{Ej} من تجزئة الأعمدة E' ي�صاوي ماترويد التجزئة الم�صتحدث على N2 و ،M'1 ⊕ ... ⊕ M'k    

M ‘X ‘k k

M ‘1

E

E

k

j

e j

Ei

1

X ‘2

X ‘1

لكل مجموعة X IM تفكيك ب�صفته اتحادًا منف�صلً لمجموعات جزئية Xi ∈ Ii، لأن Ii عائلة وراثية. اإذا اأُعطيتَ 
تفكيكًا  ل�X∈ IM {Xi}، فاجعل X'i ن�صخة من Xi في Ei. بما اأن {Xi} منف�صلة، فاإن X'i ∪ يكون م�صتقلًّ في 
 N2، وXi ∈ Ii تعطي اأن X'i∪ يكون م�صتقلًّ كذلك في N1. من X ∈ IM ، نكون قد بنينا X'i ∪ من الحجم |X| في
 |X'| الحجم  من   IM في  لمجموعة  بتفكيك  ترتبط   X' ∈ I N1 ∩ IN2 اأي  فاإن  وبالعك�ض،   IN1 ∩ IN2  
فاإن  لذا،  العنا�صر.  من  م�صاعفة  ن�صخ  ح�صول  تمنع   N2 لأن  E؛  اإلى  رجوعًا   X' ∩ E' المجموعات  يُنتقل   عندما 
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371 الماترويدات  2.8

r(E) = max {|I| : I ∈ IN1 ∩ I N2} . ولح�صاب هذا، اجعل دالتي رتبة N1 و N2 هما q1 و q2، واجعل r'i هي دالة 
الرتبة للن�صخة M'i من Mi على Ei. لدينا q1 (X') = ∑ r'i (X' ∩ Ei)، q2 (X') ت�صاوي عدد عنا�صر E التي 
.r (E) = min X' ⊆ E' {q1 (X') + q2 (E' – X')} :اإن نظرية تقاطع الماترويدات تعطينا اأن .X' لها نُ�صخ في
من النتيجة 49.2.8 نجد اأن الأ�صغر )min( يتحقق من قِبَلِ مجموعة 'X  حيث 'E' - X  تكون مغلقة في N2. اإن 
المجموعات المغلقة في ماترويد التجزئة N2 هي المجموعات التي تحوي كلَّ �صيء اأو ل �صيء من الن�صخ لكل عن�صر 
ل�'E. اإذا اأعطينا 'X بحيث ;'E' – X مغلقة في N2. اجعل Y ⊆ E هي مجموعة  الكلية  الأعمدة  – اتحادات 
العنا�صر التي ت�صتمل ن�صخها 'X. اإذن، |q2 (E' – X') = | E - Y و 'X تحوي ن�صخ العنا�صرY جميعها. لذا، فاإن 
.r (E) = min Y ⊆ E {| E – Y | + ∑ ri (Y)} وبذلك، ن�صتنتج اأن q1 (X') = ∑ r'i (X' ∩ E') = ∑ ri (Y)
 لبرهنة اأن M ماترويد، �صنحقّق المقيا�صية الجزئية ل�r. افتر�ض اأنَّ X, Y ⊆ E اإنَّ �صيغة r تعطينا اأنه يوجد
 U ∩ V وبما اأن r (X) = | X - U| + ∑ ri (U); r (Y) = | Y - V| + ∑ ri (V) بحيث V ⊆ Y و U ⊆ X

X ∩ Y ⊇، وU ∪ V ⊆ X ∪ Y فاإننا نح�صل على:

r (X ∩ Y) ≤ |(X ∩ Y) – U ∩ V | + ∑ ri (U ∩ V);
r(X ∪ Y) ≤ |(X ∪ Y) – U ∪ V| + ∑ ri (U ∪ V);

 وبعد تطبيق المقيا�صية الجزئية لكل ri وال�صكل اأدناه، فاإن هذه المتباينات تقود اإلى اأن:
■    .r( X ∩ Y) + r ( X ∪ Y ) ≤ (X) + r(Y) 

VU

YX
1

2

2

1 1 000 1

( ) ( ) ( ) ( )− + − = − + −X Y U V X Y U V X V Y V∩ ∩ ∪ ∪ U( ) ( ) ( ) ( )− + − = − + −X Y U V X Y U V X V Y V∩ ∩ ∪ ∪

لتطبيق نظرية تقاطع الماترويدات؛ يجب اأن يكون N1 ماترويد، وهذا يتطلب اأن تكون ال�{Mi} ماترويدات. 
لذا، فاإن �صيغة الرتبة هذه ل تنطبق على اتحادات لأنظمة وراثية اختيارية.

اإن نظرية اتحاد الماترويدات تعطينا براهين ق�صيرة لعلقات اأ�صغر- اأكبر لم�صائل التغطية والتحزيم. في 
ن  كل �صيغةٍ اأدناه، تكون المجموعات الجزئية الأمثل مغلقة؛ وذلك لأن النتقال )التحويل( من X اإلى σ (X) يُح�صِّ

ا. الب�صط دون تغيير المقام في الأ�صل، يوجد للنتائج على البيانات براهين �صعبة متعلقة بهذا المو�صوع خ�صو�صً
56.2.8. نتيجة: نظرية تغطية الماترويدات ( Edmonds[b 1965]) اإذا كان M ماترويد خاليًا من العرى 

  maxX⊆E⌈ |X| ⌉r(X)  axX⊆ E هو E فاإن اأقل عدد من المجموعات الم�صتقلة التي اتحادها ،E على
الاإثبات: افتر�ض اأن M1, ... Mk ن�صخ من M على E. اإن المجموعة E هي اتحاد ل�k من المجموعات الم�صتقلة 
اأن الماترويدات، نجد  M' = M1 ∪ ... ∪ Mk. ومن نظرية اتحاد  E م�صتقلة في  اإذا كانت  اإذا وفقط   M  في 

|r' (E) ≥ |E تكافئ |E| - |Y| + ∑ ri (Y) ≥ |E| لكلY ⊆ E، وبما اأن ri (Y) = r(Y) لكل I، فاإنا ن�صتنتج 
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الفصل 8     مواضيع إضافية )اختياري(372

■    .Y ⊆ E لكل k r (Y) ≥ | Y | مجموعة م�صتقلة اإذا وفقط اإذا كان k اتحاد E اأن
                                  G بيان  اأ�صلع  لتغطية  يلزم  الغابات  من  عدد  اأقل  اإن   )[1964] Nash-Williams(:نتيجة  .57.2.8

.
⊆  −   n

e )ي�صمى ت�صجير G( ي�صاوي

الاإثبات: (Edmonds [1965b]) يتبع هذا فورًا من تطبيق النتيجة 56.2.8. على M(G). اإن اأف�صل حد اأدنى 
■   .)M(G) يرتبط بمجموعة مغلقة في( H يظهر من بيان جزئي م�صتحدث مترابط
58.2.8. نتيجة: نظرية تحزيم الماترويدات )Edmonds [1965c]( اإذا كان لدينا ماترويد M على E، فاإن 

    
  −   
  −      
  −   
  −   e E X

XEr r
اأكبر عدد من الأ�صا�صات المنف�صلة زوجًا زوجًا ي�صاوي 

 M' في التحاد r' (E) ≥ k r (E) من الأ�صا�صات المنف�صلة اإذا وفقط اإذا كانت k تحوي E الاإثبات: المجموعة
للماترويدات M1,...Mk التي هي ن�صخ من M على E من نظرية اتحاد الماترويدات، نجد اأن هذا يتطلب تحقيق 
E| - |Y| + ∑ r i (Y) ≥ k r (E)| لكل Y ⊆ E، وبما اأن r i (Y) = r (Y) لكل i، فاإننا ن�صتنتج وجودK اأ�صا�صًا 
 ■    .Y ⊆E لكل |E| - |Y| ≥ k (r(e) – r (Y)) منف�صلً اإذا وفقط اإذا تحقق اأن

) Tutte [1961a] [1961] Nash- Williams( :59.2.8. نتيجة 
للروؤو�ض  P لكل تجزئة  وُجِدَ  اإذا  اإذا وفقط  زوجًا  زوجًا  k �صجرة مولدة منف�صلة �صلعيًّا  يوجد   ،G  للبيان 

.P صلعًا على الأقل، بحيث تكون نقاطها الطرفية موجودة في مجموعات مختلفة من مجموعات� k (|P| - 1)

الاإثبات: )Edmonds [1965c](. لحظ اأنه يمكن افترا�ض اأن G مترابط. وبتطبيق النتيجة 58.2.8 على 
المجموعات  اإن   .X لكل مجموعة مغلقة   |E| - |X| ≥ k (r(E) – r (X)) تكون  اأن نحدد متى  M(G)، يجب 
 .V1,... VP ل�V(G) اإلى مجموعات روؤو�ض تحدث بيانات جزئية مترابطة لكل تجزئة  المغلقة مترابطة بتجزئات 
الأ�صلع  �صبُ  تَحْ  |E| - |X| اأن  n - p. وبما  التي رتبتها   ∪ E (G [Vi]) المرتبطة هي   X المغلقة  اإن المجموعة 
وفقط اإذا  منف�صلة  مولدة  �صجرة   K للبيان  فاإن   ،r(E) – r (X) ≥ p - 1 واأن  التجزئة،  مجموعات   بين 
 اإذا تحقق ال�صرط.   ■

)Exercises( تمارين
1.2.8.)-( اأثبت اأن المجموعات الم�صتقرة لبيان ل تكون بال�صرورة هي المجموعات الم�صتقلة لماترويد، وذلك من 
خلل اإيجاد بيانات موزونة الروؤو�ض؛ حيث اإن الن�صبة بين اأكبر وزن لمجموعة م�صتقرة الوزن الذي تم اإيجاده بج�صع 

اإلى مجموعة م�صتقرة تكون كبيرة اختياريًّا.
الم�صتقلة  المجموعات  من  عائلة  الم�صتقرة  مجموعاتها  ل  ت�صكِّ التي  للبيانات  مميّزًا  تو�صيفًا  اأعطِ   )-(.2.2.8

لماترويد على مجموعة الروؤو�ض.
ا. 3.2.8.)-( اأثبت اأنَّ كلَّ ماترويد تجزئة يكون ماترويد م�صتعر�صً

ل الخوارزمية الج�صعة لتح�صل )مع اإثبات( على خوارزمية لإيجاد مجموعة م�صتقلة موزونة كبرى في  4.2.8. عدِّ
ماترويد له اأوزان حقيقية اختيارية )لي�صت بال�صرورة غير �صالبة( على العنا�صر.

الم�صتقلة لماترويد على مجموعة  ل مواءمتها عائلة من المجموعات  ت�صكِّ التي  للبيانات  زًا  تو�صيفًا مميَّ اأعطِ   .5.2.8
الأ�صلع.

زًا للبيانات التي ماترويدات  د الماترويدات الموحدة التي تكون متحققة بيانيًّا. واأعطِ تو�صيفًا مميَّ 6.2.8.)!( حدِّ
دة. حلقاتها تكون ماترويدات موحَّ

زًا لماترويدات الحلقات التي  د ماترويدات التجزئة التي تكون متحققة بيانيًّا. واأعطِ تو�صيفًا مميَّ 7.2.8.)!( حدِّ
تكون ماترويدات تجزئة.

يِّ فقط، اأثبت اأن الماترويدات المتجهة تحقق خا�صية الحلقات المُ�صْتحدثة: اإن  8.2.8. با�صتخدام العتماد الخطِّ
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اإ�صافة عن�صر واحد اإلى مجموعة م�صتقلة من المتجهات يُوجِد مجموعة غير م�صتقلة واحدة على الأكثر.
9.2.8. �صف حلقات الماترويد الم�صتعر�ض M بدللة البيان الثنائي الفرع  المناظر G، با�صتخدام خوا�ض البيانات 

الثنائية الفرع فقط. وبرهن اأن M تحقق خا�صية الحذف ال�صعيف.
مركبات  عدد  ت�صاوي   k(X) اأن  كذلك  وافتر�ض   .G�ل الحلقات  ماترويدات  هي   M(G) اأن  افتر�ض   .10.2.8
 V و U اجعل . ( ) ( )= −r X n k X د GX الذي مجموعة اأ�صلعه هي X. وبذلك، فاإن  البيان الجزئي الموُلِّ
U :ت�صاوي البيان الثنائي الذي مجموعتا روؤو�صه هما H على الترتيب، واجعلGY و GX مجموعتي المركبات في 

 :v و u عندما تتقاطع المركبات المرتبطة في ↔U v و V، حيث 
k  a( اح�صب عدد روؤو�ض مركبات H بدللة الأعداد k(X),k(Y)  و  k. اأثبت اأن 

b( ا�صتخدم فرع )a( لبرهنة خا�صية المقيا�صية الجزئية ل�M(G) دون ا�صتخدام اأيّ خوا�ض اأخرى للماترويدات. 
.)[1979]Aigner (

الرتبة  دالة  اأن   - مبا�صرة   - لتبرهن   )Kônig –Egerv'ary( واإيجرفاري  كونج  نظرية  ا�صتخدم   .11.2.8
للماترويد الم�صتعر�ض تكون مقيا�صية جزئية.

 ، ⊆X E ل�  ، ( ) { },= −E V D s t لتكن   .t وم�صبّ   s منبع مميَّز  له  بيان موجه   D اأن  افتر�ض   .12.2.8
. اأثبت اأن r مقيا�صية جزئية . UX t S اإلى  X∪ ) ت�صاوي عدد الأ�صلع من  )r X اجعل 

13.2.8. )-( اإذا كان X ينتمي اإلى نظام وراثي، اأثبت اأن الخوا�ض الآتية تكون متكافئة وتعطي تو�صيفًا مميزًا للعرى:  
 (a( ) 0=r x
 (	( )σ∈ φx
 (c حلقة x

 (d .ل ينتمي اإلى اأيِّ اأ�صا�ض x 
 (e.تكون غير م�صتقلة x كلُّ مجموعة تحتوي على
 (f⊆X E  x تنتمي اإلى مولد كل 

، واأن اأيًّا منها لي�ض عروةً: ≠X Y 14.2.8. اأثبت تكافوؤ التو�صيفات الممُيَّزة الآتية للعنا�صر المتوازية على افترا�ض اأن 
 (a( ) ( ) ( ) ( )1,   ,   σ σ= = ∈ ∈r X r Y Y X X Y  )c   { },x y ∈C    )b   ( ), 1=r x y  

, في ماترويد على E. اأثبت اأن  ⊆X Y E ) لبع�ض ) ( )r X r X Y= 

15.2.8.)-( افتر�ض اأنَّ 
هل يتحقق العك�ض؟ ( ) ( )=r X Y r Y∪

16.2.8. افتر�ض اأنَّ M نظام وراثيّ باأوزان غير �صالبة على E، اأثبت - مبا�صرة - اأنه اإذا كان M يحقق خا�صية 
تبديل الأ�صا�ض )B(، فاإن الخوارزمية الج�صعة تولِّد دائمًا اأ�صا�صًا موزونًا اأعظم.

17.2.8. بديهيات ماترويد بديلة. افتر�ض اأنَّ M نظام وراثيّ، اأثبت ت�صمينات M الآتية مبا�صرةً: 
 (a.)A( المت�صا�ض ال�صعيف )R( المقيا�صية الجزئية )-( تت�صمّن
)الت�صاق((. 	)  النتظام  ا�صتخدام  )دون   )R(الجزئية المقيا�صية   )'A'( القوي  المت�صا�ض  يت�صمّن 

.) ∆X Y )م�صاعدة: ا�صتخدام ال�صتقراء على 
 (c.)J( وحدانية الحلقات الم�صتحدثة )B( يت�صمّن تبديل الأ�صا�ض
 (d.)C( الحذف ال�صعيف )J( وحدانية الحلقات الم�صتحدثة )-( تت�صمّن
 (e على وال�صتقراء    J  ا�صتخدم )م�صاعدة:   .)I( التو�صيع   )J( الم�صتحدثة  الحلقات  وحدانية  تت�صمّن 

1 لتح�صل على التو�صيع(.   2−I I
)ال�صديد  ال�صعيف  فوق  التو�صيع  خا�صية  ق  حقَّ اإذا  وفقط  اإذا  ماترويد  يكون  الوراثي  النظام  اأنَّ  اأثبت   .18.2.8
.e ∈ I2 - I1 لبع�ض   I1 + e ∈ I فاإن   ، 1 2 1− =I I و   2 1>I I اإن  بحيث   I1, I2 ∈ I كانت  اإذا   ال�صعف(: 

.)Chappell [1994a]( 
. واح�صل على 'I من I بحذف المجموعة التي تقطع  ⊆A E ت  19.2.8.)-( افتر�ض اأنَّ M ماترويد على E، وثبِّ

.E هي عائلة المجموعات الم�صتقلة لماترويد على I' اأثبت اأن .A
+B e ) تمثِّل الحلقة الوحيدة في  ),C e B . اجعل  ∉ ∈e B B B َّواأن ،E ماترويد على M َّ20.2.8. افتر�ض اأن

 (a. ( ),C e B − تكون اأ�صا�صًا اإذا وفقط اإذا كان f ينتمي اإلى  +B f e ، اأثبت اأنَّ  ∉e B اإذا كانت 
 (	.B لأ�صا�ض ( ),=C C e B ، اأثبت اأنَّ  ∈ ∈e C C  ل�
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 ،C اأثبت على وجود حلقة وحيدة .
1 2 2∆ =B B  : 21.2.8. )-( افتر�ض اأنَّ B1 و B2 اأ�صا�صان لماترويد بحيث اإنَّ

.
1 2 1 2∆ ⊆ ⊆B B C B B∪ بحيث اإن 

 ، 2 2⊆X B ، فبرهن على وجود 
1 1⊆X B 22.2.8.)-( افتر�ض اأنَّ B1,B2 اأ�صا�صان لماترويد M. اإذا كانت 

(Greene [1973])  M �يكونان اأ�صا�صين ل ( )2 2 1−B X X∪ ) و  )1 1 2−B X X∪ بحيث اإن 
:M اأ�صا�صان مختلفان لماترويد B2 و B1 23.2.8.)!( افتر�ض اأن

 (a 2 وذلك∈f B e∋1 يجاور  B افتر�ض اأن G بيان ثنائي بحيث اإن B1 و B2 هما مجموعتا روؤو�صه، واأن 
 .G�اأثبت على وجود مواءمة كاملة ل .

2 + − ∈B e f B عندما يتحقق اأن 
 (	 ( )2 π− +B e e 1 بحيث اإن المجموعة  2:π →B B ا�صتنتج من الفرع )a( وجود اقتران تناظر 

. 1∈e B ت�صكل اأ�صا�صًا ل�M لكل 
:M اأ�صا�صان مختلفان لماترويد B2 و B1 َّ24.2.8. )!( افتر�ض اأن

اأ�صا�صات )م�صاعدة:  B2 تكون   1 − +B f e 1 و  − +B e f ، بحيث اإن 2∈f B e∋1 يوجد  B اأنه لكل  اأثبت    )a 
ا�صتخدم خا�صية ال�صراكة )الندماج( لحظ اأن هذا يعمّم التمرين 34.1.2(.

 e 1 بحيث اإن 2:π →B B   b(  ا�صتخدم ماترويد الحلقات M(K4) لتبرهن اأنه ربما ل توجد اأيّ دالة تناظر 
. 1∈e B ) يحققان فرع )a( لكل  )π=f e و 

) هو حلقة لماترويد على E ي�صكل مجموعة اأ�صا�صية من الحلقات اإذا  )−E r E 25.2.8.)-( اإن جمعًا موؤلفًا من 
) ولكنها ل تحوي عن�صرًا دليله اأعلى من  )r E +i

e ,....,1 بطريقة ما، بحيث اإن Ci تحوي  ne e اأمكن ترتيب العنا�صر 
 .)[1935] Whitney( .ذلك. اأثبت على وجود مجموعة اأ�صا�صية من الحلقات لكل ما ترويد

} بحيث ل يكون اأيّ منها محتوًى في اتحاد البقية، واإذا  }iC 26.2.8.)-( اإذا اأعطيت k من الحلقات المختلفة 
.)[1976] Welsh( ،يحوي حلقة ∪𝑖𝑖𝑖𝑖

𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∪𝑖𝑖𝑖𝑖
𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∪𝑖𝑖𝑖𝑖

𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑥𝑥 ∪𝑖𝑖𝑖𝑖
𝐾𝐾𝐾𝐾 𝐶𝐶𝐶𝐶𝑖𝑖𝑖𝑖 − 𝑥𝑥𝑥𝑥 

، فبرهن اأن  <X K اأعُطيت كذلك مجموعة X بحيث اإن 
م�صتخدمًا  القوي  الحذف  خا�صية  تت�صمّن  ال�صعيف  الحذف  خا�صية  اأن  اأثبت  وراثيّ،  نظام  لأيِّ   )+(.27.2.8

 .)Lehman [1964]( ،
1 2C C∪ ال�صتقراء على 

 ، ∈e E واأن   ،E M ماترويد على  اأن  – اأكبر لمجموعة م�صتقلة موزونة. افتر�ض  اأ�صغر  28.2.8. )!( علقة 
، بحيث تظهر  1 2 .....⊆ ⊆X X بحيث اإن وزن (w(e)) غير �صالب. اجعل A ت�صاوي مجموعة في ال�صل�صل 
رُ المجموعات في ال�صل�صلة(. ا�صتخدم الخوارزمية  e∋ على الأقل في w(e) مجموعة في ال�صل�صلة )ربما تُكَرَّ E كل

. ∈  𝑤𝑤𝑤𝑤 𝑒𝑒𝑒𝑒 ∈
𝑒𝑒𝑒𝑒∈𝑙𝑙𝑙𝑙

 𝑟𝑟𝑟𝑟 𝑋𝑋𝑋𝑋𝑖𝑖𝑖𝑖
𝑖𝑖𝑖𝑖

 i∈I
الج�صعة لتبرهن اأن: 

29.2.8.)-( افتر�ض اأن r و σ هما دالتا الرتبة والتوليد لماترويد ما. اأثبت اأن :
r(X) = min{|Y|: Y ⊆ X, σ(Y) = σ(X)}

.(Lazarson [1957]) r 2 مجموعة مغلقة للماترويد الذي رتبتهr 30.2.8. اأثبت اأنه يوجد على الأقل
31.2.8. اأثبت اأن الماترويد يكون ب�صيطًا اإذا وفقط اإذا تحقق ما ياأتي: 1( ل يوجد اأي عن�صر يظهر في كل م�صتوى 
زائدي. 2( من كل زوج من العنا�صر المختلفة، يوجد م�صتوى زائدي يحوي واحدًا منها بال�صبط. اأثبت اأن هذين 

ال�صرطين يكفيان لأن تكون عائلة من المجموعات جمعًا من الم�صتويات الزائدية لماترويد ب�صيط.
32.2.8. في ماترويد ما، اأثبت اأن مجموعة تكون تحت اأ�صا�ض اإذا وفقط اإذا كانت م�صتوى زائديًّا.

33.2.8. ا�صتخدم خا�صية الحذف ال�صعيف في اإعطاء تو�صيف مُميّز عندما تكون عائلة من المجموعات عائلة 
م�صتويات زائدة لماترويد ما.

34.2.8. اأثبت اأن المجموعات المغلقة لماترويد ما هي المتممات لتحادات مرافقات الحلقات.
:M مجموعة مغلقة في ماترويد X 35.2.8. افتر�ض اأن

 (a م�صتوى M�اأثبت اأنه يوجد ل . ( ) ( ) 1= −r Y r X لتكن Y مجموعة مغلقة محتواة في X، بحيث اإن 
 ،Y Z من  لدينا مجموعة جزئية م�صتقلة كبرى  اإذا كان معطى  . )م�صاعدة:  =Y X H∩ H بحيث زائدي 

. ( )( )σ= −H B e عها لأ�صا�ض B ، واجعل  ، ثمَّ و�صِّ ∈e X عها بوا�صطة  فو�صِّ
) من الم�صتويات الزائدية المختلفة.	)  ) ( )−r M r X اأثبت اأن X هو تقاطع 

HE_Graph_CH08_6th_Draft_01.indd   374 2/23/2014   12:37:51 PM



375 الماترويدات  2.8

36.2.8. اأثبت الخوا�ض الآتية للمجموعات المغلقة لماترويد:
 (a .تقاطع اأيّ مجموعتين مغلقتين ي�صاوي مجموعة مغلقة
دُ اأيِّ مجموعة تقاطعَ المجموعات المغلقة جميعها التي تحوي هذه المجموعة. )تعليق: لذا، فاإن	)   ي�صاوي مولِّ

.)X هي المجموعة الوحيدة المغلقة ال�صغرى التي تحوي ( )Xσ X 
X مغلقة. 37.2.8. اأثبت اأن M.X ل تحوي عُرًى اإذا وفقط اإذا كانت 

38.2.8. )!( الأ�صا�صات ومرافقات الحلقات في  الماترويدات:
 (a M فاإنه يوجد بال�صبط مرافق حلقة واحدة في ،M في ماترويد B اإلى اأ�صا�ض e اأثبت اأنه عندما ينتمي

.e ويحوي ،B - e منف�صل عن
ا�صتخدم فرع )a( لتبرهن اأنه اإذا كانت C حلقة في ماترويد M، وكان كلٌّ من x و y عن�صرين مختلفين 	) 

 .)Minty [1966]( ، { },=*C C x y∩ من عنا�صر C، فاإنه يوجد مرافق حلقة *C* ∈ C بحيث اإن 
 (c.بديهيًّا وتافهًا لماترويدات الحلقات )b( ف�صّر لماذا يكون فرع

39.2.8. )-( اأثبت اأن ثنوي الماترويد الب�صيط )ل يحوي عرى ول عنا�صر متوازية( يمكن اأن يكون غير ب�صيط. 
وبيّن اإمكانية اأن تكون مجموعة معينة حلقة اأو مرافق حلقة في ماترويد ما.

40.2.8. )!( ا�صتخدم ثنوية الماترويدات لتبرهن �صيغة اأويلر لبيانات الم�صتوى المترابطة.
41.2.8. اأثبت اأن اأيَّ فرع لماترويد يمكن الح�صول عليه عن طريق الح�صر والتقلي�ض، يمكن الح�صول عليه 

، فبرهن اأن ⊆ ⊆Y X E ا، اإذا كان M ماترويد على E، وكانت  كذلك عن طريق التقلي�ض والح�صر. وخ�صو�صً
. ( ) ( ). / / .= −M X Y M X Y Y ، واأن 

 ، 42.2.8. ا�صتخدم مبداأ الثنوية )الزدواجية( وح�صر الماترويد لتبرهن اأن 
 F وكذلك ا�صتقت ال�صيغة مبا�صرة عن طريق اإثبات اأن X م�صتقلة في  M.Fاإذا وفقط اإذا كانت اإ�صافة X اإلى 

.|X | تزيد الرتبة بمقدار
43.2.8. اإثبات اأن ماترويد الحلقات M(G) هو ماترويد الأعمدة على ℤ2 لم�صفوفة وقوع راأ�ض - �صلع للبيان 

G، )لذا، فاإن كلَّ ماترويد متحقق بيانيًّا يكون ثنائيًّا(.
2,4U بو�صفه فرعًا: ا اإذا وفقط اإذا خل من  44.2.8. لقد اأثبت توت )Tutte [1958]( اإن الماترويد يكون ثنائيًّ

 (a.ℤ3 2,4 علىU ( تمثل  1 0 1 1
0 1 1 2 اأثبت اأن الم�صفوفة )

 (	.ℤ2 على 
2,4U اأثبت اأنه ل يوجد تمثيل ل�

:G 45.2.8. اأثبت اأن العمليات الثلث اأدناه تحافظ على ماترويد الحلقات للبيان
 (a. 1,..... KB B ، ثم اأعد جمعها لت�صكل بيانًا اآخر 'G قوالبه 

1,..... KB B  فكّ G لقوالب 
 (	{ },−B x y ل جيران x و y في اأحد مركبات  }، بدِّ },x y في قالب B من G الذي له مجموعة قطع من راأ�صين 
 (c.اأ�صف الروؤو�ض المعزولة اأو احذفها

yx

	a

yxyx

G�تن�ض على اأن ل )Whitney's 2- isomorphismTheorem [1933b]( تعليق: نظرية ت�صاكل 2- لوتني(  
و H ماترويد الحلقات نف�صه اإذا وفقط اإذا اأمكن تحويل G اإلى H من خلل اإجراء متتالية من هذه العمليات. لذا، فاإن لكل بيان 
 .)[1980] Kelmans( صوي مترابط من الدرجة 3 بيانًا ثنويًّا واحدًا فقط؛ وهذا يعني وجود طمر �صوي واحد فقط. انظر�
46.2.8. جد بيانًا دون روؤو�ض معزولة، وجد بيانًا ثنويًّا مجردًا له بحيث ل يكون ثنويًّا هند�صيًّا. )م�صاعدة: خذ في 

.([1976], P91-92 Welsh في ،Woodall(  ،)45.2.8 الح�صبان العمليات الموجودة في التمرين
الأ�صا�صات  تكون  حيث  للماترويد،  اأ�صا�ض  لكل  راأ�ض  له  الذي  البيان  هو  الماترويد  اأ�صا�صات  بيان  اإن   .47.2.8
متجاورة اإذا كان حجم الغرف التماثلي لهذه الأ�صا�صات ي�صاوي 2. اأثبت على وجود حلقة مولدة لكل بيان اأ�صا�صات 
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ا  ماترويد، وو�صح النتيجة لكل من الماترويدات البيانية والموحدة )م�صاعدة: ا�صتخدم التقلي�ض والح�صر ا�صتقرائيًّ
 .)[1986,p72]  , Kung [1972]Holzmann-Harary( ،)لإيجاد حلقة مولدة من خلل اأي �صلع

48.2.8. ا�صتخدم الثنوية ال�صعيفة للبرمجية الخطية لتبرهن الخا�صية الثنوية ال�صعيفة لتقاطع الماترويدات: 
. )م�صاعدة: خذ في الح�صبان نقا�ض الأزواج  ⊆X E  ولكل 

1 2⊆ I II ∩ ) لكل  ) ( )1 2≤ +I r X r X
الثنوية للبرامج الخطية في الملحظة 7.1.8(.

:E ماترويدان على M2 و M1 49.2.8. افتر�ض اأن
 (a بحيث اإن هذه المجموعة ( ) ( ) ( ) ( )( )1 1 2 2max

⊆
− + −X E r E r X r E r X اأثبت اأن اأ�صغر حجم لمجموعة في E هو 

تولد M1 و M2. طبق فرع )a( لتبرهن اأنه في البيان الثنائي الفرع الذي لي�ض له روؤو�ض معزولة يكون اأ�صغر عدد من الأ�صلع 
يلزم لتغطية الروؤو�ض جميعها م�صاويًا لأكبر عدد من الروؤو�ض التي ل يوجد بينها اأ�صلع )نظرية Koing “الأخرى”(.

من فرع )a( اأثبت اأن اأكبر حجم لمجموعة م�صتقلة م�صتركة اإ�صافة اإلى اأ�صغر حجم لمجموعة مُولدة 	) 
. ا�صتنتج نظرية جالي )Gallai( للبيانات الثنائية الفرع: في اأي بيان ثنائي  ( ) ( )1 2+r E r E م�صتركة ي�صاوي 
اأ�صغر عدد من الأ�صلع يلزم لتغطية  اإلى  اإ�صافة  اأكبر حجم لمواءمة  الفرع الذي لي�ض له روؤو�ض معزولة، يكون 

الروؤو�ض م�صاويًا لعدد الروؤو�ض.
50.2.8. ا�صتخدم نظرية تقاطع الماترويدات لتبرهن اأنه في كل توجيه ل حلقي ل�G يمكن تغطية الروؤو�ض على 
من  خا�صة  حالة  هذه  Chappell(،)تعليق:  زوجًا.)[1994]  زوجًا  المنف�صلة  الم�صارات  من   ( )α G ب�  الأكثر 

النظرية 33.4.8. للبيانات الموجهة اللحلقية(.
51.2.8. )-( افتر�ض اأن M ما ترويد م�صتعر�ض على E = Ai مُ�صْتحدث من قِبَلِ المجموعات 

ا�صتخدم نظرية هال )Hall( للمواءمة في البيانات الثنائية الفرع لت�صتق دالة الرتبة على ال�صورة: 

 ، ⊆X E ل� ، ولي�ض له روؤو�ض معزولة.  m و   E و E G بيان ثنائي، مجموعتا روؤو�صه هما  اأن  52.2.8. افتر�ض 
:X �اأثبت اأن العبارات الآتية متكافئة ل . ( ) ( ){ }min :  = ∩ − + ⊆  r X N J X J m J m افتر�ض اأ، 

 (a. ⊆S X ) لكل  ) ≥N S S يتحقق �صرط هال 
 (	( ) ≥r X X
 (c.G م�صبعة من قِبَلِ مواءمة في X تكون

C⇐ ي�صتخدم م�صارات من روؤو�ض غير م�صبعة تتناوب بين اأ�صلع خارجَ مواءمة  B )م�صاعدة: اإن اإثبات 
محددة �صلفًا وداخلَها.

 X E⊆ ل� روؤو�ض معزولة،  له  لي�ض   ،   m و   E روؤو�صه هما  ثنائي، مجموعتا  بيان   G اأن  53.2.8.)!( افتر�ض 
 . ( ) ( ){ }min , :  = + ⊆  r X g X J m J m ، واجعل  ( ) ( ), = −g X J N J X J∩ . اجعل   ⊆  J m و 

: ( ) ( ),= +r X g X J m X اإذا كانت  نقول:J   مثالي بالن�صبة اإلى
 (a. ( ) ( ) ( ) 1≤ + ≤ +r X r X e r X اأثبت اأن  ، واأن 
اأثبت اأن r يحقق خا�صية المت�صا�ض ال�صعيف.	) 

التقلي�ض،  لكن  م�صتعر�صة،  ماترويدات  يكون  واتحادها  الم�صتعر�صة  الماترويدات  ح�صر  اأن  اأثبت   .54.2.8
والماترويدات الثنوية للماترويدات الم�صتعر�صة لي�صت بال�صرورة ماترويدات م�صتعر�صة.

، اإن القامويد على  ( )V D 55.2.8. قامويدات. افتر�ض  اأن  D  بيان  موجه، واإن F و E مجموعتان جزئيتان   من 
X من الم�صارات من F اإلى  E الذي تحدثه D و F هو النظام الوراثي المعطى على ال�صكل: بحيث يوجد

X المنف�صلة زوجًا زوجًا}، مكافئًا لذلك فاإن r(X) هي اأكبر عدد من الم�صارات من F اإلى X المنف�صلة زوجًا زوجًا:
 (a.اأثبت اأن كلَّ ماترويد م�صتعر�ض يكون قامويد
اأثبت اأن كلَّ قامويد هو ماترويد. )م�صاعدة: ا�صتخدم نظرية منجر لتبرهن تحقق خا�صية المقيا�صية 	)   )+(

 .)Mason [1972]( ،)ا، اإل اأنه اأطول بع�ض ال�صيء الجزئية، بالإ�صافة اإلى اأن اإثبات تحقق خا�صية التو�صيع ممكن اأي�صً
E مجموعتان جزئيتان من  و   F اأن  بيان موجه، وافتر�ض كذلك   D اأن  التامة. افتر�ض  القامويدات   .56.2.8
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377 نظرية رامــزي  3.8

روؤو�ض D، واجعل M هو القامويد على E الم�صتحدث من D و E )التمرين 55.2.8(. عندما تكون E هي روؤو�ض 
ا لماترويد  ا اإذا وفقط اإذا كان ثنويًّ ا. اأثبت اأن الماترويد يكون قامويد تامًّ D جميعها، فاإن القامويد يكون قامويد تامًّ
م�صتعر�ض. )م�صاعدة: ا�صتخدم الرتباط الطبيعي بين البيانات الموجهة علىn من الروؤو�ض، وا�صتخدم البيانات 

 .)Ingleton –Piff [1973]( ،)2 من الروؤو�ضn ثنائية الفرع على
لهذا  الثنوي  الماترويد  تعطي  ثنوية  عملية  وجود  فيجب  ماترويد،  هو  الماترويدات  اتحاد  اأن  57.2.8. )-( بما 
  اأن  S2 هما المجموعتان المولدتان، افتر�ض  و   S1 M2 بحيث  و   M1 اأُعطيتَ ماترويدين  اإذا  التحاد. 
 هو  }. فبرهن اأن  }1 2 1 1 2 2: ,∈ ∈X X X X∩ S S هو النظام الوراثي الذي مجموعاته المولدة هي 

.(M1* M2*)* الماترويد
58.2.8. الماترويدات الم�صتعر�صة العامة:

 (a هي M' E، لتكن  } نظام مجموعة على  }1,....,=A mA A E، واجعل  M ماترويد على  اأن  افتر�ض 
النظام الوراثي على [m] الذي مجموعاته الم�صتقلة هي المجموعات الجزئية من A التي لها م�صتعر�صات تنتمي 

r' ( ) ( )( ){ }min
⊆

= − +Y Xr X X Y r A Y اإلى IM، اأثبت اأن 'M يكون ماترويد، ودالة رتبته هي: 
 (	⊆X E ا اأن f دالة من E  اإلى F. اإذا كانت افتر�ض اأن E و F مجموعتان منتهيتان، وافتر�ض اأي�صً

ا اأن M ماترويد على E، اجعل 'M تمثل النظام  افتر�ض اأن f(X) تمثِّل مجموعة �صور عنا�صر X، وافتر�ض اأي�صً
. ( ){ }:= ∈M' Mf X XI I الوراثي على F المعرّف على ال�صكل 

 (c f تكون  عندما   ( ) ( )( ){ }min 1' −
⊆

= − +Y Xr X X Y r f Y اأن  كذلك  وبرهن  ماترويد.   M' اأن  اأثبت 
.)Su	jective( صاملة�

59.2.8. طبق مجموع الماترويدات وتمرين 58.2.8 لتبرهن نظرية اتحاد الماترويدات.
هو:   E على   M2 و   M1 الماترويدين  بين  م�صتركة  م�صتقلة  لمجموعة  حجم  اأكبر  اأن  اأثبت   )!(  .60.2.8
ا�صتخدم هذا لتبرهن نظرية تقاطع الماترويدات من خلل تطبيق نظرية اتحاد الماترويدات  * *

1 2 2
( )- ( )

M M M
r E r E

. )تعليق: اإذن، هاتان المبرهنتان متكافئتان(. 1 2  *M M على
 n-1 �ل E(G) �تجزئة ل ,E1...En-1, ا اأن 61.2.8. افتر�ض اأن G بيان موزون على n من الروؤو�ض، وافتر�ض اأي�صً
مجموعة. هل توجد خوارزمية على �صورة كثيرة حدود بالن�صبة الى الزمن، لح�صاب عدد الأ�صجار المولدة التي لها 

وزن اأ�صغر من بين الأ�صجار التي لها �صلع واحد بال�صبط في كل مجموعة جزئية Ei؟
k من الأ�صجار المولدة المنف�صلة �صلعيًّا زوجًا زوجًا  )!( ا�صتخدم التو�صيف المميز للبيانات التي لها   .62.2.8
ا  �صلعيًّ مترابط  بيان  لكل  زوجًا  زوجًا  �صلعيًّا  منف�صلة  مولدة  �صجرة   k وجود  على  لتبرهن   )59.2.8 )النتيجة 
من الدرجة 2k، ولكل k جد بيانًا مترابطًا �صلعيًّا من الدرجة 2k بحيث ل يوجد له k+1 من الأ�صجار المولدة 

.)Nash-Williams[1961](.المنف�صلة �صلعيًّا زوجًا زوجًا
63.2.8. اإذا اأعطيتَ الماترويدات,M1......Mk, على E، اإن م�صاألة تجزئة الماترويدات هي م�صاألة تحديد ما اإذا 

: ∈i iI I كانت المجموعة X قابلة للتجزئة اإلى المجموعات I1,….,Ik حيث اإن، 
 (a ( )- +∑ iX Y r Y X≥ ا�صتخدم نظرية اتحاد الماترويدات لتبرهن اأن X قابلة للتجزئة اإذا وفقط اإذا تحقق اأن 

، واأن المجموعات الأعظمية القابلة للتجزئة تكون مجموعات كبرى قابلة للتجزئة. ⊆Y X لكل
افتر�ض اأن 'M هي اتحاد k ن�صخة من الماترويد M على E، وافتر�ض اأن X هي مجموعة عظمى قابلة للتجزئة. 	) 

. X ⊆ σ (Fi) = ... = σ(Fk) واأن  {Fi} ⊆ I بحيث اإن F1,….,Fk ⊆ X اأثبت على وجود مجموعات منف�صلة
)Ramsey Theory( 3.8 نظريـة رامــزي

اأنّ بع�ض  تعود »نظرية رامزي« اإلى درا�صة تجزئات تراكيب بنائية كبيرة. وتن�ضّ النتائج النموذجية على 
اأنْ تحدث في بع�ض �صفوف التجزئة. وقد و�صف موتزكن )Motzkin( هذا  البناءات الجزئية الخا�صة يجب  
والأ�صاليب  واأعداد،  ن�صتخدمها هي مجموعات  التي  الأ�صياء  اإنّ  م�صتحيلة”.  الكاملة  “الفو�صى  قوله  من خلل 

الم�صتخدمة اأكثر قليلً من ال�صتقراء. 

HE_Graph_CH08_6th_Draft_01.indd   377 2/23/2014   12:37:55 PM



الفصل 8     مواضيع إضافية )اختياري(378

المجموعات.  تجزئات  مع  تتعامل  نف�صها  والتي  الحمام،  )اأع�صا�ض(  طواقي  مبداأ  تعمّم  رامزي  نظرية  اإنّ 
على  �صنركز  ذلك،  وبعد  رامزي،  نظرية  �صنبرهن  اأننا  اإلى  اإ�صافة  الحمام،  اأع�صا�ض  مبداأ  تطبيقات  و�صندر�ض 
اأ�صئلة رامزي الخا�صة بالبيانات. واأخيًرا، �صنناق�ض تمهيدية �صبيرنر )Sperner( حول و�صع علمات دالة على 

التثليثات؛ وهي مثل نظرية رامزي في اأنها ت�صمن بنية جزئية خا�صة.
 )The Pigeonhole Principle Revisited( عودة إلى مبدأ صناديق الحمام

ين�ضّ مبداأ �صناديق الحمام )التمهيدية A.57( على اأنه اإذا اأردنا تجزئة m من الأ�صياء اإلى n من ال�صفوف، 
m �صيئًا على  n   فوف يحوي اأحد هذه ال�صّ m �صيئًا على الأقل )واأنّ  n   فوف يحوي  اأحد هذه ال�صّ فاإنّ 
الأكثر(. اإنّ هذه ن�صخة متقطعة )منف�صلة( من العبارة التي تن�ضّ على اأنّ كلّ مجموعة تحوي عددًا اأقل من متو�صط 
هذه الأعداد اأو ي�صاويه )وعددًا اأكبر اأو ي�صاوي(. اإنّ المفهوم ب�صيط، ولكن التطبيقات يمكن اأنْ تكون دقيقة جدًا؛ 

ح هذا من خلل اأربعة اأمثلة.  حيث تكمن ال�صعوبة في كيفية تعريف تجزئة تنا�صب التطبيق المن�صود. و�صنو�صّ
ق�سية: من بين �صتة اأ�صخا�ض، يمكن اإيجاد ثلثة منهم؛ كلّ واحد منهم يعرف الثنين الآخرين، اأو   .1.3.8

ثلثة منهم بحيث اإنّ كلًّ منهم ل يعرف الآخرين. 
الاإثبات: )التمرين 29.1.1( . بلغة نظرية البيانات، ي�صبح المطلوب برهنة اأنّه يوجد مثلث في G اأو مثلث في G لكلّ 
بيان G على �صتة روؤو�ض لحظ اأنّ مجموع درجات الراأ�ض x في G و G ي�صاوي 5. لذا، فاإنّ مبداأ طواقي الحمام ي�صمن 
اأنّ درجة x ت�صاوي 3على الأقل، اإما في G اأو في G. ومن التماثل، ن�صتطيع افترا�ض اأنّ dG(x) ≥ 3 . اإذا وُجِدَ جاران 
■   . G ت�صكّل مثلثًا في x وبخلف ذلك، فاإنّ ثلثة من جيران .G متجاوران، فاإنّ هذا يعطينا المثلث المن�صود في x �ل

x

للمكعب  مولدة  �صجرة   T كانت  اإذا   )Graham – Entringer – Sze′kely [1994]( نظرية:   .2.3.8
الزائدي Qk، فاإنه يوجد �صلع له خارج T، بحيث اإنّ اإ�صافته اإلى T يعطي حلقة طولها 2k على الأقل. 

الاإثبات: لكل راأ�ض v من روؤو�ض Qk المكتوب على �صورة عديد -k  ثنائي، يوجد راأ�ض متمم 'v يختلف عن v في 
ه �صلعه الأول نحو 'v. بما اأنّ n(Qk) = e(T) + 1، وبتطبيق  كلّ موقع، ويوجد م�صار وحيد من v اإلى 'v في T، وجِّ

هذا على كلّ راأ�ض، فاإنّ مبداأ طواقي الحمام ي�صمن وجود �صلع قد تّم توجيهه مرتين. 
 u موجود على م�صار من v ّف�صنح�صل على اأن ،v وتوجيهًا اآخر من ،u ي�صتقبل توجيهًا من uv بما اأنّ هذا ال�صلع
 T الموجودين في u' اإلى v ومن ،v′ اإلى u لذا، فاإنّ الم�صارين من .T في v' اإلى v موجود على م�صار من u و ،u′ اإلى
 .k بين اأيّ راأ�ض ومتممته ت�صاوي ،Qk على الأقل؛ لأنّ الم�صافة في k -1 يكونان منف�صلين. اإنّ طول كلّ منهما ي�صاوي
■ ا اأنّ 'u' ⟷ v ، وهذا يكمل حلقةً طولها 2k على الأقل.   اأخيًرا، u ⟷v  في Qk تعطي اأي�صً

v’

u’ v

u
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379 نظرية رامــزي  3.8

 .Graham – Harrary [1992])( 2 على الأقلk – 1 ي�صاوي Qk �ت�صير النظرية .2.3.8 اإلى اأنّ قُطر كلّ �صجرة مولدة ل
3.3.8.  نظرية: )Erdös – szekeres [1935]( يوجد لكل قائمة تحوي اأكثر من n2 عددًا قائمةٌ جزئية 

 .n رتيبة طولها اأكثر من
 xk حيث تمثّل k للموقع رقم (xk, yk) 21 هي القائمة. حدّد العلمة 2 1

, ,...,
n

a a a a
+

= الاإثبات: افتر�ض اأنّ
 .ak فتمثِّل طول اأطول قائمة جزئية متناق�صة تنتهي عند yk اأمّا .ak طول اأطول قائمة جزئية متزايدة تنتهي عند
اإذا لم يوجد ل�ِ a قائمة جزئية رتيبة طولها n+1 ، فاإنّ xk و yk ل يمكن اأنْ يزيدا )يتجاوزا( على n، وبذلك يوجد 

n2 علمة ممكنة فقط. 

بما اأنّ طول القائمة ي�صاوي n2 + 1، فاإنّ مبداأ طواقي الحمام ي�صمن الآن اأنّ هناك علمتين هما العلمة نف�صها. 
ويُعدُّ هذا م�صتحيلً عندما تكون عنا�صر a مختلفة. عندما i < j، و ai < aj، فباإمكاننا اإلحاق aj باأطوال متتالية 
■ متناق�صة تنتهي عند ai. )للتعميم؛ انظر التمرين 43.1.5(.  

0369258147a:
14,33,23,13,32,22,12,31,21,11,x, y:

4.3.8. نظرية: )Graham – Kleitman [1973]( في كلّ و�صم )و�صع علمات دالّة( ل� E(Kn) با�صتخدام 
اأعداد �صحيحة، يوجد م�صرب طوله ي�صاوي n – 1 على الأقل. بحيث تكون علماته الدالة متزايدة تمامًا. 

الاإثبات: نحدّد لكلّ راأ�ض وزنًا م�صاويًا لطول اأطول م�صرب متزايد ينتهي عند هذا الراأ�ض، اإذا ا�صتطعنا اإثبات اأنّ 
مجموع هذه الأوزان ي�صاوي n(n-1) على الأقل، فاإنّ مبداأ اأع�صا�ض الحمام ي�صمن وجود راأ�ض له وزن كبير كفاية. 

ولكن الم�صكلة تكمن في كيفية ح�صاب الأوزان ومجموعها. 
تبداأ  خطوة.  كلّ  في  ومجموعها  الأوزان  ث  ونحدِّ بالترتيب،  الأ�صلع  باإ�صافة  التافه  البيان  من  بيانًا  نبني 
اأوزان الروؤو�ض عند. فاإذا كان ال�صلع التالي يربط بين راأ�صين ي�صاوي وزنهما i، عندها ي�صبح وزنهما i+1. اأمّا 

 .j و  j+ 1 عندها ي�صبح وزنيهما ،i < j وحيث ،j و i اإذا ربطت بين راأ�صين وزنيهما
في الحالت جميعها، ن�صيف �صلعًا في كلّ مرّة، ليزداد مجموع الأوزان بمقدار 2 على الأقل. لذا، فاإنّ البناء 
■ ، واأنّ مجموع اأوزان الروؤو�ض ي�صاوي n(n-1) على الأقل.  قد تمَّ

فوف يمكن اأنّ تختلف.  اأخيًرا، نلحظ اأنّ البداية في ال�صّ

ته.  ا بح�ص�ض {pi}، فل بُدّ من وجود �صفّ يوافق ح�صّ اأنا pi - k + 1 ∑ �صيئًا اإلى k �صفًّ 5.3.8.  نظرية: اإذا جزَّ
فّ، فاإنه يمكن توفيق pi - 1 ∑ �صيئًا على الأكثر.  ■ الاإثبات: اإذا لم يوجد مثل هذا ال�صّ

)Ramsey Theorem( نظرية رامزي
ي�صمن مبداأ اأع�صا�ض الحمام وجود �صفّ فيه العديد من الأ�صياء عند تجزئتها اإلى �صفوف. تعطي نظرية 
ا م�صابهًا حول تجزئة المجموعات الجزئية التي تحوي r من العنا�صر اإلى �صفوف.  رامزي ال�صهيرة [1930م] ن�صًّ
ب�صياغة تقريبية، فاإن نظرية رامزي  تن�ضّ على اأنه عندما نجزّئ المجموعات التي تحوي r من العنا�صر 
تقع  بحيث  العنا�صر،  p من  S تحوي  فاإنّ هناك مجموعة جزئية من  ا،  �صفًّ  k اإلى   S كفاية  في مجموعة كبيرة 

فّ نف�صه.  مجموعاتها جميعها التي تحوي r عن�صرًا في ال�صّ
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التجزئة هي ف�صل المجموعة اإلى مجموعات جزئية، وتتاألف المجموعة التي نرغب في تجزئتها من مجموعات 
لونًا   k ب�  التلوين  اأنّ  تذكّر  للتو�صيح.  التجزئة  لغة  بدلً من  التلوين  لغة  �صن�صتخدم  لذا،  اأخرى.  جزئية لمجموعة 
فّ اأو علمته الدالة لونٌ ن�صتخدم ب�صورة نموذجية [k] للتدليل على  ا. اإنّ ال�صّ لمجموعة يق�صم المجموعة اإلى k �صفًّ
  f: X → [k] من الألوان يمكن النظر اإليه بو�صفه دالة k �ب X مجموعة الألوان، وفي الأحوال جميعها، فاإن تلوين
      ترمز اإلى عدد المجموعات الجزئية التي تحوي r من العنا�صر؛ وذلك من المجموعة 

      

          

       
 
   

      

       
 
   

     

      
        

     
         

 

6.3.8. تعريف. اجعل 
 r اإذا كان للمجموعات جميعها التي تحوي      

      

          

       
 
   

      

       
 
   

     

      
        

     
         

 

S. ونقول: اإنّ المجموعة T ⊆ S  متجان�صة تحت تلوين ل� 
 .i اإذا كان هذا اللون هو i اللونُ نف�صه. ونقول: اإنها متجان�صة من نوع T عن�صرًا في

افتر�ض اأنّ  r و p1, …, pk اأعداد �صحيحة موجبة، اإذا وُجدَ عدد �صحيح N بحيث يعطي كلّ تلوين ب� k من 
 مجموعة متجان�صة من نوع i حجمها pi  لبع�ض i، فاإنّ اأ�صغر عدد �صحيح يحقّق هذه الخا�صية هو 

     

      

          

       
 
   

      

       
 
   

     

      
        

     
         

 

الألوان ل� 
 .R(P1, …, Pk ; r) عدد رامزي

  p1, …, pk اإن( P1, …, Pk و r �تن�ضّ نظرية رامزي على اأنّ مثل هذا العدد ال�صحيح موجود لكلّ خيار ل
 تّ�صمى عتبات )بدايات( اأو ح�ص�ص(. عندما تكون كلّ ح�صة ت�صاوي p، فاإن النظرية  تن�ضّ على اأنه لكلّ تلوين

 p تحوي( p – لمجموعة كبيرة كفاية توجد مجموعة )من العنا�صر r التي تحوي( r – من الألوان للمجموعات k �ب
عن�صرًا( بحيث اإنّ لمجموعاتها – r اللون نف�صه. وهناك درا�صة معمقة لنظرية رامزي وبع�ض مبرهنات التجزئة 

 .)Graham – Rothschild- Spencer [1980, 1990]( الأخرى في
قبل اأنْ نبرهن النظرية، �صناأخذ في الح�صبان الحالة r = k = 2  والتي من ال�صهل و�صفها بدللة تلوين 

اأ�صلع البيانات، حيث اإنّ لإثبات هذه الحالة تركيبة اإثبات الحالة العامة نف�صها. 
الذي  التام  البيان  اأ�صلع  تلوين  لي�صت �صوى  k عن�صرًا  لمجموعات تحوي       

      

          

       
 
   

      

       
 
   

     

      
        

     
         

 

فاإنّ تجزئة  ،r = 2 عندما 
روؤو�صه S ب� k من الألوان )لي�ض تلوين اأ�صلع فعليًّا(. عندما k = 2، فاإن التقليد الذي تم احترامه بمرور الوقت 

في نظرية رامزي هو اأنّ اللون 1 هو »اأحمر« اأمّا اللون 2 فهو “اأزرق”. 
من الق�صية 1.3.8 ، نجد اأنّ   R(3,3;2) ≤ 6 ، �صنعمّم )نمدد( التعليل لنبرهن اأن:

 R(p1, p2; 2) ≤ R(p1 – 1, p2; 2) + R(p1, p2 – 1;2)

حا�صل  ت�صاوي   N اأنّ  افتر�ض  موجودة،   R(p1, p2 – 1; 2) و   ،R(p1 – 1, p2; 2) اأنّ  افترا�ض  على 
جمعهما، اإنّ اإثبات الحدّ ل� R(p1, p2; 2) يعني اأنْ نبرهن اأنّ كلّ تلوين اأحمر/ اأزرق لأ�صلع بيان تام له N من 
الروؤو�ض يعطينا مجموعة تحوي p1 عن�صرًا )من الآن ف�صاعدًا، �صنكتب مجموعة – r للتدليل على المجموعة التي 
عدد عنا�صرها ي�صاوي r( من الروؤو�ض التي اأ�صلعها جميعها حمراء، ومجموعة p2 من الروؤو�ض التي اأ�صلعها 

جميعها زرقاء. 
،s = R(p1 - 1, p2; 2) اأنّ  x. افتر�ض  راأ�ص����اً  KN، واختر  ل�  اأزرق  اأحم����ر/  تلوين��ً�ا   خذ في الح�ص��بان 
و t = R(p1 , p2 -1; 2) يوجد s + t - 1 راأ�صًا مختلفًا عن x. اإنّ النظرية 5.3.8 تت�صمن اأنه يوجد على الأقل 

 .x صلعًا اأزرق تقع على� t اأو على الأقل ،x صلعًا اأحمر تقع على� s
s، يوجد للبيان  N. من تعريف  x �صلعًا اأحمر تقع على  اأنه يوجد على الأقل  من التماثل، يمكننا افترا�ض 
الجزئيّ التام الم�صتحدث من قبل جيران x عبر هذه الأ�صلع ع�صبة –p2  زرقاء اأو ع�صبة – (p1 – 1) حمراء. 
كلتا الحالتين نح�صل على مجموعة  –p1  حمراء. وفي  للح�صول على ع�صبة   x اإلى  الأخيرة  ويمكن �صمّ 

.R ( p1, p2; 2) صنوؤجّل النقا�ض حول الحدّ الناتج على� .i لبع�ض pi حجمها  i– متجان�صة
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x

TS

|S|≥ R(p1, p2- 1; 2)        or        |T| ≥ R(p1 – 1, p2; 2)
7.3.8.  نظرية: )Ramsey [1930]( . اإذا اأعُطينا اأعدادًا �صحيحة موجبة r  و p1, …, pk، فاإنه يوجد عدد 

 .i وذلك لبع�ض pi حجمها i – مجموعة متجان�صة ( )[ ]N
r �صحيح N، بحيث يعطي كلّ تلوين ب� k من الألوان ل� 

الاإثبات: الإثبات هو ا�صتقراء “م�صاعف”، و�صن�صتخدم ال�صتقراء على r، اإل اأنّ اإثبات خطوة ال�صتقراء نف�صها 
.∑pi ي�صتخدم ال�صتقراء على

الخطوة الأ�صا�ص: r = 1 ، من النظرية R(p1, …, pk; 1) .5.3.8 موجودة. 
الألوان  من   k ب�  للتلوين  يتحقق  النظرية  ن�ضّ  في  الدعاء  اأنّ  نفتر�ض   .r > 1 ال�صتقراء:  خطوة 
العبارة  البدايات )العتبات(. �صنبرهن  النظر عن  – (r - 1)  لمجموعة معينة، ب�صرف  للمجموعات الجزئية 

.∑pi ،لمجموعة بال�صتقراء على مجموع الح�ص�ض r- من الألوان للمجموعات الجزئية k �للتلوين ب
ة pi  اأقلّ من r. في هذه الحالة، المجموعة - pi   ل تحوي مجموعات -r. لذا،  الخطوة الأ�صا�ض: تكون ح�صّ
- تلقائيًّا - نجد اأنّ مجموعاتها -r  لها اللون i نف�صه. اإذن، R(p1, …, pk; r) = min {p1, …, pk} ، وذلك 

 .min {p1, …, pk} < r عندما يكون
k م�صابه )التمرين  التعليل لعموم  اإنّ   ،k = 2 وللتو�صيح؛ فاإننا ن�صع ن�ضّ خطوة ال�صتقراء فقط للحالة 

17(. اكتب (p, q) بدلً من (p1, p2) واجعل:
. p' = R( p - 1, q; r) ، q' = R(p, q - 1; r)، و N= 1+ R(p', q'; r – 1).  

من فر�صية ال�صتقراء لل�صتقراء الداخلي، فاإنّ 'p و 'q موجودتان. ومن فر�صية ال�صتقراء على ال�صتقراء 
ا، ولهذا ال�صبب  الخارجي نعلم اأنّ N كذلك موجودة. لحظ اأنّه من المحتمل اأنْ تكون كلّ من 'p و 'q كبيرة جدًّ

نحتاج اإلى ا�صتقرائين )ا�صتقراء م�صاعف(. 
، حيث اإنّ اللونين       

      

          

       
 
   

      

       
 
   

     

      
        

     
         

 

ا  f ل�  لتكن S مجموعة بها N من العنا�صر، اختر x في S، خذ في الح�صبان تلوينًا ثنائيًّ
)اأحمر، واأزرق(، يلزمنا فقط برهنة اأنه يوجد ل� f مجموعة –p  متجان�صة حمراء، اأو مجموعة – q متجان�صة زرقاء. 
 |S′| �وهذا هو �صبب خيارنا ل .S' = S – x �ل (r – 1) -  للمجموعات f ′ ا ن�صتخدم f  لِنُحْدِثَ تلوينًا ثنائيًّ
ف ' f من خلل تحديد اللون i لمجموعة - (r - 1)  في ' S اإذا كان  ا للمجموعات -(r - 1). عرِّ بو�صفها عددًا رامزيًّ
لتحادها مع x اللون i تحت f وبما اأنّ S′| = R (p', q'; r - 1)|، فاإنّ فر�صية ال�صتقراء تت�صمن اإنّ لونًا يوافق 

ح�صته ('p أو 'q) تحت ' f )عندما r = 2، فاإنّ هذه الخطوة تمثّل تنفيذًا لمبداأ اأع�صا�ض الحمام(. 
ة الحمراء. افتر�ض اأنّ T مجموعة جزئية من  ن�صتطيع من التماثل الفترا�ض باأنه تّم الح�صول على الح�صّ

 .f ' تكون حمراء تحت (r – 1) – من العنا�صر التي مجموعاتها p' تحوي S '

نعود اإلى التلوين الأ�صليّ f على المجموعات -r في T. بما اأنّ  T| = p' = R(p-1, q; r)|، فاإنه يوجد تحت f اإمّا 
-q متجان�صة  T. اإذا وُجِدَتْ مجموعة  -q متجان�صة زرقاء في  – (p-1) متجان�صة حمراء، اأو مجموعة  مجموعة 
الح�صبان في  فخذ  حمراء،  متجان�صة   (p- 1)- P مجموعة  وُجدت  واإذا  المطلوب.  على  ح�صلنا  فقد   زرقاء، 
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 P ∪ {x}  من تعريف T، تكون المجموعات – (r – 1) ل� p جميعها حمراء تحت ′ f، والذي يعني اأنّ اتحادها 
 ■   .f متجان�صة حمراء تحت p – يكون مجموعة P ∪ {x} َّلذا، فاإن .f يكون اأحمر تحت x مع

Tr p’ S’p rq;R( )=1 1,- -

ت�صبه نظرية رامزي مبداأ اأع�صا�ض الحمام من حيث وجود العديد من التطبيقات الرائعة والدقيقة لها.تعطي 
نظرية رامزي براهين نموذجية اأنيقة، اإلّ اأنّها تعطي حدودًا كبيرة رهيبة وفظيعة. 

عدد  )اأقل(  يوجد  فاإنّه   ،m �صحيحًا  عددًا  اأعُطينا  اإذا   .)Erdős – Szekers [1935]( نظرية:   .8.3.8
�صحيح N(m) بحيث اإنّ كلّ مجموعة موؤلفة على الأقل من N(m) نقطة في الم�صتوى بحيث ل يكون اأي ثلث 

 .m ت�صكّل م�صلّعًا محدّبًا عدد اأ�صلعه m-  نقاط منها على ا�صتقامة تحوي مجموعة جزئية
الاإثبات: نحتاج اإلى حقيقتين، هما: (1( من بين اأيّ خم�ض نقاط في الم�صتوى، نعلم اأنّ اأربعًا منها ت�صكّل �صكلً 
للنقاط  المحدّب  الغلف  ابنِ  واحدة(.  ا�صتقامة  اأيّ ثلث منها على  يوجد  اأنّه ل  افترا�ض  رباعيًّا محدّبًا )على 
ا اأو خما�صيًّا، فاإنّ النتيجة تتبع فورًا. اأمّا اإذا كان الغلف مثلّثًا، فاإنّ  الخم�ض. اإذا كان هذا الغلف �صكلً رباعيًّ
النقطتين الأخريين تقعان في الداخل. ومن مبداأ طواقي الحمام )!(، فاإن راأ�صين من روؤو�ض المثلث يقعان على 
النقطتين  رباعيًّا محدّبًا مع  �صكلً  النقطتان  ت�صكل هاتان  الداخليتين.  بالنقطتين  الذي يمرّ  اأحد جانبي الخطّ 

ح اأدناه.  الداخليتين، كما هو مو�صّ

ت�صكّل اأربع زوايا في الم�صلّع – m )الم�صلّع الذي عدد اأ�صلعه m( �صكلً رباعيًّا محدّبًا. نحتاج اإلى العك�ض: 
(2) اإذا كان لدينا m على نقطة في الم�صتوى، بحيث اإنّ اأيّ اأربع منها ت�صكّل �صكلً رباعيًّا محدّبًا، فاإنّ هذه النقاط 
لبع�ض نقطة   t يتاألف من  نقطة   m ال�  لهذه  المحدّب  الغلف  فاإنّ  الدعاء،  ف�صل  اإذا  -m محدّبًا.   ت�صكّل م�صلّعًا 

ح عن اليمين اأعله، فاإنّ  تُ الم�صلّع – t كما هو مو�صّ t < m. اإنّ النقاط المتبقية تقع داخل الم�صلّع – t. وعندما نثبِّ
نقطة داخلية تقع في اأحد المثلثات، حيث ت�صكّل هذه النقطة مع روؤو�ض هذا المثلث مجموعةً رباعيةً ل ت�صكّل �صكلً 

رباعيًّا محدّبًا. 
لبرهنة النظرية؛ اجعل N = R (m, 5; 4) اإذا كان لدينا N نقطة في م�صتوى بحيث ل يوجد اأيّ ثلث منها 
واأزرق  رباعيًّا محدبًا.  �صكلً  كانت تحدد  اإذا  اأحمر،  بح�صب تحدّبها:  رباعيّة  فلوّن كل مجموعة  ا�صتقامة،  على 
ومن  زرقاء.  الرباعية جميعها  تكون مجموعاتها  بحيث  نقاط  يوجد خم�ض  ل   ،(1) الحقيقة  ذلك. من  بخلف 
نظرية رامزي، فاإنّ هذا يعني اأنّه يوجد m نقطة تكون مجموعاتها الرباعية جميعها حمراء، ومن الحقيقة (2) 
■ فاإنها ت�صكّل م�صلّعًا – m محدّبًا. لذا، فاإنّ N(m) موجودة وت�صاوي R(m, 5;4) على الأكثر.  
m = 4؛ حيث تت�صمّن الحقيقة  ا بال�صبط عندما  ا، ويكون حدًّ R(m, 5; 4) مطاط جدًّ الحدّ 
N(4) = 5 = R(4, 5;4) (1). وبالمقارنة، فاإنّ N(5) = 9 )التمرين 10(. ولكن  R(5, 5;4) يكون �صخمًا. 
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 . ( )2 2 42 ( ) 12
m mN m m
− −≤ ≤ +−

)2 وبرهنا اأنّ ) 2 1mN m −= + لقد خمّن اإيردوز و�صزكرز  اأنّ 
نخزّن   ،U مجموعة  من  بجداول.  المخزّنة  الأعداد  عن  البحث  با�صتراتيجيات  يهتم  اآخر  تطبيق  هناك 
ياو ا�صتخدم  لقد   .n - مجموعات  لتخزين  قاعدة  بح�صب   n حجمه  جدول  في   n حجمها  جزئيّة   مجموعة 
لعدد  حالة  اأ�صواأ  ت�صغير  ا�صتراتيجية  فاإنّ  كبيرة،   U تكون  عندما  اأنّه  لإثبات  رامزي  نظرية   )Yao [1981م](
المج�صات اللزمة لختبار ما اإذا كان اأحد عنا�صر U موجودًا في الجدول، هي تخزين المجموعة التي اختيرت بترتيب 
معين، ثمّ اختبار الع�صوية من خلل البحث الثنائي. )اإذا كانت U �صغيرة، فاإنّ هذه ال�صتراتيجية لي�صت الأف�صل(. 

اإنّ القيمة التي تعطيها نظرية رامزي اإلى “القيم الكبيرة” ربّما تكون اأكبر كثيًرا مما نحتاج اإليه. 
)Ramsey Numbers( أعداد رامزي

تعرّف نظرية رامزي اأعداد رامزي R(p1, …, pk;r). ل توجد هناك �صيغة دقيقة معروفة لح�صاب هذه 
الأعداد التي حُ�صِبَ عدد قليل منها. لبرهنة اأنّ R(p1,…, pk; r) = N، يجب علينا اأنّ نعطي تلوينًا ب� k من 
الألوان للمجموعات – r من بين N -1 من النقاط التي ل تتوافق مع اأي ح�صة. )اأو نبرهن اأنّ واحدة موجودة دون 

اإبقائها(، ويجب اأنْ نبرهن اأنّ كلّ تلوين على N من النقاط يتوافق مَعَ اأحد الح�ص�ض. 
 n  لقيم 

     

      

          

       
 
   

      

       
 
   

     

      
        

     
         

 

ل�  k جميعها من الألوان  ب�  التلوينات  باإمكاننا ا�صتخدام الحا�صوب لختبار  من حيث المبداأ، 
ة pi لبع�ض i. حتى في حالة التلوين  المتتابعة حتى نجدَ اأول N، بحيث يتوافق كلّ تلوين من هذه الألوان مع ح�صّ

) ت�صبح كبيرة ب�صرعة اأكثر مّما نتوقع.  )22
n الثنائي، فاإنّ اأعداد رامزي 

ذكر اإيردوز مقولة طريفة حيث قال:  لو اأنّ مخلوقًا ف�صائيًّا غريبًا هدّد بتدميرنا اإنْ لم نخبره عن  قيمة 
R(5, 5)، فيجب علينا اأن ن�صغل اأجهزة الحا�صوب الموجودة في العالم جميعها من اأجل حلّ هذه الم�صاألة. اأمّا اإذا 

كان ال�صوؤال عن قيمة R(6,6)، فيجب علينا في هذه الحالة محاولة تدمير هذا المخلوق الغريب. 
 ،p  =  p1 = ...= pk وعندما   .R (p1,…pk) اإلى   R (p1,…,pk; r) الرمز  نخت�صر   ،r = 2 عندما 
R(4, 4; 3) = 13 اأنّ  عدا  ما  القليل  نعرف  حيث   .r > 2 ل�   .pk(p;r) اإلى  الرم���ز  نخت�ص���ر   فاإننا 

(Mckay- Radziszowski [1991]). حتى عندما r = 2، فاإن عددًا واحدًا فقط من اأعداد رامزي معروف 
اأف�صل  R(p,q) المعروفة، وكذلك نجد  اأدناه، نجد قيم  R(3, 3, 3) = 17 . في الجدول  k > 2 وهو  عندما 
الحدود العليا المعروفة لغاية �صهر 7 عام 1999م. لقد حُ�صنت بع�ض هذه الحدود العليا بعد ظهور الطبعة الأولى 

ث ب�صورة دورية.  من هذا الكتاب، والحدود الحالية موجودة في )Radziszowski [1995](، وهي تُحدَّ
9876543
3628231814963

69/11555/8449/6135/4125184
121/31695/21680/14358/8749/345
153/780122/495109/298102/1656

 R(3, 9) (Grinstead- Roberts [ 1982]) ، R(3, 8) )Mackay – Zhang [ 1992]( تعدّ ح�صابات
R(4, 5) ، )Mackay – Radiziszowski [1995]  ،( حديثة، اأمّا الح�صابات الأخرى، فهي اأقدم كثيًرا )تعود ب�صورة 
.)Graver  YackeL [1968] و Kalbfleisch [1967] و )Greenwood – Gleason [1955] اأ�صا�صية لكلّ من
�صنبرهن اأول نتيجتين فقط من هذه النتائج )انظر التمرين 16 ل� R(3,5)(. عندما r = k = 2، فاإننا 
نُب�صّط الم�صطلحات من خلل ا�صتخدام لونين هما: »داخل« و»خارج«. وفي هذه الحالة ت�صبح نظرية رامزي على 
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الفصل 8     مواضيع إضافية )اختياري(384

R(p,q) من الروؤو�ض ع�صبة من  R(p,q) بحيث توجد لكل بيان على  اأ�صغر عدد �صحيح  التالي: يوجد  ال�صكل 
 .q اأو مجموعة م�صتقلة من الحجم ،p الحجم

9.3.8. مثال: R(3, 3) = 6. لقد اأثبتنا �صابقًا اأنّ R(3, 3) ≤ 6 ، وبما اأنّ الحلقة الخما�صيّة تخلو من المثلثات، 
.R(3, 3) ≥ 6 ّولي�ض لها مجموعة م�صتقلة من الحجم 3، فاإن

؛ لأنّ اأيّ اأربعة روؤو�ض م�صتقلة على  4k 10.3.8. مثال: R(3, 4) = 9. يخلو البيان اأدناه منk3  وكذلك من
.R(3, 4) ≥ 9 ّحلقة ثمانية ت�صتمل على اأزواج مت�صادة على الحلقة. لذا، فاإن

اإذا كان لدينا راأ�ض x في بيان G، فباإمكاننا اأنْ ن�صيف x اإلى راأ�صين متجاورين لت�صكيل مثلث، اأو ن�صيف x اإلى 
ل مجموعة رباعية م�صتقلة. وبما  اأنّ R(2 ,4) = 4 و R(3, 3) = 6 ، فاإنا ن�صتنتج  مجموعة ثلثية م�صتقلة لن�صكِّ
اأنه اإذا وُجد ل� x اأربعة جيران، اأو وُجد له �صتة ليعدّون جيرانًا، فاإنه يوجد في G مثلث اأو مجموعة رباعية م�صتقلة. 
وبتجنب الحالتين، نجد اأنّ   هذا يحدّد x كالآتي: اإما اأنْ يوجد له ثلثة جيران على الأكثر، اأو اأنه يوجد له خم�صة 
فاإنّه يوجد  روؤو�ض،  ت�صعة  لبيان على  اإذا حدث هذا   .n(G) ≤ 9 اأنّ  الأكثر ليعدّون جيرانًا، وهذا يعطينا  على 
لكل راأ�ض ثلثة جيران. وبما اأنّ �صيغة جمع الدرجات تمنع وجود بيان منتظم من الدرجة 3 على ت�صعة روؤو�ض، 
 ■   .R(3, 4) = 9 ّف�صنح�صل على اأن
ا( اأعلى )عن طريق تكرار الخطوات( عن R(p, q; r). لقد  ا )كبيًرا جدًّ اإنّ اإثبات نظرية رامزي يعطي حدًّ

قام كلّ من  Graham وRothschild، و Spencer, [1980, 1990] بتف�صير مقدار كبر هذا الحدّ. 

11.3.8. نظرية: R(p, q) ≤ R(p - 1, q) + R(p, q - 1). اإذا كان حدّا المجموعة عن اليمين زوجية 
عندها تكون المتباينة دقيقة وم�صبوطة. 

الاإثبات: اإذا وُجد لراأ�ض في بيان اختياري R(p - 1, q) من الجيران، اأو كان له R(p, q - 1) من اللجيران، 
فتوجد للبيان ع�صبة – p اأو مجموعة – q م�صتقلة. بوجود R(p - 1,q) + R(p,q - 1) نقطة في البيان، فاإنّ 
 مبداأ اأع�صا�ض الحمام ي�صمن حدوث اإحدى هذه الحالت الممكنة. اإنّ الم�صاواة في الحدّ تتطلب وجود بيان منتظم له

R(p -1, q ) + R(p, q - 1)  راأ�صًا. واإذا كان كلّ حدّ من حدّي المجموع زوجيًّا، فاإنّ هذا يتطلب بيانًا منتظمًا 
■ فردي الدرجة على عدد فرديّ من الروؤو�ض. وهذا م�صتحيل.  
كما   .)15 )التمرين   R(p, q) ≤ (p+q-2)p-1 اأن  تنتج   11.3.8 النظرية  فاإن   ،R(p,2) = R(2,p) = p اأنّ  بما 
فاإنّ  كبيرة،   p و  ثابتة   q كانت  اإذا  )المقاربات(.  المحاذيات  درا�صة  اإلى  قادت  الدقيقة  الأجوبة  قلة  اإنّ 
 .)Chung – Grinstead [1983]( و )Graver – yackel [1968] 1( , ) log log / logqR p q Cp p p−≤

ل� q = 3 ، فاإنّ الجواب معروف �صمن معامل ثابت:
. 2 2/ log ( ,3) / logC p p R p cp p′ ≤ ≤  

اإلى  فيعود  الأدنى  الحدّ  اأمّا  )Ajitai – Komlo′s - Szemere′di [1980](؛  اإلى  الأعلى  الحدّ  يعود 
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385 نظرية رامــزي  3.8

)Kim [1995](. ت�صتخدم هذه الحدود جميعها طرقًا احتمالية )الجزء 5.8(. 
 ل� R(p, p) هو 

     

      

          

       
 
   

      

       
 
   

     

      
        

     
         

 

تُ�صمى اأعداد رامزي للكوتات المت�صاوية اأعدادَ رامزي القطرية تقاربيًّا. اإنّ الحدّ الأعلى
ا اأدنى بنائيًّا، وهو كثيرة حدود في p.   اإنّ اأف�صل حدّ بنائيّ معروف ينمو ب�صورة   . يقدم التمرين 14 حدًّ

اأ�صرع من اأيّ كثيرة حدود في p، واأبطاأ من اأيّ دالّة اأُ�صّيّة في p )FrankL – Wilson [1981]، التمرين 29(.
ويمكن اإثبات الحدّ الأدنى الأ�صيّ بطرق عدّ )ح�صاب(، حيث تعطي: 

 . 1/ 1/2 lim  inf ( , ) lim  sup ( , ) 4p pR p p R p p≤ ≤ ≤

تحديد قيمة هذه النهاية )اإنْ وُجدت( هي اأول م�صاألة غير محلولة متعلقة باأعداد رامزي. 
 . 1 /2( , ) ( 2)  (1 (1))−> +pR p p e p e o  .)Erdős [1997]( :12.3.8.  نظرية

 

     

      

          

       
 
   

      

       
 
   

     

      
        

     
         

 

الاإثبات: خذ في الح�صبان البيان الذي مجموعة روؤو�صه [n]. اإنّ كلّ ع�صبة –p  ممكنة تحدث في 
2 من  هذه البيانات. 

     

      

          

       
 
   

      

       
 
   

     

      
        

     
         

 

2 بيانًا. وبالمثل، فاإنّ كلّ مجموعة p تحدث بو�صفها مجموعة م�صتقلة في 

     

      

          

       
 
   

      

       
 
   

     

      
        

     
         

 

من هذه ال� 
ا اأدنى على عدد  واأنّ اإهمال هذه الكمّية لكلّ ع�صبة  –p  ممكنة ولكلّ مجموعة – p م�صتقلة ممكنة يترك حدًّ

البيانات التي لي�ض لها ع�صبة -p اأو مجموعة – p م�صتقلة. 
 .R(p, p) > n ّتت�صمن اأن ، 

     

      

          

       
 
   

      

       
 
   

     

      
        

     
         

 

 طريقة لختيار p من الروؤو�ض، فاإنّ المتباينة 

     

      

          

       
 
   

      

       
 
   

     

      
        

     
         

 

بما اأنّه يوجد 
.   تقود التقريبات بحر�ض اأكثر )با�صتخدام  /22pn <  عندما 

     

      

          

       
 
   

      

       
 
   

     

      
        

     
         

 

اإنَّ التقريبات غير الدقيقة تعطي اأنّ 
■ �صيغة �صتيرلنج )Sterling( لتقريب الم�صروبات( اإلى النتيجة التي ادعيناها.  

)Graph Ramsey Theory( نظرية رامزي للبيانات
اإن نظرية رامزي في حالة r = 2 تقول: اإنَّ تلوينًا ب� k من الألوان لأ�صلع بيان تام كبير كفاية يُجبر وجود 
بيان جزئيّ تام اأُحاديّ اللون. اإنّ اأيّ ع�صبة – p )ع�صبة لها p من الروؤو�ض( اأحاديّة اللون تحوي ن�صخة اأحادية 
اللون لكلّ بيان له p من الروؤو�ض. ربما يمكن �صمان وجود ن�صخ اأحاديّة اللون عدد اأ�صلعها اأقلّ من خلل تلوين 
بيان اأ�صغر من البيان اللزم ل�صمان وجود Kp. فعلى �صبيل المثال، اإنّ التلوين الثنائي ل� K3 دائمًا يعطي اأحاديّ 
من  بالعديد  يوحي  وهذا  اللون،  اأحادي  مثلث  وجود  ل�صمان  نقاط  �صت  اإلى  الحاجة  من  الرّغم  على   .p3 اللون 

الأ�صئلة حول اأعداد رامزي، بع�صها تكون الإجابة عنه اأ�صهل من الإجابة عن الأ�صئلة المتعلقة بالعُ�صب. 
 R(G1, …, Gk) )بيانات ب�صيطة، فاإنّ عدد رامزي )للبيان G1, … , Gk ّ13.3.8. تعريف. على افتر�ض اأن
 .i لبع�ض i لها اللون Gi ن�صخةً من E(Kn) �من الألوان ل k �بحيث يحوي كلُّ تلوين ب ،n هو اأ�صغر عدد �صحيح

 .R(G1, …, Gk) بدلً من Rk(G) فاإننا نكتب ،i ّلكل Gi = G وفي الحالة التي يكون فيها
لقد قام بَر )Burr [1983]( باإيجاد R(G, G)، الذي يُ�صمّى »عدد رامزي ل� G« وذلك لجميع 113 بيانًا 
التي لها �صتة اأ�صلع على الأكثر، ولي�ض لها روؤو�ض معزولة. هناك �صيغ جميلة معروفة ل� R(G1, G2) في بع�ض 

الحالت. مرة اأخرى، اللونان هما الأحمر والأزرق. 
14.3.8. نظرية: )Chava′tal [1977]( اإذا كانت T �صجرة على m من الرّوؤو�ض فاإنّ:

R(T, Kn) = (m - 1)(n - 1) + 1 
الاإثبات: للحدّ الأدنى، لوّن K(m - 1)(n - 1) من خلل جعل البيان الأحمر هو Km - 1(n - 1). اآخذين في الح�صبان 
اأنّ رتبة المركبات الحمراء ت�صاوي m - 1، فل توجد �صجرة حمراء على m من الروؤو�ض. ت�صكل الأ�صلع الزرقاء 
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الفصل 8     مواضيع إضافية )اختياري(386

 .Kn لذا، ل يمكن اأنْ يحوي .n - 1 بيانًا متعدد الفروع من الدرجة
اإنّ  اإثبات الحدّ الأعلى ي�صتخدم ال�صتقراء على كلّ و�صيط من خلل التركيز على جيران راأ�ض واحد.  اإنّ 
اأن برهناها في  �صبق  التي  الأ�صجار  اإحدى خوا�ض  n، م�صتخدمين  ال�صتقراء على  ي�صتخدم عر�صنا )تقديمنا( 
الف�صل الثانية من خلل ال�صتقراء على m الخطوة الأ�صا�ض هي n = 1، حيث ل توجد حاجة اإلى اأ�صلع من 

 .K1 اأجل الح�صول على
من اأكثر   x ل�  وُجد  اإذا   .x راأ�صًا  الح�صبان  في  فخذ   ،E(K(m - 1)(n - 1) + 1) ل�  ا  ثنائيًّ ا  تلوينًّ اأعطيت   اإذا 

 (n - 2)(m - 1) من الجيران عبر الأ�صلع الزّرقاء، فاإنّ فر�ض ال�صتقراء يعطينا �صجرةً حمراء T، اأو اأنّه يعطي 
Kn-1 اأزرق من بين هذه الجيران. وهذا بدوره يعطي T حمراء اأو Kn اأزرق )مع x( في التلوين الكامل. 

 (m - 1) صلعًا اأزرق على الأكثر، وبذلك فاإنه يقع على� (m - 1)(n - 2) بخلف ذلك، فاإنّ كلّ راأ�ض يقع على
 T على الأقل يحوي m - 1 حمراء؛ لأنّ كلّ بيان درجته ال�صغرى ت�صاوي T صلعًا اأحمر على الأقل. وهذا يعطينا�
■ )الق�صيه 8.1.2( . 

Km-1Km-1Km-1Km-1

في الحالة التي يكون لمركبة G الكبرى m راأ�صًا، وتكون χ(H) = n، فاإنّ البناء الموجود في النظرية 3.8. 14. 
 . )Chva′tal – Harary [1972](  R(G, H) ≥ (m - 1)(n - 1)+1 يعطينا

ا وتكون m كبيرة  خمّن بر وايردوز )Burr - Erdo'′s [1983]( اأنّ الم�صاواة تتحقّق عندما يكون H بيانًا تامًّ
max . على الرّغم من تحقق هذا )Burr [1981]( عندما يكون ل� G العديد 

( )max  
( )F G

e F
n F⊆
( )max  
( )F G

e F
n F⊆ ا بدللة n(H)  و  جدًّ

من الروؤو�ض ذات الدرجة 2، وفي بع�ض الحالت الأخرى، اأثبت براندت )Brandit [2000]( اأنّه يوجد لكل بيانٍ 
h بداية )عتبة( d0، بحيث اإنّ R(G, H) ≥ hn(G)  تقريبًا لكلّ بيان  R∈ℝ ّولكل )Kn مثل( H غير ثنائي الفرع

 .d > d0 حيث D منتظم من الدرجة
راأ�صًا  تحوي   H ل�  اللونيّة  فوف  ال�صّ تكون  اأنْ  ا  جدًّ ال�صروري  من   .14.3.8 للنظرية  الأعلى  الحدّ  في 
عندما المثال،  �صبيل  فعلى  ا.  جدًّ �صعيفًا  يكون  اأنْ  يمكن  الأدنى  الحدّ  فاإنّ  هذا،  يف�صل  عندما  فقط.   واحدًا 
 G = H= mK3،  فاإن نتيجه كفتال وهراري تعطي R(G, H) ≥ (3 - 1)(3 - 1) + 1 = 5  ؛ اإل اأنّ   القيمة 
ال�صحيحة هي 5m. هنا نجد اأنّ تماثل تلوين الحدّ الأدنى مده�ض ومفاجئ، اآخذين في الح�صبان تماثل المدخلت. 

 .m ≥ 3 لكل R(mK3, mK3) = 5m )Burr - Erdo'′s – Spencer [1975]( :15.3.8. نظرية

الاإثبات: افتر�ض اأنّ البيان الأحمر هو K3m-1 + K1, 2m-1  ، كما يظهر في ال�صكل اأدناه. في هذا البيان،لحظ 
 m لعمل  تكفي  روؤو�صًا  الع�صبة ل تحوي  اأنّ  اإلّ   ،(3m - 1)  - الع�صبة  من  روؤو�ض  ثلثة  ي�صتخدم  مثلث  كلّ  اأنّ 
ولكلّ مثلث اأزرق راأ�صان على الأقل في ن�صخة 3 12 1 1( ) mmK K V K −− + ∨ 3 12 1 1( ) mmK K V K −− +  مثلثًا منف�صلً. البيان الأزرق المتمّم هو

 K2m-1. لذا، ل يمكن   اأنْ   يوجد m من المثلثات الزرقاء المنف�صلة. 

K xx 3 1m-K2 1m-K2 1m- K 3 1m-
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387 نظرية رامــزي  3.8

يتطلب تحليل حالة ق�صيرة  m = 2. وهذا  الأ�صا�ض:  m. الخطوة  ال�صتقراء على  الأعلى  للحدّ  ن�صتخدم 
تقريبًا اإذا حُلّلت بحر�ض وحذر. )التمرين 26(. 

، فاإنا نعلم اأنّ كلّ تلوين ثنائي يحوي مثلثًا اأحادي  5 (3,3) 6m R> = خطوة ال�صتقراء: m ≥ 3. بما اأنّ 
اللون. وباإهمال روؤو�ض المثلثات كلّما وجدناها، ن�صتطيع ال�صتمرار لنجد المثلثات الأحاديّة اللون، في حين تبقى �صتة 
روؤو�ض على الأقل. بما  اأنّ 5m – 3m ≥ 6. لكلّ m ≥ 3، نجد m من المثلثات الأحاديّة اللون المنف�صلة اإذا كان 

لجميعها اللون نف�صه، وعندها ل ن�صتطيع عمل �صيء. 
بخلف ذلك، يوجد لدينا على الأقل مثلث واحد بكلّ لون. افتر�ض اأنّ abc مثلث اأحمر، واأنّ def مثلث اأزرق 
منف�صل عن المثلث abc، فيمكن الفترا�ض من الأ�صلع الت�صعة التي تربط بينهما اأنَّ خم�صة منها حمراء على 

 .def الأقل، وذلك ا�صتنادًا اإلى التماثل، ويجب اأنّ يوجد لزوجٍ من هذه الأ�صلع نقاط طرفية م�صتركة في
اأنّ اأزرق لهما راأ�ض م�صترك، لذا يوجد لهما معًا خم�صة روؤو�ض، وبما  اآخر  اأحمر ومثلث   الآن، يوجد لدينا مثلث 

 m > 2، فاإن فر�صية ال�صتقراء للتلوين على ال� 5m – 5 راأ�صًا المتبقية تعطينا K3(m - 1) بلون واحد. الآن، 
■ ن�صيف المثلث ذا اللون المنا�صب من الروؤو�ض الخم�صة الخا�صة.  
 .K11 اإنّ القارئ الذي يقلق ب�صاأن الخطوة الأ�صا�ض في النظرية 15.3.8، يمكن اأنْ  ياأخذ في الح�صبان تلوين
اإنَّ تفادي 2K3 يجبر حدوث فرا�صي ال�صكل )مثلثات اأحادية اللون براأ�ض م�صترك( كما في الأعلى، اإل اأنّنا نجد 
مثلثًا اأحادي اللون اآخر من بين النقاط ال�صتة المتبقية، وهذا ينهي اإثبات اأنّ R(mK3, mK3) ≤ 5m +1. تظهر 

بع�ض النتائج المرتبطة بهذا في التمرينين 27 - 28.  
كما  الروؤو�ض  عدد  في  اأُ�صّيًّا  يكون  ربما  اختياري  لبيان  رامزي  عدد  اأنّ  بالملحظة  الجديرة  النتائج  اإحدى 
وتروتر  )Szemere′di( و�صزميردي   )RÖdl( ورودل   )Chva′tal( كفتال  من  كلّ  قام  لقد   .Kn حالة   في 
 )Trotter( في العام [1983م] باإثبات اأنّ عدد رامزي ينمو على الأكثر خطّيًّا بالن�صبة اإلى عدد الروؤو�ض، وذلك 
ل�صفّ البيانات التي درجتها العظمى ت�صاوي d. وبكلمات اأخرى، برهنوا اأنّ  R(G,G) ≤ cn(G)، حيث c ثابت 
يعتمد على d فقط. بالطبع فاإنّ الثابت دالة تنمو ب�صرعة في d، اإل اأنها ل تعتمد على n(G). حيث ي�صتخدم الإثبات 

تمهيدية �صزميردي للنتظام [1978]، وهي نتيجة �صعبة ولها العديد من التطبيقات. 

)Sperner's Lemma and Bandwidth( النطاق )ــاع تمهيدية سبيرنر وعرض )اتس
على الرّغم من اأنّ تمهيدية �صبيرنر عمومًا ل تعدّ جزءًا من نظرية رامزي، اإل اأننا نوردها في هذا الجزء لأنّ 
لها طبيعة نظرية رامزي: كلّ و�صم )و�صع علمات دالة( لتثليث يحقق �صروطًا حدّيّة يحتوي على قطعة لها و�صم 
خا�ض )عن�صر واحد من كلّ �صفّ(. لحظ اأنّ تمهيدية �صبيرنر مثل نظرية رامزي من حيث ا�صتخدامها اأفكارًا 
ب�صيطة، اإل اأنّ تطبيقاتها دقيقة، حيث تعتمد نظرية رامزي على مبداأ طواقي الحمام وال�صتقراء، اأما تمهيدية 

�صبيرنر فت�صتخدم تعليلت معتمدة على النوعية فقط )وال�صتقراء من اأجل التعميم للأبعاد العليا(. 

16.3.8. تعريف. التق�صيم المبُ�صطي لمثلث كبير T هو تجزئة ل� T اإلى خليا مثلثية بحيث اإنّ تقاطع اأيّ خليتين هو 
�صلع م�صترك اأو زاوية. ت�صمىّ زوايا الخلية بالعُقد. اإنّ الو�صم )التعليم( الفعلي لتق�صيم مُب�صطي ل� T يحدّد 
 . {0,1,2}i ∈ علمات من {2 ,1 ,0} للعقد متفاديًا و�صع علمة i على ال�صلع رقم i من اأ�صلع T لكلّ 

ت�صمّى الخليّةُ المو�صومة بكلّ المجموعة {0,1,2} خليةً تامة الو�صم )التعليم(. 
في التعليم الفعليّ، فاإنّ كلّ علمة دالة تظهر على اأحد زوايا T، اإ�صافة اإلى اأنّ العلمة i تتفادى �صلع T الذي 
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ح تق�صيمًا مُب�صطيًّا وكذلك البيان الذي نح�صل عليه  يربط بين الزوايا غير المعلَّمة بالعلمة i. وال�صكل اأدناه يو�صّ
منها لنبرهن وجود خلية تامة الو�صم )التعليم( لهذا البيان.
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1
1

1
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17.3.8. نظرية: )تمهيدية �صبيرنر [1928](. توجد لكلّ و�صم )تعليم( فعليّ لتق�صيم مُب�صطيّ خليةٌ تامة الو�صم. 
الاإثبات: �صنبرهن النتيجة الأقوى، وهي وجود عدد فردي من الخليا تامّة الو�صم. نبحث عن هذه الخلية بدءًا 
من خارج T، وندخل الخليّة من خلل عبور �صلع علمتاه الدالتان هما 0 و 1. اإذا و�صلنا اإلى خليّة علمتها الدالة 
اأو 1،  اإما 0  الثالثة تكون  اإنَّ العلمة الدالة  اإنهاء الإثبات. ولكن الأمر لي�ض كذلك، حيث  الثالثة 2، فهذا يعني 
وبذلك يوجد للخليّة �صلع اآخر علمتاه الدالتان 0 اأو 1. ومن خلل عبورنا اإلى هذه الخليّة، فاإننا ندخل اإلى خليّة 
جديدة، ون�صتمر في البحث عن خليّة لها العلمة الثالثة، و هذا يقترح تعريف بيان G بت�صفير الخطوات الممكنة 
جميعها، ون�صمل راأ�صًا لكلّ خليّة بالإ�صافة اإلى راأ�ض واحد للمنطقة الخارجية. يتجاور راأ�صان في G اإذا ت�صاركت 
هذه المناطق ب�صلع حدودي بحيث اإنّ العلمتين الدالتين على نقطتيه الطّرفيتين هما 0 و 1، والبيان عن اليمين 

اأعله ينتج عن الو�صم الفعليّ عن الي�صار. 
ت�صبح الخليّة تامة الو�صم راأ�صًا درجته  1في G. اأمّا الخليّة التي لي�ض لها 0، اأو لي�ض لها 1 فاإنها ت�صبح راأ�صًا 
درجته 0. يوجد للخليا المتبقية زوايا علماتها الدالة هي: 1 ,0 ,0 اأو 1 ,1 ,0 وت�صبح روؤو�صًا درجتها 2. لذا، فاإنّ 
الخليا المن�صودة ت�صبح روؤو�صًا درجتها 1 في G، وهذه هي الخليا الوحيدة التي ت�صبح روؤو�صًا درجتها فردية. 

لقد نقلنا الم�صاألة الأ�صلية اإلى م�صاألة اإثبات  اأنّ ل� G مثل هذا الراأ�ض الذي درجته ت�صاوي 1. 
ا، وكلّما �صرنا من الزاوية التي علمتها )و�صمها( 0 اإلى الزاوية  للراأ�ض v للمنطقة الخارجية درجة فردية اأي�صً
التي و�صمها 1 عبر �صلع T الذي يتفادى الو�صم 2، فاإننا نقطع �صلعًا ل� G ي�صمل v في كلّ انتقال من 0 اإلى 1، اأو 
النتقال من 1 اإلى 0. وبما اأننا نبداأ عند 0 وننتهي عند 1، فنكون قد انتقلنا عددًا فرديًّا من المرات. لذا، فاإنّ 
درجةَ v فرديةٌ. وبما اأنّ عددَ الروؤو�ض التي درجتها فردية زوجيٌّ لكل بيان، فاإنّ عدد الروؤو�ض التي درجتها فردية 
■ وغير v يجب اأنّ يكون فرديًّا. لذا، يوجد عدد فردي من الخليا تامة الو�صم. 
)لبعدين(  براور  نظرية  �صياغة  يمكن    .)Brouwer( لبراور  الثابتة  النقطة  نظرية  تطبيق.   .18.3.8
 T اأنّ زوايا  T اإلى نف�صها. افتر�ض  على ال�صورة الآتية: توجد نقطة ثابتة لأيّ دالّة مت�صلة من منطقة مثلثية 
اأيّ نقطة على قطعة م�صتقيمة معدلً )متو�صّطًا(  اأننا ن�صتطيع كتابة  v0, v1, v2، وبما  هي نقاط )متجهات( 
ال�صورة: على   T لزوايا  موزونًا  متو�صطًا  بو�صفه   v T∈ كلّ كتابة  يمكننا  فاإنه  الطرفية،  لنقاطها   موزونًا 
1ai وكلّ ai ≥ 0 )التمرين 37(. لذا، يمكننا تحديد v من خلل  =∑ai =1حيث v = a0v0 + a1v1 + a2v2 

.a= (a0, a1, a2) :متجه معاملته
a اإذا كان ai' < ai حيث 'f(a) = a. بما  اأنّ مجموع  Si∈Si  بو�صع f من الدالة s0, s1, s2 ف مجموعات عرِّ
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389 نظرية رامــزي  3.8

معاملت كلّ نقطة ي�صاوي 1، فاإنّ كلّ نقطة في T تنتمي اإلى Si واحدة. واأنّ نقطة تنتمي اإلى المجموعات الثلثة اإذا 
وفقط اإذا كانت نقطة ثابتة ل� f. لذا، نريد اأن نبرهن وجود نقطة م�صتركة بين المجموعات الثلث. 

. حيث اإنّ النقط الموجودة  ia S∈ ا ل� T، فلكل عقدةٍ a اختر و�صمًا i بحيث اإن اإذا اأُعطيت تق�صيمًا مب�صطيًّ
على �صلع T المقابل ل� vi تحقق اأنّ اإحداثيها رقم i ي�صاوي 0. واأنّ الإحداثيّ i ل يتناق�ض تحت f. لذا، باإمكاننا 
لع. اإنّ الو�صم الناتج فعليّ، وتمهيدية �صبيرنر ت�صمن وجود  اأنْ نختار و�صمًا مختلفًا عن i لكلّ نقطة على ذاك ال�صّ
خليّة تامّة الو�صم. وتكرار العملية ال�صابقة با�صتخدام تثليثات ذات خليا اأ�صغر متتابعة يعطينا متتالية متتابعة 
من المثلثات الأ�صغر التّامّة الو�صم. افتر�ض اأنّ xj, yj, zj زوايا المثلث رقم j، وعلماتها الدّالّة هي: ,0,1,2 على 

الترتيب. في كلّ Si نح�صل على متتالية غير منتهية من النقاط. 
التفا�صيل المتبقية هي تفا�صيل توبولوجية؛ لذا نقترح الخطوات فقط، وبما اأنّ f مت�صلة، وكلّ Si مغلقة ومحدودة، 
فاإنّ لكلّ متتالية غير منتهية في مجموعة مغلقة ومحدودة متتالية جزئية تقاربية. لذا، توجد متتالية جزئية تقاربية 
ل� {… ,x1, x2}. افتر�ض اأنّ xik هي المدخلة رقم k. بما اأنّ الم�صافة من xik اإلى yik، و zik تقترب من 0، فاإنّ هذه 
المتتاليات الجزئيّة تقترب من النقطة نف�صها، وبّما اأنّ: S0, S1, S2 مجموعات مغلقة ومحدودة، فاإنّ نقطة النهاية 
■   .f �تنتمي اإلى المجموعات الثلثة، وبذلك تكون نقطة ثابتة ل

ا لحلّ م�صاألة على »ال�صّبكة المثلثيّة«.  �صنطبق تمهيدية �صبيرنر اأي�صً
الأعداد  بين  اأكبر فرق  الت�صاع هو  فاإنّ  باأعداد �صحيحة مختلفة،   G روؤو�ض  م  نُرقِّ تعريف. عندما   .19.3.8

 .G �هو اأ�صغر ات�صاع ترقيم ل G لبيان B(G) ال�صحيحة المحددة للروؤو�ض المتجاورة. وعر�ض النطاق
يكون من  ولكن،  التّرقيم.  التي ل توجد فيها فجوات في  دائمًا في الحالة  يكون م�صغرًا  الت�صاع  اأنّ  لحظ 
الم�صفوفات؛  النّطاق” من نظرية  “عر�ض  ال�صم  ياأتي   .)42 ال�صماح بوجود فجوات )التمرين  اأحيانًا  المنا�صب 
على  الواحدات  تظهر  بحيث  و�صفوفها،  التجاور  م�صفوفة  لأعمدة  تبديلة  الأمثل  التّرقيم  ي�صف  حيث 
النظير.  ح�صاب  عملية  عُ  يُ�صَرِّ ال�صورة  بهذه  الم�صفوفة  ترتيب  اإنّ  الرئي�ض.  القطر  من  قريبة  قطرية  نطاقات 
فيها  تتقدم  اأنْ  يجب  التي  الحالة  في  المتجاورة  الروؤو�ض  بين  التاأخير  )ت�صغير(  تقليل  وهو  اآخر،  دافع  وهناك 
ت�صاوي الكبرى  درجتها  التي  للأ�صجار  حتى   NP – �صعب  النطاق  عر�ض  وح�صاب  خطّيّ،  بترتيب   الروؤو�ض 

 .)3 (Garey – Graham- Johnson – Knuth [1978]
�صنقدّم حدّين اأدنيين على عر�ض النّطاق. 

 
( ) 1( ) max

( )H G
n HB G
diam H⊆

−
≥   

( ) 1( ) max
( )H G

n HB G
diam H⊆

−
≥

diam
20.3.8. تمهيدية:

الاإثبات: يحوي كلّ ترقيمٍ ل� G ترقيمًا لكلّ بيان جزئيّ من G، وفي كلّ بيان جزئي H يوجد راأ�صان بحيث ي�صاوي 
الفرق بين رقميهما n(H) - 1 على الأقل. ومن مبداأ اأع�صا�ض الحمام، يوجد �صلع على م�صار بين هذين الراأ�صين ، 
 ■ بحيث  ي�صاوي ات�صاعه n(H) - 1 مق�صومًا على الم�صافة بينهما على الأقل.  

} ترمز S�𝝏� اإلى المجموعة  }( ) max min :| |KB G S S K≥ ∂ =   )Harper [1966]( :21.3.8. تمهيدية
) التي لها جار خارج S على الأقل.  )S V G⊆ الجزئية من الرّوؤو�ض في مجموعة 

 .G �من الروؤو�ض في ترقيم اأمثل ل k راأ�صًا، بحيث تكون اأول k موؤلفة من S توجد مجموعة ،k �الاإثبات: لكلّ قيمة ل
يجب اأنْ يكون عر�ض نطاق G م�صاويًا ل� |S�𝝏�| على الأقل؛ لأن الراأ�ض الذي رقمه )علمته الدالة( اأقلّ ما يمكن 
■  .S على الأقل لجواره فوق |𝝏𝝏S| له �صلع ات�صاعه ي�صاوي 𝝏𝝏S من بين

اإنّ ح�صاب حدّ  المو�صعي )المحليّ(.   الكثافة  الأول بحدّ  العام [1988م] �صمّى �صنق )Chung( الحدّ  في 
. اأمّا لل�صبكة Pm □ Pn، فاإنّ قيمة حدّ     

      
   

   
هاربر يكون �صعبًا عادة، وهذا الحدّ للمكعّب Qk ي�صاوي 
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هاربر الأدنى هي min {m,n}، والتي يمكن تحقيقها )التمرين 43(. 
22.3.8. مثال: ال�صّبكة المثلثيّة. تتكوّن ال�صّبكة المثلثيّة Ti من روؤو�ض (i, j, k) بحيث اإنّ i, j, k اأعداد �صحيحة 
غير �صالبة مجموعها ي�صاوي l ، وبحيث يتجاور الراأ�صان اإذا كان الفرق المطلق الكلّيّ للإحداثيات المتناظرة ي�صاوي 
ا اأعلى ل� B(Ti) قيمته ت�صاوي l + 1 .  ويعدّ  فوف حدًّ ح T4.  ينتجُ ترقيم الروؤو�ض بح�صب ال�صّ 2. ال�صكل اأدناه يو�صّ

2 /l فقط، بالإ�صافة اإلى اأنّ حدّ هاربر يكون نحو l/2 ا اأمثل، اإل اأنّ حدّ الكثافة المحلية يكون حول هذا الحدّ حدًّ
■ . يمكن ا�صتخدام تمهيدية �صبيرنر لبرهنة اأنّ l +1 حدٌّ اأمثل.  

افتر�ض اأنّ G البيانُ الم�صكّلٌ من خلل تق�صيم مُب�صطي لمثلث، اإنّ حدود G الخارجية  حلقة، ف�صلً عن اأنّ 
المناطق المحدودة هي مثلثات، اإ�صافة اإلى اأنّ الحلقة مجزاأة اإلى م�صارات من خلل زوايا المثلث الكبير. ونقول: اإنّ 

الرّابط عبارة عن روؤو�ض تولّد بيانًا جزئيًّا مترابطًا يحوي راأ�صًا من كلّ م�صار حدوديّ. 
23.3.8. تمهيدية: )Hochberg – McDiarmid- Saks [1995]( افتر�ض اأنّ T تق�صيمًا مب�صطيًّا بحيث 
ا اأنّ R و B هما البيانان الجزئيان اللذان يحدثهما كلّ من  دَ لونٌ اأحمر اأو اأزرق لكلّ راأ�ض. وافتر�ض اأي�صً حُدِّ
 B و R الروؤو�ض الحمراء والزرقاء على التّرتيب. ولكلّ تلوين من هذا القبيل، فاإنّ تلوينًا واحدًا بال�صبط من

يحوي رابطًا. 
الاإثبات: لكل راأ�ض v، خذْ في الح�صبان الروؤو�ض التي يمكن الو�صول اإليها من v ولها لون v نف�صه. اإذا كان من 
غير الممكن الو�صول اإلى الجوانب الثلثة، فعلِّم v باأ�صغر دليل لجانب ل ن�صتطيع الو�صول اإليه من v. وللروؤو�ض 
و�صمًا  عقدة  لكلّ  فاإنّ  رابط،  هناك  يوجد  لم  واإنْ  يظهر.  ل   i )العلمة(  الو�صم  فاإنّ   ،i الجانب  على  الموجودة 

 .T �ا ل )علمة(، وهذا يعطي و�صمًا فعليًّ
من تمهيدية �صبيرن، توجد خليّة تامّة الو�صم. وبما اأنه يوجد للخليّة ثلث زوايا، وقد ا�صتخدمنا لونين هما 
R و B فقط، فاإن زاويتين لهذه الخليّة لهما اللون نف�صه. وبما اأنهما متجاوران، فباإمكانهما الو�صول اإلى مجموعة 
الروؤو�ض نف�صها الملونة بلونهما. لذا، فاإنّ اأقلّ جانب ل يمكن الو�صول اإليه منهما ل يمكن اأنْ يكون مختلفًا.  وهذا 
التناق�ض يعني اأننا لم نبِن الو�صم )العلمات الدالة( المحدد )ه�(. لذا، يوجد راأ�ض ن�صتطيع من خلله الو�صول 

اإلى اأيّ جانب. 
اإذا وُجد رابط لأحد الألوان، فاإنه يق�صّم الروؤو�ض المتبقية اإلى مجموعات، بحيث يتحقق وجود جانب واحد 
■ على الأقل ل يمكن الو�صول اإليه لكلّ مجموعة. لذا، ل يمكن اأنْ يوجد روابط في كل اللونين.  

يُثَلِّثُ منطقة  بيان   G اأنّ  نظرية:  )Hochberg – McDiarmid – Saks [1995](. افتر�ض   .24.3.8
محاطة )محدودة( بحلقة C مجزاأة اإلى ثلثة م�صارات. اإذا كانت k هي الأ�صغر لمجموع الم�صافات من v اإلى 

. B(G) ≥ k +1 فاإن ، ( )v V G∈ كلّ من الم�صارات الثلثة وذلك لكل 
الاإثبات: افتر�ض اأنّ f ترقيمٌ ل� G، وافتر�ض كذلك اأنّ t اأكبر دليل بحيث ل يوجد للبيان الجزئي المحدث من 
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391 نظرية رامــزي  3.8

الروؤو�ض المرقّمة من 1 اإلى t مركبةٌ تلتقي )تتقاطع( مع الم�صارات الثلثة. اجعل R تمثّل مجموعة الرّوؤو�ض هذه، 
وS ت�صاوي مجموعة الرّوؤو�ض خارج R التي لها جيران في R، واجعل T تمثّل بقيّة الرّوؤو�ض. 

من البناء، ينتمي الرّاأ�ض v حيث f(v) = t +1 اإلى S. بما اأنّ  R ∪ {v} تحوي رابطًا، فاإن R ∪ S تحوي رابطًا 
ولكن T ل تحوي ذلك. وبما اأنه ل يوجد �صلع بين R و T، وبما اأنّ R ل تحوي رابطًا، فاإن R ∪ S ل تحوي رابطًا. الآن، 
 ت�صمن  التمهيدية 8 .3. 23. اأنّ S تحوي رابطًا. اإنَّ المجموعة S ت�صاوي (R ∪ S) �𝝏� للقطعة الأخيرة )النهائية(

 .R اإلى S الأ�صلع من اأحد  على  الأقل   S ∪ T في التّرقيم. لذا يوجد للترقيم فرق ي�صاوي |S| على 
اإنّ الرابط يحوي ممرات من كلّ راأ�ض من روؤو�صه اإلى كلّ من الم�صارات الحدودية الثلثة. ونعلم من الفر�ض اأنّ 
مجموع اأطوال هذه الممرات من اأيّ راأ�ض ثابت ي�صاوي k على الأقل. يوجد راأ�ض في S، بحيث تكون هذه الممرات في 
■  . |S| ≥ k + 1 ّبالن�صبة اإلى هذا الراأ�ض م�صارات منف�صلة. لذا، فاإن S

T T T T TS SSR

v

 .l+1 ي�صاوي Ti 25.3.8. نتيجة: عر�ض نطاق ال�صبكة المثلثية
الاإثبات: لكل راأ�ض (i, j, k) في Tl، تكون الم�صافة اإلى الجوانب الثلثة هي: i، وj، وk على الترتيب. لذا، فاإنّ 
مجموع الم�صافات ي�صاوي l. ومن النظرية 24.3.8 نجد اأنّ عر�ض النّطاق ي�صاوي l + 1 على الأقل. وكما لحظنا، 
■ فاإنّ هذا الحدّ قابل للتحقيق.  

)Exercises( تمـارين
1.3.8. )-( افتر�ض اأنّ لديك قر�صين متّحدين في المركز، واأنّ لكلّ منهما 20 قطاعًا دائريًّا من الحجم نف�صه.  
تّم طلء ع�صرة قطاعات ولكلّ قر�ض باللون الأحمر، وع�صرة قطاعات اأخرى باللون الأزرق �صمن ترتيب معين. 
اأثبت اأنّه يمكن محاذاة القر�صين اأو �صفّهما بطريقة معيّنة بحيث اإنّ لع�صرة من قطاعات القر�ض الداخلي على 

الأقل اللونَ نف�صه لقطاعات القر�ض الخارجيّ المرتبطة بها. 
 S اأثبت اأنه يوجد في .{2,… ,1n} عن�صرًا في  n + 1 هي المجموعة الموؤلفة من S اجعل ، n ∈ ℕ ّ2.3.8. لكل
عن�صران بحيث يق�صم اأحدهما الآخر، ويوجد كذلك عن�صران اآخران، القا�صم الم�صترك الأعظم لهما ي�صاوي 1. اأثبت 

اأنّ هاتين النتيجتين هما اأف�صل ما يمكن من خلل اإيجاد مجموعة جزئية حجمها n ل تتحقق عليها هذه النتائج. 
3.3.8. ا�صتخدم مبداأ طواقي الحمام والمجاميع الجزئيّة لتبرهن كلًّ من العبارتين الآتيتين: 

يقبل  مجموعها  خالية  غير  جزئية  مجموعةً  ال�صحيحة  الأعداد  من   n من  موؤلفة  مجموعة  كلُّ  تحوي   (a
الق�صمة على n )اأعطِ مثالً على مجموعة موؤلفة من n - 1 من الأعداد ال�صحيحة ل تتحقق فيها هذه الخا�صيّة(. 
، اأثبت اأنّ عن�صرًا واحدًا على الأقل من المجموعة {x, 2x, …, (n-1)x} يختلف عن  x R∈ ℝ لتكن (	

عدد �صحيح بمقدار n/1 على الأكثر. 
د الأع�صاء بمفاتيح لهذه الغرف بحيث يكون ل� 90  4.3.8. )!( يوجد في نادٍ خا�ض 90 غرفة و100 ع�صو. زُوِّ
منهم مقدرة لدخول الغرف، بمعنى اأنه تم تزويد كلّ �صخ�ض من هوؤلء ال� 90 بمفتاح لغرفة مختلفة. )افتر�ض 

عدم ا�صتراكهم بالمفاتيح(. اأثبت اأنه يلزمنا 990 مفتاحًا، واأنّ العددَ 990 كافٍ. 
5.3.8. افتر�ض اأنّ T �صجرة. ا�صتخدم التقنية الموجودة في النظرية 2.3.8 لتبرهن اأنّ مركز T يتاألف من راأ�ض 
 Jordan [1869], Graham-( ،)اأخرى اأو من راأ�صين متجاورين )هذا يبرهن النظرية 13.1.2 مرّة  واحد، 

 .)Entringer- Sze′key [1994]
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6.3.8. اأثبت اأنّ كلّ مجموعة موؤلّفة من 2m+1 من نقاط �صبكيّة �صحيحة )�صبكيّة اأعداد �صحيحة( في ℝm تحوي 
ا نقطة �صبكيّة �صحيحة.  زوجًا من النقاط بحيث يكون مركزه المتو�صط )متجه الو�صط( اأي�صً

7.3.8. اأثبت اأنه يوجد لكلّ تلوين ثنائيّ لنقاط �صبكيّة �صحيحة في ℝm جمعٌ فيه n من النقاط التي لها اللون 
ا اللون نف�صه )م�صاعدة: ل حاجة اإلى  نف�صه بحيث يكون مركزها المتو�صط )متجه الو�صط( نقطة �صحيحة لها اأي�صً

 .)Bo′na [1990]( ،)نظرية رامزي ب�صبب وجود اإثبات ق�صير با�صتخدام مبداأ طواقي الحمام فقط
8.3.8. افتر�ض اأنّ S جمع موؤلف من  n + 1 عددًا �صحيحًا مجموعه ي�صاوي k. ل� K ≤ 2n + 1، اأثبت اأنه يوجد 
. لكلّ n، اأعطِ مثالً لجمع بحيث تف�صل هذه  [ ]i K∈ ل� S مجموعة جزئية، حا�صل جمع عنا�صرها ي�صاوي i لكلّ 

 .k =2n + 2 النتيجة عندما
9.3.8. لكل عدد زوجي n، جدْ ترتيبًا ل� E(Kn)، بحيث ي�صاوي اأكبر طول لم�صرب متزايد n - 1. )تعليق: هذا 
يبرهن اأنّ النظرية 4.3.8 هي اأف�صل ما يمكن عندما يكون n عددًا زوجيًّا، اإ�صافة اإلى اأنها اأف�صل ما يمكن عندما 
 .)Graham – Kleitman [1973]( ،)ا ي�صاوي 9 على الأقل. اإل اأنّ البناء يكون اأ�صعب كثيًرا يكون n عددًا فرديًّ
10.3.8. افتر�ض اأنّ S مجموعةٌ من ت�صع نقاط في الم�صتوى )ل يوجد منها ثلث نقاط على ا�صتقامة واحدة(. 

اأثبت اأنّ S تحوي روؤو�ض م�صلّع خما�صيّ محدّب. اأعطِ مثالً على ثماني نقاط ل تتحقق فيها هذه النتيجة. 
11.3.8. )!( افتر�ض اأنّ S مجموعة موؤلفة من R(m,m;3) من نقاط الم�صتوى بحيث ل يوجد منها ثلث نقاط على 

 .m عدد اأ�صلعه (Tarsi)  نقطة بحيث ت�صكّل هذه النقاط م�صلّعًا m تحوي S ّا�صتقامة واحدة، اأثبت اأن
اأنّ البيان الموجه يكون ب�صيطًا اإذا لم ي�صترك اأيّ �صلعين من اأ�صلعه بالزوج المرتب نف�صه من  12.3.8. تذكر 
النقاط الطّرفيّة. يعرّف الدوري الرتيب على اأنه دوري يكون فيه توجيه الأ�صلع متوافقًا دائمًا مع رتبة الدلئل 
على الروؤو�ض، اأو اأنّه يكون غير متوافقٍ دائمًا مع هذه الرّتبة. ويكون للبيان الموجه خالي العرى التام ن�صخةٌ واحدة 
من كلّ زوج مرتّب من الروؤو�ض المختلفة بو�صفها �صلعًا. اإذا اأعطيت m، فبرهن اأنه اإذا كانت N كبيرة جدًا، فاإن 
لكل بيان موجه ب�صيط خالي العرى روؤو�صه [N] مجموعة م�صتقلة من الرتبة m، اأو له دوري رتيب رتبته m، اأو له 

 .m بيان موجه خالي العرى تام رتبته
 :)Schur [1916]( نظرية �صور )!( .13.3.8

k من الألوان للأعداد  ب�  اإنّ كلّ تلوين  اأقل عدد �صحيح Sk، بحيث  اأنه يوجد  k > 0، فبرهن  اإذا كان   (a
 .x + y = z ّلي�ض بال�صرورة اأنْ تكون مختلفة( بحيث اإن( x, y, z 1  يعطينا اأحادي لون, …, skال�صحيحة

 .)r = 2 م�صاعدة: طبق نظرية رامزي على(
 . (3 1) / 2k

kS ≥ + ا اأنّ sk ≥ 3sk-1، وبناءً على ذلك، فاإن  	) اأثبت بنائيًّ
14.3.8. )!( نعرّف التركيب، اأو ال�صرب المعجمي لبيانين ب�صيطين G و H على اأنه البيان الب�صيط G[H] الذي 
) اإذا وفقط اإذا  ), ( , )u v u v′ ′↔ مجموعة روؤو�صه هي: V(H) × V(G) حيث  اأ�صلعه معطاة على ال�صكل 

 :H وكان �صلعًا في ،u = u′ )2( اأو ،G صلع في� uu' )1( :ّتحقق اأن
. [ ]( ) ( ) ( )G H G Hα α α= a) اأثبت اأنّ 

. G[H] هي G[H] اأثبت اأنّ متممة (	
ا اأنّ:  c) ا�صتخدم الفرعين )a( و )b( لتبرهن بنائيًّ

.R(pq + 1, pq + 1) - 1 ≥ [R(p + 1, p + 1) -1] × [R(q + 1, q + 1) - 1]
d) ا�صتنتج اأنّ R(2n + 1, 2n + 1) ≥ 5n + 1 عندما n ≥ 0، وقارن هذا الحدّ الأدنى بالحدّ الأدنى 
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 .)R(k,k)،)Abbott [1972]  �البنائيّ ل
. ( )2( , ) 1

p qR p q p
+ −≤ − 15.3.8. )-( حقق اأنّ R(p,2)= R(2, p) =p. ا�صتخدم هذا والنظرية 11.3.8 لتبرهن اأنّ  

 .R(3,5) = 14 ّ16.3.8. )-( ا�صتخدم البيان اأدناه لتبرهن اأن

17.3.8. اأعداد رامزي عندما  r = 2 والألوان الم�صاعفة:
ا اأننا نح�صل على qi بطرح 1 من p مع ترك باقي الإحداثيات  a) افتر�ض اأنّ p =(p1, …, pk)، وافتر�ض اأي�صً

 ( )
1

( ) 2
k

i
i

R p R q k
=

≤ − +∑ ( )
1

( ) 2
k

i
i

R p R q k
=

≤ − +∑ ( )
1

( ) 2
k

i
i

R p R q k
=

≤ − +∑ ( )
1

( ) 2
k

i
i

R p R q k
=

≤ − +∑ دون تغيير. اأثبت اأنّ 

 
( )
( )
1

1
1

... !
( 1,..., 1)

!... !
k

k
k

p p
R p p

P p
+ +

+ + ≤ 	) اأثبت اأنّ: 
18.3.8. افتر�ض اأنّ rk = Rk(3;2) )اإنّ هذه هي قيمة n، بحيث  يُحدث التلوين ب� k من الألوان ل� E(Kn) مثلثًا 

اأحاديّ اللون(:
. rk ≤ k(rk - 1 - 1) + 2 ّاأثبت اأن (a

اأنَّ الحد  اإل   r3 = 17 r3 ≤ 17 )تعليق:  اأن  . بحيث  ! 1kr k e≤ +   اأنّ 	) ا�صتخدم فرع )a( لتثبت 
 .)GF24) الناتج من الحقل المنتهي K16 �الأدنى يتطلب تلوينًا ثلثيًّا بطريقة ذكية ل

. ( );KR p rM r
 =  
 

19.3.8. اأثبت اأنّ Rk(p; r + 1) ≤ r + kM حيث 
20.3.8. )+( اأعداد رامزي اللقُطريّة: 

وبرهن   .p ∈ (0,1)لبع�ض  ( ) ( ) ( )( )( )2 21 1
k Ln np pk L+ − <l كان  اإذا   R(k,l) > n اأنّ  اأثبت   (a

 .p ∈ (0,1)و pn ∈ ℕ ّاأنّ لكل  R(k,l)> n-(n
k)p

( k
2 )

-(n
1) (1-p) 

( 1
2 )

. ما الحدّ الأدنى على R(3,k) الذي يمكن الح�صول  3/2 0(1)(3, ) +>R k k 	) ا�صتخدم فرع a لتبرهن اأنّ 
 .)Spencer [1977]( ؟)a( عليه من الجزء الأول من فرع

 .Rk(q) �لتح�صل على حدّ اأدنى ل a ا�صتخدم الفرع (d
21.3.8. )!( جدْ قيمة عدد رامزي R(K1,m, K1,n) . )م�صاعدة: يعتمد الجواب على ما اإذا كانت m و n زوجية اأو فردية(. 
 22.3.8. )!( افتر�ض اأنّ T �صجرة  على m من الروؤو�ض، اإذا علمت اأنّ m - 1 يق�صم n - 1، فجد عدد رامزي

.)Burr [1974](ف.R(T, k1,n )
23.3.8. اإذا كان p > (m - 1)(n - 1)، اأثبت اأنّ كلّ تلوين ثنائيّ ل� E(Kp) يكون فيه البيان الأحمر )الملون 
اأف�صل ما  اأنّ هذا هو  ا  اأي�صً -n زرقاء، وبرهن  اأو ع�صبة  -m حمراء،  التوجيه، يحوي ع�صبة  بالأحمر( متعدي 

يمكن. )Brozinsky – Nishiura( )م�صاعدة: ا�صتخدم البيانات الكاملة(. 
24.3.8. اأثبت اأنّ: R(T, Kn1, …, Knk) = (m - 1)(R(n1, … ,nk) - 1) + 1 عندما تكون T �صجرة على 
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 .)Burr( من الروؤو�ض m
25.3.8. اأثبت اأنّ R(c4, c4) = 6. )تعليق: يوجد العديد من البراهين(. 

26.3.8. اأثبت اأنّ R(2K3, 2K3) = 10. )م�صاعدة: اختزل الم�صاألة لحالة ال�صكل الفرا�صيّ الذي فيه مثلثات 
من اللونين بالإ�صافة اإلى حلقة خما�صيّة اأُحاديّة اللون، ثمّ ا�صتخدم التّماثل(. 

 .R(mK2, mK2) = 3m - 1 ّ27.3.8. )!( اأثبت اأن
 .mi )تْ له ت�صاعفًا )عدد مرات تكرار 28.3.8. )!( ل� i ≤ k ≥ 1، افتر�ض اأنّ Gi بيان على pi من الروؤو�ض، وثَبِّ

. ( ) ( ) ( )1 1 1,..., 1 ,...,k k i i kR m G m G m p R G G≤ − +∑ اأثبت اأن: 
29.3.8. لقد قام فرانكل وويل�صون )Frankl and Wilson( في العام [1981] ببناء بيان على n من الروؤو�ض 
log ، حيث c ثابت معين، اأثبت اأنّ هذا يعطي   log log  n2c n لي�ض له ع�صبة اأو مجموعة م�صتقلة حجمها يزيد على 

 .p واأبطاأ من اأيّ دالّة اأُ�صّيّة في ،p بحيث ينمو هذا الحدّ اأ�صرع من اأيّ كثيرة حدود في R(p,p) �ا اأدنى ل حدًّ
 .G ولأكبر مواءمة في G فقط بو�صفها دالّة لعدد روؤو�ض R(P3, G) حدّد ،G 30.3.8. )!( لكلّ بيان ب�صيط

ثنائي تلوين  لكلّ  يوجد  اأنّه  اأثبت   .r + s ≢ 0 mod 4 بحيث  طبيعيان  عددان   s و   r اأنّ  افتر�ض   )!(  .31.3.8 
ثلثيّ تلوين  كلّ  اأنّ  ا�صتنتج  ثم  الأقل.  على   2 2

sr    +    ي�صاوي  روؤو�صه  عدد  اللون  اأحادي  مترابط  بيانٌ   E(kr,s)  ل� 
 .r + s بيّن اأنّ هذا يف�صل عندما 4 تق�صم .(r+s)/2 يحوي بيانًا جزئيًّا مترابطًا اأحاديّ اللون عدد روؤو�صه يزيد على  E(Kr + s) �ل

32.3.8. اإجبارية وجود حلقات رباعية: 
        ، فاإنّ G يحتوي حلقة رباعيّة. 

      
a) اأثبت اأنّه اإذا كان         

) < e(G)، فاإنّ G يحوي حلقة رباعيّة. )( )( ) 1 4 ( ) 3
4

n Ge G n G> + − ( )( )( ) 1 4 ( ) 3
4

n Ge G n G> + − 	) اأثبت اأنّه اإذا كان 
.)Chung – Graham [1975](  Rk(C4) ≤ k2 + k + 2 ّاأثبت اأن (c

 d(x) + اأنّ  تت�صمن   X  ↮  y كانت  اإذا  اأنه   )Bondy [1971 a]( بوندي  اأثبت  لقد   )!(  .33.3.8
اأنّ لتبرهن  هذا  ا�صتخدم   .n اإلى   3 من  طول  كلّ  من  حلقة   G ل�  توجد  اأنّه  اأو   ،G = Kt, t فاإنّ   ،d(y) ≥ n(G) 

 .)2n.)Lawerence [1073] زوجيًّا وعلى الأكثر m ربما اإل اإذا كان ،R(Cm, K1,n)=max{m, 2n+1}
34.3.8. )!( اأثبت اأنّه توجد لكلّ تلوين ثنائي ل� E(Kn) حلقة هاملتونية )Hamiltonian cycle( اأحُاديّة اللون 
 ،)Lova`sz [1979], p 85( ) n.(اأو مكونة من م�صارين اأحُاديّي اللون. )م�صاعدة: ا�صتخدم ال�صتقراء على

. )H. Raynound( ن�صبة اإلى p482 وفي
35.3.8. )+( افتر�ض اأنّ f تلوين ثنائيّ ل� E(Kn)، وافتر�ض كذلك اأنّ k ≥ 3، اأثبت ما يلي:

ا.  a) اإذا وُجد ل� f اأحاديّ اللون C2k+1، فاإنّه يوجد ل� f اأُحاديّ اللون C2k اأي�صً
ا.  	) اإذا وُجد ل� f اأحاديّ اللون C2k، فاإنّه يوجد ل� f اأحاديّ اللون C2k-1 اأو 2Kk اأي�صً

 .)m = 4 انظر التمرين 8. 3. 25 للحالة(  R(cm., cm) ≤ 2m -1 ّفاإن ،m ≥ 5 اإذا كانت (c
)م�صاعدة: ا�صتخدم فرعي )a( و)b(، ونتيجة اإيردوز وجالي [1959] )النظرية 5. 4. 35( التي تقول 
اإنه اإذا كانت e(G) > (m - 1)(n(G) - 1) /2، فاإنّ ذلك ي�صمن وجود حلقة طولها ي�صاوي m على الأقل في 

G. وهنا تبقى حالة واحدة �صعبة(. 
تلوين  في   G من  اللون  اأحاديّة  النّ�صخ  من  عدد  اأ�صغر  اأنّه  على   G للبيان  رامزي  ت�صاعف  ف  يعرَّ  .36.3.8

ثنائي لأ�صلع ع�صبة على R(G,G) من الروؤو�ض. اأثبت اأنّ ت�صاعف رامزي ل� K3 ي�صاوي 2. 
37.3.8. اأثبت اأنّه يوجد لكلّ نقطة في منطقة مثلثيّة تعبير وحيد بو�صفه تركيبًا محدّبًا لروؤو�ض المثلث )نق�صد 
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395 المزيد من مسائل التّطرّفيّة  4.8

بالتركيبِ المحدّب التركيبَ الخطيَّ الذي تكون فيها المعاملت غير �صالبة ومجموعها ي�صاوي 1(. 
نقاط  k+1 من  ل�  تركيب محدّب  k من  البعد  المبُ�صط ذو  يتاألف  العليا.  الأبعاد  �صبيرنر في  38.3.8. تمهيدية 
ℝK التي ل تقع في م�صتوى زائدي. اإنّ التق�صيم المب�صطيّ يعبّر عن المب�صط ذي البعد k ب�صفته اتحادًا لمب�صطيّات 

تامّة  واأنّ الخليّة  الم�صتركة.  زواياهما  الذي تحدده  المب�صط  اأيّ خليتين في  تتقاطع  k بحيث   البعد  )خليا( من 
 .{0,…,k} الو�صم هي الخليّة التي زواياها

لتق�صيم مب�صطي  فعليّ  و�صم  كلّ  الفعليّ، بحيث يحوي  و�صم(  اأو  دالة  للتعليم )و�صع علمات  تعريفًا  اأعطِ 
لمب�صط من الدرجة k خليةً تامة الو�صم. اأثبت هذه النظرية. )م�صاعدة: تعدّ تمهيدية �صبيرنر في البعد 2 )نظرية 

 .)k 17.3.8( �صاهدًا حيًّا على خطوة ال�صتقراء لإثبات بال�صتقراء على
 .Pn، Kn، Cn :39.3.8. )-( اح�صب عر�ض نطاق كلّ من

 .Kn1
, …, nk. )Eitner [1979] 40.3.8. اح�صب عر�ض نطاق

زوجًا  زوجًا  المتقاطعة  الم�صارات  ⌈k/2⌉ من  ل�  الأوراق هي اتحاد  k من  لها  �صجرة  كلّ  اأنّ  اأثبت   )!(  .41.3.8
)التمرين 37.1.2(. ا�صتخدم هذا لتبرهن اأنّ عر�ض نطاق ال�صجرة التي لها n من الأوراق ي�صاوي ⌈k/2⌉ على 

  .)Ando- Kaneko – Gervacio [1996]( ،الأكثر
بحيث �صحيح  عدد   m اأنّ  كذلك  وافتر�ض   )17.2.2 )التعريف  جرارة   G اأنّ  افتر�ض   )+(  .42.3.8 
)  لكلّ H ⊆ G. اأثبت اأنّ B(G) ≤ m . )م�صاعدة: اأثبت اأنّه يوجد ل� G ترقيم f بحيث   ) 1  m

diam H
n H −  ≤  H  ≤ m  

 |f(u) –f(v)| ≤ m الرئي�ض )الفقري(، وتكون  العمود  v على  m عندما يكون  تكونf(v) م�صاعفًا من 
 .)Systo- Zak [1982], Miller [1981]( ،) u↔ v لكل

43.3.8. عر�ض نطاق ال�صّبكات: 
 .Pm □ Pn �اح�صب الحدّ الأدنى للكثافة المو�صعية )المحلية( لعر�ض النطاق ل (a

فّ i و bj راأ�صًا في العمود  	) افتر�ض اأنّ S مجموعةٌ تحوي k راأ�صًا ل� Pm □ Pn بحيث يوجد pi راأ�صًا في ال�صّ
 .i لكل i ّف T اإذا كانت T هي المجموعة الموؤلفة من اأول ai راأ�صًا في ال�صّ S∂ < ∂ j. اأثبت اأنّ 

. b1 ≥…≥ bnو  a1≥… ≥an بحيث ،S من قبل بع�ض V(Pn □ Pn) في k- ر على المجموعات ∂S تُ�صغَّ c) اأثبت اأنّ 
 .n هو  B(Pn □ Pn) �ا�صتنتج اأنّ حدّ هاربر الأدنى ل

 .(Chav`talova` [1975]) ، B(Pm □ Pn) = min {m, n}ّا�صتنتج اأن (d
 :b وعر�ض نطاقه ي�صاوي ،n بيان ب�صيط من الرتبة G ّ44.3.8. )+( افتر�ض اأن

 .B(G + e) ≤ 2b  ّفبرهن  اأن ،e G∈ a) اإذا كان 
 .2b تكون كبيرة بمقدار كِبر B(G + e) ّفاإن ،n≥ 6b اأثبت اأنّه اإذا كانت (	

اإذا كانت  ( )1 / 3n −   اإذا كانت n ≤ 3b + 4، وهي   b + 1  هي B(G + e)  �ل  )تعليق: اأكبر قيمة 
.(Wang –West-Yao [1995]) ، (3b +5 ≤ n ≤ 6b – 2) 

 )More Extermal Problems( 4.8 المزيد من مسائل التّطرفية
كلِّ  م�صائل  بين  الختلف   3.1 الجزء  في  و�صفنا  وقد  ا،  جدًّ وا�صعة  باأنها  التّطرّفيّة  البيان  نظريّة  تو�صف 
من الأمثليّة )جد بناءً تطرّفيًّا في البيان المدخل( والقيم الق�صوى )جد حالة تطرّفيّة على �صفّ من البيانات(، 
م�صاألة  تعدُّ  الثّاني.  النّوع  �صندر�ض  الجزء  هذا  وفي  الكتاب.  هذا  في  الم�صائل  من  النوعين  هذين  تناولنا  وقد 
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الفصل 8     مواضيع إضافية )اختياري(396

توران)Turán( مثالً على الطراز البدائيّ: جد العدد الأكبر للأ�صلع في بيان ل يحوي H بو�صفها بيانًا جزئيًّا. 
و�صنذكر مثالً واحدًا اإ�صافيًّا من كلّ وحدة في الجدول الآتي: 

المرجعالجواب�صفّ البياناتالمو�صوع

( )max  Geمركبة kراأ�ض و n1
      2
n k− + 
 
 

التمرين 40.3.1

التمرين 2k + 161.1.2قطر k ولي�ض �صجرةاأكبر خ�صر

( )max  Gβ( )   G kα′ ≤2k10.3.3 التمرين

min  α(G)d وقطر κ(G) = k( )1 / 2d +  22.2.4 التمرين

min  χ(G)ω(G) = k 2 وk2 1يخلو من ن�صختين من
   2
k + 
 
 

التمرين 11.2.5

min  χ(G)ّالتمرين 312.3.6�صويّ خارجي

( )max  Geولي�ض هاملتونيّا n(G) = n1
 + 1

   2
n − 
 
 

التمرين 26.2.7

( )max  Gn( )   G qα < الجزء ω(G) < pR(p, q) - 13.8 و 

ناأمل مع مثل هذه المجموعة الهائلة المتنوّعة من م�صائل القيم الق�صوى اإظهار عينة ب�صيطة من نتائج ذات 
جاذبيّة في هذا الجزء. 
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397 المزيد من مسائل التّطرّفيّة  4.8

 )Encodings of Graphs( تشفير البيانات

البيانّي، حيث يت�صمّن كلّ نموذج  التّ�صفير  اأنواع من  ناأخذ في الح�صبان متغيّرات تتعلّق بثلثة  اأوّل، �صوف 
منها تعيين متّجهات للرّوؤو�ض، والمتغيّرات هي الطول الأ�صغر للمتّجهات التي تكفي. و�صندر�ض القيمة الكبرى لكلِّ 
متغيرِّ على بيانات لها n من الرّوؤو�ض. وت�صمل هذه المتغيرات عدد التقاطع، وبُعد كلٍّ من الجداء والمكعّب الم�صحوق. 
1.4.8. تعريف: اإنّ التّمثيل التّقاطعيّ )intersection representation( بطول t يعين لكلّ راأ�ض متّجه 0،1  
بطول t بحيث يكون u ↔ v اإذا وفقط اإذا كانت متّجهاته تملك 1 في موقع م�صترك. وبالتّوازي مع ذلك، فاإنّه 
] بحيث يكون u ↔ v اإذا وفقط اإذا كانSu ∩ S v ≠ Ø. وعدد التّقاطع  ]  S t≤x ) مجموعة  )  V G∈x يعيّن لكلّ 

 .G �ِهو الطّول الأ�صغر لتمثيل تقاطعيّ ل ( )Gθ ′  )intersection num	er(
θ لعدد  ′ اإنَّ العنا�صر ل� [t] في تمثيل ما تقابل بيانات جزئيّة تامّة تغطي E(G). وهذا يحفّز ا�صتخدامنا ل� 

 .V(G) هو عدد الع�صب الأ�صغر التي نحتاج اإليها لتغطية ( )Gθ التّقاطع: لحظ اأنّ
2.4.8. ق�سيّة. )Erdös – Goodman – Pósa [1966]( اإنّ عدد التّقاطع ي�صاوي عدد البيانات الجزئيّة 

 .E(G) التّامة الأ�صغر التي نحتاج اإليها لتغطية
الاإثبات: نعرّف مقابلة طبيعيّة بين تمثيلت بطول t وغطاءات لِ� E(G) بوا�صطة t من البيانات الجزئيّة التّامة. 
 u ↔ v ّ؛ لأنE(G) والبيانات الجزئيّة التّامة الناتجة تغطّي . ( ){ }: vv V G i S∈ ∈ ] تولّد ع�صبة  ]  i t∈ كلّ 

 .Su ∩ S v ≠ Ø َّاإذا وفقط اإذا تحقق اأن
 ( ){ }:  ii v V Q∈ تحديد  فاإنّ   ،E(G) تغطّي   Q1, …, Qt التّامة  الجزئيّة  البيانات  كانت  اإذا  وبالعك�ض، 
وكانت  المثلّثات،  من  يخلو   G كان  اإذا  وذلك   ( ) ( ) = G e Gθ ′ فاإنّ  لذا،  تقاطعيًّا.  تمثيلً  يعطي   v راأ�ض  لكلّ 
. يقترح التمرين  ( )Gθ ′ . في الحقيقة، هذا هو البيان الوحيد على n راأ�صًا يكبر  ( ) 2

/2 , /2  = /  4n nK nθ       
′   

1 اإثباتًا مبا�صرًا لهذا الحدّ؛ وهنا نقدم نتيجة اأقوى.  ■ 
لتكن F عائلةً من البيانات. للبيان المدخل G ، فاإنّ الم�صاألة لتفكيك  F-decomposition) F( هي بتفكيك 
G اإلى العدد الأ�صغر من البيانات في F. وعندما تكون F غير مغلقة تحت التّفكيك، فاإنّ التّفكيك ل� F ربما يتطلّب 
لِ�. F – Fcovering( F) . فعلى �صبيل المثال، ن�صتطيع تغطية الطّائرة الورقيّة  بيانات جزئيّة اأكثر من غطاء 

ببيانين جزئيّين تامّين، ولكنها تحتاج اإلى ثلثة بيانات جزئيّة تامّات لتفكيكها. 
) لبيانات على n من الرّوؤو�ض برهنة اأنّ كلّ بيان على n من الرّوؤو�ض  ) 2  /  4G nθ ′  ≤   يعني اإثبات اأنّ 
اأنّه يوجد دائمًا  من البيانات الجزئيّة التّامة؛ و�صوف نبرهن نتيجة اأقوى؛ وهي  2 /  4n   اأنْ يغطى ب�  يمكن 
تفكيك م�صتخدم على الأكثر مثل هذا العدد من البيانات الجزئيّة التّامة. وفي الحقيقة، ن�صتطيع اإيجاد مثل هذا 

التّفكيك ب�صراهة.
بيّ �صره لبيان على n من الرّوؤو�ض ي�صتخدم على  3.4.8. نظرية: McGuinness [1994]) كلّ تفكيك عُ�صَ

/ 2 ع�صبة.   4n   الأكثر 

 Q = Q1, …, Qm ليكن .n > 2 ّ؛ لنفتر�ض اأنn ≤ 2 ِ�الدعاء وا�صح ل .n الاإثبات: �صوف ن�صتخدم ال�صتقراء على
تفكيكًا �صرهًا لِ� G، يعني اأنّ كلّ Qi بيانٌ جزئيٌّ اأعظميّ تامّ في G – ∪j < i E(Qj). لحظ اأنّ حذف Qj من قائمة 

 .G – E(Qj) �ِيخلف تفكيكًا �صرهًا ل Q
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اإذا كان Qi كلّه يملك ثلثة اأ�صلع على الأقلّ، فاإنّ m < n2/ 6. لذا، ن�صتطيع افترا�ض اأنَّ بع�ض Qj هو �صلع 
xy. لتكن R تتكون من عنا�صر Q – {Qj} التي تقع على x، ولتكن S تتكون من عنا�صر Q – {Qj} التي تقع على 
Q' = Q تفكيكٌ �صرهٌ لبيان جزئيٍّ من G – x – y. ونجد من فر�صية  { }( jR S Q′ = −Q Q   y. لحظ اأنَّ المجموعةَ 

 .    - 2R S n+ ≤ . لذلك، يكفي برهنة اأنَّ  ( )2  2 / 4n′ ≤ −Q ال�صتقراء اأنَّ 
. بما اأنّ  R S نبرهن هذا باختيار روؤو�ض مختلفة في V(G) – {x, y} من مجموعات الرّوؤو�ض لعنا�صر 
، ومرّة  ( )v N x∈ } يظهر مرّة واحدة في R اإذا كان  }  ,  yv x∉ كلّ �صلع حُذف بال�صبط مرةً واحدة، فاإنّ كلّ 
، فنختار مثل هذا  ( )  Nv y∉ . اإذا كان Q ي�صتخدم راأ�صًا    Q R∈ . افتر�ض اأنّ  ( )  v N y∈ واحدة في S اإذا كان 
v   بحيث ينتمي vy اإلى العن�صر الأ�صبق من  Q∈ ، فنختار ل� Q راأ�صا  ( ) ( ) V Q N y⊆ الرّاأ�ض v لِ� Q. واإذا كانت 
Q؛ ولحظ اأنّه العن�صرُ الوحيد في S الذي  ′ Q الذي يحتوي على كلّ من y وراأ�ض ما في Q. يدعى هذا العن�صر 
Q ت�صبق كليهما في Q. ولعنا�صر S، اختر روؤو�صًا  ′ يحوي v، وبما اأنَّ Q وxy هما الأعظمان عند اختيارهما، فاإنَّ 

 .y و x �ِباأدوار عك�صيّة ل
البيان  فاإنَّ  لأحدهما،  اختير  الذي  هو   vو  ،   Q S′ ∈ وبع�ض    Q R∈ بع�ض اإلى  ينتمي   v كان  اإذا  اأنّه  بيّنا 
الذي اختير يظهر بعد البيان الآخر في قائمة Q. لذا، فل يوجد راأ�ض يتمّ اختياره مرّتين. ومن هنا، ن�صتنتج اأنَّ 
■  2  /  4m n≤ 2R -    +  و . S n≤

Q x

y

v

لقد قام كلّ من )Chung [1981]) و )Györi – Kostochka( [1979]) بتقوية حدّ التّفكك، باإثبات 
) على  )2 /  2n G 

  اأنّ كلّ بيان على n من الرّوؤو�ض يملك تفكيكًا لبيانات جزئيّة تامّة حيث ي�صاوي مجموع رتبها 
الأكثر. الآن، �صوف ناأخذ في الح�صبان نموذج التّ�صفير الثاني.

طولها  مختلفة  متجهات  يعين   t بطول   )product representation( الجداء  تمثيل  تعريف:   .4.4.8
الجدائيّ                                                             والبعد  موقع.  كلّ  في  تختلف  متجهاتها  كانت  اإذا  وفقط  اإذا   u ↔ v يكون  بحيث  للرّوؤو�ض،   t

 .G �هو الطول الأ�صغر لمثل هذا التّمثيل ل (pdim G) G للبيان )product dimension(
، بحيث تملك روؤو�ض e القيمة 0، في حين تملك الرّوؤو�ض الأخرى  ( )  Ee G∈ وبتخ�صي�ض اإحداثيّ واحد لكلّ 

ا(.  ) )اإذا كان G لي�ض بيانًا تامًّ )pdim   G e G≤ قيمًا موجبة مختلفة بع�صها عن بع�ض، ف�صنح�صل على اأنَّ 

، فاإنَّ كلّ زوج من الرّوؤو�ض يجب اأنْ يتوافق في اإحداثيّ  nK ا 1. لِ�  5.4.8. مثال: كلّ بيان تامّ يملك بعدًا جدائيًّ
 .j ّلكل vj �ِ0( ل, j( ما. ولكن ل ن�صتطيع تعيين راأ�صين للمتّجه نف�صه. لذلك، نحتاج اإلى اإحداثيّين، ويكفي تعيين

لِ� K1 + Kn – 1، يجب اأنْ تختلف المتجهات للع�صبة في كلّ اإحداثيّ، اأمّا المتّجه للرّاأ�ض المعزول، فيجب اأنْ يتوافق 
مع كلّ راأ�ض من الرّوؤو�ض الأخرى في مكان ما، ولكنه ل يمكن اأنْ يتوافق مع راأ�ض في اأكثر من اإحداثيّ واحد. لذا، 
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 نحتاج اإلى n – 1 من الإحداثيّات على الأقلّ. وهذا يكفي، وذلك با�صتخدام )n – 1 ,… ,2 ,1( للرّاأ�ض المعزول 
■ و)i, i, …, i( للرّاأ�ض الذي رقمه i للع�صبة.  

ن�صتطيع مرة اأخرى و�صفَ المتغيّر با�صتعمال البيانات التّامّة. 
ف التّكافوؤ )equivalence( على G على اأنّه بيان جزئيّ مولّد لِ� G بحيث تكون مركّباتُه  6.4.8. تعريف: يعرَّ

بياناتٍ تامةً. 
 .   =  φ iE  =   و  iE G 7.4.8. ق�صيّة. البعد الجدائيّ لِ� G هو العدد الأ�صغر للتّكافوؤات E1, …, Et حيث 
الاإثبات: مرة اأخرى يوجد تناظر طبيعيّ. اإذا اأعطيتَ تمثيلً جدائيًّا، فاإنّ الإحداثيّ i يولّد Ei، مع مركّبة لكلّ 

G يكون مغطّى.  قيمة ا�صتعملت في الإحداثيّ i. وكلّ زوج غير متجاور يتوافق في اإحداثيّ ما. لذا، فكلّ �صلع في 
وبالعك�ض، اإذا اأعطيتَ E1,…, Et، فاإنّ كلّ مركّبة ل� Ei ت�صبح قيمة ثابتة في الإحداثيّ i لتمثيل، اإ�صافة اإلى اأنّ 
 ■ iE =   هو المتطلّب ل�صتعمال متجهات مختلفة في التّمثيل الجدائيّ   φ المتطلّب 
G ل يملك بيانًا  P، مع الم�صاواة اإذا كان  ( )pdim G  ÷ G′≤ ' ( )÷  > 1G′ ) '، فاإنَّ  )÷  > 1G′ 8.4.8. تمهيدية: اإذا كان 

جزئيًّا مُحدثًا مت�صاكلً مع مثلث. 
الاإثبات: كلّ مواءمة هي اتحاد بيانات تامّة منف�صلة. وت�صبح تكافوؤًا باإ�صافة روؤو�ض معزولة؛ لذا، فاإنَّ تكافوؤات 

)'، فاإنَّ هذه التكافوؤات ل تملك �صلعًا م�صتركًا.  )÷  > 1G′ G. اإذا كان  )' تغطّي  )÷  > 1G′  

G هو مواءمة  G ل يملك بيانًا جزئيًّا مُحدثًا مت�صاكلً مع مثلث، فاإنّ كلّ تكافوؤ ا�صتخدم في غطاء لِ�  اإذا كان 
■   .'( )÷   pdim G G′ ≤ واأ�صلع معزولة. وهكذا فاإنَّ 

 .n – 1 من الرّوؤو�ض هو n فاإنَّ البُعد الجدائيّ الأكبر لبيان على ،n ≥ 3 �ِ9.4.8. نتيجة: ل
الاإثبات: ليكن G بيانًا على n من الرّوؤو�ض. بوا�صطة التمهيدية 8.4.8 والنظرية فايزنج )النظرية 10.1.7(، فاإنَّ 
) pdim G. ف�صلً على ذلك، فاإنَّ الحدّ يح�صّن اإلىn – 1 اإل اإذا كان  )÷   pdim G G′ ≤  ' (G) ( )÷   pdim G G′ ≤  D (G) +1 ( )÷   pdim G G′ ≤  n
 .  =   1S k ≥ G؛ ن�صتطيع افترا�ض اأنَّ  . لتكن S مجموعةَ الرّوؤو�ض التي درجتها n – 1 في  ( )  =   1G n∆ −

من التمهيدية 8.4.8 ونظرية فايزنج، فاإنَّ pdim (G – S) ≤ n – k. وبم�صاعفة الإحداثيّات اإذا احتجنا 
اإلى ذلك، فاإنّنا نح�صل على تمثيل جدائيّ ل� G – S بطول n – k. ليكن xi هو المتجه المعين لِ� vi في هذا التّمثيل. 
 ،i اإحداثيّه  يكون  الذي  المتّجه   v S∈ لكلّ  الآن،  نعيّن   .G في  معزولً  يكون   S في  راأ�ض  كلّ   اإنَّ 
لكلّ i ≤ n – k ≥ 1، هو الإحداثيّ i ل� xi. اإذا كان k = 1، فاإنّ هذا يكمل تمثيلً ل� G مع طول n – 1. اإذا كان 
k > 1، فاإنّنا نعيّن المتّجه نف�صه للرّوؤو�ض جميعها في S؛ ون�صيف اإحداثيًّا واحدًا با�صتخدام قيم مختلفة لإكمال 

 .n – 1 ويكون اأقلّ من ،n – k + 1 تمثيل بطول
■   . بما اأنَّ pdim (K1 + Kn – 1) = n – 1 )المثال 5.4.8(، فاإنَّ الحدَّ حادٌّ
اأعطى كلٌّ من لوفا�صز، ون�صتريل، وبلتر Lovász – Ne→etřil – Pultr( [1980]) و�صفًا مميزًا للبيانات 
ا �صفليًّا عامّا با�صتخدام تعليل يخ�ضّ  على n من الرّوؤو�ض مع بعد جدائيّ n – 1 )التمرين 4(. واأثبتوا كذلك حدًّ

البعد في الجبر الخطّيّ. 
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10.4.8. نظرية: Lovász – Ne→etřil – Pultr( [1980]) لتكن u1, …, ur و v1, …, vr قائمتين من 
 ،i < j ّلكل ui ↮ vj و i = j ّلكل ui ↔ vj اإذا كان .G الرّوؤو�ض )الختلف بينهما لي�ض �صروريًّا( في بيان

 . pdim   lg≥   G r فاإنَّ 

 الاإثبات: افتر�ض اأنّ G يملك تمثيلً بطول d. لتكن x1, …, xr و y1, …, yr هي المتّجهات ل� u1, …, ur و
 v1, …,vr، على التّرتيب. اإنَّ المتّجهين xi و yi يختلفان في كلّ اإحداثيّ، ولكن xi و y j يتوافقان في اإحداثيّ ما اإذا 

 .i = j صفرًا اإذا وفقط اإذا كان� ( )1  - yd i j
k k kx=Π كان i ≠ j. لذا، ل ي�صاوي 

2dr     ولذلك، فاإنّ ≤  ن�صتخدم خا�صيّة الجداء هذه  اإن�صاء r من المتّجهات الم�صتقلّة خطّيًّا في   ℝ2d ؛ هذا يبرهن اأنّ 
[ ] ( )      i S i jj SS d

w z∈ ∈⊆
∏ ∏ −∑ ) ل� w, z ∈ ℝd يعطي المجموع   )1  - zd

k k kw=∏ ≤pdim G  lg r. اإنّ تو�صيع    ⌈1g r⌉
 .[d] �ِمع اإحداثيّات دلّلت بوا�صطة المجموعات الجزئيّة ل ℝ2d 2، فاإنّنا نمح�ض هذه كجداء نقطيّ فيd مع r ولربط
 . [ ]  S d⊆ للإحداثيّ ŵ

s  ( )  Sˆ  =  S i iw w∉∏ − و   = S i S iw w∈∏ بو�صع   ℝ2d متجهين في  لكلw ∈ ℝdّ، عرّف 
 y s′ x و  s′ . لحظ اأنّ ال�صّروط على  ( )1

d
k k kw z=∏ − w .ˆ ي�صاوي  z مع هذا التّعريف، فاإنّ الجداء النقطيّ 

 .i = j ل يكون �صفرًا اإذا وفقط اإذا كان ˆ y
i jx ⋅ تعطي اأنّ 

y^ رب( النّقطيّ ل� . اإنّ اأخذ الجداء )ال�صّ
1

0
ir

ii
c x

=
=∑ ا 0 1 م�صتقلةٌ. افتر�ض اإعتمادًا خطيًّ

,..., 
r

x x ندّعي اأنّ 
، فاإنّ . وبما اأنّ  ˆ  = 0

r r
rc x y⋅  لطرفي المعادلة يقتل الحدّود تحت i = r جميعها، ويوؤدي اإلى اأنّ 

 . 1 1
1 ˆ 0

r r
rc x y

− −
− ⋅ = . اإنَّ معرفة cr = 0 يعطي اأنّ  y^ r-1 الآن، ن�صتطيع تطبيق النّقا�ض نف�صه با�صتخدام .cr = 0 

1 م�صتقلةٌ، وتتطلّب اأنّ 
,..., 

r
x x بالإ�صافة اإلى اأنّ اإنقا�ض الدليل بالتتابع يوؤدي اإلى اأنّ cj = 0 لكلّ j. اإذن، ن�صتنتج اأنّ 

■   .2d ≥ r

الم�صفّر  البيان  فاإنّ  اإحداثيًّا،   k اأعطينا  اإذا   . ( ) 2pdim / 2  = lg  n K n مواءمات: مثال:   .11.4.8
 ،K2 من  ن�صخة   2k–1 هو  رموزًا  بو�صفها   2k عددها  والتي  جميعها،   k الدّرجة  من  الثنائية  المرتّبات  با�صتخدام 
الأزواج  التّخلّ�ض من  فن�صتطيع   ،2 ل�  اأُ�صا   n يكن  اإذا لم  كلّ موقع.  يتوافق فقط مع متمّمته في  اأيّ متّجه ل  لأنّ 
المتمّمة للح�صول على بناء اأو تركيب. والحدّ ال�صّفليّ يتبع من النظرية 10.4.8، با�صتخدام كلّ راأ�ض في القائمة                                                                                                           
■  .)ui = vn + 1 – i على �صبيل المثال، �صع(

العنونة  م�صاألة  تُعَدُّّ  المعلومات ب�صورة دقيقة.  �صنعر�ض  الرّوؤو�ض(  الثّالث )الم�صافة بين  التّ�صفير  في نموذج 
في �صبكات التّ�صال خير مثال على ذلك؛ حيث يجب اأنْ تنتقل كلّ ر�صالة باأق�صر م�صار اإلى منطقتها المق�صودة. 
دون مراقبة مركزية، فاإنّ كلّ راأ�ض ت�صله ر�صالة يجب اأنْ يحدّد المكان الذي �صتر�صل اإليه الر�صالة با�صتخدام ا�صم 
المنطقة المق�صودة فقط. فاإذا كانت المتّجهات لراأ�صين تعطي الم�صافة بينهما في G، فاإنّ راأ�صًا ما ي�صتطيع اأنْ يقارن 

بين المنطقة المق�صودة للمتّجه والمتجهات لجيرانه، ثمّ ير�صل الرّ�صالة اإلى اأقرب جار للمنطقة المق�صودة. 

فيها  تختلف  التي  المواقع  عددَ  بينها  الم�صافةُ  تكون  بحيث  للرّوؤو�ض  متّجهات  تعيين  نريد   ،G مترابط  لبيان 
distance – preserv-( الم�صافة”  على  “يحافظ  اأو   )isometric متقاي�صًا  طمرًا  هذا  يكون  )لملمتّجهات. 
 dG(u, v) = dH(f(u), بحيث يكون f: V(G) → V(H) وتعني دالّة ،

1
  ...  

in nH K K=  □ 
1
  ...  

in nH K K=  □ 
1
  ...  

in nH K K=   ing( من G اإلى 
f(v). على اأيّ حال، اإنّ العديد من البيانات المترابطة ل تملك طمرًا متقاي�صًا في جداء كارتيزيّ للع�صب؛ ومثال 

هذاC2k + 1 لكلّ k ≥ 2 )التمرين 11(. 
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 d ونعرف دالة التماثل ،S = {0, 1, *} لهذا ال�صّبب، نقدّم الرّمز * “ل تاأخذ هذا في الح�صبان”. لتكن
على ال�صكلّ الآتي: d(0, 1) = 1 و d(0, *) = 0 = d(1, *). ولترمز SN اإلى مجموعة المرتّبات من الدّرجة 
 N لبع�ض قيم .G لكلّ بيان .dS(a, b) = ∑d(ai, bi)    صع� a, b ∈ SN �ِول ،S متّجهات( مع مدخلت في( N

 u, v ∈ V(G). ّلكل dG(u, v) = dS(f(u), f(v)) بحيث يكون f: V(G) → SN نح�صل على ت�صفير
ا ل� QN، وهو المكعّب ذو البعد N. وي�صير البعد للمكعّب الجزئيّ اإلى عدد ظهور  كلّ a ∈ SN تقابل مكعّبا جزئيًّ
غرى بين روؤو�ض المكعّبات الجزئيّة المتقابلة هي dS(a,b). والمتّجهات المعيّنة  *في a. لِ� a, b ∈ SN، فاإنّ الم�صافة ال�صّ
لروؤو�ض مختلفة تقابل مكعّبات جزئيّة منف�صلة. وبخلف ذلك، فاإنّ م�صافتها �صوف تكون 0. اإذا قلّ�صنا الأ�صلع 
الم�صافة على  المحافظة  دالّة  اأنّ  على  علوة   ،H م�صحوق”  “مكعّب  على  نح�صل  فاإنّنا  معيّن،  جزئيّ  مكعّب   لكلّ 

 .H في G �هي طمر متقاي�ض ل f:V(G) → SN

 f: V(G) → SN هو دالّة N بطول )squashed – cu	e em	edding( 12.4.8. تعريف: طمر المكعّب الم�سحوق
 qdim G (squashed – cu	e dimension) اأمّا بعد المكعّب الم�صحوق .dG(u, v) = dS(f(u), f(v)) بحيث يكون

 .G �ِفهو الطول الأ�صغر لمثل هذا الطّمر ل
لِ� K4 مع طول 3.  **1 ت�صكّل طمرًا مكعّبًا م�صحوقًا  و   01*  ،001  ،000 مثال: المتّجهات   .13.4.8
اإلى  اإ�صافة  لع المجاور لكليهما،  اأنّ راأ�صين متجاورين لمكعّب من الدّرجة 3 ل يتغيّران، في حين ينهار ال�صّ لحظ 
بخطّ  اأدناه  ال�صّكل  في  الجزئيّة  المكعّبات  �صورة  وتظهر   .K4 الناتج  البيانُ  ويكون  باأكمله،  المقابل  الوجه  انهيار 

 n – 1 في مكعّب م�صحوق بعده Kn صميك، وهذا البناء يعمّم لطمر�
با�صتخدام 00…00، 00…10، 00…11،  �صحوقات  دون   Qn – 1 متقاي�صة في  ب�صورة   Pn الم�صار  يطمر 
10…11، 11…11. ل يوجد طمر اأق�صر؛ لأنّ الم�صافة بين النقاط الطّرفيّة ل� Pn هي n – 1، وكلّ اإحداثيّ 
 ■ ي�صهم على الأكثر ب� 1 للم�صافة بين المتّجهات.  

001

01*

1**

000

 . ( ) ( ) < j
qdim   ,G i ji

G d v v≤ ∑ 14.4.8. ق�صيّة. اإذا كان G بيانًا، فاإنّ 

 vj ِ�و1 ل ،vi ِ�اإحداثيّ. �صع هذه الإحداثيّات 0 ل dG(vi, vi) ض قالبًا له� الاإثبات: لكلّ زوج j, i مع i < j، نخ�صّ
و* لبقية الرّوؤو�ض. اإذا اأعطينا راأ�صين، فاإنّ الإحداثيات التي ل تحتوي على * هي الإحداثيات المخ�ص�صة للزّوج 
 ■  . dG(vi, vj) = dS(f(vi)، f(vj) ّفقط. لذا، فاإن
 (Graham – Pollak( [1973,اأثبت جراهام وبولك ،)با�صتخدام اأ�صلوب القيمة الذاتيّة )التمرين 14.6.8
[1971م الحدّ ال�صّفليّ العام على qdim (G) الذي يعطي qdim Kn = n – 1. لذا، فكلّ من Kn و Pn يملك 
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 n بيان مترابط على  لكلّ   qdim G ≤ n – 1 اأنّ  وبولك  وقد خمّن جراهام  n – 1؛  بُعده  مكعّبًا م�صحوقًا 
من الرّوؤو�ض. وعر�ض جراهام $ 100 لإثبات هذا التّخمين، وقد وجد وينكلر خطّة ت�صفير اإثبات هذه المخمّنة 
 G لكلّ بيان مترابط n – 1 مخمّنة المكعّب الم�صحوق”. يولّد اإثبات وينكلر بال�صبط مكعّبًا م�صحوقًا م�صفّرًا بعده“
على n من الرّوؤو�ض. �صنبداأ بو�صع دليل على الرّوؤو�ض؛ اختر v0 ع�صوائيًّا. وبعد ذلك، جد �صجرة مولّدة T بحيث 
يكون  dT(v, v0) = dG (v, v0) لكلّ v ∈ V(G) )من الممكن توليد G بوا�صطة البحث الأفقي اأولً من v0(. الآن، 
م الرّوؤو�ض بالبحث العموديّ اأولً في T، اأي، اإذا تّم اختيار التّدليل ل� v0, …, vi، ليكن vi + 1 هو الطفل الذي لم  رَقِّ
ن�صل اإليه من vi في T، وذلك اإذا وجد واحد. وبخلف ذلك، تحرّك بطريق خلفيّ في اإتجاه الجذر حتى تجد راأ�صًا 

 .T في v0 له مثل هذا الطفل. ولحظ اأنّ الأدلّة الناتجة تزداد من خلل كلّ م�صار من
15.4.8. مثال: التّرقيم العموديّ اأوّلً لل�صّجرة المولّدة الأفقيّة اأوّلً. في الرّ�صم اأدناه، تنتمي الأ�صلع ذات الخطّ 
ال�صّميك اإل�ى T، اأمّا الأ�صلع ذات الخطّ الرّفيع، فتنتمي اإلى G – T. و�صوف ن�صتخدم هذا المثال لتو�صيح عدّة 

خطوات في الإثبات. 
1 2

543

0

 من الآن ف�صاعدًا، ثبّت T وهذا التّرتيب للرّوؤو�ض، وارجع اإلى الرّوؤو�ض بح�صب دليلها في هذا التّرتيب. لتكن 
Pi مجموعة الرّوؤو�ض للم�صار من i اإلى 0 في T، وليكن 'i هو الوالد ل�ِ i في T )الرّاأ�ض التّالي على الم�صار من i اإلى 
0(، وليكن i ^ j = max(Pi ^ Pj) هو الرّاأ�ض الذي يتقابل فيه الم�صار من i اإلى 0 والم�صار من j اإلى 0. اإذا 
 اأعطيت التّرقيم العموديّ اأوّلً لل�صّجرة الأفقيّة اأوّلً T في G، فاجعل c(i, j) = dT(i, j) – dG(i, j) هي التّعار�ض 

 .i، j للرّاأ�صين )discrepancy(
16.4.8. مثال: في البيان المعَُلّم c(i, k) اأدناه، ن�صجّل عند كلّ راأ�ض k التّعار�ض c(i, k) لل�صّجرة T في المثال 15.4.8 

 

c(2, k)
00

0

1 3 3

c(1, k)
00

0

1 1 1

c(0, k)
00

0

0 0 0

c(5, k)
31

0

0 0 0

c(4, k)
31

0

0 0 0

c(3, k)
11

0

0 0 0

             

     

17.4.8. تمهيدية: )Winkler [1983](. يملك التّعار�ض الخ�صائ�ض الآتية: 
 (a .c(i, j) = c(j, i) ≥ 0
 (	 . c(i, j) = 0 ّفاإن i ∈ Pj اإذا كان
 (c .c(i, j') ≤ c(i, j) ≤ c(i, j') + 2 ّفاإن ، j ∈ Pi ول i ∈ Pj اإذا لم يكن

 .T لي�ض اأطول من الم�صار بينهما في G في j اإلى i الم�صافة في البيانات متماثلة، والم�صار الأق�صر من )a( :الاإثبات  
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403 المزيد من مسائل التّطرّفيّة  4.8

 j' ّبما اأن )G( في j اإلى i هو اأق�صر م�صار من T في j اإلى i تعطي اأنّ الم�صار من v0 �المحافظة على الم�صافات ل (	
ينتمي اإلى الم�صار من i اإلى j في T، فاإنّه ي�صبح لدينا dT(i, j) – dT(i, j') = 1. وبما اأنّ jj′ ∈ E(G)، ي�صبح 
 ■ . اإذن، c(i, j ) – c(i, j' ) هو  1،0 اأو 2.   ( ) ( ), ,   1− ′ ≤G Gd i j d i j لدينا اأنّ 

i

i
j

j

j ‘

i ‘

0

�صن�صتخدم  وينكلر،  ت�صفير  عمل  كيفية  عن  وا�صحة  فكرة  اإعطاء  ن�صتطيع  للتّعار�ض،  المفهوم  هذا  مع 
للم�صافة  “تقريب”  ال�صّجرة هي  الم�صافة في  اإنّ  الطّبيعيّة.  الإحداثيّات  (n – 1) من  تعطينا  لأنّها  �صجرة بحث، 
الرّوؤو�ض  k لأحد  الإحداثيّ  1 في  ي�صع  وينكلر  وت�صفير  التّعار�ض،  بوا�صطة  تكون معدلّة  اأنْ  اإلى  البيان؛ وتحتاج   في 
بط في dG(i, j) من هذه الإحداثيّات؛  j، i ل� dT (i, j) بال�صبط من قيم k، ونريد لل�صّفرة الأخرى اأنْ تملك 0 بال�صّ
بط في c(i, j) من الإحداثيّات؛ حيث �صفرة واحدة تملك 1، والم�صاألة هي  لذلك، ننجز التّعديل بامتلك * بال�صّ

اأنْ ن�صمّم التّ�صفير لننجز هذا لأزواج الرّوؤو�ض جميعها في الوقت نف�صه. 

18.4.8. نظرية: )Winkler [1983]( كلّ بيان مترابط على n من الرّوؤو�ض G يملك مكعّبًا م�صحوقًا بعده                       
n – 1 على الأكثر. 

 f(i) = (f1(i), …, fn – 1(i))  0 كما هو مو�صوف اأعله. نعرّف ت�صفيًرا, …, n – 1 وترقيم ،T الاإثبات: اختر �صجرة
وتحقّق من اأنّ dG(i, j) = dS(ai, aj). والتّ�صفير هو: 

               

                

  
 
  
                                                                                              
                                                                             
                                               
                                               
                                                                                          

        

  
 
  

                                                                                              
                                                                             
                                               
                                               
                                                                                          

        

  
 
  
                                                                                              
                                                                             
                                               
                                               
                                                                                          

        

  
 
  
                                                                                              
                                                                             
                                               
                                               
                                                                                          

        

  
 
  
                                                                                              
                                                                             
                                               
                                               
                                                                                          

  

اإذا كان
اإذا كان
اإذا كان
اإذا كان

غير ذلك.

      

  
 
  
                                                                                              
                                                                             
                                               
                                               
                                                                                          

        

  
 
  
                                                                                              
                                                                             
                                               
                                               
                                                                                          

و  
و

زوجيّ.

فرديّ.
و
و

      

  
 
  
                                                                                              
                                                                             
                                               
                                               
                                                                                          

  

 ،f(2) = 110*0 ،f(1) = 10000 ،f(0) = 00000 المتّجهات في التّ�صفير لمثال 16.4.8 هي(
 (.f(5) = * * 111 ،f(4) = * * 110 ،f(3) = *0100 

لإثبات اأنّ dS(f(i), f(j)) = dG(i, j)، نعدّ الإحداثيّات حيث يكون واحد من f(i) و f(j) يملك 1، والآخر 
، حيث و�صعت الواحدات جميعها. من التّماثل،    i jP P يملك 0. مثل هذه ال� k من الإحداثيّات تنتمي اإلى 

،i ∉ Pj  و i ∈ Pj و�صوف نعُدُّ الحالتين ،j ∉ Pi ،لذلك .i < j ّن�صتطيع افترا�ض اأن
، وتكون fk(i) = fk(j) = 1 اإذا وفقط  ( ) ( ),   ,   -  G T j id i j d i j P P= = اإذا كان i ∈ Pj، فاإنّ 
اإذا كان k ∈ Pi . تقع الإحداثيات جميعها في Pj – Pi حيث يكون بال�صبط واحد من f (i) و f (j) يملك 1. 

. ( ) ( ) ( )( ),    ,  G Sd i j d f i f j= لحظ اأن لكلّ k ∈ Pj –Pi، يكون لدينا fk(i) = 0. وعليه، فاإنّ .
يكون                                                                                                             عندما  تمامًا   1 ي�صاوي   {fi(k), fj(k)} من  بال�صبط  واحدًا  فاإنّ   ،i ∉ Pj كان  اإذا 
هذه  من   c(i, j) في  بال�صبط   * يملك  الآخر  المتّجه  اأنّ  برهنة  اإلى  ونحتاج   .k ∈ (Pj – Pi) ∪ (Pi – Pj)

الإحداثيّات. وهذا يعطي: 
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.dS (f(i), f(j)) = |Pj – Pi| + |Pi - Pj| - c(i, j) = dT(i, j) – c(i, j) = dG(i, j)

في المثال 16.4.8، (P2 – P5) ∪ (P5 – P2) هي الإحداثيات الخم�صة جميعها ؛ وبما اأنّ f (2) وf (5) معًا  
يملكان * في ثلثة من هذه الإحداثيّات، فاإنّ ds(f (2), f(5)) = dG(2, 5) = 2، كما اأردنا. 

لتعيين النّجوم * في هذه المواقع؛ خذ في الح�صبان التّغيير في التّعار�صات الذي نح�صل عليه ب�صبب جلب اأيّ 
من i اأو j اإلى نقطة تقاطع Pi مع Pj. خذ في الح�صبان قائمتين:

 f(i) 0 ونح�صل على * واحدة في < m ≤ c (i, j) زوجيّ حيث m ّلكل f(i) صوف نح�صل على * واحدة في�
 .0 < m ≤ c (i, j) فرديّ حيث m ّلكل

 . c(i, j′m) < mو c(i, jm) ≥ m هو الرّاأ�ضَ الوحيد حيث jm 0، ليكن < m ≤ c (i, j) زوجيّ حيث m ّلكل
حتى عندما تكون القيمة m لي�صت القائمة الأولى، فاإنّ jm يكون ح�صن التعريف؛ ولأنّ c تتغير على الأكثر 2 مع كلّ 
 .k ∈ Pj – Pi ّلكل i < k ّتكون مختلفة. ف�صلً عن ذلك، ي�صمن الترتيب العموديّ الأوّل اأن jm خطوة، فاإنّ قيم
لذلك، فاإنّ* = fk(i) لكلّ k ∈ Pj – Pi اإذا وفقط اإذا كان k = jm لبع�ض قيم m الزّوجيّة. في المثال 16.4.8، 

 .f4(2) = * و j2 = 4 يكون لدينا (i, j) = (2,5) ِ�لحظ اأنّ ل
c(im, j) ≥ m الرّاأ�ضَ الوحيد بحيث im 0، ليكن < m ≤ c (i, j) فرديّ حيث m ّبطريقة م�صابهة، لكل

 و  c (i′m, j) < m  . كما في ال�صابق، تكون قيم im مختلفة وح�صنة التّعريف. والتّرتيب العموديّ اأوّلً ي�صمن 
اأنّ j > k لكلّ k ∈ Pi – Pj. لذلك، فاإنّ * = aj(k) لكلّ k ∈ Pi – Pj اإذا وفقط اإذا كان k = im لبع�ض قيم 
 .f1(j) = f3(j) = * و ،i1 = 1، i3 = 2 يكون لدينا (i, j) = (2,5) �الفرديّة. في المثال 16.4.8، لحظ اأنّ ل m
حيحة بين  لذلك، نكون قد عددنا النّجوم * في Pi – Pj ∪ Pj – Pi. وعددها هو عدد الأعداد الزّوجية ال�صّ

 .c(i, j) وي�صاويان معًا ،c(i, j)حيحة بين 1 و 1 و c(i, j) ، اإ�صافة اإلى عدد الأعداد الفرديّة ال�صّ

)Branchings and Gossip( التّفريع ونشر الإشاعات
لقد در�صنا م�صاألة اإيجاد العدد الأكبر للأ�صجار المولّدة المنف�صلة �صلعيًّا زوجًا زوجًا في بيان ما؛ وهذا ي�صاوي 
اأكبر k بحيث يتحقّق لكلّ تجزئة روؤو�ض P، وهناك k(|P| - 1) �صلعًا على الأقلّ تعبر بين مجموعات P )النتيجة 
59.2.8(. هنا، �صوف ناأخذ في الح�صبان م�صاألة مماثلة للبيانات الموجّهة تتعلّق بنظرية منجر )التمرين 14(. 
يّة التّرابط من راأ�ض واحد  وهذه النظرية هي نظرية اأ�صغر – اأكبر تركّز على الأزواج من الرّوؤو�ض. نفح�ض “خا�صّ

لبقيّة الرّوؤو�ض للبيان الموجّه. 
“تفريعٌ  �صجرةً مجذّرةً  يعدُّ  موجّه  بيان  )ranching	 r –( في   r الدّرجة  التّفريع من  تعريف:   .19.4.8
الرّوؤو�ض الأخرى جميعها فتملك درجة دخول 1،  اأمّا   ،0 r يملك درجة دخول  الرّاأ�ض  اإنّ   .r خارجيّ” من 
والرّوؤو�ض الأخرى جميعها قابلة للو�صول من r. ليكن κ'(r; G) يرمز اإلى اأ�صغر عدد من الأ�صلع والتي 

 .r يوؤدّي حذفها اإلى الح�صول على راأ�ض ما ل ت�صتطيع الو�صول اإليه من
) يجعل كلّ راأ�ض لِ� X غير قابل الو�صول اإليه من  ) { }–  ⊆X V G r اإنّ حذف الأ�صلع الدّاخلة اإلى المجموعة
r. من جهة اأخرى، فاإنّ اأيّ مجموعة اأ�صغريّة والتي بحذفها ل ن�صتطيع الو�صول اإلى بع�ض الرّوؤو�ض يجب اأنّ ت�صتمل 
على الأ�صلع جميعها التي تغادر مجموعة الرّوؤو�ض التي تّم الو�صول اإليها. لذلك، فاإنّ κ'(r; G) ت�صاوي الأ�صغر 

 .X لِ� عدد الأ�صلع الداخلة في ،X ⊆ V(G) – {r} على المجموعة غير الخالية
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وفي مجموعة التّفريعات من الدّرجة r المنف�صلة �صلعيًّا زوجًا زوجًا، فاإنّ كلّ تفريع يجب اأنْ ي�صتخدم �صلعًا 
واحدًا داخل X على الأقلّ. لذلك، يوجد على الأكثر κ'(r; G) تفريعات من الدّرجة r منف�صلة �صلعيًّا زوجًا زوجًا 

في G. وقد اأثبت اإدموند اأنّ هذا الحدّ قابل للتّحقّق. ومناق�صتنا ت�صمح بوجود الأ�صلع المتكرّرة. 

20.4.8. نظرية: )نظرية التّفريع لإدموند [1973]( لراأ�ض r في بيان موجّه G، العددُ الأكبر للتّفريعات من 
 .κ '(r; G) هو G المنف�صلة �صلعيًّا زوجًا زوجًا في r الدّرجة

اأنّ الحدّ العلويّ يتحقّق لأنّ كلّ  G. لحظ  الرّوؤو�ض في  V مجموعةَ  الاإثبات: )Lovász [1976]( لتكن 
مجموعة جزئيّة من V – r تكون قد دخلت على الأقلّ من خلل �صلع واحد في كلّ تفريع من الدّرجة r. و�صوف نبرهن 
الوجود لِ� κ '(r; G) تفريعًا من الدّرجة r منف�صلة �صلعيًّا بوا�صطة ال�صتقراء على k = κ'(r; G). ل� k = 1. يكفي 
البحث الأفقيّ اأوّلً لتنمية تفريع من الدّرجة r؛ لأنّ كلّ راأ�ض قابل للو�صول اإليه. ول� k > 1، نبحث عن تفريع T من 
الدّرجة r بحيث يكون κ'(r ; G – E(T)) = k – 1. لذا، فاإنّ فر�صية ال�صتقراء تزّودنا ب� k – 1 تفريعًا اإ�صافيًّا 

 .r من الدّرجة
التّفريع الجزئيّ من الدّرجة r هو تفريع من الدّرجة r لبيان جزئيّ مُحدث في G. ليكن T تفريعًا جزئيًّا 
من الدّرجة r، وله رتبة كبرى بحيث κ '(r ; G – E(T)) k - 1. اإنَّ الرّاأ�ض r نف�صه يكون مثل هذا التّفريع، مع                     

 .S ≠ V ّفنكون قد انتهينا. لذلك، من الممكن افترا�ض اأن ،S = V اإذا كان .S = V(T) صع� .E(T) = 
 ل� X ⊆ V – r، ليكن eX يرمز اإلى عدد الأ�صلع في G – E(T) التي تدخل اإلى X. اإذا كان eX ≥ k لكلّ

 X ⊆ V – r التي تقطع V – S، فن�صتطيع تو�صيع T باإ�صافة اأيّ �صلع من S اإلى V – S. لذا، ن�صتطيع اختيار 
 T صلعًا بال�صبط. )للتّو�صيح؛ تتكوّن� (k – 1) وتكون داخلة من خلل V – S تقطع U ⊆ V - r اأ�صغر مجموعة

من الأ�صلع المتّ�صلة الرّفيعة(. 
على   .eU – S ≥ k لدينا  ف�صيبقى   ،U – S اإلى  داخل  �صلع  لأيّ  حذفنا  عدم  وب�صبب   ،κ '(r; G) = k اأنّ  ب�صبب 
لتو�صيع  اأنْ ي�صاف  xy يمكن  اأنّ  U – S. وندّعي  اإلى   S ∩ U xy من  اأنْ يوجد �صلع  eU = k – 1. لذلك، يجب  اأيّ حال، 
 W ⊆ V – r كلّ  اإلى  يدخل  الأقلّ  على  �صلعًا   k – 1 بقاء  تحقيق  اإلى  فقط  نحتاج  لذا،   .T ل�  الأعظميّة  يناق�ض  وهذا   ،T
اأنّ  برهنة  ويكفي   .y ∈ W و   x ∈ V – W كان  اإذا  اإل  ا  تلقائيًّ يتحقّق  وهذا   .G – E(T) من   xy نحذف   عندما 

 .W لمثل eW ≥ k
بين  التي  الأ�صلع  عدا  ما   .U و   W من  كلّ  اإلى  الداخلة  الأ�صلع  تعدّ   eW + eU الكمية  اأنّ  لحظ 
فاإن  لذلك،  مرتين.  تعدّ   W ∩ U اإلى  الداخلة  وتلك   ،W ∪ U اإلى  الداخلة  الأ�صلع  فاإنّ   ،W–Uو  U–W 
 eU = k – 1و ،T �يّة التّعريف ل  eW + eU ≥ eW ∪ U + eW ∩ U. اأ�صبح لدينا eW ∪ U ≥ k – 1 من خلل خا�صّ
 ،eW ≥ k – 1 – (k – 1) + k = k،اإذن .U �ِوالأ�صغريّة ل x ∈ U – W ّب�صبب اأن ew ∩ U ≥ k بوا�صطة البناء، و
كما نرغب.                                                                                                                                                            ■ 

yS

x

r

U

W
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يمكن تحويل اإثبات لوفا�صز اإلى خوارزميّة لإيجاد العدد الأكبر للتّفريعات من الدّرجة r والمنف�صلة زوجًا 
المحليّ  لعيّ  ال�صّ التّابط   κ' (r; G) ندعو   ربما  اأخرى.  خوارزميّة   [1974/75] تارجان  اأعطى  وقد  زوجًا؛ 

ال�صّامل )al edge – connectivity	Local – glo(. لحظ اأنَّ للنظرية 20.4.8 عدة �صورٍ متكافئة.

21.4.8. نتيجة: اإذا كان G بيانًا موجّهًا، وr راأ�صًا في G، وk ≥ 0، فاإنّ العبارات التّالية تكون متكافئة: 
 (a .منف�صل �صلعيًّا زوجًا زوجًا r تفريعًا من الدّرجة k يملك G
 (	 .X ⊆ V(G) - {r} ّلكل ,    X X k  ≥  κ' (r; G) ≥ k؛ مكافئة لِ�ِ، 
 (c .منف�صلة �صلعيًّا زوجًا زوجًا s اإلى r م�صارًا من k يوجد ،s ≠ r ّلكل
 (d ّوالتي لكل .)صجرة مولّدة منف�صلة �صلعيًّا زوجًا زوجًا في البيان الأ�صليّ المت�صمّن )غير الموجّه� k يوجد

 .s تدخل G صلعًا بال�صبط من البيان الموجّه� k تحوي بينها s ≠ r
الاإثبات: A ⇔ B هي نظرية اإدموند، اأمّا B ⇔ C فهي نظرية منجر، A ⇒ D مبا�صرة. ل� D ⇒ B، نفتر�ض 
اأنّ الأ�صجار موجودة، ونعدُّ U ⊆ V – r. تملك كلّ �صجرة مولّدة U| - 1| �صلعًا �صمن U على الأكثر. لذا، فاإنّ 
الأ�صجار تملك معًا k(|U|- 1) �صلعًا على الأكثر �صمن U. ومن الفترا�ض، فاإنّ الأ�صلع للبيان الموجّه G تقابل هذه 
■   .U صلعًا على الأقلّ يدخل� k ّلذلك، فاإن .U صلعًا مع مقدّمات في� k|U|الأ�صجار التي تحتوي بال�صبط على
ا با�صتخدام اتحاد الماترويدات  لحظ �صرجفر)Schrijver( اأنَّ نظرية التّفريع لإدموند يمكن اأنْ تبرهن اأي�صً
وتقاطعها. اأهمل الأ�صلع التي تدخل الجذر r. ليكن M1 هو التحاد ل� k ن�صخة من الماترويد الحلقيّ على البيان 
الأ�صليّ غير الموجّه. وليكن M2 هو الماترويد الذي تكون فيه مجموعة من الأ�صلع م�صتقلة اإذا وفقط اإذا لم يكن اأيّ 
k + 1 منها تملك المقدّمة نف�صها )هذا هو الجمع المبا�صر للماترويدات المنتظمة التي رتبتها k(.يوجد k تفريعًا 
 k(n(G) – اإذا وفقط اإذا كان هذان الماترويدان يملكان مجموعة م�صتقلّة م�صتركة حجمها r منف�صلً من الدّرجة

 .1)
اإنَّ التّفريعات من الدّرجة r المنف�صلة �صلعيًّا زوجًا زوجًا تزوّدنا بقواعد)بروتوكولت( ثابتة تت�صامح مع خطاأ 
الرّ�صائل المر�صلة من r، في حين تكون ال�صّجرات البديلة متاحة. بعدها ناأخذ في الح�صبان قواعد ثابتة للإر�صالت 

من كلّ راأ�ض اإلى الرّوؤو�ض الأخرى جميعها، حيث يتمّ الإر�صال في اتجاهين، اإلّ اأنّ التّنفيذ يتمّ بترتيب معيّن. 
الإ�صاعات  من   n الح�صبان  في  خذ   .)gossip problem( الإ�صاعة  انت�صار  م�صاألة  هو  النّاتج  ال�صوؤال 
يت�صمّن كلّ منها معلومة �صارة؛ وب�صبب اأنها اإ�صاعات، فاإنّ كلّ �صخ�ض يريد معرفة المعلومات كلّها، وعندما يحدث 
ات�صال بين �صخ�صين، فاإنّ كلّ �صخ�ض يخبر الآخر بكلّ ما يعرف. ال�صّوؤال: ما عدد المكالمات الهاتفيّة التي نحتاج 

اإليها لنقل المعلومات جميعها ؟ لقد نُ�صر العديد من الحلول في بداية ال�صّبعينيّات من القرن الع�صرين. 
كلّ  x بمهاتفة  يعود  ثمّ   x كلّ �صخ�ض  يهاتف  �صهلً؛ حيث  يكون  المكالمات  2n – 3 من  ب�  اإنّ تحقيق ذلك 
تكون عندما  خروجًا.  الأولى  والمكالمة  دخولً  الأخيرة  المكالمة  دمج  طريق  عن  واحدة  مكالمة  نوفّر  وهنا،   واحد. 

n ≥ 4، فاإنَّ 2n – 4 مكالمة تكفي: اأولً، يجري الآخرون مكالمة هاتفية مع مجموعة S تتكون من اأربعة اأ�صخا�ض، 
مجموعه                                                ما  با�صتخدام   S من  المكالمات  الآخرون  يتلقى  ثمَّ  متتاليين،  زوجين  مع  المعلومات   S تت�صارك  بعدها 

4 + (n – 4) = 2n – 4 + (n – 4) مكالمة. وبا�صتخدام نموذج بيان، �صنبين اأنّ هذا هو اأف�صل ما يمكن. 

22.4.8. تعريف: البيان المرتّب )ordered graph(: بيان مع ترتيب للأ�صلع )الأ�صلع المتكرّرة م�صموح بها(. 
الإ�صاعة مخطّط  اأمّا  لحقة.  متتالية  اأ�صلع  بوا�صطة  م�صار  هو   :)increasing path( المتزايد   والم�صار 

)gossip scheme(، فهو بيان مرتّب يملك م�صارًا متزايدًا من كلّ راأ�ض اإلى كلّ راأ�ض من الرّوؤو�ض الأخرى. 
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يحققّ مخطّط الإ�صاعة هذا NOHO )“ل ي�صمع اأحد معلوماته الخا�صة”( اإذا كان ل يملك م�صارًا متزايدًا 
 .yو x بالإ�صافة اإلى �صلع لحق بين y اإلى x من

الرّوؤو�ض هو  n من  اإ�صاعة على  العدد الأ�صغر للأ�صلع في مخطّط  فاإنّ   ،n ≥ 4 اإذا كان  نظرية:   .23.4.8
 .2n – 4

الاإثبات: )Baker – Shostak [1972]( �صوف ن�صتخدم كلمة “مكالمات” بحرّيّة بدلً من كلمة “اأ�صلع” 
لتاأكيد التّرتيب، واإمكانيّة وجود اأ�صلع مكرّرة. اإنّ الخطة المو�صوفة اأعله ت�صتخدم 2n – 4 مكالمة، ويبين تحليل 
الحالة اأنّها الأمثل ل� n = 4. وهذا يزوّدنا باأ�صا�ض لإثبات بال�صتقراء على n. واإذا كان n > 4، فيمكن افترا�ض 
اأنّ كلّ مخطّط اإ�صاعة على n – 1 من الرّوؤو�ض ي�صتخدم على الأقل 2n – 6 مكالمة. اإذا كان 2n – 4 لي�ض مثاليًّا 
لِ� n من الرّوؤو�ض، فاإنّنا ن�صتطيع اإ�صافة مكالمات للمخطّط المثالّي )اإذا كان هذا �صروريًّا( للح�صول على مخطّط 

اإ�صاعة G على n من الرّوؤو�ض له 2n – 5 مكالمة بال�صبط.
الدّعاء الأوّل: G يحقق NOHO. وبخلف ذلك، فاإنّ G �صيملك م�صارًا متزايدًا من x اإلى vk عبر الأ�صلع 
 k + 2 اإلى x وجَزّاأ المكالمات الأخرى التي ت�صمل .ek + 1 و e1 احذف .ek + 1 = vkx متبوعًا بمكالمة e1, …, ek
مجموعة؛ تتكوّن E0 من المكالمات )الأ�صلع( الموجودة قبل e1 و Ei؛ i ≤ k ≥ 1؛ تتكوّن من المكالمات الموجودة بين 
 x مكان vk اأو vi اأو v1 صع� ،e ∈ Ek في كلّ �صلع .ek + 1 من المكالمات الموجودة بعد Ek+1 في حين تتكوّن ، ei + 1و ei
في الحالت i = 0، 1 ≤ i ≤ k، اأو i = k + 1، على التّرتيب )انظر التّو�صيح(. الآن، E(G) – {e1, ek + 1} هي 
مخطّط اإ�صاعة على V(G) – {x}؛ لأنّ كلّ م�صار متزايد خلل x قد ا�صتبدل به م�صار متزايد يتكوّن من الأ�صلع 
نف�صها، بل ربما من اأ�صلع اإ�صافيّة من {ei}. اإنّ هذا المخطّط يملك 5-(n – 1)2 �صلعًا، وهذا يناق�ض فر�صيّة 

ال�صتقراء. 

E3

E3

E2E2

E4
E4

E0E0

E1

E1 v1

v1

v2v2

v
x

3

v3

e2e1
e2

e3e3
e4

الدّعاء الثاني: لحظ اأنّ d(x) – 3 مكالمة تعدّ عديمة الفائدة ل� x. لذا، فاإنّ δ(G) ≥ 3. لتكن O(x) مجموعةَ 
المكالمات التي تّم من خللها الو�صول اإلى راأ�ض للمرّة الأولى من خلل م�صار متزايد “خارج” من x؛ اإنّ هذه المكالمات 
ت�صكّل �صجرة. وال�صّجرة I(x) من الأ�صلع المفيدة “دخولً” ل� x هي O(x) للتّرتيب العك�صيّ على E(G). �صوف نثبت 
اأنّ O(x) ∩ I(x) هي مجموعة الأ�صلع الواقعة على x. اإذا وُجد م�صار متزايد من x اإلى y بحيث ي�صل هذا الم�صار 
لع xy، فاإنّ x تخالف اأو تنتهك NOHO. لذا، فاإنّ xy ∈ O(x). وبطريقة  اإلى y ∈ N(x) قبل اأنْ ي�صلها ال�صّ
م�صابهة، فاإنَّ xy ∈ I(x). وبالعك�ض، اإذا كان O(x) ∩ I(x) يحتوي �صلعًا e لي�ض واقعًا على x، فاإنّ م�صارًا متزايدًا 
من x يحتوي e، وم�صارًا متزايدًا ل� x يحتوي e يندمجان لنتهاك NOHO لِ� x. اإذن، O(x) ∩ I(x)| = d(x)|. اأمّا 

الأ�صلع “عديمة الفائدة ل� x”، فهي الأ�صلع التي لي�صت في O(x) ∪ I(x)، ويكون لدينا:

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )    2   5    1   1     3= − − − − − + = −O x I x n n n d x d x

 .δ(G) ≥ 3 ّوبما اأنّ هذه تح�صب مجموعة من الأ�صلع، فاإن

HE_Graph_CH08_6th_Draft_01.indd   407 2/23/2014   12:38:19 PM



الفصل 8     مواضيع إضافية )اختياري(408

الدّعاء الثّالث: البيان الجزئيّ الذي نح�صل عليه بحذف المكالمتين الأولى والأخيرة اللتين اأجريتا من قِبَلِ 
كلّ راأ�ض يملك خم�ضَ مركّبات على الأقل ول يملك راأ�صًا معزولً. لتكن xy المكالمةَ الأولى التي ت�صمل x. اإذا كانت 
xy، وهاتان المكالمتان ل  اأنّها تحدث قبل  yz حيثz ≠ x ، فمن التعريف نجد  y هي  المكالمة الأولى التي ت�صمل 
تتوا�صلن من x اإلى z. بعد yz وxy، فاإنّ م�صارًا متزايدًا من x اإلى z ينتهك NOHO عند z. لذلك، فاإنّ مجموعة 
 .n/2 هي مواءمة حجمها L منها. وبالمثل، مجموعة المكالمات الأخيرة n/2 هي مواءمة، ويوجد F المكالمات الأولى
لذا، البيان G – F – L يملك n – 5 �صلعًا. وعليه، يملك خم�ض مركّبات على الأقلّ. ومن الق�صيّة 11.2.1. نجد 

 .δ (G) ≥ 3 ّاأنّ هذا البيان ل يملك راأ�صًا معزولً لأن
 C3 ،C2 ،C1 على الأكثر. لتكن x تكون درجته 3  e(G) = 2n – 5 < 2n، فاإنّ راأ�صًا ما  اأنّ  التّناق�ض: بما 
مركّبات G – F – L التي تحتوي على x و كذلك على جاريها الأول و الأخير على الترتيب )يكون جارها الأو�صط 
لع الأول  في C1(. لحظ اأنّ اأ�صلع G – F – L يمكن اأنْ تنتمي اإلى O(x) فقط من خلل م�صارات تبداأ بال�صّ
 G – F – L وبالمثل، فاإنّ اأ�صلع .C2 اأو C1 لذلك، فاإنّها تنتمي اإلى .F ∪ L ويتجنب x اأو الأو�صط الذي ي�صمل
التي تنتمي اإلى I(x) تظهر في C1 اأو C3 فقط. اأمّا اأ�صلع بقية المركّبات التي يوجد منها اثنان على الأقل، فتكون 
 d(x) – 3 = 0 عديمة الفائدة لِ� x )G – F – L ل تملك راأ�صًا معزولً(. ولكن الدعاء الثالث ي�صمح فقط ب�ِ 
 ■   .x �صلعًا عديم الفائدة ل�
كلّ  اأنّ  )بافترا�ض  الكلّيّ  الزّمن  اأو  للر�صائل  الكلّيّ  الطّول  ت�صغير  في  نرغب  قد  العملية،  التّطبيقات  في 
راأ�ض يت�صارك بمكالمة على الأكثر لكلّ وحدة زمن(. اإ�صافة اإلى اأننا ن�صتطيع ح�صر الأزواج الم�صموح لها بمكالمة 
ا. وقد يكتمل ن�صر الإ�صاعة في 2n – 4 اإذا وفقط اإذا كان بيان المكالمات الم�صموحة مترابط، ويملك  بع�صها بع�صً
الدّرجة )Kleitman – Shearer [1980], Bumby [1981]( 4. تاأخذ الختلفات الأخرى في  حلقة من 

الح�صبان البيانات الموجّهة )التمرينان 15 – 16(، وتحمل الخطاأ، ومكالمات موؤتمر، ... اإلخ. 

)list Coloring and Choosability( التّلوين القائميّ وقابليّة الاختيار

راأ�ض،  لكلّ  واحدًا  لونًا  زلنا نختار  الرّاأ�صيّ. ما  التّلوين  اأكثر عمومًا من م�صاألة  ن�صخة  القائميّ  التّلوين  يُعَدُّ 
 (Vizing) [1976] ولكن مجموعة الألوان المتوافرة عند كلّ راأ�ض قد تكون مقيّدة، وقد قدم هذا النموذج فايزنج 

واإيردوز، وروبن، وتايلور [1976] (Erdös – Rubin – Taylor) ب�صورة م�صتقلة.

التّلوين  اإنّ   .v عند  متوافرة  األوان  قائمة  على  تدلّ   L(v) لتكن   ،G بيان  v في  راأ�ض  لكلّ  تعريف:   .24.4.8
اأنّ يتحقق  بحيث   f فعليّ  تلوين  هو   (choice function) الختيار  دالّة  اأو   (list coloring)  القائميّ 
 f(v) ∈ L(v) لكلّ v. يكون البيان G قابلًا للاختيار من الدّرجة k  (le	k – choosa) اأو قابلًا للتّلوين 
القائميّ من الدّرجة k (le	list k – colora) اإذا كان كلّ تخ�صي�ض لقوائم مكونة من k عن�صرًا للرّوؤو�ض 
ف العدد اللّونّي القائميّ (er	list chromatic num)، اأو عدد الختيار  ي�صمح بتلوين قائميّ فعليّ. ونعرِّ
 (er	choice num)، اأو قابليّة الختيار χl (G) (ility	choosa) على اأنّه )اأنّها( اأ�صغر k بحيث يكون 

 .k قابلً للختيار من الدّرجة G
 ،1 + ∆(G) واإذا كان حجم القوائم على الأقل .χl(G) ≥ χ(G) ّاأنّ القوائم قد تكون متطابقة، فاإن بما 
فاإنّ تلوين الرّوؤو�ض ب�صورة متتابعة يترك لونًا متاحًا عند كلّ راأ�ض. لحظ اأنّ هذا النقا�ض م�صابه لخوارزميّة التّلوين 
ال�صّره، ويبرهن اأنّ χl(G) ≤ 1 + ∆(G) )انظر التمرين 22 لت�صابهات اأخرى مع χ(G)(. على اأيّ حال، فاإنّه من 
ا.  غير الممكن و�صع حدّ علويّ على χl(G) بدللة χ(G)؛ حيث توجد بيانات ثنائية الفرع مع عدد لونّي قائميّ كبير جدًّ
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Km, m غير قابل  فاإنّ   ،m =
2  -  1

  
     

k
m

k
 

=  
 

اإذا كان   )Erdös – Rubin – Taylor [1979]( .25.4.8. ق�صيّة
  .k للختيار من الدّرجة

k من  لِ� G = Km, m . عيّن المجموعات الجزئيّة المختلفة التي تملك  الثّنائيّة  التّجزئة   Y, X الاإثبات: لتكن 
ا. خذ في الح�صبان دالّة اختيار f. اإذا  العنا�صر لِ� [2k – 1] بو�صفها قوائم للرّوؤو�ض في X، وال�صيء نف�صه لِ� Y اأي�صً
كانت f ت�صتخدم اأقل من k اختيارًا مختلفًا في X، فاإنّه يوجد مجموعة S ⊆ [2k – 1] تملك k من العنا�صر غير 
 f ب�صفتها قائمة له. اإذا ا�صتعملت S الذي يملك X الم�صتخدمة، وهذا يعني عدم وجود لون قد اختير للرّاأ�ض في
على الأقل k لونًا على روؤو�ض في X، فاإنّ هناك مجموعة S ⊆ [2k-1]  تحوي k عن�صرًا من الألوان ا�صتعملت في 
■   .S الذي قائمته Y ول يوجد لون يمكن اختياره فعليًّا لراأ�ض ،X
يعدُّ ح�صاب العدد اللّونّي القائميّ اأكثر �صعوبة من ح�صاب العدد اللّونّي؛ لأنّ العبارتين الحدّ العلويّ، والحدّ 
ال�صّفلي ت�صملن محدّدات قيا�صية �صاملة. كان تحديد البيانات ثنائيّة الفرع التّامة القابلة للختيار من الدّرجة 3 

�صعبًا، فمثلً لِ� m ≤ n ≥ 3، فاإنّ Km, n يكون قابلً للتّلوين من الدّرجة 3 اإذا وفقط اإذا كان 
m = 3 وn ≤ 26 (Erdös – Rubin – Taylor [1979])، اأو 

m = 4 وn ≤ 20 (Mahadev – Roberts – Santhanakrishnan [1991])، اأو 
m = 5 وn ≤ 12 (Shende - Tesman [1994])، اأو 

 .(O' Donnel [1995]) n ≤ 10و m = 6
األون [Alon] وتار�صي [1992م] (Tarsi) كثيرة حدود مرافقة لبيان لكي يح�صل على  ا�صتخدم كلّ من 
ا Alon [1993](.اأمّا فلي�صنر (Fleischner) و�صتيبتز (itz	Stie)، فقد  حدود علوية على χl(G) )انظر اأي�صً
3n يعطي بيانًا قابلً  n من المثلثات المنف�صلة اإلى حلقة من الدّرجة  اإ�صافة  اأنّ  ا�صتخدما هذه الطّريقة لإثبات 

للتّلوين من الدّرجة 3؛ وقد برهنا النّتيجة الأقوى، وهي اأنّ هذا البيان قابل للختيار من الدّرجة 3. 
ا، حيث نعيّن فيه قوائم الأ�صلع. ويجب اختيار تلوين �صلعيّ فعليّ.  وهناك نوع اآخر من التّلوين ال�صلعيّ اأي�صً
القائميّ                                                                 لعيّ  ال�صّ التّلوين  اإنّ   .e لع  لل�صّ المتوافرة  الألوان  قائمة  اإلى   L(e) لترمز  تعريف:   .26.4.8
وقابلية   .e لكلّ   L(e) من   f(e) اختيار  يتم  ، حيث   fّفعلي �صلعيّ  تلوين  هو   (list – edge – coloring)
 k بحيث اإنّ كلّ تعيين لقوائم من الحجم k هي اأ�صغر χl'(G) (edge – choosa	ility) ّلعي الختيار ال�صّ
 .G �هو البيان الخطّيّ ل L(G) حيث ،χl'(G)  =  χl( ) ( )( )÷ ÷′ =l lG L G يعطي تلوينًا �صلعيًّا قائميًّا فعليًّا. وب�صورة مكافئة 
) χl'(G) )التمرين 22(. وعليه،  ) ( )÷   2   1′ ≤ ∆ −l G G اأنّ  ا  اأي�صً ) χ'(G) يعطي  ) ( )÷   2   1G G′ ≤ ∆ − تعليل العبارة ل� 
لع بو�صفها  التّلوين العاديّ، فاإنّ ا�صتخدام البيانات الخطّيّة يعبّر عن ن�صخة ال�صّ χ' (G) < 2χ'(G). كما في 
لقابليّة  التّخمين  فاإنّ حدّ  الرّغم من هذا،  اأف�صل كذلك. وعلى  وي�صلك ب�صورة  الرّاأ�ض،  ن�صخة  حالة خا�صة من 
لعيّ يكون مفاجئًا. لقد اقترح هذا ب�صورة م�صتقلة من قِبَلِ العديد من الباحثين بمن فيهم: فايزنج،  الختيار ال�صّ
                                                                                                     (Bollobas – Harris) [1985] جوبتا، البرت�صون، كولنز، وتوكر، وويبدو. ولكنّه ن�صر اأولً في بلوباز – هاري�ض

 .)(Bollobas) [1986] ا )انظر اأي�صً
■  .G ّلكل χl'(G) = χ'(G) )ّ27.4.8. ممنة: )مخمّنة التّلوين القائمي
'χl. وقد  ( ) ( )÷  + 1l G G′ ≤ ∆ للبيانات الب�صيطة، توؤدّي هذه المخمّنة ونظرية فايزنج )النظرية 10.1.7( اإلى اأنّ 
) كبيرة  )G∆ 'χl عندما c > 11/ 6 عندما تكون  ( ) ( )÷l G c G′ < ∆ اأثبت كلّ من بلوباز وهاري�ض [1985] اأنّ 
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ا ا�صتخدمت طرقا احتماليّة. وقد اأثبت كاهن (Kahn) [1996م]  بما فيه الكفاية. اإنّ هذا وتح�صينات لحقة اأي�صً
هاجكف�صت  من  كلّ  هذّب  حين  في   .χl' ( ) ( )( ) ( )÷  1 + 1l G o G′ ≤ ∆ اأنّ  اأثبت  حيث  متقاربة؛  ب�صورة  المخمّنة 
عندما   χl'( ) ( )2/3÷   + log  i G d o d d′ ≤ لي�صبح: الخطاأ  حدّ   (Janssen) [1997] وجان�صن   (Haggkvist)

. اأمّا مولوي (Molloy) وريد [2001] (Reed) فقد هذّبا الحدّ ب�صورة اأدق )وعمّماه(.  ( ) = d G∆
ة لمخمّنة التّلوين القائميّ ل� G = Kn, n من قِبَلِ دينتز (Dinitz) في العام 1979.  طُرحت الحالة الخا�صّ
)برهنها جان�صن [1993م] ل� Kn, n – 1(. واأ�صبحت مخمّنة دينتز �صائعة عندما �صيغَت على �صورة م�صفوفة: اإذا 
كان كلّ موقع ل�صبكة n في n يحتوي على مجموعة حجمها n، فاإنّه من الممكن اختيار عن�صر واحد من كلّ مجموعة 

بحيث تكون العنا�صرُ المختارة في كلّ �صفّ وعمود مختلفةً. 
لقد اأثبت جالفن [1995م] (Galvin) مخمّنة التّلوين القائميّ للبيانات الثنائيّة الفرع التي تت�صمّن مخمّنة 
ا (Slivnik [1996]). و�صنبرهن هنا مخمّنة دينتز فقط با�صتخدام م�صاألة المواءمة الم�صتقرّة  دينتز )انظر اأي�صً

)الجزء 2.3(. 

تابعًا لكلّ راأ�ض  S تملك  اأنّها مجموعة م�صتقلة  (Kernel) لبيان موجّه على  النّواة  ف  نعرِّ تعريف:   .28.4.8
خارج S. يكون البيان الموجّه كامل النّواة (Kernel – perfect) اإذا كان كلّ بيان جزئيّ موجّه محدث يملك 
f ( f – choos- يكون قابلً للختيار من خلل الدالّة G فاإنّ البيان ، ( ):f V G → ℕ  وواة. اإذا اأعطينا دالّة

 .x ّلكل ( ) ( )L x f x= (le	a اإذا اأمكن اختيار التّلوين الفعليّ من القوائم التي عند الرّوؤو�ض عندما يكون 
كاأنْ  فرديّة.  حلقات  لها  لي�ض  التي  الموجّهة  )البيانات   14.4.1 التطبيق  في  “النّواة”  مفهوم  ا�صتخدمنا 
حيث                                                       k الدّرجة  من  للختيار  قابلً  يكون   f الدالّة  خلل  من  للختيار  قابل  بيان  اأيّ  اإنّ  مثلً(.  اأنوية  تملك 

k = max f(x)؛لأنّ اإ�صافة األوان اإلى قائمة ل يجعل الختيار اأكثر �صعوبة. 
G ل�  النّواة  كامل  توجيهًا   D كان  اإذا   (Bondy – Boppana – Siegel) تمهيدية:   .29.4.8 

 .f يكون قابلً للختيار من خلل G ّفاإن ،x ∈ V(G) ّلكل ( ) ( )1 Df x d x+= + و
في  خذ   ،n(G) > 1 لِ�   .n(G) = 1 ل�  وا�صحة  العبارة  تكون  n(G)؛  على  ال�صتقراء  �صن�صتخدم  الاإثبات: 
اجعل                                                                    ما.  قائمة  في  يظهر   c لونًا  اختر   .f(x) هو   L(x) القائمة  حجم  يكون  بحيث  لقوائم  تعيينًا  الح�صبان 
U = {v: c ∈ L (v)}. ولتكن S هي النّواة للبيان الجزئيّ الموجّه المحدث D[U]. عيّن لون c لكلّ S، وهذا 

م�صموح؛ لأنّ S م�صتقلة. 
احذف c من L(v) لكلّ v ∈ U – S. احذف األوانًا اإ�صافية ب�صورة ع�صوائية من قوائم اأخرى لتخفي�ض 
. بما اأنّ كلّ راأ�ض لي�ض  ( ) ( )1 D Sf x d x+

−′ = + L(x) لكلّ x ∈ V(D)–S لكي ي�صبح حجمها f'(x). حيث 
في S يملك تابعًا في S، فاإنّ f' (x) < f(x) لكلّ x ∈ V(D) – S الذي يدعم حذف c من القوائم. من فر�صية 
ال�صتقراء، فاإنّ 'D يكون قابلً للختيار من خلل f'(x). لذا، ن�صتطيع اإكمال تلوين قائميّ ل� G باإ�صافة تلوين 
 ■   .S على c من خلل ا�صتخدام D' قائمي اإل�ى

 .χl'(Kn, n) = n (Galvin [1955]) :30.4.8. نظرية
توجيهًا  يملك   L(Kn, n) اأنّ   برهنة   29.4.8 التمهيديّة  من  فيكفي   ،χl'(G) = χl(L(G)) اأنّ  بما  الاإثبات: 
 كامل النّواة مع كلّ راأ�ض يملك درجتي دخول و خروج n – 1. لحظ اأنّ البيان L(Kn, n) هو الجداء الكارتيزيّ
 Kn ◽ Kn )التمرين 8.1.7(؛ مو�صوعًا في �صبكة n في n، بحيث تكون الرّوؤو�ض متجاورة اإذا وفقط اإذا كانت في 

فّ نف�صه اأو في العمود نف�صه. ال�صّ
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 Kn ◽ Kn �ِل D وعرّف توجيهًا .r + s – 1 mod n يملك و�صم (r, s) 1,2 بحيث يكون الرّاأ�ض, …, n عين اأو�صمة 
فّ  بتوجيه الأ�صلع من الرّاأ�ض (r, s) الذي له الو�صم i اإلى الرّوؤو�ض في العمود s مع اأو�صمة اأدنى، والرّوؤو�ض في ال�صّ
r مع اأو�صمة اأعلى. بما اأنّ i اأعلى من i – 1 من الأو�صمة الأخرى، فاإنّ الرّاأ�ض (r, s) يملك i – 1 تابعًا في عموده، 

 .d+(r, s) = d -(r, s) = n – 1 ،تابعًا في �صفّه. لذلك n – iو
 D[U] ّف�صنح�صل على نواة للبيان الموجّه الجزئي ،U ⊆ V(D) كامل النّواة. اإذا اأعطينا D ّصنبرهن اأن�
 .s على b تف�صيل r فاإنّنا نريد من ،D في (r, s) → (r, b) و (r, b) ∈ U بحلّ م�صاألة المواءمة الم�صتقرّة. عندما
لذا، ل�صفّ r، فاإنّ الأولويّات بين الأعمدة تبداأ مع{s: (r, s) ∈ U} بترتيب متناق�ض لو�صم الرّوؤو�ض، باتّباع اأيّ 
 {r: (r, s) ∈ فوف تبداأ مع ترتيب بين {s: (r, s) ∉U}. وب�صورة م�صابهة، لعمود s، فاإنّ الأولويّات بين ال�صّ

.{r: (r, s) ∉U} بترتيب متزايد لأو�صمة الرّوؤو�ض، باتّباع اأيّ ترتيب بين U}
الأولويّات.  لهذه   M م�صتقرّة  مواءمة  تعطي   )17.2.3 )الخوارزميّة  و�صابلي  لجيل  المقترحات  خوارزميّة 
. ب�صبب اأنّ M مواءمة، فاإنّ     S M U= 

وبالنظر اإلى الأزواج المتوائمة في M بو�صفها مواقع في ال�صّبكة، اإجعل 
 x ∈ U – S ّو�صنثبت اأنّ كل .D مجموعةٌ م�صتقلّة في S ّفّ اأو العمود نف�صه. لذلك، فاإن S ل تملك موقعين في ال�صّ

 .S تملك تابعًا في
M تملك موقع                            فاإنّ  لذا،   .x ∉ M فاإن   ،    S M U=  اأنّ  x = (r, s) ∈ U – S. بما  الموقع  و�صمَ   i ليكن 
y = (r, b) مع و�صمٍ ما j وموقع z = (a, s) مع و�صم ما k. ولأنّ M م�صتقرّة، فل يمكن اأنْ تكون r تف�صل s على 
 x ّفي الوقت نف�صه. اإذن، ن�صتنتج من هذه العبارة -من خلل الخطوات في الأ�صفل- اأن a على r تف�صل s ول b
■  .S كتابع في z اأو y تملك

لي�ض [ ف)r تف�صل s على b( و )s تف�صل r على a(ف ]
z : k

y : j x : ir

a

b s

لي�ض [ ف) y ∉ Uاأو i > j( و )z ∉ U اأو i < k(ف  ]ف         
)i > k و z ∈ U( اأو )i < j و y ∈ U(        

)x → z ∈ S( اأو )x → y ∈ S(           

)total coloring( الكلّيّ  التّلوين  اإنّ  اأخرى.  القائميّ بمخمّنة  التّلوين   31.4.8. ملاحظة. ترتبط مخمّنة 
ل� G هو تعيين لون لكلّ راأ�ض ولكلّ �صلع، بحيث تملك الأ�صياء الملونة األوانًا مختلفة عندما تكون متجاورة اأو واقعًا 
ا  بع�صها على بع�ض. وتن�ضّ مخمّنة التّلوين الكلّيّ (Behzad [1965]) على اأنّ كلّ بيان ب�صيط G يملك تلوينًا كلّيًّ
) لونًا على الأكثر. لقد اأعطى كلّ من روزنفيلد [1971] (Rosenfeld) وبهزاد (Behzad) نتائج  ) 2G∆ +
؛ لأنّ كلّ بيان G يملك تلوينًا  ( ) 3G∆ + ا ي�صاوي  ا علويًّ ة. ومخمّنة التّلوين القائمي تعطي حدًّ حول �صفوف خا�صّ
■  لونًا على الأكثر )تمرين 25(. 

l
′(G) + 2 كلّيًّا م�صتحدثًا

دُرِ�صَت مخمّنة التّلوين القائميّ للبيانات ال�صّويّة. حيث اأثبت كلّ من النجهام وجودين [1996م] اأنّ كلّ بيان 
 k الدّرجة  لعيّ من  ال�صّ k، يكون قابلً للختيار  الدّرجة  k ومنتظم من  الدّرجة  لعيّ من  ال�صّ للتّلوين  �صويّ قابل 

)با�صتخدام نظرية الألوان الأربعة(. 
اأنّ البيانات ال�صّويّة تملك  تعيدنا مناق�صة البيانات ال�صّويّة اإلى التّلوين القائميّ للرّوؤو�ض، وعلى الرّغم من 
عددًا لونيًّا ي�صاوي 4 على الأكثر، فقد خمّن كلّ من فايزنج [1976م] واإيردوز، وروبن وتايلور [1979م] اأنّ اأكبر 
فّ هو 5. وقد قام فويجت [1993] (Voigt) ببناء بيان �صويّ غير قابل للختيار من  عدد اختيار على هذا ال�صّ
الدّرجة 4 على 238 راأ�صًا، في حين قلّل مرزخاني [1996] (Mirzakani) )التمرين 26( هذا العدد اإلى 63 
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راأ�صًا )يعمّم المثالن اإلى عائلت غير منتهية(. في الحقيقة، هناك بيانات �صويّة قابلة للتّلوين من الدّرجة 3، وغير 
.([1996] Gutner، [1997] Viogt - Wirth) 4 قابلة للختيار من الدّرجة

ا [1995] اأنّ البياناتِ ال�صّويّة التي خ�صرها 5 قابلةٌ  اأثبت ثوما�صين [1994bم] الحدّ العلويّ )واأثبت اأي�صً
للختيار من الدّرجة 3(. غالبًا، تقوم الرّوؤو�ض على الوجه غير المحدود )“ الرّوؤو�ض الخارجيّة”( بدور خا�ض في 

براهين ال�صتقراء للبيانات ال�صّويّة.

32.4.8. نظرية:(Thomassen [1994b]) تكون البيانات ال�صّويّة قابلة للختيار من الدّرجة 5. 

بالبيانات  اهتمامنا  نح�صر  قد  لذا،  القائميّ.  اللّونّي  العدد  يخف�ض  اأنْ  يمكن  ل  اأ�صلع  اإ�صافة  اإنّ  الاإثبات: 
ال�صّويّة التي يكون فيها الوجهُ الخارجي حلقةً، ويكون كلّ وجه محدود مثلثًا. من ال�صتقراء على n(G)، �صنثبت 
النتيجة الأقوى التي تن�ضّ على اأنّ تلوينًا ما يمكن اختياره حتى لو كان لراأ�صين خارجين متجاورين قوائم مختلفة 
حجمها 1، في حين يكون للرّوؤو�ض الخارجيّة الأخرى قوائم حجمها 3. وللخطوة الأ�صا�ض )n = 3(، يبقى لون ما 

متوافرًا للرّاأ�ض الثّالث.
الآن، افتر�ض اأنّ n > 3. ليكن vp و v1 الرّاأ�صين اللذين لهما األوان ثابتة على الحلقة الخارجية C. ولتكن                   

v1,…, vp هي V(C) بترتيب مع اتجاه عقارب ال�صّاعة. 

الحالة 1: تملك C وترًا vi vj حيث i ≤ j – 2 ≤ p – 2 ≥ 1. �صنطبّق فر�صيّة ال�صتقراء للبيان المكوّن من 
الحلقة v1, …, vi, vj, …, vp مع داخلها. اإنّ هذا يختار تلوينًا فعليًّا فيه vi، vj ت�صتلمان األوانا مثبّتة ما. و�صنطبّق 
 .G �ِمع داخلها لإكمال التّلوين القائميّ ل vi, vi + 1, …, vj بعد ذلك فر�صيّة ال�صتقراء للبيان المكوّن من الحلقة

 .)p = 3 على التّرتيب )من الممكن v2 َجيران v1, u1, …, um, v3 وترًا. لتكن الرّوؤو�ض C الحالة 2: ل تملك
ولأنّ الوجوه المحدودة مثلثات، فاإنّ G يحتوي الم�صار P الذي روؤو�صه

 v1, u1, …, um, v3. بما اأنّ C خالية من الأوتار، واأنّ u1, …, um روؤو�ض داخلية، واأنّ الوجه الخارجيّ 
 .v1, v2, v3 ًبدل P يكون فيها C' محدود بحلقة G' = G – v2 �ِل

 .x, y ∈ L(v2) – {c} فمن الممكن اختيار األوان مختلفة ،|L(v2)|≥3ّبما اأن .v1 �ِاللّونَ المعينَّ ل c ليكن
�صوف نحتفظ ب� x, y لل�صتعمال المحتمل على v2 بمنع x, y من u1, …, um. بما اأنL(ui)| ≥ 5ّ|، فاإنّه ي�صبح 
لديناL(ui) –{x, y}| ≥ 3|. لذلك، ن�صتطيع تطبيق فر�صيّة ال�صتقراء على ′G، حيث u1, …,um تملك قوائم 
v1 اأنّ  الناتج، لحظ  التّلوين  G. في  كما في  نف�صها  القوائم  فتملك  الأخرى  الرّوؤو�ض  اأمّا  الأقل،  على   3  حجمها 

و u1, …,um تملك األوانًا خارج {x, y}. نو�صّع هذا التّلوين ل� G باختيار لون في {x, y} لِ� v2 بحيث ل يظهر على 
■                                                                                                                                                     .G' �في التّلوين ل v3

u

 الحالة 2

m

vi

vi

vp u1

v1
v2

v3

 الحالة 1

vp

v1
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)Partitions Using Paths and Cycles( تجزئات باستخدام المسارات والحلقات
اأخذنا في الح�صبان م�صاألة التّفكيك بوا�صطة F – decomposition( F(: وهذا يعني تجزئة E(G) اإلى 
اأ�صغر عدد من البيانات الجزئيّة في عائلة F. وتّم درا�صة هذا للعديد من العائلت F، مثل الع�صب )النظرية 
3.4.8(، والبيانات الثنائيّة الفرع )التمرين 3(، والبيانات الثنائيّة الفرع التّامّة )النظرية 20.6.8(، والنّجوم 
الح�صبان  في  الأخذ  وقبل   .)57.2.8 – النتيجة  )التّ�صجير  والغابات   .)1.3 – الجزء  الرّاأ�صيّ  الغطاء  )عدد 
لبيان  الرّوؤو�ض  تغطية  وهي  اأ�صهل،  م�صاألة  ف�صنناق�ض  وحلقات،  م�صارات  اإلى  البيانات  لتفكيك  التّطرّف  م�صائل 

موجه با�صتخدام اأقل عدد من الم�صارات. 
اإنّ بيانات المقارنة هي البيانات التي تملك توجيهات متعديّة؛ ويكون البيان الموجّه متعديًا )transitive( اإذا 
ا. اإنّ بيانات  كان x → y و y → z يوؤدي اإلى اأنّ x → z. لحظ اأنّ الرّوؤو�ض لم�صار في بيان موجّه متعد تحدث دوريًّ
المقارنة تكون كاملة )الق�صية 25.3.5(، وهذا يعني اأنّ بيانًا موجّهًا متعدّيًا D يمتلك فيه الدوري الأكبر ω راأ�صًا 
 V(D) ّا اأن يكون قابلً للتّلوين الفعليّ ب�� ω من الألوان. ومن نظرية البيان الكامل )النظرية 6.1.8( نعلم اأي�صً

يمكن اأنْ تغطّى با�صتعمال α(D) دوريًّا في D، حيث α(D) هو الحجم الأكبر لمجموعة م�صتقلّة. 
فاإنّ هذا ي�صبح نظرية  “�صل�صل منف�صلة”  لتكون  “�صل�صل” وو�صع مجموعات م�صتقلة  الم�صارات  بجعل 
العدد  ي�صاوي  منف�صلة  ل�صل�صلة  الأكبر  الحجم  وهي  المتعدّية:  العرى  من  تخلو  التي  الموجّهة  للبيانات  ديلوورث 

 .V(D) الأ�صغر لل�صّل�صل التي نحتاج اإليها لتجزئة
واإيجرفاري  كونج  نظرية  تكافئ  ديلوورث  نظرية  فاإنّ  الكامل،  البيان  نظرية  من  يتبع  الذي  اإلى  بالإ�صافة 
)التمرين 27(، ف�صلً عن اأنّ تعميمًا لها يتبع من نظرية التّقاطع الماترويديّ )التمرين 50.2.8(. و�صنقدّم هنا 

تعميمًا اآخر يملك اإثباتًا اأق�صر محتوًى في داخله. 
 a(D) با�صتعمال D يمكن تغطية الرّوؤو�ض في بيان موجّه (Gallai – Milgram [1960]) :33.4.8. نظرية

م�صارًا منف�صلً زوجًا زوجًا على الأكثر. 
الاإثبات: بما اأنّه يمكن تغطية V(D) با�صتخدام n م�صارًا منف�صلً بطول 0؛ فيكفي اأنْ نبرهن ادعاء اأقوى وهو: 
اإذا كانت C مجموعةَ الم�صارات المنف�صلة زوجًا زوجًا، والتي تغطّي V(D)، وS هي مجموعة الم�صادر )الرّوؤو�ض 
البتدائيّة( لهذه الم�صارات، فيمكن تغطية V(D) با�صتخدام a(D) م�صارًا منف�صلً زوجًا زوجًا على الأكثر مع 
م�صادر في S. يكون الإثبات بال�صتقراء على n(D)، مع خطوة الأ�صا�ض الوا�صحة ل� n(D) = 1. والعبارة الم�صافة 

حول الم�صادر ت�صاعد على جعل خطوة ال�صتقراء تعمل. 
افتر�ض اأنّ n > 1، واأنّ C غطاءٌ ل� V(D) بوا�صطة k م�صارًا مع مجموعة م�صدر S. يتحقق الدّعاء اإل اإذا 
كان C |= k > α(D)|، في هذه الحالة، نن�صئ غطاءً با�صتخدام عدد م�صارات اأقل، وم�صادرها جميعها في S. بما 
اأنّ < α k، فاإنه يوجد �صلع xy حيث x, y ∈ S. ليكن A وB الم�صارين في C اللذين يبداآن مع x و y على التّرتيب. 
ن�صتطيع افترا�ض اأنّ A يملك �صلعًا xz. وبخلف ذلك، ن�صتطيع اأنْ ن�صيف x اإلى بداية B وبذلك نوفّر م�صارًا واحدًا. 
بحذف x من البداية ل� A، نح�صل على غطاء 'C لِ� V(D – x) من خلل k من الم�صارات التي تملك م�صادر 
 V(D – x) �ل C'' ًفاإنّ فر�صيّة ال�صتقراء تعطي غطاء ،α(D – x) ≤ α (D) ّبما اأن .S' = S – x + z في

 .z با�صتثناء S كلّها اإلى S' تنتمي عنا�صر .S' وتكون م�صادرها جميعها في ،k ي�صتخدم م�صارات اأقلّ من
 ،y z لي�ض م�صدرًا بل  اأمّااإذا كان  x عند بداية هذا الم�صار.  ′'C، فن�صيف  z م�صدرَ م�صار في  اإذا كان 
ا�صتخدمنا قد  فنكون  م�صدرين،  غير    z و   y كان  اإذا  ولكن   .y ب�  يبداأ  الذي  الم�صار  بداية  عند   x  فن�صيف 

 S'|- 2 = k – 2| م�صارًا على الأكثر، ون�صتطيع اإ�صافة x بو�صفها م�صارًا قائمًا  بذاته للح�صول على الغطاء 
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المن�صود ل� V(D) با�صتخدام k – 1 م�صارًا. وفي الحالت جميعها، فاإنّ الم�صارات الناتجة تكون منف�صلة زوجًا زوجًا 
 .S وتملك م�صادر في

■  .α �ِفاإنّنا ن�صتطيع تقليل عدد الم�صارات ل ،k >α باإعادة هذه المناق�صة، طالما
x

y z
S ‘S

وبالعودة اإلى م�صاألة التّفكيك، فاإنّ مخمّنة جالي تن�ضّ على اأنّ كلّ بيان على n من الرّوؤو�ض يمكن تفكيكه 
/ م�صارًا. وتتحقق الم�صاواة للع�صب )التمرين 28(. هناك بيانات اأخرى تملك اأ�صلعًا اأقلّ،   2n   با�صتخدام 
اأنّه يمكن  اأكثر. وب�صورة مماثلة، تن�ضّ مخمّنة هاجو�ض على  يتطلّب م�صارات  التّرابط ربما  اأنّ عدم وجود  اإل 
/ حلقة. وما زالت المخمنتان دون حلّ، اإلّ اأنّ لوفاز اأثبت   2n   تفكيك كلّ بيان زوجيّ على n من الرّوؤو�ض اإلى 
الحدّ الأمثل عندما ي�صمح بوجود كلّ من الم�صارات والحلقات. ونعرّف الحجم )size( لتفكيك ما على اأنّه عدد 

البيانات الجزئيّة الم�صتعملة في هذا التّفكيك. 

/ م�صارًا وحلقة.   2n   34.4.8. نظرية: )Lovász [1968b]( كلّ بيان على n من الرّوؤو�ض يمكن تفكيكه اإلى 
 .G n'(G) عدد الروؤو�ض غير المعزولة في بيان  F عائلة الم�صارات والحلقات جميعها، و  اأنّ  الاإثبات: افتر�ض 

( ) /  2n G′   بال�صتقراء على (G) = 2e(G) - n'(G)، �صنبرهن اأنّ G يملك تفكيكًا بوا�صطة F حجمه
فاإنّ  لذا،   .(G) في  اإيجابية  ب�صورة  ت�صهم  واحد  �صلع  من  اأكثر  تملك   G ل�  مركبة  كلّ  اأنّ  لحظ  الأكثر.  على 
(G)≥0، حيث تتحقق الم�صاواة فقط عندما تكون كلّ مركبة غير تافهة �صلعًا. ويتحقق الدعاء مع الم�صاواة في 

 .(G) = 0 حالة
 y راأ�صًا  يملك   G كان  اإذا   :1 الحالة  حالتين؛  الح�صبان  في  (G) > 0 �صناأخذ  ال�صتقراء،  خطوة  في 
W = {z ∈ N(x). في هذه الحالة، �صع                                                                         ا:  {d(z) زوجيًّ ويكون   ،x ∈ N(y) ذا درجة زوجيّة موجبة، اختر 
راأ�صًا واحدًا الأقلّ، ونعزل  (xy) على  ′G، نخ�صر �صلعًا واحدًا   G' = G – {xz: z ∈ W}. وللح�صول على 

)x(على الأكثر. لذلك، فاإنّ  (G )' < (G ). الحالة 2: اإذا كان G ل يملك راأ�صًا درجته زوجيّة موجبة، فاإنّ 
. افتر�ض اأنّ x راأ�ض درجته 3 على الأقلّ ، و�صكّل +G بتقديم راأ�ض جديد  ( ) 1G∆ > (G) > 0 تجبر اأنْ يتحقّق 
ا اأنّ W = {y}، و G' = G+ - xy. الآن e(G´) = e(G)، ولكن لع 'xx جزئيًّا. وافتر�ض اأي�صً y لتق�صّم ال�صّ

.(G' ) < (G ) ّلذلك فاإن . n´(G') > n'(G)

نحوّل   . ( ) / 2n G′ ′≤   D مع   G' ل�   F بوا�صطة   D تفكيكًا  تعطي  ال�صتقراء  فر�صية  فاإنّ  حالة،  كلّ  وفي 
 .W اإلى   x من  اأ�صلع  باإ�صافة   G' من  عليه  ح�صلنا  الذي   H للبيان   D حجمه   F بوا�صطة  تفكيك  اإلى   D
فاإن                                                                                                                          ،2 الحالة  في  اأمّا  المرغوب.  التّفكيك  هو  هذا  و   ،n'(G') ≤ n' (G) و   H = G اأنّ  نجد   ،1 الحالة  في 
. في تفكيك  ( ) ( )/ 2  / 2n G n G + ′ ′=     +H = G و n'(G') = n' (G+) . وبما اأنّ  n'(G)زوجيّ، فاإنّ 

اأنْ تكون جميعها نقاطًا طرفيّة لم�صارات.  n'(G) راأ�صًا ذات الدّرجات الفرديّة يجب  F اإلى  +G، فاإنّ  بوا�صطة 
اإذن، فالرّاأ�ض الم�صاف y الذي درجته 2 ل يمكن اأنْ يكون نهاية لم�صار، وهذا يعني اأنّ xy و 'xy ينتميان اإلى البيان 

 .G �ِلنح�صل على التّفكيك المطلوب ل xx' �الجزئيّ نف�صه، ويمكن ا�صتبدالهما ب
والآن، تندمج الحالتان. ونحتاج فقط اإلى الح�صول على التّفكيك ل� H من D. �صع U = NH(x). يملك 
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415 المزيد من مسائل التّطرّفيّة  4.8

 ،u ∈ W �ِول .u ∈ U ّلكل u مع نقطة نهاية D في P(u) لذلك، يوجد م�صار .G' درجة فرديّة في U كلّ راأ�ض في
نرغب في تو�صيع P(u) لمت�صا�ض ux. ولكن ليتمّ هذا اإذا كان P(u) ي�صل ول ينتهي عند x. وعندها، فاإنّ البيان 
لع u′x الذي عليه P(u) ت�صل x، ون�صتخدم الم�صار                                الجزئيّ P(x) ∪ ux لي�ض في F. اإنّ الفكرة هي في قطع ال�صّ
P(x) ∪ ux - u′x، ون�صتخدم u′x لتو�صيع P(u') بدلً منه. وهذا يولّد متتالية تغييرات من كلّ u ∈ W. وعلينا 

بيان اأنّ هذه المتتاليات تنتهي ول تتعار�ض معًا. 

x

U
H

W
G ‘

u1
2u1

1u1
0

x

UW
u1

2u1
1u1

0

 . j
iu U∈ وكلّ   0

i iu w= 0 حيث  2,  ,  ...i iu u قائمة  ن�صكّل   ،wi ∈ W لكلّ   .W= w1, …, wt �صع 
، فاإنْ كان غير كذلك،  ( )j

iP u ا لِ�  u j في القائمة i، فاإنّنا نفح�ض ما اإذا كان x راأ�صًا داخليًّ
i اإذا اخترنا راأ�صًا

) قبل x مبا�صرة؛ وهذا  )j
iP u u j+1 ليكون الرّاأ�ض على 

i u j+1. ولكن اإذا كان كذلك، فن�صع 
i ف�صنتوقف ول نعرف 

لعَ  ؛ لأنّ هذا ال�صّ 1 . ju x لع  ) لكلّ j ≥ 1 ل يمكن اأنْ يبداأ خلل ال�صّ )j
iP u هو ال� “'u” المقترح في الأعلى. الم�صار 

) الخطّ الرّفيع المتّ�صل )0
1P u 'G تبيّن ثلثة م�صارات متتالية، هي:  لِ�  . )ال�صورة  ( )1j

iP u − لِ�   �صلعٌ داخليّ 
) الخطّ المنقّط(.  )2

1P u ) الخطّ المتقطّع، و )1
1P u و

تكون عندما   ( )j
iu E G ′∈x اأنّ  بما  القوائم.  في  مرّتين  يظهر   U لِ�  راأ�ض  وجود  عدم  الآن   �صنبرهن 

 {j, l} راأ�صًا متكرّرًا بحيث يكون ,j l
i ku u  j ≥ 1، فاإنّ الرّوؤو�ض ل� W تظهر بو�صفها روؤو�ض بداية فقط. افتر�ض 

 ( )1j
iP u − ، وهكذا فاإنّ الم�صارين 1 1  j l

i ku u− −≠ min اأ�صغريًّا؛ لقد بينّا اأنّ j, l > 0. من خلل الأ�صغريّة، فاإنّ 
ويجب   ، j

i ⋅u x لع  بال�صّ يت�صاركان  فالم�صاران   ،  j l
i ku u= كان  اإذا  راأ�صين مختلفين.  يبداآن عند   ( )1l

kP u − و
u l -1 نهايتين متخالفتين للم�صار، 

k u j -1 و 
i اأنْ يكونا الم�صار نف�صه. ويحدث هذا من روؤو�ض مختلفة فقط اإذا كان 

u j قبل x. ولهذا ال�صّبب ل يحدث تكرار. 
i ولكنهما ل ت�صتطيعان المرور ب�

. نعرّف تفكيكًا  1 = j
iu u +′ u لي�صت النهاية لقائمتها، �صع  j  و 

iu u= } اإذا كان  } = j
iW u′ افتر�ض

 بو�صاطة F لِ� H مكونًا من م�صار واحد اأو حلقة 'Q مقابلة لكلّ Q ∈ D. اإذا كان Q ≠ P(u) لبع�ض ′u ∈ W، �صع
 u بالعتماد على ما اإذا كان Q' = Q + ux - u′x اأو Q' = Q + ux صع� ،Q = P(u) اإذا كان .Q' = Q 
هو الرّاأ�ض الأخير في قائمته اأم ل. وتعدّ 'Q م�صارًا دائمًا، با�صتثناء اأنّها تعدّ حلقة عندما تنتهي Q عند x )عندما 
، با�صتثناء  ( )j

iP u ) هو نف�صه ك�  ){ }j
iP u يكون 'u غير معرّف(. اإنّ التحاد للم�صارات الجديدة المقابلة لِ�

لع ux ينتهي في  اأنّ الأ�صلع {xwi} قد امت�صت، وبما اأنّ 'u ∈ W تظهر مرة واحدة فقط في القوائم، فاإنّ ال�صّ
■   .H �هو تفكيك ل {Q': Q ∈ D}اأحد الم�صارات الجديدة فقط. و

لحظ في هذا الإثبات اأنّ Q يمكن اأنْ يكون الم�صارَ المختار من نقاطه الطّرفيّة 'u, v ∈ W. ول يعدّ هذا 
 x من النهايتين. بالإ�صافة اإلى اأنه قد يمرّ الم�صار في Q م�صكلة؛ ب�صبب عدم تعار�ض التّعديلت التي اأجريت على

اأو ل يمرّ )لذا يعرف 'u و'v( كما هو مر�صوم في ال�صكل الآتي. 
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 )Circuference( المحيــط
عندما يف�صل �صرط كفاية للحلقات الهاملتونيّة قليل، يمكن عندها توقّع اأنّ البيان ما زال يملك حلقة طويلة. 
ف المحيط c(G) للبيان G على اأنّه طول اأطول حلقة في G. في البداية �صناأخذ في الح�صبان عدد الأ�صلع التي  نعرِّ
 P(v,w) من الرّوؤو�ض. في هذا الجزء، لترمز n على الأقلّ في بيان على c نحتاج اإليها لنجبر حلقة اأنْ يكون طولها
P اإلى ال�صّل�صلة المكوّنة للم�صارين P,Q في حين ترمز .w و v الذي يحتوي P في م�صار w اإلى v اإلى الجزء من 

 .Q �هو الرّاأ�ض الأوّل ل P �عندما يكون الرّاأ�ض الأخير ل Q و

35.4.8. نظرية: )Erdös – Gallai [1959]( لكلّ m ≥ 2، كلّ بيان ب�صيط على n من الرّوؤو�ض، وله اأكثر 
 .m صلعًا يملك حلقة طولها اأكبر من� m(n – 1)/ 2 من

يكون عندما  ثابتة.   m تكون  بحيث   n على  ال�صتقراء  �صن�صتخدم   )Woodall [1972](  الاإثبات: 
  n = m + 1، فاإنّ اأقلّ من 2 /(n – 1) �صلعًا تكون مفقودة. لذا، فاإنّ δ(G)≥ n/ 2 ويكون G هاملتونيّا. افتر�ض اأنّ
 n > m + 1 و c(G) ≤ m. اإذا كان d(x) ≤ m/ 2، فاإنّ e(G – x) ≥ m(n – 2)/ 2. اإنّ تطبيق فر�صية 
 .δ(G) > m/ 2 ّومن هنا، ن�صتطيع افترا�ض اأن .c(G – x) > m ّيوؤدي اإلى اأن G – x الإ�صتقراء على

وبالمثل، ن�صتطيع افترا�ض اأنّ G مترابط. 
 G اأنّ  بما  v1؛  لِ�   d الدّرجة  لتعظيم   P = v1, …, vl اختر   ،G في  طولً  الأكثر  الم�صارات  خلل  من 
لتكن اأطول(.  V(G) – V(P) �صيعطي م�صارًا  لِ�   V(G) فاإنّ �صلعًا من  v1 ↮ vl )وبخلف ذلك،  فاإنّ   مترابط، 

. لكلّ vk ∈ W، لحظ اأنّ طول    W d=  W = {vi : v1 ↔ vi + 1}. يقع جيران v1 جميعهم على P. لذا، فاإنّ 
ا هو l – 1؛ لذلك فاإنّ N(vk) ⊆ V(P)، والختيار لِ� P يوؤدي  الم�صار P(vk + 1, vl) و v1, vk + 1 و P(vk, v1) اأي�صً
اإلى اأنّ d(vk) ≤ d. واإ�صافة اإلى ذلك،، ل يوجد vk ∈ W يملك جارًا vj بحيث يكون j > m، لأنّنا في هذه الحالة 

 .P(vk, v1), v1 vk + 1و P(vk+1, vj) اإلى vjvk ن�صتطيع اإكمال الحلقة الطويلة باإ�صافة
 ،Z = {v1, …,vr} ليكن .G – W نجبر العديد من الأ�صلع على الوقوع في ،W وبتقييد الأ�صلع التي تقع على
 [ ] [ ]( ), -  W Z W e G W+ يوجد لذلك،   .N(vk) ⊆ Z اأنّ   vk ∈ W لكلّ  بينّا  لقد   .r = min{l, m} حيث 
 [W, Z – W]يكون عندما  عظمى  قيمة  ياأخذ  هذا  فاإنّ   ،W في  ثابت  درجات  ولمجموع   .W على  واقعًا  �صلعًا 
هو  الناتج  العدّ  اإنّ   .d درجة  يملك   W في  راأ�ض  كلّ  بجعل  ذلك  من  اأكثر  اإلى  ونكبّر  ا.  تامًّ الفرع  ثنائيّ  بيانا 
من  واأكثر  راأ�صًا   n – d يملك   G – W فاإنّ  ذلك،  على  وبناءً   . ( )1 / 2 / 2

2
W d Z W dr dm+ − = ≤

m(n – d – 1)/ 2 �صلعًا. ومن فر�صية ال�صتقراء، فاإنّ c(G – W) > m. اإذا كان عدد الأ�صلع المجبرة لتكون 
■ ا، فاإنّ هذه الحالة ل يمكن اأنْ تحدث، في حين تنطبق حالة �صابقة(.   داخل G – W كبيًرا جدًّ

vlv1 vk vk 1+
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تملك معظم �صروط الكفاية للحلقات الهاملتونيّة ن�صخًا معدلة من “حلقة طويلة”. ن�صخة الحلقة الطويلة المعدلة 
لنظرية ديراك ت�صير اإلى اأنّ بيان G المترابط من الدّرجة 2 يملك حلقة طولها min {n(G), 2δ (G)} على الأقل 
 .δ + 1 الذي محيطه K1 ∨ 2Kδ يّة التّرابط من الدّرجة 2 ي�صتثني المثال (Dirac [1952b]). اإنّ �صرط وجود خا�صّ
اأور [Ore, 1960] جاءت بعد هذا بكثير. وهذه الن�صخة  اأنّ ن�صخة الحلقة الطويلة المعدلة لنظرية  لحظ 
مت�صمّنة في [Bondy, 1971b] وعملت ب�صورة �صريحة في [Bermond, 1976] وفي [Linial, 1976]. وتظهر 
تقوي  حيث   ،[Bondy, 1971b] في  الطويلة  الحلقة  نتائج  من  العديد  في  ا�صتخدمت  التي  الأ�صا�صية  المناق�صة 

مناق�صة التحويل لأور/ ديراك )النظرية 8.2.7( باأخذ “الفجوات” في الح�صبان. 
36.4.8. تمهيدية: [Bondy, 1971b] اإذا كان P = v1 , ..., vl م�صارًا اأطول في بيان G مترابطًا من الدّرجة 

 .c(G) ≥ min {n(G), d(v1) + d(vl)} ّ2، فاإن
 .c(G) < min {n(G), m}ّوافتر�ض اأن ،m = d(v1) + d(vl) ليكن .)[Linial, 1976] ا الاإثبات: )انظر اأي�صً
 vi ↔ vl و v1 ↔ vj اإذا كان .vi ↮ vl ّيمكن اأنْ تعطي م�صارًا اأطول. لذا، فاإن l مترابط، فاإنّ حلقة من الدّرجة G ّبما اأن 
لبع�ض قيم i < j، فاإنّ i, j عبور زائد مع فجوة j – i. واإذا اأ�صفنا v1 vj و vl vi اإلى P(j, l) و P(i, 1)، ف�صنح�صل 

على حلقة طولها l - (j – i – 1). اإذن، l - (j – i – 1) < m عندما يكون i, j عبورًا زائدًا.

== vlv yx jviv1

ليكن x = v1 و y = vl. اإذا كان P يملك عبورًا زائدًا، فاجعل i, j هو العبور الزائد ذا الفجوة الأ�صغر. 
 P �صابق على  راأ�ض  N(y) ل يحتوي على  اأنّ  اإلى  اإ�صافة   ،P vj على  و   vi y ل يملكان جيرانًا بين  و   x فاإنّ  لذا، 
لجار لِ� x؛ لأنّ حلقة من الدّرجة l تعطي م�صارًا اأطول. لذلك، فاإنّ N(y) تقع في V(P) – {y} ولكنها تتجنب                                                                                          
 .d(y) ≤ (l- 1) – (j – 2 – i) – d(x) ّوا�صتنادًا اإلى ذلك، فاإن .{vr – 1 : vr ↔ x} و {vi + 1, ... , vj – 2}

وبما اأنّ l- (j – i – 1) < m، فاإنّ d(x) + d(y) < m، وهذا يناق�ض الفر�ض. اإذن، ل يوجد عبور زائد. 
بجعل t0 = max {i : x ↔ vi} وu = min {i: y ↔ vi}، نكون قد برهنّا اأنّ t0 ≤ u . �صوف نن�صئ 
 ، ( ) ( )    1N x N y ≤

حلقة تحوي x و y و جيرانهماجميعهم. بما اأنّ عدم وجود عبورات زائدة يوؤدي اإلى 
 .m < d(x) + d(y) +1 فمثل هذه الحلقة تملك طولً ي�صاوي على الأقل

تكراريًّا، نعرّف م�صارات … ,P1, P2. اإذا اأعطينا ti – 1، فاإنّنا نختار اأعدادًا �صحيحة si < ti-1 < ti لتكبير 
 

1
 - 

it
G u

−
ti بحيث يملك G م�صارًا P من vsi اإلى vti منف�صلً داخليًّا ا عن P. فم�صار كهذا يكون موجودًا لأنّ 

مترابط. بالإ�صافة اإلى اأنّ هذه الم�صارات منف�صلة؛ اإذا كان Pi يت�صارك براأ�ض مع م�صار لحق Pj، فاإنّنا ن�صتطيع 
اختيار Pi بو�صفها م�صارًا من Si اإلى tj، وهذا يناق�ض الأعظميّة ل� ti. وبالمثل، فاإنّ si + 1 ≥ ti – 1، لأنّه بخلف ذلك، 

 .Pi بدلً من Pi + 1 صيتم اختيار الم�صار�
ليكن r اأ�صغر دليل بحيث tr > u. �صع

{ } { }1  min  :    ,     ,    = max  : y   ,    j j ra j x v j s b j v j t= ↔ > ↔ <

بما اأنّ s1 < t0 و tr > u، فاإنّ تعريف الدليلين b,a يكون ح�صنًا. ن�صتخدم الم�صارات Pi التي دليلها زوجيّ 
لبناء م�صارٍ واحدٍ من x اإلى y ، اأمّا الم�صارات التي دليلها فرديّ، فن�صتخدمها لبناء م�صار اآخر من x اإلى y . عندما 

يكون r فرديًّا، فاإنّ الم�صارين ي�صكّلن بال�صّل�صل الآلية: 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 4 4 1

1 1 1 3 3 3 5

,  , ,  ,  ,  ,  ,  ...,  ,  ,  

1,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ...,  ,  ,  
−a r b

r r

xv P a s P P t s P P t b v y

P s P P t s P P t s P P t l
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الفصل 8     مواضيع إضافية )اختياري(418

لع xva ي�صل tr وينتهي مع P(tr, l). في حين ي�صل  ولكن اإذا كان r زوجيًّا، فاإنّ الم�صار الذي يبداأ مع ال�صّ
 .vby وينتهي مع vb الم�صار الآخر

لحظنا اأنّ si + 1 ≥ ti – 1. اإذن: 
1 0 2 1 3 2 1              ...        r rs a t s t s t t u b t−< ≤ ≤ < ≤ < ≤ < ≤ ≤ <

وهذا يوؤدّي اإلى اأنّ هاتين ال�صل�صلتين المو�صوفتين هما م�صاران، ويكون اتحادهما حلقة. من التعريف ل� a، يكون 
فاإنّ   ،yو  x ومع   . ( ) ( ) ( ), ,rN y P u b P t l⊆ 

فاإنّ  وبالمثل،   . ( ) ( ) ( )1 0  1,    ,  N x P s P a t⊆  لدينا 
■   .m < 2 + d(x) + d(y) – 1 الحلقة تملك طولً ي�صاوي على الأقل
ا اإذا كان d(u) + d(v) ≥ n(G) عندما يكون u ↮ v. اإنّ تمهيديّة  لقد اأثبت اأور اأنّ G يكون هاملتونيًّ

بوندي تعطي نُ�صخة الحلقة الطويلة المعدلّة لهذا، التي تقوي ن�صخة الحلقة الطويلة لنظرية ديراك. 

37.4.8. نظرية: ([Bondy, 1971b] ,[Bermond, 1976] ,[linial, 1976]) اإذا كان G مترابطًا من 
 .c(G) ≥ min{n(G), s} ّفاإن ،u, v ∈ V(G) لكلّ زوج غير متجاور d(u) + d() ≥ s الدّرجة

الاإثبات: ت�صمن نظرية اأور وجود حلقة هاملتونيّة اإذا كان s ≥ n. لذا، يمكن افترا�ض اأنّ
 s < n. افتر�ض اأنّ P م�صار اأطول في G، مع نقاط طرفيّة x وy. بما اأنّ G مترابط، فاإنّ الأعظميّة لِ� P تعطي اأنّ 
■ x ↮ y. الآن، ي�صمح ال�صّرط d(x) + d(y) ≥ s لنا با�صتدعاء التمهيدية 36.4.8.  
و�صّع بيرموند هذا كتركيب “حلقة طويلة” ل�صرطي كفتال و ل�ض فيرجنا�ض. ا�صتخدمت تقنية تبديل الأ�صلع 
التي ت�صتمل على النقاط الطرفية لم�صار اأطول في النظرية 35.4.8. وعبارتنا اأ�صعف قليلً من عبارة بيرموند، 

ولكن اإثباتنا اأب�صط. 

 .d1 ≤ ...≤ dn مترابطًا من الدّرجة 2 مع متتالية درجات G ليكن (Bermond [1976]) :38.4.8. نظرية
 i + و ، dj + 1 ≤ j , di ≤ i < c/ 2  ّبحيث اإن j, i غير متجاور مع درجات x، y ل يملك زوجًا G اإذا كان

 .c(G) ≥ min {n(G), c}  ّفاإن ،j < c

الاإثبات: من بين الم�صارات الأطول في G، ليكن P = v1, …, vl مع نقاط طرفيّة x = v1  و y = vl مختارًا 
 ،d(x) + d(y) < c ف�صنطبّق تمهيديّة بوندي. اإذا كان ،d(x) + d(y) ≥ c اإذا كان .d(v1) + d(vl) لتكبير
 G ّصوف تعطي م�صارًا اأطول )ب�صبب اأن� l يناق�ض الفر�ض. وكالعادة، فاإنّ حلقة من الدّرجة x، y ّفاإنّنا ندّعي اأن

 .j = d(y) و i = d(x) وو�صع ،d(x) ≤ d(y) ّن�صتطيع افترا�ض اأن .x ↮ y ّمترابط(. لذا، فاإن
يقع جيران x و y جميعهم في P. اإذا كان x ↔ vk، فاإنّ P (vk, y)، P(vk-1, x) , xvk هو م�صار اأطول اآخر ينتهي 
i جارًا اأنّ هذا يتحقق لكلّ جارٍ من ال�  P. وبما  ل�  d(vk-1) ≤ d(x) = i، من خلل الختيار  y. لذا، فاإنّ   عند 
 ل� x، فاإنّ di ≤ i. وبالمثل، فاإنّ درجة كلّ جار من ال� j جارًا ل� y ت�صاوي j على الأكثر. وكذلك d(x) ≤ j. لذلك، فاإنّ
■  dj+1 ≤ j. ومن الفر�ض، فاإنّ i + j = d(x) + d(y) < c، وهذا يكمل التناق�ض.  
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لقد قام فان [1984م] (G. –H. Fan) بتقوية النظرية 37.4.8 من خلل �صرط الدّرجة والإبقاء عليه 
تيان [1988م] (T. Feng) تمهيدية بوندي  ا�صتخدم  لها جار م�صترك فقط. وقد  التي  المتجاورة  للأزواج غير 
اأكبر(. وتت�صمن النتيجة �صرط كفاية للحلقات  رها ب�صورة  لتق�صير الإثبات )ملحظة: في العام 2003م ق�صّ

الهاملتونيّة التي ل تتطلب الإغلق لت�صبح تامة. 

39.4.8. مثال: بيان هاملتونّي. لِ� n زوجيّ، ليكن G1 = Kn/2 و G2 = (n/ 4) K2، و�صكل G باإ�صافة مواءمة 
بين الن�صخ المنف�صلة من G1 وG2 . اإنّ الإغلق الهامتلونّي ل� G هو G نف�صه. لذا، ل تنطبق �صروطنا الكافية ال�صابقة. 
وعلى الرّغم من اأنّ G يملك n/ 2 راأ�صًا درجتها 2، فاإنّ نظرية فان (G. –H. Fan) توؤدي اإلى اأنْ يكون G هاملتونيًّا. 

يعطي                                                                    dG(u,v) = 2 و   ،2 الدّرجة  من  مترابطًا   G كان  اإذا   (Fan [1984م]) نظرية:   .40.4.8
 .c(G) ≥ min {n(G), c} ّفاإن ،max {d(u), d(v)} ≥ c/ 2

الاإثبات: ([1988م] Tian) لتكن U = {v ∈ V(G) : d(v) ≥ c/ 2}. من تمهيدية بوندي، يكفي اإيجاد 
م�صار اأطول نقطتاه الطّرفيّتان في U. ومن بين الم�صارات التي طولها اأكبر ما يمكن، ليكن P = v1, …, vm اأحدَ 
 ،U اأنْ تكون نقطتاه الطرفيتان في  P في  اإذا ف�صل   .U الطّرفيّة في  النقاط  اأكبر عدد من  التي تملك  الم�صارات 

 .v1∉ U ّن�صتطيع افترا�ض اأن .U ف�صنجد م�صارًا اأطول اأو م�صارًا بالطول نف�صه مع نقاط طرفيّة اأكثر في
بما اأنّ d(v) < c/ 2 لكلّ v∉ U، فاإنّ الفر�صيّة على اأزواج الم�صافة فيما بينهما 2 توؤدي اإلى اأنّ G – U اتّحادٌ 
 .Y التي تملك جيرانًا في U مجموعةَ الرّوؤو�ض في X ولتكن .v1 المجموعةَ التي تحوي Y منف�صل لبيانات تامّة. لتكن
؛ لأنّ G مترابط من الدّرجة 2.    2X ≥ ا  بوا�صطة الفر�صيّات، فاإنّ روؤو�ض X تملك جيرانًا في Y ∪U فقط. واأي�صً
ليكن | r = |Y. �صنبرهن اأولً اأنّ P يبداأ بالمرور على روؤو�ض Y جميعها. اإذا اأهمل P راأ�صًا ما في Y، فاإنّنا 
ن�صتطيع امت�صا�صه قبل اأول خروج من Y. واإذا كان P يغادر ويرجع اإلى Y، فاإنّه يرجع من خلل �صلع xy. ولأنّ 
G[Y] تام، فاإنا ن�صتطيع ا�صتبدال xy في P مع v1 y، وبذلك نح�صل على م�صار من x اإلى vm يملك طول P نف�صه، 

 .Y = {v1, …, vr} ّلذا، ن�صتطيع اأنْ نفتر�ض اأن .U ولكن مع نقاط طرفية اأكثر في

U

XY

y x
U

XY

y x

افتر�ض اأنّ x ∈ X – vr+1 . افتر�ض اأولً اأنّ x يملك جارًا y ∈ Y يختلف عن راأ�ض الخروج vr ل� P. اإذا كان               
 .P اأطول من vl اإلى x وبذلك نكمل م�صارًا من ،vr اإلى اأنْ ن�صل اإلى Y فيمكن البدء بامت�صا�ض بقية ،x ∉ V(P)
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 .x' ∈ U ّفاإن ،x ≠ vr+1 ّوبما اأن .P مبا�صرة على x ليكون الرّاأ�ض الذي ي�صبق x' فاإنّنا ن�صع ،x ∈ V(P) واإذا كان
 .U ولكن مع نقاط طرفيّة اأكثر في P طوله مثل طول vl اإلى x' للح�صول على م�صار من yx �ب P في x′x ن�صتبدل

x ‘

U

XY
y

xx ‘

U

XY
y

x

   2≥Y  لذلك، ن�صتطيع اأنْ نفتر�ض اأنّه لكلّ x ∈ X – vr+1 فاإنّ x ل يملك اأيّ جار في Y اإلّ vr. اإذا كان 
P ليبداأ مع                                  اإذا كان vr+1 يملك جارًا اآخر y ∈ Y – vr. و�صنعيد الآن ترتيب  اإل  فاإنّ هذا يجعل vr راأ�ض قطع 
    1=Y vr, …، y، vr+1 بدلً من v1, …, vr, vr+1. وهذه هي الحالة التي نوق�صت للتّو. الحالة المتبقية هي 

■  .xv1 محل x′x اأو تحل P اإلى بداية x كما في ال�صابق، فاإنّنا نلحق x ∈ X – vr+1 مع .N(v1) = X و
وهوري جويل  الكفاية  �صرط  تقوّي  التي  الموجّهة  البيانات  حول  واحدة  نتيجة  �صنقدم   اأخيًرا، 
 (Ghouila – Houri) )النظرية 22.2.7( للحلقات الهاملتونيّة. و�صناأخذ في الح�صبان فقط البيانات الموجّهة 
التي تخلو من العرى، والتي تملك ن�صخة واحدة على الأكثر من كلّ زوج مرتّب بو�صفه �صلعًا. ت�صمّى هذه بيانات 
 uv, vu ∉ ّاأن “u وv غير متجاورين” لتعني  اأو �صارمة (strict). للبيانات الموجّهة، ن�صتخدم  قطعيّة  موجّهة 

 . d(v) = d+(v) + d-(v)  ف ا، نعرِّ E(G). واأي�صً

لكلّ   d(v) ≥ n(G) كان   اإذا  ا  هاملتونيًّ يكون   G موجّه  بيان  اأيّ  اأنّ   [1960] وهوري  اأثبت جويل  فعليًا، 
لدينا                                                         يكون  اأنْ  يكفي  اأنّه   [Woodull, 1972م] وودال  اأثبت  وقد   .22.2.7 النظرية  ن�ضّ  اأقوى من  وهذا  v؛ 
d+(u) + d -(v) ≥ n(G) عندما يكون v, u غير متجاورين. وهذا يعمّم نظرية اأور للبيانات غير الموجّهة 
ا اإذا  )التمرين 33(. في حين اأثبت مينيال [Meyniel, 1973] اأنّ اأيّ بيان موجّه قويّ قطعيّ G يكون هاملتونيًّ
كان d(u) + d(v) ≥ 2n(G) – 1 للأزواج غير المتجاورة v , u جميعها. لحظ اأنّ نظرية مينيل تعطي نظرية 

جويل وهوري وكذلك نظرية وودال )التمرين 33(. 
موجّهتين  ع�صبتين  من  يتكون   G ليكن  يمكن.  ما  اأف�صل   (Meyniel) مينيل  نظرية  تُعدّ  مثال:   .41.4.8
المتجاورة  غير  الرّوؤو�ض  من  الوحيدة  والأزواج  بقوة،  مترابطًا  الموجّه  البيان  يكون  براأ�ض.  تت�صاركان  مزدوجتين 
تتكون من راأ�ض واحد من كلّ ع�صبة. اإذا كانت الع�صبتان تملكان رتبة k ورتبة n + 1 – k، فاإنّ الدّرجات الكلّيّة 

 .2n – 2 2، ومجموعهاn – 2k2 وk – 2 لأيّ زوج غير متجاور هي
بحيث                                                                     بقوة  مترابطًا  �صارمًا  موجّهًا  بيانًا   G كان  اإذا   ([Meyniel,1973]) نظرية:   .42.4.8

d(u)+ d(v) ≥ 2n –1 عندما يكون v, u راأ�صين غير متجاورين مختلفين، فاإنّ G يكون هاملتونيًّا. 

الاإثبات: (Bondy – Thomassen [1977]) �صنبرهن تمهيدية تقنية: اإذا كان T = v1, …, vk م�صارًا ل 
ي�صتطيع امت�صا�ض الرّاأ�ض v داخليًّا )بين اثنين من روؤو�صه(، فاإنّ عدد الأ�صلع من v اإلى T اإ�صافة اإلى عدد الأ�صلع 
من T اإلى v يكون k + 1 على الأكثر. وهذا يتبع بالعدّ. لكلّ i ≤ k – 1 ≥ 1، نلحظ اأنّه ب�صلعٍ واحدٍ فقط من 

لعين  vi v و v vi + 1. ف�صلً عن اأنّه ي�صمح بالأ�صلع v v1 و vk v؛ ول يوجد قيد على المت�صا�ض عند النهاية.  ال�صّ
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�صن�صتخدم هذا لنبرهن العبارة الآتية: اإذا كان G بيانًا موجّهًا غير هاملتونّي قويًّا و�صارمًا، و كانت S مجموعة 
v   وعددان �صحيحان a، b مع  S∈ روؤو�ض جزئيّة اأعظميّة تملك حلقة مولّدة (x1, …, xm) في G، فاإنّه يوجد
اأن افترا�ض  على   xa+i لأيّ  v غير مجاور  و)2(   ،xav ∈ E(G) اإنّ )1(  بحيث   1 ≤ b < m و   1 ≤ a ≤ m 
 i ≤ b ≥ 1ن   )d(v) + d(xa+b) ≤ 2n – 1 – b  )3 . بما اأنّ b ≥ 1، فاإنّ نتيجة هذه العبارة م�صتحيلة تحت فر�صيات 

 .V(G) هذه النظرية التي �صوف توؤدي اإلى اأنّ مجموعة الرّوؤو�ض الأعظميّة الوحيدة التي تملك حلقة مولدة هي

 C فاإنّ حلقة ما ،S ≠ V(G) قويّ و G ّويعود اإليها. بما اأن S افتر�ض اأوّلً عدم وجود اأيّ م�صار يترك
طولها 2 على الأقل تت�صارك مع S بال�صبط براأ�ض واحد فقط. ليكن هذا الرّاأ�ض هو xa، وليكن v الرّاأ�ضَ التّالي 
ل� xa على C. من �صرط الم�صار، ل يوجد م�صار بين v و  S – {xa}اأيْ من كل التجاهين. وب�صورة خا�صة، فاإنّ 
ا على v اأو va+1. ف�صلً عن ذلك، فاإنّ v يقع على  كلّ راأ�ض خارج S ∪ {v} يقع على الأكثر على �صلعين يقع اأي�صً
S –xa+1  اأخيًرا، كلّ راأ�ض في .)va يجب اأنْ تكون النقطة الطّرفيّة الأخرى( S ا على  الأكثر على �صلعين ويقع اأي�صً
على: نح�صل  بها  الم�صموح  الم�صاهمات  وبجمع   .xa+1 على  ا  اأي�صً يقع  فاإنّه  �صلعين،  على  الأكثر  على   يقع 

 .b = 1 ّلذا، فاإنّ ال�صّرط المطلوب يتحقق على افترا�ض اأن .d(v) + d(xa+1) ≤ 2n – 2

P

S v

x

T +

a

xa b

+xa b

CS v

x

+

a

xa b

الآن، افتر�ض وجود م�صار يترك S ويعود اإليها. اختر مثل هذا الم�صار P بحيث تكون الم�صافة c على طول S من 
بداية P اإلى نهاية P اأ�صغر ما يمكن. ليكن xa بداية P، وv هو التالي ل� xa على P. لحظ اأنّ الأعظميّة ل� S تعطي 
 اأنّ c > 1. لتكن T جزءَ S من xa+c اإلى xa؛ اإنّ هذا الجزء يملك m – c + 1 راأ�صًا. اإ�صافة اإلى اأنّ الأعظميّة
 ل� S توؤدي اإلى اأنّه ل يمكن امت�صا�ض v داخليًا بوا�صطة T. لذا، فاإنّ تمهيديّتنا التّقنيّة توؤدي اإلى اأنّ v ينتمي على الأكثر اإلى

 xa+c-1 xa+1, ...,. غير مجاور للرّوؤو�ض v تجعل c �والأ�صغريّة ل .T صلعًا واقعًا على� m – c + 2 
الرّوؤو�ض                                                           مجموعة  على   xa اإلى   xa+c من  م�صار   G ل�  يكون  بحيث   [c] في  �صحيح  عدد  اأكبر   b ليكن 
S – {xa+b, …, xa+c-1}. ليكن R مثل هذا الم�صار )الم�صار T مع b = 1 ي�صمن وجود R(. بما اأنّ P∪R حلقة، 
وبوا�صطة  لذلك،   .R قِبَل  من  داخليًّا  ل يمت�ضّ   xa+b فاإنّ   ،b اأعظميّة  ومن   .b < c تعطي   S ل�  الأعظميّة  فاإنّ 

 .R صلعًا واقعًا على� m – c + b + 1 ينتمي على الأكثر اإلى xa+b ّتمهيديّتنا التّقنيّة، فاإن
ا على   الآن، نح�صب d(v) + d(xa+b). كلّ راأ�ض خارج S ∪{v} يقع على الأكثر على �صلعين فاإنّه يقع اأي�صً
{v, xa+b}؛ لأنّ الأ�صغريّة ل� c تمنع وجود م�صار طوله 2 بين v و xa+b )في كل التجاهين( با�صتخدام راأ�ض لي�ض 
ا اأنّ xa+b ينتمي على  في S. لقد لحظنا اأنّ v ينتمي على الأكثر اإلى m – c + 2 �صلعًا واقعًا على S. ولحظنا اأي�صً
الأكثر اإلى m – c + b + 1 �صلعًا واقعًا على R. اأخيًرا، xa+b ينتمي على الأكثر اإلى (c – b – 1)2 �صلعًا واقعًا 
 .d(v)+d(xa+b) 2 (n -m - 1) + (m - c + 2)+(m - c + b +1) + 2 (c - b - 1) = 2n - 1 - b ،اإذن .S – R على
■ ومرّة اأخرى ح�صلنا على ال�صّرط المطلوب.  
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)Exercises( تمــارين

. اأثبت اأنّ كلّ بيان على n من الرّوؤو�ض يملك تمثيل تقاطع با�صتخدام مجموعات  2 / 4m n =   1.4.8. ليكن 
 n في ثلث مجموعات على الأكثر. وب�صورة مكافئة، كلّ بيان على [m] بحيث يظهر كلّ عن�صر في ،[m] �جزئيّة ل

من الرّوؤو�ض يتفكك اإلى m �صلعًا ومثلثًا على الأكثر. 
متكافئة:                                                                                              �صروط  هي  معزولة  روؤو�صًا  يملك  ل   G بيان  على  الآتية  ال�صّروط  اأنّ  اأثبت   .2.4.8

(Choudom – Parthasarathg – Ravindra [1975])
 (a( ) ( )G Gθ α′ =
 (	( ) ( )( )2

  θ θ′ ′=∨G G G
 (c( ) ( ) G Gθ θ′ =
 (d .G �ا ل كلّ ع�صبة في غطاء ع�صبي اأ�صغر ل� E(G) ت�صتخدم راأ�صًا مُب�صطيًّ

3.4.8. )+( ليكن b(G) العددَ الأ�صغر للبيانات الثنائيّة الفرع التي نحتاج اإليها لتجزئة E(G) )يدعى عددًا 
 E(G) لتجزئة  اإليها  نحتاج  التي  فوف  ال�صّ من  الأ�صغر  العدد  اإلى   a(G) ليرمز   .)biparticity الفرع  ثنائيّ 
من  كلًّ  اأنّ  اأثبت  ما.  �صفّ  في  الأ�صلع  من  �صفريّ  غير  زوجيّ  عدد  على  تحتوي   G في  حلقة  كلّ  تكون  بحيث 

اأنّ:  lg χ(G) ≤ b(G) ≤ a(G) ≤ ⌈lg χ(G)⌉ف اأثبت  ي�صاوي ⌈lg χ(G)⌉. )م�صاعدة:  المتغيرين   هذين 
.)Alon – Egawa [1985] Harary – Hsu – Miller [1977]( 

.n – 1 ّمن الرّوؤو�ض جميعها التي ي�صاوي بعدها الجدائي n 4.4.8. حدّد البيانات على 
. )Lovász –Ne→etřil Pultr [1980]) 

5.4.8. اأثبت اأنّ pdim G ≤ 2 اإذا وفقط اإذا كان G المتممةَ لبيان خطّيّ لبيان ثنائيّ الفرع .
.(Lovász –Ne→etřil Pultr [1980])  

(Lovász –Ne→etřil Pultr [1980]) m ≥ 1. ّلكل pdim (Kr + mK1) معطاة، فاح�صب r 6.4.8. اإذا كانت
7.4.8. )-( اح�صب البعد الجدائيّ لمكعّب ثلثيّ الأبعاد. 

8.4.8. اح�صل على حدود عليا واأخرى و�صفلى تختلف ب� 1 للبعد الجدائيّ لبيان بيتر�صون )الحدّ العلوي �صوف 
 .) يكون على الأرجح القيمةَ ال�صحيحة، ولكن برهنة اأنّه ل يمكن تح�صينه يكون �صعبًا ومملًّ

pdim G على البيانات جميعها التي تملك n راأ�صًا. اأثبت اأنّ  . pdim G 9.4.8. لتكن f(n) القيمةَ العظمى ل� 
 . ( ) ( )22 / 4      -  1n f n n  ≤ ≤ 

2 و   = 1 +  lg  nC c(  - 1) )c-1(2  = 1 +  lg  nC c(  - 1) . ولكلّ n ≥ 3، اأثبت اأنّ ( )pdim  = l 1P nn −  g 10.4.8. لكلّ n ≥ 4، اأثبت اأنّ 
. 2 11 lg pdim 2 lgnn C n++ ≤ ≤ +      

 Evans – Fricke – Maneri – Mckee – Perkel [1994] تعليق: بيّن( .Lovaśz –Ne→etřil Pulter [1980]
اأنّ C2n+1 = 1+[lgn] ربما با�صتثناء حالة عندما يكون n على �صورة قوة ل� 2(. 

 .k > 1 غير قابلٍ لغم�ضٍ يحافظ على الم�صافات في اأيّ جداء كارتيزيّ لع�صبٍ اإذا كان C2k+1 ّ11.4.8. اأثبت اأن
 .C5 �12.4.8. حدّد بُعْدَ المكعّب الم�صحوق ل

13.4.8. )+( حدّد بُعْدَ المكعّب الم�صحوق ل� K3,3. )م�صاعدة: ا�صتخدم التّماثل لختزال تحليل الحالة(. 
لنظرية منجر في  لعيّة  ال�صّ الن�صخة  لتبرهن   )20.4.8 لإدموند )نظرية  التّفريع  نظرية  ا�صتخدم   )!(  .14.4.8

. )م�صاعدة: ابتكر تحويلً لبيان منا�صب لتح�صل على اإثبات ق�صير(.  ( ) ( ), ,y x yλ′ ′=x xk' ( ) ( ), ,y x yλ′ ′=x x البيانات الموجّهة:
ا، اأمّا الم�صاألة المقابلة للبيانات الموجّهة فتدعى  15.4.8. )!( تدعى م�صاألة انت�صار الإ�صاعة “م�صاألةَ الهاتف” اأي�صً
“م�صاألةَ التلغراف”. بو�صفها دالّة في n، حدّد العدد الأ�صغر للتّناقلت في اتجاه واحد بين n من الأ�صخا�ض بحيث 

. (Harary - Schwenk [1974]) .يملك كلّ �صخ�ض م�صارًا ناقلً للأ�صخا�ض الآخرين جميعهم
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16.4.8. ليكن D بيانًا موجّهًا يحلّ م�صاألة التلغراف بحيث ي�صل كلّ راأ�ض معلومات من الرّوؤو�ض الأخرى مرة 
واحدة بال�صبط. اأثبت اأنّه يوجد n – 1 راأ�صًا في D على الأقل ي�صمعون معلوماتهم الخا�صة. ولكلnّ ، اأن�صئ مثل 
 x≠y ّراأ�صًا فقط ي�صمعون معلوماتهم الخا�صة، في حين يوجد م�صار واحد متزايد تمامًا لكل n – 1 بحيث يكون D

.y (Seress [1987]) اإلى x من
 :NOHO 17.4.8. الخا�صية

 (a ويحقّق الإ�صاعة  انت�صار  م�صاألة  يحلّ  خطّيًّا  ترتيبًا  �صلعًا، ويملك   2n – 4 له  بيانًا مترابطًا   G ليكن 
ا اأنّ n(G) > 8. واأنّه يوجد على الأكثر راأ�صان درجتهما 2.  NOHO )ل توجد حلقة متزايدة(. افتر�ض اأي�صً
اأثبت اأنّ البيان الذي تّم الح�صول عليه بحذف المكالمات الأولى والأخيرة للرّوؤو�ض في G يملك 4 مركّبات؛ اثنتين 

.(West [1982 a]) .منهما روؤو�ض معزولة والثنتين الأخريين جرارين يملكان الحجم نف�صه
 (	 .NOHO يّة  خا�صّ يحقّق  �صلعًا   2n – 4 له  مترابطًا  مرتّبًا  بيانًا  اأن�صئ   ،n ≥ 4 زوجيّ  عدد  لكلّ 

)م�صاعدة: ا�صتخدم الخوا�ض البنائية التي برهنت في فرع )a( لتر�صدك في البحث(. 
18.4.8. نهج )اأ�صلوب NODUP (NODUP scheme) )ل يوجد ناقلن متطابقان( هو بيان مرتّب مترابط 

يملك م�صارًا واحدًا متزايدًا بال�صبط من كلّ راأ�ض اإلى اأيّ راأ�ض اآخر: 
 (a .NOHO يملك خا�صية NODUP اأثبت اأنّ كلّ نهج )-(
�صير�ض 	)  اأثبت  )تعليق:   .n ∈ {6, 10, 14, 18} تكون  عندما   NODUP نهج  وجود  عدم  اأثبت 

وبنى  موجود،  غير   NODUP نهج  يكون  بحيث   n ل�  الزوجيّة  القيم  فقط  هي  هذه  اأنّ   [Seress, 1986]
على يحتوي   NODUP نهجًا   [1982b] وي�صت  بنى   ،n = 4k لِ�  جميعها.  الأخرى  للقيم   NODUP ا   نهجًَ

 6 - (9n/ 4) مكالمة، وبرهن �صير�ض [1986] اأنّ هذا هو الأمثل(. 
19.4.8. افتر�ض اأنّ راأ�صًا في بيان ب�صيط G يرغب في ن�صر معلومات للرّوؤو�ض الأخرى جميعها. واأنّه في كلّ وحدة 
زمنية، فاإنّ كلّ راأ�ض يعرف المعلومة ي�صتطيع اإجراء مكالمة مع جار ل يعرف هذه المعلومة. اإنّ الزّمن المطلوب لن�صر 
المعلومة من v هو العدد الأ�صغر من الوحدات الزمنية، بحيث ت�صتطيع الرّوؤو�ض جميعها معرفة المعلومة. ابنِ بيانًا 
 G على n من الرّوؤو�ض له اأقل من 2n �صلعًا بحيث ي�صتطيع كلّ راأ�ض في G ن�صر المعلومة على الأكثر في زمن ي�صاوي

 . (Grigni – Peleg [1991].(1+  lgn) 
20.4.8. )!( اأثبت اأنّ البيان اأدناه غير قابل للختيار من الدّرجة 2. 

.m < kk  اإذا وفقط اإذا كان k يكون قابلً للختيار من الدّرجة Kk,m ّ21.4.8. اأثبت اأن 
. (Erdös – Rubin – Taylor [1979]) 

ا  . وبرهن اأي�صً
ll

22.4.8. اأثبت اأنّ χl(G) ≤ 1 + max H⊆ G δ(G) بحيث يكون  
 .χ′l( ) ( )÷   2 1l G G′ ≤ ∆ − اأنّ 

 .χ(G) يكون قابلً للختيار من الدّرجة G 23.4.8. اأثبت اأنّ كلّ بيان وتري
) لكلّ  ) ( )  L v d v≥ 24.4.8. اأثبت اأنّ كلّ بيان مترابط G يملك تلوينًا قائميًّا فعليًّا من قوائم، بحيث يكون

v اإذا وجدت متباينة �صارمة لراأ�ض واحد على الأقلّ. 
25.4.8. )!( اأثبت اأنّ G يملك تلوينًا كلّيًّا )الملحظة 31.4.8( ب� χ′l(G) + 2 لونًا على الأكثر. 

26.4.8. بيان �صويّ غير قابل للختيار من الدّرجة 4 ورتبته 63: 
 (a اأثبت اأنّ هذا البيان ل .S – {i} فترمز اإلى  i اإلى [4]، اأمّا S في قائمة التّعيينات للبيان اأدناه، ترمز

يملك تلوينًا فعليًّا مختارًا من هذه القوائم. 
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في قائمة التّعيينات للبيان G اأدناه، ترمز i اإلى {i} – [5]؛ وحجم كلّ قائمة ي�صاوي 4. ليكن'G البيانَ 	) 
الذي تّم الح�صول عليه من G باإ�صافة راأ�ض واحد مع قائمة 1 مجاورة للرّوؤو�ض جميعها على الوجه الخارجيّ لهذا 

. (Mirzakhani [1996]) .ل يملك تلوينًا فعليًّا مختارًا من هذه القوائم G' ّاأثبت اأن .G الرّ�صم في









 

 





















 

 

















 

 

















 

 











27.4.8. )!( تكافوؤ لنظرية ديلورث ونظرية كونج واإيجرفاري: 
 (a .فطبّق نظرية ديلورث على توجيهٍ متعدٍّ له لتح�صل على نظرية كونج واإيجرفاري ،G اإذا اأعطيت بيانًا ثنائيّ الفرع
فَ في التعريف 20.4.1. فطبّق 	)  D كما عُرِّ ل�  G هو ال�صطر  D، وليكن  اأعطيت بيانًا موجّهًا متعدّ  اإذا 

 .D �لتح�صل على نظرية ديلورث ل G نظرية كونج واإيجرفاري على
/ حلقة عندما يكون n فرديًّا.  2n   / م�صارًا. وبرهن اأنّ Kn يتفكك اإلى  2n   28.4.8. )!( اأثبت اأنّ Kn يتفكك اإلى 

29.4.8. )!( تفكيك Kn اإلى بيانات جزئيّة مترابطة مولّدة. 
 (a .n ≥ 2k ّبيانًا جزئيًّا مترابطًا مولّدًا، فاإن k يتفكك اإلى Kn اأثبت اأنّه اإذا كان
اأثبت اأنّ K2k يتفكك اإلى k �صجرة مولّدة قطرها 3. )م�صاعدة: لتكن الأ�صلع المركزيّة لهذه الأ�صجار 	) 

 (Palumbing [1973]) .)ت�صكّل مواءمة كاملة
30.4.8. اأثبت اأنّ كلّ بيان �صويّ ب�صيط منتظم من الدّرجة 3 مترابط �صلعيًّا من الدّرجة 2 يتفكك اإلى م�صارات 

. (Jünger – Reinelt-Pulleyblank [1985]) .طولها 3. وبرهن العبارة نف�صها للتّثليثات ال�صّويّة
 .n – 1 تق�صم m – 1 31.4.8. اأثبت اأنّ النظرية 35.4.8 اأف�صل ما يمكن عندما تكون

طولها حلقةً  يملك   G اأنّ  اأثبت  غابة.  ولي�ض  المثلّثات،  من  يخلو   G يكون  بحيث  بيانًا   G ليكن   .32.4.8 
 (N. Graham) ).37.4.8 على الأقل. )م�صاعدة: ا�صتخدم النظرية n(G)/ 2 

33.4.8. ا�صتخدم نظرية وودال لتثبت نظرية اأور، وا�صتخدم نظرية مينيل لتثبت نظرية وودال. 
34.4.8. ا�صتخدم نظرية مينيل لتبرهن اأنّ بيانًا موجّهًا �صارمًا على n من الرّوؤو�ض يملك م�صارًا مولّدًا اإذا تحقّق 

اأنّ:  d(u) + d(v) ≥ 2n – 3 لكلّ زوج u، v  من الرّوؤو�ض المختلفة غير المتجاورة. 
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)Random graphs( 8. 5. البيانات العشوائية

ا�صتعملت الطريقة الحتماليّة في �صورتها الأب�صط لتبرهن وجود كائنات توافقية مرغوبة دون بنائها، وقد 
ف نموذج احتمالي منا�صب على �صفّ كبير من الأ�صياء. والحدث هو حدوث للبناء المرغوب. اإذا كانت احتماليّة  عُرِّ
هذا الحدّث موجبة، فاإن �صيئًا مرغوبًا يكون قد حدث اأو وُجد. اإنّ ت�صميم النموذج، وتطبيق الحتماليّة، واأ�صاليب 

التقارب يمكن اأنْ تت�صمن مهارة كبيرة. 
الفيزيائية  بنمذجة الخ�صائ�ض  زت درا�صتها  حُفِّ التي  الع�صوائيّة  البيانات  �صياق  الطّرق في  �صنناق�ض هذه 

وبتحليل الخوارزميّات في علم الحا�صوب. 

البيانات الع�صوائيّة تف�صيًرا ريا�صيًّا لدرجات الن�صهار. فكّر  مثال: درجات الن�صهار. يقترح �صلوك   .1.5.8
في المج�صّم الم�صمت بو�صفه �صبكة ثلثية الأبعاد من الجزيئات، حيث تت�صل الجزيئات المتجاورة بروابط. فعلى 
�صبيل المثال، خذ في الح�صبان البيان Pl ◽ Pm ◽ Pn حيث الروابط هي الأ�صلع. اإنّ اإ�صافة الطاقة تثير الجزيئات 
وتك�صر الروابط. �صوف نفتر�ض اأنّ الروابط تُكْ�صَرُ ع�صوائيًّا عندما نرفع درجة الحرارة )م�صتوى الطاقة(. وكلّ 
اأنّ البيان يبقى مترابطًا ب�صورة كبيرة، اأما المادة فتبدو  حرارة تقابل جزءًا ما من الروابط المك�صورة. في حين 
الكليّة  الطبيعة  فاإنّ  المركبات جميعها �صغيرة،  تكون  اأجزاء �صغيرة ل يغير هذا. ولكن، عندما  م�صمتة. وك�صر 

للمادة تتغيّر. والمركبات ال�صغيرة للجزيئات تطفو بحرية، مثل ال�صائل اأو الغاز. 
ريا�صيًا، يوجد مدخل لعدد الروابط التي يجب اأنْ تُكْ�صَر)بدللة الحجم لل�صّبكة( بحيث تترك كلّ طريقة 
لك�صر عدد اأقل من الروابط مركبةً �صخمة. وب�صورة تقريبية، فاإنَّ كلّ طريقة لك�صر روابط اأكثر اإلى حدّ ما تترك 
ا. وتحت درجة حرارة معينة فقط، فاإن المادة �صوف تبقى م�صمته تقريبًا. وفوقها  المركبات جميعها �صغيرة جدًّ
■ فقط، تكون غير م�صمتة تقريبًا.  

للخوارزمية  الت�صغيل  زمن  يكون  عندما  حالة  اأ�صواأ  في  التعقيد  يكون  الخورازميّات.  تحليل  مثال:   .2.5.8
نبحث عن  اأنْ  ال�صعبة، يمكن  للم�صائل   .)B الملحق  )انظر  ما يمكن.  اأكبر  n جميعها  التي حجمها  للمدخلت 
خوارزمية تاأخذ العديد من الخطوات على بع�ض البيانات الغريبة في حين تعمل ب�صرعة عند معظم البيانات. اإننا 

بحاجة اإلى طريقة لو�صف فائدة مثل هذه الخوارزميّات.
الحلّ هو التحليل الاحتمالّي. �صنفتر�ض التوزيع الحتمالّي على المدخلت ودرا�صة زمن الت�صغيل المتوقع 
بالن�صبة اإلى هذا التوزيع. اإنّ اختيار توزيع واقعيّ يمكن اأنْ يكون �صعبًا. لذا، �صنختار توزيعًا احتماليًّا يجعل التحليل 
ملئمًا. و لكننا ل ن�صتطيع تعريف توزيع احتمالي على عدد ل نهائي من البيانات، لذلك �صوف نعرف توزيعًا على 
■ البيانات لكلّ رتبة. وهذا من�صجم مع افترا�ض زمن الت�صغيل المتوقع بو�صفه دالّة على حجم المدخلة.  
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�صريعة في  ب�صورة  المو�صوع  تطوّر  ثمَّ  الع�صوائيّة،  البيانات   [Erdös-Re'nyi, 1959] وريني  اإيردوز  قدم 
. [Alon – Spencer, 1992] و ،[Bollob'as, 1985]، [Palmer, 1985] الثمانينيّات، كما ورد في كتب

 )ح��ي��ث ع��ال��ج ال��ك��ت��اب الأخ�����ير ت��ط��ب��ي��ق��ات ت��واف��ق��ي��ة اأو����ص���ع ل��ل��ط��رق الح���ت���م���ال���يّ���ة(. في ح���ين اأكّ����د 
[Janson-Luczak-Rucin'ski, 2000] التّطورات اللحقة. 

اأ�صاليب احتماليّة دقيقة اأكثر مّما ن�صتطيع تقديمه هنا. و�صوف  اأما الآن، فتُطبّق على البيانات الع�صوائيّة 
ن�صف الأ�صاليب الأ�صا�صية، ونقترح ال�صفة المميزة للمو�صوع، دون محاولة اإعطاء معالجة كاملة للمو�صوع. 

 )Existence and Expectation( ّالوجود والتّوقع

�صنبداأ بتو�صيح كيفيّة قيام الطّرق الحتماليّة باإثبات عبارات تتعلّق بوجود الأ�صياء. افتر�ض اأنّنا نريد برهنة 
 .A اأنّ كائنًا ما ذا خا�صيّة مطلوبة موجود. لهذا، �صوف نعرّف ف�صاءً احتماليًّا يعدّ ظهور الخا�صيّة المطلوبة حدثًا

اإذا كان احتمال A موجبًا، فاإنّ الكائن المطلوب موجود. 
الاحتمالّي النم���وذج  اأو  المتقطّ��ع   (probability space) الاحتمالّي  الف�س�اء  تعريف:   .3.5.8 

ويكون  �صالبة على عنا�صرها  اأوزان غير  مع   S اأو معدودة  منتهية   (probability model) هو مجموعة 
 )probability) P(A) والاحتمال .S هو مجموعة جزئيّة من )event( مجموع الأوزان 1. والحدث
كان اإذا   (independent) م�ستقلّين   B و   A الحدثان  يكون   .A عنا�صر  اأوزان  مجموع  هو   A  للحدث 

 .P(A ∩ B) = P (A) P (B)

لقد اأعطى اإيردوز �صعبيّة كبيرة للطّريقة الحتماليّة في العام 1947م من خلل ا�صتخدامها لإثبات الحدود 
ال�صّفلى على اأعداد رامزي )التعريف 6.3.8(. وقد عبّرنا عن ذلك ب�صورة توافقية في النظرية 12.3.8؛ وهنا 
نقدّم الإثبات نف�صه بلغة احتماليّة ت�صتخدم الملحظة P(∪i Ai) ≤ ∑i P (Ai) . لحظ اأنّ البياناتِ في هذا الجزء 

جميعها بياناتٌ ب�صيطة. 

 .R(p, p) > n  ّفاإن ،         
 
      

          

        
 
    

         
 
    

4.5.8. نظرية: )Erdös [1947]( اإذا كان 

         ، فاإنّه يوجد بيان G على n من الرّوؤو�ض مع
 
      

          

        
 
    

         
 
    

 الاإثبات: يكفي اأنْ نبيّن اأنّه عندما يكون 
 ω(G) < p  و (G)< p. �صوف نعرف نموذجًا احتماليًّا على بيانات لها مجموعة روؤو�ض [n] بجعل كلّ �صلع يظهر 
ب�صورة م�صتقلة باحتمال ي�صاوي 0.5. اإذا كان الحتمال للحدث Q الذي هو “ل ع�صب من الدّرجة p اأو مجموعة 

م�صتقلّة من الدّرجة p” موجبًا، فاإنّ البيان المطلوب موجود. 
؛ لأنّ الح�صول على بيان تامّ يتطلّب الح�صول 

         
 
      

          

        
 
    

         
 
    

كلّ ع�صبة ممكنة من الدّرجة p تحدث باحتمال ي�صاوي 
على اأ�صلعه جميعها، وهذا يحدث ب�صورة م�صتقلة. لذلك، فاإنّ احتمال الح�صول على ع�صبة واحدة على الأقل 
p. لذا، فاإنّ  . ويتحقّق الحدّ نف�صه للمجموعات الم�صتقلّة من الدّرجة 

         
 
      

          

        
 
    

         
 
    

p يكون محدودًا ب�  من الدّرجة 
■   .P(Q) < 0 ّوالمتباينة المعطاة ت�صمن اأن ،

         
 
      

          

        
 
    

         
 
الحتمال ل� “لي�ض Q” يكون محدودًا ب�     

5.5.8. ملاحظة. تقود تعليلت الوجود اإلى خوارزميّات البناء الحتمالّي. ف�صلً عن اأنّ الحتمال لبيان ع�صوائيّ 
على 64 راأ�صا لكي يملك ع�صبة من الدرجة 1024 اأو مجموعة م�صتقلّة من الدّرجة 10 هو اأقلّ من -2(!10/10(26))

44، حيث يكون 0.018 تقريبًا. اإذا كان هنالك بيان مولّد ب�صورة ع�صوائية يملك مثل هذه المجموعة الرّديئة من 

الدّرجة 10، 
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427 البيانات العشوائية  5.8

فبالإمكان توليد بيان اآخر. اإنَّ احتمال تكرار بيانات رديئة هو حا�صل �صرب اأعداد �صغيرة، و�صريعًا ت�صبح �صغيرة 
 ■ ب�صورة ي�صعب اإدراكه.  
؛ اأمّا الحدّ العلويّ ال�صتقرائيّ في النظرية  2k اإنَّ الحدّ ال�صّفليّ في النظرية 4.5.8 ب�صورة غير دقيقة هو
11.3.8 ب�صورة غير دقيقة فهو 4k. لذا، فاإنّ الفجوة كبيرة. وهنا نوؤكّد اأنّ طرقًا احتماليّة اأكثر دقّة قد قدّمت 
لذا،  اأكثر �صعفًا.  بناءً هي  بُنيت  التي  فاإنّ الحدّود  الرّغم من ذلك،  ال�صّفليّ. وعلى  تح�صينات �صغيرة في الحدّ 
اإعادة  اأنّه يمكن  اإنَّ الإثبات ب�صورة جوهرية هو تعليل ح�صابيّ فقط. لحظ  يُعدُّ هذا فوزًا للطّريقة الحتماليّة. 
�صياغة العديد من التّعليلت الحتماليّة ذات الف�صاءات العينيّة المنتهية بو�صفها تعليلت ح�صابيّة موزونة، اإلّ اأنَّ 

البراهين في لغة الحتمالت اأب�صط. 
 . الحتمالّي(1)  ف�صائنا  في  للعنا�صر  قيمًا  نعيّن  و�صوف  كبيرة.  قوّة  ي�صيف  الع�صوائيّة  المتغيّرات  تقدّم  اإنّ 

ولبرهنة المتباينات؛ فقد ا�صتخدمنا �صابقًا المقارنة بين المعدّل والقيم الكبرى لمتغيّر ع�صوائيّ. 
6.5.8. تعريف: المتغيّ الع�سوائيّ )le	random varia( هو دالّة تُعيّن عددًا حقيقيًّا لكلّ عن�صر في ف�صاء 
 k تكون  حيث  جميعها  العنا�صر  من  يتكون  الذي  الحدّث  اإلى  ليرمز   X = k ن�صتخدم  و�صوف   احتمالّي. 

 .X قيمة المتغيّر
. وخا�سيّة اأع�سا�س  ( )k kP X k∑ = والتّوقّع E (X) (expectation) لمتغيّر ع�صوائيّ X هو المعدّل الموزون

)طواقي( الحمام )pigeonhole property( للتّوقّع هي العبارة التي تن�ضّ على وجود عن�صر في الف�صاء 
 .E(X) كبيرة )اأو �صغيرة( مثل X الحتمالّي بحيث تكون قيمة

ا ل� E(X). وتطبّق الح�صابات غالبًا خطّيّة التّوقّعات  اإنّ تطبيق خا�صية طواقي الحمام تتطلّب قيمة اأو حدًّ
بنماذج  اهتمامنا  نح�صر  �صوف  عمومًا،  اأهدافنا  ولتحقيق  اأب�صط.  ع�صوائيّة  متغيّرات  بدللة   X �ل تعبير  على 
احتماليّة على مجموعات منتهية، ونجمع عددًا منتهيًا من المتغيّرات الع�صوائيّة فقط. وهناك نتائج م�صابهة تتحقّق 

في ف�صاءات احتماليّة متّ�صلة . 
7.5.8. تمهيدية: )الخا�صيّة الخطّيّة( اإذا كان X والمجموعة المنتهية {Xi} متغيّرات ع�صوائيّة على الف�صاء نف�صه، 

.c ∈ ℝ لكل E (cX) = cE(X)  ّوكذلك فاإن . ( )  ( )iE X E X= ∑ ، فاإنّ   iX X= ∑ و كان 
■  الاإثبات: في ف�صاء احتمالّي متقطّع، ي�صهم كلّ عن�صر بالكمّية نف�صها لكلّ طرف في المعادلت المطلوبة.  

غالبًا ما نطبّق التمهيديّة 7.5.8 لمتغيّرات ع�صوائيّة والتي تح�صب بناءات جزئيّة. اإنّ مثل هذا المتغيّر الع�صوائيّ 
رة  هو مجموع متغيّرات ت�صير اإلى ما اإذا كان اأحد الأ�صياء المحتملة التي حُ�صِبَت تحدث فعلً. وهذه المتغيّات الموؤ�سِّ
هو  موؤ�صّر  لمتغيّر  التّوقع  اإنّ   .)1  ،0 المتغيّرات  كذلك  )تدعى   {0,1} قيمًا في  تاأخذ   )indicator varia	les(

احتماليّة اأنْ ي�صاوي 1. ت�صهّل هذه الخ�صائ�ض ما كان متوقّعًا اأنْ يكون ال�صتخدام الأول للطّريقة الحتماليّة. 

(1(  �صوف ناأخذ في الح�صبان الف�صاءات الحتماليّة المتقطّعة فقط. ولكن هناك مفاهيم م�صابهة تتحقّق لف�صاءات احتماليّة    
متّ�صلة )م�صتمرّة(. 
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8.5.8. نظرية: )Szele [1943]( يوجد دوريّ األعاب على n من الرّوؤو�ض يملك n!/2 n-1 م�صارًا هاملتونيًّا على الأقل. 
 الاإثبات: ولِّد دوريّ األعاب على [n] بو�صفها ع�صوائية باختيار i → j اأو j → i مع احتماليّة مت�صاوية لكلّ زوج
رة للم�صارات الهاملتونيّة  {i, j}. ليكن X عددَ الم�صارات الهاملتونيّة؛ اأيْ اأنّ X هو المجموع ل� !n من المتغيّرات الموؤ�صِّ
المحتملة. واحتماليّة حدوث اأيّ م�صار هاملتونّي هي n-1 1/2، لذلك فاإنّ E(X) = n!/2 n-1. وفي دوري األعاب ما، 
■ يكون X كبيًرا مثل التّوقّع على الأقلّ.  
يعطي هذا الحدّ الب�صيط الذي ي�صتخدم التّوقّع الجوابَ ال�صحيح تقريبًا للعدد الأكبر للم�صارات الهاملتونيّة 
في دوري األعاب على n من الرّوؤو�ض؛ وقد اأثبت األون [Alon, 1990] اأنّ هذا العدد هو n!/(2-o(1)n) على الأكثر. 
عندما تكون قيم معظم الأمثلة )الم�صاهدات( قريبة من القيمة المتطرّفة، فاإنّ التّعليلت الحتماليّة تكون فاعلة 

ب�صكل خا�ضّ. 
لمتغيّر ع�صوائيّ. وهذا ما يعطي  المتوقّعة  القيمة  بو�صفها عبارات حول  المتباينات  العديد من  تف�صير  يمكن 

ا للنتيجة الآتية.  اإثباتًا اأق�صر من اإثبات الطّرق التّوافقيّة غالبًا. والتمرين 42.1.3 يطلب اإثباتًا توافقيًّ

 .G لكل بيان   ( )
1( )

( ) 1V GG
d vυα ∈≥ ∑

+
 ([Wei, 1981], [Caro, 1979]) :9.5.8. نظرية

مجموعة  اإنّ   ،G بيان  في  لروؤو�ض  ترتيبًا  لديك  اأنّ  )Alon- Spencer [1992, p81]](افتر�ض  الاإثبات: 
الرّوؤو�ض التي تظهر قبل جيرانها جميعها ت�صكّل مجموعة م�صتقلة. عندما يتمّ اختيار التّرتيب ب�صورة منتظمة 
ع�صوائيًّا، فاإنّ احتماليّة ظهور v قبل جيرانه جميعهم هي (d(v)+1)/1. لذلك، فاإنّ طرف المتباينة الأيمن هو 
■ الحجم المتوقّع للمجموعة الم�صتقلّة الم�صكّلة باختيار الرّوؤو�ض التي تظهر قبل جيرانها في ترتيب راأ�صيّ ع�صوائيّ.  

تغييًرا  ينتج  اأنْ  يمكن  فاإنه  مرغوبة،  خا�صيّة  امتلكه  من  قريبًا  ليكون  ع�صوائية  ب�صورة  �صيٌ  يُولَد  عندما 
)التّغيي(  التّبديل  طريقة  اأو   ،)deletion method( الحذف  طريقةَ  الأ�صلوب  هذا  يُدعى   خفيفًا. 
بتطبيق  رامزي  اأعداد  وتزودنا   .)two- step method( الخطوتين  طريقة  اأو   )alteration method(
مجموعةٌ   S ⊆ V(G) اأنّ  تذكر  اآخرين.  تطبيقين  نقدّم  و�صوف   .)16 )التمرين  الطّريقة  هذه  على  كل�صيكيّ 
G منتظمًا من  S )التعريف 26.1.3(. وعندما يكون  S يملك جارًا في  اإذا كان كلّ راأ�ض خارج   G م�صيطرة في 
الدرجة k، فاإنّ كلّ راأ�ض �صي�صيطر على k+1 من الرّوؤو�ض )بما فيه نف�صه(. لذا، فاإنّ كلّ مجموعة م�صيطرة تملك 
n(G) /(k+1) راأ�صًا على الأقل. اإنَّ طريقة التّغيير تعطي مجموعة م�صيطرة قريبة من الحدّ في كلّ بيان ذي درجة 
�صغرى k. لحظ اأنّ التعليل ي�صتخدم المتباينة الأ�صا�صية p < e-p-1 كالعديد من التعليلت التي ت�صتخدم هذه 

الأ�صاليب )التمرين 2(.

n من الرّوؤو�ض ذي درجة �صغرى k>1  يملك مجموعة  نظرية: )Alon [1990]( كلّ بيان على   .10.5.8
1 على الأكثر. ln( 1) 

1
kn

k
+ +

+
م�صيطرة حجمها 

  P= ln(k+1) / (k+1) ت�صتمل على كلّ راأ�ض S ⊆V(G) اختر مجموعة ع�صوائيّة ،G الاإثبات: في مثل هذا البيان
ب�صورة م�صتقلة. اإذا كانت S معطاة، فاجعل T مجموعةَ الرّوؤو�ض خارج S التي ل تملك جارًا في S؛ ولحظ اأنّ 

. S ∪T ِ�يعطي مجموعة م�صيطرة �صوف نبحث عن الحجم المتوقع ل S اإلى T اإ�صافة
يّة الخطّيّة تعطي اأنّ)E)|S|(=np(. اإنّ المتغيّر الع�صوائيّ  بما اأنّ كلّ راأ�ض يظهر في S مع احتمال p، فاإنّ الخا�صّ
|T| هو مجموع ل�n متغيّر موؤ�صّر يدلّ على ما اإذا كانت الرّوؤو�ض القائمة بنف�صها تنتمي اإلى T. لحظ اأنّ  v ∈ Tاإذا 
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429 البيانات العشوائية  5.8

وفقط اإذا كان v وجيرانه ل ينتمون اإل�ى S. واحتمال هذا محدود ب� k+1(p-1) ؛ لأنّ درجة v ت�صاوي k على الأقل. 
=  = E (|S| + |T|) ≤ np + ne-p(k+1). اإنَّ خا�صية طواقي  1 ln( 1) 

1
kn

k
+ +

+
e –p(k+1)>(1-p)k+1 فاإنّ  بما اأنّ 

 ■ الحمام للتّوقّع تكمل الإثبات.                     
هذا الحدّ ال�صهل يعطي اأ�صغر sk تقريبًا، بحيث يملك كلُّ بيان G ذي درجة �صغرى k مجموعةً م�صيطرة 
بنائية  ب�صورة  نف�صها  النتيجة  تبرهن  الج�صعة  والخوارزمية  الأكثر.  على   (Alon [1990] skn(G) حجمها 

)النظرية 30.1.3(. 
يوجد تطبيق �صائع ولفت لطريقة الحذف، وهو اإثبات وجود بيانات ذات خ�صر وعدد لونّي كبيرين. وفيما 
بعد ظهرت بناءات �صريحة اأخرى [Kriz, 1989] ، [Ne'set'ril-Rödl, 1979] ، [Lovász, 1968a]. و�صوف 
نعر�ض تب�صيطًا للإثبات الأ�صليّ (Alon – Spencer [1992, p35]). ي�صتخدم خا�صية التوقع التي �صنبرهنها 

في التمهيديّة 17.5.8. 
11.5.8. نظرية: (Erdös [1959]) اإذا اأعُطينا  m ≥ 3 و g ≥ 3، فاإنّه يوجد بيان خ�صره g على الأقلّ، 

وعدده اللوني m على الأقلّ. 
 .p وذلك بجعل كلّ زوج �صلعًا مع احتمال [n] الاإثبات: �صوف نولّد بيانات ب�صورة م�صتقلة على مجموعة روؤو�ض
اإنَّ البيان الذي ل يملك مجموعة م�صتقلّة كبيرة يكون ذا عدد لونّي كبير؛ لأنّ χ(G) ≥ n(G) / α(G) . لذلك، 
�صغيرة   p نختار  وكذلك  مت�صابهة.  ب�صورة غير  كبيرة  م�صتقلّة  لعمل مجموعات  كافية  ب�صورة  كبيرة   P نختار 
بيانًا يحقق كل  اأعطينا  واإذا  قليلً.   )g اأقلّ من  الق�صيرة )طولها  للحلقات  المتوقّع  العدد  كافية لجعل  ب�صورة 

ال�صرطين، فاإننا ن�صتطيع حذف راأ�ض من كلّ حلقة ق�صيرة للح�صول على البيان المن�صود. 
ولعمل هذا ب�صورة مختلفة، فاإننا نولّد اأكثر من n/2 حلقة ق�صيرة، ون�صع p = n t-1، حيث t < 1/g. كلّ من 
الحلقات المحتملة التي طولها j تحدث مع احتمال pj. وبكتابة n(j) بدلً من n (n - 1)… (n – j + 1)، فاإنّه يوجد 

n( j ) /(2j) حلقة محتملة لكل j. لذا، فاإنّ توقّع العدد الكلّيّ X للحلقات التي طولها اأقلّ من g هو: 

 
E (X)= ( )

1
/  2  

3
−
=∑ it

g
n i

i  n (i) P
i/ (2i) ≤ ( )

1
/  2  

3
−
=∑ it

g
n i

i
( )

1
/  2  

3
−
=∑ it

g
n i

i

بما اأنّ tg < 1، فاإنّ E(X)/n→0 عندما ∞ → n. و�صوف نكمل في متباينة ماركوف التفا�صيل لن�صتنتج اأنّ 
.P(X ≥ n/2) < 1/2  ّكبيرة بما فيه الكفاية، فاإن n ِ�ول .n → ∞ عندما P(X ≥ n/2) → 0

بما اأنّ α(G) ل يمكن اأنْ يزداد عندما نحذف روؤو�صًا، فاإننا نحتاج اإلى α(G) / (n-x) مجموعة م�صتقلّة على 
≥ α(G)، فاإننا   n(2k) و n/2 > X الأقلّ لتلوين الرّوؤو�ض المتبقّية عندما نحذف راأ�صًا من كلّ حلقة. واإذا كان

، فاإنّ.  3 ln /=   r n p نحتاج اإلى k لونًا للبيان المتبقّي على الأقلّ. وباأخذ 
                                            

 .n وهذا يقترب من 0 عندما تكبر
على                                                     لنح�صل  كافية  ب�صورة  كبيرة   n اختيار  ن�صتطيع  فاإننّا  مثبتة.   k و   −   r n n اأنّ بما 
ا، فاإنّه  ≤P(a(G) اأي�صً r)<1/2 و P(X≥n/2)<1/2 كبيرة ب�صورة كافية بحيث n واإذا اخترنا .r < n/(2k)
اأقلّ n/2 حلقة طول كلّ منها  اأقلّ من   G وبحيث يملك α(G) ≤  n/(2k) الرّوؤو�ض بحيث   يوجد بيان G على n من 
■  من g. الآن، نحذف راأ�صًا من كلّ حلقة ق�صيرة، ونحتفظ ببيان خ�صره g على الأقلّ، وعدده اللوني k على الأقلّ  
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الفصل 8     مواضيع إضافية )اختياري(430

 )Properties of Almost All Graphs( خصائص معظم البيانات

اقترحنا درا�صة خ�صائ�ض “تقريبًا دائمًا” اأو غالبًا ما تتحقّق. وهذا التعبير له معنى في ال�صّياق لنموذج الحتمال. 
يّة Q في  12.5.8. تعريف: اإذا اأعُطيت متتالية من ف�صاءات الحتمال، فاجعل qn تمثّل الحتمال لتحقّق الخا�صّ
 )almost always( تتحقّق تقريبًا دائمًا Q يّة الف�صاء – n )الف�صاء ذو البعد n(. نقول: اإن الخا�صّ

 .limn →  qn=1  اإذا كانت
يّة  بالن�صبة اإلينا، فاإنّ الف�صاء - n هو توزيع احتمالي على بيانات على n من الرّوؤو�ض. عندما تتحقّق الخا�صّ
 [n] لها  التي  البيانات جميعها  اإنّ جعل   .” تقريبًا   Q يّة  الخا�صّ بيان  كلّ  “يملك  نقول:  فاإننّا  دائمًا،  تقريبًا   Q
ب�صفتها مجموعة روؤو�ض مت�صابهة ب�صورة مت�صاوية تكون مكافئة لجعل كلّ زوج من الرّوؤو�ض يظهر بو�صفها �صلعًا 
مع احتمال 1/2. اإنّ النماذج التي تظهر فيها اأ�صلع ب�صورة م�صتقلة مع الحتمال نف�صه هي الأكثر �صيوعًا للبيانات 

 .n الع�صوائيّة؛ لأنّها توؤدّي اإلى اأب�صط الح�صابات. ون�صمح لهذا الحتمال بالعتماد على

بو�صع  وذلك   [n] روؤو�ض  مجموعة  على  بيانات  نولّد   ،p=p(n) و   n معطى   :A نموذج  تعريف   .13.5.8
ي�صاوي الأ�صلع  من   m على  بيان  كلّ  احتمال  اإنّ  م�صتقلة.  ب�صورة   p احتمال  مع  �صلعًا  بو�صفها  زوج  كلّ 
) والمتغيّر الع�صوائيّ Gp يرمز اإلى بيان نح�صل عليه من هذا الف�صاء الحتمالي. يعني  )2  (1 )

n mmp p −
−

“البيان الع�صوائيّ” نموذج A مع p= 1/2 الذي يجعل البيانات جميعها مع مجموعة الرّوؤو�ض [n] مت�صاوية 
الحدوث.

الح�صابات للبيانات التي تكون مجموعة الرّوؤو�ض فيها مثبتة )البيانات “المو�صومة”( تكون اأ�صهل كثيًرا من 
الح�صابات ل�صفوف التّ�صاكل الع�صوائيّة، وبما اأنّ المدخلت للخوارزميّات هي بيانات مع مجموعات روؤو�ض محدّدة، 

فاإنّ هذا النموذج يكون متنا�صقًا مع التّطبيقات. 
غالبًا ما نقي�ض زمن التّ�صغيل للخوارزميّات بدللة عدد كلّ من الرّوؤو�ض و الأ�صلع؛ لذا فربما نريد ال�صيطرة 
الأ�صلع  من   m و  الرّوؤو�ض  من   n على  المو�صومة  البيانات  فيه  تكون  نموذجًا  يقترح  وهذا  الأ�صلع،  عدد  على 
مت�صاوية الحدوث. )ن�صتخدم m لح�صاب عدد الأ�صلع في هذا الجزء؛ لأنّ العدد ...e= 2.71828 يقوم بدور 

مهم في مناق�صات المحاذاة(.
14.5.8. تعريف: نموذج B: معطى n وm = m(n) . افتر�ض اأنّ كلّ بيان له مجموعة روؤو�ض [n]  وله �صلعًا 

. يرمز المتغيّر الع�صوائيّ G m اإلى بيان مولّد بهذه الطريقة.   N =  𝑁𝑁𝑁𝑁𝑀𝑀𝑀𝑀 
−

 2
n ، حيث   𝑁𝑁𝑁𝑁𝑀𝑀𝑀𝑀 

−
يحدث مع احتمال 

ا من العديد من النماذج التي دُرِ�صَتْ. ويبدو نموذج B اأكثر تنا�صبًا مع  هذان النموذجان هما الأكثر �صيوعًّ
n: كم �صلعًا نحتاج اإلى جعل بيان مترابطًا ب�صورة �صبه  “بو�صفها دالّة في  التّطبيقات. �صوف ن�صاأل اأ�صئلة مثل 
موؤكدة ؟”، و�صوف ن�صاأل في نموذج A، “بو�صفها دالّة n: ما احتمال ال�صلع الذي نحتاج اإليه لجعل بيان مترابطًا 
ب�صورة �صبه موؤكدة ؟” ل�صوء الحظ فاإنَّ الح�صابات التي نحتاج اإليها للإجابة عن مثل هذه الأ�صئلة اأكثر ع�صوائية 

 .A مقارنة بالنموذج B في النموذج

HE_Graph_CH08_6th_Draft_01.indd   430 2/23/2014   12:38:38 PM



431 البيانات العشوائية  5.8

/P =m ؛ لأنّ العدد الفعليّ   
𝑁𝑁𝑁𝑁
𝑀𝑀𝑀𝑀 

−
 2 ولح�صن الحظ، فاإنَّ نموذج B مو�صوف ب�صورة دقيقة من خلل نموذج A عندما تكون n كبيرة و 

ا من التوقع الناتج m تقريبًا دائمًا. اإنّ هذا الرتباط يكون �صالًحا  للأ�صلع المولّدة في نموذج A قريب جدًّ
لمعظم الخ�صائ�ض التي تهمّنا، و تتطلب برهنة هذا ا�صتخدامًا مف�صلً لتوزيع ذات الحدّين لعدد الأ�صلع. تكون 

 .Q يحققان F، H و F G H⊆ ⊆ يّة البيانيّة Q محدّبة )convex( اإذا كان G يحقق Q عندما  الخا�صّ

 ( )( )21 np p− →∞ و محدّبة،   Q كانت  اإذا   )Bollobás [1985, p34-35]( نظرية:   .15.5.8
حيث   ،  Q يحقق  تقريبًا   Gm كل  فاإنّ  مثبتة،   x لكلّ  كان  اإذا  وفقط  اإذا   Q تقريبًا  يحقّق   Gp كل  فاإنّ 

. 1/2

2 2( ) (1 )( )n nm p x p p  = + −   

 .n بو�صفها دالّة بدللة p اأنها تحفّز جعل تبّرر النظرية  15.5.8 ح�صر اهتمامنا بالنموذج A، ف�صلً عن 
 p ثابتًا؛ وثبات c حيث يكون c/n تختفي بمعدّل مثل p ولدرا�صة البيانات على عدد خطّيّ من الأ�صلع؛ يجب اأنْ نجعل

يعطي بيانات كثيفة. 

ا. لحظ اأنّ ح�صابًا  اإنّ اإثبات P(Q) → 1 يكون اأ�صهل كثيًرا من ح�صاب P(Q) عادة. ويعدُّ هذا التّمييز مهمًّ
بًا حيثما اأمكن. ويُ�صْتَخْدَمُ بدلً من ذلك التّحليلُ التّقاربيُّ )المحاذي(  م�صبوطًا للحتمالت يكون �صعبًا وغير �صروري، ومُتَجَنَّ
. ولمقارنة معدّل النّمو للمتتاليات؛ ن�صتخدم    limn na L→ ∞ = الذي ي�صتند اإلى النّهايات. ونكتب an → L  للدللة على اأنّ 
الرّمزين “O كبيرة” و “ o �صغيرة” )انظر الملحق B للتعريفات(، حيث نكتب an = bn (1+o(1)) عندما يكون  〈a〉و 
 ،an / bn→1 عندما يكون . an / bn→1 ،؛ ب�صكل مكافئ〈b〉 مختلفين بمتتالية تنمو ب�صورة اأكثر بطئًا من 〈b〉

 .an  bn ونكتب ،bn �ل )asymptotic( مقاربة an ّفاإننا نقول اإن

  lim ( ) 1n P Q→ ∞ = ن�صتخدم عبارات التّقارب لإهمال حدود التّرتيب ال�صّفليّ التي ل توؤثّر فيما اإذا كان
اإنّ ح�صاب P(Q) اأوّلً، ثمّ اإثبات اأنّ ال�صيغة توؤول اإلى 1 هو اأكثر �صعوبة وغير �صروري، ونحتاج فقط اإلى تبيان اأنّ 
P(- Q) محدود ب�صيء ما يقترب من 0. لحظ اأنّ العديد من المناق�صات التّقاربيّة هي مناق�صات “غير دقيقة”؛ 
لأنّنا ل نهتم ب�صعة الحدّ ما دام يقترب من 0، و�صوف يتطوّر حد�صنا حول ما ن�صتطيع اإهماله ب�صورة اآمنة من 

خلل الخبرة. 

16.5.8. نظرية: )Gillbert [1959]( عندما يكون p ثابتًا، فاإن GP كلّه يكون مترابطًا تقريبًا. 

الاإثبات: ن�صتطيع جعل G غير مترابط باختيار تجزئة للروؤو�ض مكوّنة من مجموعتين، ومنع وجود اأ�صلع 
بين هاتين المجموعتين؛ لأنَّ وجود الأ�صلع داخل هاتين المجموعتين غير ذات �صلة. ونحدّد الحتمال qn الذي يجعل 
S جميعها؛ حيث اإن البيانات التي  ،S على التجزئات الثنائية ([ , ] )P S S φ= Gp غير مترابط من خلل جمع 
، فاإنّه يوجد k(n - k) �صلعًا محتملً في S = k لها العديد من المركبات تعدّ الكثير من المرات. وعندما يكون 

 . ( )( , ) (1 )k n kP S S pφ −  = = −   ( )( , ) (1 )k n kP S S pφ −  = = −  فاإنّ p - 1. لذا،  اأيّ منها ب�صورة م�صتقلة هو  واحتمال عدم ظهور   [s,S ]
 . ( )( ) ( )1

1

1  
2

1 k n kn
n k

n

k
q p −−

=
≤ −∑ وعلى اعتبار اأنّ S كلها تولّد كلّ تجزئة من كلّ جانب، فاإنّ 

لتب�صيطه.  الحدّ  خفّفنا  وقد   . ب� محدودة   qn اإذن،  n-k؛  و   k في  متماثلة  ال�صيغة  هذه 
 n ول�   . / 2

/2
1

( (1 ) )
n

n k
n k

q n p
  

=
−∑< فاإنّ   )k≤ n/2 )ل�ِ   /2(1 ) (1 )n k np p−− ≤ − و   2

2 k< وبا�صتخدام 
نا هو الجزءَ البتدائيّ من مت�صل�صلة هند�صيّة تقاربيّة.  كبيرة بما فيه الكفاية، فاإنّ n(1-P)n/2 <1. اإنّ هذا يجعل حدَّ
ونح�صل على اأنّ qn < x/(1 – x) حيث x = n (1 - p)n/2. بما اأنّ n (1 - p)n/2 → 0 عندما يكون p ثابتًا، 
 ■  .n → ∞ يقترب من 0 عندما qn فاإنّ حدّنا على
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�صوف نتجنب بذل الجهد والمعاناة مع �صيغ الحتمالت من خلل تقديم متغيّرات ع�صوائيّة ذات قِيَم �صحيحة 
 ،Q الخا�صية Gp عندما يملك X = 0 ا ع�صوائيًّا غير �صالب بحيث واأ�صاليب تت�صمّن التّوقّع. اإذا كان X متغيّرً
ة للتمهيديّة الآتية التي �صنثبتها فقط  فاإنّ E (X) →0 توؤدي اإلى اأنّ Gp كلها تقريبًا تحقّق Q. وهذه حالة خا�صّ

ا تتحقّق للمتغيّرات المتّ�صلة )الم�صتمرّة(.  للمتغيّرات ال�صحيحة، ولكنّها اأي�صً

فاإنّ فقط،  ال�صالبة  غير  القيم  ياأخذ   X كان  اإذا  ماركوف(  )متباينة  تمهيدية:   .17.5.8
تعطي  E (X)→0 ّفاإن �صحيحة،  قيم  ذا   X كان  اإذا  خا�ضّ،  بوجه   . ( ) ( ) /P X t E X t≥ ≤

 . P(X = 0) →1

■  .
0

 ( ) ( )k k k
k k t

E X kp kp t p tP X t
k t≥ ≥

= ≥ ≥ = ≥
≥∑ ∑ ∑ الاإثبات: 

لخا�صيّة التّرابط، ن�صتطيع معرفة اأنّ X (Gp) بوا�صطة X = 1 اإذا كان G غير مترابط و X = 0 خلف ذلك. 
 Gp ّثابتًا( لنبرهن اأن P عندما يكون P(X = 1) → 0 ّوالتّوقّع لمتغيّر موؤ�صّر هو احتمال اأنْ ي�صاوي 1. لقد برهنّا اأن
كله تقريبًا يكون مترابطًا. ومع متغيّر ع�صوائيّ مختلف فاإنّنا ن�صتطيع تب�صيط الإثبات وتقوية النتيجة. ما زلنا نريد من 
 .)Q يحقّق G ⇔ (X = 0)( ولكننا ل نحتاج اإلى ،)لكي نطبق متباينة ماركوف( X = 0 اإذا كان Q اأنْ يحقّق G
رة بحيث G يحقق Q اإذا كان X = 0. اإنّ خطّيّة التّوقع وملءمة  ن�صتخدم المجموع X للعديد من المتغيّرات الموؤ�صِّ

.E (X) → 0   ّرة تب�صّطان المهمة لإثبات اأن  E (Xi) = P (Xi = 1) للمتغيّرات الموؤ�صِّ

18.5.8. نظرية: اإذا كان p ثابتًا، فاإنّ قطر)Gp(كله ي�صاوي 2 تقريبًا )وعليه، فاإنّ G يكون مترابطًا(. 

الاإثبات: ليكن X(Gp) عددَ اأزواج الرّوؤو�ض غير المرتبة التي لي�ض لها جار م�صترك. واإنْ لم يوجد مثل هذه 
الأزواج، فاإنّ Gp مترابط وقطره 2. ومن متباينة ماركوف، نحتاج فقط اإلى تبيان اأنّ E (X) → 0. �صوف نعبّر 
  Xi,j = 1 حيث ،{vi,vj} واحد لكل زوج من الرّوؤو�ض ، Xi,jرة n من المتغيّرات الموؤ�صِّ

2 عن X بو�صفه مجموعًا ل�ِ 
اإذا و فقط اإذا كان vi, vj  ل يملكان جارًا م�صتركًا. 

عندما يكون Xi,j = 1 ، فاإنّ الرّوؤو�ض الأخرى وعددها n - 2 تف�صل بامتلك اأ�صلع ت�صل اإلى هذين الرّاأ�صين. 
 .E (X) → 0 ّمثبتًا، فاإن p وعندما يكون . E(X) =        (1 - p2)n-2 و P(Xi,j = 1) = (1 - p2)n-2 ّلذا، فاإن
■ وعليه، فاإنّ قطر Gp كلّه هو 2.  

اإنّ الحد�ض وراء هذا التعليل الذي جُعل م�صبوطًا با�صتخدام متباينة ماركوف، هو اأنه اإذا توقعنا عدم وجود 
اأزواج �صيئة، فاإنّ كلّ بيان تقريبًا ل يملك اأزواجًا �صيئة. حيث يختفي المجموع ، واأخيرا، نحتاج فقط اإلى معرفة اأنّ 

 .n توؤول اإلى 0 اأ�صرع من اأيّ دالّة كثيرة حدود بدللة (1 - p2)n-2

 )Threshold Functions( دوال العتبة

ب�صورة غير دقيقة، نقول اإنّ البيانات الع�صوائيّة التي لها احتمال �صلعيّ ثابت تكون مترابطة؛ لأنّها تملك العديد 
من الأ�صلع اأكثر مما نحتاج اإليه لتكون مترابطة. ولتح�صين النظرية 18.5.8؛ فاإنّنا نريد اأنْ نجعل p(n) �صغيرة 

 A كلّه مترابطًا تقريبًا، نحتاج اإلى فكرة دالّة احتمال العتبة. من العلقة بين النموذجين Gp ب�صورة كافية ليكون
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433 البيانات العشوائية  5.8

ا عدد عتبة للأ�صلع.  و B، فاإنّ احتمال �صلع العتبة يعطي اأي�صً

يّة بيانيّة يُحافظ عليها  يّة الرّتيبة )monotone property( على اأنّها خا�صّ ف الخا�سّ 19.5.8. تعريف: نعرِّ
 )threshold probability function( ف دالّة احتمال العتبة من خلل اإ�صافة اأ�صلع، في حين نعرِّ
اأنّه ل يوجد تقريبًا Gp تحقّق Q، اأما  اأنّها دالّة t(n) بحيث توؤدي p(n)/t(n) → 0 اإلى  لخا�صية رتيبة Q على 
 threshold edge( وتعرّف دالّة �سلع عتبة .Q كلّه تقريبًا يحقّق Gp ّفتوؤدي اإلى اأن p(n)/t(n) ∞

 .B بطريقة م�صابهة لنموذج )function

هذه فكرة وا�صعة عن دالّة العتبة التي ت�صمح لخا�صية ما اأنْ يكون لها العديد من دوالّ العتبة، وتكون دالّة 
العتبة t(n) اأكثر حدّة اإذا حدث �صلوك ب�صكل موؤكّد تقريبًا عندما تقترب  P(n)/ t(n) من ثوابت غير �صفريّة. 
وتبقى دالّة العتبة t(n) اأكثر حدّة حيث يحدث هذا ال�صّلوك عندما يختلف p(n) عن t(n) بالطرح اأو الإ�صافة 

لحدٍّ ذي رتبة اأقلّ. 
لحظ اأنّ متباينة ماركوف تقوم بن�صف العمل ل�صتقاق دالّة عتبة. اإذا كان X = 0 يعطي خا�صية Q، وبرهنا 
p(n) يعطي الدّوالّ  اأيّ  P(Q) →1 . نح�صل على مر�صّحات لدوال عتبة بتحديد  فاإنّ   ،E(X) →0 اإذا كان   اأنّه 

E(X) →0. غالبًا ما نح�صل على p(n) بحيث E(X)→ 0 اأو ∞ →E(X)، ا�صتنادًا اإلى قيمة المتغير c. وتقترح 
يّة ∞→E(X) اأنّ P(X=0)→0، ولكن هذا ل يتبع دائمًا. فعلى �صبيل المثال، ∞ →E(X) عندما   الخا�صّ

P(X = 0) = .5 و P(X = n) = .5. ولنح�صل على P(X = 0) →0 ؛ يجب اأنْ نمنع الحتمال من المتداد هكذا. 

 (variance) والتّباين .X r �هو التّوقّع ل X �ل (rth moment) r 20.5.8. تعريف: اإنَّ العزم من الدرجة
 (Standard deviation) ّاأمّا الانحراف المعياري .E[(X - E(X))2] وهو الكمية ،var(X)  يكتب ،X ِ�ل

 .var(X) ِ�فهو الجذر التّربيعيّ ل X �ِ�ل

 . 2 2

2

( ) ( )( 0)
( )

E X E XP X
E X

−
= ≤ ا ع�صوائيًّا، فاإنّ  21.5.8. تمهيدية: )طريقة العزم الثّاني( اإذا كانX متغيّرً

 . 2

2

( ) 1
( )

E X
E X

بوجه خا�ض، P(X = 0) → 0  عندما 1→→
الاإثبات:اإنَّ تطبيق متباينة ماركوف على المتغيّر 2(X- E(X)) وعلى القيمة t2، توؤدي اإلى اأنّ

  P[(X - E(X)2 ≥ t2] ≤ E[(X - E(X)))2]/ t2 ونعيد كتابة هذا على ال�صورة الآتية:
P[|X-E(X)| ≥ t] ≤ var(X)/ t2 متباينة �صبي�صيف (yshev's Inequality	Che). وبما اأنّ 

،E[(X - E(X))2] = E[X2 - 2XE(X) + (E(X))2] = E(X2) - (E(X))2

X = 0 فقط عندما اأنّ   فاإنّ متباينة جبيجيف ت�صبح P[|X-E(X)| ≥ t] ≤ (E(X2) - (E(X)2)/ t2 . وبما 
 X - E(X)| ≥ E(X)|، فاإنّ و�صع t = E(X) يكمل الإثبات.  ■

حد�صيًّا، اإذا كبر الو�صط الح�صابيّ، وكبر النحراف المعياريّ ب�صورة اأكثر بطئًا، فاإنّ الحتمال كله ي�صحب 
ح الطّريقة اآخذين في الح�صبان اختفاء الرّوؤو�ض المعزولة. بما اأنّ  بعيدًا عن 0، وينتج اأنّ P(X = 0)→0 . نو�صّ
يّة التّرابط يجب اأنْ تكون كبيرة، على الأقلّ مثل العتبة  البيان المترابط ل يملك روؤو�صًا معزولة، فاإنّ العتبة لخا�صّ
لعدم الظّهور للرّوؤو�ض المعزولة. اإنّ الح�صابات للثاني تكون اأب�صط؛ لأنّنا ن�صتطيع التّعبير عن هذا ال�صّرط با�صتخدام

دالّة عتبة في   p=n-k/l فاإنّ  الأ�صلع،  وl من  الرّوؤو�ض  k من  بيانًا متوازنًا على   H اإذا كان  نظرية:   .23.5.8
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يّتين  مجموع متغيّرات موؤ�صّرة موزّعة ب�صورة متطابقة مع توقّعات مح�صوبة ب�صورة �صهلة. في الحقيقة، كلّ من الخا�صّ
اإلى اإ�صافة  �صخمة  واحدة  مركبة  من  مكونًا  تقريبًا  بيان  كل  يكون  العتبة  عند  لأنه  وذلك  نف�صها؛  العتبة   تملكان 

 روؤو�ض معزولة. 

الرّوؤو�ض  الطّبيعيّ( هو دالّة احتمال عتبة لعدم ظهور  A، ln n/n )اللوغاريتم  نظرية: في نموذج   .22.5.8
 .) 1

2  n 1n n هي B العتبة المقابلة في النموذج( .δ (G) ≥ 1 ّالمعزولة )بمعنى اأن
الاإثبات: ليكن X عددَ الرّوؤو�ض المعزولة؛ حيث ي�صير Xi اإلى ما اإذا كان الرّاأ�ض i معزولً. 

 p(n) بدللة E (X) �1 �صوف ندر�ض �صلوك التّقارب ل ( )   ( )   (1 ) n
iE X E X n p −= = −∑ لذلك، فاإنّ

،(1-p)n= enln(1-p)=e–np e-np2[1/2+p/3+…] ّبما اأن

ويوؤدّي  p ∈ o (1√─ )n يُب�صّط تعبيرنا عن E (X) ب�صورة تقاربية اإذا كان np2 →0 . اإنّ هذا مكافئ ل� 
 p = clnn/n وللتّب�صيط اأكثر؛ �صع .E (X) في ne-npّوهذا يوؤدّي اإلى اأن ،(1-p)-1 و1 في(1 - p)n  في e-npّاإلى اأن
، كما احتجنا  p ∈ o (1√─ )n للح�صول على ne-np= n1-c ب�صبب اإمكانيّة اعتماد c على n. ويعطي الثابت c اأنّ 

اإليها �صابقًا. وعندما يكون c >1، فاإنّ n1-c →0في E (X) وهذا يبرهن جانبًا واحدًا للعتبة. 

عندما c<1، فاإنّ ∞→E(X) ون�صتخدم طريقة العزم الثانية. حيث نحتاج فقط اإلى تو�صيح اأنّ E(X)2 في
. لذا، فاإنّ:  2

i iX X= رة:  يّة م�صاعدة اأخرى للمتغيّرات الموؤ�صِّ E(X2) . وهنا تُ�صْتَخْدَمُ خا�صّ

 2(n-2)+1 معزولً، وهذا يمنع وجود vj و vi 1 فقط عندما يكون كلّ من XiXj ر تكون قيمة المتغيّر الموؤ�صِّ
 E (X) و ،E (XiXj) 2 فيnp-e ، �صلعًا. لذا، فاإنّ E(XiXj)=(1 - p)2n-3 . مرة اأخرى n ~ np-e(p-1)، ولذلك، فاإنَّ

. E(X2) في E (X) + n(n-1)e-np فيE + (X)2

 .E (X2) في E (X)2فاإنّ هذا يعطي ،E (X)→∞ ّبما اأن

النظرية 22.5.8 اأقوى من المطلوب من خلل التعريف لدالّة العتبة. لحظ اأن دالة العتبة اأكثر حدّة: حيث ن�صمن 
اأو نمنع وجود روؤو�ض معزولة عندما تكون ن�صبة p(n) اإلى lnn/n تقترب من ثابت غير �صفري، اأي اأن الثابت ل 

ي�صاوي 0 ول يكون ∞. 

يكون                                                            عندما  المعزولة.  للرّوؤو�ض  العتبة  حول  معروفة  حدّة  اأكثر  معلومات  هناك  زالت  ما  الحقيقة،  في 
p= lg n/n+ x/n ، وتح�صب X الرّوؤو�ضَ المعزولةَ، فاإنّ:  !e-M µk/ k في P (X = k) ، حيث m=e-x . )من الممكن اأنْ 
 .P(X = 0) في e–M ّفاإن ،k = 0 �ل .(Poisson distri	ution) يتعرّف القرّاء هذا التوزيع المحُدّد كتوزيع بوي�صون
لذا، فاإنّ هذا الحدّ الجمعيّ في p ي�صف التّحرك خلل العتبة من روؤو�ض معزولة تقريبًا دائمًا اإلى روؤو�ض غير معزولة 

تقريبًا. وهناك العديد من العتبات الحادّة المماثلة المعروفة، ولكن هدفنا هو اأ�صاليب ا�صتقاق توزيع بوي�صون التّقاربيّ. 

�صن�صتق فيما ياأتي دالّة عتبة لظهور البيانات الجزئيّة المثبتة. يكون البيان متوازنًا (balanced) اإذا كان 
البياناتِ  اأنّ  الكلّيّ، لحظ  البيان  معدّل درجة  اأكبر من  لي�ض  م�صتحدث  بيان جزئيّ  كلّ  الرّاأ�ض في  معدّل درجة 

المنتظمةَ جميعَها والغاباتِ كلَّها كذلك هي بياناتٌ متوازنةٌ.
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435 البيانات العشوائية  5.8

النموذج A لظهور H بو�صفها بيانًا جزئيًّا من Gp كلّه تقريبًا. 

رة للن�صخ المحتملة من H في Kn. يوجد  الاإثبات: ليكن X عددَ ن�صخ H في Gp؛ اأيْ اأنّ X مجموعةُ المتغيّرات الموؤ�صِّ
 A من المرّات، حيث A تظهر H وكلّ ن�صخة من .[n] اإلى V (H) من الطّرق لإر�صال n (n-1) ...(n-k + 1)
K-1 من المتغيّرات Xi . بما اأنّ ن�صخة من H تحدث 

j = 0A
1 ∏     (n-j) عددُ التّ�صاكلت الذّاتيّة ل� H. ولذلك، نح�صل على

 . E (X) ~ nk pl/ A ّمثبتة، فاإن k ّولأن . P (Xi = 1) = pl  ّعندما تحدث اأ�صلعها، فاإن
،E(X)→0 تعطي  cn→0 فاإنَّ  لذلك،   . ( ) /l

nE X c A ~   ( ) /l
nE X c A

p(n) = cnn يعطي
–k/l و�صع  اإنّ 

اأخرى  مرة   .cn→∞ عندما   E(X)2 ~ E (X2) على  نح�صل  اأنْ  فقط  بقي   .E(X) →∞ تعطي   cn→∞ و 
.  اإنّ هذه المجاميع غير مت�صاوية؛ لأنَّ E (Xi Xj) تعتمد على  2( )  ( )  ( )i j i iE X E X E X X≠= + ∑
اأنّ H'= Hi ∩Hj . نجمع الحدود باختيار H' ⊆ H . وعندما يكون 'H له r راأ�صًا و s �صلعًا، فاإنّ عدد الأ�صلع 

الذي نحتاج اإليه لتكوين Hi و Hj هو 2l-s. لذا، فاإنّ
 .E(Xi Xj)=P2l-s

H ‘ HjHi

 لتعيين اأزواج j, i  بحيث اإنّ  H′ = Hi ∩ Hj، نختار r من الرّوؤو�ض ل� ′H، و k - r من الرّوؤو�ض لكلّ من
 'Hj - H و  'Hi - H ، وتو�صعة ل� 'H لكلّ واحدة من تلك المجموعات. اإنّ عدد الطرق لختيار مجموعات الرّوؤو�ض 
 H' لتو�صعة M بالإ�صافة اإلى اأنّ عدد الطرق .n2k-r/ [r!(k-r)!2] الذي يقارب ، !

!( )!( )!( 2 )!
n

r k r k r n k r− − − + هو 
لكي نح�صل على ن�صخ من H في كل المجموعتين المعيّنتين من الدرجة k يعتمد على H و 'H فقط. وهذا العدد م�صتقلّ 
 Hi ∩ Hj = H' حيث تكون j,i من الأزواج ∑ E(XiXj) �الم�صاهمة ل .M/ [r!(k-r)!2] َالثابت 𝛼𝛼H' ليكن .pو n عن

.EH' ؛ ويُدعى هذا𝛼𝛼H'n2k-r p2l-s' �تقاربيّة ل
'H “بيانًا  '𝛼𝛼H عندما يكون   ~  n2k p2l/A2 ~E(X)2 لذلك فاإن .M=(k!/A)2 فاإن r = s = 0 عندما يكون 
) لجميع i, j حيث يكون Hi, Hj منف�صلين، ويكون هذا مقاربًا  )i jE X X∑  خاليًا”. وهذه هي الم�صاهمة الكلية ل� 
اأقل. لدينا 'H كلّه يملك رتبة  ل�  اأنّ الم�صاهمة الكلية من الختيارات الأخرى  باإثبات  E(X)2. ويكتمل الإثبات   ل� 
اأنّ يعطي  فهذا  متوازن   H اأنّ  والفر�ض   ،H′ ل�  الدرجة  معدّلُ   2s/r اأنّ  بما   EH'  ~  𝛼𝛼H'  A2E(X)2 n-r p -s   

/ عندما ∞→cn. وبما اأنّ ∞→pn r/s  يكافئ n –rp-s→0 ، فاإنّنا نح�صل  /     r s k lpn pn≥ →∞/ /     r s k lpn pn≥ →∞/ /     r s k lpn pn≥ →∞/ /     r s k lpn pn≥ →∞/ /     r s k lpn pn≥ →∞/ /     r s k lpn pn≥ →∞  2r/s ≥ 2k/1 اأو
)بتعبير  محدود   H' المحتملة  الجزئيّة  البيانات  عدد  اأنّ  وبما   . H φ′ ≠ ل�   2 o ( ( ) )HE E X∈ اأنّ  على 
■  .E (X2) في E (X) + EØ في E (X)2  ّفهذا يعطي اأن ،)l و k يت�صمن الثوابت
اأمّا  ،H ل�   (density) الكثافة  هي   d(H)= e(H) / n(H) الن�صبة  اإنّ  كلّه.   H�ل النتيجة  هذه   وتعمّم 
(H) = maxF⊆H d(F) فهي الكثافة الكبرى (maximum density)، حيث تكونان مت�صاويتين بال�صبط 
ا  بيانًا جزئيًّ H يملك  اأنّ كلّ بيان  H. لحظ  العتبة لظهور  p = n-1/p(H) هو  فاإنّ  H متوازنًا. لذا،  عندما يكون 
متوازنًا F بحيث يكون d(F) = p(H). وعندماpn p(H) 0 →، فاإنّ Gp كلّه تقريبًا ل يملك ن�صخة من F؛ اإذن، 
ا ل يملك ن�صخة من H. وفي الحقيقة فاإنّ p = n -1/p (H) يكون دائمًا دالّة عتبة لظهور H )التمرين 25(.  فهو اأي�صً
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الفصل 8     مواضيع إضافية )اختياري(436

 )Evolution and Graph Parameters( التّطوّر ومتغيرات البيان

نجد في العنوان الفرعي لكتاب بالمر [Palmer, 1985] اأنّ البيانات الع�صوائيّة تت�صمن درا�صة “دوال العتبة 
ا في اكت�صاف الظروف الغام�صة التي تحيط  التي ت�صهّل الدرا�صة الحذرة لتركيب البيان في اأثناء نموّه، وخ�صو�صً
بالظهور المفاجئ للمركبة ال�صخمة الوحيدة التي تمت�ضّ جيرانها ب�صورة نظامية، وتبتلع الأكبر منهم اأولً دون 
رحمة، وت�صتمر في المت�صا�ض حتى اآخر راأ�ض معزول. ثمّ تقع المركبة ب�صكل مفاجئ تحت ال�صيطرة بوا�صطة حلقة 

مولّدة”. 

اإنّ وجهة النظر المتطوّرة تولّد بيانات ع�صوائيّة على m من الأ�صلع بطريقة تعطي ف�صاء الحتمال نف�صه 
كنموذج B، ولكنها تجعل التفكير البدهي اأ�صهل. وب�صورة تقريبية، فاإنّ كلّ �صيء اقترح حول البيانات الع�صوائيّة 

ب�صورة حد�صيّة اأو تجريبية يكون �صحيحًا. ف�صلً عن اأنّ وجهة النظر المتطوّرة تُح�صّن هذا الحد�ض. 

اإنّ توليد m من الأ�صلع في الوقت نف�صه اأو واحدًا تلو الآخر يعطي التوزيع الحتمالي نف�صه، جاعلً البيانات 
ن�صتطيع  الحالّي،  التركيب  على  جديد  �صلع  تاأثير  درا�صة  خلل  ومن  الحدوث.  مت�صاوية  الأ�صلع  من   m على 
 m(n) ل�  اإنّ مرحلة التّطوّر هي مدى من القيم  اأيّ مرحلة.   عمل فر�صيات بدهية حول الخ�صائ�ض للبيان عند 
)اأو p(n)( يتحقّق فيه الو�صف التركيبيّ لبيان نموذجيّ ل يتغيّر كثيًرا. لقد در�صنا الأ�صاليب الأ�صا�صيّة للتّحقّق 
من هذه الأو�صاف، ولكن الح�صابات قد تكون �صعبة. لذا، �صوف ن�صف المراحل با�صتخدام التّطوّر الحد�صيّ فقط. 

 Ai,.. ,Ar نلحظ اأولً اأنّ م�صاعفًا بثابت تقريبًا لل�صيء هو تقريبًا ل �صيء. لذلك، عندما يحدث كلّ من
دائمًا تقريبًا )r مثبتة(، فيتبع تقريبًا دائمًا اأن جميعها تحدث. 

البيان  اأنّ  معزول. لحظ  �صبه  يكون  �صلع جديد  وكلّ  اأ�صلع،  دون  الرّوؤو�ض  من  بالعديد  نبداأ  البداية،  في 
الع�صوائيّ هو مواءمة حتى يكون جزء لباأ�ض به من الرّوؤو�ض المت�صمنة قد رُبِطَ من خلل الأ�صلع. اإنّ العتبات 
/ ولكن  kp t →∞ p ~ cn –k/(k-1) لظهور �صجرات جزئيّة مثبتة تعمّم هذا. ليكن tk (n) = n–k/(k-1). اإذا كان 

، فاإنّ كلّ �صجرة جزئيّة مثبتة على k من الرّوؤو�ض تظهر، ولكن ل يظهر اأيّ منها على k + 1 من  1/ 0kp t + →
الرّوؤو�ض. )العبارات حول الأ�صجار المنفردة ت�صبح عبارات حول الأ�صجار جميعها التي لها الرتبة نف�صها(. ف�صلً 
 Gp ّلذلك، فاإن .)k �ا تحت العتبة لظهور حلقات مثبتة )الكثافة 1، طول محدود ب عن ذلك، فاإن p هذه هي اأي�صً

غابةٌ من الأ�صجار التي رتبتها k على الأكثر. وتظهر كلّ �صجرة على k من الرّوؤو�ض بو�صفها مركّبة. 

حد�صيًّا، ل يملك البيان الع�صوائيّ حلقات في هذه المرحلة من التّطوّر؛ لأنّه عندما ل توجد مركبة كبيرة، فاإنّ 
اإ�صافة �صلع ب�صكل ع�صوائيّ يكون اأكثر ميلً لربط مركبتين من الوقوع في مركبة واحدة. ولجعل الحد�ض دقيقًا، 

ن�صع X ليكون عدد الحلقات في Gp ونح�صب: 
.

( )
3 3

1( ) ( 1)! ( ) / 2
2

n n
n k k
k

k k

E X k p np k
= =

= −∑ ∑<

.E (X)→0 ّفاإن pn→0 اإذا كان
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437 البيانات العشوائية  5.8

المرحلة الرئي�صة التالية للتّطوّر هي p= c/n حيث c <1 > 0. بافترا�ض اأنّ X تح�صب الحلقات، ل ن�صتطيع 
الن�صبة  فاإنّ   ،n ل�  ا  اأ�صا�صيًّ جزءًا   k يكون  عندما  لأنّه  ؛  ( ) ~ ( ) / 2

3
kn

E X np k
k =∑ اإنّ  بالقول  ال�صتمرار 

E(X) اإلى مجموعتين، وت�صبح التعليلت اأكثر �صعوبة. عندما  اأنْ نق�صم   nk/ (n)k ل تقترب من 1. لذا، يجب 

ومع  تقريبًا.  بوي�صون  توزيع  هو   Gp للحلقات في  والعدد   ،c′ ثابت  تقترب من   E(X) اأنّ  فاإننا نجد   ،  pn  →c 
�صوف  التّالي  لع  ال�صّ اأنّ  نتوقّع  نزال  ل  فاإننا  �صغيرة،  جميعها  المركبات  اأنّ  ومع  قليلة  مركبات  في  حلقات  وجود 
يربط مركّبتين اأو ين�صئ حلقة في مركّبة ل تملك حلقة. في هذا المدى، فاإنّ حجم اأكبر مركّبة هو logn تقريبًا . 
وهناك العديد من المركّبات التي يملك كلّ منها حلقة واحدة على الأكثر، في حين تبقى معظم الرّوؤو�ض منتمية اإلى 

مركّبات ل حلقيّة. 

المزدوجة القفزة  هذا  ويُ�صمّى  جذرية.  ب�صورة  تتغيّر   Gp بنية  فاإنّ   ،1 وتتعدى   c ت�صل   عندما 
(double jump) ؛ لأنّ بنية Gp ذات معنًى مختلف ل� c ~ 1 ،c <1، وc < 1. عند pn = 1، فاإنّ طريقة العزم الثانية 
ت�صمن اأنّ Gp كلّه يملك حلقة تقريبًا. وتقفز رتبة اأكبر مركّبة من logn اإلى n 2/3. ل�  Pn = c >1 ، لحظ اأنّ الرتبة 
“للمركّبة ال�صخمة” ت�صبح خطّيّة في n. كذلك فاإنّ Gp يميل لمتلك حلقة لها ثلثة اأوتار متقاطعة، ويكون غير 

�صويّ. 

تاليًا، ليكن p قريبًا من clnn/n. مع c < 1، لقد برهنّا اأنّ GP كلّه يملك روؤو�صًا معزولة تقريبًا. وعندما                         
c > 1، فاإنّ هذه الرّوؤو�ض تختفي. عندما ن�صيف اأ�صلعًا لبيان غير مترابط، فاإنّ هذه الأ�صلع يمكن اأنْ تذهب 
اإ�صافة اأ�صلع �صوف تربط  اأنّها تربط مركّبتين. وعندما تكون المركّبات جميعها �صغيرة، فاإنّ  اأو  داخل مركّبة، 
لحظ  النقطة،  هذه  عند  �صخمة.  مركّبةً  ينتج  هذا  فاإنّ  الأمر،  نهاية  وفي  تقريبًا.  مركّبات  بين  موؤكدة  ب�صورة 
غيرة. ومن بين هذه  اأنّ الأ�صلع الم�صافة تكون تقريبًا داخل المركّبة ال�صخمة، اأو تربطها باإحدى المركّبات ال�صّ
غيرة، نجد اأنّ فر�صةَ المركّبات الكبيرة منها اأكبُر ل�صتقبال مثل تلك الأ�صلع. وبتعبير اآخر، عندما  المركّبات ال�صّ
قِبَلِ المركّبة ال�صخمة تكون روؤو�صًا معزولة. وهذا  تُبْتَلَعُ من  غيرة المتبقّية التي  c ال� 1، فاإنّ المركّبات ال�صّ تتعدى 
يف�صّر ب�صورة حد�صيّة لماذا تكون العتبة لخا�صية التّرابط هي نف�صها العتبة لعدم الظهور للرّوؤو�ض المعزولة . اإذا 
ا حلقة مولّدة تقريبًا. ولحظ اأنّ درجة �صغرى k )والظهور للحلقة  كان c > 1، ف�صنجد فجاأة اأنّ Gp كلّه يملك اأي�صً

 .In n/n+ (k - 1) In n/n :ا ذا رتبة اأقل وهو الهاملتونيّة عندما k = 2( تملك عتبة تت�صمّن حدًّ

اإنّ المراحل الأخيرة من التّطوّر تحدث عندما ∞→pn/ ln n ، لكن p = o(1). واأخيًرا، فاإنّ p = c؛ وهذا 
يعود بنا اإلى حيث بداأنا درا�صتنا. 

النظر  ت�صبح وجهة  المتناثرة، حيث  للبيانات  المجال  �صنترك   ،c →∞ مع   p = clog n/n يكون  عندما 
العتبة،  احتمال  لدوال  اأقلّ  اهتمامًا  و�صنعطي  الع�صوائيّ،  البيان  و�صندر�ض خ�صائ�ض  اأقل،  قيمة  التّطويريّة ذات 
ا عندما يكون p ثابتًا. افتر�ض اأنّ m متغيّر معطى. لحظ  ونركّز على القيمة الم�صابهة لمتغيرات البيان، وخ�صو�صً
اأنّنا نريد بيان اأنّ μ(Gp) ~ f (n) تقريبًا لكل Gp. ن�صتطيع عر�ض هذا كعتبة عندما يكون μ(Gp) هو تقريبًا دائمًا 
f(n) – ϵ g(n) μ(G p) هو تقريبًا دائمًا بين  اإذا كان   .ϵ  <  0 ، لكل   (1 + ϵ)  f(n) و (1 - ϵ)  f(n)  بين 

 .μ(Gp) ϵ f (n) (1 + o(1)) ف�صي�صبح لدينا عبارة اأقوى تُكْتَبُ على �صورة ،g(n) =o( f(n)) حيث ،f(n) + ϵ g(n)و
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الفصل 8     مواضيع إضافية )اختياري(438

ال�صّفليّ  فللحدّ  معروفة!  اأمثلة  في  تحدث  ل  البيانات  لمعظم  �صحيحة  تكون  التي  الخوا�ض  بع�ض  اإنّ 
2

( ) log ( ( ))G n Gα < بحيث  البيانات  من  نهائيّ  ل  ل�صفّ  تركيب  يوجد  ل  رامزي،  اأعداد  على   المعروف 
على الرّغم من اأنّ معظم البيانات تملك هذه الخا�صيّة.  2

( ) log ( ( ))G n Gω < و 

اإلى خوارزميّة �صريعة ت�صاعد على حلِّ م�صاألة �صعبة لمعظم  اأنْ تقود  البيان الع�صوائيّ يمكن  اإنّ خ�صائ�ض 
المدخلت. فعلى �صبيل المثال، بعد ذكر نتيجتين حول درجات الرّوؤو�ض في بيانات ع�صوائيّة، �صنبّين كيفية ا�صتعمال 
للبيانات  الأدبيّات  وفي  دائمًا”.  “تقريبًا  ت�صاكل  لفح�ض  �صريعة  لت�صميم خوارزميّة  الدرجة  متتالية  خ�صائ�ض 

الع�صوائيّة، نجد اأنّ ωn ترمز اإلى دالّة غير محدودة لكنّها تنمو ب�صورة ع�صوائية وبطيئة. 
p = ωn log n/n و ϵ > 0 مثبتة، فاإنّ Gp كلّه  نظرية: (Erdös- Re'nyi [1966]) اإذا كان   .24.5.8

تقريبًا يحقّق اأنّ:
■  (1 ) ( ) ( ) (1 )p ppn G G pn−∈ δ ≤ ∆ ≤ +∈<                                                   
بولوبا�ض                            بينَّ  وقد  كبيًرا،  زال  ما  التّغيّر  فاإنّ  ذلك،  ومع  المعدّل.  من  قريبة  الرّوؤو�ض  معظم  درجات  تكون 
≥ p /1، فاإنّ الراأ�ض الذي درجته كبرى يكون وحيدًا تقريبًا في Gp كلّه اإذا وفقط  (a's, 1982	Bollo) اأنّه لكل2ّ 
لعيّ الثابت، فاإنّ الكثير  اإذا كان  ∞→ pn/ log n. وعندما نكمل التّطوّر من خلل العودة اإلى حقل الحتمال ال�صّ
لة تكون معروفة حول توزيع الدّرجة. و�صوف يكون هنالك تقريبًا دائمًا بع�ض الرّوؤو�ض مع درجات  من النتائج المف�صّ
عالية معزولة قبل اأنْ تبداأ الدّرجات في التّجمّع. وقد حدّد بولوبا�ض عدد الدّرجات المختلفة التي قد تكون م�صمونة. 
25.5.8. نظرية: ('as [1981b]	Bollo) في النموذج A مع p مثبتة و t ∈ o (n/logn) 1/4، فاإنّ Gp كلّه 
يملك درجات مختلفة لروؤو�صه التي تملك درجة عليا والتي عددها t تقريبًا. اإذا كان t ∉ o(n/ log n)1/4، فاإنّ 
■ Gp كلّه يملك di = di+1 لبع�ض  i<t  تقريبًا.  

�صنطبّق هذه النتيجة لفح�ض التّ�صاكل. ل توجد خوازميّة زمن - كثيرة حدود معروفة لهذه الم�صاألة، اإلّ اأنّ باباي، 
واإيردوز، و�صيلكو (Babai- Erdös- Selkow, [1980]) ا�صتخدموا نتائج الدّرجة على بيان ع�صوائيّ لتطوير 
خوارزميّة �صريعة تعمل تقريبًا دائمًا. ونعلم اأنّ مجموعة H تحوي البيانات جميعها تقريبًا، وتبيّن اأنّ التّ�صاكل مع 
بيان في H يمكن فح�صه �صريعًا من خلل خوارزميّة الو�صم القانوني التي تتقبل وتو�صم بيانًا بطريقة قانونية اإذا 
 كان منتميًا اإلى H. وتتحقّق الخا�صية المرغوبة عندما تُو�صمُ الرّوؤو�ض v1, …,vn في بيان، في حين تُو�صمُ الرّوؤو�ض

 w1, …,wn في بيان اآخر، عندها نجد اأنّ دالّة التناظر التي تر�صل vi اإلى wi فقط هي ت�صاكل محتمل، ويمكن بعد 
ذلك فح�ض التّ�صاكل من خلل مقارنة م�صفوفات التّجاور تحت هذا الو�صم. 

التّ�صاكل لمعظم  نتيجة: (Babai- Erdös- Selkow [1980]) توجد خوارزميّة تربيعيّة تفح�ض   .26.5.8
اأزواج البيانات. 

الرّوؤو�ض  الرّوؤو�ض، وممثلً بم�صفوفة تجاوره. عندها، نح�صب درجات  n من  بيانًا معطًى على   G ليكن  الاإثبات: 
 ون�صنفها من خلل و�صم الرّوؤو�ض في ترتيب متناق�ض للدرجات. ثبّتقr = ⌊3 lgn⌋. اإذا كان d(vi) = d(vi+1) لأيّ
 i<r، فارف�ض G. يعطي ا�صتخدام p =1/2 في النظرية 25.5.8 تقريبًا اأنّ كلّ بيان �صيجتاز هذا الختبار ب�صورة ناحجة.
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439 البيانات العشوائية  5.8

 �صع  U={v1, …, vr} . مع r = ⌊3 lgn⌋، فاإنّه يوجد حوالي n3 مجموعة جزئيّة مختلفة من الرّوؤو�ض 
قِبَلِ جواراتها  U، فهناك فر�صة لتمييز هذه الرّوؤو�ض من  n - r من الرّوؤو�ض فقط خارج  اأنّه يبقي  U. وبما  في 
في U. �صوف تكون المجموعة H هي البيانات جميعها التي ت�صل اإلى هذه المرحلة التي يتحقق فيها هذا: تملك 
رْ N(X)∩U  بو�صفها  الرّوؤو�ض ل� V-U جوارات مختلفة في U. ولفح�ض هذا في زمن O(n2) واإكمال الو�صم، �صَفِّ
مرتبة ثنائية من الدرجة r لكلّ  x ∈ V – U. اح�صب هذه بو�صفها اأعدادًا ثنائية �صحيحة، و�صنّفها؛ تاأخذ هذه 
الخطوات زمن O(n logn). اأعد و�صم الرّوؤو�ض من vr + 1 اإلى vn ك� wr+1, …, wn في ترتيب متناق�ض لهذه القيم. 

 .G اإذا كانت هنالك قيمتان متتاليتان مت�صاويتان، ارف�ض

 G هذا الحدّ، فاإنّه ل يملك ت�صاكلت ذاتيّة غير تمهيدية. لحظ اأنّه يوجد لأيّ بيان يت�صاكل مع G اإذا اجتاز
ت�صاكلٌ واحدٌ فقط ل� G، وهذ التّ�صاكل معطى بتطبيق خوارزميّة الو�صم القانونية له. اإذا اجتاز كل البيانين الو�صم 
القانونّي، فاإنّ المرحلة الأخيرة هي مقارنة م�صفوفات التجاور ب�صفوف واأعمدة مُدلّل عليها بالو�صم القانونّي. 

 . O (n2) وتكون البيانات مت�صاكلة اإذا وفقط اإذا كانت الم�صفوفات متطابقة. وتتمّ هذه المقارنة في زمن

يجب اأنْ نبين اأنّه لكلّ Gp تقريبًا، فاإنّ متجهات التّجاور داخل مجموعة محدّدة مكوّنة من r الرّوؤو�ض تكون مختلفة 
يملك   y,x زوج  لأيّ   (1-p)r ب�  تقريبيّ  ب�صكل  محدودًا  يكون  الحتمال  فاإنّ   ،p  ≤  1/2 كان  اإذا  المتبقّية.  للروؤو�ض 
U بو�صفها  U لي�صت مختارة ب�صورة ع�صوائية؛ ان اختيار  U. وقلنا ب�صورة تقريبية لأنّ  التجاورات نف�صها في 
واقعٍ على هذه  احتمال وجود �صلع محدّد  ويزيد  الع�صوائيّة،  الأعلى ي�صعف  التي درجتها هي  الرّوؤو�ض  مجموعة 
الرّوؤو�ض. وعلى الرّغم من هذا فاإنّها ل تتغير كثيًرا. و يكون عددُ اأزواج الرّوؤو�ض المتوقّع خارج U مع التّجاورات 
O[(n-r. اإذا اأعطينا اختيارنا ل� r، فاإننا ن�صتطيع تحديد اللوغاريتم للأ�صا�ض 2 

2 )(1-p) المتطابقة في U محدودًا ب� 
∞-. لذا، فاإنّ البيانات  لهذا ب� 2lgn – 3lgb lgn، حيث b= 1/ (1 - p) )اإذا كان p ≥ 1/2(. وهذا يقترب من 
 ■ جميعها تقريبًا تملك متجهات تجاور في هذه المجموعة.  

وظهرت  كافية.  ب�صورة  الكبيرة   n لقيم    n-1/7 ب�  محدودًا  الو�صم  خوارزميّة  في  الرّف�ض  احتمالُ  يكون 
 .([Babai- Kučera, 1979]) c-n مع احتمال رف�ض O(n2) تح�صينات لحقة لخوارزميّة تعمل في زمن

 )Connectivity, Cliques, and Coloring( التّرابط والعصب والتّلوين

اإنّ درا�صة “ال�صّلوك النموذجيّ” لتركيب ع�صوائيّ غالبًا ما يت�صمن درا�صة التوزيعات الحتماليّة لمتغيراته. 
و�صناأخذ في الح�صبان هنا كلًّ من الترابط، والع�صب، والتلوين للبيانات الع�صوائيّة. 

وللبيانات الع�صوائيّة، فاإنّ الخوارزميّات الب�صيطة يمكن انْ ت�صبح جيدة. فعلى �صبيل المثال، فاإنّ اإيجاد ع�صبة 
كبرى هو �صعب - PN (NP- hard). اإذا علمنا تقريبًا اأنّ كلّ بيان يملك عددًا ع�صبيًّا قرابة lg n 2، فاإننا ن�صتطيع 
فح�ض المجموعات الجزئيّة جميعها للروؤو�ض حتى حجم lg n 3 لتكون ع�صبًا. اإذا كان ω(G) 3 gl n، فاإنّ هذا 
يح�صب )G( ω؛ لأنّ كلّ مجموعة حجمها 1+ )ω)G لي�صت ع�صبة. واإذا كان ω(G) 3 gl n، فاإنّ الخوارزميّة 
 ،2 lg n ولكنّ هذا نادر الحدوث. هناك الكثير من المجموعات الجزئيّة ذات حجم ،ω )G( تف�صل في ح�صاب
ا�صتخدام  ولكنها قريبة وتو�صح طريقة واحدة يمكن من خللها  – كثيرة حدود،  لتكون خوارزميّة زمن  ولهذا 
خوا�ض البيانات الع�صوائيّة خورازميًّا. بع�ض م�صائل �صعب - NP تكون وا�صحة لبيانات ع�صوائيّة. وعلى الرّغم من 
) لكلّ بيان ب�صيط ،G ([Vising, 1964]) فاإنّ اتخاذ القرار بقيمة من بين  ) ( ) ( ) 1G G G∆ ≤ χ′ ≤ ∆ + اأنّ 
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الفصل 8     مواضيع إضافية )اختياري(440

 G عندما يملك '(G) =∆(G) +1 ّلقد اأثبت فايزنج اأن .NP ([Holyer, 1981]) - هذه القيم يكون �صعبًا
ثلثة روؤو�ض فقط على الأقل درجتها كبرى. لذلك، لحظ اإيردوز وويل�صون [1977] خا�صية الإفرادية للرّاأ�ض الذي 
 ،k للبيان الع�صوائيّ. للبيانات المتناثرة والثّابت '(G) =∆(G) ّكما لحظ اأن .p =1/2 يملك درجة كبرى عندما
ا لحتمال �صلعيّ ثابت؟ يمكن اأنْ  فاإنّ عتبات ترابط k ودرجته ال�صغرى هما ال�صّيء نف�صه. فهل يتحقق هذا اأي�صً
تعمّم النظرية 18.5.8 وتقوّى لتبيّن اأنّه اإذا كان )) p و n/logn) k ∈ o مُثبَتا، فاإنّ Gp كلّه تقريبًا يملك k جارًا 
م�صتركًا لكلّ زوج من الرّوؤو�ض، وعليه يكون مترابطًا من الدرجة k )التمرين 33(. اإنّ تح�صين هذا يتطلّب طرقًا 

اأخرى؛ وقد بيّن بولوبا�ض [1981b] للثابت p اأنّ Gp كلّه تقريبًا يملك ترابطًا ي�صاوي درجة �صغرى. 

لظهور ع�صبة من  احتمال  عتبة   23.5.8 النظرية  تعطي  مثبتة،   k ل�ِ  )الع�صبة(؟  الع�صب  ماذا عن عدد 
الدرجة k. ولكن لثابت p، فاإنّ العدد الع�صبي ينمو مع n. اإنّ تحديد العدد الع�صبي هو تام -NP. ولكننا لبيان 
ع�صوائيّ ن�صتطيع اأنْ نخمّن القيمة ال�صحيحة مع احتمال عالٍ دون النظر اإلى البيان! ب�صورة مذهلة، ل� p مثبتة، 
فاإنّ GP كلّه تقريبًا يملك اإحدى القيمتين المحتملتين للعدد الع�صبي )بو�صفها دالّة في n(، ولكل k ∈ ℕ، يوجد 
مدى ل� n حيث يكون العدد الع�صبي تقريبًا دائمًا ي�صاوي k. اإنّ الطريقة هي اإيجاد حدود على r(n) بحيث يكون 

 .1+r ول توجد واحدة منها تقريبًا تملك ع�صبة من الدرجة ،r كلّه تقريبًا يملك ع�صبةً من الدرجة Gp

27.5.8. نظرية: ([Matula, 1972]) ل� p = 1/b مثبتة، و ϵ > 0 مثبت، فاإنّ Gp كلّه تقريبًا يملك عددًا 
.d=2 log	 n - 2 log	 log	 n+ 1 +2 log	 (e/2) حيث ،⌊d + ϵ⌋ و ⌊d - ϵ⌋ ع�صبيًّا بين

 (r/e(r 2 rπ . بما اأنّ  ( ) 2( )( )
r

r
nE X pr= الاإثبات: )مخطّط( اإذا كان Xr عددَ الع�صب من الدّرجة r، فاإنّ 

و  r→∞ كان واإذا   . 1/2 1 ( 1)/2( ) ~ (2 ) ( )r r
rE X r enr pπ − − − ����ا اأي���������صً ف����اإنّ����ه  ����ص���ت���يرل���ن���ج(،   )ت���ق���ري���ب 

اللوغاريتم  خذ  ه��ذا؛  يتحقق  بحيث   r(n) لتحديد   .  E(Xr)→0 اأنّ  نتوقّع  فاإنّنا   ،(enr -1 p (r-1)/2))  ≤  1 
)للأ�صا�ض b( في المتباينة، وجد الحلّ ل� r لإيجاد:

r ≥ 2 logb n- 2 logb r +1+2 logb e.

ف اأعله، وب�صورة اأكثر دقة، اإذا كان ∋ + r > d، فاإن Gp كلّه  وهذا مكافئ تقريبًا ل� r  d (n) كما عُرِّ
 .r تقريبًا ل يملك ع�صبة حجمها

ياأتي الحدّ ال�صّفليّ من تطبيق طريقة العزم الثّانية بحر�ض، كما في النظرية 23.5.8، ولكن اعتماد r على 
 X يجمع احتمالت الحدوث الم�صترك للأزواج المرتّبة لع�صب من 

 2
r ل�  التّوقّع  اإنّ  اأكثر �صعوبة.  التّحليل  n يجعل 

الدّرجة r جميعها. ويعتمد هذا الحتمال على عدد الرّوؤو�ض الم�صتركة فقط. لذلك فاإنّ:

. 2 2( ) ( )2 2

0
( ) ( ) ( )( )

r k
r

n r n r
r r k r k

k
E X p −−

−
=

= ∑
حيث   ، 2 2( ) / ( )r rE X E X =  n nα β+ ليكن   . م�صيطر  منف�صلة(  )ع�صب   k = 0 ل�  الحدّ  اأنّ  نبيّن  اأنْ  نريد 
. نبحث عن αn ~ 1  و βn → 0. عندما r~2 logbn، فاإنّ  ( )

21

1
( )( )

k

rn r n r
r k r kk

b
 
 − −  

−=∑  ( k
2 ) و ( )( ) 1n n r

n r rα −= −

بالمر انظر  �صعوبة؛  اأكثر  هي   nβ ل�  المناق�صة  اإنّ   .αn~e-r2/(n-r) →1 اإلى  تقود   ( ) / ( )b a
k k ل�  التّقارب   �صيغة 

■   .[1985, p.75-80] 

الهاملتونيّة  للحلقات  ال�صّروط  قوّة  لقيا�ض  تطبّق  اأنْ  يمكن  بيان  لمتغيرات  درا�صتنا  اأنّ   لحظ 
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441 البيانات العشوائية  5.8

(Palmer, [1985, p. 81-85]). اإنّ النظرية ل تبرهن �صيئًا اإذا لم تتحقّق فر�صياتها؛ وتكون النظرية قوية اإذا 
ف قوة  تحققت النتيجة فقط عندما يتحقق الفر�ض؛ وفي هذه الحالة ل يمكن تخفيف الفر�صيات اأو اإ�صعافها. ونعرِّ

(Strength) النظرية على اأنّها احتمال تحقّق فر�صياتها مق�صومًا على احتمال تحقّق ا�صتنتاجاتها. 

 Gp ّعتبةٌ لحلقة هاملتونيّة، فاإن p = log n/n ّخذ في الح�صبان �صروط كفاية للحلقات الهاملتونيّة. بما اأن
G يكون هاملتونيًّا عندما تكون  اأنّ   [1952b] مثبتًا. لقد بيّن ديراك p كلّه تقريبًا يكون هاملتونيًّا عندما يكون 
درجة كلّ راأ�ض n/2 على الأقل )النظرية 8.2.7(. وعندما يكون p < 1/2، فاإنّ هذا ال�صّرط يتحقق ل�Gp كلّه تقريبًا 
؛ وعندما يكون p < 1/2، فاإنه ل يتحقق تقريبًا. لذلك فاإن قوة التقارب لنظرية ديراك تكون 0 عندما يكون p ثابتًا 

وت�صاوي على الأكثر 2/1. والم�صير نف�صه يحدث ل�صروط الدّرجات الأخرى في الجزء 2.7. 

ترابطه  تزيد درجة  يكون هاملتونيًّا عندما   G اأنّ   [1972] واإيردوز  كلٌّ من كفتال  اأثبت  الأثناء،  وفي هذه 
ثابت  لكلّ  قوية  تكون  النتيجة  هذه  اأنّ  المتغيّرات  هذه  عتبات  وتعطي   .)19.2.7 )النظرية  ا�صتقلله  عدد  على 
دائمًا تقريبًا   k)G 

p( ≥k اأنّ  ا  اأي�صً ونعلم  دائمًا،  تقريبًا   ( ) 2(1 ) logp
bG nα +∈< اأنّ  نعلم   . p>0  

)عندما k = o(n / log n)(. لذلك، فاإنّ 𝛼𝛼 < k تقريبًا ل� Gp كلّه، والقوة التقاربية للنظرية تكون 1. 

النتائج  ، فاإنّنا ن�صتطيع تطبيق  ا  اأي�صً p-1 ثابت  اأنّ  p. وبما  لثابت  ا  لونيًّ ناأخذ في الح�صبان عددا  واأخيًرا، 
على عدد الع�صب: تقريبًا Gp كلّه ل يملك مجموعة م�صتقرّة فيها اأكثر من 2 logbn(o(1) + 1) راأ�صًا، حيث                                         
) تتحقّق تقريبًا دائمًا. اإنّ اإنجاز هذا الحدّ  ) (1/ 2 (1)) / logp

bG o n nχ ≥ + b=1/(1-p). لذلك، فاإنّ 
يتطلب اإيجاد مجموعات م�صتقرّة منف�صلة عديدة لها اأحجام قريبة من الأحجام الكبرى. ولعقد من الزمان، فقد 

ا لتلوين ي�صتخدم �صعفي عدد الألوان التي في الحدّ ال�صّفليّ على الأكثر.  كانت اأف�صل نتيجة هي �صمانًا خوارزميًّ

لقد اأثبت بولوبا�ض [1988] اأنّه يمكن تحقيق الحدّ ال�صّفليّ با�صتخدام اأ�صلوب احتمالي اآخر ي�صمن اإيجاد 
تملك مجموعة  كلّ  فاإنّ  تقريبًا،  كلّه   Gp في  اأنّه  ا  اأي�صً اأثبت  وقد  الكفاية.  فيه  بما  كبيرة  م�صتقرّة   مجموعات 

n/(logb n)2 من الرّوؤو�ض على الأقل تحوي ع�صبة رتبتها 2logb n – 5 logb logb n على الأقل. وهذا ي�صمح 

اأنْ  التي يمكن  الرّوؤو�ض  القليل من  القليل  اإلّ  باأحجام �صبه كبرى حتى ل يبقى  با�صتخل�ض مجموعات م�صتقرّة 
ت�صبّب م�صكلة؛ والمتبقية يمكن اأنْ تعطى األوانًا مختلفة. 

قبل تطوير نهج بولوبا�ض، �صوف نقدّم نتيجة �صابقة لأهميّتها الخوارزميّة: ت�صتخدم الخوارزميّة الج�صعة 
n /logbn(ϵ +1) لونًا على الأكثر تقريبًا على Gp كلّه. لذلك، فاإنّها “تقريبًا دائمًا تعمل” بو�صفها خوارزميّة 
تقريب بالح�ض نف�صه الذي تعمل فيه تقريبًا دائمًا الخوارزميّة ال�صابقة للتّ�صاكل. وقد بيّن كلّ من جيري وجو�صون 
 [1976] عدم وجود خوارزميّة �صريعة ت�صتخدم على الأكثر �صعفي العدد الأمثل من الألوان على كلّ بيان اإل اإذا كان
اإثبات بولوبا�ض ل يعطي خوارزميّة �صريعة لتلوين كلّ بيان تقريبًا بعددٍ يقترب من عدد الألوان  اإنّ   .P = NP

الأمثل؛ لأنّه اإثبات وجود فقط.

 .b = 1/(1-p) معطًى، وليكن p ّليكن احتمال �صلعي (Grimmett- McDiarmid [1975]) :28.5.8. نظرية
لثابت p وثابت ϵ  > 0، فاإنّ Gp كلّه تقريبًا يحقق: 

(1/2- ϵ)n/ log	n ≤  (Gp) (1 + ϵ)n/log	 n
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اأنّ  نبيّن  �صوف  العلويّ،  للحدّ  اأعله.  اقترح  كما  م�صتقرّة،  مجموعات  با�صتخدام  يتبع  ال�صّفليّ  الحدّ  الاإثبات: 
التلوين ال�صّره ل� v1, …,vn على الترتيب ي�صتخدم f(n)= (1+ ϵ) 2/ logb n على الأكثر من الألوان تقريبًا على 
Gp كلّه )للتب�صيط؛ اختر ϵ بحيث يكون f(n) عددًا �صحيحًا(. �صمن مجموعة البيانات على n من الرّوؤو�ض التي 

ت�صتخدم األوانا اأكثر، لتكن Bm هي المجموعة التي فيها vm هو الراأ�ض الأول الذي ي�صتخدم اللون fn + 1. �صوف 
 .n→∞  1 عندما

n

m
P

=∑ (Bm) → 0 نبرهن اأن
اإذا اأُعطيت بيانًا G، فاجعل Gm=G[{v1, …, vm-1}] . لحظ اأنّه قبل ا�صتخدام اللون fn + 1، يجب اأنْ 
يُ�صتخدم اللون fn. لذلك، نجد اأنّ لكلّ G ∈ Bm فاإنّ التّلوين ال�صّره ي�صتخدم fn لونًا. ليكنki عدد المرات التي يظهر 
فيها اللون i في هذا التّلوين. وب�صبب حاجتنا اإلى ا�صتخدام اللون fn + 1، فاإنّ vm+1 يجب اأنْ يملك جارًا واحدًا 

. ( )
i

1
1 (1 )

f n

i

kp
=
 − − Π على الأقلّ من كلّ لون fn ,..,1. واإذا اأعطينا الأعداد } {ki، فاإنّ احتمال هذا هو 

لقد ب�صّط كلٌّ من بولوبا�ض واإيردوز [1976] الح�صابات التّالية التي ت�صمّنت هذا الحدّ بملحظة اأنّ الحدّ 
يكبر عندما تكون ki جميعها مت�صاوية )التمرين 37.3.8(. لذا، فاإنّ:

( )
-1/ /

1
1-(1- ) 1-(1- ) < 1-(1- )i

f n
k m f f n f f

i
p p p

=
     Π ≤     

( )
-1/ /

1
1-(1- ) 1-(1- ) < 1-(1- )i

f n
k m f f n f f

i
p p p

=
     Π ≤     

( )
-1/ /

1
1-(1- ) 1-(1- ) < 1-(1- )i

f n
k m f f n f f

i
p p p

=
     Π ≤     

( )
-1/ /

1
1-(1- ) 1-(1- ) < 1-(1- )i

f n
k m f f n f f

i
p p p

=
     Π ≤     

/ يكون كحدّ على الحتمال حيث ينتمي البيان الكلّيّ  ( ) ( )= 1-(1- ) n f n f n
nb p   اأُعطينا Gm، فاإنّ  واإذا 

 G اإلى Bm. وبما اأنّ هذا يتحقّق ل� Gm كلّه، فاإنّنا ن�صتنتج اأنّ P (Bm) < bn. وهذا يتحقّق ل� m كلّه. لذلك، فاإنّ
 .

1

( )
n

m
m

P
=

∑ B < nbn

يعطي  fn= cn/ logb nتعوي�ض واأنّ   .nbn  <  ne –f (1-p) n/f فاإنّنا نح�صل على   ،(1 - p)-x  <  e –x  وبا�صتخدام 
∞- . لذلك،   n/f = n -1/c(p - 1). وي�صبح اللوغاريتم للحدّ log n - cn1-1/c/logb n. وهذا يقترب من c < 1 لِـ 
■ فاإنّ احتمال اأنْ ت�صتخدم الخورازميّة ال�صّرهة اأكثر من f (n) من الألوان يكون محدودًا بدالّة تقترب من 0. 

 (Hajo's) وء على م�صائل م�صهورة اأخرى في نظريّة البيان. لقد خمّن هاجو�ض اإنّ رتبة نموّ (G) ت�صلّط ال�صّ
ا ل� Kr )انظر الملحظة 21.2.5(. وقد تم نق�ض هذا من قِبَلِ كاتلين  اأنّ كلّ بيان عدده اللونّي r يحوي تق�صيمًا جزئيًّ
 [Erdös- Fajtlowicz, 1981] تمرين 40.2.5(. وقد لحظ كلّ من اإيردوز وفجتلو�صيز( [Catlin, 1979]
 Gp بحيث يحوي r ومن الناحية الأخرى، فاإنّ اأكبر .Θ(n/logn) تقريبًا دائمًا ينمو مثل Gp �اأنَّ العدد اللونّي ل
. لذلك، فاإنّ العدد اللونّي يكون تقريبًا دائمًا اأكبر كثيًرا. وتكون مخمّنة  ( ))nΘ ا ل� Kr ينمو مثل  تق�صيمًا جزئيًّ

هاجو�ض غير �صحيحة تقريبًا دائمًا. 
عندما   Kr اإلى  للتّقلي�ض  قابلً  جزئيًّا  بيانًا  يملك  تقريبًا  كلّه   Gp فاإنّ  ذلك،  من  النقي�ض  وعلى 
الأ�صعف لهادوايجر تقريبًا )الملحظة 21.2.5(  بيان يحقّق المخمّنة  فاإنّ كلّ  . لذلك،  ( / log )r n n∈Θ

 .Kr يملك بيانًا جزئيًّا قابلً للتّقلي�ض اإلى r التي تن�ضّ على اأنّ كلّ بيان عدده اللونّي
 )Martingales( الشّكائم

اإنّ الأ�صاليب المتقدّمة في الحتمال قادت اإلى نتائج اأنيقة على التّراكيب التّوافقيّة دون العناء المتُ�صمّن في 
ح�صابات العزمين الثّاني والأعلى. وتهدف النظرية اإلى تطوير اأنماط يمكن تطبيقها دون اإعادة تفا�صيل ح�صابية. 

تظهر  الناتجة  التّ�صادفيّة  المعالجة  اإنّ  قوائم متغيرات ع�صوائيّة ذات علقة.  الطّرق  بع�ض هذه  ت�صتخدم 
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443 البيانات العشوائية  5.8

تنا�صقًا و�صلوكًا كلّيًّا قابلً للتّوقع اأكثر مّما تعمل المتغيّرات الع�صوائيّة المفردة. وفي الممر الع�صوائيّ التقليديّ على 
خطّ، يوجد عند كلّ خطوة احتمال p للتّحرّك وحدة واحدة نحو الي�صار، واحتمال p للتّحرّك وحدة واحدة نحو 
اليمين، واحتمال p 2 – 1 لعدم التّحرّك. ومهما كان التّاريخ ال�صّابق للممّر، فاإنّ الموقع المتوقع بعد t من الخطوات 

فة لل�صّكيمة.  ي�صاوي الموقع الفعليّ بعد t -1من الخطوات؛ وهذه هي الخا�صيّة المعُرِّ

 29.5.8. تعريف: ال�صكيمة (martingale) هي قائمة من متغيّرات ع�صوائيّة Xo, …, Xn بحيث اإنّ التوقع
ل� Xi ي�صاوي Xi-1 ، علمًا باأنّ القيم Xo, …, Xi-1 معطاة. 

اإنَّ الموقع المتوقّع للممر الع�صوائيّ بعد n من الخطوات هو عند نقطة الأ�صل. والأقل و�صوحًا هو اأنّه من غير 
ا عن نقطة الأ�صل، بو�صفها دالّة بدللة n. و�صوف نرى باأنّ ال�صّبب يكمن في عدم  الملئم اأنْ يكون الممرّ بعيدًا جدًّ

قدرته على التّحرّك اأكثر من وحدة واحدة في كلّ خطوة. 

الع�صوائيّ يكون متركّزًا ب�صورة عالية حول قيمته  اأنّ المتغيّر  اإثبات  ال�صّهل  اأنْ تجعل من  ال�صكائم  ت�صتطيع 
لة في طريقة العزم الثاني غير �صرورية. لحظ اأنّ  المتوقّعة. وعند تطبيق الأ�صلوب، فاإنّه يجعل الح�صابات المف�صّ
ا متباينة ذيل ال�صّكيمة التي تن�ضّ على اأنّه اإذا كانت  عب قد اأُنجز من خلل متباينة اأزوما، وت�صمى اأي�صً العمل ال�صّ
 Xn - Xo ّمتغيّرات ع�صوائيّة متتابعة في �صكيمة يختلف بع�صها عن بع�ض بمقدار 1 على الأكثر، فاإنّ احتمال اأن
. �صوف نبرهن اأولً تمهيديّتين. وهذه العبارات تتحقّق لمتغيّرات ع�صوائيّة  2 /2e λ− nλ يكون محدودًا ب�  يتخطى 

متّ�صلة، ولكنّنا �صناأخذ في الح�صبان مجدّدا متغيراتٍ متقطعةً فقط. 

ا ع�صوائيًّا بحيث يكون E(Y) = 0 و Y| ≤ 1| . اإذا كانت f دالّة محدّبة على  30.5.8. تمهيدية: ليكن Y متغيّرً
 .t > 0 ّ1 لكل( ) [ )

2
tY t tE e e e −≤ + [1,1-]، فاإنّE(f(Y)) ≤ ½[f(-1) + f(1)]. بوجه خا�ضّ،

.E(f(y))= ½ [f(-1)+f(1)] ف���اإنّ   ،5. احتمال  م��ع  ك��لّ  فقط،   ± 1 القيم   Y ت��اأخ��ذ  عندما   الاإث��ب��ات: 
 .E(f(Y)) ي���زي���د  الأ�صلع”  اإتج������اه  في  “خارجًا  الح���ت���م���ال  دف����ع  اأنّ  لح����ظ  اأخ�������رى،  ل��ت��وزي��ع��ات 
ال��ق��ي��م م��ع اح��ت��م��ال غ��ير ���ص��ف��ريّ.  ول��ل��م��ت��غ��يّرات الم��ت��ق��طّ��ع��ة، ن�صتطيع ا���ص��ت��خ��دام ال���ص��ت��ق��راء ع��ل��ى ع���دد 
 (Y = a)  =  α ك����ان  اإذا   . 1 1( ) ( 1) (1)

2 2
a af a f f− +

≤ − + اأنّ  اإلى  ي�����وؤدي  ال���تّ���ح���دّب  اأن  اإلى  اإ����ص���اف���ة 
وزي����ادة  ، 1

2
aα − بم���ق���دار   P  (1-=Y) وزي�����ادة   ، اإلى   a ع��ن��د  الح��ت��م��ال  اإن��ق��ا���ض  ن�صتطيع  ف��اإنّ��ن��ا   ،P 

وفر�صيّة  التّحدّب  متباينة  ومن  نف�صه.  التّوقع  مع   Y جديدَ  متغيّر  على  لنح�صل   1
2

aα + بمقدار   P  (1 = Y)  
■  . 1( ( )) ( ( ) [ ( 1) (1)]

2
E f Y E f Y f f≤ ≤ − +’ ال�صتقراء، نجد اأنّ: 

a- 11

α

31.5.8. تعريف: للحادثين A و B، نح�صل على الحتمال الم�صروط (conditional probability) ل� A علمًا 
بحدوث B ومن خلل معاملة الحادث B بو�صفه ف�صاءً احتماليًّا كاملً والذي يعني مُعايرته ب� P(B). لذلك 

 . ( , )( )
( )

P A BP A B
P B

=| نعرّف 
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ا  متغيّرً يعرف  وهذا   .X” باأنّ  علمًا   Y“ بدلً من   Y|X نكتب  فاإنّنا  Y,X متغيرين ع�صوائيّين،  يكون  عندما 
 .P (X = i) �بY �ونُعيّر التوزيع الناتج ل i بو�صفها ثابت X ؛ حيث نعاملX �ع�صوائيًّا لكلّ قيمة ل

لمتباينة اأزوما، ن�صتخدم التّوقع لمتغيّرات م�صروطة. ولكلّ i، نح�صب القيمة المتوقّعة ل� Y عندما تكون 
مقيدة لنقاط العينة حيث X = i. والتّوقع E(E(Y | X)) هو التّوقع ل� )EY | X=i( على الختيارات ل� i التي 
 تحدث مع احتمال P(X = i) . والنتيجة هي توقّع على الف�صاء العينيّ الكلّيّ. ونزيل اأثر ال�صتراط، ونح�صل على

 .E (E(Y \ X) = E(Y) 

.E (E(Y | X) = E(Y) :32.5.8. تمهيدية

■  .E(E(Y | X)) = E(Y) ّفاإن ،E(Y \ X = i) = ,

( )
j i jjp

P X i=
∑ الإثبات. ليكن (Y = j و X = i) pi,j = P . بما اأنّ 

، فاإنّ: 1i iX X −−  ≤ 33.5.8. نظرية: )متباينة اأزوم������ا( اإذا ك���انت X0,…Xn �صك���ائم مع 1 

  . 2 /2
0( )nP X X n e λλ −− ≥ ≤                                                       

اإذا   nX nλ≥ فاإنّ   ،0 < t ل�   .X0 = 0 اأنّ  افترا�ض  ن�صتطيع  ان�صحاب،  دالّة  بتطبيق  الاإثبات: 
وبتطبيق   . ( )( nP X nλ≥  =P  ( ntX t ne e λ≥ ) فاإنّ  ال�صّبب  ولهذا   . ntX t ne e λ≥ كان  اإذا  وفقط 
لكل يتحقّق  اإنّ هذا الحدّ   .P) ntXe  ≥ ët ne λët ne ( 1( ) ( )

2
n t ttX

E e e e −≤ + E) ntXe ( /e λët ne اأنّ ، نجد  tX ne  متباينة ماركوف على
 t>0 . وفيما بعد، �صوف نختارt  لت�صغير الحدّ. 

. �صوف ن�صع �صرطًا على  1( ) ( )
2

n t ttX
E e e e −≤ + اأولً، �صوف نبرهن با�صتخدام ال�صتقراء على n اأنّ 

X n-1. لحظ اأنّ التمهيديّة 32.5.8 تعطي:

.E ( ntXe ) = E ( 1 1( )  n n ntX X Xte e− −− = E (E (e tXn-1 et(Xn-Xn-1)/ |  Xn-1)

 1ntXe − اإزالة  ن�صتطيع  لذا،  الدّاخليّ.  للتّوقع  ثابتةٌ   Xn - 1 ل�  القيمةَ  فاإنّ   ،Xn-1 على  �صرطًا  ن�صع  عندما 
لأنّ   .Y = Xn - Xn-1 حيث   ، 1( ) ( ( | ))1

tx n tX tYnE e E e E e X n
−= − على  لنح�صل  الداخلي  التّوقّع  من 

وتعطي تنطبق   30.5.8 التهميديّة  فاإنّ  لذلك،   .|Y| ≤ 1ّفاإن الفر�ض  ومن   ،E(Y) = 0 فاإن  �صكيمة،   {Xn} 
 . 1

1( ) ( ) ( )
2

n ntX tXt tE e e e E e −−= + . وهذا نف�صه الآن ثابت، ويعطي 1 ( |  )tY
nE e X − ≤  1 (  )

2
t te e −+  

وفر�صية ال�صتقراء تكمل الإثبات. 

. وهذا يتحقّق؛ لأنّ الطّرف الأي�صر هو 
2 /21 ( )

2
t t te e e−+ ≤ �صوف ن�صعّف الحدّ ل�صورة اأكثر فائدة بملحظة اأنّ 

 2 /2nt t ne λ− . اإذن، �صيكون الحتمال محدودًا ب�  2 / (2 !)!k kt k∑ 2 ،اأمّا الطرف الأيمن فهو  / (2 )!kt k∑
t. يكون الأ�ضّ تربيعيًّا؛ و�صوف ن�صغّره باختيارt لحل اأف�صل حدّ بالت�صغير على  t. �صوف نح�صل على   لكلّ 0 < 
■   . 2 /2e λ− . لذلك، فاإنّ الحدّ الناتج هو  /t nλ= tn، اأو  nλ−  = 0

اإنّ متباينة اأزوما هي وحيدة الجانب، حيث اإنها تحدّ احتمال اأنْ يكون Xn اأكبر كثيًرا من X0. وبما اأنّ ال�صّروط متماثلة 
 .X0 اأ�صغر كثيًرا من Xn يعطي المتباينة نف�صها للذّيل الآخر الذي يكون فيه {-Xi} بالإ�صارة، فاإنّ تطبيق المتباينة على
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445 البيانات العشوائية  5.8

n مثبتة. وفي كل مرة  n من المرات، حيث  اأنْ يراهن حتى  الواقعيّ. ي�صتطيع المقامر  مثال: المقامر   .34.5.8
لذا،   . nλ ربح  ويكون هدفه  والخ�صارة.  الربح  احتمال  يت�صاوى  1، حيث  يخ�صر  اأو  يربح  فاإنّه  فيها،  يراهن 
ف�صيتوقف عن اللعب اإذا و�صل اإلى هذه القيمة. اجعل Xi تُمثّل اأرباحه بعد i لعبة. لذلك، فاإنّ Xi=Xi-1 اإذا كان 
هي   {Xi} اإذن،   .0.5 ي�صاوي  منها  واحدة  كلّ  واحتمال   ، 1 1i iX X −= ± فاإنّ  ذلك،  وغير   1iX nλ− ≥
ال�صّكيمة التي تتغيّر ب� 1 على الأكثر عند كلّ خطوة، ولهذا تنطبق متباينة اأزوما. لحظ اأنّ احتمال ح�صول المقامر 
. اإذا كانت λ = 1، فمن الممكن وجود فر�صة نجاح معقولة، ولكن اإذا كانت  2 /2e λ− λ يكون محدودًا ب�  n على 
■ ، فاإنّ اأمل النجاح �صئيل.   10λ =

في التّطبيقات التّوافقيّة، �صوف ناأخذ في الح�صبان �صكيمة من نوع خا�ض، حيث لدينا ف�صاء احتمالّي مت�صمن 
اأ�صلً، و X هو التّوقع لمتغيّر ع�صوائيّ X. والمتغيّر Xn هو القيمة ل� X عند نقطة معينة واحدة. �صوف نُعرّف �صكيمة 

 . Xn = X ت�صف عمليّة تدرّجية للتّعلم اأكثر حول القيمة النّهائيّة Xo, …, Xn

-

Fi

Fi 1

0 �صل�صلة  1 ... nF F F⊇ ⊇ ⊇ ا ع�صوائيًّا معرّفًا على ف�صاء احتمالّي. ولتكن  35.5.8. تمهيدية. ليكن X متغيّرً
 Fi فهي مخرجة مفردة، في حين تكون Fnهي الف�صاء كاملً، اأمّا F0 مجموعات جزئيّة من الف�صاء، حيث
متغيّرا ع�صوائيًّا ت�صكّل قالبًا في تجزئة ل� Fi-1. اإنَّ الحتمال لختيار Fi داخل Fi-1 يتنا�صب مع احتماله في 

، فاإنّ القائمة X0, …, Xn تكون �صكيمة.  ( )i iX E X F= | الف�صاء المت�صمّن اأ�صلً. اإذا كان 
الاإثبات: �صنبرهن اأنE(Xi| X0, …, Xi-1) = Xi-1ّ. في لحظة معيّنة من العمليّة، فاإنّ قائمة القيم تكون هي 
المخرجات لمتتالية معيّنة من القيود. وكلّ متتالية قيود تولّد القيم المعطاة Xo, ... , Xi-1 ت�صل بع�ض Fi-1 حيث 
ل� Xi عبر القيم المحتملة ل� Xi-1. لكلّ Fi مماثلة، فاإننا ن�صتطيع اأخذ التوقع  E (X| Fi-1) القيمة المعطاة   تملك 
يغة المرغوبة تتحقق ب�صرف النّظر عن اأيّ Fi-1 ولدت القائمة ل� Fi. وفي كلّ حالة نح�صل على Xi-1. لذلك، فاإنّ ال�صّ

X0, …Xi-1. لذلك، �صن�صع �صرطًا على اختيار مثبت ل� Fi-1 لح�صاب E (Xi|X0, …, Xi-1) داخل Fi-1. لذا، فاإن 
التمهيديّة 32.5.8 تعطي E (Xi) = E (E (X| Fi))= E(X) . وهذا هو التّوقّع داخل الحادث Fi-1 )يُعاملُ 
 بو�صفه ف�صاء احتمال(. لذا، فاإنّ هذه التّعابير جميعها تكون م�صروطة علىFi-1 ويكون التّعبير الأخير فعليًّا هو
■  . Xi-1= E(X| Fi-1) 
قيّدة (restriction martingles) تظهر عندما نكت�صف ب�صورة  اإنّ مثل هذه ال�صّكائم التي تُدعى �سكائم مُخ
تدريجية �صيئًا اأو كائنًا مولدًا ب�صورة ع�صوائية. هنا، Fi هي المجموعة الجزئيّة من ف�صاء الحتمال حيث يكون 
“معلومة”(. ففي عمليّة )نَقْف( العملة، تكون نقاط العينة قوائم  ل�   F( من الخطوات i الكائن مح�صورًا بعد 
طولها n، و Fi يمكن اأنْ تكون معرفة اأول i من القيم. ففي البيانات الع�صوائيّة، نجد اأنّ Fi يمكن اأنْ تكون البيانَ 
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الفصل 8     مواضيع إضافية )اختياري(446

الجزئيَّ المحدث من الرّوؤو�ض ،{v1, …,vi} اأو اأنْ تكون المعرفة التي تكون من خللها اأول i من الأ�صلع موجودة. 

ولتطبيق متباينة اأزوما، نحتاج اإلى و�صع حدٍّ على | i - i-1 |. اإنّ المعرفة التي تظهر فيها اأيّ اأ�صلع تقع 
على راأ�ض مثبت vi يمكن اأنْ تغيّر العدد اللونّي على الأكثر ب� 1؛ لأن (G –vi) ت�صاوي (G) اأو (G) - 1. ومن 

هنا ن�صتطيع ا�صتنتاج اأنّ  | في ال�صّكيمة المقيّدة المعُرفّة باإظهار الرّوؤو�ض واحدًا تلو الآخر. 

 36.5.8. تمهيدية: خذ في الح�صبان بناءً ع�صوائيًّا مُحددًا بخطوات م�صتقلة S1, …, Sn. ولتكن Fi هي المعرفة
 Sj �هي المعرفة ل A ولتكن .X ّهي ال�صّكيمة المقيّدة المقابلة لمتغيّر ع�صوائي X0, …,Xn ولتكن ،S1,…, Si �ل
، مع Si مجهولة. اإذا تحقّق لكلّ A اأنّ قيم X على نقاط في A تختلف على الأكثر ب� 1، فاإنّ | لكلّ  j i≠ لكلّ 

. 2 /2( ( ( ) )P X E X n e λλ −− > ≤ i )ولهذا؛ فاإنّ 

الاإثبات: خذ في الح�صبان مثالً معينًا ل� Fi-1، حيث Xi-1 = E (X | Fi-1) معطى. �صوف نرتّب النّقاط ل� Fi-1 في 
الخليا ل�صبكة. ولهذه النقاط جميعها، فاإنّ المخرجات ل� S1,…, Si-1 هي نف�صها. اإنّ كلّ �صفّ هو خيار ل� Fi: وهو قالب 
في التّجزئة ل� Fi-1. وكلّ عمود هو A تكون فيه Si+1,…,Sn مثبتة، في حين تتغير Si فقط. ومن الفر�ض، فاإنّ القيم 

.s في عمود X �غرى والكبرى ل غرى ل� X تختلف في كلّ عمود ب� 1على الأكثر. لتكن ms,Ms القيم ال�صّ الكبرى وال�صّ

اختيارات ل� Si+1, …, sn�) A  مثبتة داخل العمود(
اختيارات

Fi �ل
 )Si اأو(

 ،qr ps هو s وعمود r ّمحدّدة ب�صورة م�صتقلة، فاإنّ الحتمال للمخرجات في �صف Si+1, ..., Sn و Si ّبما اأن
فّ، اأمّا ps فهو الحتمال الذي يكون فيه Si+1, .., Sn يعطي  حيث qr هو الحتمال الذي يكون فيه Si يعطي هذا ال�صّ

هذا العمود. والح�صاب ل� Xi هو التّوقّع عبر �صفّ واحد: 

. ( | ) 1s s i s s s sm p E X F M p m p≤ ≤ ≤ +∑ ∑ ∑

فّ، فاإنّ اأخذ التّوقّع خلل ال�صّبكة كاملة لح�صاب  بما اأنّ هذه الحدود ال�صّفليّة والعلويّة م�صتقلّة عن دليل ال�صّ
Xi-1 يعطي المتباينات نف�صها. لذا، فاإنّ Xi-1 و Xi مح�صورتان بفترة واحدة طولها 1 وتختلفان ب� 1على الأكثر. 

وبناءً عليه، تنطبق متباينة اأزوما.                                                                                                                          ■
عندما تتحقّق ال�صروط في التمهيديّة 36.5.8، فاإنّنا ن�صتنتج مبا�صرة اأنّ قيمة X تكون متركزة ب�صورة كبيرة 

حول معدّلها )و�صطها الح�صابي(. 
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447 البيانات العشوائية  5.8

37.5.8. مثال: العدد اللّونّي للبيانات الع�صوائيّة. ثبّت n، وخذ في الح�صبان نموذج A مع احتمال �صلعيّ p. افر�ض 
 vi نعلّم الأ�صلع من ،i من الرّوؤو�ض. في المرحلة n اأنّنا نريد اإظهار راأ�ض واحد في كلّ مرّة في البيان الع�صوائيّ على
اإلى الرّوؤو�ض ال�صابقة، وهذا هو Si. والنموذج A يعيّن المخرجات للخطوات Si ب�صورة م�صتقلة. والحادث A الذي 
تكون فيه الخطوات جميعها معيّنة ما عدا Si هو البيان الجزئيّ G - vi للبيان الع�صوائيّ G اإ�صافة اإلى المعرّفة 
للأ�صلع من vi اإلى الرّوؤو�ض اللحقة. وبما اأنّ χ (G - vi) ≤ (G) ≤ (G- vi)+ 1، فاإنّ قيمة X تختلف على الأكثر 
بواحد عبر الحتمالت جميعها في A. ومن هنا، فاإنّ الفر�صيّات في التمهيديّة 36.5.8 تتحقق. وبا�صتخدام كل 

الذيلين؛ ن�صتنتج اأنّ: 

■   . 
2 /2( ( ) ( ( )) ) 2P G E G n e λχ χ λ −− ≥ ≤                                              

لحظ اأنّ النتيجة في المثال 37.5.8 ل تذكر �صيئًا حول قيمة E ((G)). ولتقريب هذا ن�صتخدم متباينة 
 1 دائمًا �صمن  تقريبًا  GP هو  ل�  الع�صبيّ  العدد  اأنّ  نعرف  فاإننا   ،p ثابت  احتمال �صلعيّ  اأخرى. مع  مرّة  اأزوما 
عن  (e/2)	 n+1+ 2log	 log	d = 2logb n - 2log ، حيثb=1/p . والنتيجة نف�صها تتحقق لمجموعات 
م�صتقرّة با�صتخدام الأ�صا�ض c = 1/(1 - p) للوغاريتم. ولإثبات اأنّ العدد اللّونّي ل� GP قريب من n/(2logcn)؛ 
فقد بيّن بولوبا�ض اإمكانية ا�صتخل�ض مجموعات م�صتقرّة بالحجم الأكبر تقريبًا حتى ي�صبح عدد الرّوؤو�ض المتبقية 

ا.  ا ليكون مهمًّ قليلً جدًّ

38.5.8. نظرية: (Bollobás [1988]) تقريبًا، لكلّ GP مع ثابت p= 1 - 1/c، فاإنّ كلّ بيان جزئيّ محدث رتبته 
/ 2 على الأقلّ يملك مجموعة م�صتقرة حجمهاr = 2 logc n - 5logc logc n على الأقلّ.  logcm n n =  

الاإثبات: )مخطّط( لتكن S مجموعةً فيها m من الرّوؤو�ض. �صنحدّد احتمال عدم امتلك S لمجموعة م�صتقرة 
حجمها r ب� e–dm1+ϵ لبع�ض قيم  d ، ϵ. وهذا بدوره يحدّد احتمال وجود مجموعة فيها m عن�صرًا، ول تملك 
مجموعة م�صتقرّة حجمها r ب�  e–dm1+∈ n2 >e–dm1+ϵ بما اأنّ n = m1+0(1)، فاإنّ هذا الحدّ يذهب اإلى 0. وطريقة 

العزم الأول تعطي اأنّ فيها GP كلّه تقريبًا ل يملك مجموعة رديئة فيها m عن�صرًا. 

]. ليكن X العددَ الأكبر من المجموعات الم�صتقرّة التي  ]m يكفي اأنْ ندر�ض البيان الجزئيّ G المحُدث من 
اأنّها تت�صارك  حجمها r المنف�صلة – مثنى زوجًا زوجًا في هذا البيان الجزئي، حيث اإنّ منف�صلة – مثنى تعني 
X متركز  اأنّ: )1(  بيان  ≤ X تقريبًا دائمًا. ولتحقيق ذلك، يكفي   1 اأنّ  نبيّن  براأ�ض واحد على الأكثر. �صوف 

ب�صورة كبيرة حول و�صطه الح�صابيّ. )E(X) )2 اأكبر من �صيء ما كبير . 

ل� )1(؛ ن�صتدعي متباينة اأزوما. خذ في الح�صبان ال�صّكيمة المقيّدة ل� X التي تنتج عن اإظهار G ل�صقّ �صلعيّ 
واحد في كلّ مرّة. وعند كلّ خطوة، يجب اأنْ نعلم ما اإذا كان زوج اإ�صافّي واحد من الرّوؤو�ض يحدث �صلعًا. لذا، 
1على  ب�   X ل�  القيمة  يغيّر  واحد  �صلعيّ  ل�صقّ  الحالّي  الو�صع  اأنّ  لحظ   . ( )2

mX X= و  X0=E(X) لدينا  يكون 
مع   . 21/2 /2

2( ( ) ( ) )mP X E X e λλ −− ≤ − ≤ اأنّ  وينتج  تنطبق،   36.5.8 التمهيديّة  فاإنّ  لذلك،  الأكثر. 
اأنّ بيان  يكفي  لذلك،   . 2 2( ) /( )( 0) ( ( ) ( )) E X m mP X P X E X E X e − −= = − ≤ − ≤ فاإنّ   ( )1/2

2( ) / mE Xλ =
 .E (X)/m→∞ 
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الفصل 8     مواضيع إضافية )اختياري(448

ا عدد المجموعات  ^X. و�صناأخذ في الح�صبان اأي�صً ا اآخر  ا ع�صوائيًّ ولبرهنة هذا؛ �صوف ناأخذ في الح�صبان متغيّرً
الم�صتقرّة التي حجمها r في G التي ل تملك اأزواجًا م�صتركة مع اأيّ مجموعة م�صتقرّة اأخرى حجمها r. يمثّل جمعٌ 

.X ≥ X
^

k ّمنف�صلة – مثنى زوجًا زوجًا. لذا، فاإن r مثل هذا ح�صدًا من مجموعات م�صتقرّة حجمها

 
__

G . فعلى �صبيل المثال، في الر�صم ل� 
^ ^

11X Xi i− ≤− ^X ل تحقّق   ولقد ا�صتحدثنا X لأنّ ال�صّكيمة المقيّدة ل� 
 

__

G لع الأخير )المنقّط( موجودًا في  في ال�صّكل اأدناه، فاإن r = 4 ونبحث عن ع�صب من الدرجة 4؛ اإذا كان ال�صّ
 .X^  )موجود في G(، فاإنّ 3 = 

__

G ^X، اأمّا اإذا كان غير موجود في  )غير موجود في G(، فاإنّ 0 = 

المتغيّرات  من  ( ) 2( )(1 )
rm

r p− �ل بو�صفها مجموعًا   X^ عن  وبالتّعبير   .E (X) من ح�صاب  اأ�صهل   E (X
^

) اإنّ ح�صاب 
م�صروبًا في الحتمال الذي  تُحدث فيه [r] مجموعة م�صتقرة حجمها  ( ) 2( )(1 )

rm
r p− �ك E (X

^

رة، فاإننا نح�صل على ( الموؤ�صِّ
(p - 1) م�صروبًا بالحتمال الم�صروط الذي ل  ( )2

r r تكون منف�صلة – مثنى عن المجموعات الأخرى جميعا. هذا هو 
 [r] ّهو اأن Z علمًا باأنّه معطى لدينا اأنّ الحادث ،r مع المجموعات الم�صتقرّة الأخرى التي حجمها [r] تتعار�ض فيه
م�صتقلة. ليكن Y عددَ المجموعات الم�صتقرة الأخرى التي حجمها r والتي تتداخل مع [r] على الأقل في عن�صرين. 
تْ تت�صارك براأ�صين  من متباينة ماركوف، فاإنّ E(Y|Z) → 0 يعطي P(Y = 0|Z)→1). وبما اأنّ كلّ مجموعة عُدَّ

على الأقل مع [r]، فاإنّ: 
. 𝐸𝐸𝐸𝐸 𝑌𝑌𝑌𝑌 𝑍𝑍𝑍𝑍   𝑟𝑟𝑟𝑟𝑖𝑖𝑖𝑖  

𝑚𝑚𝑚𝑚 − 𝑟𝑟𝑟𝑟
𝑟𝑟𝑟𝑟 − 𝑖𝑖𝑖𝑖   − 𝑃𝑃𝑃𝑃 

 𝑟𝑟𝑟𝑟  𝑖𝑖𝑖𝑖  
𝑖𝑖𝑖𝑖≥ 𝑟𝑟𝑟𝑟−

 

E (X يكون مقاربًا 
^

عندما m ∞→ فاإنّ هذا يوؤول اإلى 0؛ وهذا يتبع من التعبير ل� r بدللة m. لذلك، فاإنّ (
وهذا   .  E(X)/m→∞ فاإن  لذلك   . ^

5/3( ) ( )E X m∈Ω يعطي   m بدللة   r ل�  والتعبير   . ( ) 2( )(1 )
rm

r p− ل�
■ يكمل الإثبات.                               
39.5.8. نتيجة: (Bollobás [1988]) لكلّ احتمال �صلعيّ ثابت p = 1 - 1/c، فاإن Gp كلّه تقريبًا يحقق اأنّ: 

(1 + ∈)n/(2logc n) ≤  (Gp) ≤  (1+ ∈ ') n/(2logc n) 
∈'=5logc logcn / logc n ϵ=logc logc n وحيث

 .2 logc n- 2logc logc nكلّه تقريبًا ل يملك مجموعة م�صتقرّة اأكبر من Gp الاإثبات: يتحقق الحدّ ال�صّفلي لأن
حجمها م�صتقرّة  مجموعات  اختيار  دائمًا  تقريبًا  ن�صتطيع  لأنّنا   ،38.5.8 النظرية  من  يتبع  العلوي   والحدّ 
n/lgc، فاإنا 

2n ∈ o(logcn/ n) ّاأن n/lgc من الرّوؤو�ض فقط. بما 
2n 2 حتى يبقى logc n - 5 logc logc n 

■ ن�صتطيع اإكمال التّلوين با�صتخدام األوان جديدة مختلفة على الرّوؤو�ض المتبقّية.  
 )Exercises( تمارين

1.5.8. )-( التّوقع: 
 (a .[n] �اح�صب العدد المتوقّع للنقاط الثابتة في تبديل ع�صوائيّ ل
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449 البيانات العشوائية  5.8

 (	.p ّمن الرّوؤو�ض مع احتمال �صلعي n في بيان ع�صوائيّ على k حدّد العدد المتوقّع للروؤو�ض التي درجتها
.0 < p ِ�1- ل > pep− 2.5.8. )-( اأثبت اأنّ 

 .E (K6)�3.5.8. )-( حدّد العدد المتوقّع للمثلثات الأحاديّة اللّون في تلوين ع�صوائيّ من الدّرجة 2 ل
) ن�صخة  )( ) 12m n rs

r s
− 4.5.8. )-( اأثبت اأنّ بع�ض التّلوينات من الدرجة 2 للأ�صلع ل� Km.n تملك على الأقل

 .Kr,s اأحاديّة اللّون من
” تعني اأنه لكلّ  ∋ >، فاإنّ المتباينة تتحقّق ل�ِ n كبيرة بما فيه الكفاية.  ( ) (1 )nf G n≤ +∈ 5.5.8. )-( العبارة “

” فتعني اأنّ f(Gn)/ n →1 عندما n→ . اأثبت اأنّ العبارتين متكافئتان. ( ) ( )nf G n o n≤ + اأمّا العبارة “
6.5.8. اح�صب ب�صورة �صريحة احتمال اأنْ يكون الإغلق الهاملتونّي لبيان ع�صوائيّ على مجموعة الرّوؤو�ض [5] تامًا. 
 . 1 1/( )q pn sk −= 7.5.8. ليكن G بيانًا له p من الرّوؤو�ض، وq من الأ�صلع، وزمرة تماثل ذاتيّ حجمها s. لتكن 
 (Chva'tal- Harary [1973]) .G ل يملك ن�صخة اأحاديّة اللّون من E (Kn)�ل k اأثبت اأنّه يوجد تلوين من الدّرجة

)!( .8.5.8
 (a .ّا�صتخدم تجزئة ع�صوائيّة للرّوؤو�ض لتبرهن اأنّ كلّ بيان يملك بيانًا جزئيًا ثنائيّ الفرع يحوي ن�صف اأ�صلعه على الأقل
ا�صتخدم تجزئات مت�صاوية للرّوؤو�ض لتح�صّن فرع )a(: اإذا كان G يملك m �صلعًا وn راأ�صًا، فاإنّه يملك 	) 

/ من الأ�صلع على الأقلّ.  2
2 / 2 1

  
−  

m n
n

بيانًا جزئيًّا ثنائيّ الفرع له 
9.5.8. جي�ض من الحوا�صيب مرتب على هيئة �صجرة تامة ذات متعدد k (k- ary tree) مع اأوراق على بعد l من 
الجذر. عند زمن مثبت، يعمل كلّ راأ�ض باحتمال p ب�صورة م�صتقلة عن الرّوؤو�ض الأخرى. وعندما ل يعمل راأ�ض ما، 
فاإنه ل يمكن الو�صول اإلى اأيّ جزء من ال�صجرة الجزئيّة التي تقع تحت هذا الرّاأ�ض. ما العدد المتوقّع للرّوؤو�ض التي 

يمكن الولوج اإليها من الجذر. 
10.5.8. لتكن G مواءمة حجمها n. اختر مجموعة مكوّنة من k من الرّوؤو�ض ب�صورة ع�صوائية. اح�صب العدد 

المتوقّع للأ�صلع المحُدثة من خلل الرّوؤو�ض المختارة. 
حيث الأ�صلع،  من   m و  الرّوؤو�ض  من   n له   G ب�صيط  لبيان  الم�صتوى  في  ر�صمًا  الح�صبان  في  خذ   .11.5.8 
 m ≥ 4n. ليكن H ر�صمًا جزئيًّا مُحدثًا ع�صوائيًّا. ومولّدًا من خلل ا�صتيفاء كلّ راأ�ض احتماله p ب�صورة م�صتقلة. 
 وليكن Y عددَ الأ�صلع المتقاطعة في H. �صع X = Y - [e(H) - (3n(H)-6)]. ا�صتخدم التّوقعات لتبرهن اأنّ
، حيث (v)G هو العدد الأ�صغر للتقاطعات  3 2( ) / [64 ]v G m n≥  3n + p3v(G) - pm>0. وا�صتنتج اأنّ 

في ر�صم G. )تعليق: هذا اإثبات بديل النظرية 16.3.6(. 
ا للرّوؤو�ض في بيان ب�صيط G، فوجّه كلّ �صلع في اتجاه الرّاأ�ض الذي يكون دليله  12.5.8. اإذا اأُعطيت تبديلً ع�صوائيًّ
اأعلى في التّبديل. اح�صب العدد المتوقّع للرّوؤو�ض التي تُمثّل بالوعات )درجة خروجها 0( في التّوجيه الناتج. وبدللة 
غرى والكبرى لهذا التّوقع. اأثبت اأنّ احتمالية امتلك بالوعة واحدة فقط هو على الأكثر  n(G)، حدّد القيم ال�صّ

. (Jeurissen [1997]) . ( )
   2( ) / ( )n Ge G

كانت  فاإذا  الأ�صلع؛  من  اآخر  وح�صد  روؤو�ض  ح�صد  من   (hypergraph) الزّائد  البيان  يتكون   )!(  .13.5.8
مجموعة الرّوؤو�ض هي V، فاإنّ الأ�صلع هي مجموعات جزئيّة من V. والعدد اللّونّي c(H) لبيان زائد H هو العدد 
الأ�صغر من الألوان الذي نحتاج اإليه لو�صم الرّوؤو�ض بحيث ل يوجد �صلع يكون اأحاديّ اللّون. ويكون البيان الزّائد 

 :k اإذا كانت اأ�صلعه جميعها حجمها (k- uniform) k موحدًا من الدرجة
 (a 2 يكون قابلً للتّلوين منk-1 عدد اأ�صلعه اأقلّ من k اأثبت اأنّ كلّ بيان زائد موحّد من الدرجة

. (Erdös [1963]) .2 الدّرجة                 
ا�صتخدم فرع )a( لتبرهن اأنّه اإذا امتلك كلّ راأ�ض في بيان ثنائي الفرع على n من الرّوؤو�ض قائمةً فيها 	) 

اأكثر من l gn + 1 من الألوان القابلة لل�صتخدام، فاإنّ تلوينًا فعليًّا يمكن اختياره من هذه القوائم. 
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 d ≥ 1 من الرّوؤو�ض، ومعدّل درجة روؤو�صه n 14.5.8. )!( ا�صتخدم طريقة الحذف لتبرهن اأنّ البيان الذي له
يملك مجموعة م�صتقلّة لها n/(2d) راأ�صًا على الأقل. )م�صاعدة: اختر مجموعة جزئيّة ع�صوائيّة ت�صمل كلّ راأ�ض 

احتماله p ب�صورة م�صتقلة لتُختار فيما بعد. واح�صب العدد المتوقّع للأ�صلع المحدثة(. 
H هو ex(n;H). ا�صتخدم طريقة الحذف  n من الرّوؤو�ض الذي ل يحوي  15.5.8. الحجم الأكبر لبيان على 
اأنّ   [1974] �صيمونوفيت�ض  بوندي-  بيّن  زوجيّ،   k ل�  )تعليق:   . 1 1/( 1)( ; ) ( )k

kex n C n + −∈Ω اأنّ  لتبرهن 
 . 1 2/(. ( ; ) ( )k

kex n C O n +∈
اأنّ  لت�صتنتج  هذا  ا�صتخدم   . 21 ( )( , ) ( )2

kn
kR k k n −−> اأنّ  اأثبت   ،n ∈ ℕ لكلّ   )!(  .16.5.8

 . /2( , ) )(1 (1)) 2kR k k e o k−> (1 /
) . اأثبت اأنّه يوجد تلوين من الدّرجة 2 للأ�صلع في  ) 22 12n t

tm n −= − 17.5.8. للأعداد الطبيعة n،t �صع 
 .Kt,t �دون اأيّ ن�صخة اأحاديّة اللّون ل Km,m

:1 > p > 0 ّ18.5.8. )+( اأعداد رامزي البعيدة عن القطر. افتر�ض اأن
 (a . ( , )R k l n> ، فاإنّ  ( ) ( )2 2( ) ( )(1 ) 1

k ln n
k lp p+ − < اأثبت اأنّه اإذا كان 

 (	 .n ∈ ℕ ّلكل ( ) ( )2 2( , ) ( ) ( )(1 )
k l

n n
k lR k l n p P− − −> اأثبت اأنّ 

 (c الذي قد R (3, k)ما الحدّ ال�صّفليّ على .  R (3,k) > k 3/2-o(1)ّلتبرهن اأن )b( في فرع pو n اختر
. (Spencer [1977]) ؟)a( نح�صل عليه من فرع

19.5.8. ليكن H بيانًا. للثابت p، اأثبت اأنّ Gp كلّه تقريبًا يحوي H بو�صفه بيانًا جزئيًّا مُحدثًا. 
اأنّ Gp كلّه تقريبًا يملك الخا�صية التّالية: لكلّ اختيار لمجموعات روؤو�ض  اأثبت   .p ، t، s، k ثبّت   (a  .20.5.8
منف�صلة T, S حجمها t, s يوجد k على الأقلّ من الرّوؤو�ض تكون مجاورة لكلّ راأ�ض في S ولكنّهاغير مجاورة لأيّ 

 . (Blass- Harary [1979]) .T راأ�ض في
 .k كلّه تقريبًا يكون مترابطًا من الدرجة Gp ّا�صتنتج اأن

 (d طبّق التّعليل نف�صه للدّوريات الع�صوائيّة: كلّ دوري تقريبًا يملك الخا�صية الآتية: لكلّ اختيار لمجموعات
 .T ومن ك��لّ راأ�ض في S على الأقلّ من الرّوؤو�ض مع اأ�صلع لك�����لّ راأ�ض في k يوجد  s,t وحجمها  S,T روؤو�ض منف�صلة
21.5.8. يمكن توليد دوريّ ع�صوائيّ مو�صوم بتوجيه كلّ �صلع vi vj من vi → vj اأو من vj → vi ب�صورة م�صتقلة 

مع احتمال 1/2:
 (a .اأثبت اأنّ كلّ دوريّ تقريبًا يكون مترابطًا ب�صورة قوية
في دوريّ ما، “الملك” هو راأ�ض يمكنه الو�صول اإلى اأيّ راأ�ض اآخر بم�صار طوله 2 على الأكثر. ومن المعلوم 	) 

. (Palmer [1985]) اأنّ كلّ دوريّ يحوي ملكًا. هل �صحيح اأنّه في كلّ دوريّ تقريبًا يكون كلّ راأ�ض ملكًا؟
يّة الآتية: ن�صف الأ�صلع المحتملة على الأقل لبيان ما تكون موجودة. ما  22.5.8. جد دالّة احتمال العتبة للخا�صّ

مقدار دقّة العتبة؟ 
(1  + ϵ)n/2 كلّه تقريبًا ل يملك مركّبة فيها اأكثر من Gp ّاأن p  ول�  ϵ > 0 مثبتة، بيّن   = 1/n �ل  .23.5.8 
راأ�صًا. )م�صاعدة: بدلً من محاولة و�صع حدّ للحتمال مبا�صرة، بيّن اأنّه محدود باحتمال لحادث اآخر، ويوؤول اإلى 0(.

24.5.8. حدّد اأ�صغر بيان ب�صيط مترابط بحيث ل يكون متوازنًا.
25.5.8. و�صّع تعليل العزم الثّاني للنظرية 23.5.8 لتبرهن اأنّ n-1/r(H) يكون دالّة عتبة لظهور H بو�صفه بيانًا 

. (Rucin'ski- Vince[1985], Bollo	'as, [1981a],) max ( ) / ( )G H e G n G⊆ جزئيًّا من Gp، حيث 
26.5.8. لتكن Q خا�صية البيان الآتية: لكلّ اختيار لمجموعات راأ�صيّة منف�صلة T,S حجمها c lg n، يوجد �صلع 
نقاطه الطّرفيّة في S و T. اأثبت اأنّه اإذا كان c >2، فاإنّ كلّ بيان تقريبًا يملك الخا�صية Q. )تعليق: يوؤدي هذا اإلى 

.)n- 2 logn اأنّ البيان الع�صوائيّ يملك عر�ض نطاق ي�صاوي على الأقل
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27.5.8. اأثبت اأنّه اإذا كان k = l gn – (2+ϵ) lg lg n، فاإنّ كلّ دوريّ األعاب على n من الرّوؤو�ض تقريبًا يملك 
يّة الآتية: كلّ مجموعة فيها k من الرّوؤو�ض تملك تابعًا م�صتركًا.  الخا�صّ

اإذا كان  اإذا وفقط   ui → uj u1,…, un بحيث  ا  اإذا امتلك ترتيبًا راأ�صيًّ  28.5.8. يكون دوريّ الألعاب متعدّيًا 
j > i. اأثبت اأنّ كلّ دوريّ األعاب يملك دوريّ األعاب جزئيًّا متعدّيًا فيه l gn من الرّوؤو�ض. واأنه اإذا كان c عددًا 
ثابتًا اأكبر من 1، فاإنّ كلّ دوريّ األعاب تقريبًا ل يملك دوريّ األعاب جزئيًّا متعدّيًا فيه اأكثر من 2l gn + c راأ�صًا. 

29.5.8. )!( جامع الق�صائم )الكوبونات(: 
 (a اأثبت اأنّ العدد المتوقّع للمحاولت التي .p ّخذ في الح�صبان تكرارات لتجربة ما مع احتمال نجاح م�صتقل

 .1/p تحقّق النجاح الأول هو
 (	 .1/n من الجوائز. وكلّ واحدة احتمالها n يحتوي كلّ �صندوق لنوع معيّن من الحلوى على واحدة من

يتطلّب الح�صولُ على الجائزة الكبرى الح�صولَ على كلّ جائزة من هذه الجوائز مرّة واحدة على الأقلّ. اأثبت اأنّ 
 . 1/

1
n

n i
i =∑ ندوق الذي نح�صل فيه على الجائزة الأخيرة هو  العدد المتوقّع لل�صّ

 (c ناديق الذي نحتاج اإليه للح�صول اأثبت اأنّ m (n) = nlnn + (k - 1) ln lnn هي دالّة عتبة لعدد ال�صّ
على k من الن�صخ لكلّ جائزة على الأقلّ. )م�صاعدة: اأثبت اأنّه عندما يكون p = o(1)، وk ثابتًا، فاإنّ الحتمال على 
الأكثر k من النجاحات في m من المحاولت مع احتمال نجاح p يكون مقاربًا للحتمال ل� k بال�صبط من النجاحات(. 
هو الع�صوائيّة  والذّيول  الرّوؤو�ض  من   n من  مكوّنة  قائمة  في  مجتازة  م�صافة  لأطول  الطول  اأنّ  اأثبت   .30.5.8 
 Ign (o(1) + 1). بكلمات اأخرى، ل�  ϵ < 0، ل توجد قائمة تقريبًا تملك على الأقل Ign (1 + ∋) �صقلبات 

متطابقة متتالية، وكلّ قائمة تقريبًا تملك على الأقل lgn (ϵ - 1) �صقلبات متطابقة متتالية. 
31.5.8. مع p = (1 - ϵ) logn /n، جد m كبيرة بحيث يكون كلّ بيان تقريبًا يملك على الأقل m من الرّوؤو�ض 

المعزولة. ما m(n) التي تنتج من متباينة ت�صيبيجيف (yshev's Inequality	Che)؟ 
32.5.8. ليكن G بيانًا معطى. نقول اإنّ المجموعة S التي فيها k من العنا�صر هي مجموعة رديئة اإذا كان G ل يملك 
. ل� p مثبتة. كم يمكن اأنْ تكون k كبيرة بحيث Gp كلّه تقريبًا ل يملك مجموعة رديئة  ( )S N v⊆ راأ�صًا v بحيث اإنّ 

فيها k من العنا�صر؟ وكم يمكن اأنْ تنمو k ببطء بحيث Gp كلّه تقريبًا يملك مجموعة رديئة فيها k من العنا�صر؟ 
 .k كلّه تقريبًا يكون مترابطًا من الدرجة Gp ّفاإن ،k =o (n/logn) مثبتة، و p 33.5.8. بفح�ض جيران م�صتركين؛ اأثبت اأنّه اإذا كانت

34.5.8. )!( مع p = (1 - ϵ) logn /n، كم يمكن اأنْ تكون m كبيرة بحيث يملك كلّ بيان تقريبًا على الأقل 
m من الرّوؤو�ض المعزولة؟ )م�صاعدة: ا�صتخدم متباينة ت�صيبيجيف(. 

35.5.8. فترة - t (t- interval) هي مجموعة جزئيّة من ℝ والتي تكون التحاد ل� t من الفترات على الأكثر. 
اأما عدد الفترات (er	interval num) لبيان G فهو t ال�صغرى بحيث يكون G بيانًا مكونًا من تقاطعات فترات 
من الدّرجة t )كلّ راأ�ض معيّن بمجموعة تكون التحاد ل� t من الفترات على الأكثر(. اأثبت اأنّ البيانات جميعها 
تقريبًا )احتمال �صلعيّ 1/2( تملك عدد فترات ي�صاوي n /(4 lgn)(o(1) - 1) على الأقل. )م�صاعدة: قارن 
البيانات جميعها تقريبًا تملك عدد  اأنّ  الب�صيطة. تعليق: بيّن �صنيرمان [1990]  البيانات  التّمثيلت بعدد  عدد 

.   (Erdös- West [1985]) (1+ o (1))n /(2 lgn) فترات ي�صاوي
مع   Kn,n في  ع�صوائيًّا  جزئيًّا  بيانًا   G ليكن  الفرع.  ثنائيّ  ع�صوائيّ  بيان  في  كاملة  لمواءمة  عتبة   )!(  .36.5.8
مجموعات مجزّاأة A، B، مولّدة باحتمال �صلعيّ م�صتقلّ p = (1 + ϵ) inn /n، حيث ϵ ثابت غير �صفريّ. 

. |N(s)|<|S| مجموعة مُنتَهَكَة اإذا كان S ن�صمي
 (a .كلّه تقريبًا ل يملك مواءمة كاملة G ّفاإن ،ϵ < 0  اأثبت اأنّه اإذا كان
] مترابط. 	)  ( )]G S N S ) واأنّ  ) 1N S S= − لتكن S مجموعة منتهكة اأ�صغريّة. اأثبت اأنّ 
 (c .عن�صرًا على الأكثر / 2n   افتر�ض اأنGّ ل يملك مواءمة كاملة. اأثبت اأنّ A اأو B تحوي مجموعة منتهكة فيها 
 (d ومتباينة ،)c( وفرع ،)b( ا�صتخدم هذا، وفرع .rs-1 sr-1 هو Kr,s 1، عدد ال�صّجرات المولّدة في ≥  r, s �ل
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ماركوف لتبرهن اأنّه اإذا كان  ∋ > o، فاإنّ G يملك مواءمة كاملة ب�صورة موؤكدة تقريبًا. )م�صاعدة: ن�صتطيع 
تحديد المجموع الموجود في الحدّ على العدد المتوقّع لمجموعات منتهكة اأ�صغريّة بمت�صل�صلة هند�صيّة(. 

 .m اأعداد �صحيحة غير �صالبة مجموعها k1, … ,kr ّ1، واأن > p > o ّ37.5.8. افتر�ض اأن
 . /

1[1 (1 ) ] [1 (1 ) ]ikr m r r
i p p=Π − − ≤ − − اأثبت اأنّ 

احتمال  مع  موؤ�صّر  متغيّر  هو   X ‘
i كلّ  حيث   ، iX X ′= ∑ ليكن  الحدّ.  الثنائيّ  للتّوزيع  الذّيل   .38.5.8

 Z = الع�صوائيّ  للمتغيّر  ماركوف  متباينة  تطبيق  اإنّ   .2/ n = E(X) يكون  وبحيث   ، ( 1) .5iP X ′ = = نجاح 
على  ا  حدًّ يعطي   t nα= و�صع  اأنّ  اإلى  اإ�صافة   . 2( ) ( ) /P Z t Var X t≥ ≤ اأنّ  يعطي   (X- E(X))2
وهو  الأقوى  الحدّ  لتبرهن  اأزوما  متباينة  ا�صتخدم   ، 2( ) 1/ (2 )P X np nα α− ≥ ≤ الذّيليّ:  الإحتمال 
 ، 1 ,...,YiY ′ ′ . ليكن Fi هو المعرفة ل�  0.5i iY X′ ′= − . )م�صاعدة: �صع  22( ) 2P X np n e αα −− > <

(Yi = E(Y|Fi) ولتكن
الفترة  وم�صتقلة عن  وب�صورة موحّدة  S = {a1, …,an} م�صحوبة  الأعداد  لتكن  بالأوعية.  التعبئة   .39.5.8
[0,1]. يجب اأنْ تو�صع الأعداد في اأوعية �صعة كلّ منها 1. وليكن X هو عدد الأوعية الذي نحتاج اإليه. ا�صتخدم 

 . 2 /2( ( ) ) 2P X E X n e λλ −− ≥ ≤ التمهيديّة 36.5.8 لتبرهن اأنّ 
40.5.8. )!( متباينة اأزوما، وم�صاألة رجل المبيعات المتجّول: 

 (a ّفاإن ، 1i i iX X c−− ≤ اأثبت التعميم لمتباينة اأزوما لل�صّكائم العامّة: اإذا كان E(Xi) = Xi - 1 و 
 . 22 /2

0( )inP X X c e λλ −− ≥ ≤∑
لتكن Y الم�صافةَ من نقطة معطاة z في مربّع الف�صل اإلى اأقرب نقطة من n من النقاط المختارة ب�صورة 	) 

، لثابت ما c. )م�صاعدة: لمتغيّر ع�صوائيّ متّ�صل غير  ( ) /E Y c n< موحّدة وم�صتقلة في مربّع الف�صل. اأثبت اأنّ 
�صالب Y، والذي ن�صتطيع التحقق منه با�صتخدام التكامل بالأجزاء. لو�صع حدّ على هذا التكامل؛ ا�صتخدم )في 

 2

0

(. / 2te dt π
∞

− =∫ مكان ما( المتباينة a < e - a - 1 والتّكامل المحدود 
 (c من n لتبرهن اأنّ اأ�صغر طول لمتعدد اأ�صلع يحدّ مجموعة ع�صوائيّة تحوي )b( و )a( طبّق الفرعين

طول  عن  انحرافه  احتمال  اإنّ  خا�ض،  بوجه  توقعه.  حول  عالية  ب�صورة  متركزًا  يكون  الف�صل  مربّع  في  النقاط 
2 منا�صبة ل� c .)م�صاعدة: لل�صّكيمة التي يكون فيها  /22e λ− lnc يكون محدودًا ب�  nλ الجولة المتوقع باأكثر من 
 1/2

1 ( )i iX X c n i −
−− −< Xi هو الطول المتوقّع للجولة التي يكون فيها اأول i من النقاط معروفة، اأثبت اأنّ 

اإنّ تمهيديّة 36.5.8 ل تنطبق ب�صورة مبا�صرة(.

 )Eigenvalues of Graphs( 6.8. القيم الذّاتيّة للبيانات
الخطّيّ  فالجبر  للبيانات،   والتّعداد  البناء  درا�صة  على  الخطّيّ  والجبر  الزّمر  نظرية  في  الأ�صاليب  ت�صاعد 
الوقوع متّجه  اأنّ  لحظ   ،e1, …, em اأ�صلع  مع   G بيان  على  والمحدّدات  المتّجهة  الف�صاءات  في  �صاعد   مثلً 

 (incidene vector) لمجموعة F ⊆ E(G) يملك اإحداثيّات ai = 1 عندما ei ∈ F، وai = 0 عندما ei ∉ F لتكن 
C مجموعة متجهات الوقوع لبيانات جزئيّة زوجيّة )البيانات الجزئيّة التي درجة روؤو�صها زوجية(، ولتكن B مجموعة 
 B و C ّلعيّة؛ ولأنّ هاتين المجموعتين مغلقتان تحت عملية الجمع المتجهي الثنائية، فاإن متجهات الوقوع للقاطعات ال�صّ
 (bond space) وف�صاء الروابط (cycle space) ف�صاءان متجهان. )التمرينان 1–2( يدعيان الف�صاء الحلقي 
اأيّ بيان جزئيّ زوجيّ، واأيّ قاطع �صلعيّ يت�صاركان في عدد زوجيّ من الأ�صلع، فاإنّ C و B يكونان  اأنّ  ل� G. وبما 
ا بالثّنويّة بين الحلقات والرّوابط في النظرية 14.1.6 والنتيجة 42.2.8،  متعامدين، وهذا يرتبط ب�صورة قريبة جدًّ
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453 القيم الذانية للبيانات  6.8

وا�صتخدام المحدّدات في نظرية �صجرة الم�صفوفة )النظرية 12.2.2(. ولمزيد من مناق�صة هذه الف�صاءات المتّجهة؛ 
اأنّ  لحظ  والتعداد.  والطّمر،  البيان،  ت�صاكل  درا�صة  في  الزّمر  تظهر   .(Biggs) [1993, Part 1] بيجز  انظر 
التّ�صاكلت الذّاتيّة لبيان ت�صكل زمرة تباديل على روؤو�ض هذا البيان. لقد قادت اأفكار نظرية الزّمر اإلى خوارزميّات 
ا. وبالعك�ض، فاإنّه يمكن نمذجة كلّ زمرة با�صتخدام  اأي�صً التّ�صاكل، واإلى البناءات للطّمور على ال�صّطوح  لفح�ض 
 [Gross – Yellen, 1999, كذلك  وانظر  [White, 1973]؛  الأدوار هذا في  لتبادل  تقديم  وهناك  البيانات. 

.13 – 15]
 �صوف نح�صر اهتمامنا في القيم الذّاتيّة لم�صفوفات التّجاور، ونف�صّر كثيرة الحدود المميّزة بدللة البيانات 
الجزئيّة، وعلقة القيم الذّاتيّة مع المتغيّرات الأخرى للبيان، وتمييز مجموعات القيم الذّاتيّة للبيانات الثنائيّة 
داقة”. وهناك مناق�صة  الفرع والبيانات المنتظمة. ونتناول اأخيًرا تطبيقاتٍ على البيانات الممتدّة و“نظرية ال�صّ
 [chung, 1997] قدّم  وقد   .[Cvetkovic´ – Doob – Sachs, 1979] للبيانات في  الذّاتيّة  للقيم  �صاملة 
نهجًا حديثًا لهذه الم�صاألة من خلل تعديل م�صفوفة التّجاور بطريقة معايرة القيم الذّاتيّة لإعطاء نتائج مماثلة، 

وتحقيق عمومية اأكثر. �صوف ن�صتخدم الن�صخة التقليدية في هذا التّقديم المخت�صر. 

)The Characteristic Ploynamial( كثيرة الحدود المميّزة

للمعادلة  يكون  بحيث   ،λ الأعداد  هي   A للم�صفوفة   (eigenvalues) الذّاتيّة  القيم  تعريف:   .1.6.8
مرافق   (eigenvector) ذاتيّ  متّجه  هو  هذا  مثل  حلّ  وكلّ  �صفريّ؛  غير  متجهيّ  حلّ   Ax = λx
وهذه  للبيان.   A التّجاور  لم�صفوفة  الذّاتيّة  القيم  هي  للبيان  الذّاتيّة  والقيم   .𝜆𝜆 ب�  مرتبط  اأو   .λ لِ� 
 (characteristic polynomial) المميّزة  الحدود  لكثيرة  الجذور  هي   λ1,…,λn الذّاتيّة  القيم 
القيم  قائمة  فهو   (spectrum) الطّيف  اأمّا   . ( )1( ;  )  det(  –  )  n

i iG I Aφ λ λ λ λ== = ∏ −
 .spec(G) =[ λ1 ... λt

m1 ... mt
الذّاتيّة المختلفة مع تكراراتها m1,…, mt؛ ونكتب  [

2.6.8. ملاحظة. الخ�صائ�ض الأوّليّة للقيم الذّاتيّة هي: 
القيم الذّاتيّة هي قيم λ بحيث تكون الم�صفوفة المربعة λ I – A هي م�صفوفة منفردة، وهذا يكافئ اأنْ   (0

 .det ( I – A) = 0 تكون
 .det (λI – A) في λn-1 هو مجموع عنا�صر القطر. وهو �صالب معامل (trace) الأثر Trace A = ∑λi  (1
ا. اأمّا للبيانات الب�صيطة، فاإنه ي�صاوي 0.  ، فاإنّه ي�صاوي λi∑ اأي�صً ( ) ( )1det n

i iI Aλ λ λ=− = ∏ − وبما اأنّ 
على  المجموع  يتغير  حيث   ، ( ) ( ) ( ) 1 , ( )1 ;0 det  A = sign σ

σ

λ φ σ =∏ = − = ∏∑n n
i i i iG a  (2

.[n]  لـ σ التّباديل
للم�صفوفة A الحقيقية المتماثلة التي حجمها n×n و ل� λ ∈ ℝ، يكون التّكرار ل�ِ λ بو�صفها قيمة ذاتيّة   (3

 .n – rank(λI – A) هو A للم�صفوفة
 det(λI – (cI + �تكون جذرًا ل α + c ؛ نظرًا لأنc اإلى القطر يغيّر القيم الذّاتيّة بمقدار c اإنّ اإ�صافة  (4

 .det(λI – A) �ِجذرًا ل a اإذا وفقط اإذا كان A))

3.6.8. مثال: طيف الع�صب والع�صب الثّنائية. اإنّ م�صفوفة التّجاور للبيان Kn هي J – I، حيث J هي الم�صفوفة 
التي تكون مدخلتها جميعها 1. لذا، فاإنّ القيم الذّاتيّة للبيان Kn هي اأقلّ من القيم الذّاتيّة ل� J ب� 1. وبما اأنّ

]= spec Kn. اإنّ رتبة م�صفوفة التّجاور للبيان Km,n هي 2. لذا، فاإنها  n-1   -1
1   n-1]  ّفاإن  ،spec J =[  n     0

1   n-1]
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الفصل 8     مواضيع إضافية )اختياري(454

.b ؛ �صُمّي هذا الثابتλ1 = -λ2 ّوبما اأنّ الأثر ي�صاوي 0، فاإن .λ1، λ2 تملك قيمتين ذاتيّتين
. نح�صب b با�صتخدام 𝜙𝜙(G; I) = det (λI – A). بما  ( ) 2 2

, ;   n n
m nK bφ λ λ λ −= −  لذلك، فاإنّ 

اأنّ λ تظهر فقط على القطر، فاإنّ الإ�صهامات في تمديد التّباديل لمعاملت λn-2 تظهر فقط من تباديل ت�صتخدم
 n – 2 موقعًا على القطر. اأمّا الموقعان المتبقّيان، فيجب اأنْ يكونا ai, j – وaj, i - لبع�ض قيم j, i. ويوجد mn اإ�صهامًا 
■   . spec (Km,n) = ( √

─         
  0        -√

─

   1          m+n-2       1
m,n

                        
m,n غير �صفريّ على هذا ال�صّكل، وجميعها �صالبة. اإذن، b2 = mn، و(

، ( ) ( ); detG I Aφ λ λ= − . بما اأنّ   ( )
0

;
n

n i
i

i
G cφ λ λ −

−

=∑ ون�صع دليلً لمعاملت كثيرة الحدود المميّزة حيث
فاإن Co=1 و C1=Trace A=0 دائمًا. لحظ اأن ح�صاباتنا ل� C2 للبيان Km'in تُعمم على البيانات جميعها.

4.6.8. تعريف: الم�سفوفة الجزئيّة الرّئي�سة (principal submatrix) لم�صفوفة مربّعة A هي م�صفوفة 
جزئيّة تتكون من اأعمدة و�صفوف لها الدليل نف�صه. 

المحدّدات  c2 هو مجموع  المعامل  فاإنّ  القطر،  λ من  ل�  n – 2 عاملً  ت�صمل   c2 λn-2 ل�  الإ�صهامات  اأنّ  بما 
الجزئيّة من الحجم 2 × 2 الرّئي�صة للم�صفوفة -A. لبيان ب�صيط، فاإنّ -ai,j هي 1- عندما vi ↔ vj و 0 غير 

 .c2 = -e(G) ،ذلك. لذا
 ،i, j, k وللثّلثيّة .–A هو مجموع المحددات الجزئيّة من الحجم 3 × 3 الرّئي�صة للم�صفوفة c3 ّوبالمثل، فاإن
لحظ اأنّ المحددة تعتمد على عدد الأ�صلع فقط بين vi, vj, vk. حيث تكون المحددة 0 اإلّ اإذا �صكّلت هذه الروؤو�ض 

 .G هو حا�صل �صرب -2 في عدد الحلقات من الدرجة 3 في c3 ،مثلّثًا، وعند ذلك فاإنها تكون -2، اإذن
لدينا  ي�صبح  فاإنّه  محدثة،  جزئيّة  لبيانات  التّجاور  م�صفوفات  هي  الرّئي�صة  الجزئيّة  الم�صفوفات  اأنّ  بما 

) عمومًا. ) ( ) 1  det  [ ]i
i

S i
c A G S

=

= − ∑
H مجموعةَ البيانات الجزئيّة  G، فاجعل  اأُعطيت بيانًا ب�صيطًا  اإذا   (Harary [1962 b]( :نظرية  .5.6.8
 H يرمزان اإلى عدد المركّبات في s(H) و k(H) المولّدة التي يكون فيها كلّ مركّبة �صلعًا اأو حلقة. اإذا كان

 . det A(G) = ∑H∈ H (-1)n(H) – k(H) 2s(H)  ّوعدد المركّبات التي تكوّن حلقات على الترتيب، فاإن
 ،[n] ل�  تباديل  على  المجموع  حيث   ،det A =  ∑σ (-1)t (σ) ∏ ai,σ (i( هي:  المحددة  �صيغة  الاإثبات: 
على   i و   σ (i) الموقعين  لو�صع  اإليها  نحتاج  التي   )transpositions )مناقلت  فية  ال�صّ التبديلت  وt[σ] هي 
القطر. عندما تكون A م�صفوفة مدخلتها 0، 1، فاإنّ الإ�صهام من σ يكون غير �صفري اإذا وفقط اإذا كانت هذه 

المدخلت جميعها ت�صاوي 1. 
اأنّ V(G) اإلى مدارات. وبما  اإلى vσ(i). وهذا يق�صم   vi ّبو�صفها تبديلً راأ�صيًّا ير�صل كل σ اإلى   �صوف ننظر 
ai, σ(i) = 1 تعني اأنّ vi ↔ vσ(i)، فاإنه ل يوجد مدارات حجمها 1 ول مدارات حجمها 2 ترتبط باأ�صلع، ول 
 H مدارات اأطول ترتبط بحلقات. لذلك، فاإن التبديل يعمل اإ�صهامًا غير �صفري عندما ي�صف بيانًا جزئيًّا مولدًا

من G الذي تكون المركبات فيه اأ�صلعًا وحلقات. 
اإن اإ�صارة الإ�صهام تحدد من خلل عدد المناقلت التي نحتاج اإليها لنقل المدخلت اإلى القطر. وتبديل ال�صفوف 
ينقل عن�صرًا واحدًا من مدار في المرة الواحدة اإلى القطر، لكن التبديل الأخير ينقل العن�صرين الأخيرين اإلى 
القطر. لذلك، فاإن t(σ) = n(H) – k(H). واأخيًرا، فاإنّ كلّ حلقة طولها 3 على الأقل في H يمكن اأن تظهر في 
اأحد الطريقين في م�صفوفة التباديل؛ لأننا ن�صتطيع تتبع الحلقة في اأحد التجاهين. لذا، فاإن عدد التباديل التي 
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455 القيم الذانية للبيانات  6.8

■   .2s(H) هو H تُنتج

6.6.8. نتيجة: (Sachs [1967]) لترمز Hi اإلى مجموعة بيانات جزئية على i من الروؤو�ض لبيان ب�صيط G الذي 
. ( ) ( ) ( )

 
1  2

i

K H S H
i

H
c

∈

= −∑
H

ciλ∑، حيث 
n-i هي G �تكون مركباته اأ�صلعًا اأو حلقات. اإن كثيرة الحدود المميّزة ل

■.
|s|=i

( )( ) [ ]( )1 det  A
=

= − ∑i
i

S i
c G S( )( ) [ ]( )1 det  A

=

= − ∑i
i

S i
c G S الاإثبات: هذا يتبع من النظرية 5.6.8. والملحظة ال�صابقة التي ت�صير اإلى اأن

اإنّ هذه ال�صيغة تقودنا اإلى تعبير تتابعي لكثيرة الحدود المميّزة )التمرين 5(. ومن الممكن ا�صتخدام هذه 
ال�صيغة لإن�صاء اأ�صجار غير مت�صاكلة لها كثيرة الحدود المميّزة نف�صها )مع ثمانية روؤو�ض فقط( )التمرين 7(. 

وفيما ياأتي، �صنناق�ض خ�صائ�ض القيم الذّاتيّة للبيانات الثنائية الفرع. 
7.6.8. ق�سية. اإن المدخلة (i, j) للم�صفوفة Ak تح�صب الممرات التي طولها k من vi اإلى vj. والقيم الذّاتيّة ل� 

 .k مرفوعة للقوة A �ِهي القيم الذّاتيّة ل Ak

الاإثبات: تتحقق العبارة للممرات من خلل ال�صتقراء على k )التمرين 30.2.1(. وللعبارة الثانية، لحظ اأنّ 
رب. وبا�صتخدام متجه ذاتيّ اختياري x، فاإننا نتاأكد من عدم  Ax = λx تعطي Akx = λkx من خلل تكرار ال�صّ
■ تغيير التكرارات للقيم الذّاتيّة.  

ا قيمة ذاتية  8.6.8. تمهيدية: اإذا كان G بيانًا ثنائي الفرع، وλ قيمة ذاتية ل� G مع تكرار m، فاإنّ λ- هي اأي�صً
 .m مع تكرار G �ل

الاإثبات. اإن اإ�صافة روؤو�ض معزولة لإعطاء المجموعات المجزاأة حجمًا مت�صاويًا ما هو اإل اإ�صافة �صفوف واأعمدة 
�صفريّة لم�صفوفة التّجاور، وهذا ل يغير الرتبة، ولكنّه يغيّر الطّيف فقط من خلل ت�صمين 0 واحد اإ�صافّي لكلّ 

راأ�ض م�صاف. لذلك، يمكن الفترا�ض باأنّ المجموعات المجزّاأة لها الحجم نف�صه. 
 ، A = [ O      B

BT     O ] ال�صّكل  A لنح�صل على  G ثنائيّ الفرع، فاإنا ن�صتطيع تبديل ال�صفوف والأعمدة في  اأنّ  بما 
 ) = v )مجزءًا تبعًا للتّجزئة 

x
y ) ّقيمة ذاتية مرافقة للمتجه الذاتي λ م�صفوفة مربعة. اإذا كانت B حيث اإن

 .  = TB x yλ λv = Av = [O    B. لذلك، فاإنّ By = λx و 
BT  O] (x

y) = [ By
BT x] الثّنائيّة ل� G(، فاإنّ

] = 'Av  . اإذن، 'v متجه ذاتي ل� A للقيمة الذّاتيّة λ-. علوة على  B  (-y)
BT  x ]=[    ]= v'

- 


x
y  ] = 'v. نح�صب 

x
-y �صع [ 

 ذلك وبالطريقة نف�صها، فاإنّ m من المتجهات الذّاتيّة الم�صتقلة لِ� λ التي تعطي m من المتجهات الذّاتيّة الم�صتقلة
■ ل� λ-. لذلك، فاإنّ λ- متّجه ذاتيّ ل� A له تكرار λ نف�صه.  

9.6.8. نظرية: العبارات الآتية حول البيان G متكافئة: 
 (a .ثنائيّ الفرع G
 (	 .λi = -λj حيث λj ،λi على �صورة اأزواج G �فريّة ل تظهر القيم الذّاتيّة غير ال�صّ
 (c .λ2 كثيرة حدود في ( );Gλφ λ ) اأو  );Gφ λ  
 (d .t 2 لكلّ عدد �صحيح موجب 1

1
 = 0

n
t

i
i
λ −

=
∑  

 .B ⇐ A ّالاإثبات: برهنّا في التمهيدية اأن
C ⇔ B (λ2 – a) = (λ - λj) (λ - λi) اإذا وفقط اإذا λj = -λi. لذلك، فاإنّ الجذور تظهر مثل تلك 

 .λ2 حا�صل �صرب عوامل خطّيّة في ( );Gφ λ الأزواج اإذا وفقط اإذا كانت 
 . 2 1 2 1t t

j iλ λ− −= − D ⇐ B: اإذا كان λj = -λi، فاإنّ 

λk∑ يح�صب الممرات من الدّرجة k المغلقة في البيان )من كلّ راأ�ض ابتدائيّ(، فاإنّ ال�صرط d يمنع 
i A ⇐ D: لأنّ
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وجود ممرات مغلقة طولها فرديّ. وهذا يمنع وجود حلقات فرديّة؛ لأنّ الحلقة الفرديّة هي ممر مغلق فرديّ. 
■ ولذلك، فاإنّ G ثنائيّ الفرع.  

الجبر الخطّيّ للمصفوفات المتماثلة الحقيقيّة
)Linear Algebra of Real Symmetric Matrices(

النظرية  مثل  الخطّيّ،  الجبر  من  عديدة  نتائج  اأخرى  متغيرات  مع  علقة  لها  التي  الذّاتيّة  القيم  تتطلّب 
لكن  اأكثر،  بعمومية  عادة  يذكر  وهذا  الحقيقية.  المتماثلة  للم�صفوفات  وهاملتون  كايلي  ونظرية  الطيفية، 
م�صفوفات التّجاور تكون حقيقية ومتماثلة، وهنا نلحظ اأنّ براهين المبرهنات اأق�صر. �صنبداأ مع تمهيدية تنتج 
عن النظرية الطيفية عندما نبرهن الأخيرة با�صتخدام م�صفوفات اأعداد مركبة. ويمكن تجاوز البراهين لهذه 

ا من قبل المتمكنين جيدًا من مفاهيم الجبر الخطّيّ. النتائج، وخ�صو�صً
10.6.8. تمهيدية: اإذا كان f(x) = xTAx، حيث A م�صفوفة متماثلة حقيقية، فاإنّ f تحقق القيم العظمى 
المقابلة  الذّاتيّة  القيمة  ت�صاوي  اإنها  A؛ حيث  ل�  الذّاتيّة  المتجهات  x عند  الف�صل  وال�صغرى على متجهات 

)المرتبطة بذلك(. 
الاإثبات: تكون الدالة f مت�صلة في x1, …, xn. ولتقييد مثالي، ن�صتخدم م�صروبات لجرانج. اإذا اأعطينا القيد 
xT x = 1، فاإنّنا ن�صع g(x) = xT x - 1 . وبت�صكيل L(x,λ) = f(x) - λ g(x)، فاإنّ القيم الق�صوى تظهر حينما 

 .xT x = 1 فاإنّ هذا يعطي ،λ جميعها ت�صاوي 0. وبالن�صبة اإلى L �تكون الم�صتقات الجزئيّة ل
.x1,…, xn ليرمز ∇ اإلى متجه الم�صتقات الجزئيّة بالن�صبة اإلى

نح�صب L(x, λ) = ∇ f(x) - λ∇ g(x) = 2 Ax - 2λx ∇. لحظ اأنّ العبارة f(x) = 2 Ax ∇ ت�صتخدم 
 A �ا ل التماثل ل� A. ويكون لدينا L = 0 ∇ بال�صبط عندما يكون Ax = λ x، وهذا يتطلب اأن يكون x متجهًا ذاتيًّ

 .f(x) = xT Ax = λxTx = λ وهذا يوؤدي اإلى اأن .λ مرافقًا للقيمة الذّاتيّة
ا وقيمة ذاتية على الأقل.  اأن متغيراتنا في الأمثلية حقيقيةٌ، فاإننا نكون قد وجدنا متجهًا ذاتيًّا حقيقيًّ بما 

ون�صتطيع ا�صتخدام هذا ا�صتقرائيًّا لنبين اأن المتجهات الذّاتيّة جميعها تملك هذه الخا�صية. 
ذاتية  قيمًا  تملك   n x n الحجم  من  الحقيقية  المتماثلة  الم�صفوفة  الطيفية(  )النظرية  نظرية:   .11.6.8

 .(orthonormal) ا ً حقيقية، وتمتلك n متجهًا ذاتيًّا متعامدًا مُعَيرَّ
الاإثبات: �صوف ن�صتخدم ال�صتقراء على n. يكون الدعاء وا�صحًا ل� n = 1؛ خذ في الح�صبان n > 1. ليكن 
م xT Ax. ولتكن W المتممةَ المتعامدة للف�صاء المولد من vn؛ لحظ اأن بُعد W هو   vn هو المتجه الذاتي الذي يعظِّ
. لذلك، فاإنّ A w ∈ W. وبالنظر    = w   = 0λ =T T T

n n n nv Aw A v w v n – 1. اإذا كان w ∈ W، فاإنّ 
 .fA: W → W فاإن لدينا ،fA كدالة A اإلى ال�صرب في

لتكن S هي الم�صفوفة التي اأعمدتها المتجهات لأ�صا�ض متعامد مُعَيرَّ ل� ℝn مع vn بو�صفه عمودًا اأخيًرا لهذه 
 .STAS بالن�صبة اإلى هذا الأ�صا�ض هي fA �والم�صفوفة ل .S-1 = ST ّفاإن ، الم�صفوفة. بما اأنّ الأ�صا�ض متعامد ومُعَيرَّ
، وvn متجه ذاتي، فاإنّ العمود الأخير ل� ST AS يكون 0، ما عدا λn في الموقع الأخير.  وبما اأنّ الأ�صا�ض متعامد ومُعَيرَّ
 A' ا وعمودًا لهذه الم�صفوفة تُ�صكّل الم�صفوفة ف�صلً عن ذلك، فاإنّ الم�صفوفة متماثلة. لذلك، فاإنّ اأول n – 1 �صفًّ

ل� fA على W بالن�صبة اإلى هذا الأ�صا�ض. 
ذاتية حقيقية.  قيم  مع   ،v1, …, vn – 1 ة  مُعَيرَّ متعامدة  ذاتية  متجهات  'A تملك  فاإن  ال�صتقراء،  فر�صية  من 
الحقيقية  الذّاتيّة  القيم  لها   ،A ل�  حقيقية  ذاتية  متجهات  اإلى  باإرجاعها  المتجهات  هذه  نحول   ،S وبا�صتخدام 
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457 القيم الذانية للبيانات  6.8

ة.  ■ نف�صها، وت�صكّلُ مجموعة متعامدة مُعَيرَّ
لحقًا، �صوف ناأخذ في الح�صبان دوال كثيرة حدود لم�صفوفة. وبالنظر اإليها بو�صفها عنا�صر في ℝn2، فاإنّ 
 I, A, A2, ..., An يمكن اأن تكون م�صتقلة ب�صبب وجود n2 + 1 منها. وبا�صتخدام معادلة العتماد 

الم�صفوفات ل 2
الخطي، نح�صل على كثيرة حدود p بحيث تكون p(A) هي الم�صفوفة ال�صفرية. وكثيرة الحدود المميّزة نف�صها 

تكفي، وهذا يتحقق لكلّ A. ولكن مجددًا �صناأخذ في الح�صبان الم�صفوفات الحقيقية المتماثلة فقط. 
حقيقية  لم�صفوفة  المميّزة  الحدود  كثيرة   ( )φ λ كانت  اإذا  هاملتون(   – كايلي  )نظرية  نظرية:   .12.6.8

) هي الم�صفوفة ال�صفرية )A »تحقق« كثيرة الحدود المميّزة خا�صتها(.  )Aφ متماثلة A، فاإنّ 
 A �ِوبما اأن القوى ل . ( ) ( )

1

n

i
i

φ λ λ λ
=

= ∏ − الاإثبات: لتكن λ1…, λn القيمَ الذاتية للم�صفوفة A. لذلك، فاإن
. ولبرهنة  ( ) ( )1

n
i iA A Iφ λ== ∏ − تكون   λ بدلً من   A با�صتخدام  التي نح�صل عليها   ( )Aφ فاإن اإبدالية، 

ا  ) تر�صل كلّ متجه اإلى0. اكتب متجهًا اختياريًّ )Aφ اأن الم�صفوفة  ، فاإننا نحتاج فقط اإلى بيان  ( ) 0Aφ = اأن 
تطبيق اأن  ولحظ  الطيفية.  النظرية  من  والم�صمونة  اأ�صا�صًا  ت�صكل  التي  الذّاتيّة  المتجهات  من  خطي  كتركيب   x 
 A - λi I يقتل المعاملت ل� vi. ف�صلً عن اأن ال�صرب في العوامل A - λi I جميعها ب�صورة متتالية ينتج المتجه ال�صفري.
13.6.8. تعريف: كثيرة الحدود ال�صغرى ψ (minimum polynomial) لم�صفوفة A هي كثيرة الحدود 
ذات اأ�صغر درجة تحقق A، وتملك معاملً قائدًا ي�صاوي 1. وعندما تكون A م�صفوفةَ التّجاور ل� G، فاإن ψ ت�صمى 

 .G ِ�ل ψ (G; λ) (minimum polynomial) كثيرة الحدود ال�صغرى
A تحقق كثيرتي حدود �صغريين لهما  اإذا كانت  اإنه  اأن كثيرة الحدود ال�صغرى تكون وحيدة؛ حيث  لحظ 

الدرجة نف�صها، فاإن A �صوف تحقق الفرق بينهما، وهذا الفرق يملك درجة اأقل. 
 {λ1,…, λt} حيث ،ψ ( ) ( )1

t
i iØ A λ λ== ∏ − 14.6.8. نظرية: كثيرة الحدود ال�صغرى للم�صفوفة A هي 

 .A �هي القيم الذّاتيّة المختلفة ل
الاإثبات: كثيرة الحدود ال�صغيرة تق�صم كلّ كثيرة حدود متحققة بوا�صطة A. وبخلف ذلك، فاإن الباقي �صوف 
يكون كثيرة حدود بدرجة اأقل متحققة بوا�صطة A. الآن، تعطي نظرية كايلي – هاملتون اأن ψ تق�صم 𝜙𝜙، ويجب 
اأن تكون حا�صل ال�صرب لبع�ض عواملها. اإن قتل المتجهات في الف�صاء الجزئي للمتجهات الذّاتيّة للقيمة الذّاتيّة 
λi يتطلب عاملً من ال�صكل A - λi I. وهذا العامل يقتل المتجهات جميعها في الف�صاء الجزئي. لذلك، نحتاج اإلى 

■ ن�صخة واحدة فقط لكلّ عامل مثل هذا العامل.  
كتابة  اأمكن  اإذا  متماثلة.  حقيقية  م�صفوفة   A لتكن  الذاتي(  للق�صور  �صلف�صتر  )قانون  تمهيدية:   .15.6.8
، فاإن  , ,

1  S  Tm m

N
T

i m i j m j
m i j

x Ax a x b x
= ∈ ∈

  
=   

  
∑ ∑ ∑ xTAx بو�صفه مجموعًا ل� N من جداءات التراكيب الخطية، بمعنى 

N هي العدد الأكبر لعدد القيم الذّاتيّة الموجبة وعدد القيم الذّاتيّة ال�صالبة للم�صفوفة A على الأقل. 
اأن  لحظ   ،m ولكل   .vm(x) و   um(x) هيئة  على  الخطية  التعابير  اكتب   (Tverberg [1982]) الاإثبات: 
 .x1, …, xn ل�  خطيان  تركيبان   ( )1

2
M u v= − و   ( )1

2
L u v= + حيث   ، ( ) ( ) ( ) ( )2 2

m m m mu x v x L x M x= −
 . ( ) ( )2 2

1

N

m m
m

L x M x
=

 − ∑ = xTAx وهذا يعبر عن ال�صكل التربيعي على ال�صكل
ة مُعَيرَّ متعامدة  ذاتية  متجهات  تملك  فاإنها  متماثلة،  حقيقية  م�صفوفةٌ   A اأنّ  بما  الأخرى،  الناحية   ومن 
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 w1, …, wn. وبا�صتخدام هذا، نكتب xTAx = xTS ASTx، حيث A هي الم�صفوفة القطرية التي قيمها الذّاتيّة 
λ1 ≥ … ≥ λn، و S تملك الأعمدة w1, …, wn. اإذا كانت S تملك P متجهًا ذاتيًّا موجبًا، في حين تملك q متجهًا 

 . 1/2  i
i wλ ، حيث تكون yi اأو zi هي  ( ) ( )2 2

1 1
 .   . 

= = − +
= −∑ ∑p nT i i

i i n q
x Ax y x z x ذاتيًّا �صالبًا، فاإنّ 

،1 ≤ m ≤ N ِ�ل Lm )x( = 0 والآن، لناأخذ في الح�صبان نظامًا متجان�صًا من المعادلت الخطية. حيث ن�صترط اأن 
ي�صع اأنّ هذا  . p < i ≤ n – q لحظ  ل�ِ   wi . x = 0 ا  واأي�صً  ،n – q < i ≤ n  �ل  zi . x = 0 ا   واأي�صً

N + n – p قيدًا خطيًّا متجان�صًا على n من المتغيرات. اإذا كان n < p، فاإن هذه المعادلت تملك حلًّ متزامنًا 
 . ( ) ( )2 2

1 1
 .   

= =
′ = − ′∑ ∑P Ni

mi m
y x M x غير �صفري'x . وبو�صع x بدلً من 'x في التعبيرين ل� xT Ax، نجد اأنّ 

وبما اأنّ 'x متعامد مع المتجهات الذّاتيّة جميعها التي قيمها الذّاتيّة غير موجبة، فاإنّ الجهة الي�صرى تكون موجبة، 
■          .N ≥ q ّ؛ وبتعليل مماثل نجد اأنN ≥ p ّفي حين تكون الجهة اليمنى غير موجبة. وهذا التناق�ض يعطي اأن

)Eigenvalues of Graph Parameters( القيم الذّاتيّة ومتغيرات البيان

توفر القيم الذّاتيّة حدودًا على متغيرات متنوعة. وبكلماتٍ اأخرى، فاإنّ متغيرات البيان تعطي حدودًا على 
القيم الذّاتيّة. ونتيجتنا الأولى الآتية ت�صتخدم كثيرة الحدود ال�صغرى فقط. 

 .G �يكون اأقل من عدد القيم الذّاتيّة المختلفة ل G 16.6.8. نظرية: اإن القطر لبيان مترابط

بع�ض  كانت  اإذا  وفقط  اإذا   r الدرجة  من  حدود  كثيرة  تحقق   A فاإن  التّجاور؛  م�صفوفة   A لتكن  الاإثبات: 
التركيبات الخطية ل� A0, …, Ar هي0. وبما اأنّ عدد القيم الذّاتيّة المختلفة هي الدرجة لكثيرة الحدود ال�صغرى، 

 .k ≤ diam (G) م�صتقلة خطيًّا عندما تكون A0, …, Ak فاإننا نحتاج فقط اإلى بيان اأن

 vi , vj ∈ V(G) اختر .A0, …, Ak �ا ل يكفي اأن نبين اأنه لكل k ≤ diam (G) فاإن Ak-1 لي�صت تركيبًا خطيًّ
, لكلّ t < k. وعليه، فاإنّ   0t

i jA = , لكن   0k
i jA ≠ بحيث تكون d(vi, vj) = k. وبح�صاب عدد الممرات، فاإنّ 

■ Ak لي�صت تركيبًا خطيًّا للقوى ال�صغرى.  

الذّاتيّة مثل  لقيمنا  اأن ن�صع دليلً  الطيفية ت�صمن وجود قيم ذاتية حقيقية، فن�صتطيع  النظرية  اأن  بما 
λmin(G) على الترتيب. λmax(G) و  λ1 ≥ … ≥ λn. وندعو λ1 و λn ب� 

17.6.8. تمهيدية: اإذا كان 'G بيانًا جزئيًّا مُحدثًا ل� G، فاإن: 
.λmin (G) ≤ λmin (G') ≤ λmax (G') ≤ λmax (G)

 λmin(A) ≤ xTAx ≤ λmax(A) ّم�صفوفةٌ حقيقية متماثلة، فاإنّ التمهيدية 10.6.8 تعطي اأن A ّالاإثبات: بما اأن
 A' يمكن اأنْ ننظر اإلى ،G في الح�صبان. وبتبديل الروؤو�ض في G' ِ�ل ′Aخذ م�صفوفة التّجاور .x لكل متجه وحدة
 A' �متجهَ الف�صل الذاتي ل z' ليكن .A = A(G) بو�صفها م�صفوفة جزئية رئي�صة علوية اإلى الي�صار للم�صفوفة
بحيث يكون 'A′z' = λmax (G')z. وليكن z متجهَ الف�صل في ℝn الذي نح�صل عليه باإلحاق اأ�صفار اإلى 'z. لذلك، 
■  .λmin (G')  λmin (G) ّوبالمثل، فاإن .λmax(G') = z′TA′z = zTAz ≤ λmax(G) ّفاإن
لحظ اأنّ �صلوك القيم الذّاتيّة الق�صوى تحت عملية حذف الراأ�ض يكون حالة خا�صة من »نظرية الحياكة اأو 
الت�صابك« (Interlacing Theorem): اإذا كان G يملك قيمًا ذاتية λ1 ≥ … ≥ λn و G – x يملك قيمًا ذاتية 
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459 القيم الذانية للبيانات  6.8

µ1 , … , µn-1، فاإنّ λ1 ≥ µ1 ≥ λ2 ≥ … ≥ µn-1 ≥ λn. وب�صبب عدم حاجتنا اإلى هذا، ف�صنهمل الإثبات الذي 

يت�صمن جبًرا خطيًّا  فقط. 

. ( ) ( )
( ) ( ) ( )max

2 e
   

n
G

G G G
G

δ λ≤ ≤ ≤ ∆ 18.6.8. تمهيدية: لكلّ بيان G، فاإنّ 

ا للقيمة الذّاتيّة λ، ولتكن xj = maxi xi هي قيمة اأكبر اإحداثي في x. لذا، فاإنّ   الاإثبات: ليكن x متجهًا ذاتيًّ
λ ≤ ∆(G) تتبع من: 

( ) ( ) ( )
  ( )

    
i j

j i j j jj
v N v

x Ax x d v x G xλ
∈

= = ≤ ≤ ∆∑

اأنّ مجموعَ  اإحداثيات مت�صاوية. بما  10.6.8 على متجه الف�صل مع  للحد ال�صفلي، �صوف نطبق التمهيدية 
المدخلت في م�صفوفة التّجاور �صعفُ عدد الأ�صلع في G، فاإنّ: 

■  ( )
max

2 eI A  
T
n n

ij

G
a

n nn n
λ ≥ = =∑∑I I                                                          

تمكّننا التمهيدية 18.6.8 من تح�صين الحدّ الوا�صح (G) ≤ 1 + ∆(G) المعطى من خلل خوارزمية 
ا n، ومعدلً درجته  ا؛ لأنKn + K1ّ يملك عددًا لونيًّ التلوين ال�صره. وتبديل (G)∆ بمعدل الدرجة يكون �صغيًرا جدًّ
اأقل من n – 1. وبما اأنّ λmax دائمًا تكون على الأقل م�صاوية لمعدل الدرجة، فاإنّ λmax (G) + 1 يملك فر�صة 

للعمل، ول يمكن تح�صينه اأكثر. 

.(G) ≤ 1 +  λmax (G) ّفاإن ،G لكلّ بيان (Wilf [1967]) :19.6.8. نظرية

الاإثبات: اإذا كان (G) = k، فن�صتطيع ب�صورة متتابعة حذف روؤو�ض دون تخفي�ض العدد اللوني حتى نح�صل 
 على بيان جزئي H بحيث اإن (H-v) = k – 1 لكل v ∈ V(H). كما لوحظ في التمهيدية 18.1.5، فاإنّ 

δ (H)  k – 1. وبما اأنّ H بيان جزئي محدث من G، فاإنّ التمهيديتين 18.6.8 و 17.6.8 تعطيان:  
■   .k ≤ 1 + d (H) ≤ 1 + λmax (H) ≤ 1 + λmax (G)
ا �صفليًّا على عدد الع�صب الثنائية التي نحتاج اإليها لتفكيك بيان ما.  يعطي قانون �صلف�صتر للق�صور الذاتي حدًّ
ولأنّ النجومَ ع�صبٌ ثنائية، وكلّ بيان جزئي من نجمة هو نجمة، فاإنّ عدد الع�صب الثنائية التي نحتاج اإليها هو عدد 
الغطاءات الراأ�صية β (G) = n(G) - α(G) على الأكثر. وقد خمن اإيردوز اأنّ الم�صاواة غالبًا ما تتحقق، ولكن 
هذا مازال دون حلّ. اإن البيانات التي لها بنية خا�صة ربما تملك تجزئات فاعلة با�صتخدام ع�صب ثنائية اأخرى. 
 [Reznick – Tiwari – West, وبا�صتخدام القيم الذّاتيّة؛ فاإنّ الحدّ ال�صفلي العام يظهر ب�صورة �صريحة في
. (Tverberg [1982], Peck [1984]) 1985، ولكنه موجود ب�صورة �صمنية في عمل �صابق يفكك البيان التام]

20.6.8. نظرية: لبيان ب�صيط G، يكون عدد الع�صب الثنائية التي نحتاج اإليها لتفكيك G هو على الأقل العدد 
 .A(G) الأكبر لعدد القيم الذّاتيّة الموجبة، وكذلك عدد القيم الذّاتيّة ال�صالبة لم�صفوفة التّجاور

 ، ( )
1

 = 
t

i
A G Bi

=
∑ Bi فاإن هذا يمكننا من كتابة ،G1, …, Gt اإلى بيانات جزئيات G الاإثبات: عندما يتفكك البيان

حيث Bi هي م�صفوفة التّجاور للبيان الجزئي المولد ل�ِ G مع مجموعة الأ�صلع E(Gi)، وعندما يكون Gi هو الع�صبة 
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. وبكتابة هذه التعابير الخطية على �صورة  
  

    2  
j S ii

T
i j k

k T
x B x x x

∈ ∈

= ∑ ∑ الثنائية مع التجزئة الثنائية Si، Ti، فاإنّ 
( ) ( )

1 1
  v

t t
T T

i i i
i i

x Ax x B x u x x
= =

= =∑ ∑ ، فاإننا نح�صل على  ( )
k  

v  
Ti

i kx x
∈

= ∑ ) و  )
  

u  = 2
j Si

i jx x
∈

∑
■ الآن، يعطي قانون �صلف�صتر للق�صور الذاتي )التمهيدية 15.6.8( الحدّ ال�صفلي المزعوم. 
الذّاتيّة لحلقة  القيم  لإيجاد  ب�صيطة  �صيغ  C(2t + 1)n ◽ Cn. هناك  ل�  الع�صبة  ثنائي  تفكيك  مثال:   .21.6.8
10(. حيث تعطي  للعوامل )التمرين  الذّاتيّة  القيم  الذّاتيّة لجداء كارتيزي من  القيم  6( ولح�صاب  )التمرين 
هذه �صيغًا ب�صيطة لعدد القيم الذّاتيّة الموجبة وال�صالبة ل� Cm ◽ Cn عندما يكون m م�صاعفًا فرديًّا من n. بوجه 
خا�ض، C(2t + 1)n ◽ Cn يملك 2 /(n2 + 1)(2t + 1) قيمة ذاتية موجبة و 2 /(n2 – 1)(2t + 1) قيمة ذاتية 

�صالبة عندما يكون n فرديًّا )0 لي�ض قيمة ذاتية(. 
(2t + 1) ع�صبة ثنائية، مكونة من (2t + 1)(n2 + 1)/2 علوة على ذلك، فاإن مثل هذا الجداء يتفكك اإلى
2/(n-1) حلقة من الدرجة 4 و / (n + 1)(2t + 1)2 نجمة  (Kratzke – West). لحظ اأنّ الحلقات من 
البيانات الجزئيّة الوحيدة من Cm ◽ Cn التي تكون ثنائية الع�صبة. التفكيك الأمثل 4، والنجوم هي   الدرجة 

ل� C15 ◽ C5 يظهر في ال�صكل اأدناه. تلتف الأ�صلع من الأعلى اإلى الأ�صفل، ومن اليمين اإلى الي�صار، في حين ت�صير 
نقاط ال�صبكة جميعها اإلى روؤو�ض، حيث ت�صير النقاط ال�صميكة اإلى الروؤو�ض التي تكون مراكز للنجوم في التفكيك، 
■ اأما الدوائر فت�صير اإلى حلقات من الدرجة 4 في التفكيك.  

)Eigenvalues of Regular Graphs(  القيم الذّاتيّة للبيانات المنتظمة
تميز البيانات المنتظمة با�صتخدام الطيف مثلها مثل البيانات الثنائية الفرع. يقوم المتجه 1n الذي له n من 
الإحداثيات حيث تكون جميعها اإحداثياته 1 بدور خا�ضّ في هذا وفي العديد من المناق�صات الأخرى التي تت�صمن 

قيمًا ذاتية، كما تفعل م�صفوفة الواحدات J جميعها. 
22.6.8. نظرية: تكون القيمة الذّاتيّة ل� G التي لها اأكبر قيمة مطلقة هي (G)∆ اإذا وفقط اإ ذا وُجد ل� G مركبة 
 .∆(G) كقيمة ذاتية هو عدد المركبات المنتظمة من الدرجة ∆(G) وعدد مرات تكرار .∆(G) منتظمة من الدرجة
G منتظمًا من  d(vi). وعندما يكون  A1n هي  للم�صفوفة   i اإن المدخلة  التّجاور.  A م�صفوفةَ  لتكن  الاإثبات: 
 x 1. وعمومًا، ليكنn هي قيمة ذاتية مع متجه ذاتي k وعليه، فاإن .A1n = k1n فاإننا نح�صل على اأن ،k الدرجة
متجهًا ذاتيًّا للقيمة الذّاتيّة λ، وليكن xj الإحداثيَّ الذي قيمته المطلقة هي الأكبر من بين اإحداثيات x المرتبطة 

بروؤو�ض لمركبة ما  H ل� G. للإحداثي j ل� Ax، فاإنّ: 

( )
( )

( ) ( ) 
i i

j i j j jj
v N v

x Ax x d v x G xλ
∈

= = ≤ ≤ ∆∑
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461 القيم الذانية للبيانات  6.8

 .vi ∈ N(vj) ّلكل xi = xj و d(vj) = ∆ (G) لحظ اأنّ الم�صاواة تتطلب اأنْ يكون . ( )Gλ ≤ ∆ لذلك، فاإنّ 
ون�صتطيع تكرار هذا التعليل للو�صول اإلى الإحداثيات جميعها للروؤو�ض الموجودة في H لذلك، فاإن القيم الذّاتيّة 
المرافقة ل� x تملك قيمة مطلقة كبيرة مثل  (G) ∆  فقط اإذا كان H منتظمًا من الدرجة (G) ∆ لذلك، فاإنّ 
 G �اإذا وفقط اإذا كان: )1( كل مركبة ل ∆ (G) لها قيمة مطلقة كبيرة مثل x القيمة الذّاتيّة المرافقة لمتجه ذاتي
تحتوي على راأ�ض بحيث يكونx غير �صفري تكون منتظمة من الدرجة (G) ∆، و )2( يكون x ثابتًا على الإحداثيات 
المرتبطة بكل مركبة مماثلة. ون�صتطيع اختيار الثابت با�صتقللية لكل مركبة منتظمة من الدرجة (G) ∆. لذا، فاإنّ 

.∆ (G) هو عدد المركبات المنتظمة من الدرجة ∆ (G) �بُعْدَ ف�صاء المتجهات الذّاتيّة المرافقة ل
مطلقة  قيمة  اأكبر  لها  التي  الذّاتيّة  القيم  اأن  �صحيحًا  يبقى  فاإنه  منتظم،  وغير  مترابطًا   G يكون  عندما 
تملك الم�صاعفة 1، واأنّ الإحداثيات للمتجه الذاتي المرافق تملك الإ�صارة نف�صها. وهذا له علقة مع نظرية بيرون 

وفروبين�ض في الجبر الخطي، ف�صلً عن اأنه ي�صتخدم تعليلت كتلك الموجودة اأعله؛ و�صوف نهمل الإثبات. 
تنويه: لحظ اأنّ القوى لم�صفوفة التّجاور تعطي تمييزًا اآخر. 

23.6.8. نظرية: (Hoffman [1963]) يكون البيان G منتظمًا ومترابطًا اإذا وفقط اإذا كان J تركيبًا خطيًّا 
 .A(G) لقوى من

الاإثبات: الكفاية. اإذا اأمكن التعبير عن J بهذا ال�صكل، فاإنه لكل i, j ي�صبح لدينا اأنّ i, j ≠ 0(Ak) لبع�ض قيم                     
ا من vi اإلى vj طوله k. لذلك، فاإنّ G مترابط. للنتظام؛ خذ في الح�صبان الم�صفوفتين  k ≥ 0، وهذا يتطلب ممرًّ
JA و AJ. ولحظ اأنّ الموقع i, j في الم�صفوفة AJ هو d(vi) )ثابت على ال�صفوف(، والموقع i, j في الم�صفوفة 
 JA هو d(vj) )ثابت على الأعمدة(. وبما اأنّ J تركيب خطي لقوى من A التي يمكن تبديل كل منها مع A، فاإنّ 

JA = AJ. لذلك، فاإنّ الموقع i, j هو كل من d(vi) و d(vj) ويكون البيان منتظمًا. 

هي                                                         ال�صغرى  الحدود  وكثيرة  ذاتية،  قيمة  هي  والتي   k الدرجة  من  منتظمٌ   G اأنّ  بما  ال�صرورة. 
(G : ) = ( - k) g() لكثيرة حدود ما g ، بما اأنّ (G ; A) =0 ، فاإنّ Ag(A) = kg(A). لذلك، فاإنّ 
كلّ عمود في g(A) هو متجه ذاتيّ ل� A مع قيمة ذاتية k. وبما اأنّ G منتظم ومترابط، فاإنّ كلّ متجه ذاتيّ مماثل 
هو م�صاعف من In. لذلك، فاإنّ الأعمدة في g(A) تكون ثابتة، وعلى اأي حال، فاإنّ g(A) هي تركيب خطي لقوى 
من م�صفوفة متماثلة. وعليه، فاإنّ g(A) يجب اأن تكون متماثلة. لذا، فاإنّ الأعمدة تكون مت�صاوية، وg(A) تكون 
■   .J م�صاعفة من
G من  ا، ويمكن الح�صول على القيم الذّاتيّة ل�  G يكون منتظمًا اأي�صً عندما يكون G ب�صيطًا ومنتظمًا، فاإنّ 

 . ( ) ( )A G J I A G= − − القيم الذّاتيّة ل� G، وهذا يرتكز على التعبير الم�صفوفي للإتمام: 
 . ( ) ( ) ( ) ( ) ;   1  det 1nG I A G Jφ λ λ= − − − − +   24.6.8. تمهيدية: 

الاإثبات: تعطي الح�صابات المبا�صرة ما ياأتي:
( )( ) ( )( )

( ) ( ) ( )

det det

                          det 1 1 det 1n

I A G I J I A

I J A I A J

λ λ

λ λ

− = − − −

= + − + = − − − − +      

( )( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

det det

                          det 1 1 det 1n

I A G I J I A

I J A I A J

λ λ

λ λ

− = − − −

= + − + = − − − − +      

G لهما المتجهات الذّاتيّة نف�صها.  25.6.8. نظرية: اإذا كان G بيانًا ب�صيطًا ومنتظمًا من الدرجة k، فاإنّ G، و 
 G �متجهًا ذاتيًّا غير ثابت ل x اإذا كان .G القيمة الذّاتيّة المرافقة ل� 1n هي k في G، وتكون n – k – 1 في 
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 . - 1 -  هي G مرافقًا للقيمة الذّاتيّة λ ل� G، فاإنّ قيمته الذّاتيّة المرافقة في 
،G �ل k مع قيمة ذاتية ،G G منتظمٌ من الدرجة n – k – 1، فاإنّ 1n متجه ذاتيّ لكلّ من G و اأنّ   الاإثبات: بما 

 . ( )A A G= ٍ مكونٍ من متجهاتٍ ذاتية، ولتكن  ا ل� G في اأ�صا�ضٍ متعامدٍ مُعَيرَّ G. ليكن x متجهًا ذاتيًّ وn – k – 1 ل� 
■   . بما اأنّ 1n . x = 0، فاإنّ Σxi = 0. نح�صب 
 .Kn ا �صفليًّا على القيمة الذّاتيّة الأ�صغر لبيان منتظم، ويعطي ا�صتقاقًا اآخر لطيف للبيان اإنّ هذا يعطي حدًّ

 .λn  k – n ّفاإن ،k 26.6.8. نتيجة: لبيان ب�صيط منتظم من الدرجة
 G ل�  الذّاتيّة  القيم  فاإنّ   ،λ1  …  λn وكانت   ،k الدرجة  من  منتظمًا  بيانًا   G كان  اإذا  الاإثبات: 
فاإنّ  وبوجه خا�ض،   .25.6.8  –  22.6.8 المبرهنات  وذلك من   ،(n – k – 1, -1 - λn,…, -1 - λ2)  هي 
■   .n – k – 1  - λn – 1
اأنْ  لي�ض �صرطًا  المولدة.  اأ�صجاره  G لح�صاب  ب�صيط منتظم مترابط  لبيان  الذّاتيّة  القيم  ا�صتخدام  يمكن 
تكون القيم الذّاتيّة ن�صبية، وعلى الرغم من ذلك، فاإنّ الناتج τ(G) هو عدد �صحيح. اإن نظرية م�صفوفة ال�صجرة 
)النظرية 12.2.2( ت�صير اإلى اأن τ(G) ي�صاوي كل فرعي (minor) للم�صفوفة Q = D – A، حيث A هي 
 D ّفاإن ،k منتظمًا من الدرجة G فهي الم�صفوفة القطرية للدرجات. عندما يكون D م�صفوفة التّجاور، اأما
kI =. اإذا ا�صتخدمنا Adj Q لترمز اإلى الم�صفوفة القرينة ل� Q )م�صفوفة المتعاملت الموؤ�صرة(، فاإنّ نظرية 
 ،Kn وبا�صتخدام �صيغة كايلي )النظرية 3.2.2( للأ�صجار المولدة في .Adj Q = τ(G)J م�صفوفة ال�صجرة هي

 .Adj (nI – J) = nn – 2 J ّفاإن
،A = A(G)ولتكن  ،G ب�صيط  بيان  في  الروؤو�ض  لدرجات  القطريةَ  الم�صفوفةَ   D لتكن  تمهيدية:   .27.6.8 

 .τ(G) = det (J + Q) / n2 هو G �اإذن، فاإن عدد ال�صجرات المولدة ل .Q = D – A و
 ،J + Q نطبق هذا با�صتخدام .Adj(AB) = Adj(A) Adj(B)و ،J2 = nJ ، J Q = 0 ّالاإثبات: لحظ اأن

والم�صفوفة nI – J التي تظهر من Kn للح�صول على: 
Adj(nI – J) Adj(J + Q) = Adj[(nI – J)(J + Q)] = Adj(nQ)

ا Adj (nQ) = nn – 1 Adj Q لأي  لأنّ  J2 = nJ و JQ = 0. لقد ح�صبنا اأنّ Adj (nI – J) = nn – 2 J. اأي�صً
م�صفوفة Q. واخت�صار العوامل الم�صتركة في n يعطي J Adj (J + Q) = n τ (G) J. كما اأن �صرب طرفي 
المعادلة من اليمين في T(J + Q) يعطي: J (det(J + Q) I) = n τ(G)n J. وكل الطرفين هما م�صاعفات ل� 
 ■ J. لذلك، فاإن الم�صاواة المطلوبة تتحقق. 
للبيانات جميعها  يو�صع  التحليل  G منتظمًا. )هذا  اإذا كان  الذّاتيّة  القيم  τ(G) من  الآن ح�صاب  ن�صتطيع 

عندما يكون النظام المعدل للقيم الذّاتيّة م�صتخدمًا(. 
طيف  مع  الروؤو�ض  من   n على   k الدرجة  من  منتظمًا  مترابطًا  ب�صيطًا  بيانًا   G كان  اإذا  نظرية:   .28.6.8

 . ( ) ( ) ( )1 1
2  ;  =  τ φ λ− −

=′= ∏ −
mjt

j jG n G k n k 2 فاإنّ 

2

     ... 
1    m  ... m

t

t

k λ λ 
 
 

 A – J �هي القيمة لكثيرة الحدود المميّزة ل J + Q �فاإنّ المحددة ل ،J + Q = J + kI – A ّالاإثبات: بما اأن
اأما   ،k 1n بو�صفه متجهًا ذاتيًّا مع قيمة ذاتية  فاإنه يملك   ،k الدرجة  G مترابط ومنتظم من  اأنّ  k. وبما  عند 
ا متجه ذاتي ل� A – J مع  المتجهات الذّاتيّة الأخرى فتكون متعامدة مع 1n. وكل متجه ذاتي مماثل ل� A هو اأي�صً

 .(A – J)x = Ax – Jx = Ax = λx ّالقيمة الذّاتيّة نف�صها، لأن
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ا، 1n متجهٌ ذاتيٌّ ل� A – J مع قيمة ذاتية k – n. وهذا ينتج مجموعة كاملة من القيم الذّاتيّة ل� A – J. وح�صاب  اأي�صً
) يملك  ) ; φ λ′ G . وبما اأنّ  ( ) ( )2det      t

j jJ Q n k λ=+ = ∏ − كثيرة الحدود المميّزة عند k يعطي اأنّ:
 . ( ) ; G kφ′  λ - k كعامل غير متكرر عندما يكون G مترابطًا ومنتظمًا من الدرجة k، فاإنّ حا�صل ال�صرب يكون 
■  .n2 بعد ق�صمتها على τ(G) ومن التمهيدية 27.6.8، فاإننا نح�صل على

في  المنتظمة  غير  للبيانات  ا  اأي�صً و�صّعت   28.6.8 النظرية   –  24.6.8 التمهيدية  في   النتائج 
الذّاتيّة  القيم  با�صتخدام   )Kelmans – Chelnokov [1974] ا  )واأي�صً  [Kelmans, 1967]
اأخرى لح�صاب  التي تظهر طريقة  اأعله  ا�صتخدمت  التي   Q للبيان. هذه هي الم�صفوفة  للم�صفوفة اللبل�صية 
في  ال�صجرة  م�صفوفة  نظرية  على  اآخر  تنوع  ويظهر   ،[Kelmans, 1965, 1966] في  المولدة   الأ�صجار 

 .[Hartsfield – Kelmans – Shen, 1996]

 )Eigenvalues and Expanders( القيم الذّاتيّة والموسعات
اإن العديد من التطبيقات في علم الحا�صوب تتطلب »بيانات مو�صعة«. ولقد جمع والترز [1996م] العديد من 
اأنّ المجموعات ال�صغيرة جميعها  اإنّ الفكرة الأ�صا�صية للتو�صعة هي  التعريفات التي ا�صتخدمت لبيانات مماثلة. 

يجب اأنْ تملك جوارات كبيرة، والهدف من ذلك هو اإن�صاء خ�صائ�ض ترابطية جيدة دون وجود اأ�صلع كثيرة. 
ف المو�صع (expander – (n, k, c)) من نوع (n, k, c) على اأنه بيان ثنائي G بالتجزئة  29.6.8. تعريف: نعرِّ

N(s)|≥ (1 + c(1 - |s| /n))ّواأن ،∆(G) ≤ k ّواأن |X| = |Y| = n حيث X، Y الثنائية
((n, k, c) – magni- (n, k, c) نوع  الـمكبر )الم�صخم( من  ف  ونُعرِّ  . / 2S n≤ S ⊆ X مع   للكلّ
 S ⊆ لكل ( )    N S S c S≥ ⋅

(fier على اأنه بيان G على n من الروؤو�ض بحيث اإن k ≥ (G)∆، واإن 
بيان  اأنه  على   (n – superconcentrator)  n الدرجة  من  الفائق  المرُكز  ف  ونعرِّ  . / 2S n≤ مع   V(G)
 B من الم�صادر، وكلّ مجموعة A بالوعة )م�صبًّا( بحيث يوجد لكلّ مجموعة nم�صدرًا، و n موجه ل حلقي مع

 .B اإلى A م�صار منف�صل من A A بالوعة،  تتكون من 
تظهر المو�صعات في �صبكة الت�صنيف الموازي ل�[1983م ,Ajtai, Kamlós, Szemerédi]. ف�صلً عن اأنّ 
ال�صرط للتو�صيع يقوي �صرط هال؛ نحن ل نملك مواءمة واحدة فقط، بل العديد منها. وهذا ي�صاعد على ا�صتخدام 
المو�صعات لبناء المركزات الفائقة. وقد نوق�صت تطبيقات المركزات الفائقة في [Alon, 1986a]. اإن الحد على 

الدرجة العظمى يجعل عدد الأ�صلع خطيًّا في n. وبهذه الو�صيلة، فاإنّ تكلفة اإن�صاء ال�صبكة تكون محدودة. 
اإنّ الطرق الحتمالية )التمرين 22( توؤدي اإلى وجود المو�صعات )والمركزات الفائقة( مع n كبيرة ومعدل 
ا�صتخدم مارجولي�ض   .([Chung, 1978م b], [Pippenger, 1977م], [Pinsker, 1973م])  درجة محدود 

.[Gabber – Galil, 1981م]( ا [1973م ,Margulis] اأفكارًا جبرية لإن�صاء مثال �صريح )انظر اأي�صً
وعلى الرغم من اأنّ بيانًا ع�صوائيًّا مولدًا ب�صورة منا�صبة غالبًا ما يملك خ�صائ�ض مو�صعة جيدة، اإل اأنه من 
ال�صعب قيا�ض التو�صعة. ا�صتخدم كلٌّ من [1984م ,Tanner] و[1985م ,1984م ,Alon – Milman] ب�صورة 
م�صتقلة القيم الذّاتيّة لحلّ هذا. حيث برهنا اأنّ البيانات تملك خ�صائ�ض مو�صعة جيدة عندما تكون اأكبر قيمتين 
ذاتيتين بعيدتين اإحداهما عن الأخرى. وبما اأنّ القيم الذّاتيّة �صهلة الح�صاب )اأو التقريب(، فاإننا ن�صتطيع اأنْ نولد 

بيانًا ب�صورة ع�صوائية، ومن ثَمّ نح�صب قيمه الذّاتيّة لفح�ض مقدار التّو�صّع. 
�صوف ناأخذ في الح�صبان الحالة الخا�صة للبيانات المنتظمة فقط. في التطبيقات، تكون المو�صعات اأكثر فائدة 
                     )n, k, c( من مكبر من نوع )n, (k + 1), c( من المكبرات، ولكن من ال�صهل الح�صول على مو�صع من نوع
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)التمرين 21(. لذلك، �صوف ناأخذ في الح�صبان العلقة بين القيم الذّاتيّة والتكبير. وتمثيلنا يتبع
 ([Alon – Spencer, 1992, p119ff]) الذي يناق�ض خ�صائ�ض اإ�صافية للقيم الذّاتيّة للبيانات المنتظمة 

)والع�صوائية(. 

 S ثاني اأكبر قيمة ذاتية، وكانت 𝜆𝜆 من الروؤو�ض حيث n على k بيانًا منتظمًا من الدرجة G 30.6.8. اإذا كان
مجموعة جزئية فعلية غير خالية من V(G) فاإنّ: 

 |[S, S]| ≥ (k -𝛌𝛌) |S| |S|/n
الاإثبات: بما اأنّ G منتظم من الدرجة k، فاإنّ λmax (G) = k. ويكون الدعاء وا�صحًا اإذا كان

k - λ = 0، لذلك ن�صتطيع G مترابط، ثم نح�صب: 

( ) ( )22

  ( )   ( )
 -    2   T

i i j i j
ij E G ij E G

x kI A x k x x x x x
∈ ∈

= − = −∑ ∑ ∑

، و�صع xi = -(n – s) ل�ِ i ∈ S، و xi = s ل�ِ i ∉ S . لحظ اأنّ المجموع عن اليمين   = s S الآن، ليكن 
.n2|[S,S]| اأعله ي�صبح

A مع قيمة ذاتية  ل�ِ   1n الذاتي  x يكون متعامدًا على المتجه  فاإنّ المتجه   ،Σ xi = 0 S تعطي  s= ولأنّ 
ا المتجه الذاتي ل� kI – A لأ�صغر قيمها الذّاتيّة 0. با�صتخدام التمهيدية 10.6.8  k. والمتجه الذاتي 1n هو اأي�صً
) خلل متجهات عمودية على 1n هي اأ�صغر قيمة ذاتية  )T

T

x kI A x
x x
− والنظرية 11.6.8، فاإنّ القيمة ال�صغرى ل� 

تالية ل� kI – A، والتي تكون k - λ. لذلك، فاإنّ :
( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )2 2   + λ λ λ− ≥ − = − − − = − −T Tx kI A x k x x k s n s n s s k s n s n

■   . ( ) ( ),  S    - /S k s n s nλ  ≥ −  ) ، فاإنّ  ) 2 ,  STx kI A x n S − =   وبما اأنّ 
31.6.8. نتيجة: اإذا كان G بيانًا منتظمًا من الدرجة k على n من الروؤو�ض حيث اإن 𝜆𝜆 هي ثاني اأكبر قيمة 

 .c = (k - )/ 2k حيث ،(n, k, c) هو مكبر من نوع G ّذاتية، فاإن
اأنّ  30.6.8 تعطي  النظرية  فاإنّ   ،s ≤ n/2 s بحيث  روؤو�صها  G وعدد  روؤو�ض في  S مجموعة  اإذا كانت  الاإثبات: 
 S ّمن هذه الأ�صلع على الأكثر. لذلك، فاإن k ي�صتقبل S . وكلّ راأ�ض في  ( ) ( ),  S    - /S k s n s nλ  ≥ − 
■ S. وبما اأنّ n ≥ 1/ 2 /(n – s)، فهذا ينهي الإثبات.   يجب اأنْ تملك s(n – s)/(nk)(k - ) جارًا على الأقل في 
ن األون وميلمان [1984م]  لحظ اأنّ ف�صلً اأو�صع بين اأكبر قيمتين ذاتيتين يوؤدي اإلى ت�صخيم اأكبر. ولقد حَ�صَّ
الحدّ ال�صّفليّ اإلى c ≥ (2k - 2)/ (3k - 2). حيث اأثبت األون [b 1986] نتيجة عك�صية جزئية هي: اإذا كان 

البيان G المنتظم من الدرجة k مكبًرا من نوع (n, k, c)، فاإنّ الف�صل k - λ هو c2/ (4 + 2c2) على الأقل. 
اإن بناءات �صريحة للبيانات المنتظمة معروفة مع ف�صل بين λ1 و λ2 كبير قدر الإمكان. لحظ اأنّ ثاني 
) )انظر  )( )2 1 1 0 1/   − −k d d هي على الأقل  k قطره  لبيان منتظم من الدرجة  اأكبر قيمة ذاتية 
 [Margulis, 1988] و [Lubotzky – Phillips – Sarnak, 1982] لقد اأن�صاأ كلّ من .)[Nilli, 1991]
 ،4 1 بمقيا�ض  1 من عدد اأولي يكافئ  k اأكبر ب�  عائلت لنهائية من البيانات المنتظمة حيث تكون الدرجة 

2 على الأكثر.  1k − وثاني اأكبر قيمة ذاتية هي 

 )Strongly Regular Graphs( البيانات المنتظمة بقوة
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465 القيم الذانية للبيانات  6.8

�صوف نختتم هذا الف�صل من خلل تطبيق على �صف خا�ض من البيانات المنتظمة. 
اإذا   (Strongly regular) بقوة  منتظمًا  الروؤو�ض  من   n على   G الب�صيط  البيان  ي�صمى  تعريف:   .32.6.8
وجدت متغيرات k, λ, µ بحيث يكون G منتظمًا من الدرجة k، ويملك كل زوج متجاور من الروؤو�ض λ جارًا 

م�صتركًا، في حين يملك كل زوج من الأزواج غير المتجاورة µ جارًا م�صتركًا. 
للنظر تدعى  نتيجة لفتة  اإثباتًا ق�صيًرا مع  لنا  توفر  بقوة  المنتظمة  للبيانات  الذّاتيّة  القيم  اإن خ�صائ�ض 
اأي حفلة يكون فيها كلّ زوج من الأ�صخا�ض له معرفة �صخ�صية  اإنه في  »نظرية ال�صداقة«. هذه النظرية تقول 
الناتج  البيان  اإنّ  الم�صيف(.  )تخمينًا  جميعهم  الأ�صخا�ض  يعرف  واحد  �صخ�ض  يوجد  فاإنه  واحدة،  م�صتركة 
لدرا�صة  اآخر  دافع  وهناك  براأ�ض.  تت�صارك  التي  المثلثات  من  عدد  من  يتكون  ال�صخ�صية  المعرفة  علقة  من 
البيانات المنتظمة بقوة وهو ربطها مع نظرية الت�صاميم. اإنّ البيانات المنتظمة بقوة والتي فيها λ = µ ترتبط 
بناء جبري غني موجودة في  مع  الأخرى  المنتظمة  البيانات  المتماثلة.  الموزونة  التامة  القالبية غير   بالت�صاميم 

 .[Biggs, 1993م, part 3]

G يكون منتظمًا  33.6.8. نظرية: اإذا كان G بيانًا منتظمًا بقوة على n من الروؤو�ض ومتغيرات k, λ, µ، فاإنّ
 .µ' = n – 2k +  و G , K' = n - k - 1،بقوة مع متغيرات

. لذلك، فاإنّ  ( ) ( )  NN v w الاإثبات: لكلّ زوج متجاور v « w في G يوجد  - (k – 1)2 راأ�صًا اآخر في 
v و w يملكان n – 2 – 2(k – 1) +  راأ�صًا م�صتركًا غير مجاورين لهما. وعندما يكون v ↮ w، فاإنه يوجد 
■ . وعليه، فاإنه يوجد n – 2k + μ راأ�صًا م�صتركًا غير مجاورين لهما.   ( ) ( ) NN v w

2k - μ راأ�صًا في 

فاإنّ   ،k, , µ ومتغيرات  الروؤو�ض  من   n على  بقوة  منتظمًا  بيانًا   G كان  اإذا  نظرية:   .34.6.8 
 .k(k -  - 1) = µ(n – k – 1) 

 k �ب w بو�صفها نقطة طرفية. يمكن اختيار الراأ�ض الأو�صط v مع راأ�ض ثابت P3 �الاإثبات: نعدّ الن�صخ المحدثة ل
من الطرق. ولكل w مماثلة، فاإنّ الراأ�ض الثالث يمكن اأنْ يكون اأيّ جار ل� w غير مجاور ل� v. وعندما يكون v غير 
متوافر، فاإنه يوجد دائمًا k -  - 1 طريقة لختيار الراأ�ض الثالث. ومن ناحية اأخرى، فاإنّ الراأ�ض الثالث يمكن 
اختياره ب� n – k – 1 طريقة بو�صفه راأ�صًا غير مجاور ل� v. ولكل اختيار مثل هذا، فاإنّه يوجد m جارًا م�صتركًا مع 
■   .w ومن الممكن اأنْ يخدم مثل ،v

35.6.8. مثال: حالت م�صمحلة: μ = 0، اأو  = k – 1، اأو k = n – 1. �صوف نبين اأنّ بيانًا منتظمًا بقوة 
مماثل هو عبارة عن اتحاد ع�صب منف�صلة من الدرجة k + 1. من النظرية 34.6.8، فاإنّ  = k – 1 اإذا 
وفقط اإذا كان μ = 0، اأو k = n - 1. لذلك، يمكن افترا�ض اأنّ λ = k – 1. الآن، كلّ جار ل�v هو مجاور لكلّ 
■ راأ�ض اآخر، وهذا يمنع وجود P3 محدث، ويجبر G ليكون اتحاد ع�صب منف�صلة.  

 < k – 1. تذكر النظرية 34.6.8 �صرطًا �صروريًا على  µ > 0، و  من الآن ف�صاعدًا، �صوف نفتر�ض 
ا �صرط �صروري اآخر من القيم الذّاتيّة.  مجموعة المتغيرات لبيان منتظم بقوة. ويظهر اأي�صً

36.6.8. نظرية: )�صرط التكامل( اإذا كان G بيانًا منتظمًا بقوة على n من الروؤو�ض ومتغيراتk, λ, µ، فاإنّ 
العددين اأدناه يكونان �صحيحين وغير �صالبين.

( ( )( )
( ) ( )2

1 21 1 
2 4

n k
n

k

µ λ

µ λ µ

− − −
− ±

− + −
( 
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الح�صبان.  في   A2 خذ  ذاتية.  قيم  م�صاعفات  من  لأنهما  �صالبين  غير  �صحيحين  يكونان  العددان  هذان  الاإثبات: 
اأنّ اإذا كان vi ↮ vj. وبما   µ vi ↔ vj، وتكون  اإذا كان    i = j، في حين تكون  اإذا كان   k A2 هي  ij في   المدخلة 

 vi ↔ vj تُعلِّم )ت�صع علمات( الواحدات (1s) في م�صفوفة التّجاور، و vi ↮ vj تُعلِّم الواحدات في م�صفوفة التّجاور 
 .A2 = (k - μ) I + ( - μ) A+ μJ  :واإعادة ترتيب الحدود يعطي .A2 = kI + A + μ(J – I – A) ّللمتممة، فاإن

، k2 1n = (k - μ)1n + ( - μ)k1n + μ n1n  1 يعطيn في A2 �و�صرب كل التعبيرين ل
 وهذا يوؤدي اإلى اإثبات اآخر ل� k(k - λ - 1) = μ(n – k – 1). ليكن x متجهًا ذاتيًّا لقيمة ذاتية اأخرى
.ϴ2 – (λ - μ) ϴ - (k - μ) = 0 ينتج x في A2 �و�صرب كل التعبيرين ل .Jx = 0n ّ1، فاإنn عمودي على x ّبما اأن .ϴ ≠ k 
الأخرى  الذّاتيّة  للقيم  القيمتين  يكونا  اأن  اللذين يجب   ،s و   ،r ϴ تملك جذرين هما  ل�  التربيعية  المعادلة  وهذه 

. ( ) ( )( )21  - 4
2

kλ µ λ µ µ± − + − جميعها. وهما:  

تكون                                35.6.8 الحالت جميعها عندما  المثال  s. ي�صف  و   r ل�  الذّاتيّة  القيم  a وb م�صاعفات  ليكن  الآن، 
μ = 0. لذلك، من الممكن افترا�ض اأنّ μ > 0، وبالتالي يكون G مترابطًا. ولأن G مترابط، فاإنّ عدد مرات 
تكرار القيمة الذّاتيّة k ي�صاوي 1. وعليه، فاإنّ a + b = n + 1. وبما اأنّ مجموع القيم الذّاتيّة ي�صاوي 0، فاإنّ                                              
 . ( 1)k r nb

r s
+ −

=
−

) و  1)k s na
r s
+ −

= −
−

k + ra + sb = 0. اإنّ الحلّ لهاتين المعادلتين الخطيتين ل� a و b هو 
وهاتان القيمتان هما المزعومتان في الأعلى باأنهما �صحيحتان وغير �صالبتين.                                                      ■

تنويه: لحظ اأنه يمكن تتبع التعليل ال�صابق في التجاه المعاك�ض. 
 k, , μمتغيرات مع  بقوة  منتظمًا   k الدرجة  من  المنتظم  المترابط   G البيان  يكون  نظرية:   .37.6.8
 r + s = λ - μ اأنّ  القيم تحقق  k > r > s تمامًا. وهذه  اإذا كان يملك ثلث قيم ذاتية   اإذا وفقط 
 ■   .rs = - (k - μ)و
 (n – 1) (μ - ) = 2k, :38.6.8. مثال: �صفوف البيانات المنتظمة بقوة. �صوف ناأخذ في الح�صبان حالتين
m =  + 1؛ لأنّ  اأنْ يكون  2k =(μ - λ) (n - 1). با�صتثناء القيم الوا�صحة، فاإنّ الحالة الأولى تتطلب   و 
G يكونان بيانين منتظمين بقوة مع المتغيرات نف�صها. في  2k < 2n – 2 > 0. ومن النظرية 33.6.8، فاإنّ G و 
ا اأنّ n = 4μ + 1، واأنّ n هي المجموع لمربعين كاملين. ف�صلً عن ذلك، فاإنّ للقيم الذّاتيّة  هذه الحالة، نعلم اأي�صً

r و s عدد مرات التكرار نف�صها. 
اأما في الحالة الثانية، تتطلب الن�صبية اأنْ يكون 2 + 4(k - μ) = d2(μ - ) لعدد �صحيح موجب ما d، وd يجب 
اأمثلة متنوعة  اأعدادًا �صحيحة. وهناك  الذّاتيّة  القيم  اأنْ تكون  2k – (μ - λ)(n – 1). وهنا يجب  اأنْ يق�صم 
 = 0 وμ = 2 ، هناك ثلثة بيانات مماثلة معروفة، ولكنه غير معروف فيما  معروفة. في الحالة الخا�صة 
اإذا كانت القائمة منتهية! والأمثلة المعروفة؛ باإدراج المتغيرات (n, k, , μ)؛ هي: المربع (4, 2, 0, 2)، وبيان 
 كليب�ض (Clebsch graph) )16, 5, 0, 2( وبيان جويرتز (Gewirtz graph) )56, 10, 0, 2( )انظر

 Cameron – van Lint,[ 1991, p43](. بيان كليب�ض يظهر في التمرين 23. وتظهر بيانات منتظمة بقوة 
■ في التمارين 24 – 26.  

ق�صيًرا  اإثباتًا  يملك   (Craig Huneke) هنيك  كرايج  اأنّ  لحظ  ال�صداقة.  نظرية  نثبت  �صوف  اأخيًرا، 
ل�صتثناء البيانات المنتظمة من خلل ح�صاب ممرات وا�صتخدام ح�صاب مقيا�صي؛ وهو لي�ض اأطول من اإثبات �صرط 
التكاملية. ويناق�ض همر�صلي [Hammersley,1983] براهين اأخرى تتجنب ا�صتخدام القيم الذّاتيّة، وت�صتخدم 

تعليلت عددية معقدة لحذف البيانات المنتظمة. 
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39.6.8. نظرية: )نظرية ال�صداقة – [Wilf, 1971]( اإذا كان G بيانًا يتحقق فيه اأنّ كلّ راأ�صين مختلفين 
يملكان جارًا م�صتركًا واحدًا تمامًا، فاإن G يملك راأ�صًا مربوطًا بالروؤو�ض الأخرى جميعها. 

اأنْ يكون منتظمًا. اإذا كان G منتظمًا، فاإنه �صوف يكون منتظمًا  اأنّ G يجب  الاإثبات: التماثل لل�صرط يقترح 
) يجب اأنْ يكون عددًا �صحيحًا. لذلك، فاإنّ  )1 1 / 1

2
n k k− ± − بقوة مع  = μ = 1. ومن النظرية 36.6.8، فاإنّ 

المنتظم من  البيان  K3 هو  فاإنّ  اأي حال،  k = 2. وعلى  والذي يحدث فقط عندما  / عددٌ �صحيح،  1k k −
 .n – 1 الدرجة 2 الوحيد الذي يحقق ال�صرط، ويملك روؤو�صًا درجتها

قَ d(v) = d(w). لحظ اأنّ الإ�صرار  قُّ الآن، افتر�ض اأنّ G غير منتظم. �صوف نبين اأنّ v ↮ w تتطلب تَحَ
 .{v, w} �هو الجار الم�صترك ل u على وجود جيران م�صتركين وحيدين يمنع وجود حلقات من الدرجة 4. وليكن
 x ∈ S = N(v) – {u, a} ّكل .{u, w} �ِهو الجار الم�صترك ل b وليكن ،{u,v} �ِهو الجار الم�صترك ل a وليكن
يملك f(x) بو�صفه جارًا م�صتركًا مع w. اإذا كان f(x) = b لبع�ض x ∈ S ، فاإنّ x, b, v, u حلقةٌ من الدرجة 4. 
 اإذا كان f(x) = f(x') لراأ�صين مختلفين x, x' ∈ S، فاإنّ x, v, x', f(x) حلقةٌ من الدرجة 4. لذا، نكون قد بينا اأنّ 

 .d(v)  d(w) ّومن التماثل فاإن .d(w)  d(v)
ال�صابقة الفقرة  من   .d(w)  d(v) مع   v, w راأ�صين  يملك  فاإنه  منتظم،  غير   G اأنّ   بما 

افترا�ض  فن�صتطيع  معًا  درجتهما  ت�صاوي  اأنْ  يمكن  ل   u درجة  اأنّ  بما  الم�صترك.  جارهما   u ليكن   .v ↔ w
يكون  اأنْ  يتطلب  هذا  ولكن   ،d(x) = d(v) فاإنّ   ،x ∉ N)v) راأ�صًا  يملك   G كان  اإذا   .d)u(  d)v)  اأنّ 
■  .d(v) = n – 1 ّلذلك، فاإن .v, u, x, w وهذا يبني الحلقة الرباعية .x ↔ u و x ↔ w

f ( x )

x
v

u
w

a
v

w

x
S

u

b

)Exercises( تمارين

1.6.8. تف�صير الف�صاء الحلقي وف�صاء الروابط. معطى بيان G، اأثبت اأنّ:
 (a .ّالفرق التماثلي لبيانين جزئيين زوجيين هو بيان جزئيّ زوجي
الفرق التماثلي لقطعين �صلعيين هو قطع �صلعيّ.	) 
 (c .كلّ قطع �صلعيّ ي�صترك مع كلّ بيان جزئيّ زوجي بعدد زوجيّ من الأ�صلع

2.6.8. البعد للف�صاء الحلقي ولف�صاء الروابط. من خلل الفرعين )a( و)b( في التمرين 1.6.8، فاإنّ الف�صاءَ 
الحلقيّ C وف�صاءَ الروابط B لبيان G هما ف�صاءان متجهان ثنائيان. اأثبت اأنه عندما يكون G مترابطًا، فاإنّ 
ْ اأنَّ الحلقات التي تتكون باإ�صافة  البعد ل� C هو e(G) – n(G) + 1، والبعد ل� B هو n(G) – 1. )م�صاعدة: بَينِّ
ْ اأنّ n(G) – 1 من الروابط التي تعزل  �صلع واحد اإلى �صجرة مولدة معينة ت�صكل اأ�صا�صًا للف�صاء الحلقي. وبَينِّ

روؤو�صًا مفردة ت�صكّل اأ�صا�صًا لف�صاء الروابط، اأو ا�صتخدم التعامد(. 
: ( ) { }  N v v 3.6.8. تذكر اأنّ الجوار المغلق لراأ�ض v هو 
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الفصل 8     مواضيع إضافية )اختياري(468

 (aبحيث اإن جواراتها متطابقة اأثبت اأنّ اإحدى القيم الذّاتيّة G مجموعة روؤو�ض في بيان ب�صيط S لتكن 
1S مرة. ما هي؟  − ل� G تكون مكررة على الأقل 

اأنّ اإحدى 	)  G بحيث اإن جواراتها المغلقة تكون متطابقة. اأثبت  S مجموعة روؤو�ض في بيان ب�صيط  لتكن 
1S مرة. ما هي؟ − القيم الذّاتيّة ل� G تكون مكررة على الأقل 

  = k
k iD d∑ k =  و 

k iL λ∑ 4.6.8. ليكن σk عددَ البيانات الجزئيّة للبيان G التي تكون حلقات من الدرجة k. وليكن 
 {Lk} بدللة σ4 و σ3 �على الترتيب. اح�صل على �صيغ ل k هما مجموع القيم الذّاتيّة ودرجات الروؤو�ض مرفوعة للقوة

 .{Dk} و
ليكن   .𝜙𝜙G كَ�   ( ) ; Gφ λ نكتب  �صوف  الم�صاألة،  هذه  لتو�صيح  المميّزة.  الحدود  لكثيرة  الحذف  �صيغ   .5.6.8
ا ل� G، ولتكن Z(v)[Z(xy)] مجموعة الحلقات التي تحوي v[xy]. اأثبت اأنّ كثيرة  v[xy] راأ�صًا [�صلعًا]ع�صوائيًّ

الحدود المميّزة تحقق العلقات التكرارية الآتية: 
 (a . ( )  ( )  ( )

     2  φ λφ φ φ− − − −∈ ∈
= − −∑ ∑G G v G v u G v Cu N v C Z v

 (	 . ( )  ( )
 2  G G xy G x y G V CC Z xy

φ φ φ φ− − − −∈
= − − ∑

ا اأنّ �صيغة الحذف ال�صلعي  )م�صاعدة: من الممكن ا�صتخدام ال�صتقراء اأو �صيغة �صا�ض (Sach). لحظ اأي�صً
يمكن اأنْ تبرهن من �صيغة الحذف الراأ�صيّ. تعليق: عندما يكون G غابة و v ورقة مع جار u، فاإنّ ال�صيغ تختزل 

 .)    G G v G v uφ λφ φ− − −= − G    و  G xy G x yφ φ φ− − −= − اإلى 
6.6.8. كثيرة الحدود المميّزة للم�صارات والحلقات: 

 (a . ( ) ; nCφ λ ) و لِ�  ) ; nPφ λ ا�صتخدم التمرين 5.6.8 في اإيجاد �صيغة تكرارية ل� 
 (	 .Cn �هي القيم الذّاتيّة ل{2 cos (2π j/ n): 0 ≤ j ≤ n – 1}  ّدون اأنْ تحلّ ال�صيغة التكرارية، اأثبت اأن
 (c باإ�صافة اأ�صلع Cn البيانَ الذي ح�صلنا عليه من G حيث يكون ،Spec G اح�صب ،Spec(Cn) معطى

.Cn تربط روؤو�صًا على م�صافة 2 في
هو   µk(G) حيث   ،(- 1)k µk (G) هو  المميّزة  الحدود  كثيرة  في   λn – 2k لِ�  المعامل  اأنّ  اأثبت  ل�صجرة،   .7.6.8
م�صتركة”                                          “باأطياف  روؤو�ض   8 على  الأ�صجار  من  زوج  اإن�صاء  في  هذا  ا�صتخدم   .k حجمها  التي  المواءمات  عدد 
 .8 - 76 + 94 بحيث يكون زوج الأ�صجار هذا غير مت�صاكل؛ وكلهما يملك كثيرة الحدود المميّزة (co–spectral)
. (Schwenk [1973]) .)تقريبًا ل توجد اأ�صجار محددة ب�صورة وحيدة من اأطيافها ،n → ∞ تعليق: عندما(

                                                                                                          .T ل�  ال�صالبة  غير  الذّاتيّة  القيم  عدد  هو   a(t) اأنّ  اأثبت  �صجرة.   T لتكن   )+(  .8.6.8
. )Cvetkovic′ – Doob – Sachs [1979, p233]( ).20.6.8 م�صاعدة: انظر النظرية(

 . ( )2 1 /m n nλ ≤ − 9.6.8. لتكن λ قيمةً ذاتية لبيان G على n من الروؤو�ض وm من الأ�صلع. اأثبت اأنّ 
ذاتية قيمة   mn ال�  اأنّ   ْ بَينِّ الترتيب.  على   H و   G ل�  ذاتية  قيمًا   µ1, …, µn و   λ1, …, λm لتكن   .10.6.8 
ل� G □ H هي {λi + µj}. ا�صتخدم هذا ل�صتقاق الطّيف للمكعب من الدرجة k. )م�صاعدة: معطى متجه ذاتي 
 .)λi + µj �مرافقًا ل A(G □ H) �ا ل ل� A(G) مرافق ل� λi، ومتجه ذاتي ل� A(H) مرافق ل� µj، اأن�صئ متجهًا ذاتيًّ
P مجموعة مجزاأة )مجموعة تجزئة(. )م�صاعدة:  11.6.8. اح�صب الطّيف للبيان التام Km, …, m المجزاأ اإلى 

) لم�صفوفة التّجاور للمتممة(.  ) ( )A G J I A G= − − ا�صتخدم التعبير 
 .G ْد ، حَدِّ ( ) 8 6 5 ;     -  24  -  64G x x x xφ =  – 48x4 12.6.8. معطى

 .λmax (G) = - λmin (G)مترابطًا و G يكون ثنائي الفرع اإذا كان G ْ13.6.8. )!( اأثبت اأن
14.6.8. )!( معطى بيان G، ولتكن R(G) هي الم�صفوفة التي تكون مدخلتها i,j هي dG(vi,vj). اأثبت اأنّ بُعْدَ 
الذّاتيّة الموجبة وعدد  12.4.8( يكون على الأقل العدد الأكبر لعدد القيم  المكعّب الم�صحوق لبيان ما )التعريف 
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469 القيم الذانية للبيانات  6.8

القيم الذّاتيّة ال�صالبة للم�صفوفة R(G). ا�صتنتج اأنّ بُعْدَ المكعّب الم�صحوق للبيان Kn هو n – 1. )م�صاعدة: اأعد 
كتابة ال�صكل التربيعي xT Rx بو�صفه مجموعًا لمربعات دوال خطية، وطبق قانون �صلف�صتر للق�صور الذاتي(. 

15.6.8. )!( الم�صفوفة اللابلا�صية Q (Laplacian matrix) لبيان G هي D – A؛ حيث D م�صفوفةُ الدرجات 
:Q �هو القائمة للقيم الذّاتيّة ل (Laplacian spectrum) م�صفوفةُ التّجاور. والطيف اللابلا�صي Aالقطرية، و

 (a.0 هي Q �اأثبت اأنّ اأ�صغر قيمة ذاتية ل
اأثبت اأنه اإذا كان G مترابطًا، فاإنّ القيمة الذّاتيّة 0 تتكرر مرة واحدة فقط. 	) 
 (c ًقيمة λ قيمةٌ ذاتية لبل�صية اإذا وفقط اإذا كانت k - λ ّفاإن ،k منتظمًا من الدرجة G اأثبت اأنه اإذا كان

ذاتية عادية، مع الم�صاعفة نف�صها )اأي لها عدد مرات التكرار نف�صه(. 
] = M حيث P، R م�صفوفتان  P    Q

QT   R ] 16.6.8. اإذا اأعطينا م�صفوفة حقيقية متماثلة مجزاأة على ال�صورة 
. ( ) ( ) ( ) ( )max min max max   + M M P Rλ λ λ λ+ ≤ مربعتان، فاإنّ تمهيدية في الجبر الخطي تعطي: 

 (a بحيث تكون الم�صفوفات الجزئيّة Ai,j م�صفوفة جزئية t2 م�صفوفة حقيقية متماثلة مجزاأة اإلى A لتكن
( ) ( ) ( ) ( )max min max1

.  1    λ λ λ
=

+ − ≤ ∑m
iii

A t A A القطرية Aii مربعة. اأثبت اأنّ:
 (	 . Gلبيان غير تافه ( ) ( ) ( )( )max min1 /χ λ λ≥ + −G G G اأثبت اأنّ 
 (c .للبيانات ال�صوية λ1 (G) + 3λn (G) ≤ 0 ّا�صتخدم نظرية الألوان الأربعة لتبرهن اأن

17.6.8. )!( ا�صتخدم النظرية 28.6.8 لتعدَّ الأ�صجار المولدة في Km, m. )تعليق: انظر التمرين 13.2.2(. 
18.6.8. )+( معطى م�صفوفة A، لتكن bi, j ت�صاوي i + j(1 -) م�صروبة في الم�صفوفة التي نح�صل عليها بحذف 
ال�صف i والعمود j من A. ولتكن Adj A الم�صفوفةَ التي تكون مدخلتها في الموقع i,j هي bj,i. اإنّ تعريف المحددة 
من خلل التمديد على �صفّ من �صفوف A يعطي اأنّ A(Adj A) = (det A)I. ا�صتخدم هذه ال�صيغة لتبرهن 
اأنه اإذا كان مجموع الأعمدة في A هو المتجه 0، فاإنّ bi,j تكون م�صتقلة عن j. )تعليق: مع التمرين التالي، فاإنّ هذا 

يكمل الإثبات لنظرية م�صفوفة ال�صجرة )النظرية 12.2.2(. 
 ،S ⊆ [m] اإذا اأُعطيت .m × n ُم�صفوفة B و ،n × m ُم�صفوفة A حيث ،C = AB 19.6.8. )+( لتكن
لتكن AS الم�صفوفةَ n × n التي اأعمدتها هي الأعمدة في A التي يدل عليها ب� S، ولتكن BS الم�صفوفة n × n التي 
. det det det=∑ S SS

C A B  �صفوفها هي ال�صفوف في B التي يدل عليها ب� S. اأثبت اأنّ �صيغة بينت وكو�صي: 
 حيث يو�صّع المجموع على المجموعات الجزئيّة جميعها التي تحوي n عن�صرًا من [m]. )م�صاعدة: خذ في الح�صبان 

((Im    O
A    In

)(-Im   B
A     O

)=(-Im   B
O  AB

معادلة الم�صفوفات ((
جزئية  م�صفوفة  كلّ  محددة  كانت  اإذا   )totally unimodular( ا  كليًّ يّدة  مَُ الم�صفوفة  تكون   .20.6.8
ا اإذا وفقط اإذا كان البيان  مربعة موجودة في {1- ,1 ,0}. اأثبت اأنّ م�صفوفة الوقوع لبيان ب�صيط تكون محيدة كليًّ

ثنائيّ الفرع. )تذكير: م�صفوفة الوقوع لبيان ب�صيط تملك +1 مرتين في كل عمود(. 
21.6.8. )-(. ليكن G مُكبًرا من نوع (n, k, c)، وروؤو�صه v1, …, vn. وليكن H بيانًا ثنائي الفرع مع مجموعات 
اأو  i = j اإذا كان  xi yj ∈ E(H) اإذا وفقط  X = {x1, …, xn} وY = {y1, …, yn} بحيث يكون   مجزاأة 

 .(n, k + 1, c) مو�صّع من نوع H ّاأثبت اأن .vi vj ∈ E(G) 
22.6.8. الوجود للمو�صعات التي حجمها خطي: 

 (a مختارة [n] من s من المجموعات الجزئيّة التي درجتها k متغيًرا ع�صوائيًّا يعطي الحجم لتحاد X ليكن
 .p(x ≤ l) ≤ [nl     ] (l/n)ks ّاأثبت اأن .[[n]]s ع�صوائيًّا من 

يوجد 	)  فاإنه  الكفاية،  فيه  بما  كبيًرا   n كان  اإذا  اإنه  بحيث   ،k ثابت  يوجد  اأنه  اأثبت   ، 1αβ < لِ�   )+(
 . S nα≤ ) عندما يكون  )   N S Sβ≥ بيان جزئيّ من Kn,n مع درجة كبرى على الأكثر k بحيث يكون 
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دْ بيانًا جزئيًّا ثنائي الفرع من Kn, n باأخذ التحاد لِ� k مواءمة كاملة ع�صوائية(.  )م�صاعدة: وَلِّ
 (c .الكفاية فيه  n كبيرة بما  لكلّ   (n, k, c) نوع  k بحيث ت�صمن وجود مو�صّعات من  ل�  الوجود  ا�صتنتج 

ف مو�صّعًا من نوع (n, α, β, d) (n, α, β, d – expander) على اأنه بيان ثنائيّ الفرع G ⊆ KA,B مع  ونُعرِّ
. S nα≤ ) عندما  )N S Sβ≥ ، و ( ) ,G d A B n∆ ≤ = =

23.6.8. ليكن G بيانًا خاليًا من المثلثات على n من الروؤو�ض، بحيث يكون لكلّ زوج من الروؤو�ض غير المتجاورة 
، حيث k هي درجة الروؤو�ض في G. اأثبت اأنّ  n = 1 + (k+1)2 بال�صبط جاران م�صتركان. اأثبت اأنّ G منتظم، واأنّ 
G منتظم بقوة. ما القيود على k المت�صمنة با�صتخدام �صروط التكامل؟ اأن�صئ اأمثلة لكلّ k ∈ {1, 2, 5}. وهناك 

تحقيق ل�k = 10 معروف با�صتخدام الت�صاميم التركيبية التوافقية(. 
دْ طيفه )يكون الطّيف �صهلً بوجود خ�صائ�ض البيانات  24.6.8. )+( اأثبت اأنّ بيان بيتر�صون منتظم بقوة، وحدِّ
قِ الطّيف لتبين اأنّ اأ�صلع البيان التام K10 ل يمكن اأنْ تجزّاأ اإلى ثلث  المنتظمة بقوة ولي�ض �صعبًا من غيرها(. طَبِّ
ن�صخ منف�صلة من بيان بيتر�صون. )م�صاعدة: ا�صتخدم الطّيف لتبرهن اأنّ ن�صختين من م�صفوفة بيتر�صون تملكان 

 .(Schwenk [1983]) )متجهًا ذاتيًّا م�صتركًا غير المتجه الثابت
 F بيانان ب�صيطان. اأثبت اأنه اإذا كان كلّ راأ�صين غير متجاورين في H و G حيث ،F = G  H 25.6.8. ليكن

يملكان جارين م�صتركين بال�صبط، فاإنّ G و H يكونان بيانين تامين.
على  تكون  التي  المحدثة  الجزئيّة  البيانات  هي   G لبيان   (su	constituents) الجزئيّة  المكونات   .26.6.8
فَ فين�ض [Vince, 1989] اأنّ  . عَرَّ ( )U N v= ، اأو  ( )U N v= ، حيث v ∈ V(G)، و [ ]G U ال�صكل 
مكون  وكلّ  منتظمًا،  كان  اإذا  اأو  روؤو�صًا،  ل يملك  كان  اإذا   (superregular) النتظام  فائق  يكون   G البيان 
نَ من{a Kb:a, b ≥ 0} )اتحادات منف�صلة لع�صب مت�صاكلة(،  فَّ المكوَّ جزئي ل�ه فائق النتظام. ليكن S ال�صّ

{Km  Km : m  0} و C5 ومتممات هذه البيانات:
 (a :تعليق( .S يكون فائق النتظام، واأنّ كلّ بيان فائق النتظام غير مترابط يكون في S اأثبت اأنّ كلّ بيان في

S، لكن الإثبات ال�صتقرائي الكامل لهذا يتطلب �صفحات عديدة  في الحقيقة، كلّ بيان فائق النتظام يكون في 
 .([West, 1996], [Maddox, 1996])

اأثبت اأنّ كلّ بيان فائق النتظام يكون منتظمًا بقوة. 	) 
27.6.8. )+( الت�صاكلت الذّاتيّة والقيم الذّاتيّة: 

 (a مع اإبدالية   s ل�  المقابلة  التباديل  م�صفوفة  كانت  اإذا  وفقط  اإذا   G ل�  ا  ذاتيًّ ت�صاكلً  يكون   σ اأنّ  اأثبت 
 .PA = AP ّ؛ بمعنى اأنG �م�صفوفة التّجاور ل

التباديل 	)  م�صفوفةَ   P ولتكن   ،1 تكرارها  مرات  عدد  التي  الذّاتيّة  للقيمة   G ل�  ا  ذاتيًّ متجهًا   x ليكن 
 .Px = ± x ّاأثبت اأن .G �للت�صاكل الذاتي ل

 (c هو G ل�  G مكررة مرة واحدة فقط، فاإن كل ت�صاكل ذاتي  ل�  اأنه عندما تكون كل قيمة ذاتية  ا�صتنتج 
تبديلة عودة اإلى الأ�صل (involution)، بمعنى اأن مربع هذه التبديلة يعطي العن�صر المحايد.

(Mowshowitz,[1969], Petersdorf – Sachs [1969])

يغير   i المفتاح   .s1, …, sn المفاتيح  فيها من خلل  l1, …, ln م�صابيحَ �صوئيةً متحكمًا  لتكن   )+( .28.6.8
حالة الم�صباح i اإلى ت�صغيل/ اإغلق وربما م�صابيح اأخرى، ولكن si يغير حالة lj اإذا وفقط اإذا كان sj يغير حالة 
 (Peled [1992]) .اأنه يمكن ت�صغيل الم�صابيح جميعها اأثبت  اأنّ الم�صابيح جميعها مغلقة.  li. مبدئيًّا، افتر�ض 

)م�صاعدة: يُ�صتخدم هنا الف�صاءات المتجهة، ولي�ض القيم الذاتية(. 
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)Appendix A(  ملحق

)Mathematical Background( الخلفية الرياضية
يلخ�ص هذ� �لملحق �أوجه �للغة و�لريا�شيات �لتي لا تعدّ جزءً� مبا�شرً� من نظرية �لبيان، �إلا �أنها تزودنا 
لذ�، من  يكون ذلك منا�شبًا.  �لبيانات عندما  �شياق  �لاأمثلة في  و�شنذكر  �لنظرية،  لتعلم هذه  بخلفية مفيدة 
�لمفيد قر�ءة هذ� �لملحق وربطه مع �لوحدة �لاأولى. �إن هذ� �لتقديم )�لعر�ص( منمذج على �لمادة �لموجودة في 

�لن�شف �لاأول من كتاب �لتفكير �لريا�شي لكل من :
 .Douglas B. West, John P. D`Angelo  (prentice – Hall, second edition, 2000) 

)Sets( المجموعات
بو��شطة مفاهيم  تعريفها  ن�شتطيع  لا  لاأننا  �لمجموعة،  ومهم هو مفهوم  �أ�شا�شي  ريا�شي  �أول مفهوم  �إن 
�أب�شط. حيث �إننا نفكر فيها على �أنها جمع )ح�شد( من �لاأ�شياء �لمختلفة �لتي لها و�شف دقيق يعطينا طريقًا 

لمعرفة )من حيث �لمبد�أ( ما �إذ� كان �شيء معين موجودً� فيها �أم لا. 

A.1. تعريف: ت�شمى �لاأ�شياء �لموجودة في �لمجموعة عنا�شر �أو �أع�شاء. وعندما يكون  xعن�شرً� في A، فاإننا 
 . x A∉ ، ونقول: �إن "x  ينتمي �إلى A"، ولكن عندما لا يكون x في A، فاإننا نكتب  x A∈ نكتب 

 و�إذ� تحقق �أن كل عن�شر في مجموعة B يكون عن�شرً� في �لمجموعة A، فنقول: �إن B مجموعة جزئية
B �إذ� كانت A تحوي B ولا ت�شاويها. A⊂ .ونكتب  A B⊇ �أو  B A⊆         من A، و�أن A تحوي B. ونكتب 

 
�لروؤو�ص، وعندما ن�شيف  n من  لها  �لتي   A �لبيانات  �لمثال، يمكننا �لحديث عن مجموعة  فعلى �شبيل 

 .A شرطًا �إ�شافيًا كاأن يكون �لبيان متر�بطًا، فاإننا نح�شل على مجموعة جزئية من�
وعندما ن�شع قائمة �شريحة بعنا�شر �لمجموعة، فاإننا ن�شع �أقو��شًا متو�شطة حول هذه �لعنا�شر. فمثلًا، 
عندما نكتب "A = {-1, 1}" فاإن هذ� يعني �أن �لمجموعة A تحوي عن�شرين هما 1 و 1-. �إن كتابة عنا�شر 

 .S عن�شر�ن في y و x لنعني �أن ,x y S∈ �لمجموعة بترتيب مختلف لا يغيرها. ونكتب 

و�لاأعد�د  �لطبيعية،  �لاأعد�د  لمجموعات  �أ�شماء  بو�شفها   핅, 핑, 핈, 핉 �لحروف:  ن�شتخدم  مثال:   .2.A
. نتعامل مع  ⊆ ⊆ ⊆N Z Q R⊆ ⊆ ⊆N Z Q R⊆ ⊆ ⊆N Z Q R 핉핈핑핅 �ل�شحيحة، و�لاأعد�د �لن�شبية، و�لاأعد�د �لحقيقية على �لترتيب. لاحظ �أن 
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فاإن لذ�،  طبيعيًّا.  عددً�  لي�ص  �ل�شفر  فاإن  و��شطلاحًا،  معروفة.  كاأ�شياء  وعنا�شرها  �لمجموعات   هذه 
 핅 = {1, 2, 3, …} ومجموعة �لاأعد�د �ل�شحيحة هي:

ℤ= {…, -2, -1, 0, 1, 2, …}  ومجموعة �لاأعد�د غير �لك�شرية Q هي مجموعة �لاأعد�د �لحقيقية 
Q = �a b� : ab ∈ ℤ: b ≠ o�  a,b .a ≠ 0 و a، b ∈ ℤ حيث كل من a/b لتي يمكن و�شفها على �شورة�

�لجبرية،  �لقو�عد  ي�شمل  وهذ�  معروفة،  �لاأعد�د  لاأنظمة  �لاأ�شا�شية  �لح�شابية  �لخو��ص  �أن  نفتر�ص  وكذلك 
 ■ ا �لخو��ص �لاأ�شا�شية �لمتعلقة بق�شمة �لاأعد�د �ل�شحيحة.   و�لم�شاو�ة، و�لمتباينات.  وي�شمل ذلك �أي�شً
A.3. تعريف: نقول: �إن �لمجموعتين A و B مت�شاويتان، ونكتب A = B، �إذ� كان لهما �لعنا�شر نف�شها. �أما 
بالمجموعة  نق�شد  �لتي لا تحتوي على عنا�شر. في حين  �لوحيدة  �لمجموعة  Ø، فهي  �لمجموعة �لخالية 

�لجزئية �لفعلية من A كلَّ مجموعة جزئية من A غير م�شاوية لها.
تعدّ مجموعة  �أن كل مجموعة  �لمجموعة �لخالية هي مجموعة جزئية من كل مجموعة، ف�شلًا عن  �إن 
جزئية من نف�شها. �إن تعريف �لبيان �لجزئي )�لتعريف 1. 1. 16( م�شابه لهذ� �لتعريف. وكل بيان هو بيان 

جزئي من نف�شه، �إلا �أنه يجب �إهمال �شيء للح�شول على بيان جزئي فعلي. 
»�إن حل م�شكلة ريا�شية« في �لغالب يعني �إعطاء و�شف �أ�شهل لمجموعة معطاة، ويجب �إثبات �أن مجموعة 

�لاأ�شياء �لتي تحقق �لو�شف �لجديد ت�شاوي �لمجموعة �لمعطاة. 
A.4. ملاحظة: م�شاو�ة �لمجموعات 

لاإثبات �أن A = B، علينا �أن نبرهن �أن كل عن�شر في A هو عن�شر في B، و�أن كل عن�شر في B هو عن�شر 
ا �أن نحوّل و�شف مجموعة �إلى و�شف �لمجموعة  .  ويكفي �أي�شً B A⊆ ، و�أن  A B⊆ في A. �أي؛ يجب �أن نثبت �أن 

�لاأخرى عن طريق عمليات لا تغير ع�شوية �لعنا�شر. 
يعطي هذ� �لكتاب �لعديد من بر�هين �لمبرهنات �لتي تعطي �أو�شافًا مميزة لبع�ص �شفوف �لبيانات، و�أن 
مثل هذه �لمبرهنة تن�ص على �أن �لمجموعتين هما �لمجموعة نف�شها )مثال: �إن مجموعة �لبيانات �لثنائية �لفرع 

ت�شاوي مجموعة �لبيانات �لتي لي�ص لها حلقات فردية – �لمبرهنة18.2.1(. 
�لتي تحقق �شروط �لم�شاألة.  �إن هذه هي �لاأ�شياء  S من �لحلول؛  ف �لنموذج �لريا�شي مجموعة  غالبًا، يعرِّ
ونرغب في �إيجاد �لحلول �شر�حة �أو و�شفها، وهذ� يحدد مجموعة T. �إن �لم�شاألة �لاآن هي �إثبات �أن S = T. ويعني 
■ T يعني �أن كل عن�شر في T يكون حلاًّ للم�شاألة.   S⊆ S �أن كل حل ينتمي �إلى T. كما �أن �إثبات  T⊆ �إثبات

A.5. ملاحظة: كيفية تحديد مجموعة 
لتكن A مجموعة معطاة، قد نرغب في تحديد مجموعة جزئية S موؤلفة من عنا�شر A �لتي تحقق �شرطًا 
" ونقر�أ هذ� على �ل�شكل "�إن S هي  { : ( )}"S x A condition x= ∈ �أو خا�شيةً معينة. ولعمل ذلك؛ نكتب 
�شورة  هو  2{ : 25}n N n∈ ≤ �لتعبير �إن  �لمثال،  �شبيل  فعلى  �ل�شرط".  �لتي  تحقق   x �لعنا�شر  مجموعة 

�أخرى للمجموعة {1 ،2 ،3 ،4 ،5}. 
�لرمز  �أن نهمل هذ� �لجزء من  وباإمكاننا   .x لـ  �لكلي  �لمجتمع  ت�شكل   A فاإن �لمجموعة  �ل�شورة،  وبهذه 
مجموعة  هي  �لمجموعة   �إن  �لمثال،  �شبيل  فعلى  �ل�شياق.  من  و��شحًا  �لمق�شود  يكون  عندما 
■ مربعات �لاأعد�د �ل�شحيحة �لموجبة.  

تنويه: يوجد للعديد من �لمجموعات �أ�شماء �أو رموز �شائعة. 
 [n] في حين نكتب ،{ : }i Z a i b∈ ≤ ≤ A.6. تعريف:  نكتب {a, …, b} عادة للتدليل على �لمجموعة 
، ونكتب Ø = [0] . �إن مجموعة �لاأعد�د �لزوجية هي:  n N∈ للتدليل على �لمجموعة {n ,… ,1} حيث 
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{2k: k ∈ ℤ} . �أما مجموعة �لاأعد�د �لفردية فهي {2k+1:k ∈ ℤ}. و�أن نوعية �لعدد �ل�شحيح هي 
فردية �أو زوجية. 

�لاأعد�د  عن  حديثنا  عند  فقط  و�لفردية  �لزوجية  �لاأعد�د  عن  نتحدث  و�أننا  زوجي،  عدد   0 �أن  لاحظ 
ا �أو عددً� فرديًّا، ولكنه لن يكون �لاثنين معًا.  �ل�شحيحة. ولاحظ كذلك �أن كل عدد �شحيح �إما �أن يكون عددً� زوجيًّ

A.7. تعريف: �إن �لتجزئة لمجموعة A هي مجموعات جزئية A1, …, Ak من A بحيث يظهر كل عن�شر من 
عنا�شر A في مجموعة و�حدة فقط من هذه �لمجموعات. 

فاإذ�   .ℤ �ل�شحيحة �لاأعد�د  لمجموعة  تجزئة  ت�شكلان  معًا  و�لفردية  �لزوجية  �لاأعد�د  مجموعة  �إن 
كانت A1, …, Ak تجزئة معينة للمجموعة A، فاإن �لمجموعات A1, …, Ak ت�شمى “قو�لب” �أو “�شفوفًا” �أو 
“�أجز�ء” �أو “مجموعات جزئية”. �إن كلمة قو�لب �شائعة �لا�شتخد�م في �لريا�شيات �لتو�فقية )�لتركيبية(. 
ولهذه �لكلمة تعريف مختلف في نظرية �لبيان. لذ�، ن�شتخدم عادة كلمة �شفوف �أو مجموعات. �أما م�شطلح 

�لمجموعات �لجزئية فن�شتخدمه عند تجزئة روؤو�ص بيان معين �إلى مجموعات م�شتقلة. 
A.8. ملاحظة: ��شطلاح يتعلق بالمجتمعات )�لمجموعات( �لكلية.

عندما نكتب “[n]” فمن �لو��شح �أن n عدد �شحيح غير �شالب، وعندما نتكلم عنه بو�شفه عدد روؤو�ص لبيان، 
فاإننا نعلم من �ل�شياق �أنه عدد طبيعي، وعندما نقول �إن �لعدد موجب دون تحديد نظام �لاأعد�د �لذي يحوي هذ� 
�لعدد، فاإننا نعني عددً� حقيقيًّا موجبًا. لذ�، فاإن كتابة: �فتر�ص x > 0 تعني: �فتر�ص �أن x عدد حقيقي موجب. 

 . n N∈핅  من �لروؤو�ص، فاإن ��شطلاحنا هو �أن n بيان على G فتر�ص �أن� ، 2n ≥ ولكن في �لعبارة لـ 
 [n] و A مجموعة منتهية �إذ� وفقط �إذ� وُجد �رتباط و�حد لو�حد بين A 9. تعريف: نقول: �إن �لمجموعة.A

 .|A| ونكتبه على �ل�شكل ،A إلى حجم� n ي�شير . {0}∈ n N لبع�ص 

�إن خا�شية �أولية �أخُرى لاأنظمة �لاأعد�د هي �أنه لا يمكن للمجموعة A �أن تكون مرتبطة �رتباطًا و�حدً� 
ف  . لذ�، فاإن حجم �لمجموعة �لمنتهية هو عدد �شحيح معرَّ m n≠ لو�حد مع كل من [m] و [n] �إذ� كان 

تعريفًا ح�شنًا.  وعدّ �لمجموعة يعني تحديد حجمها وتعيينه. 
ف خا�شية ريا�شية، حيث نقول:  A.10. ملاحظة: كلمة “ �إذ� “ في �لتعريفات ��شطلاحٌ �شائع عندما نعرِّ
�إن �شيئًا له خا�شية معينة �إذ� حقق �شرطًا معينًا. وبناءً على هذ�، يمكن تعوي�ص �ل�شرط بالخا�شية، و�لعك�ص 
بالعك�ص. لذ�، فاإن “�إذ�” تعني �إذ� وفقط �إذ�، �إن هذ� �لا�شتخد�م �لا�شطلاحي في �لتعريفات يعك�ص �شمةَ �أن 
■ �لمفهوم �لذي يتم تعريفه غير موجود حتى يكون �لتعريف كاملًا.  

تنويه: يوجد �لعديد من �لطرق �لطبيعية للح�شول على مجموعات جديدة من مجموعات قديمة �أو معطاة �شابقًا. 
A.11. تعريف: �فتر�ص �أن A و B مجموعتان، يتاألف �تحادهما A ∪ B من �لعنا�شر �لموجودة في A �أو في B كلها �أو 
في كليهما. ف�شلًا عن �أن تقاطعهما A ∩ B يتاألف من �لعنا�شر �لموجودة جميعها في كل من A و B في �لوقت نف�شه. 
 A ∆ B أما �لفرق �لتماثلي� .B جميعها وغير �لموجودة في A يتكون من �لعنا�شر �لموجودة في  A – B و�لفرق بينهما

 .B و A فيتكون من �لعنا�شر جميعها �لتي تنتمي �إلى مجموعة و�حدة فقط من �لمجموعتين

ℕ ℤ

HE_Graph_Appendexes A,B,C,D_6th_Draft_01.indd   473 2/24/2014   3:03:29 PM



A     الخلفية الرياضية474 ملحق 

ونقول: �إن �لمجموعتين منف�شلتان �إذ� كان تقاطعهما ي�شاوي �لمجموعة �لخالية  و�إذ� كانت A مجموعة 
 .A لتي لا تنتمي �إلى� U هي مجموعة عنا�شر A لـ A  فاإن �لمتممة ،U محتو�ة في مجموعة كلية

�أي  �لروؤو�ص دون  فاإننا نحافظ على مجموعة  لبيان ب�شيط،  �أخذ )�إيجاد( �لمتممة  وعندما نتحدث عن 
تغيير، وناأخذ متممة مجموعة �لاأ�شلاع )نعاملها بو�شفها مجموعة �أزو�ج من �لروؤو�ص( �شمن �لمجموعة �لكلية 
�لتي تمثل �أزو�ج �لروؤو�ص. وفي �أحيان �أخرى، نتكلم عن �لمتممة S لمجموعة �لروؤو�ص S في G، وفي هذه �لحالة، 

 . ( )S V G S= − فاإن 
في  �لماأخوذة  �لكلية  �لمجموعةَ  �لخارجي  �ل�شندوقُ  يمثل   ،)Venn( فن  �شكل  في  ملاحظة:   .12.A
�لح�شبان، كما �أن �لمناطق �لموجودة د�خل �ل�شندوق تمثل �لمجموعات. وترتبط �لمناطق غير �لمتد�خلة 
بالمجموعتين �لخا�ص  �أدناه  فن  �شكل  في  �لاأربعة  �لمناطق  �إن  �لمنف�شلة.  بالمجموعات   )�لمتقاطعة( 

 .A ∆ B = (A – B) ∪ (B – A) لاحظ �أن B-A و ،(A ∪ B)  ، A-B ، A ∩ B تمثل B و A 
بما �أن A - B تتكون من عنا�شر A غير �لموجودة في B، فاإن A - B = A B. وبالمثل، فاإن �ل�شكل يوحي 
ا باأننا نح�شل على �لفرق  باأن  B هي �تحاد A - B و (A ∪ B)، و�لتي هي منف�شلة. �إ�شافة �إلى �أنه يوحي �أي�شً
■ �لتماثلي A ∆ B من �لاتحاد بحذف �لتقاطع.  

BA

AU AB B- B A-

c

∩

(A B)∩

A.13. ملاحظة: عندما تكون A و B مجموعتين، فاإن A ∆ B = (A ∪ B) – (A∩ B) . �إن �لاتحاد يبد�أ 
بالعنا�شر جميعها �لموجودة على �لاأقل في و�حدة من هاتين �لمجموعتين، ونحذف �لعنا�شر �لموجودة في كليهما. 
∩       ∪ . يُح�شَبُ كل عن�شر في  عندما تكون A و B مجموعتين منتهيتين، فاإن 
�لتقاطع مرتين في كل جانب، �أما ح�شاب كل عن�شر من عنا�شر �لفرق �لتماثلي فيتم مرة و�حدة في كل جانب، 
■ ولا يح�شب �أي عن�شر �آخر.  
A مجموعة من عنا�شرها بترتيب معين؛ حيث ي�شمح بتكر�ر  تعريف: نعني بقائمة من مدخلات   .14.A
للتدليل على مجموعة   Ak ونكتب  k مدخلة.  قائمة تحوي  (k – tuple) - هي   k �لعديد  �إن  �لعنا�شر. 
�لعديد�ت –k �لتي مدخلاتها من A. وفي �لحالة �لتي تكون فيها A = {0,1}، فاإن Ak تمثل مجموعة 
�لعديد�ت – k �لثنائية. �لزوج �لمرتب (x,y) قائمة بمدخلتين. ونعرف �ل�شرب �لكارتيزي )�لديكارتي( 

 . {( , ) : , }S T x y x S y T× = ∈ ∈ للمجموعتين S و T على �ل�شورة: 
i.عندما �أدنى   x �ل�شكل  على   xi نقر�أ   ، 1{( ,..., ) : }k

k iA x x x A= ∈ و�أن   ، A2=A × A  أن�  لاحظ 
S = T = Q، فاإن �ل�شرب �لديكارتي S ×  Tيكون �ل�شبكة �ل�شحيحة )�شبكة �إحد�ثياتها �أعد�د �شحيحة(.  = �a b� : ab ∈ ℤ: b ≠ o�   
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وهي تمثل مجموعة نقاط �لم�شتوى �لتي �إحد�ثياتها �أعد�د �شحيحة. 

)Quantifiers and Proofs( محددات القياس والبراهين
ريا�شية  قو�عد  �إيجاد  هذ�  ويتطلب  خطئها،  �أو  �لريا�شية  �لعبارة  �شحة  تحديد  يمكن  تقريبي،  بكلام 

�شحيحة، �إ�شافة �إلى قيا�ص �لمتغير�ت وتحديدها. 
فعلى �شبيل �لمثال، في �لجملة x2-4 = 0، لا يمكن �أن نقول �أو �أن نحدد ما �إذ� كانت �شحيحة �أم خطاأ ب�شبب 
�أو   ، { 2,2}x ∈ − عدم معرفتنا بقيم x. وت�شبح عبارة ريا�شية �إذ� �شُبِقَتْ بكتابة مثل "عندما x = 3" �أو 

 .x لبع�ص �لاأعد�د �ل�شحيحة
�إذ� �أ�شبحت �لجملة p(x) عبارة ريا�شية في حال �أخذ �لمتغير x قيمة في مجموعة معينة S، فاإن �لجملتين 

�لتاليتين تكونان عبار�ت ريا�شية. 
، فاإن �لجملة P(x) تكون �شحيحة. x S∈ ، فاإن �لجملة P(x) تكون �شحيحة« »لبع�ص x S∈ »لكل

، P(x) �شحيحة«، �إن �لمتغير x محدد ومقا�ص كليًّا. ونكتب هذ�  x S∈ A.15. تعريف: في �لعبارة “لكل 
 ، x S∈ ) هو محدد قيا�ص كُلي. �أما في �لعبارة لبع�ص  )x S∀ ) ونقول: �إن �لرمز ∋ )x S∀ ∈  P(x) على �ل�شكل
 ، ) ( )x S p x(∃ ∈ فاإن P(x) �شحيحة، فاإن �لمتغير x محدد ومقا�ص وجوديًّا. ونكتب هذ� على �ل�شكل 
( هو محدد قيا�ص وجودي. وت�شمى مجموعة �لقيم �لم�شموحة للمتغير بالمجتمع �لكلي �أو  ( )x S p x(∃ ونقول: �إن �لرمز ∋

بالمجموعة �لكلية لهذ� �لمتغير.  
A.16. ملاحظة: �لكلمات �لاإنجليزية �لتي ت�شتخدم في �لتعبير عن محدد�ت �لقيا�ص. 

�إن �لكلمتين »كل« و»لكل« تعبر�ن عن محدد�ت �لقيا�ص �لكلية، �أما �لكلمتان »بع�ص« و »يوجد« فتعبر�ن عن 
ا من  محدد�ت �لقيا�ص �لوجودية )وجود �ل�شيء �أو عدم وجوده(. ويمكن �لتعبير عن محدد�ت �لقيا�ص �لكلي �أي�شً
خلال حديثنا عن عن�شر �ختياري في مجموعتنا �لكلية كقولنا »�فتر�ص �أن x عدد �شحيح« �أو كقولنا »�إذ ر�شب طالب 

في �لامتحان، فاإنه �شير�شب في �لمقرر )�لمادة(”. تجد �أدناه  قائمة بالموؤ�شر�ت �ل�شائعة على �لتحديد و�لقيا�ص. 
)م�ساعدات(وجودي )∃()م�ساعدات(كلي )∀(

لبع�صلكل، لكل عن�شر
بحيثيوجدفاإن�إذ� 

يتحقق لهعلى �لاأقل و�حد عندما، لـ، معطى
يحققبع�ص يحققكل، �أي 

�ختياري   ،aبحيث �إنله يجب
يكون�جعل 

 يمكن �أن تكون »�لم�شاعد�ت« غائبة. فمثلًا، �لعبارة »مربع �لعدد �لحقيقي غير �شالب«. هذه �لعبارة تعني 
 x ∈ ℝ ، وهي لي�شت عددً� حقيقيًّا و�حدً�، ولا يمكن �إثبات �شحتها �أو �لتحقق منها باإعطاء 

 

2 لكل  0x ≥ �أن 
مثال. عندما نكتب �أنه لا توجد للبيان �لثنائي �لفرع حلقة فردية، فاإننا نعني �أن كل بيان ثنائي �لفرع يخلو من 

حلقة فردية. 
وعندما نكتب، �فتر�ص �أن G بيان ثنائي �لفرع، فاإن ذلك يعني �أننا ناأخذ في �لح�شبان كلّ بيان ثنائي 
�لفرع. ولكن عندما ناأخذ ر�أ�شًا �ختياريًا في �لبيان، فهذ� يعني �أننا نتحدث عن كل ر�أ�ص من روؤو�ص هذ� �لبيان. 

�أما عندما نتحدث عن زوج �ختياري من روؤو�ص بيان، فاإننا نتكلم عن كل زوج على حدة. 
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�لفرق بين “لكل G من جهة ولكل بيان G من جهة �أخرى” هو �أننا - في �لثانية - حددنا �لمجموعة �لكلية 
■ للمتغير G �لمحدد قيا�شيًّا تحديدً� كليًّا.  
�إن �لمحدد�ت �لقيا�شية �لوجودية تتحدث عن حدود دنيا كقولنا: »يوجد« �أو »يوجد �ثنان« �لتي تعني �أنه 
»يوجد �ثنان على �لاأقل« و�لعبار�ت مثل: »يوجد وحيد« �أو يوجد �ثنان بال�شبط فت�شير �إلى �لم�شاو�ة. وقد تكون 
هذه �لم�شاو�ة و��شحة من �ل�شياق �أحيانًا، �إلا �أنه لا يوجد �شرر من �لحديث عنها �شر�حةً عندما تكون مق�شودة«. 
بيانات خالية من  �أكثر من محدد قيا�شي، خذ في �لح�شبان �لجملة »توجد  �أن تحوي  �لعبارة يمكن  �إن 
�لمثلثات بحيث �إن عددها �للوني كبير �ختياريًّا«. وبالتعبير عن محدد�تها �لقيا�شية �شر�حة، فاإنها تعني �أنه 
ا« غالبًا  n يوجد بيان خالٍ من �لمثلثات، عدده �للوني ي�شاوي n على �لاأقل. �إن �لتعبير »كبير �ختياريًّ N∈ ℕ  لكل

ما يعني �أو ي�شير �شمنيًّا �إلى محدد قيا�شي  كلي بهذه �لطريقة. 
وبالمقارنة، فاإن �لتعبير »كبير كفاية« يفر�ص �شمنيًّا محددً� قيا�شيًّا وجوديًّا. فعلى �شبيل �لمثال، �إن �لعبارة              

 .” n N≥ 2n> n1000 عندما تكون n كبيرة كفاية تعني �أنه “ يوجد  N ∈  ℕ بحيث �إن 2n> n1000 لكل 

A.17. ملاحظة: يعتمد معنى �لعبارة �لتي تحوي �أكثر من محدد قيا�شي على ترتيب هذه �لمحدد�ت. قارن 
بين �لجملتين �لتاليتين:  

) جميعها ت�شاوي  m على �لاأقل”.  )v V G∈ »لكل بيان G يوجدm ∈ ℕ، بحيث �إن درجة
 .»m جميعها ت�شاوي ( )v V G∈ »يوجد m ∈ ℕ، بحيث �إن لكل بيان G، تكون درجة

�إن �لعبارة �لاأولى �شحيحة، �أما �لثانية فغير �شحيحة. لكل بيان )منتهٍ( درجة كبرى، لكن لا يوجد �أكبر 
من بين �لبيانات جميعها. �لاآن، نكتب �لعبارتين با�شتخد�م رموز �لمنطق:

( )( )( )( )( ) ( )GG m N v V G d v m∀ ∃ ∈ ∀ ∈ ≤  
( )( )( )( )( ) ( )Gm N G v V G d v m∃ ∈ ∀ ∀ ∈ ≤

في �لاإنجليزية، غالبًا ما تظهر �لمحدد�ت �لقيا�شية في نهاية �لجملة لتجميل �لقر�ءة �أو تزيينها، كما في 
�لمثال “�أ�شعر بال�شعادة في كل مرةٍ �أتعلم فيها �شيئًا جديدً�”. وفي �لجمل �لتي تحوي مفاهيم مجردة وتحوي 

�أكثر من محدد قيا�شي، فاإننا نتبنى ��شطلاحات حول �لترتيب من �أجل تجنب �للب�ص �أو �لخلط. 
نطبق �لتحديد�ت )�لمحدد�ت( �لقيا�شية بالترتيب نف�شه �لذي تظهر به في �لجملة، وعلى وجه �لخ�شو�ص، 

نختار متغيًر� بدلالة �لمتغير�ت �ل�شابقة. 
) لدينا �لحرية في �ختيار m بعد معرفة ماهية  )( ) ( ),G m N p G m∀ ∃ ∈ فعلى �شبيل �لمثال، في �لعبارة 
■   .G و�حدة �شالحة لكل m  فيجب �أن نختار ( )( ) ( ),m N G p G m∃ ∈ ∀ G. �أما في �لعبارة 

ا  A.18. ملاحظة: نفي �لعبار�ت �لمحددة قيا�شيًّ
x تجعل P(x) �شحيحة عبارة غير  S∈ �لرمز �لمنطقي �لخا�ص بالنفي هو ¬ . �إذ� كانت �لعبارة �أن كل 
x بحيث �إن P(x) تكون غير �شحيحة. وبالمثل، فاإن نفي عبارة محددة  S∈ �شحيحة، فلا بدّ من وجود بع�ص 

بمحدد قيا�ص وجودي يعطي نفيًا لمحدد قيا�شي كلي. وبالرموز فاإن: 
) لها  )( )( )x S p x¬ ∃ ∈ ) نف�شــه، و�أن  )( )( )x S p x∃ ∈ ¬ )] لهـا معنــى  ) ( )]x S p x¬ ∀ ∈

)] نف�شه.  ) ( )]x S p x∀ ∈ ¬ معنى 
لاحظ �أن مجتمع )�لمجموعة �لكلية( �لتحديد لا يتغير باإجر�ء عملية �لنفي على عبارة معينة. فعلى �شبيل 

�لمثال. �إن �لعبارة غير �ل�شحيحة في ملاحظة A. 17 كانت: 
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( )( )( )( )( ) ( )Gm N G v V G d v m∃ ∈ ∀ ∀ ∈ ≤

لت�شبح  �أكثر  نب�شطها  و�لتي   ، ( )( ) ( )( )( ) ( ) )Gm N G v V G d v m∀ ∈ ∃ ¬ ∀ ∈ ≤   هو: نفيها  و�أن 
. �إن هذه �لعبارة هي “لكل عدد طبيعي m، يوجد بيان،  ( )( )( )( )( ) ( )Gm N G v V G d v m∀ ∈ ∃ ∃ ∈ >
■ له ر�أ�ص درجته �أكبر من m”. وهي عبارة �شحيحة.  

ت�شمح �لرو�بط �لمنطقية )�أدو�ت �لربط �لم�شتخدمة في �لمنطق( لنا ببناء عبار�ت مركبة. 
ف �لعمليات �لم�شماة في �لعمود �لاأول من خلال �شحة  A.19. تعريف: رو�بط �لمنطق، في �لجدول �لاآتي، نعرِّ

قيمها �لمحددة في �لعمود �لاأخير. 
�سرط �سحة العبارةالمعنىالرمزالا�سم
P غير �شحيحة )خطاأ(. لي�ص PP¬�لنفي

كل منهما �شحيحة.P و P ∧ QQتوحيد، عطف 
�إحد�هما �شحيحةP  �أو P ∨ Q Qف�شل، �نف�شال

لهما قيم �ل�شو�ب نف�شها.P �إذ� وفقط �إذ� P ⇔ Q  Qثنائي �ل�شرط
تكون Q �شحيحة عندما تكون P �شحيحة. P تت�شمن P ⇒ Q  Q�شَرْطي 

A.20. ملاحظة: �لعطف و�لف�شل محدد�ت قيا�شية حول �شحة مركبات )مكونات( عبار�ت كل منهما. �إن 
�لعطف “و” يكون �شحيحًا، عندما تكون كل مركبة من مركبات عبارته �شحيحة، �أما �لف�شل “�أو” فيكون 
�شحيحًا، عندما توجد مركبة من بين مركبات عبارته �شحيحة. �إن فهمنا للنفي يعطينا تكافوؤً� منطقيًّا بين 
■ ) من جهة �أخرى.   )P Q¬ ∧¬ ) و  )P Q¬ ∨ ) من جهة و )P Q¬ ∨¬ ) و  )P Q¬ ∧

Q فهي  P⇒ �أما �لعبارة ا وQ نتيجة.  P فر�شً ، ن�شمي  P Q⇒ تعريف: في �لعبارة �ل�شرطية   .21.A
 .P ⇒ Q عك�ص �لعبارة

�لذي   19.A �لتعريف  �لوحيد في  �لنوع  �ل�شرطية هي  �لعبار�ت  �إن  �ل�شرطية.  �لعبار�ت  ملاحظة:   .22.A
Q. خذ في �لح�شبان  P⇒ P وعك�شها  Q⇒ يتغير معناه بتبديل �أدو�ر p و Q. لا يوجد ت�شمين عام بين 

 :G لعبار�ت �لثلاثة �لاآتية عن بيان�
�لعبارة G: P م�شار. 

�لعبارة G: Q بيان ثنائي �لفرع. 
�لعبارة G: R خالٍ من �لحلقات �لفردية. 

من كلاًّ  �أن  نعلم  �أخرى  ناحية  ومن  Q غير �شحيحة،  P⇒ ولكن P �شحيحة،  Q⇒ �أن نعلم   هنا، 
Q ⇒ R و R ⇒ Q عبارتان �شحيحتان. 

لاحظ هنا �أن G متغير، ولقد �أ�شقطناه من �لرموز �لم�شتخدمة في �لعبار�ت لاأن �ل�شياق و��شح. �إن �لمعنى 
 .  ( ( ) ( ))G P G Q G∀ ⇒ P با�شتخد�م G هو  Q⇒ �لدقيق للعبارة 

وتكون �لعبارة �ل�شرطية غير �شحيحة عندما وفقط عندما يكون �لفر�ص و�لنتيجة غير �شحيحين. لذ� فاإن 
: �إن هاتين �لعبارتين متكافئتان منطقيًّا. وتكون كل عبارة �شرطية بفر�ص غير  ( )  p Q¬ ∨ معنىP ⇒ G هو 
■  . ( )p Q∧ ¬ P هو  Q¬ ⇒ �شحيح �شحيحة د�ئمًا بغ�ص �لنظر عن �شحة �لنتيجة. �إن معنى 

P باللغة �لعربية.  Q⇒           ن�شع على �ل�شفحة �للاحقة قائمة طرق لقول �إن 

ℕ

ℕ
ℕ
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تكون P  �شحيحة فقط �إذ� كانت Q �شحيحة. �إذ� كانت P �شحيحة، فاإن Q تكون �شحيحة.
P �شرط كافٍ لـ Q. تكون Q �شحيحة عندما تكون P �شحيحة. 

Q �شرط �شروري لـ Q .P �شحيحة �إذ� كانت P �شحيحة.
�لعبارة �لمحددة قيا�شيًّا بمحدد قيا�شي  للت�شمينات. ويمكن تف�شير  �إعطاء بر�هين  �لريا�شيات    مهمة 
كان  و�إذ�  نف�شها”،  �لعبارة  معنى   ''( )( ( ))G p G∀ ∈G “ للعبارة  �إن  �شرطية. حيث  �أنها عبارة  على  كلي 
)'' عائلة بيانات ثنائية �لفرع، )( ( ))G p G∀ ∈G G، فاإن P(G) )�فتر�ص �أن تكون �لعبارتان في �لحالة �لتي تكون فيها ∈G

وP(G) هي �لقول باأن لـ G حلقة فردية(. 
تنويه: طرق �لاإثبات �لاأ�شا�شية تاأتي من �لمعنى للعبار�ت �ل�شرطية.  

A.23. ملاحظة: برهنة �لت�شمينات.
 Q شحيحة، ون�شتخدم �لتعليل �لريا�شي لن�شتنتج �أن� P هو بافتر��ص �أن P Q⇒  �لطريق �لمبا�شر لاإثبات �أن 
، وي�شتنتج  x A∈ ، و Q هي »Q(x)” فاإن �لطريق �لمبا�شر يرى �أن '' ''x A∈ �شحيحة. عندما تكون p هي �لعبارة 
 .x كمثال ممكن على A لا يوجد �إثبات »باإعطاء مثال«. يجب �أن ينطبق �لاإثبات على كل عن�شر من عنا�شر .Q(x)
. كل عبارة من هاتين �لعبارتين تف�شل فقط  Q P¬ ⇒¬ ، هو �أن  P Q⇒ �إن �لمكافئ �لعك�شي للعبارة: 
في �لحالة �لتي تكون فيها p �شحيحة و Q غير �شحيحة. لذ�، فاإن هاتين �لعبارتين متكافئتان، وهذ� يعني �إمكانية 

. وت�شمى هذه �لطريقة بطريقة �لمكافئ �لعك�شي.  Q P¬ ⇒¬ P عن طريق �إثبات �أن  Q⇒ برهنة �أن 
P عن طريق  Q⇒ . لذ�، فباإمكاننا �أن نبرهن �أن  ( ) ( )[ ]p Q p Q⇒ ⇔¬ ∧ ¬ لقد لاحظنا �أن 

¬Q �أن تكونا �شحيحتين معًا. وهذه هي طريقة �لاإثبات بالتناق�ص.  برهنة �أنه لا يمكن لـ P و 
�إن �لطريقتين �لاأخيرتين توؤديان �إلى �لاإثبات غير �لمبا�شر، وفي �لحالة �لتي لا يكون فيها �لطريق �لمبا�شر 
¬Q ويجب  P مُجدٍ، فاإننا نقول: “ح�شنًا، �فتر�ص �لعك�ص”. وعند هذه �لنقطة، نبد�أ من  Q⇒ لبرهنة �أن
 P^ (¬G) �إلى  �أم  �إلى  P¬ )�لمكافئ �لعك�شي(  �أن نعلم من �لبد�ية ما نبحث عنه، هل نرغب في �لتو�شل 
■ للح�شول على تناق�ص. 
توجد في �لكتاب �أمثلة على كل طريقة من هذه �لطر�ئق، و�إن �لاإثبات غير �لمبا�شر يكون و�عدً� عندما 
يعطي نفيُ �لنتيجة معلوماتٍ مفيدةً، وربما يكون هذ� �لطريق �أ�شهل من �إيجاد �إثبات مبا�شر؛ وذلك لاأنه يمكننا 
من ��شتخد�م �لفر�ص ونفي �لنتيجة معًا، و�إذ� كان �لتناق�ص �لذي ح�شلنا عليه هو ��شتحالة تحقق �لفر�ص 
 ¬Pفباإمكاننا في هذه �لحالة كتابة �إثبات مبا�شر بلغة ب�شيطة و�شهلة، �أما �إذ� ح�شلنا على ، Q¬ �لاأ�شلي وهو 

، فنكون قد برهنا �لمكافئ �لعك�شي. 
A.24. ملاحظة: �لعبار�ت �لثنائية �ل�شرط.

'' تحمل معنى “(Q ⇒ P) ∧ (P ⇒ Q)” نف�شه. ونقر�أها  P �إذ�  ''P Q⇔  �إن �لعبارة �لثنائية �ل�شرط 
.”Q �فقط �إذ P“ تعني  '' ''P Q⇒ وفقط �إذ� Q، حيث Q ⇒ P تعني “P �إذ� Q”، و

فاإننا  �لتكافوؤ�ت،  من  �شل�شلة  طريق  عن  �ل�شرط  �لثنائية  �لعبار�ت  �أحيانًا  نبرهن  �أننا  من  �لرغم  على 
لدينا  منهما  لكل  �شرطية،  عبارة  هي  ا  �أي�شً �لاأخيرة  �إن  حيث  وعك�شها؛  �ل�شرطية  �لعبارة  عادةً  نبرهن 
و�حدة  عبارة  نبرهن  �أن  فيجب   ، '' ''P Q⇔ �أن ولبرهنة  �أعلاه.  ذكرت  �لتي  �لاأ�شا�شية  �لثلاث  �لطرق 
و�لمكافئ  �لمبا�شر،  �لاإثبات  وهي:  �لمعروفة  �لاإثبات  طرق  ��شتخد�م  خلال  من  �أدناه  �لجدول  في  عمود  كل  في 
�لعبارة نف�شها مرتين.■ لاإثبات  يوؤول  نف�شه  �لعمود  �إثبات عبارتين في  �إن  �لترتيب.  و�لتناق�ص على   �لعك�شي، 
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Q ⇒ P P ⇒ Q 
¬P ⇒ ¬Q ¬Q ⇒ ¬P
¬(Q ∧ ¬P)¬(P ∧ ¬Q)

(Lem- وتمهيدية ،(Theorem)  تت�شاءَل �لطلبة في بع�ص �لاأحيان عن �لمعنى �لدقيق لكلمات مثل نظرية
 Lemma(إن كلمة� �لنتائج �لريا�شية وتمييزها.  �لتعبير عن  �لتي ت�شتخدم في   (Corollary) ونتيجة ،ma)
فتعني  (therema(�ليونانية  كلمة  �أما  بالعربية،  وتمهيدية  )premise(بالاإنجليزية،  تعني  �ليونانية    )
بالاإنجليزية (Thesis to be proved)، وبالعربية نظرية. لذ�، فاإن �لمبرهنة هي نتيجة رئي�شة تتطلب جهدً� 
من �أجل �إثباتها، �أما �لتمهيدية فهي عبارة �أقل حيث تُ�شتخدم عادة للم�شاعدة على �إثبات عبار�ت �أخرى �أقوى. 
في حين تعني كلمة ق�شية �شيئًا نقترحه من �أجل �أن نبرهنه، وياأخذ هذ� جهدً� �أقل من جهد �إثبات �لمبرهنة 
عادة، �أما كلمة نتيجة (Corollary) فتاأتي من �للاتينية بو�شفها تعديلًا لكلمة تعني هدية "gift" ، وعادة تتبع 

�لنتيجه مبا�شرةً من نظرية �أو من ق�شية دون �إجر�ء جهد �إ�شافي. 

)Induction and Recurrence( الاستقراء والتكرار
�لا�شتقر�ء  ��شتخد�م  طريق  عن  طبيعيًّا  عددً�  متغيرها  يكون  �لتي  �لعبار�ت  من  �لعديد  �إثبات  يمكن 
من  �لعادية  �لن�شخة  ف�شنر�جع  هنا  �أما  للا�شتقر�ء،  �لاأقوى  �لن�شخة  ن�شف   ،1.2.1 �لمبرهنة  في  �لريا�شي. 
�لا�شتقر�ء �لتي يتعلمها معظم �لطلبة عندما ي�شادفون �لا�شتقر�ء �أول مرة. ي�شتمل �لا�شتقر�ء على خا�شية 
�لترتيب �لح�شن للاأعد�د �لطبيعية، و�لتي تن�ص على �أن كلّ مجموعة جزئية غير خالية من ℕ تحوي عن�شرً� 
�أدنى )�أقل(؛ حيث نتعامل معها  بو�شفها حقيقة بديهية، وبو�شفها جزءً� من فهمنا �لحد�شي لماهية �لاأعد�د 
�لطبيعية ℕ. وعلى �لرغم من �أننا ن�شع مبد�أ �لا�شتقر�ء كمبرهنة، �إلا �أنه في �لحقيقة يكافئ خا�شية �لترتيب 

 .ℕ لح�شن للاأعد�د �لطبيعية�
. �إذ� تحققت �لخا�شيتان  n N∈ℕ عبارة ريا�شية لكل P(n) 25. نظرية: )مبد�أ �لا�شتقر�ء( �فتر�ص �أن.A

 . n N∈ℕ  تكون �شحيحة لكل P(n) أدناه، فاإن �لعبارة� )b( و )a(
 (a .شحيحة� P(1)
 (b .تكون �شحيحة P(k+1) فاإن ، k N∈ℕ شحيحة لكل� P(k) إذ� كانت�

الإثبات: �إذ� كانت P(n) غير �شحيحة لكل n، فاإن مجموعة �لاأعد�د �لطبيعية �لتي تف�شل فيها �لعبارة تكون 
مجموعة غير خالية. ومن خا�شية �لترتيب �لح�شن، يوجد حد �أدنى لهذه �لمجموعة، ويكون هذ� �لحد عن�شرً� 
من عنا�شر هذه �لمجموعة. من (a)، �لحد �لاأدنى لا يمكن �أن يكون �لعدد 1. ومن (b)، نجد �أنه لا يمكن �أن 
■   .n لكل P(n) يكون �أكبر من 1. �إن هذ� �لتناق�ص ي�شمن �شحة �لنتيجة
�لاأ�شا�ص،  بو�شفها خطوة   25.A (a) في �لمبرهنة  �لعبارة  فاإننا نبرهن  عند تطبيق طريقة �لا�شتقر�ء، 
"P(k) �شحيحة" هو  وفر�شها  �شرطية  (b) هي عبارة  �لعبارة  �إن  �لا�شتقر�ء.  بو�شفها خطوة   (b) و�لعبارة 

فر�ص �لا�شتقر�ء. �شنقوم بعر�ص )تقديم( مثال و�حد بلغة ر�شمية نوعًا ما. 
A.26. ق�ضية: �إذ� كانت S مجموعة n من �لخطوط في م�شتوى، بحيث �إن كل خطين فيها يتقاطعان في 
نقطة و�حدة، وبحيث لا ي�شترك ثلاثة منها في نقطة و�حدة، فاإن S تقطع �لم�شتوى �إلى n(n+1)/2+1 منطقة. 
الإثبات: ن�شتخدم �لا�شتقر�ء على n لاإثبات �لادعاء لكل n∈ℕ. �فتر�ص �أن P(n) هي �لعبارة �لتي 

تن�ص على �أن �لادعاء يتحقق لهذه �لمجموعات جميعها �لتي تحوي n من �لخطوط. 
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�لخطوة �لاأ�شا�ص (P(1)). بوجود خط و�حد، نعلم �أن عدد �لمناطق ي�شاوي 2، وهذ� ي�شاوي2/(1+1)1+1. 
خطوة �لا�شتقر�ء P(k) ⇒P(K+1). �إن �لعبارة p(k) هي فر�شية �لا�شتقر�ء. �فتر�ص �أن S عبارة عن 
ا L في S )�لخط �لمنقط في �ل�شكل(، و�جعل 'S هي  ا تحقق �ل�شروط. �ختر خطًّ مجموعة موؤلفة من k+1 خطًّ

 .S من L ا �لتي نح�شل عليها بحذف مجموعة �لـ k خطًّ
�إلى �لم�شتوى  تقطع   S' �أن  على  ين�ص  �لا�شتقر�ء  فر�ص  فاإن  �ل�شروط،  تحقق   S' �أن   بما 

�لمناطق  �لزيادة في عدد  �إن  �لمناطق.  بع�ص  فيُقطَع  �لاأ�شلي،  مكانه  �إلى   L وباإعادة  k(k+1)/2+1 منطقة. 
ا  ت�شاوي عدد �لمناطق �لتي يقطعها L؛ حيث يتحرك L من منطقة �إلى �أخرى وذلك في كل مرة يقطع فيها خطًّ
من �لخطوط �لموجودة في 'S. وبما �أن L يقطع هذه �لخطوط جميعها؛ لاأنه يقطع كل خط منها مرةً و�حدة، 
فاإن �لخطوط في 'S تقطع L �إلى k+1 قطعة. وكل قطعة ترتبط بمنطقة يقطعها L. لذ�، فاإن عدد �لمناطق 
�لتي ت�شكلها S يزيد بمقد�ر k+1 على عدد �لمناطق �لتي ت�شكلها 'S. �إذن، عدد �لمناطق �لتي ت�شكلها S ي�شاوي: 

 1+k(k+1)/2+(k+1)=1+(k+1)(k+2)/2

 n∈ℕ لِـ  �لنتيجة  تحقق  ي�شمن  �لا�شتقر�ء  مبد�أ  �إن   .P(k) ⇒P(K+1) �أن  برهنا  قد  نكون  وبذلك 
 ■ جميعها.  

�لاإثبات  حول  و�لملاحظات  �لتعليقات  من  بالعديد   26.A �لق�شية  في  �لنقا�ص  يوحي  ملاحظة:   .27.A
بالا�شتقر�ء. �أولًا، لاحظ �أنه كان باإمكاننا ��شتخد�م n = 0 بو�شفها خطوة �لاأ�شا�ص لبرهنة �لعبارة للاأعد�د 

غير �ل�شالبة n جميعها. 
لاحظ �أنه لا يت�شح مبا�شرةً من ن�ص �لم�شاألة �أن عدد �لمناطق يكون هو نف�شه للمجموعات جميعها �لتي 

تحوي n من �لخطوط، �إلا �أن هذ� يت�شح لاأننا برهنا �شيغةً لهذ� �لعدد تعتمد على n فقط. 
في �إثبات خطوة �لا�شتقر�ء، بد�أنا بـ L �لتي تُعَدُّ مثالًا �أو �شاهدً� لم�شاألة �أكبر حجمًا. ويوؤكد هذ� �لطريق 

�أننا �أخذنا في �لح�شبان هذه �ل�شو�هد جميعها، و�شنعود �إلى هذه �لنقطة بعد قليل. 
لقد برهنا P(k+1) من P(k) كما �قترح في فرع (b) من �لمبرهنة A.25 في معظم �أمثلة هذ� �لكتاب، 
لاإثبات   2.1. �لدر�ص  في  قُدّم  تم  �لذي  �لقوي  �لا�شتقر�ء  مبد�أ  مع  �أكثر  من�شجمة  مختلفة  �شياغة  ن�شتخدم 
 P(n) لكل n ∈ ℕ، وفي هذ� �لمثال، يمكننا �أن نكتب “خطوة �لاأ�شا�ص: …n = 1” �إذن “خطوة �لا�شتقر�ء:
ا، ونطبق  …n > 1”. ففي �إثبات خطوة �لا�شتقر�ء، ناأخذ في �لح�شبان مجموعة �ختيارية S موؤلفة من n خطًّ

 .L لتي نح�شل عليها بحذف خط و�حد� S' فر�ص �لا�شتقر�ء على �لمجموعة
�إن محتوى �لاإثبات هو نف�شه في كلتا �ل�شياغتين. �إن �ل�شياغة �لتي و�شفناها للتو توؤكد وت�شدد على �لبند �لذي 
يتم برهنة �لادعاء حوله. �إن خطوة �لاأ�شا�ص تحقق مبا�شرة �لادعاء لاأ�شغر قيمة لو�شيط �لا�شتقر�ء. وعندما يكون 
للو�شيط قيمة �أكبر، فاإن �لادعاء حول �لبند يُبرهن بافتر��ص �أن �لادعاء يتحقق لبند �شابق، وهذه هي خطوة 
■ �لا�شتقر�ء. �إن �لعودة لها كلما �قت�شى �لاأمر تعطي تحقق �لادعاء لكل قيمة لاحقة لهذ� �لو�شيط.  
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يعاني �لعديد من �لطلبة بع�ص �لم�شاكل عند بد�ية تعلمهم ��شتخد�م �لا�شتقر�ء في نظرية �لبيان. وتتلخ�ص 
هذه �لم�شاكل في جانبين؛ �لجانب �لاأول هو �أن �لعبارة P(n) �لتي نرغب باإثباتها بالا�شتقر�ء هي نف�شها عبارة 
) . لقد عُر�ص نموذج جاهز  1) ( 1)A n B n− ⇒ − ، و�أن فر�شية �لا�شتقر�ء هي  ( ) ( )A n B n⇒ �شرطية 

لخطوة �لا�شتقر�ء في هذه �لحالة في �لملاحظة 25.3.1، كما توجد �أمثلة على هذ� في هذ� �لف�شل.
�أما �لجانب �لثاني �لذي ن�شميه »م�شيدة �لا�شتقر�ء«، فقد نوق�ص مطولًا في �لمثال 26.3.1، و�شنعطي مثالًا 
�آخر م�شتخدمين �للغة �لتي ��شتخدمت في �إثبات P(n+1) من P(n)  و�لتي قد تقود �لطالب �إلى فخ في بع�ص 

�لاأحيان. 
)�أي حفلة من   n �لرتبة  بالاأيدي من  �لت�شافح  �أن حفلة  �فتر�ص  بالاأيدي.  �لت�شافح  م�شاألة  مثال:   .28.A
ا،  بع�شً بع�شهم  �لاأزو�ج لا ي�شافحون  �إن  �لمتزوجين، حيث  �لاأزو�ج  n من  لـ  (-n هي حفلة  �أو حفلة   n �لرتبة 
و�أن �لـ 2n - 1 فردً� عد� �لم�شيف يت�شافحون مع �أعد�د مختلفة من �لاأ�شخا�ص �لموجودين. وهنا �شن�شتخدم 

ا بال�شبط.  �لا�شتقر�ء في برهنة �أن �لم�شيفة ت�شافح  n - 1 �شخ�شً
ننمذج �لحفلة بو�شفها بيانًا ب�شيطًا تمثل روؤو�شه �لاأ�شخا�ص �لموجودين في �لحفلة، وتمثل �أ�شلاعه �لاأزو�ج 
زوج )زوجة(، زوجته  �أي  ي�شافح  و�إذ� لم  �لت�شافح.  �شركاء  �لر�أ�ص هي عدد  �إن درجة  يت�شافحون.  �لذين 
)زوجها( فاإن درجة �لر�أ�ص تكون بين 0 و 2n - 2. و�ل�شرط في هذه �لم�شاألة هو �أن �لـ 2n - 1 عدد غير �لم�شيف 
تكون مختلفة يت�شمن �أن درجات �لروؤو�ص تمتد من 0 �إلى 2n - 2. يمثل �ل�شكل �أدناه �لبيان �لذي يجب �أن يكون 
، �إن كل زوج من �لروؤو�ص �لمحاط بد�ئرة يعني �أن �ل�شخ�شين متزوجان؛ حيث يظهر  {1,2,3}n ∈ في حال �أن

�لم�شيف و�لم�شيفة في �أق�شى يمين كل بيان. 

ا )و�لذي ي�شاوي n - 1(؛  الخطوة الاأ�سا�س: �إذ� كانت n = 1، فاإن �لم�شيفة تت�شافح مع 0 �شخ�شً
لاأن �لم�شيف و�لم�شيفة لا يت�شافحان. خطوة �لا�شتقر�ء )باطلة(: �إن خطوة �لا�شتقر�ء هي �أن �لادعاء ي�شلح 
لحفلات n-. خذ في �لح�شبان مثل هذه �لحفلة. من فر�ص �لا�شتقر�ء، �إن درجة  �لم�شيفة )�لر�أ�ص �لذي يُمثل 
�لم�شيفة( ت�شاوي n - 1، ومن نقا�شنا �ل�شابق، فاإن درجات �لروؤو�ص ما عد� �لم�شيف هي 2n-2,…,0. نُ�شكل 
�أن �أحد �لزوجين من �لثنائي �لجديد ي�شافح  -(n + 1) باإ�شافة ثنائي �آخر )زوج وزوجة(. �فتر�ص  حفلة 
n ثنائيًّا �لاأولى. لذ�، فاإن درجات �لروؤو�ص �لتي تمثل هوؤلاء �لاأ�شخا�ص ت�شبح على �لنحو �لـ   كل �شخ�ص في 
�ل�شكل  فاإن  لذ�،   .2n و   0 �لزوج �لجديد هي:  �لتي تمثل  �لروؤو�ص  �أن درجات  ، ف�شلًا عن   1, …, 2n - 1
)�لهيئة( �لاأكبر هي �لحفلة – (n + 1). وقد ز�دت درجة �لر�أ�ص �لذي يمثل �لم�شيفة بمقد�ر 1، لذ�، فاإن 

 .n درجة هذ� �لر�أ�ص ت�شاوي
خطوة �لا�شتقر�ء )�شحيحة، ومتحققة(: �إن فر�ص �لا�شتقر�ء هو �أن �لادعاء �شحيح لحفلات n – جميعها. 
خذ في �لح�شبان حفلة – (n + 1)، من نقا�شنا �ل�شابق، نعلم �أن درجات �لروؤو�ص ما عد� درجة �لر�أ�ص �لذي يمثل 
�لم�شيف هي 2n, … ,0. �فتر�ص �أن pi ترمز �إلى �ل�شخ�ص �لذي درجته )درجة �لر�أ�ص �لذي يمثله( i من بين 
ا و�حدً�، و�ل�شخ�ص po �لذي لا ي�شافح �أحدً� يجب  هوؤلاء. بما �أن p2n ي�شافح �لاأ�شخا�ص جميعهم ما عد� �شخ�شً
 �أن يكون �ل�شخ�ص �لمفقود من م�شافحة p2n. لذ�، فاإن po  يمثل زوجة p2n  بالاإ�شافة لذلك، فاإن �لثنائي �لمتزوج

 .{po, …, p2n} لي�ص �لم�شيف و�لم�شيفة؛ لاأن �لم�شيف لي�ص من �لمجموعة S = {po, p2n}
ا )بالا�شم( مع p2n. �إذ�  �إن كل �شخ�ص غير موجود في S يت�شافح مع �شخ�ص و�حد بال�شبط في S، وخ�شو�شً
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حذفنا S للح�شول على حفلة �أ�شغر، تبقّى لدينا n من �لثنائيات )�لزوجات( )وهذ� ي�شمل �لم�شيف و�لم�شيفة( 
حيث لا يوجد �أي �شخ�ص يت�شافح مع زوجه، وكل �شخ�ص يت�شافح مع عدد يقل بو�حد عن �لعدد �لكلي لكامل 

�لحفلة. �إذن، في �لحفلة �لاأ�شغر، نجد �أن �لاأ�شخا�ص يت�شافحون مع عدد مختلف منهم ما عد� �لم�شيف. 
�ل�شورة في  �لي�شار  �أق�شى  في  �لموجود  �لزوج  )حذف   – n حفلة  على  نح�شل   ،S �لمجموعة   بحذف 

لـ  n = 3 يعطينا �ل�شورة في حال �أن n = 2(.  وتطبيق فر�ص �لا�شتقر�ء على �لحفلة - n  يخبرنا �أنه ما عد� 
ا في S، فاإنها تت�شافح  ا. وبما �أنها تت�شافح مع p2n  �أي�شً �لزوجين في S، فاإن �لم�شيفة تت�شافح مع n – 1 �شخ�شً
■   .– (n + 1) ا في كامل �لحفلة مع n �شخ�شً
 �لتعليل �لاأول في �لمثال A.28 ي�شقط في فخ )م�شيدة( �لا�شتقر�ء، لاأنه لا ياأخذ في �لح�شبان �لحفلات           
– (n + 1) �لممكنة جميعها، بل �إنه – فقط - يعد �لحفلات �لتي نح�شل عليها باإ�شافة ثنائي )متزوج( �إلى 

حفلة n – بطريق معين، دون �إثبات �إمكانية �لح�شول على كل حفلة - (n + 1) بهذه �لطريقة.
 �لبدء بحفلة – (n + 1) �ختيارية يجبرنا على �إثبات �أن كل حفلة – (n + 1) تظهر بهذه �لطريقة من 
�أجل �لح�شول على �شكلٍ يمكننا �أن نطبق عليه فر�ص �لا�شتقر�ء، لا يمكننا حذف �أي ثنائي متزوج للح�شول 
ا S بحيث يت�شافح كل �شخ�ص خارج S مع �شخ�ص و�حد فقط  على حفلة �أقل فقط. بل يجب علينا �أن نجد ثنائيًّ

 . n - وعند ذلك - فقط - نجد �أن �لحفلة �لاأ�شغر تحقق �لفر�شيات �للازمة لتكون حفلة .S في
 �إن �لحاجة �إلى �إثبات �أن �ل�شيء �لاأ�شغر �لموجود لدينا يحقق �ل�شروط في فر�شية �لا�شتقر�ء، يحل محل 
�لحاجة �إلى �إثبات �أن �لاأ�شياء ذ�ت �لحجم �لاأكبر جميعها تّم توليدها من خلال �إنبات )�إنماء( �شيء ذي حجم 

�أ�شغر. 
في بع�ص �لاأحيان، نجد �أن �إثبات خطوة �لا�شتقر�ء ي�شتخدم �أكثر من �شاهد )مثال( �شابق. �إذ� ��شتخدمنا 
P (n – 2) و P (n – 1) لاإثبات P(n) د�ئمًا، فيجب �أن نتحقق من �شحة P(1) و P(2) وذلك بو�شفها بد�ية. 
�إن �إثبات خطوة �لا�شتقر�ء غير �شحيح )باطل( عندما n = 2، وذلك ب�شبب عدم وجود P(0)  بو�شفها بد�ية. 
ا لعدم وجود P(0) متاحة للا�شتخد�م.  و�أن �إثبات خطوة �لا�شتقر�ء غير �شحيح )باطل( عندما n = 2 �أي�شً

A.29. مثال: �فتر�ص �أن … ,a1, az معرفة على �ل�شكل a1 = 2، a2 = 8 و an = 4(an – 1 – an – 2) لكل                   
�لمعطيات  هذه  تحقق  �لتي  �ل�شيغة  نخمن  �أن  �لممكن  من  �لاآن،   .n بدلالة   an لـ  �شيغة  عن  نبحث   .n ≥ 3
 .  2n

na n= وتنا�شبها. يعطينا �لتعريف �أن a4 = 64، a3 = 34، وa5 = 160. وتحقق هذه �لقيم جميعها �أن
�آخذين في �لح�شبان �قتر�حنا ب�شاأن هذه �ل�شيغة، وباإمكاننا محاولة �إثباتها عن طريق �لا�شتقر�ء. 

وفي   a1=8=2.22 عندما  ت�شبح   ،n=2 تكون  وعندما   .a1=2=1.21 لدينا   ،n=1 عندما 
هذه  �أن  باإثبات  �شنقوم  �لا�شتقر�ء،  خطوة  وفي  �شحيحة.  �ل�شيغة  �أن  نجد  �لحالتين  كلتا 
)�لاأمثلة(  لل�شو�هد  �شحيحة  �ل�شيغة  �أن  نفتر�ص  حيث   .n≥3 لكل  �شحيحة  �ل�شيغة 
�ل�شابقة:  �لقيم  بدلالة  تعريفها  با�شتخد�م   an بح�شاب  لنا  ي�شمح  وهذ�   ،n–2و  n–1 �ل�شابقة 
 . ( ) ( ) ( ) ( )1 2

1 24 4 1 2 2 2 2 2 2 ( 2)2  2n n n n n
n n na a a n n n n n− −

− −  = − = − − − = − − − = ■ �إن �شحة �ل�شيغة لـ an تنبع من �شحتها لكل من n-1 و2-، وهذ� ينهي �لاإثبات.  
في هذ� �لاإثبات، يجب �أن نتحقق من �شحة �ل�شيغة لقيم n = 1، و n – 2 في �لخطوة �لاأ�شا�ص، �إن �إثبات 
خطوة �لا�شتقر�ء غير �شحيح )باطل( لـ n = 2. و�لمثال A.29 يحدد قيم … ,a1, a2 من خلال علاقة معاودة 
)تكر�ر(. �أما �لحد �لعام، فاإنه يُحدد عن طريق ��شتخد�م حدود �شابقة. وبالمثل، �إثبات �لق�شية A.26 يحدد 
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�شابقة.  ��شتخد�م حدود  يُحدد عن طريق  �لعام  … ,a1, a2 من خلال علاقة معاودة )تكر�ر(. �لحد  قيم 
وبالمثل، �إثبات �لق�شية A.26 يعطينا علاقة معاودة للعدد rn �لذي هو عدد �لمناطق �لمُ�شكلة من قبل rn من 

 .r1 = 2 علمًا باأن ،rn = rn-1+n لخطوط حيث �إن�
 k فيجب �أن يكون لديك في هذه �لحالة ،an من �لحدود �ل�شابقة لح�شاب k إذ� ��شتخدمت علاقة �لمعاودة�
من �لقيم �لابتد�ئية من �أجل تحديد �لحدود بال�شبط، وي�شمى هذ� معاودة )تكر�ر( من �لرتبة k. �إن �لعبار�ت 
�لتي تُبرهن بالا�شتقر�ء، و�لمتعلقة بمعاودة من �لرتبة k تفر�ص �لتحقق من �شحة k من �ل�شو�هد )�لاأمثلة( في 
خطوة �لاأ�شا�ص. �إن �لتقنيات �لقيا�شية )�لمعيارية( من �لتو�فقية )�لتركيبية( �لعدية تعطي حلولًا للعديد من 

علاقات �لتكر�ر دون تخمين �ل�شيغة �أو ��شتخد�م �لا�شتقر�ء. 
ا في نظرية �لبيان. حيث يمكن �أن يكون لدينا قيمة  وفي بع�ص �لاأحيان، ن�شتخدم ح�شابات �لمعاودة �أي�شً
�إذ� ��شتطعنا �لتعبير عن  G بدلًا من بيان و�حد فقط من كل »حجم« كما يكون �لاأمر في متتالية.  لكل بيان 
�لتي  للبيانات  �لقيم  تحديد  )و��شتطعنا  �أقل  �أ�شلاعها  عدد  بيانات  بدلالة  �شيغة  بو�شفه   G لبيان  �لقيمة 
�لمولدة  �لاأ�شجار  �لتقنية لح�شاب  ون�شتخدم هذه  �أخرى.   فاإننا نح�شل على معاودة مرة  �أ�شلاع(،  لها   لي�ص 

)�لدر�ص 2.2( و�لتلوينات �لفعلية )�لدر�ص 3.5(. 

الدوال
تقوم �لد�لة بنقل )تحويل( عنا�شر مجموعة معينة �إلى مجموعة �أخرى. 

عن�شر لكل  تُحدد  �إنها  بحيث   B �لمجموعة  �إلى   A �لمجموعة  من  قاعدة   f �لد�لة  تعريف:   .30.A 
 ،)f : A  A تكتب(  f للد�لة . f تحت a ب�شورة f(a) وي�شمى ،B في f(a) �ًعن�شرً� وحيد a ∈ A 
f  هي  �شور  �إن مجموعة  �لهدف،  B مجموعة  �لمجموعة  ت�شمى  ، في حين   f A مجال  �لمجموعة  ت�شمى 

 .f هي مجموعة مجال A حيث �إن {f(a): a ∈ A} لمجموعة�
�لمطلقة وكثير�ت �لحدود �لقيمة  د�لة  دو�ل معروفة مثل  �لاأولية  �لدو�ل  �لكثير من  �أن  �فتر��ص   يمكننا 

 .ℕ ∪ {0}لحجم« هو د�لة، مجالها مجموعة �لمجموعات �لمنتهية وهدفها�« .)ℝ كل منها معرف على( 

A.31. تعريف: لـ x ∈ ℝ، نعرف د�لة �لاأر�شية ⌊x⌋ على �أنها �أكبر عدد �شحيح �أقل من  x �أو ي�شاويه. في 
حين نعرف د�لة �ل�شقف ⌈x⌉ على �أنها �أ�شغر عدد �شحيح �أكبر من x �أو ي�شاويه. �أما �لمتتالية، فتعرف 

 .ℕ على �أنها د�لة مجالها
فاإننا نح�شل على   ،A �لمتتالية  يكون هدف  ℤ. عندما  �إلى   ℝ تنقل  و�ل�شقف  �لاأر�شية  د�لة كل من  �إن 
متتالية من �لعنا�شر في A، ونُعبر عن ذلك على �ل�شكل ,… ,a1, a2, a3، حيث an = f(n). لقد ��شتخدمنا 

�لا�شتقر�ء في �لاإثبات متتاليات من �لعبار�ت، وكذلك في �لاإثبات �شيغ تحدد متتاليات من �لاأعد�د. 
ربما نرغب في معرفة مدى �شرعة نماء )نمو( د�لة من ℝ �إلى ℝ وعلى وجه �لخ�شو�ص عند تحليل �لخو�رزميات. 
فعلى �شبيل �لمثال، نقول: �إن نمو �لد�لة تربيعي على �لاأكثر �إذ� كانت محدودة بكثيرة حدود من �لدرجة �لثانية، وذلك 

 .B لقيم جميعها مدخلاتها �لكبيرة كفاية. �إن نقا�شًا �أكثر دقة لمعدلات نمو �لدو�ل يظهر في ملحق
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  f : لنتخيل د�لة .B إلى� A وتنقل ،A معرفة على f : A  B 32. ملاحظة: �لتمثيل �لتخطيطي. �لد�لة.A
A  B، نر�شم منطقة تمثل A، ومنطقة �أخرى تمثل B، ثم نر�شم من كل x∈ A �شهمًا �إلى f(x) في B. بلغة 
�لبيان �لموجه، �إن هذ� يُنتج توجيهًا لبيان ثنائي �لفرع، ومجموعتا فرعيه هما: A و B حيث يمثل كل عن�شرٍ 

من عنا�شر A ذيلًا ل�شلع و�حد بال�شبط. 

�شورة �لد�لة )مجموعة �شور عنا�شر �لمجال( تكون محتو�ة في �لهدف. لذ�، نر�شم منطقة �ل�شورة د�خل 
■ منطقة �لهدف.  

A f

 

B

بالاأزو�ج قائمة  و�شع  ن�شتطيع  حيث   .a ∈ A لكل   f (a) قيم  تحديد  من  بد  لا  د�لة؛  �أي   لو�شف 
 (a, f (a))، ونعطي �شيغة لح�شاب f (a) من a، �أو نعطي و�شفًا بكلمات للقاعدة �لتي من خلالها نح�شل على

 .a منf (a) 

A.33. تعريف: نقول: �إن �لد�لة f : A  B د�لة تناظر �إذ� تحقق �أن: لكل b ∈ B يوجد عن�شر و�حد 
 .f (a) = b بحيث �إن a ∈ A بال�شبط

تحت �لتناظر، يكون كل عن�شر في �لهدف �شورة لعن�شر و�حد فقط من عنا�شر �لمجال. لذ�، عندما 
نمثل د�لة �لتناظر كما في �لملاحظة A.32، فاإن كل عن�شرٍِ من عنا�شر �لهدف يكون ر�أ�شًا ل�شلع و�حدٍ فقط. 

W تمثل مجموعة  و�أن  �لرجال في حفلة،  M تمثل مجموعة  �أن  �لمتزوجين. �فتر�ص  مثال: مز�وجة   .34.A
�لن�شاء، �إذ� كان �لح�شور يتاألف من ثنائيات �لمتزوجين فقط، فعندئذٍ يمكننا تعريف د�لة f : M  W بجعل 
f(x)  زوجة x. لكل w ∈ W، يوجد بال�شبط عن�شر وحيد x في M بحيث �إن f (x) = w. لذ�، فاإن f د�لة تناظر 
■   .W إلى� M من
 A إن دو�ل �لتناظر تعمل �أزو�جًا من عنا�شر مجموعتين مختلفتين. لذ�، فاإننا ن�شف د�لة �لتناظر من�
�إلى B كذلك. وفي هذ� �لكتاب نقول ب�شورة غير ر�شمية �أحيانًا باأن عنا�شر مجموعة و�حدة ترتبط بعنا�شر 

مجموعة �أخرى. ونعني بهذ� وجود �رتباط و�حد لو�حد طبيعي بين �لمجموعتين. 

]، وبالنظر �إلى  ]n عندما تحوي n A من �لعنا�شر، فاإن ت�شميتها a1, ..,an يعرف تناظرً� من A �إلى 
]. لاحظ  �أنه يمكن عك�ص دو�ل  ]n هذ� �لارتباط من �لاتجاه �لاآخر، نكون قد عرّفنا تناظرً� �آخر من A �إلى 

�لتناظر جميعها. 

HE_Graph_Appendexes A,B,C,D_6th_Draft_01.indd   484 2/24/2014   3:03:38 PM



485 الملحقات

 b ∈ B بحيث �إن لكل g : B  A هو �لد�لة f فاإن نظير ،B إلى� A تناظرً� من f 35. تعريف: �إذ� كانت.A
 .f -1 على �ل�شكل g ونكتب �لد�لة .f(x) = b لذي يحقق �أن� x ∈ A هي �لعن�شر �لوحيد g(b) فاإن

تطبيق  �لد�لة �لجديدة من خلال  ف  نعرِّ �أن  فاإنه يمكننا  �أخُرى،  لد�لة  د�لة مجالًا  يكون هدف  عندما 
�لد�لة �لاأولى ثم �لد�لة �لثانية؛ لاأن هذ� يعطي د�لة من مجال �لد�لة �لاأولى �إلى هدف �لد�لة �لثانية. 

د�لة هو   f مع   g تركيب  فاإن   ،g: B C  و  f : A  B كانت  �إذ�  تعريف:   .36.A 
  f مع g هي تركيب h وعندما تكون .x ∈ A لكل h(x) = g(f(x)) فة على �ل�شورة h : A  C  معرَّ

 .h = g ° f فاإننا نكتب

CB
A

f g

h

في  هذه  ون�شتخدم  تناظرً�.  يعطي  تناظرين  تركيب  �أن  �إثبات  ب�شهولة  ن�شتطيع  مبا�شرة،  �لتعريف  من 
�لق�شية 24.1.1 لنتحقق من �أن تركيب دو�ل �لت�شاكل يعطي ت�شاكلًا. 

)Counting and Binomial coefficients(العد ومعاملات ذات الحدين
 مناق�شة طرق �لعد )�لتعد�د( ب�شرعة �إلى �لمجاميع وحو��شل �ل�شرب، ويمكن �شبط كتابة هذه �لاأ�شياء 

با�شتخد�م �لرموز �لمنا�شبة. 
عندما   ."sigma" وهي �لحرف �ليوناني �لكبير �شيجما ∑ A.37. ملاحظة: نعبّر عن �لمجموعة بكتابة 

) تعبّر عن حا�شل جمع �لاأعد�د f(i) حيث �إن i تتغير  )
b

i a
f i

=
∑ يكون كل من a و b �أعد�دً� �شحيحة، فاإن قيمة 

على �لاأعد�د �ل�شحيحة من  a �إلى b. وت�شمى i دليل �لمجموع، في حين ت�شمى �ل�شيغة f(i)  �لمجمّع.
)  لاإيجاد حا�شل جمع قيم �لد�لة ذ�ت �لقيم �لحقيقة  f  وذلك على عنا�شر مجموعة S في  )

i a
f j

=
∑ تكتب 

، فاإننا نجمع �لعنا�شر على �لمجال كله.  مجال f. وفي �لحالة �لتي لا نحدد فيها مجموعة جزئية كما في 
�، فاإننا ن�شتطيع حذف �لدليل �ل�شفلي على �إ�شارة �لمجموع كما في  وعندما يكون للمجمع رمزٌ و�حدٌ بو�شفه متغيّرً
�أن  �إلى  �إ�شافة   ،»pi« باي  �لكبير  �ليوناني  �لحرف  هو  وهذ�  �ل�شرب،  حا�شل  �إلى   ∏ �لرمز  .ي�شير  ix∑

∑ تنطبق على ∏.  �لتعليقات �ل�شابقة �لمتعلقة بـ 
لاحظ �أن قاعدتين ب�شيطتين ت�شاعد�ن على تنظيم عد �لمجموعات �لمنتهية من خلال تجزئة �لم�شاألة �إلى 

م�شائل فرعية. �إن هذه �لقو�عد تتبع من تعريف �لحجم وخو��ص دو�ل �لتناظر.
 A.38. تعريف: تن�صّ قاعدة �لجمع على �أنه �إذ� كانت A مجموعة منتهية بحيث �إن B1, … ,Bk  تجزئة 

. A = 
1

m

i
Bi

=
∑ لـ A، فاإن 

�فتر�ص �أن T مجموعة يمكن و�شف عنا�شرها با�شتخد�م نهج ي�شتمل على عدة خطو�ت S1,…,Sm  بحيث 
يمكن عمل �لخطوة Si بـ ri طريقة، بغ�ص �لنظر عن كيفية �إجر�ء �لخطو�ت S1 ,…, Si-1. �إن قاعدة �ل�شرب 
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  . تن�ص على �أن 
q خيارً� لكل موقع، وذلك  q. يوجِد  k من مجموعة حجمها  kq قائمة بطول  فعلى �شبيل �لمثال، يوجد
.k- (K- tuple) طريقة لت�شكل عديد kq بغ�ص �لنظر عن خيار�ت �لمو�قع �لاأخرى. من قاعدة �ل�شرب، يوجد

 f إن هيئة �لكلمة للتبديلة� .S إلى نف�شها بتبديلة لـ� S 39. تعريف: ت�شمى د�لة �لتناظر من مجموعة منتهية.A
للمجموعة [n] هو قائمة على �ل�شورة f(1),…, f(n) مع �لحفاظ على هذ� �لترتيب. و�أن ترتيبًا لعنا�شر 
 ،

1

n

i

i
=
∏ على  للتدليل   )n )م�شروب   !n نكتب  معين(.  )بترتيب   S عنا�شر  من  قائمة    S مجموعة  من 

و��شطلاحًا، نكتب 1 = !0.
�إن هيئة �لكلمة لتبديلة لـ [n] ي�شمل �لو�شف �لكامل للتبديلة. ولاأغر��ص �لعد؛ ن�شمي هيئة �لكلمة بالترتيبة. 

لذ�، فاإن 614325  تبديلة لـ [6]. ومع وجهة �لنظر هذه، فاإن تبديلة لـ [n] ترتيب لعنا�شر [n] جميعها.

A.40. نظرية: يوجد n! تبديلة لمجموعة فيها n من �لعنا�شر )ترتيبات دون تكر�ر(. وعمومًا، عدد ترتيبات 
.n (n - 1) ...  (n – k + 1) ي�شاوي n من �لعنا�شر �لمختلفة من مجموعة حجمها k

هذه  مثل  يوجد  لا   .n حجمها  مجموعة  من  �لمختلفة  �لعنا�شر  من   k فيها  �لتي  �لقو�ئم  نح�شب  الإثبات: 
�لقائمة عندما  k > n ، وهذ� يتفق مع �ل�شيغة �لمعطاة.

i + 1 بعد تحديد  في هذه �لقو�ئم، تبني عن�شرً� و�حدً� في كل مرة وذلك بتحديد �لعن�شر في �لموقع 
�لعنا�شر في �لمو�قع �ل�شابقة.

لاختيار  طريقة   n - 1 يُوجد  طريقة.  لكل  هذ�  ونعمل   ،1 �لعن�شر  �شورة  لاختيار  �لطرق  من   n يوجد 
 n - i لنا   يترك  �لخيار�ت  هذه  تجنب  فاإن  �ل�شور،  من   i �أول  �ختيارنا  بعد  وعمومًا،   .2 �لعن�شر  �شورة 
قاعدة  �إن  �لخيار�ت.  من   i �أول  في  �تبعناها  �لتي  �لكيفية  عن  �لنظر  بغ�ص  �لتالية  �ل�شورة  لاختيار   طريقًا 
■ 1 هو عدد �لترتيبات.  

0

( )
k

i

n i
−

=

−∏ �ل�شرب تعطي �أن 

تنويه: غالبًا ما يكون ترتيب العناصر في القائمة غير مهم.

A.41. تعريف: �ختيار k عن�شرً� من [n] هو مجموعة جزئية تحوي k عن�شرً� من [n]. عدد هذه �لخيار�ت 
.(  )n

k هو (n)، �ختر k، و�كتبه على �ل�شكل 
 .[n] من �لعنا�شر من k 0= (  ) . في هذه �لحالات لا يوجد خيار�ت لـn

k �إذ� كان k < 0، �أو k > n، فاإن 
o 0، فاإننا نح�شل على �شيغة ب�شيطة.   k n≤ ≤ وعندما يكون 

.
1

0

1 ( )
!

kn

i

k n i
k

−

=

  = − 
  ∏ o 0، يكون:  k n≤ ≤ A.42. نظرية: للاأعد�د �ل�شحيحة n و k حيث

  [n]من �لعنا�شر  من   k ترتيبات  نح�شب  حيث  و�لترتيبات.  �لاختيار�ت  بين  علاقة  ن�شع  الإثبات: 
هو �لترتيبات  عدد  �أن  يعطينا   40.A �لمبرهنة  في  كما  للمو�قع  �لعنا�شر  �لتقاط  �إن  �أ-  هما:   بطريقتين 

.n(n - 1)(n - k + 1) 
ب- ن�شتطيع �أن نختار �أولًا مجموعة جزئية فيها k من �لعنا�شر، ثم نكتبها بترتيب معين. وبما �أن �لتعريف 
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487 الملحقات

n(  ) لعدد �لحجج.
k k! n(  ) خيارً�، فاإن قاعدة �ل�شرب تعطينا �أن عدد �لترتيبات هو

k ي�شمن وجود 
n(n – 1)...(n – k + 1) = (  )n. وبالق�شمة على 

k k! وفي كل حالة، نح�شب عدد �لترتيبات. لذ�، ن�شتنتج �أن 
■ !k يكتمل �لرهان.  

، �إلا �أن �ل�شكل �لموجود في �لمبرهنة A.42  يميل ليكون  !
( )! !

n
n k k− n(  )  على �ل�شكل 

k يمكن كتابة �ل�شيغة 
n(  ) ، حيث تمثل 

3  = n(n-1)(n-2)/6و  (  )n
2  = n(n-1)/2 شغيًر�. فعلى �شبيل �لمثال� k مفيدً� �أكثر، خا�شة عندما يكون

  (n - k)! ،من �لروؤو�ص، يعك�ص هذ� �ل�شكل �لتعليل �لح�شابي ويخت�شر �لـ n لاأولى عدد �أ�شلاع �لبيان �لتام على�
n(  )  بمعاملات ذ�ت �لحدين؛ لاأنها تظهر بو�شفها معاملات في 

k �لتي تظهر في �لب�شط و�لمقام.ت�شمى �لاأعد�د 
�لقوة n لمجموع حدين.

. ( )
0

n nn k n k

k
x y k x y −

=

 + =  
 

∑  ، n N∈핅 43. نظرية: )نظرية ذ�ت �لحدين(، لكل.A

الإثبات: ي�شرح �لاإثبات عملية �شرب �لعو�مل في حا�شل �ل�شرب (x + y)…(x + y)(x + y). ولاإيجاد 
عدد  هو   xبـ تُ�شهم  �لتي  �لعو�مل  عدد  �إن  عامل.  كل  من   y �أو   x نختار  �أن  يجب  �ل�شرب؛  حا�شل  في  حد 
y. �إن عدد �لحدود �لتي على �ل�شورة n - k عاملًا �لباقية في  ، في حين ت�شهم �لـ  k في  �شحيح 
�لحدود جميعها ياأخذ   k على  و�لجمع   .x بـ  �لم�شاهمة  �لعو�مل  من   k �لطرق لاختيار  عدد  ي�شاوي   k n kx y −

 في �لح�شبان.   ■
B لهما �لحجم  و   A �لمنتهيتين  �أن �لمجموعتين  �لتناظر، نجد  با�شتخد�م تعريف �لحجم وتركيب دو�ل 
نف�شه �إذ� وفقط �إذ� وُجدَت د�لة تناظر من A �إلى B. لذ�، ن�شتطيع ح�شاب �لحجم عن طريق �إيجاد د�لة تناظر 

بينهما وبين مجموعة �أخرى معروفة �لحجم.
n(  ) 2 بيانًا ب�شيطًا 

2 n(  ) �شلعًا، لذ� يوجد 
2 بع�ص �لاأمثلة �لب�شيطة ت�شمل عبار�ت مثل: �إن للبيان �لتام 

بيان  �ل�شد��شية في  تناظر لح�شاب �لحلقات  د�لة  ت�شتخدم   32.3.1 �لق�شية  �إن   .[ ]n �لروؤو�ص على مجموعة 
بيتر�شون، �إ�شافة �إلى �أن �لتمرين.32.3.1 ي�شتخدم د�لة تناظر لح�شاب عدد �لبيانات �لتي مجموعة روؤو�شها 
هي [n] ودرجاتها زوجية.�أما �لمبرهنة 3.2.2. فاإنها ت�شتخدم �لتناظر لح�شاب �لاأ�شجار �لتي مجموعة روؤو�شها 

.[n]

A.44. تمهيدية: لكل n∈ℕ، عدد �لمجموعات �لجزئية من [n] ذ�ت �لحجم �لزوجي ي�شاوي عدد �لمجموعات 
] ذ�ت �لحجم �لفردي. ]n �لجزئية من 

الإثبات: �إثبات 1 )تناظر(. في كل مجموعة جزئية ذ�ت حجم زوجي، �حذف �لعن�شر n �إذ� ظهر، و�أ�شفه 
�إن لم يظهر. �إن هذ� يغير �لحجم د�ئمًا بمقد�ر 1، وينتج مجموعة ذ�ت حجم فردي. و�أن هذه �لد�لة هي 
 ،n تظهر فقط من مجموعة جزئية زوجية تحذف n د�لة تناظر؛ لاأن كل مجموعة جزئية فردية تحوي

.n تظهر فقط من مجموعة جزئية زوجية تحوي n وكل مجموعة جزئية تحذف
( 1) ( 1 1)

n n
k n

k o
k o

=

  − = − + = 
 

∑ 1y في �لمبرهنة A.43 لتح�شل على   = 1x و  = − �إثبات 2)نظرية ذ�ت �لحدين(. �شع 
■ . )لاحظ �أننا برهنّا �لمبرهنة A.43 با�شتخد�م دو�ل تناظر( .  
�شنبرهن بع�ص �لمتطابقات �لتي ت�شتمل على معاملات ذ�ت �لحدين لتو�شيح بع�ص �لتعليلات �لتو�فقية 

 (  )n
3  = n(n-1)(n-2)/6
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�لتي ت�شتمل على تناظر�ت وفكرة ح�شاب �لمجموعة بطريقتين. لاحظ �أنه يمكننا �إثبات �لم�شاو�ة عن طريق 
�إثبات �أن كلاًّ من �لطرفين يح�شبان �لمجموعة نف�شها. 
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A.45. تمهيدية: 

مجموعة جزئية من �لحجم  �
�
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 [n] الإثبات: �إثبات 1 )ح�شاب بطريقتين(. من �لتعريف، نعلم �أنه يوجد لـ
k. لاحظ �أن طريقة �أخرى لح�شاب �ختيار k من �لعنا�شر، وهي ح�شاب �ختيار n - k من �لعنا�شر لنحذفها، 

 من هذه �لعنا�شر.
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ويوجد 
�إثبات 2 )�لتناظر(. �إن �لطرف �لاأي�شر يح�شب �لمجموعات �لجزئية من [n] �لتي فيها k من �لعنا�شر، �أما 
�لطرف �لاأيمن، فاإنه يح�شب �لمجموعات �لجزئية �لتي فيها n - k من �لعنا�شر، بالاإ�شافة �إلى �أن عملية »�أخذ 
■ �لمتممة« ت�شمن وجود د�لة تناظر بين �لمجموعتين )�لجمعين( . 

في �لغالب، �إن �لح�شاب بطريقتين يعني تجميع �لعنا�شر بطريقتين، وفي بع�ص �لاأحيان �لعد )�لح�شاب( 
يوجد  متباينة.  �لعدي )�لح�شابي( وجود  �لتعليل  �لمجموعة، وفي هذه �لحالة، يبرهن  � على  يعطي حدًّ فقط 
ا �لتمرين 31.3.1(. هنا �شنلزم  �لكثير من �لاأمثلة )�ل�شو�هد( على هذه �لظاهرة في �لوحدة 3 )�نظر �أي�شً

�أنف�شنا بالم�شاويات. 

.

�
�
�
� = �

�
� − �

� 

� �
�
�
� = � �

� − 1
� − 1

� 

�
� + 1

2
� 

��
�
�
�

�

�=�

= �
� + 1
� +

� 

�
�
�
� = �

� − 1
�

� + �
� − 1
� − 1

� 

�
�
�
� = 0 

�
�
�
� = 1 

�
� − 1
�

� 

�  

�
2

� − �
� 

� �
�
�
� = � �

� − 1
� − 1

A.46. تمهيدية:  )متطابقة �لرئي�ص( �

الإثبات:كل طرف من �لم�شاو�ة يح�شب كيفية �لح�شول على لجان في كل منها k من �لاأ�شخا�ص، ويعين لها 
ا. عن �لي�شار، نختار �للجنة، ثَمّ نختار منها �لرئي�ص، �أما عن �ليمين،  رئي�ص من بين مجموعة من n �شخ�شً
فاإننا نختار �لرئي�ص، ثم نختار باقي �أع�شاء �للجنة.  ■ 
ا يمكن برهنتها  �أي�شً �أنه  �إلا  �أول تطبيق للا�شتقر�ء،  �أنها   �لعديد من �لطلبة ينظر لل�شيغة �لاآتية على 

ب�شهولة عن طريق ح�شاب )عد( مجموعة بطريقتين. 
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A.47. تمهيدية 

، ويمكننا �لنظر �إلى هذ� على �أنه ح�شاب �لفتر�ت غير �لتافهة �لتي �أطر�فها 
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الإثبات: �لطرف �لاأيمن هو 
. من جانب �آخر، ن�شتطيع تجميع �لفتر�ت بح�شب �لطول؛ حيث توجد فترة و�حدة طولها  }{1,... 1n + في �لمجموعة
■   . (  )1

k n، وفترتان من �لطول n - 1، وهكذ� حتى ن�شل �إلى �أنه توجد n فترة طول كل منها ي�شاوي 
ئ �أولًا بتجزئة  . لبرهنة هذ� عن طريق �لح�شاب؛ نُجزِّ
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 47.A  يمكن تعميم �لتمهيدية
مجموعة �لمجموعات �لجزئية للمجموعة  [k + 1] �لتي تحوي n + 1 عن�شرً� �إلى زمر بحيث �إن حجم �لزمرة 

i  ي�شاوي ، ثم نح�شب معاملات ذ�ت حدين عن طريق �لتكر�ر. 
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، فاإن 1n ≥ A.48. تمهيدية: )�شيغة با�شكال(، �إذ� كان 

.[n] عن�شرً�( في k لمجموعات �لتي تحوي�( –k الإثبات: نح�شب �لمجموعات
■   .n من هذه �لمجموعات تحوي 
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من هذه �لمجموعات �لتي لا تحوي n، ويوجد �
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،  فاإنه يمكن ��شتخد�م �شيغة  0k ≠ لـ 
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باإعطاء �ل�شروط �لابتد�ئية لـ n = 0 وهي
با�شكال لاإعطاء �إثبات ��شتقر�ئي للعديد من �لعبار�ت �لمتعلقة بمعاملات ذ�ت �لحدين، بما في ذلك كلّ من 

 .43.A 42، و.A لمبرهنتين�

�إلى  ومعاملاتها  �لحدين  ذ�ت  نظرية  تعميم  يمكن  �لحدود(.  متعدد�ت  )معاملات  ملاحظة:   .49.A
) هو معامل  في تمديد  )

1 k,...,
n

n n فاإن معامل متعددة �لحدود   ، in n=∑ متعدد�ت �لحدود. عندما
 . in n=∑ �لتمديد فقط عندما �ل�شكل في  !n!/Πni. وتظهر �لحدود على  ت�شاوي  ، وقيمتها 

1

nk

i
i

x
=

 
 
 
∑

 . in n≠∑ ) عندما  )
1 k

n 0n ,...,n = وبخلاف ذلك، لا يوجد �أي �شيء نح�شبه )نعده(، ونقول �إن 
 �لم�شاهمات لهذ� �لمعامل ترتبط بعديد�ت -n �لتي هي ترتيبات لـ n من �لاأ�شياء، با�شتخد�م ni ن�شخة من 

 . (x1+… + xk)j من �لعامل xi يرتبط باختبار �لحد j في موقع i إن �لح�شول على ن�شخة� .i لكل i ل�شيء�
n من �لحدود  لـ  �لترتيبات  !n من  يوجد  �لترتيبات.  !n!/Πni. من خلال ح�شاب هذه  �ل�شيغة  ن�شتق 
�لمختلفة. �إذ� �فتر�شنا �أن هذه �لاأ�شياء مختلفة، فاإننا نح�شب كل ترتيبة !Πni مرة؛ لاأن تبديل �لن�شخ ل�شيء 

و�حد لا يغير �لترتيبات. 
في �لنتيجة 2.2.4، ترتبط هذه �لترتيبات بالاأ�شجار �لتي مجموعة روؤو�شها [n]، ولها درجات روؤو�ص محددة. 
وعندما ن�شع xi = 1 لكل i، فاإننا نح�شل على �لعدد �لكلي للعديد�ت -n �لم�شكلة من k نوعًا من �لحروف على 
■  .kn ت�شاعفات �لتكر�ر جميعها. وبذلك، فاإن �لنتيجة هي

)Relations( العلاقات
�إذ� �أعطينا �شيئين s و t لي�شا بال�شرورة من �لنوع نف�شه، فلربما ن�شاأل عما �إذ� كانا يحققان علاقة معينة. 
�فتر�ص �أن S مجموعة �لاأ�شياء من �لنوع �لاأول، و�أن T مجموعة �لاأ�شياء من �لنوع �لثاني. �إن بع�ص �لاأزو�ج 
�لمرتبة )s, t( ربما تحقق �لعلاقة، في حين لا يحقق بع�شها �لاآخر ذلك، و�لتعريف �لاآتي يلخ�ص هذه �لفكرة.

S هي علاقة بين S×T  مجموعة، فاإن �أي مجموعة جزئية من T و S 50. تعريف: عندما تكون كلّ من.A 
.S × S فهي مجموعة جزئية من S أما �لعلاقة على� ،T و

ببيان  ترتبط  علاقات  عدة  نعرف   1.1 �لدر�ص  في  �لاأزو�ج.  على  �شرط  بو�شع  �لعلاقة  نحدد  ما  عادة 
 ، ( )v V G∈  G. �إن علاقة �لوقوع بين S=V(G) و T = E(G) هي مجموعة �لاأزو�ج �لمرتبة (v, e) حيث
، و x نقطة طرفية لـ e. ف�شلًا عن �أن علاقة �لتجاور على �لمجموعة V(G) هي مجموعة �لاأزو�ج  ( )e E G∈ و

�لمرتبة (x,y) من �لروؤو�ص. بحيث �إن x و y نقطتان طرفيتان ل�شلع. 

A.51. ملاحظة: �فتر�ص �أن R علاقة على مجموعة S، عندما نناق�ص عدة حدود من S، فاإننا ن�شتخدم 
لذ�، يمكننا �لحديث عن عائلة من   .R �أن كل زوج من بين هذه �لحدود يحقق  لتحديد  �ل�شفة زوجًا زوجًا 
�لمجموعات �لمنف�شلة زوجًا زوجًا، �أو عائلة من �لبيانات �لمت�شاكلة زوجًا زوجًا. �إن �لمجموعة �لم�شتقلة في بيان 
�لاأ�شياء �لمختلفة كلّ مجموعة موؤلفة من  �لمتجاورة زوجًا زوجًا، ونعني بمجموعة  �لروؤو�ص غير  هي مجموعة 

�أ�شياء غير مت�شاوية زوجًا زوجًا. 
نحتاج �إلى �لم�شطلح “زوجًا زوجًا”؛ لاأن �لعلاقة معرّفة للاأزو�ج، ولل�شبب نف�شه، لا ن�شتخدم “زوجًا زوجًا” 
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عندما نتحدث عن �شيئين فقط. فعندما يكون بيانان مت�شاكلين، لا نقول �إنهما مت�شاكلان زوجًا زوجًا. وبالمثل 
نقول: �إن �لنقاط �لطرفية ل�شلع تكون متجاورة ولا نقول: �إنها متجاورة زوجًا زوجًا، �إن بع�ص �لاأزو�ج �لمعينة 
■ تحقق علاقة �لتجاور.    

لتحديد علاقة بين S و T، يمكننا و�شع قائمة بالاأزو�ج �لتي تحققها. ومن �لمنا�شب كثيًر� �أن نجعل S دليلًا 
T دليلًا على �لاأعمدة ل�شبكة من �لمو�قع ت�شمى م�شفوفة. عندئذٍ يكون باإمكاننا �أن نحدد  على �ل�شفوف، و 
�لعلاقة من خلال ت�شجيل 1 في �لموقع �لموجود في �شف s وعمود t �إذ� كان �لزوج (s,t) يحقق �لعلاقة، ون�شجل 
0 �إذ� كان �لزوج (s, t) لا يحقق هذه �لعلاقة. لذ�، فاإن م�شفوفات �لتجاور و�لوقوع لبيان هي �لم�شفوفات �لتي 

تُ�شجل علاقات �لتجاور و�لوقوع )�نظر �لتعريف17.1.1(. 
ف علاقة على ℤ. �إذ� تحقق �أن كلاًّ من x و y  عدد�ن زوجيّان �أو  �إن �ل�شرط “لهما �لنوعية نف�شها” يعرِّ
عدد�ن فرديان، فاإن �لزوج (x,y) يحقق هذه �لعلاقة. وبخلاف ذلك، فاإن هذ� �لزوج لا يحقق هذه �لعلاقة. 

�إ�شافة �إلى �أنّ �لخو��ص �لاأ�شا�شية للنوعية تقود �إلى �شف مهم من �لعلاقات. 

ف علاقة �لتكافوؤ على مجموعة S على �أنها علاقة R على S بحيث �إنه لخيار�ت �لعنا�شر  A.52. تعريف: تُعرَّ
, يتحقق �أن:  ,x y z S∈ �لمختلفة جميعها 

) )خا�شية �لانعكا�ص( ),x x R∈  )a
) )خا�شية �لتماثل(.  ),y x R∈ ) ت�شمن �أن  ),x y R∈  )b

) . )خا�شية �لتعدي(.  ),x z R∈ ) تعطي �أن  ),y z R∈ ) و  ),x y R∈  )c
)} هي علاقة تكافوؤ على S. في �لق�شية  , ) : }R x x x S= ∈ لكل مجموعة S، لاحظ �أن علاقة �لم�شاو�ة 
G لهذه �لعلاقة  H≅ ، نبرهن �أن علاقة �لت�شاكل هي علاقة تكافوؤ على �لبيانات. لاحظ �أن �لرمز   24.1.1

يوحي بنوع من �لم�شاو�ة. 

�شف  هي   x S∈ تكافئ �لتي  �لعنا�شر  مجموعة  فاإن   ،S على  تكافوؤ  علاقة  �أعُطينا  �إذ�  تعريف:   .53.A
 .x لتكافوؤ �لذي يحوي�

 �شفوف �لتكافوؤ لعلاقة تكافوؤ على S ت�شكل تجزئةً لـ S؛ حيث �إن �لعن�شرين x و y ينتميان �إلى �ل�شف 
ا. فاإذ� كانت  نف�شه �إذ� وفقط �إذ� كان �لزوج (x,y) يحقق هذه �لعلاقة،  وعك�ص �لعبارة �ل�شابقة يتحقق �أي�شً
ف علاقة  A1, …,Ak  تجزئة S، فاإن �ل�شرط »x و y يكونان موجودين في �لمجموعة نف�شها في �لتجزئة”، يعرِّ

 .S تكافوؤ على
ئ �لاأعد�د �ل�شحيحة �إلى �شفي تكافوؤ بح�شب باقي ق�شمة �لعدد  لاحظ �أن �لنوعية )فردي �أو زوجي( تجزِّ

على 2. �إن هذه �لفكرة قابلة للتعميم لاأي عدد طبيعي. 

A.54. تعريف: �فتر�ص عددً� طبيعيًا n، يكون �لعددين �ل�شحيحين y، x �شكلي متطابقين من n �إذ� كان 
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491 الملحقات

x - y  يقبل �لق�شمة على n. عندها نكتب هذه �لنتيجة على �شورة x  ≡ y مود n. حيث n هو �ل�شكل.

 .핑 هو علاقة تكافوؤ على n إن �لتطابق بمقيا�ص� ،n∈ℕ 55. نظرية: لكل.A
 n وهذ� يقبل �لق�شمة على ،x-x = 0 :الإثبات: خا�شية �لانعكا�ص

، فاإن n يق�شم x - y )من �لتعريف(. لذ�، فاإن n يق�شم   mod y n≡x خا�سية التماثل: �إذ� كان 
 .  mod ny x≡ y - x، لاأن n يق�شم m �إذ� وفقط �إذ� تحقق �أن n يق�شم m–. لذ�، فاإن

x - y = an بحيث �إن bو a فتوجد �أعد�د �شحيحة ،n|(y - z) و n|(x - y) خا�سية التعدي: �إذ� كان 
�إذن،  ،n\(x - z) فاإن  لذ�،   .x - z = (a + b)n �أن  نجد  �لمعادلتين،  هاتين  وبجمع   ،  Y - z = bn  و 
■ �لعلاقة متعدية.  

A.56. تعريف: �شفوف تكافوؤ �لعلاقة “تطابق بمقيا�ص  n” على 핑 هي �شفوف �لبو�قي �أو �شفوف �لتطابق 
 .핑/n핑 أو� 핑n ونكتب مجموعة �شفوف �لتطابق هذه على �ل�شكل .n بمقيا�ص

 .{ : }kn r k Z+ ∈ ، �إن �ل�شف رقم r في 핑n هو  يوجد n من �شفوف �لبو�قي بمقيا�ص n. لكل 
و�لعدد�ن a و b يقعان في �ل�شف رقم r �إذ� وفقط �إذ� كان لهما �لباقي نف�شه عند �لق�شمة على n. لذ�، فاإن 

 »n على �أحد م�شاعفات r تزيد بمقد�ر m“ لها �لمعنى نف�شه �لذي ي�شير �إلى �أن  mod nm r≡ �لعبارة 

 )The pigeonhole principle(مبدأ طواقي الحمام

مجموعة  كل  في  �لحالات.  تحليل  ويقلل  ر�ئعة،  بر�هين  �إلى  يوؤدي  ب�شيط  مفهوم  �لحمام  طو�قي  مبد�أ   
�أعد�د، يقع �لمتو�شط بين �أ�شغر و�أكبر قيمة. وعند �لتعامل مع �لاأعد�د �ل�شحيحة، فاإن مبد�أ طو�قي �لحمام 

ي�شمح لنا باأخذ �ل�شقف و�لاأر�شية للمعدل )�لمتو�شط( في �لاتجاه �لمن�شود. 

ا،  A.57. تمهيدية: )مبد�أ طو�قي �لحمام( �إذ� كان لدينا مجموعة موؤلفة من kn �شيئًا، وجزّ�أناها �إلى n �شفًّ
فاإن �أحد هذه �ل�شفوف يجب �أن يحوي �أكثر من k �شيئًا. 

الإثبات: �إن �لمكافئ �لعك�شي ين�ص على �أنه �إذ� و�شعنا k �شيئًا على �لاأكثر في كل �شف، فاإن مجموع هذه 
■ �لاأ�شياء �لكلي ي�شاوي kn على �لاأكثر.  
يخت�شر مبد�أ طو�قي �لحمام ، وتحليل �لحالة من خلال �ل�شماح لنا با�شتخد�م معلومات �إ�شافية حول 
عن�شر متطرف لمجموعة. هذه �لفكرة �لب�شيطة يمكن �أن تظهر على نحو غير متوقع، �إلا �أن ��شتخد�مها فاعل 
�، فعندما نجد �أننا بحاجة �إلى ��شتخد�م مبد�أ طو�قي �لحمام، فلا توجد �أي م�شكلة في تطبيقه: نحتاج �إلى  جدًّ

قيمة كبيرة كفاية في مجموعتنا، ويزّودنا هذ� �لمبد�أ بهذه �لقيمة. 
�. و�لدر�ص 3.8 يعطي تقديًما للعديد منها. وتظهر �لدقة   بع�ص تطبيقات مبد�أ طو�قي �لحمام دقيقة جدًّ

عندما لا تكون كيفية تعريف �لاأ�شياء و�ل�شفوف و��شحة، بحيث يمكن عندها تطبيق مبد�أ طو�قي �لحمام. 
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�لق�شية 15.3.1 تبرهن �لق�شية �لاآتية با�شتخد�م �لملاحظة A.13. هنا ن�شتخدم مبد�أ طو�قي �لحمام بدلًا من ذلك. 
A.58. ق�ضية: �إذ� كان G بيانًا ب�شيطًا على n من �لروؤو�ص بحيث �إن δ(G)≥ (n - 1)/2، فاإن G متر�بط.

. �إذ� كان  u↮v ، فيوجد على �لاأقل n - 1 �شلعًا تربط {u,v} �إلى بقية  , ( )u v V G∈ الإثبات: �ختر
، فيوجد n - 2 ر�أ�شًا �آخر. لذ�، فاإن مبد�أ طو�قي �لحمام ي�شمن �أن �أحد  ( 1)( ) 2

nGδ −≥ �لروؤو�ص. بما �أن 
هذه �لروؤو�ص ي�شتقبل �شلعين من هذه �لاأ�شلاع. وبما �أن G ب�شيط، فاإن هذ� �لر�أ�ص يكون جارً� م�شتركًا لكل 

 .v و u من
 G متجاور�ن، �أو �أنّ لهما جارً� م�شتركًا. لذ�، فاإن v و u نكون قد برهنا �أن ، , ( )u v V G∈ �إذن،  لكل ر�أ�شين 
■ متر�بط.  
�إن هذ� �لمبد�أ يمكن �أن يكون مفيدً� في �لعبار�ت �لمتعلقة بالاأ�شجار، حيث يزيد عدد �لروؤو�ص على عدد 
�ختياره مرتين،   يتم  �أن  فاإن �شلعًا يجب  يختار �شلعًا بطريقة معينة،  ر�أ�ص  كان كل  �إذ�   .1 �لاأ�شلاع بمقد�ر 
و�لفكرة هي في ت�شميم �لاختيار بحيث تتحقق �لنتيجة �لمطلوبة عندما يتم �ختيار �شلع مرتين. �لتطبيقات 

على هذه �لفكرة موجودة في �لتمهيدية 10.1.8، وفي �لمبرهنة 8.3.2 كذلك. 
 مبد�أ طو�قي �لحمام هو �لن�شخة �لمنف�شلة للعبارة: �إن معدل مجموعة من �لاأعد�د يكون بين �أ�شغر و�أكبر 
قيمة، لقد تم �لحديث عن هذه �لعبارة �شر�حة لدرجات �لروؤو�ص في �لنتيجة 1.3.4 وقد نُ�شِرَت تطبيقات �أخرى 

في هذ� �لكتاب. 
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 )Appendix B(ملحق

)Optimization and Complexity( الأمثلية والتعقيد

يخطّـــط منـــدوب مبيعات لزيارة n - 1 من �لمـــدن �لاأخرى و�لعودة �إلى مدينته؛ حيـــث يهدف �إلى تقليل �لفترة 
�لزمنية �لكلية �لتي ت�شـــتغرقها هذه �لرحلة. �إذ� عيّنا وزنًا لكلّ �شـــلع في Kn  م�شاويًا لزمن �لرحلة بين �لمدينتين 
 (TSP) لمقابلتين، فاإنّنا نبحث عن حلقة مولّدة باأ�شـــغر وزن كلّيّ. وهذه هي م�ساألة مندوب المبيعات المتجوّل�
(Traveling Salesman Problem). وهي ت�شـــبه كما يبدو �ل�شّـــجرة �لمولّدة �ل�شـــغرى. وحتى �لاآن، لا تملك 

خو�رزمية جيّدة. 
ب�شورة م�شابهة، وعلى �لرّغم من �متلاكنا خو�رزميّة جيّدة لاإيجاد مو�ئمات كبرى، فلا نملك خو�رزميّة 
لاإيجاد �أكبر حجم لمجموعة م�شتقلّة من �لروؤو�ص، وبما �أنّ �لمذكور �أولًا حالة خا�شة من �لمذكور لاحقًا للبيانات 

�لخطّانيّه، فلي�ص من �لم�شتغرب �إذن �أنْ تحلّ بطريقة �أ�شهل. 

 )Intractability( صعوبة التّحكم
حجم  بدلالة  حدود  كثيرة  بد�لة  محدّد  ت�شغيل  زمن  في   )3.2.3 )�لتعريف  جيّدة  خو�رزميّة  فنا  عرَّ  
�لمدخلات. �إنّ �إحدى �لخو�رزميّات لـ TSP تاأخذ في �لح�شبان �لحلقات �لمولّدة جميعها، وتختار �أقلّها تكلفة، 
ولا تعدّ هذه �لخو�رزمية جيدة؛ لاأنّ Kn يملك 2/!(n-1) حلقة مولدة، وهذ� يكبر ب�شورة �أ�شرع �أيّ د�لة كثيرة 
حدود بدلالة n. �إنّ ح�شاب �لبيانات �لتي لها حجم �شخم ياأخذ وقتًا كبيًر�، و�لتّطبيقات �لعمليّة تتطلّب حلّ 

م�شائل TSP على بيانات لها �لمئات �أو �لاألوف من �لرّوؤو�ص. 
تنتمي  وجودها.  �أنْ يبرهن عدم  كذلك  �أحد  ي�شتطع  ولكن لم  �إيجاد خو�رزميّة جيّدة،  �أحد  ي�شتطع  لم 
يّة �لتي تفيد �أنّ �أيّ خو�رزميّة جيّدة لاأيّ م�شاألة من  م�شائل TSP �إلى �شفٍّ كبير من �لم�شائل �لتي تملك �لخا�شّ
هذه �لم�شائل �شوف توؤدي �إلى خو�رزميّة جيّدة لكلّ و�حدة منها؛ فخو�رزميّة جيدة لـ B توؤدي �إلى خو�رزميّة 

 .B إلى م�شاألة� A إذ� ��شتطعنا »�ختز�ل« م�شاألة� A جيدة لـ
ف �لبيانات  وبو�شفه مثالًا �شهلًا على هذ�، ن�شتطيع ��شتخد�م خو�رزميّة جيدة لـ TSP )م�شاألة B( لتَّعرُّ
 0 �لوزن  بتعيين   V(G)لرّوؤو�ص� مجموعة  على   TSP لـ  مثالًا  ل  �شَكِّ  ،G بيان  من   .)A )م�شاألة   �لهاملتونيّة 
لاأزو�ج �لرّوؤو�ص �لتي تكون �أ�شلاعًا في G، و�لوزن 1 للاأزو�ج �لتي لا تكون �أ�شلاعًا في G. يملك �لبيان G حلقة 
هاملتونيّة �إذ� وفقط �إذ� كانت تكلفة �لحلّ �لاأمثل لهذ� �لمثال لـ TSP ت�شاوي 0. يعدّ زمنُ �لتحويل كثيرةَ حدود 
�أنّ  ون�شتنتج  �لمولّدة،  تنتج خو�رزميّة جيدة لاختبار �لحلقات   TSP لـ  فاإنّ  خو�رزميّة  لذلك،   .n(G) بدلالة 

�شعوبة م�شائل TSP تكون ك�شعوبة م�شائل �لحلقات �لهاملتونيّة على �لاأقل. 
في �لمناق�شة �لر�شمية، ناأخذ في �لح�شبان م�سائل اتخاذ القرار )Decision Problems فقط(، حيث 
ف �لبيانات �لهاملتونيّة. ولكن TSP م�شاألة �أمثلية، وعند �شياغتها  يكون �لجو�ب نعم �أو لا. وهذ� منطقي لتّعرُّ
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وتكون   ،k وعدد   G موزونًا  بيانًا  تكون  مدخلاتها  فاإنّ  �شغرى(،  مولدة  حلقة  )تدعى  قر�ر  م�شاألة  بو�شفها 
�لم�شاألة هي فح�ص ما �إذ� كان G يملك حلقة مولدة مع وزن k على  �لاأكثر. يمكن تطبيق م�شاألة �لقر�ر هذه 
عدة مر�ت )على �لاأكثر عدد كثير حدود من �لتطبيقات( لاإيجاد �لوزن �لاأ�شغر لحلقة و�حدة مولدة. وبالمثل، 
فاإنّ مجموعة م�شتقلّة كبرى �شتاأخذ بيان G وعددً� �شحيحا  k بو�شفها مدخلات، وتفح�ص α(G) ≥ k كذلك.
�أ�شو�أ حالتها( عبر مدخلات   �لحكم على خو�رزميّة بيان �شيكون من خلال زمن ت�شغيلها �لاأكبر ) في 
على n ر�أ�شًا كد�لّة بدلالة n. و�أنّ التعقيد (Complexity) لم�شاألة �لقر�ر هو زمن �لت�شغيل �لاأ�شغر لاأ�شو�أ حالة 
عبر خو�رزميّات �لحلول جميعها، مرة �أخرى كد�لة  بدلالة حجم �لمدخلات.(1) وفي و�شف �لنّمو لد�لّة g، فاإنّنا 
 Ω( f ) و O( f ) ؛ حيث �إنّ �لمجموعتينf ونعرف �لعديد من مجموعات دو�ل بدلالة .f نقارنها  بد�لة مرجع
ت�شفان دو�ل محدودة من �أعلى ومن �أ�شفل بم�شاعفات f. في حين �أن �لدّو�ل في Θ( f ) تنمو تقريبًا بمعدل نمو 
f نف�شه، �أمّا �لدّو�ل في o( f ) فاإنها تنمو ب�شورة �أكثر بطئًا. في حين تنمو �لدّو�ل �لتي في  𝜔𝜔( f ) ب�شورة �أ�شرع. 

O( f ) = {g: ∃c, a ∈ ℝ  بحيث|g(x)| ≤ c | f(x)| لكل > a}
Ω( f ) = {g: ∃c, a ∈ ℝ  بحيث|g(x)| ≥ c | f(x)| لكل > a}
Θ( f ) = O( f ) ∩ Ω( f )
o( f ) = {g: |g(x)| / f (x)| → 0}
𝜔𝜔( f ) = {g: |g(x)| / f (x)| → ∞}

ناق�شنا  لقد   .”P“ي�شمى جيدة(  بخو�رزميّة  )يُحَلُّ  حدود  ككثيرة  تعقيد  له  �لذي  �لم�شائل  �شفَّ  �إنّ 
خو�رزميّات محدّدة فقط؛ حيث توؤدي كلّ مدخلة �إلى ح�شاب زمن كثيرة حدود و�حدة بال�شبط.

لها  تُعرف  لم  �لتي  �لقر�ر  م�شائل  من  فللعديد  محدّدة.  غير  خو�رزميّات  �لح�شبان  في  �شناأخذ  �لاآن، 
حيح للرّوؤو�ص  خو�رزميّة جيدة، هناك بر�هين ق�شيرة لاإجابات نعم. فعلى �شبيل �لمثال، �إذ� حزرنا �لتّرتيب �ل�شّ
في م�شاألة �لحلقات �لهاملتونيّة )معينة بمتتالية موؤلّفة من O(n log n) بت(، فاإنّنا ن�شتطيع �لتّحقق ب�شكل 

�شريع �أنّ هذ� �لتّرتيب ي�شكّل حلقة مولّدة. 
 (nondetermisitic polynomial-time algorithm) إنّ �أيَّ خوارزميّة كثيرة حدود زمنية غير محددة�
تجرب �لقيم جميعها لمتتالية كثيرة حدود طولية من �لبتات �آنيًّا، وذلك بتطبيق ح�شاب كثيرة حدود زمنية لكل حزر 
)كثرة حدود بدلالة �لطول للمدخلة(. �إذ� كان �أيّ حزر يظهر جو�ب نعم لم�شاألة �لقر�ر، فاإنّ �لخو�رزميّة تقول نعم. 
وخلاف ذلك، فاإنّ �لجو�ب يكون لا. وهذ� يكافئ �لقول �إنّه عندما يكون �لجو�ب نعم، فاإن يوجد لهذه �إثبات بكثيرة 

حدود زمنية، �إ�شافة �إلى �أنّ عدم �لتّقرير لا يقع في �لجو�ب، بل في �ختيار �لم�شار �لح�شابيّ. 
يُ�شمى �شفُّ �لم�شائل �لقابلة للحلّ خو�رزميّات كثيرة حدود زمنيّة غير محددة “NP”. �إنّ �لاآلة �لتي تملك 
. ويعتقد  P NP⊆ �لقوة لتتبّع �لعديد من م�شار�ت �لح�شابات �لمتو�زية ت�شتطيع كذلك تتبّع �إحد�ها. لذلك، فاإنّ 
كثيرة  “لي�شت  لتعني   NP ناأخذ  �أنْ  يمكن  لا  لذ�،  مبرهن،  غير  هذ�  �أنّ  �إلّا   . P NP≠ �أنّ  �شائعة  ب�شورة 
NP �لتي  �سعب التّحكم (intractable) للم�شائل في  حدود”. وبدلًا من ذلك، ن�شتخدم �لحدّ غير �لرّ�شميّ 

تكون �شعوبتها ك�شعوبة �لم�شائل في NP جميعها ب�شورة �أ�شا�شيةّ. 

(1) تقنيًّا، �لحجم (size) لمثال م�شاألة هو طولها في ت�شفير ما، و�إنّ قيا�ص �لحجم لم�شاألة بيان بعدد �لرّوؤو�ص يكفي لتحقيق �لهدف. تكون د�لة 

ما محدودة بكثيرة حدود بدلالة n �إذ� وفقط �إذ� كانت محدودة بكثيرة حدود بدلالة n2 �أو n3. لذلك، فاإنّ �لتمييز غير مهم، �إلا �إذ� كان 
من �لممكن �أنْ تملك �لمدخلة �أوز�نًا �شلعيّة كبيرة.  
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كثيرة  خو�رزميّة  ��شتخد�م  �أمكن  �إذ�  ما  م�شاألة  على   (NP- hard)  NP – �سعب  �لو�شف  يُطلق 
تام �لو�شف  �أمّا   .NP في  م�شاألة  لكلّ  زمنيّة  حدود  كثيرة  خو�رزميّة  لبناء  بها  �لخا�شة  �لزّمنيّة   �لحدود 
 – NP ،(NP- complete) ، فيُطلق على �لم�شاألة �لتي تنتمي �إلى NP وكانت �شعب – NP. و�إذ� كانت م�شاألة تام
 – NP تنتمي �إلى P، فاإنّ P = NP. لاحظ �أنه لا تُعرَف خو�رزميّة كثيرة حدود زمنيّة لاأيّ من �لعديد من �لم�شائل تام
. وقد قدّم كلّ من جيري وجون�شون [1979] مقدمة �شاملة لهذ� �لمو�شوع.  P NP≠ – NP. وهذ� يدعم �لاعتقاد �ل�شائد باأنّ 

– NP لم�شائل �أخرى تتبع من تعليلات تقوم على مبد�أ  يّة تام  – NP، فاإنّ خا�شّ �أُعطينا م�شاألة تام  �إذ� 
�لاختز�ل كما �قترح �شابقًا. ونقدّم في هذ� �لملحق �لعديد من هذه �لتّعليلات. وهنا ن�شع قائمة بالتّعقيد�ت 

لبع�ص �لم�شائل �لتي نوق�شت في هذ� �لكتاب. 

ي�شتخدم �لاأ�شلوب �لقيا�شيّ في علم �لحا�شوب �أ�شماء بحروف كبيرة لم�شائل �لقر�ر. ولاأيّ م�شاألة يحتوي 
��شمها على �أمثليّة، فاإنّ م�شاألة �لقر�ر هي فح�ص ما �إذ� كانت �لقيمة هي قيمة ق�شوى لعدد معطى بو�شفه 
ويعدّ  �لم�شاألة.  ن�صّ  من  جزءً�  بو�شفه  مثبتة  �لا�شم  في  �لمتغير�ت  فاإنّ  حال،  �أيّ  وعلى  �لمدخلات.  من  جزءً� 
لاأنّ عدد   ،P k مثبتة هي في  لـِ    k �لدرجة  فاإنّ مجموعة  م�شتقلة من  �لمثال،  �شبيل  ا. فعلى  هذ� تمييزً� مهمًّ
�لمجموعات من �لدرجة k للرّوؤو�ص هي كثيرة حدود في n درجتها k عندما تكون k مثبتة، ون�شتطيع فح�شها 
كلّها للا�شتقلالية ب�شورة ب�شيطة. ومن ناحية �أخرى، فاإنّ مجموعة م�شتقلة كبرى تكون تام – NP؛ وهذه هي 
�لم�شاألة لفح�ص ما �إذ� كان G يملك مجموعة م�شتقلة حجمها k على �لاأقل ، حيث k جزء من �لمدخلات )يمكن 

.)n أنْ تنمو مع�

P م�شائل فيNP -م�شائل تام

 k مجموعة م�شتقلّة كبرى مجموعة م�شتقلة من �لدرجة
محيط )�أطول حلقة(خ�شر )�أ�شغر حلقة(
حلقة هاملتونيّةحلقة )د�رة( �أويلريّة

�أطول م�شار، م�شار هاملتونية قطر
تر�بط

( قابل للتّلوين من �لدرجة 2 3 k≤ قابل للتّلوين من �لدّرجة k )لاأيّ k مثبتة حيث 
)مو�ءمة كبرى  )G∆ لعيّ من �لدّرجة  قابل للتّلوين �ل�شّ

جن�ص )نوع(�شويّة 
رورية و�لكافية للاإجابة بنعم، و�لقابلة للفح�ص ب�شورة  يّة تام – NP بنق�ص �ل�شّروط �ل�شّ   ترتبط خا�شّ
�شهلة، ف�شلًا عن �أنّ �أيّ تمييز جيد (good characterization) هو تمييز ل�شرط قابل للفح�ص بدلالة كثيرة 
حدود زمنية. لاحظ �أنّ �لتّمييز للبيانات �لاأويلريّة جيد، ويمكن حل م�شائل �لخ�شر و�لقطر، وقابلية �لتلوين 
من �لدّرجة 2 جميعها من خلال كثيرة حدود زمنية با�شتخد�م �لبحث �لاأفقيّ �أولًا. �إنّ �ل�شّلوك ككثيرة حدود 
هو �أقلّ و�شوحًا للتّر�بط، �إلا �أنّ علاقات �أ�شغر- �أكبر مثل نظرية منجر تقود عمومًا �إلى خو�رزميّات كثيرة 

حدود زمنية �أمثليّة، وغالبًا ما تكون معتمدة على طرق تدفّق �ل�شّبكات )�لبند 4.3(. 
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)Heuristics and Bounds( الموجهات والحدود
ما ز�ل �لبائع �لمتجول ينتظر �لتّعليمات. �إنّ خا�شية تام – NP لا تنهي �لحاجة �إلى جو�ب. لذ�، �شوف 
نبحث عن خو�رزميّات موجهة توجد حلولًا قريبة من �لاأمثليّة. وربما ن�شتطيع �أنْ ن�شمن كم من �لممكن �أنْ تكون 
�لنتيجة بعيدة عن �لحلّ �لاأمثل. فعلى �شبيل �لمثال، قد نقبل بامتلاك حلّ تكلفته على �لاأكثر �شعفا �لحلّ �لاأمثل 
عندما تكون لدينا خو�رزميّة ت�شتطيع توليد مثل هذ� �لحلّ ب�شورة �شريعة. وبوجه د�ئم، فاإنّ �أيّ خوارزميّة 

تقريب (Approximation algorithm) تولّد حلاًّ تكون ن�شبته �إلى �لحلّ �لاأمثل محدودة بثابت(1).
�أمثليّة. ولكن في م�شائل  �لنتيجة  �ل�شجرة �لمولدة �ل�شغرى، تكون  يعدّ �لج�شع تجربة ب�شيطة. فلم�شاألة 
�. خذ في �لح�شبان مجموعة م�شتقلّة كبرى. ولاحظ �أنّه  �أخرى، قد يكون �إنجاز خو�رزميّات �لج�شع �شيّئًا جدًّ
يمكن توليد مجموعة م�شتقلّة كبرى ب�شورة  تكر�ريّة من خلال �ختيار ر�أ�ص وحذفه مع جير�نه. كيف يجب �أنْ 
نختار �لر�أ�ص �لتالي؟ �إذ� قمنا بالاختيار �ل�شحيح د�ئمًا، فاإنّ �لنّتيجة تكون مجموعة م�شتقلّة كبرى. ونح�شل 
على تجربة �شرهة باختيار ر�أ�ص ذي درجة �شغرى من �لرّوؤو�ص �لمتبقّية، ب�شبب �أنّ هذ� يترك �لمجموعة �لاأكبر 

من �لمر�شحين للمجموعة �لم�شتقلّة. ويمكن �أنْ تكون �لنتيجة �شيّئة ب�شورة �ختياريّة.

) لاحظ �أنَّ هذ� �لبيان يملك ر�أ�شًا و�حدً�  )1. + ∨m mK K K B.1. مثال: حلُّ �لخو�رزميّة �لج�شعة. خذ في �لح�شبان 
درجته m، و m من �لرّوؤو�ص درجتها m + 1، و m من �لروؤو�ص درجتها2m - 1. �إنّ �لتّجربة �ل�شّرهة تختار �لرّ�أ�ص �لذي 
درجته �شغرى وتحذفه مع جير�نه، تاركة ع�شبة. لذلك، فاإنّ خو�رزميّة �ل�شّر�هة تعثر على مجموعة م�شتقلة حجمها 2. 
    ■                                                                                                                      . α(G) = m َّولكن في �لحقيقة، فاإن

mKmK                                                                

وعلى �لرّغم من ذلك، فاإنّ �لخو�رزميّة �ل�شّرهة تعمل جيّدً� على بيانات كبيرة مولّدة ب�شورة ع�شو�ئيّة. في 
هذ� �لنموذج )�نظر بند8.5(، تجد مجموعة م�شتقلة د�ئمًا حجمها على �لاأقل ن�شف حجم �لمجموعة �لكبرى 

تقريبًا. يقدم �لتمرين 12 تجربتين لغطاء ر�أ�شيّ �أ�شغر؛ �إحد�هما تف�شل كما في �لمثال B.1، ولكن �لاأخرى 
تنجح في �إعطاء خو�رزميّة تقريب.

لع  }1 �لرّوؤو�ص، �أمّا wij فترمز �إلى وزن �ل�شّ ,..., }nvν  ـTSP، حيث  بعدها، ناأخذ في �لح�شبان تجارب ب�شيطة ل
لع �لو�قع على هذ� �لر�أ�ص و�لاأقل  . �لاآن، من ر�أ�ص بد�ية ع�شو�ئيّ، يبدو �أنّ �لتّحرّك �إلى ر�أ�ص جديد من خلال �ل�شّ i jν ν
تكلفة يُعدُّ منطقيًّا. وب�شورة م�شتمرة، فاإنّنا نتحرك �إلى �أقرب جار للرّ�أ�ص �لحالّي لم يتمّ �لو�شول �إليه �شابقًا. هذه هي 

 .(nearest- neighbor)  خو�رزميّة “�ل�شّر�هة” �لتي تعمل ب�شورة �شريعة. �إنها تجربة الجار الاأقرب
B.2. مثال: ف�شل موجه �لجار �لاأقرب.ناأخذ بعين �لاعتبار وزن 0 على �لم�شار �لهاملثوني P، و�لوزن n2 على 

�لخو��ص �لمتبقية. لهذ� �لمثال دور�ت ممتدة من �لوزن n، ولكن موجه �لجار �لاأقرب تنتج دورة من �لاوز�ن 
على �لاأقل بقيم n2 من �لر�أ�ص �لاأول. لذ� يكون ثمن �لدورة �لناتجة بو��شطة �للوغارثيم غير محدود بثابت 

■ متعدد �لتكلفة �لاأمثل، وهي كذلك لي�ص تقريب للوغارثيم.                      
ر�أ�ص و�حد في كلّ مرّة،  باأخذ  تنمية حلقة  �أنْ نحاول  �لم�شابهة، حيث يمكن  �لتّجارب  �لعديد من  يوجد 
وب�شورة  �شرهة نمت�صّ �لرّ�أ�ص �لذي ي�شبب �إدخاله في �لحلقة �لزيادة �لاأقل في �لتكلفة. تمتلك تجربة الاإدخال 
i في تجربة �لجار  �أف�شل من تجربة �لجار �لاأقرب؛ لاأنّه عند مرحلة  الاأقرب (nearest insertion) فر�شة 
i في تجربة �لاإدخال �لاأقرب، فاإنّنا نختار بين  �أمّا عند �لمرحلة  n - i من �لبد�ئل،  �لاأقرب، فاإنّنا نختار بين 
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i(n - i) من �لبد�ئل    )�أيها �شت�شاف، ومكان �إدخالها(. وعلى�لرّغم من ذلك، فاإنّ هذه لي�شت خو�رزمية 
ا )�لتمرين 7(.  تقريب �أي�شً

�إنّ �لمحافظة على حلّ قابل  يعدُّ طريق �قتر�ب �آخر بد�ية مع حلقة مولّدة مر�شّحة ومحاولة تح�شينها. 
ا (local search). لاحظ �أنّ  للتّحقيق )حلقة فعليّة( و�إدخال تغيير�ت طفيفة عليه لتح�شينه يدعى بحثًا محليًّ

�ل�شّماح بالتغيير�ت ياأخذنا خارج نطاق �لخو�رزميّات �ل�شّرهة، وربّما يكون �لاأد�ء ب�شورة �أف�شل. 

حلقتنا،  ( )1,...,  nν ν �إذ� كانت �لاأ�شلاع.  تغيير زوج من  ناأخذ في �لح�شبان  لتح�شين �لحلقة �لحاليّة، 
جديدة  حلقة  على  لنح�شل   vj vj+1 و  vi vi+1 من  بدلًا   vi+1 vj+1 و  vi vj �لاأ�شلاع  تعوي�ص  ن�شتطيع  فاإنّنا 
�إذ� كان  نافعًا  �لتّبديل  �إلى حلقتين منف�شلتين بدلًا من حلقة و�حدة(. ويكون  �لاآخر  �لتّبديل �لمحتمل   )يقود 
) زوجًا من �أ�شلاع غير و�قعة  ) ( )1

2 2-n nn −=  wi,j + wi+1,j+1 < wi,i+1 + wj,j+1. �إنّ �لحلقة �لحالية تملك 
على بع�شها مع مر�عاة �لتّبديل. �إنّ خو�رزمية لِنْ وكيرنجان (Lin- Kernighan) [1973] �لتي ثبت �شعوبة 
تح�شينها عمليّا ب�شورة لافتة للنّظر، تاأخذ في �لح�شبان �لانتقال و�لتّبديل بين ثلاثة �أ�شلاع في �لمرّة �لو�حدة. 

v +j 1

v +ivi 1

vj

تبدو �لمبرهنة �لاآتية �أنّها تق�شي على جهود �إيجاد خو�رزميّة تقريب لـ TSP �لعامّة. 

 ،A وخو�رزميّة كثيرة حدود زمنية ،c ≥ 1 إذ� وجد ثابت� ({1976} Sahni- Gonzalez) :3. نظرية.B
 .P = NP ّشرب �لاأمثل، فاإن�  cحلقة مولدة مع تكلفة على �لاأكثر TSP لكلّ مثال لـ A بحيث تنتج

الإثبات: �شوف نبيّن باأنّ خو�رزميّة مثل A يمكن �أنْ تُ�شتخدم في بناء خو�رزميّة كثيرة حدود زمنيّة لحلقة 
هاملتونيّة تكون تام - PN )نتيجة B.11(. �إذ� �أعطيت بيان G علىn  من �لرّوؤو�ص، فاأن�شئ مثالًا لـ TSP على 

jiw  خلاف ذلك.  cn= ، و  ( )ν ν ∈i j E G مجموعة �لرّوؤو�ص نف�شها بو�شع wij = 1  �إذ� كان 
في هذ� �لمثال لـ TSP، فاإنّ كلّ حلقة مولدة تكلفتها على �لاأكثر cn تملك تكلفة ت�شاوي n تمامًا وتكون 
�لاأمثل،  �شرب   c �لاأكثر  على  تكلفته  حلاًّ  تنتج   A �أنّ  وبما   ،G �لاأ�شليّة  �لمدخلة  من  مولّدة  بحلقة  مرتبطة 
فاإنّ خو�رزميّة كثيرة �لحدود  G يملك حلقة مولّدة. لذلك،  �إذ� كان  �إذ�  وفقط   n فاإنّها تنتج حلاًّ تكلفته 
خا�شتنا لحلقة هاملتونيّة تولّد مثالًا لـ TSP كما ذكر، وت�شغل A على هذ� �لمثال. ويكون �لبيان G هاملتونيًّا 
 ■   .n تنتج حلقة تكلفتها A إذ� وفقط �إذ� كانت�

ة لم�شائل TSP. ولنبرهن �أنّ خو�رزميّة ما هي  فوف �لخا�شّ �إنّ خو�رزميّات �لتّقريب موجودة لبع�ص �ل�شّ
خو�رزميّة تقريب، فنحتاج �إلى حدّ �شفليّ على �لحلّ �لاأمثل. 

لتكن M �لتكلفةَ ل�شجرة مولّدة �شغرى في بيان موزون G. �إذ� حذفنا �شلعًا من �لحلقة �لاأمثل في G، فاإنّنا 
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نح�شل على م�شار مولّد، وبما �أنّ هذه �شجرة مولدة، فاإنّ تكلفتها ت�شاوي M على �لاأقلّ. و�لتّكلفة للحلقة �لاأمثل 
هي M على �لاأقلّ، بالاإ�شافة �إلى �لتّكلفة �ل�شغرى ل�شلع لي�ص موجودً� في �شجرة ما ذ�ت تكلفة M. ون�شتطيع 

ت�شغيل خو�رزميّة كر�شكال لاأ�شجار مولّدة �شغرى لح�شاب هذ� �لحدّ. 

توجد  �لمثلثيّة،  �لمتباينة  �لمدخلة  تحقق  حيث  �لمتجوّل  �لمبيعات  مندوب  لم�شائل  فّ  �ل�شّ على  نظرية:   .4.B
خو�رزميّة تقريب تعثر على حلقة مولّدة تكلفتها �شعفا �لاأمثل على �لاأكثر.

 .k  ،  j  ،  i لكلّ   , , ,i j j k i kw w w+ ≥ �لتّكاليف تحقق  �أنّ م�شفوفة  �لمثلثيّة  �لمتباينة  يعني تحقيق  الإثبات: 
غرى. ن�شتخدم  ونعرف �أنّ �لتّكلفة للحلقة �لاأمثل تكون M على �لاأقل، حيث M هي �لتّكلفة لل�شّجرة �لمولّدة �ل�شّ

غرى لنح�شل على حلقة مولّدة تكلفتها 2M على �لاأكثر.  �لمتباينة �لمثلثيّة و�ل�شّجرة �لمولّدة �ل�شّ

�لدّرجات  يجعل  مّما  �لاأ�شفل،  في  �لي�شار  عن  كالتي  �شغرى  مولّدة  �شجرة  في  �شلع  كلّ  بم�شاعفة  �بد�أ 
جميعها زوجية، لذلك توجد د�رة �أويلريّة تملك 2n �شلعًا، وتكلفة كلّيّة 2M. ب�شورة متعاقبة �شوف نقلّل عدد 
�أنّ  �إلى  ت�شير  �لتي  يّة  وبالمحافظة على �لخا�شّ �لاأ�شلاع فقط.  n من  يبقى  �لتّكلفة حتى  زيادة  �لاأ�شلاع دون 

�لدّ�رة تزور �لرّوؤو�ص جميعها، فاإنّنا نوؤكّد �أنّ �لدّ�رة في �لنهاية تكون حلقة مولّدة مع تكلفة 2M على �لاأكثر. 

�لاأ�شلاع  خلال  فلنقل  مرّة،  من  �أكثر  ما  ر�أ�شًا  ف�شتزور  �شلعًا،   n من  �أكثر  ما  د�رة  �متلكت  �إذ� 
، ف�شتبقى �لدّ�رة  i kν ν ν بال�شلع  νj k i و  jν ν لعين  . �إذ� ��شتبدلت �ل�شّ r j sν ν ν→ → i و  j kν ν ν→ →
تزور �لرّوؤو�ص �لاأ�شليّة كلّها. ف�شلًا عن ذلك، ت�شمن �لمتباينة �لمثلثيّة �أنّ �لتّكلفة �لكلّيّة للاأ�شلاع لي�شت �أكبر 
من ذي قبل. في �ل�شّكل �أدناه، نوجّه �لاأ�شلاع لاقتر�ح �شل�شلة متو�لية معيّنة من �لدّ�ر�ت.   ■

ن�شبة   [1976] حَ�شّن كري�شتوفيدز  B.4 مر�ت عدّة؛ حيث  �كت�شاف �لخو�رزميّة في �لمبرهنة   �أعُيد  لقد 
�لاأد�ء 2/3. لاحظ �أنّه بعد �إيجاد �شجرة مولّدة �شغرى، فاإنّنا لا نحتاج �إلى م�شاعفة �لاأ�شلاع جميعها للح�شول 
على د�رة �أويلريّة؛ ويكفي �إ�شافة �أ�شلاع لاأزو�ج روؤو�ص في �ل�شّجرة، درجاتها فرديّة. يملك �لبيان �لناتج د�رة 
�أويلريّة، و�لجزء �للاحق من �لخو�رزميّة ينتج حلقة مولّدة مع تكلفة M على �لاأكثر �إ�شافة �إلى تكلفة �لمو�ءمة. 
وللح�شول على ن�شبة �لاأد�ء 2/3، فيكفي �أنْ نبيّن وجود مو�ءمة مماثلة تكلفتها ن�شف �لتّكلفة للحلقة �لاأمثل 
�لتي  �لرّوؤو�ص  ت�شبع  �شغرى  وزن  مو�ءمة  �إيجاد  يمكن  لاأنّه  قيمة  �لتّح�شين  ويملك   .)8 �لاأكثر)�لتمرين  على 

درجاتها فردية في �ل�شّجرة با�شتخد�م كثيرة حدود زمنيّة. 
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 )NP- Completeness ( NP - براهين خاصّيّة تام

�لتّحويل (transformation) من م�شـــاألة A �إلى م�شـــاألة B هو �إجر�ء يحول �أمثلة في A �إلى �أمثلة في B، بحيث 
يكون �لجو�ب لـ A على �لمثال �لاأ�شـــليّ محدّدً� من خلال �لجو�ب لـ B على �لمثال �لمحوّل. �إذ� كان لدينا تحويل 
)كثيرة حدود زمنية( فاعل من A �إلى B، وخو�رزميّة فاعلة لـ B، ف�شيكون لدينا خو�رزميّة فاعلة لـ A. ونقول 

 .B إلى� (transforms) أو تحوّل� (reduce to) تختزل A ّإن�

�إذ� كانت A �شعب – NP، وتختزل �إلى B من خلال تحويل متعدد �لحدود �لزمنية، فاإنّ B تكون �شعب  – 
ا ) خو�رزميّة كثيرة حدود لـ B تعطي خو�رزمية كثيرة حدود لـ A ومن ثم لـ NP( جميعها. �إذ� كانت  NP �أي�شً
ا، فاإنّنا نقول �إنّ B تام – NP من خلال �لاختزال من (reduction from) �أو  تحويل من  B في  – NP  �أي�شً

 .(transformation from) A 

يكون �تجاه �لاختز�ل حا�شمًا؛ فعلى �شبيل �لمثال، تختزل د�رة �أويلريّة ب�شهولة �إلى حلقة هاملتونيّة. �فتر�ص �أنّ 
G بيان معطى بو�شفه مدخلة. ��شتبدل كلّ �شلع بم�شار مكوّن من �أربعة �أ�شلاع تمرّ بثلاثة روؤو�ص جديدة، ثمَّ �أ�شف 
ا �إذ� وفقط �إذ� كان  �أ�شلاعًا لتجعل جير�ن كلّ ر�أ�ص �أ�شليّ متجاورة زوجًا زوجًا، و�حذف V(G). يكون �لبيان G �أويلريًّ
�لبيان �لناتج  ′G هاملتونيًّا. �إنّ تطبيق خو�رزميّة على حلقة هاملتونيّة لـ ′G يمكن �أنْ يحدّد ما �إذ� كان G �أويلريًّا. 
وهذ� يخبرنا �أنّ حلقة هاملتونيّة تكون �شعبة على �لاأقلّ بو�شفها د�رة �أويلريّة، باإهمال عامل كثيرة حدود. وبما �أنّ د�رة 

�أويلريّة تكون �شهلة )في P(، فاإنّنا لا نتعلم �شيئًا حول ��شتخد�م �لتّعقيد لحلقة هاملتونيّة. 

G ‘G

تتطلب طريقة �لاختز�ل تتطلّب م�شاألة تام – NP �بتد�ئية. وقد قدّم كوك (Cook) [1971] �لتّحققية  
بو�شفها  �لعبار�ت  من  قائمة  بو�شفها  عنها   � معبّرً منطقيّة  �شيغة  �لتّحققيّة  تاأخذ  مماثلة.  م�شاألة  بو�شفها 
يكون  عندما  �شحيحة  �لعبارة  وتعدُّ  �لمتغيّر�ت(.  نفي  �أو  )متغيّر�ت  حروف  ت�شكيلة  هي  عبارة  وكلّ  مدخلة. 
�أحد حروفها �شحيحًا على �لاأقلّ. وتكون �لعبارة قابلة للتّحقّق (Satisfiable) �إذ� وجد تعيين لقيم �شحيحة 

للمتغيّر�ت بحيث تجعل كلّ عبارة �شحيحة. و�ل�شوؤ�ل هنا عما �إذ� كان مثل هذ� �لتّعيين موجودً�. 

برهن كوك �أنّه لكلّ م�شاألة A في NP، هناك مثال للتّحقّقيّة يمكن �أنْ ينتج من خلال كثيرة حدود زمنيّة 
 NP لذلك فاإنّ كلّ م�شاألة في .A بحيث يكون �لجو�ب لمثال �لتّحقّقيّة �لجو�ب نف�شه للمثال ،A من مثال ما لـ

تختزل �إلى م�شاألة تحقّقيّة. 

لا حاجة �إلى تكر�ر هذ� �لجهد لكلّ م�شاألة تام – NP . ولبرهنة �أنّ B هي �شعب  – NP، فاإنّنا ن�شتطيع 
�ختز�ل �لتّحقّقيّة لـ B. يمكن �ختز�ل �أيّ م�شاألة تام – NP  لتبيّن �أنّ B هي �شعب  – NP . ومع �لمزيد من 
�لخيار�ت، فاإنّ �إيجاد �لبر�هين ي�شبح �أكثر �شهولة من حيث �لمبد�أ. ولكن في �أثناء �لممار�شة، فاإنّ �لقليل من 

 . NP – يّة تام م�شائل تام – NP  �لاأ�شا�شيّة ت�شلح كم�شاألة تام – NP  �لمعروفة في معظم بر�هين خا�شّ
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بدءً� من �لتّحقّقيّة، فقد زودنا كارب (Karp) [1972]  بـ 21 م�شاألة م�شابهة تت�شمن �لعديد من �لم�شائل 
�لاأ�شا�شيّة في نظريّة �لبيان؛ �إذ تت�شمن حلقة هاملتونيّة ومجموعة م�شتقلّة كبرى. ف�شلًا عن �أنها ت�شاعد على 
�متلاك ن�شخة معدّلة من م�شاألة تام – NP  مقيّدة قدر �لاإمكان. ومع ذلك، فاإنّها تبقى تام – NP . وعلى �لرّغم 
 من �أنّ �لمرونة لن�شخة معدّلة مقيدة تكون �أقل، �إلا �أنّه من �ل�شهل �ختز�لها �إلى �لم�شاألة �لتي نحاول �إثبات �أنّها تام

�أنّ كلّ عبارة  �إلى  دُ بال�شّرط �لذي ي�شير  تُقيَّ – NP  عندما  – NP ؛ فعلى �شبيل �لمثال، تبقى �لتّحقّقيّة تام   
تملك ثلاثة �أحرف. وتدعى �لم�شاألة �لمقيّدة تحقّقيّةَ- 3 �أو SAT-3. ويبرهن هذ� �أنّها تام  – NP  �آخذين في 
ا للتّحقّقيّة، و��شتبد�ل كلّ عبارة بت�شكيلة مكافئة من �لعبار�ت على ثلاثة �أحرف )وهذ�  �لح�شبان مثالًا ع�شو�ئيًّ
يّة  يكلّف �إ�شافة بع�ص �لمتغيّر�ت �لاإ�شافيّة(. �إن SAT-3 مقيّدة ب�شورة كافيةٍ؛ لاأنَّ �لعديد من بر�هين خا�شّ
تام – NP  ت�شتخدم �ختز�لًا من SAT-3. حتى �إنّه من �لاأ�شهل �ختز�ل �لمقيّدة ب�شورة �أكثر من SAT-2، ولكنّ 

 .� SAT-2 تكون قابلة للحلّ في كثيرة حدود زمنيّة، وهي مقيّدة جدًّ

SAT-3 لا تت�شمّن نظريّة  �إلى  – NP للتّحقّقيّة و�ختز�لها  يّة تام  SAT-3؛ لاأنّ �لخا�شّ �شوف نبد�أ من 
 �لبيان. �إ�شافة �إلى �أنّ �لاختز�لات �إلى قابليّة �لتّلوين من �لدّرجة 3، و�لم�شار �لهاملتونّي �لموجّه يتبع تقديم جيبونز

 .[1985] )Gibbons(

 (3-SAT) B.5. تعريف: تحقّقيّة – 3 

مثال: مجموعة من المتغيّرات �لمنطقيّة  U ={uj}، و مجموعة C = {Ci} من العبارات حيث تتكوّن كلّ عبارة 
 . iu � ui �أو نفيه  من ثلاثة �أحرف، ويكون �لحرف متغيّرً

“متحقّقة”                                 عبارة  كلّ  تكون  بحيث  �شائبة  غير  �أو  �شائبة  لتكون  متغيّر  لكلّ  �لقيمة  و�شع  يمكن  هل  �شوؤ�ل: 
)تحتوي على حرف قيمته �شائبة على �لاأقل(؟ 

 . NP – 3 هي تام-SAT ( Karp ]1972[ 6. نظرية: )كارب.B

 ■ الإثبات: )�لتمرين  14(.  
 . NP – إنّ قابليّة �لتّلوين من �لدّرجة 3 هي تام� )(Stockmeyer) [1973]7. نظرية: )�شتوكمير.B

�إذ�   .3 للتّلوين من �لدّرجة  �إذ� كان هذ� �لبيان قابلًا  �أعطينا في هذه �لم�شاألة بيانًا، و�شُئلنا عما  الإثبات: 
كان �لجو�ب نعم، فاإنّه يوجد تلوين فعليّ من �لدّرجة 3. ون�شتطيع �لتّحقّق من �أنّ �لتّلوين يكون فعليًّا في زمن 
-SAT ؛ �شوف نختزل NP – ولاإثبات �أنّه �شعب .NP تربيعيّ. لذلك، فاإنّ قابلية �لتّلوين من �لدّرجة 3 تكون في

3 �إلى قابليّة تلوين من �لدّرجة 3.
خذ في �لح�شبان مثالًا على SAT-3 مع متغيّر�ت  U ={uj}، وعبار�ت  C ={Ci}. �شوف نحوّل هذ� �إلى بيان 
G بحيث يكون قابلًا للتّلوين من �لدّرجة 3 �إذ� وفقط �إذ� كان �لمثال على SAT-3 قابلًا للتّحقّق. �شوف ن�شتخدم 

�لبيان 
�لم�شاعد H �لمر�شوم على �ل�شفحة �للاحقة ون�شميه {u′1,u′2,u′3} بالمدخلات (inputs) وv بالمخرجة 
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(output). وعندما ن�شتخدم H في �لتّحويل، ف�شنقرّنه ببيان �أكبر عند �لمدخلات، كما هو مقترح عن �ليمين. 

v

u ‘3

u ‘2

u ‘1

�شناأخذ في �لح�شبان تلوينات من �لدّرجة 3 با�شتخد�م مجموعة �لاألو�ن {0,1,2}. وكلّ تلوين فعليّ من 
ν. ومن ناحية �أخرى، �إذ�  ا �للون 0 لـ  �لدّرجة 3 لـ H تكون فيه �لمدخلات  جميعها تملك �للون 0 يعين �أي�شً
ع �إلى تلوين فعليّ من �لدّرجة 3 في H، و�لذي لا  ��شتقبلت �لمدخلات �ألو�نًا لي�شت 0 كلّها، فاإنّ هذ� �لتّلوين يو�شَّ

يملك فيه v �للّون 0. 
 H من Hi ون�شخة ،U لكلّ متغير في ju من مثالنا على SAT-3، �شوف نن�شئ بيانًا G يملك روؤو�شًا uj و
 ،Cj ولكلّ عبارة .j ّت�شكّل مثلثًا لكل ju ،  uj، a لاحظ �أنّ �لرّوؤو�ص .a,b ين لكلّ عبارة Ci، ويملك ر�أ�شين خا�شّ
فاإنّ �لبيان �لجزئيّ Hi يقترن بالبيان �لم�شكّل حتى �لاآن عند �لرّوؤو�ص للحروف في Ci. �إ�شافة �إلى �أنّ �لرّ�أ�ص 
 Hi وما عد� هذه �لرّوؤو�ص �لمقرونة، فاإنّ �لبيانات �لجزئيّة .Hi في u′j يقوم بدور Ci في j للحرف �لذي دليله

تكون منف�شلة زوجًا زوجًا.
 G وقد ر�شمنا �أدناه �لبيان .Hi ّلكل vi و�إلى ر�أ�ص �لمخرجة a يكون مجاورً� لـ b أخيًر�، لاحظ �أنّ �لرّ�أ�ص�

�لناتج عن مثال على SAT-3 �لذي يملك �أربعة متغيّر�ت وثلاث عبار�ت. 

v

a

b

x x y wwy zz

3v2
v1

H3H2H1

ا f من �لدّرجة 3 لـ G. وعندما يكون ui �شائبًا في  �إنّ تعيين قيم �شو�ب تحقّقيّة لـ  {ci} يعطي تلوينًا فعليًّ
) f. ولكلّ عبارة، فاإنّ حرفًا  )iu ) f؛ وبخلاف ذلك، �شع  f (ui)=0  و 1=  )iu �لتّعيين، �شع f (ui)=1 و 0= 
ما يكون �شائبًا. لذلك، فاإنّه لكلّ Hi يتحقّق �أنّ و�حدً� على �لاأقل من {u′3 , u′2 , u′1} يملك �للّون 1. ومن 
خلال ملاحظتنا حول H، ن�شتطيع تو�شيع f بحيث يملك vi كلّه لونا غير �للّون 0. ونكمل �لتّلوين �لفعليّ من 

 .f (b)=0 و f (a)=2  لدّرجة 3 بو�شع�
�إذ� كان ذلك  �إعادة ت�شمية �لاألو�ن  3. ومن خلال  f من �لدّرجة  ا  G يملك تلوينًا فعليًّ �أنّ  وبالعك�ص، �فتر�ص 
�شروريًّا، يمكن �فتر��ص �أنَّ  f (a)=2 و f (b)=0. وبما �أنّ f (a)=2، فاإنّ لكلّ متغير حرفين؛ �لاأوّل ملوّن 
ائب �لذي يكون فيه �لمتغيّر uj �شائبًا �أو غير  1. خذ في �لح�شبان �لتعيين �ل�شّ 0 و�لاآخر ملوّن  باللّون  باللّون 
،f (b)=0 ّو�ب. وبما �أن �شائب عندما f (uj) هي 1 �أو 0 على �لتّرتيب. �شوف ندّعي �أنّ هذ� �لتّعيين يحقّق �ل�شّ
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تقابل  �لتي  �لرّوؤو�ص  فاإنّ   ،H ومن خلال ملاحظتنا حول  �شفريّ.  لونًا غير  vi يملك   ر�أ�ص مخرج  كلّ  فاإنّ   
�لمدخلات في Hi  لا يمكن �أنْ تملك جميعها �للّون 0. وبناءً على ذلك، فاإنّ كلّ عبارة �شتحتوي على حرف و�حد 
 ■ �شائب على �لاأقلّ.  
ع تمرين 2 هذ� �إلى قابلية �لتّلوين من �لدّرجة k لكلّ k مثبتة وk ≤ 3. ولكلّ k، تكون حالة خا�شة من  يو�شِّ

 . NP – لعدد �للّونّي، و�لتي تكون كذلك تام�
 . NP – إنّ �لمجموعة �لم�شتقلّة، و�لع�شبة، و�لغطاء �لرّ�أ�شيّ جميعها تام�  )Karp [1972] 8. نظرية: )كارب.B

الإثبات: يمكن �لتّحقّق من �لجو�ب نعم لل�شوؤ�ل فيما �إذ� كان بيان مُدخل G يملك مجموعة م�شتقلة كبيرة؛ 
مثل كبر �لعدد �ل�شحيح مدخلًا k باإظهار �لمجموعة و�ختبار )في زمن تربيعيّ( �أنّ روؤو�شها م�شتقلة. لذلك، 

 .NP فاإنّ �أي مجموعة م�شتقلّة تكون في
ين�صّ �لتمرين 31.1.5 على �أنّ G يكون قابلًا للتّلوين من �لدّرجة m �إذ� وفقط �إذ� كان GKm يملك 
�لبناء يكون  م�شتقلّة.  مجموعة  �إلى  �للّونّي  �لعدد  يختزل  �لتّحويل  وهذ�   .n(G) حجمها  م�شتقلّة   مجموعة 
لـ GKm تربيعيًّا في n(G) ؛ لاأنّ �لعدد �للّونّي يكون و��شحًا �إذ� كان m > n. لذ�، ن�شتنتج �أنّ مجموعة م�شتقلّة 

 . NP –  تكون �شعب
، فاإنّ ع�شبة ومجموعة م�شتقلّة متكافئتان على هيئة كثيرة حدود.  G بما �أنّ �لع�شب في G تكون م�شتقلة في 
وبما �أنّ  α(G) + β(G) = n(G) )�لتمهيديّة 21.1.3(، فاإنّ مجموعة م�شتقلّة وغطاءً ر�أ�شيًّا متكافئتان على 
■ هيئة كثيرة حدود.   
م�شائل  تكون  وحلقات.  مولّدة  م�شار�ت  خلال  من  م�شتعر�شة  بيانات  م�شائل  على  لاحقا  نركّز  �شوف 
موجّهة  بيانات  با�شتخد�م  �لبيانات  نمذجة  ن�شتطيع  لاأنّنا  عامّة؛  �لبيان  م�شائل  من  �أكثَر  �لموجّهة  �لبيانات 
على  ثمّ �لح�شول   ،NP – لم�شاألة �شعب  موجّه  بيان  ن�شخة من  �إثبات  �لاأ�شهل  يكون من  قد  لذلك،  متماثلة. 

ة للبيان من خلال قيد ب�شيط.  �لنّ�شخة �لخا�شّ
B.9. تعريف: �إذ� �أعُطينا �لر�أ�شين x، y في بيان موجّه D، فاإنّ م�شاألة �لم�شار �لهاملتونّي �لموجّه هي ما �إذ� 

 .y إلى� x يملك م�شارً� مولّدً� من  D كان
 . NP – إنّ �أيّ م�شار هاملتونّي موجّه هو تام� )Karp [1972] 10. نظرية: )كارب.B

الإثبات: يمكن �لتّحقّق من �أيّ م�شار مولّد من x �إلى y في بيان موجّه D في زمن خطّيّ. لذلك، فاإنّ م�شارً� 
هاملتونيًّا موجّهًا يكون في NP. ولاإثبات �أنّه �شعب – NP ، فاإنّنا �شوف نختزل غطاءً ر�أ�شيًّا لم�شار هاملتونّي موجّه. 
G يملك غطاءً ر�أ�شيًّا  �إذ� كان  k. نريد معرفة ما  G وعدد �شحيح  ا يتكون من بيان  �فتر�ص غطاءً ر�أ�شيًّ
G يملك غطاءً  كان  �إذ�  وفقط  �إذ�  ا  هاملتونيًّ م�شارً�  D يملك  موجّهًا  بيانًا  نن�شئ  �شوف  �لاأكثر  على   k حجمه 
 ر�أ�شيًّا حجمه k على �لاأكثر. ن�شع دليلًا للاأ�شلاع �لو�قعة على كلّ ر�أ�ص ب�شورة ع�شو�ئيّة. وعندما يكون �ل�شلع
 .ei(u)  = e = ej(v) فاإنّنا نكتب ،v لو�قع على� j لع �لذي دليله لع �لذي دليله i �لو�قع على u، و�ل�شّ uv = e هو �ل�شّ
(v) = v1 ,..., v2r ون�شيف م�شار ،v∈V(G) ّلكل .z0 ,..., zk ا لبناء D، �شوف نبد�أ بـ k + 1 ر�أ�شًا خا�شًّ
�لنّهاية  ومن   ،P(v) لكلّ  �لبد�ية   �إلى   z0 ,..., zk-1  كلّ من �أ�شلاعًا من  ون�شيف    .r  =  dG(v) D، حيث  لـ 
�لاأ�شلاع                                                                          نُكوّن  E(G)، �شوف  ej= ei(u) = e(v) في  ولكلّ �شلع  ا،  �أي�شً  .z1 ,..., zk كلّ من  �إلى   P(v) لكلّ 

.u2j v2j 2 و 1 2 1i ju v− − ،v2j-1 u2i-1 u2j

 z0 شوف ن�شكّل م�شارً� من� .v 1,..., v k ويتكون من �لرّوؤو�ص ،k يملك غطاءً ر�أ�شيًّا حجمه G ّفتر�ص �أن�
. �إنّ هذ� �لم�شار يهمل كلاًّ من P(u) لكلّ ر�أ�ص غير  1

0 1, ( ), ,..., ( ),k
kz P v z P v z �إلى zk في D من خلال
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 مغطى u. و�شوف نمت�صّ هذه �لرّوؤو�ص باأزو�ج، وبامت�شا�ص كلّ زوج u2i-1u2i من خلال عمل تحويلة من �لم�شار 
لع uv =ei (u) = ej(v). و�لتحويلة هي v2j-1u2j-1u2jv2j كما هو مبين �أدناه.  P(v) �إلى �لرّ�أ�ص �لذي يغطّي �ل�شّ
فاإنّ كلّ تحويلة مماثلة تكون مطلوبة مرّة و�حدة على  v2j-1 مر�فقان ل�شلع و�حد فقط،  و   v2j �لر�أ�شين  ولاأن 

.D في zk إلى� z0 لاأكثر. وبعد ت�شمين �لتّحويلات جميعها، �شوف يكون لدينا م�شار هاملتونّي من�

- v +j 12v j 12-v j 22 v j2

- u +j 12u j 12-u j 22 u j2

- v +j 12v j 12-v j 22 v j2

- u +j 12u j 12-u j 22 u j2

وبالعك�ص، �فتر�ص وجود م�شار مثل Q. لاحظ �أنّ كلّ ر�أ�ص لـ P(u) ما عد� �لاأوّل و�لاأخير يملك درجتي 
) u2i+1 u2i �إذ�  )E Q∈ �أنّ   ( )∈u V G �أوّلًا لكلّ i ≥ 1 و . �شوف نبيّن  ( )∈u V G 2 لكلّ دخول وخروج 
) u2i-2u2i-1، حيث لـ i = 1، ناأخذ u0  لتعني عن�شرً� ما من {zr}. وبالمثل، عندما )E Q∈  وفقط �إذ� كان 
حَ�شَنَ   u على  �لو�قع   i دليله  �لذي  لع  �ل�شّ �أنّ  وبما   .{zr} من  ما  لتعني عن�شرً�   u2i+1 ناأخذ  فاإنّنا   ،i  =d(u)

 .ej(v) = ei(u) بحيث j و�لدّليل v لتّعريف، فاإنّنا ن�شتطيع و�شع �لرّ�أ�ص�
) u2i-2 u2i-1، فاإنّ Q يجب �أنْ يدخل u2i-1 من v2j-1. وهذ� يوؤدّي �إلى �أنّ Q يمكن �أنْ يترك  )∉E Q �إذ� كان 

 .u2iu2i+1 ( )E Q∉ فقط u2i-1 على u2i-1u2i، وي�شتطيع دخول v2j فقط على u2iv2j. وهذ� بدوره يعطي �أنّ 
يترك  �أنْ  ويجب   ،v2j-1u2i-1 على   v2j-1 ترك  ي�شتطيع  لا   P فاإنّ   ،u2i-2u2i-1 كان   �إذ�   �أمّا 
فاإنّ  لذلك،   . 2 2i ju v على  ولي�ص   2 1 2j jv v− على   v2j يدخل   Q �أنّ  �إلى  يوؤدّي  وهذ�  2 1 2−j jv v على   v2j-1

يت�شمّن  �أنْ   Q لـ  u2iu2i+1. )في هذه �لحالة، يمكن  Q على  �أنْ يترك  ويجب   ، 2 2i ju v u2i على  Q لا يترك 
 .){ }2 1 2 1 2 2,  νν− −i i i iu u } �أو  }2 1 2 2 2 2 1 2 2 1,  ,  νν ν ν− − − +i i i i i iu u

من  �لاأوليّة  ن�شخها  �أدخلت  �لتي   G في  ر�أ�شًا   k �لـ  هي  هذه  S؛   = ( ){ }1:ν ν∈ ∈iV G z Q �شع �لاآن، 
 S ّلذلك، فاإن . ∈v S u تعطي �أنّ S∉ 0 من خلال Q. وتبيّن مناق�شتنا �أنّه لكلّ �شلع uv حيث 1,..., −kz z
■ غطاء ر�أ�شيّ ويكون لدينا �لاختز�ل �لمطلوب لغطاء ر�أ�شيّ �إلى م�شار هاملتونّي موجّه.  
B.11. نتيجة: )كارب  Krap [1972]( تكون �أيّ حلقة هاملتونيّة موجّهة، و�أيّ م�شار هاملتونّي و�أيّ حلقة 

 .NP - هاملتونيّة جميعها تام
الإثبات: تكون هذه �لم�شائل جميعها في NP. ولاختز�ل م�شار هاملتونّي موجّه �إلى حلقة هاملتونيّة موجهة، 

   .D في v إلى� u لمثال يتطلّب م�شارً� مولّدً� من zu و vz و�شلعين z �ًأ�شف ر�أ�شًا و�حد�
�إن �ختز�ل م�شار هاملتونّي )مع نقاط طرفيّة محدّدة( �إلى حلقة هاملتونيّة يكون �ل�شّيء نف�شه. 

 v إلى� u ولاختز�ل م�شار هاملتونّي موجّه �إلى م�شار هاملتونّي؛ خذ في �لح�شبان مثالًا يتطلّب م�شارً� من
م �أولًا كلّ ر�أ�ص x �إلى م�شار.-x+ , x0 , x  وليكن -x هو �لرّ�أ�ص  في D. ولت�شكيل مثال G على م�شار هاملتونّي؛ ق�شِّ
�لذي يرث �لاأ�شلاع كلّها �لتي مقدماتها على x، وليكن +x هو �لرّ�أ�ص �لذي يرث �لاأ�شلاع جميعها �لتي ذيولها 
عند x. �إنّ �أيّ م�شار مولّد من u �إلى v في D ي�شبح م�شارً� مولّدً� من -u �إلى +v في G، وذلك با�شتبد�ل كلّ ر�أ�ص 

 .x+  , x0 , x- بالمتتالية x
وبالعك�ص، بما �أنّ �أيّ م�شار من -u �إلى +v في G يجب �أنْ يزور كلّ x0، فعليه �جتياز �لم�شار�ت جميعها �لتي على 
�شكل+x-, x0, x، �إلى �لاأمام �أو �إلى �لخلف ؛ وب�شبب عدم وجود روؤو�ص متجاورة لها �لاإ�شارة نف�شها ، فيجب �أنْ 
 .D لمطلوب في� v إلى� u تكون �لاجتياز�ت جميعها في �لاتجاه نف�شه، وتبقى ثمّ، فاإنّها تنكم�ص �إلى �لم�شار من
■   .v إلى� u يملك م�شارً� مولّدً� من D إذ� وفقط �إذ� كان� v+ إلى� u- يملك م�شارً� مولّدً� من G ّلذ�، فاإن
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يبحث ��شتك�شاف للحدّ بين P وتام -NP عن م�شائل �أكثر تقييدً� و�لتي ما تز�ل تام -NP، وعن �شفوف �أكبر من 
�لمدخلات �لتي يوجد لها خو�رزميّات حلول على هيئة كثير�ت حدود زمنيّة. تزودنا �لمناق�شة �ل�شّابقة ببر�هين �أ�شهل لخا�شية 

تام -NP، وت�شع حدودً� على �لنّجاحات للنّوع �لتّالي. وهدفنا �للّاحق هو تو�شعة قابليّة �لتّطبيق لخو�رزميّات جيّدة. 
ح هذه �لعمليّة باإثبات �أنّ قابلية �لتّلوين من �لدّرجة 3 تبقى تام -NP لبيانات �ل�شّويّة.  �شوف نو�شّ

)[1976] و�شتوكمير  وجون�شون  جيري  ا  �أي�شً �نظر   ،Stockmeyer  [1973] )�شتوكمير  نظرية:   .12.B
 .NP- لتّلوين �لثّلاثيّ �ل�شّويّ عبارة عن تام�

الإثبات: كالعادة، يمكن �لتّحقق ب�شهولة من �أنّ تلوينًا من �لدّرجة 3 يكون تلوينًا فعليًّا. �شوف نختزل قابليّة 
 G′ ا �لتّلوين من �لدّرجة 3 �إلى قابليّة تلوين ثلاثيّ �شوّيّ. �فتر�ص �أنّ G بيان معطى. �شوف نن�شئ بيانًا �شويًّ

قابلًا للتّلوين من �لدّرجة 3 �إذ� وفقط �إذ� كان 'G قابلًا للتّلوين من �لدّرجة 3. 
�للّون  تاأثير ن�شر  »�أد�ة« �شويّة لها  G في �لم�شتوى. �شوف ن�شع بدل كلّ تقاطع  لـ  خذ في �لح�شبان ر�شمًا 
 v و u َّفي �لاأ�شفل، لاحظ �أن H عبر �لتّقاطع في تلوين من �لدّرجة 3. في كلّ تلوين فعليّ من �لدّرجة 3 للبيان
يملكان �للّون كما يفعل كلّ من x و y )�لتمرين17(. وت�شير �لاأ�شلاع �لجزئيّة �إلى مكان ربط ن�شخ من H مع 

بقيّة �لبيان. 

v

y

u

x

k + 1 قطعة من خلال �لتّقاطعات.  k من �لتّقاطعات �إلى  G، قُطِعَ كلّ �شلع مت�شمّن في  في �لر�شم لـ 
وعلى كلّ قطعة، �أ�شف ر�أ�شًا جديدً�. و��شتبدل كلّ تقاطع بن�شخة من H مو�شولة من خلال نهاياتها بالرّوؤو�ص 
wz، �ختر نقطة طرفيّة، وقلِّ�ص  �أ�شليّ  �أخيًر�، لكلّ �شلع  �لجديدة على �لقطع �لاأربع �لتي تقع على �لتّقاطع 
لع غير �لمت�شمّن في تقاطعات  لع �لذي بينها وبين �لرّ�أ�ص �لذي على �لقطعة wz و�لو�قع عليها لاحظ �أنّ �ل�شّ �ل�شّ

يعود �إلى حالته �لاأ�شليّة. 

HHw zHHw zw z

تملك  �أنْ  يتطلّب  �لاأدو�ت  عبر  �للّون  ن�شر  �أنّ  لاحظ   ،G′ �لجديد  للبيان   3 �لدرجة  من  فعليّ  تلوين  في 
�لنقاط �لطّرفيّة لكلّ �شلع �أ�شليّ �ألو�نًا مختلفة. لذلك، فاإنّ تقييد هذ� �لتّلوين للرّوؤو�ص �لاأ�شليّة يعطي تلوينًا 

.G من �لدّرجة 3 للبيان
وبالعك�ص، �إذ� �أعُطينا تلوينًا فعليًّا من �لدّرجة 3 لـ G، فاإنّنا ن�شتطيع �أنْ نبد�أ عبر كلّ �شلع من �لنّقطة �لطّرفيّة 
�لم�شتخدمة في ن�شخة من H، ون�شر �لاألو�ن �إلى 3 �ألو�ن فعليّة في ′G. ون�شتطيع �لقيام  بذلك لاأنّ H يملك تلوينًا 
فعليًّا من �لدّرجة 3 يكون فيه لـ y و x و v و u �للّون نف�شه، ويملك تلوينًا فعليًّا من �لدّرجة 3 يملك فيه كلّ من 
■ x و y لونًا يختلف عن لوني u و v )�لتمرين 17(. 

 NP- تام  تبقى  فاإنّها  �لحقيقة،  وفي  �ل�شّويّة.  للبيانات   NP- تام  تبقى  هاملتونيّة  حلقة  �أيّ  فاإنّ  ا،  �أي�شً
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لبيانات �شويّة منتظمة من �لدّرجة 3 ومتر�بطة من �لدّرجة 3، ولا تملك وجهًا طوله �أقلّ من 5 )�نظر جيري 
ا تام -NP لبيانات- ثنائيّة �لفرع )�نظر كري�شنامورثي [1975](.  وجون�شون وتارجان [1976](. وتكون �أي�شً
ولبيانات خطّيّة )�نظر بيرتو�شي Bertossi [1981]؛ وكذلك �لتمرين 14(. لاحظ �أنّ �لتّقييد لقابلية �لتّلوين 
لعيّ من �لدّرجة 3 للبيانات؛ وهذ� يكون تام -NP حتى  من �لدّرجة 3 على بيانات خطّيّة هو كقابليّة �لتّلوين �ل�شّ

 .)Holyer [1981] 3 )هولير-SAT لبيانات منتظمة من �لدّرجة 3، بو��شطة �لاختز�ل من
)Exercises( تمارين

فْ خو�رزميّة جيّدة لح�شاب (G) عندما  B.1. )-( با�شتخد�م �لخو�رزميّات �لتي طُوّرت في هذ� �لكتاب، �شِ
يكون G بيانًا ثنائيّ �لفرع. 

 k ِلكلّ قيمة مثبتة لـ NP- من �لاألو�ن هي تام k لتبرهن �أنّ قابليّة �لتّلوين بـ B.7 2. )!( ��شتخدم �لمبرهنة.B
بحيث ت�شاوي هذه �لقيمة 3 على �لاأقلّ. 

B.3. �أعطِ خو�رزميّة كثيرة حدود بالنّ�شبة للزّمن �إلى �لتّلوين �لثّنائيّ. 

B.4. برهن �أنّ �لحلقة �لهاملتونيّة و�لم�شار �لهاملتونّي متكافئان بالن�شبة �إلى كثيرة حدود. �أيْ، برهن �أنّ �أيّ 
خو�رزميّة كثيرة حدود زمنيّة لاأيّ منهما يمكن ��شتخد�مها للح�شول على كثيرة حدود زمنيّة حتى �لنّهاية. 

B.5. �إنّ �ختبار وجود حلقة ذ�ت طول مثبت k في بيان معطى على n من �لرّوؤو�ص يمكن �أنْ يتمّ بزمن محدود 
) �لتي حجم كلّ منها  )n

k باأحد م�شاعفات k!nk. �نظر �إلى كلّ مجموعة جزئيّة من �لرّوؤو�ص من �لمجموعات 
ي�شاوي k باتّباع دور معيّن، و�ختبر �لتّرتيبات �لممكنة جميعها. بما �أنّ k ثابت، فاإنّ هذه كثيرة حدود زمنيّة. 
O(n4). جد خو�رزميّة تختبر وجود حلقة رباعيّة  �أنّ زمن ت�شغيل هذه �لخو�رزميّة هو  ولحلقة رباعيّة، نجد 

.)Richard-Liestman [1985]( ،O(n2) بزمن مقد�ره
B.6. �فتر�ص �أنّ G بيان معطى، و�أنّ k عدد �شحيح. �إنّ م�شاألة �ل�شّجرة �لمولّدة ذ�ت �لدّرجة �ل�شغرى ت�شاأل 
عما �إذ� كان يوجد لـ G �شجرة مولّدة T، بحيث k ≥ (T)∆ ف�شلًا عن �أنّ م�شاألة �أطول م�شار ت�شاأل عما �إذ� كان 
يوجد لـ G م�شار طوله ي�شاوي k على �لاأقلّ. في م�شاألة �لم�شار -k، لاحظ �أنّ k لي�ص جزءً� من �لمدخلات، �إ�شافة 

�إلى �أنّ �ل�شوؤ�ل هو: هل يوجد لـ G م�شار طوله k على �لاأقل؟ 
 (a.NP- برهن �أنّ �ل�شّجرة �لمولّدة ذ�ت �لدرجة �ل�شغرى و�أطول م�شار يكونان تامّين
 (b .مُثبت k حيث k ّلكل P يكون موجودً� في k- برهن �أنّ �لم�شار

B.7. �بْنِ عائلة �أمثلة لتبرهن �أنّ ن�شبة �لاأد�ء لاأقرب �إدخال لم�شاعد ك�شف للـ TSP غير محدودة باأيّ ثابت. 

ذ�ت  للرّوؤو�ص  مو�ءمة  �أنّ  برهن  �لمثلثيّة.  �لمتباينة  �لتّكاليف  TSP حيث تحقّق  للـ  �شاهدً�  �فتر�ص   )!(  .8.B
�لدّرجات �لفرديّة في �شجرة مولّدة �شغرى ت�شتخدم �أ�شلاعًا لها تكلفة كلّيّة ت�شاوي ن�شف �لتّكلفة لحلقة مولّدة 

على �لاأكثر. ��شتنتج �أنّ ن�شبة �أد�ء خو�رزميّة كر�شتوفايدز ت�شاوي 2/3 على �لاأكثر. 
B.9. برهن �أنّه لحلّ م�شاألة �لـ TSP بال�شبط، يكفي �أنْ يكون لدينا خو�رزميّة تحلّ �لـ TSP عندما تحقق �أوز�ن 
ا للـ TSP، فجد مثالًا على TSP بزمن بح�شب  �لاأ�شلاع �لمتباينة �لمثلثيّة. )م�شاعدة: �إذ� �أعطينا مثالًا �ختياريًّ
) و�أنّ مجموعة �لجولات �لمثلى  )ij jk ikw w w+ ≥ كثيرة حدود، وحيث �إنّ �أوز�ن �لاأ�شلاع تحقق �لمتباينة �لمثلثيّة 

هي نف�شها كما في �لمثال �لاأ�شليّ(. 
.P 2 ينتمي �إلى-SAT ّ10. برهن �أن.B

B.11. يوجد في مدينة ما نظام طرق معيّن، ولكن هذه �لمدينة تمتلك �آلة و�حدة فقط لاإز�لة �لثّلوج �لتي يجب 
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يّقة. �فتر�ص �أنّ �لثّلج يُز�ل تمامًا من خلال مرور �لاآلة بال�شّارع مرّة و�حدة فقط.  �إز�لتها من �شو�رعها �ل�شّ
وتوجد طرق زر�عيّة يمكن ��شتخد�مها لتغيير �لموقع ب�شرط عدم �إز�لة �لثّلج من هذه �لطرق. لذ�، يوجد لدينا 
بيان موزون فيه نوعان من �لاأ�شلاع؛ �لنّوع �لاأوّل من �لاأ�شلاع هو �لتي يجب تتبعها و�إز�لة �لثّلج عنها، �أمّا �لنّوع 
�لثّاني فهو �لاأ�شلاع �لتي لي�شت بحاجة �إلى تتبّع. ترغب �لمدينة بالح�شول على خو�رزميّة ت�شتطيع من خلالها 
�أنّ هذه  �أ�شغر تمرّ على �لاأ�شلاع جميعها من �لنّوع �لاأوّل في مثل هذ� �لبيان. برهن  �إيجاد حلقة ذ�ت طول 

�لم�شاألة من نوع �شعب -NP وذلك من خلال �لاختز�ل من م�شاألة حلقة هاملتونيّة. 
B.12. خو�رزميّات م�شاعدة للك�شف عن �أغطية �لرّوؤو�ص. خو�رزميّة 1: �شمّن ر�أ�شًا ذ� درجة كبرى، �حذف، 
وكرّر �لعمليّة حتى ي�شبح �لبيان �لمتبقّي مجموعة م�شتقرّة. خو�رزميّة 2: �ختر �شلعًا �ختياريًّا �شمن طرفي هذ� 
�أنّ م�شاعد  لع، �حذفهما، ثمّ كرّر هذه �لعمليّة حتى ي�شبح �لبيان �لمتبقّي مجموعة م�شتقلّة. ربما يظهر  �ل�شّ

�لك�شف في خو�رزميّة 1 �أكثر قوة، �إلّا �أنّ للخو�رزميّة 2 �شمان �أد�ء �أف�شل:
 (a.على �لاأكثر β(G) برهن �أنّ خو�رزميّة 2 تنتج د�ئمًا غطاء روؤو�ص حجمه �شعف �لحجم �لاأ�شغر
 (b .لاأ�شغر� في  م�شروبًا   Log  β(G) قر�بة  حجمه  روؤو�ص  غطاء  تنتج  ربّما   1 خو�رزميّة  �أنّ  برهن 

) ر�أ�شًا درجة كلّ منها ت�شاوي  ) /β G i )م�شاعدة: �بْنِ بيانًا ثنائيّ �لفرع G بحيث تختار خو�رزميّة 1 قر�بة 
 . ( )1 i Gβ≤ ≤ i لكلّ 

. برهن �أنّه لا  ( )e E G∈ ) لكلّ  ) ( )G e Gα α− Â >( ) ( )G e Gα α− Â  ّإذ� تحقق �أن� α حرجًا بالنّ�شبة �إلى G 13. يكون �لبيان.B
 ،x شلعين يقعان على ر�أ�ص قطع� e1، e2 م�شاعدة: �إذ� كان( .α يوجد ر�أ�ص- قطع لبيان متر�بط حرج بالنّ�شبة �إلى
فا�شتخدم �لمجموعات �لم�شتقلّة �لكبرى في G-e1 و G-e2 لبناء  مجموعة م�شتقلّة في G تحوي �أكثر من α(G) ر�أ�شًا(. 
�أنْ يكون للعبار�ت حجوم  �أنّه يمكن  (SAT-3) في  �أنّ �لتّحقّقيّة تختلف عن �لتّحقّقيّة �لثّلاثيّة  B.14. لاحظ 
�أحرف ثلاثة  ذ�ت  عبارة  محلها  تحل  يمكن  �أحرف  ثلاثة  من  �أكثر  تحوي  عبارة  �أيّ  �أنّ  برهن   �ختياريّة. 
�ل�شو�هد  كانت  �إذ�  وفقط  �إذ�  �لاأ�شليّة  �لعبارة  تتحقّق  بحيث  �لجديدة(  �لمتغيّر�ت  بع�ص  باإ�شافة  )ن�شمح 

. (Karp [1972]) 3-SAT 3 متحققة. ��شتنتج �أنّ �لتّحقّقيّة تختزل �إلى-SAT لجديدة للـ�
B.15. )!( �إذ� علمت �أنّ �لحلقة �لهاملتونيّة تكون تام - NP للبيانات �لمنتظمة من �لدّرجة 3، برهن �أنّ حلقة 
�لتّغطية هي تام -NP. هذ� هو �ل�شوؤ�ل فيما �إذ� كان �لبيان �لمعطى G يحوي م�شربًا مغلقًا ي�شتمل على نقطة 
ا �إذ�  وفقط �إذ� وجد لـ G حلقة  طرفيّة لكلّ �شلع على �لاأقلّ. برهن �أنّ �لبيان �لخطّانّي لـ G يكون هاملتونيًّ

تغطية. ��شتنتج �أنّ �لحلقة �لهاملتونيّة تكون تام -NP للبيانات �لخطّانيّة. 
 H لـ  يوجد  كان  �إذ�  عما  وت�شاأل   ،k �شحيحًا  وعددً�   H معطى  بيانًا  �لم�شيطرة  �لمجموعة  م�شاألة  تُعَدُّ   .16.B

مجموعة م�شيطرة حجمها ي�شاوي k على �لاأكثر )تعريف 26.1.3(:
 (a هو �لبيان �لذي نح�شل عليه باإ�شافة ن�شخة �إ�شافيّة من كلّ �شلع G′ بيانًا معطى، فاجعل G إذ� كان�

من �أ�شلاع G، وتق�شيم ن�شخة و�حدة من كلّ �شلع )لذ�، يُ�شتبدل بكلّ �شلع مثلثًا ي�شتمل على ر�أ�ص جديد(. 
′G مجموعة م�شيطرة  G غطاء روؤو�ص حجمه ي�شاوي k على �لاأكثر �إذ� وفقط �إذ� وُجد لـِ  برهن �أنّه يوجد لـِ 

حجمها k على �لاأكثر. 
 (b .للمجموعات �لم�شيطرة NP- لغطاء �لروؤو�ص لتبرهن تمام NP- شتخدم تمام��

 .H 12 �لمتعلّق بالتّلوين �لثّلاثيّ للجزء.B 17. برهن �لادعاء �لموجود في �لمبرهنة.B
.NP- 18. )*( ��شتخدم م�شار� هاملتونيًّا في بيان موجّه لتبرهن �أنّ تقاطع �لماترويد �لثّلاثيّ يكون تام.B

B.19. )*( ��شتخدم مو�ءمة D-3 لتبرهن �أنّ تقاطع �لماترويد�ت �لثّلاثيّ هو تام -NP. �إذ� �أعطينا ح�شدً� من 
�لثّلاثيّات على �ل�شّكل (x1,x2,x3) حيث xi ∈ vi، وكانت �لمجموعات V1,V2,V3 غير متقاطعة )منف�شلة(. فاإنّ 
�لمو�ءمة D-3 هي م�شاألة �إيجاد �أكبر عدد من �لثّلاثيّات بحيث يظهر كلّ عن�شر على �لاأكثر في و�حدة من �لثّلاثيّات 
�لتي تّم �ختيارها. )بالمقارنة، نعلم �أنّ مو�ءمة ثنائيّ �لفرع هي م�شاألة مو�ءمة D - 2 حيث تكون �لمجموعات �أزو�جًا(.  
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)Appendix C( ملحق

مساعدات لحلّ بعض التمارين المختارة 
)Hints for Selected Exercises(

بع�ص  بحلول  �لمتعلقة  �لمحددة  �لاقتر�حات  وبع�ص  �لعامة،  �لاإر�شاد  خطوط  بع�ص  �لملحق  هذ�  في  نورد 
�لتمارين �لمختارة. ونتوقع من خلال هذه �لاقتر�حات �أن ن�شاعد �لطلبة �لذين يعانون بع�ص �لم�شاكل على �لبدء 

باإيجاد �لبر�هين وكتابتها.
)General Discussion( مناقشة عامة

�لخطوة �لاأولى في حلّ �أيّ م�شاألة هي �لتاأكد من فهم �لمطلوب فيها، بُرهنت وتتطلب بع�ص �لم�شائل �لتحقق 
من بع�ص �لعبار�ت �لريا�شية، وربما تمثل �لتعريفات خارطة طريق للاأ�شياء �لتي يلزم �لتحقق من �شحتها؛ 
�أن  �أن �لعبارة �لمن�شودة تنبع من نظرية بُرهنت �شابقًا. عندها، يجب �لتحقق من  ففي بع�ص �لاأحيان، نجد 

فر�شيات �لمبرهنة متحققة لكي ن�شتطيع تطبيقها.
وربما ت�شتمل بع�ص �لم�شائل �لاأخرى على �إجر�ء بع�ص �لاأ�شياء �لتجريبية �للازمة لاكت�شاف �لعبارة �لتي 
يلزم �إثباتها. وفي بع�ص �لاأحيان، نختبر �لحالات �ل�شغيرة لاكت�شاف �لنمط �لعام و�إثباته بالا�شتقر�ء وفي بع�ص 
�لم�شائل �لاأخرى، يكون من �لمفيد �ختبار تحقق �لم�شاألة على بع�ص �لاأمثلة؛ لاأن ذلك ربما يوحي �أحيانًا عن كيفية 

�لتحقق من �شحة �لعبارة.
�إن  �لمتر�بط.  غير  للبيان  معزول  ر�أ�ص  وجود  يلزم  ولا  وحذر.  بحر�ص  و��شتخدمها  �لتعريفات،  �فهم 
�لعرى و�لحلقات مفاهيم مختلفة وعليك �لتفريق بين كلمتي �أعظم و�أعظمي. غطاء �لروؤو�ص هي مجموعة من 
�لروؤو�ص، �أما غطاء �لاأ�شلاع فهو مجموعة من �لاأ�شلاع. �لبيان �لذي درجة تر�بطه ت�شاوي 3 يكون متر�بطًا 

من �لدرجة 2 )متر�بط ثنائي(، �أما �لبيان �لذي عدده �للوني ي�شاوي 3، فيكون قابلًا للتلوين بـ 17 لونًا.
عندما نبحث عن �إثبات مبا�شر لعبارة �شرطية، فباإمكاننا �لعمل من طرفي �لم�شاألة. �عمل قائمة بالعبار�ت 
�أخرى بالعبار�ت �لكافية لاإعطاء �لا�شتنتاج. وعندما تظهر عبارة في كلتا  �لتي تتبع من �لفر�شيات، وقائمة 

�لقائمتين، فاإننا نكون قد حللنا �لم�شاألة.
عندما تف�شل �لطريق �لمبا�شر للاإثبات، �عمل قائمة بالاأ�شياء �لتي تتبع في حال فر�ص �أن �لنتيجة غير �شحيحة 
�إذ� وجد �شيء في هذه �لقائمة يتناق�ص مع �شي في �لنتائج �لتي تتبع من �لفر�شيات )�أو يتناق�ص مع �أي من �لعبار�ت 

�ل�شحيحة �لمعرفة(، فهذ� ي�شير �إلى �أن �لم�شاألة قد حُلّت با�شتخد�م طريقة �لاإثبات بالتناق�ص مرة �أخرى.
�لاإثبات بالتناق�ص ينا�شب �لعبار�ت �لمتعلقة بالا�شتحالة )�أي ��شتحالة حدوث خا�شية معينة( لاإثبات �شيء موجود، 

فغالبًا ما يكون باإمكاننا بناء مثال، و�إثبات �أن لهذ� �لمثال �لخو��ص �لمن�شودة، وهذه هي �لطريقة �لمبا�شرة في هذه �لحالة.
�أو عامّة؛  فاإثبات  يمكن تف�شير معظم �لعبار�ت �ل�شرطية بو�شفها عبار�ت محددة قيا�شيًّا ب�شورة كلية 
�لعبارة �لمحددة قيا�شيًّا ب�شورة كلية، يجب �أن يتحقق لكل قيمة من قيم �لمتغير �لمعطى في �لمجموعة �لكلية. وربما 
ت�شاعد �لاأمثلة على فهم �لم�شاألة �أو تو�شيح �لاإثبات، �إلا �أن �لاأمثلة في نف�شها لا ت�شكل �إثباتا للم�شاألة. �إن تو�شيح �أن 

للمثال �لخو��ص �لمن�شودة بلغة تنطبق على �لاأمثلة �لممكنة جميعها، يمكن �أن يوؤدي �إلى �إثبات �لعبارة �لمن�شودة.
�أو متغير.  �لتي تحوي عددً� طبيعيًّا كو�شيط  �لعبار�ت  �إثبات  �أن �لا�شتقر�ء يقع في  �لاأحيان، نجد  �أغلب  في 
كن حذرً� من م�شيدة �لا�شتقر�ء! )لقد تم مناق�شتها في �لمثال 26.3.1 وفي �لمثال A . 28( تذكر �لنموذج �لمعد 
�شلفًا لاإثبات �لعبار�ت �ل�شرطية بو�شاطة �لا�شتقر�ء )�لملاحظة 25.3.1(. و�أن �كت�شاف �لحالات �ل�شغيرة )�لقيم 
�ل�شغيرة( يمكن �أن ي�شاعد على فهم �لم�شاألة �لمر�د �إثباتها، �أو فهم �لطريقة �لتي يمكن �أن تنتقل بها من قيمة 
للو�شيط �إلى �لقيمة �لتي تليها، �إلا �أن مثل هذ� �لنقا�ص لا ي�شكل جزءً� من �لاإثبات �لنهائي فيما عد� ما نحتاج �إليه 

في �لخطوة �لاأ�شا�ص.
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مع  نتعامل  �أحيانًا،  و�شناديق �لحمام.  �لق�شوى  �لقيم  مبد�أ  كلاًّ من  �لاأخرى  �لتقنيات  بع�ص  ت�شتخدم 
�أ�شغر مثال ناق�ص لعبارة من�شودة، ومن ثم ن�شتخدم وجوده للح�شول على مثال ناق�ص �أ�شغر، ويمكن روؤية 

ا �أو تطرفية )قيم ق�شوى(. ذلك بو�شفه ��شتقر�ءً �أو تناق�شً
ربما لا يكون �لاأ�شلوب )�أو �لتقنية( �لتي تعطي حلاًّ لم�شاألة معينة و��شحًا ففي بع�ص �لاأحيان، نجد �أن هناك 
�أكثر من طريق ي�شلح للاإثبات، وبذلك نح�شل على بر�هين مختلفة للم�شاألة نف�شها. يقوم �لريا�شيون باإيجاد 
�لبر�هين من خلال �لعمل بجد و�جتهاد. �إن �ل�شلابة و�لمرونة ميزتان؛ فعلينا تجريب �لتقنيات �لتي يمكن تخيلها 

جميعها لحل م�شاألة معينة. ف�شلًا عن �أن ممار�شة حلّ �لم�شائل تزيد �لفهم، وتُ�شرع عملية �إيجاد �لبر�هين.
�لخطوة �لاأخيرة هي �إعطاء تف�شير و�شرح تام بحذر للحل، وكتابة �لاإثبات يمكن �أن تُظهر �لدقة �لمختفية 
�أو �لحالات �لتي تم تمحي�شها. كما �أنها يمكن �أن ت�شرح وتو�شح �أفكارً� يمكن �أن تكون غير ذ�ت �شلة. �إ�شافة 
�إلى �أن �إنتاج حل مكتوب كتابة جيدة يجب �أن ي�شتمل على مر�جعات مكررة. ومن �لمفيد كتابة �لحل م�شبقًا، 
وو�شعه جانبًا، وقر�ءته ثانية قبل ت�شليمه؛ وذلك لروؤية ما �إذ� كان هذ� �لحل ما ز�ل تامًا ومقنعًا و�شاملًا؛ لاأن 
عملية كتابة �لحل ت�شاعد على تطوير مهار�ت مفيدة كالقدرة على �لتعبير عما في �لنف�ص ب�شورة مخت�شرة 

وو��شحة ودقيقة.
)Supplemental Specific Hints( مساعدات محددة إضافية

14.1.1. ي�شاعد �لتناق�ص غالبًا على �لا�شتنتاجات غير �لموجودة. �فتر�ص �أن مثل هذ� �لتفكيك موجود، فما 
�لا�شتنتاجات �لتي ت�شتنتجها حول �للوح؟

25.1.1. ��شتنتاج �آخر غير موجود. �فتر�ص وجود حلقة �شباعية، و��شتخدم خو��ص بيان بيتر�شون لتح�شل على تناق�ص.
26.1.1. خذ في �لح�شبان �شلعًا في G )يمكن �أن تبد�أ بر�أ�ص(.

.G 27.1.1. �بد�أ بر�أ�ص في
29.1.1. خذ في �لح�شبان مجموعة �لمعارف �ل�شخ�شية �أو �للامعارف )�أيهما �أكبر( ل�شخ�ص معين.

32.1.1. �هتم بنوعية حجم كل مجموعة من مجموعتي �لتجزئة.
34.1.1. بما �أنه يجب �أن تكون �لبيانات �لجزئية �لثلاث مت�شاكلة زوجًا زوجًا، فاإن هذ� ي�شاعد على �ختيار 

ر�شم للبيان يكون له تماثل ثلاثي �لطية.
37.3.1. قارن �لم�شاهمات من �أطر�ف �لم�شار�ت بالم�شاهمات من �لروؤو�ص �لد�خلية.

38.3.1. �ح�شل على تفكيك من تجزئة ثنائية، و�ح�شل بالمقابل على تجزئة ثنائية من تفكيك.
15.2.1. ماذ� يحدث عندما يتكرر ر�أ�ص؟

17.2.1. ��شتخدم خا�شية �لتعدي لعلاقة �لربط.
18.2.1. �ر�شم G لبع�ص قيم n �ل�شغيرة من �أجل معرفة ماذ� �شيكون �لجو�ب، ثم برهن ذلك.

 bو  a �لعددين  �لاأعظم بين  �لم�شترك  �لقا�شم  يكون  �لاآتية: عندما  ��شتخدم �لحقيقة  �لاأعلى؛  للحد   .19.2.1
.pa + qb = 1 بحيث �إن ،qو p ي�شاوي 1، فاإن هذ� يوجد �أعد�دً� �شحيحة

26.2.1. �لتو�شيف �لمميز للبيانات �لثنائية �لفرع يجعل هذ� �شهلًا.
28.2.1. �لم�شاألة لا تح�شر �لانتباه �إلى �لبيانات �لجزئية �لم�شتحدثة.

38.2.1. ��شتخدم �لا�شتقر�ء و�لتمهيدية 25.2.1.
40.2.1. �إذ� كان كل من P و Q منف�شلين، فخذ في �لح�شبان م�شارً� �أق�شر من V(P) �إلى V(Q)، و�ح�شل على تناق�ص.

12.3.1. ربما ي�شاعد على ذلك بناء مثال في �لحالة k=1، ثم عمّم ذلك.

HE_Graph_Appendexes A,B,C,D_6th_Draft_01.indd   508 2/24/2014   3:04:31 PM



509 الملحقات

15.3.1. للفرع )b(؛ �فتر��ص �لمتممات.
18.3.1. على فر�ص �أن e �شلع – قطع، و H مركبة من مركبات G - e، �ح�شب عدد �أ�شلاع H من خلال وجهة 

نظر كل مجموعة من مجموعتي �لتجزئة. و�شتح�شل على تناق�ص بو�شع م�شاو�ة بين هذه �ل�شيغ.
19.3.1. للفرع �لثاني؛ �جعل �لبيانات �لمن�شودة ترتبط ببيانات منتظمة من �لدرجة 3.

 )a( ؛ �إن �لفرع)b( ؟ للفرعV (C) ماذ� يحدث �إذ� وجد لر�أ�ص خارجي ثلاثة جير�ن في ،)a( 22.3.1. في فرع
� و�حدً� على عدد �لاأ�شلاع بين V (C)، و V (G) – V (C)، ف�شلًا عن �أن �لفر�ص على �لدرجة  يعطينا حدًّ

� �آخر. �ل�شغرى يعطينا حدًّ
.Q'k فرديًّا، فجد حلقة فردية في k زوجيًّا، جد ت�شاكلًا. ولكن عندما يكون k 28.3.1. عندما يكون

31.3.1. للفرع )a(، �فتر�ص مثال 18.3.1.
.x و�أزو�ج جير�ن ،x ؛ جد �رتباطًا و�حدً� لو�حد بين �لعنا�شر غير �لمجاورة لـ)a( 33.3.1. للفرع
.V (y) و V (x) وجد �رتباط و�حد لو�حد بين ،x, y 34.3.1. خذ في �لح�شبان ر�أ�شين متجاورين

43.3.1. للبناء؛ لاحظ �أن �لبيانات �لمنتظمة غير �شالحة؛ لاأننا نحتاج �إلى روؤو�ص درجاتها عالية، وكذلك �إلى 
روؤو�ص �أخرى درجاتها متدنية، �إلا �أن �لروؤو�ص جميعها يجب �أن تكون مجاورة لروؤو�ص درجاتها عالية.

�إن  �أف�شل ما يمكن.  �أن هذ�  n لتبرهن  n، �بنِ مثالًا باأ�شلاع قليلة، و��شتخدم �لا�شتقر�ء على  50.3.1. لكل 
 n3/2 من �لروؤو�ص وعدد �أ�شلاعه �أقل من n شيغة جمع �لدرجات تعطي �أنه يوجد للبيان �لب�شيط �لذي له�

ر�أ�ص درجته ت�شاوي 2 على �لاأكثر.
ف بيانًا لعمل نموذج لاأزو�ج �لاأ�شخا�ص �لذين ما ز�ل باإمكانهم �للعب معًا. ما �ل�شرط �لذي ي�شمح  53.3.1. عرِّ

بلعب �شوط )دور( �إ�شافي؟
G يجب �أن يكون غير متر�بط. ∆. وللفرع )b(؛ برهن �أن  (G) n(G)/2≥ 55.3.1. للفرع )a(، برهن �أولًا �أن 

57.3.1. �حتفظ بالنموذج �لمعد �شلفًا �لموجود في �لملاحظة 25.3.1. حا�شرً� في ذهنك.
تطبيق  قبل  �ل�شرط  يحقق  �لاأ�شغر”  »�ل�شيء  �أن  من  يتحقق  �أن  يجب  للكفاية  ��شتقر�ئي  �إثبات  �أي   .63.3.1

فر�شيات �لا�شتقر�ء.
16.4.1. للفرع )a(؛ �جعل تعريف l حا�شرً� في ذهنك.

23.4.1. بيّن �أنه يمكن تغيير �لتوجيه غير �لمتو�زن لتقليل )ت�شغير( عدم �لتو�زن. 
ثمّ �عمل تبديلًا  ر�أ�شين، بحيث تكون درجة خروج كل منهما فردية،  �أكثر من  �أعط توجيهًا يحوي   .25.4.1

)تغيًر�( منا�شبًا.
.D في بناء حلقة فردية في G و�لحلقة �لفردية �لمرجعية في ،D 29.4.1. ��شتخدم �لتر�بط  بقوة لـ

34.4.1. برهن �أن درجة �لدخول ت�شاوي درجة �لخروج لكل ر�أ�ص في �لبيان �لجزئي F من G �لذي يتكون من 
�أ�شلاع موجهة عك�شيًّا في H. قرب G من H عن طريق �إيجاد حلقة ثلاثية عك�شية ت�شتمل على ر�أ�ص له درجة 

.F خروج عظمى في
37.4.1. ��شتخدم �لا�شتقر�ء �لقوي على رتبة �لدوري.

�إذ� وجد دوري على �لروؤو�ص، وذلك  n من  �أحد �لاتجاهين، برهن وجود مثل هذ� �لدوري على   38.4.1. في 
 .n = 6 من �لروؤو�ص. كن حذرً� عندما n - 2 

2.1.2. في �لفرع )b(، ت�شتمل �لعبارة على �إمكانية �إ�شافة ن�شخ م�شاعفة من �لاأ�شلاع �لموجودة �أ�شلًا )�شابقًا(.
17.1.2. قارن باإثبات A ‗› B, C في �لمبرهنة 4.1.2.

25.1.2. ��شتخدم �لا�شتقر�ء على n، ولخطوة �لا�شتقر�ء؛ �حذف ورقة.
لوجود  و�شروري  كافٍ  �لاأعد�د  قائمة  على  �ل�شرط  �أن  برهن  �لقيا�شي في ذهنك.  بالمحدد  �حتفظ   .27.1.2
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�شجرة درجات روؤو�شها d1, ..., dn. ويجب �إثبات ت�شمينين.
29.1.2. �ح�شب �لاأ�شلاع بطريقتين.

31.1.2. خذ في �ل�شحبان �لمكافئ �لعك�شي.
33.1.2. يجب �إثبات ت�شمينين، كل منهما يتعامل مع بيان متر�بط على n من �لروؤو�ص.

.n 34.1.2. ��شتخدم �لا�شتقر�ء على
�لم�شار�ت  هذه  تكن  لم  �إذ�  نعمل  �أن  يمكن  ماذ�  �لم�شار�ت.  من  منا�شب  لعدد  كاتحاد   G عن  عبر   .40.1.2

متقاطعة زوجًا زوجًا؟
41.1.2. ��شتخدم �شجرة مولدة لاأحد �لمركبات.

.w إلى� u لي�ص بال�شرورة م�شارً� من w إلى� v ومن ،v إلى� u تذكر �أن �تحاد �لم�شارين من ،)a( 47.1.2. في �لفرع
59.1.2. في �لم�شاألة، كلٌّ من n و k مثبت. ويجب �إعطاء �لجو�ب بدلالة هذين �لو�شيطين.
.NG (y) إلى� NG (x) شلعًا منف�شلًا تربط� k باإ�شافة G - x - y من G' 61.1.2. كوّن

5.2.2. لكل حلقة خما�شية؛ خذ في �لح�شبان عدد �لاأ�شلاع �لتي �شت�شتخدم.
.Kn يقع في �لعدد نف�شه من �لاأ�شجار �لمولدةلـ Kn 7.2.2. من �لتماثل، نعلم �أن كل �شلع في

9.2.2. ��شتخدم �شيفرة برفر.
19.2.2. في �ل�شجرة �لتي مجموعة روؤو�شها [n]. �قطع �ل�شلع عند �لر�أ�ص n على �لم�شار من n �إلى 1.

24.2.2. �بنِ �لاأ�شلاع بترتيب متناق�ص بح�شب �لفرق بين طرفي كل �شلع.
29.2.2. �إذ� لم تكن �ل�شجرة جر�رة، فاإنها تحوي �ل�شجرة Y �لموجودة في �لمثال 18.2.2.

33.2.2. �فتر�ص �لروؤو�ص �لتي يمكن �لو�شول �إليها بم�شار من �لجذر.
11.3.2. ماذ� يحدث �إذ� كانت �ل�شجرة �لمولدة ذ�ت �لوزن �لاأ�شغر تحوي �شلعًا وزنه �أكبر من �لوزن �لاأكبر في 

�ل�شجرة �لمولدة �لتي تمثل عنق �لزجاجة؟ 
.T وذلك من بين �لاأ�شلاع غير �لموجودة في ،T′ 13.3.2. �فتر�ص �أثقل �شلع في

�لجزء  بح�شب  مجموعتين  �إلى  �أمثل  �شفرة  في  �لكلمات  مجموعة  جزّئ  قم  �لا�شتقر�ء.  خطوة  في   .31.3.2
)�لقطعة( �لاأول )�لاأولى(.

8.1.3. �فتر�ص �لفرق �لتماثلي لمو�ءمتين كاملتين.
9.1.3. ��شتخدم غطاء روؤو�ص، �أو قارن مو�ءمة عظمى بمو�ءمة �أعظمية م�شتخدمًا �لفرق �لتماثلي.

.k 16.1.3. ��شتخدم �لا�شتقر�ء على
24.1.3. حول هذ� �إلى م�شاألة بيانات. 

25.1.3. جد م�شفوفة تباديل منا�شبة، وعدّل ما تبقى بمعامل ثابت لتطبيق فر�شيات �لا�شتقر�ء. 
 .)b( للفرع n و�لا�شتقر�ء على ،)a( 26.1.3. ��شتخدم �لنتيجة 13.1.3 للفرع

مو�ءمة  (G) توجدلـ  لا  عندما  �لروؤو�ص  غطاء  م�شاألة  عن  و�إيجرفاري  كونج  نظرية  تقول  ماذ�   .29.1.3 
. k من �لحجم 

30.1.3. يتطلب هذ� �إيجاد حد ومثال يحقق هذ� �لحد. 
39.1.3. �إعتبر �لاأ�شلاع �لتي تربط مجموعة م�شتقلة عظمى بمتممتها.

x حتى في  a ترف�ص  �أن  �أول حدوث لمثل هذ� �لرف�ص في خو�رزمية م�شاريع �لزو�ج هي  �أن  11.2.3. �فتر�ص 
�لحالة �لتي تمثل فيها xa زوجًا في مو�ءمة م�شتقرة M. �إذ� رف�شت x a من �أجل y، فلاحظ �أن y يز�وج مع 

�مر�أة b في M ماذ� يمكن �أن ن�شتنتج حول ما يف�شله هوؤلاء �لاأ�شخا�ص؟ 
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2.3.3. لا يعدّ غطاء �لروؤو�ص قويًّا ب�شورة كافية لاإثبات �أمثلية �لمو�ءمة.
7.3.3. هذ� �شهل عندما يكون k زوجيًّا، �أما �إذ� كان فرديًّا، فقم ببناء مثال للحالة k = 3 وعمم ذلك. 

11.3.3. ��شتخدم نظرية توت.
12.3.3. لاإثبات وجود مو�ءمة حجمها ي�شاوي �لوزن لغطاء معمم؛ �جعل T ت�شاوي مجموعة عظمى من �لروؤو�ص 

تكبر كمية |o(G – T) - |T )�لنق�ص(. 
)  . وهناك طريق �آخر لحلّ  )S V G⊆ ) تكون �شغيرة كفاية وذلك لكل  )o G S S− − 14.3.3. �أثبت �أن 
�لم�شاألة، وهو �أن تجعل X مجموعة بها k من �لروؤو�ص تولد �أ�شغر عدد من �لاأ�شلاع، وبعد ذلك تبرهن وجود مو�ءمة 

. X إلى� X من
16.3.3. عمّم �لتعليل �لموجود في �لنتيجة 8.3.3 .

. G - x - y فحقق �شرط توت لـ ، y. x 17.3.3. �إذ� �أعطيت ر�أ�شين متجاورين
 G - S وعدد منا�شب من �لمركبات �لفردية في (Tutte set) S 18.3.3. فكر في حجم منا�شب لمجموعة توتية

19.3.3. ��شتخدم �لنتيجة 8.3.3 للح�شول على عامل �أحادي. جمّع ن�شخًا من P4 عن طريق �لاأخذ في �لح�شبان 
تدويرً� من�شجمًا للحلقات في �لعامل �لثنائي �لمتبقي .

5.1.4. برهن �أن 'G متر�بط، ولا يوجد له ر�أ�ص قطع. يوجد كذلك �إثبات ق�شير با�شتخد�م �لم�شار�ت �لمنف�شلة د�خليًّا 
10.1.4. �لمبرهنة 11.1.4 و�لنتيجة 5.3.1. تعطي �إثباتا ق�شيًر�. 

14.1.4. برهن �لمكافئ �لعك�شي .
ا . 17.1.4. برهن �أولًا �أنه �إذ� كان 3=|[S,S]|، فاإن حجم كل من S و S يكون فرديًّ

له  للبيان �لجزئي �لم�شتحدث من �لجانب �لاأ�شغر ل�شلع قطع و�لذي  �أنه يوجد  �لاأول؛ برهن  18.1.4. للفرع 
�شلعان على �لاأكثر، �لعديد من �لاأ�شلاع لتفادي وجود مثلث .

23.1.4. حقق �شرط توت. تذكر �أن �ل�شرط �لممنوع هو عدم وجود �لنجوم �لكبيرة بو�شفها بيانات م�شتحدثة، 
ولي�ص �لنجوم �لكبيرة فقط. 

26.1.4. يمكن �إثبات �ل�شرورة من خلال تتبع �لحلقات حلقة حلقة. وللكفاية، عرف بيانًا م�شاعدً� روؤو�شه هي 
. G - F برهن �أن هذ� �لبيان ثنائيّ �لفرع من �أجل �لح�شول على �لتجزئة �لمن�شودة لمركبات ،G - F مركبات
27.1.4. تذكر �أن �شلع �لقطع يكون ر�بطة �إذ� وفقط �إذ� كانت روؤو�ص كل جانب من جانبي �لقطع تحدث بيانًا 

جزئيًّا متر�بطًا. 
6.2.4. ��شتخدم �لتفكيك للمقاب�ص .

�إلى �لا�شتنتاج. و�لنقاط �لم�شتركة  2.2.4 بالاإ�شافة  �لن�شخةَ �ل�شلعية للمبرهنة  14.2.4. مبدئيًّا، ي�شكل هذ� 
تحدث بالترتيب نف�شه على �لم�شارين .

21.2.4. ماذ� نعرف عن �لبيانات �لمتر�بطة �لتي لها ر�أ�شان على �لاأكثر، درجة كل منهما فردية؟ 
مْ بيان H، بحيث يو�شل تطبيق نظرية منجر على H �إلى �لنتيجة �لتي  مِّ 23.2.4. من بيان ثنائي �لفرع G، �شَ

. G نحتاج �إليها على
28.2.4. ��شتخدم تمهيدية �لتو�شع �لتمديد ومبرهنة منجر. 

13.3.4. �شمّم �شبكة بحيث يوجد تحديد )تعيين( للم�شاركين في مجموعات )زمر( �إذ� وفقط �إذ� كانت قيمة 
. ��شتخدم نظرية فورد وفولكر�شون للتعبير عن مثل هذ� �لتدفق بدلالة �لقطوع  im∑ تدفق �ل�شبكة ت�شاوي
)جمع قطع(. برهن �أن �ل�شرط �لمعطى على �لمعطيات يكافئ �ل�شرط �لموجود على �لقطوع من �لمنبع )�لم�شدر( 

�إلى �لم�شب )�لبالوعة(. 
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20.1.5. �إحدى �لطرق هي �أن تبرهن �لمكافئ �لعك�شي، �إ�شافة �إلى طريقة �أخرى هي من خلال حذف حلقة فردية.
22.1.5. نحتاج �إلى ترتيب بحيث �إنه عندما تتم مقابلة )مو�جهة �أو و�شول( �أي ر�أ�ص، فاإنه يوجد لذلك �لر�أ�ص 

جار�ن على �لاأكثر من بين �لروؤو�ص �لتي ت�شبقه في �لترتيب .
23.1.5. ت�شتمل �لحدود �لدنيا على �لح�شاب و )�أو( مبد�أ طو�قي �لحمام. �إن �لجزء �لمثير )�لممتع( هو �أن 

. n لا تق�شم k + 1 لونًا، بحيث �إن k + 2 نعطي بناءً لاإثبات �أن �لبيان قابل للتلوين بـ

26.1.5. )كذلك �لم�شاألة �لتالية( �ح�شل على ع�شية وتلوين فعلي من �لحجم نف�شه .
ا بـ r من �لاألو�ن للبيان Gn، فاأنتج ح�شدً� من �لمجموعات �لجزئية �لمختلفة من  30.1.5. �إذ� �أعطيت تلوينًا فعليًّ

ح كيف ت�شتخدم مثل هذ� �لح�شد لاإنتاج تلوين فعلي.  �لاألو�ن. ترتبط كل مجموعة بعن�شر من n وبالعك�ص، و�شّ
31.1.5. من تلوين فعلي بـ m من �لاألو�ن، �بنِ مجموعة من �لحجم نف�شه من مجموعة م�شتقلة كبيرة بما فيه 

ا بـ m من �لاألو�ن . �لكفاية، و�بنِ تلوينًا فعليًّ
32.1.5. كما في �لمبرهنة 23.2.1، يمكنك �أن ت�شتخدم �لا�شتقر�ء لت�شفير �لاألو�ن كثنائيات من عديد -k، وطبق 

مبد�أ طو�قي �لحمام .
. e(G) من خلال ��شتخد�م حدود عليا ودنيا على m بدلالة k 39.1.5. �ح�شل على متباينة تربيعية لـ

ا بين  41.1.5. با�شتخد�م فر�شيات �لا�شتقر�ء، لا ينتهك بيان جديد �لحد �إلا �إذ� حذفنا ر�أ�شًا، ووجدنا تناق�شً
�لعدد �للوني لكل من �لبيان ومتممته. هل يمكن حدوث ذلك في �لحالة �لتي يكون فيها مجموع �لاأعد�د �للونية 

ي�شاوي �لقيمة �لعظمى �شلفًا؟ 
�لمبرهنة  في  �لموجود  �لتوجيه  ��شتخدم  �لاأدنى؛  وللحد   .)a( �لفرع  من  �لاأعلى  �لحد  على  �ح�شل   .44.1.5

21.1.5 نف�شه.
ا بـ  k + 1 من �لاألو�ن له قيم محددة �شلفًا  ا بـ k من �لاألو�ن، بحيث ي�شبح تلوينًا فعليًّ 51.1.5. عدّل تلوينًا فعليًّ

. P على روؤو�ص
2.2.5. �فتر�ص �لمتممة .

9.2.5. بما �أن 'G متر�بط، �إذن يكفي �أن نفتر�ص حذف �لاأ�شلاع من ′G، �نظر ملاحظة 12.2.5 .
15.2.5. ��شتخدم �لجو�ر�ت �لكبيرة بو�شفها �شفوفًا لونية، في حين يبقى هناك روؤو�ص ذ�ت درجات عالية، 

ثم طبقّ نظرية بروك .
17.2.5. للفرع )b(، �فتر�ص �لمتممة .

دِ )�ح�شب( �لتغيير�ت في عدد �لاأ�شلاع . + Kn-a لتح�شل على Tn,r، وعَدِّ aK ل 19.2.5. عدِّ
21.2.5. �إن �إثبات �لمبرهنة 9.2.5 يحول �لبيان �لذي لي�ص له ع�شبة من �لدرجة r + 1 �إلى بيان متعدد �لفروع 
من �لدرجة r له عدد �لاأ�شلاع نف�شه على �لاأقل. يزد�د عدد �لاأ�شلاع باإحكام، �إلا �إذ� تحققت �لم�شاو�ة في كل 

خطوة من خطو�ت �لح�شاب. ماذ� نحتاج لتحقيق �لم�شاو�ة؟ 
27.2.5. للحد �لاأعلى، �إن حذف �أ�شلاع حلقة من مثال ناق�ص يترك غابة، وهذ� يح�شر �لخ�شر ويحدده. �إن 

، وهذ� يتناق�ص مع تمرين 26.2.5 . 8n ≤ δ يتطلب �أن يكون  ( ) 3G ≥ �لاختز�ل للحالة 
 .C و�فتر�ص حلقة �أق�شر ،δ ( ) 3G ≥ 28.2.5. للحد �لاأعلى، �ختزل للحالة 

.C يترك غابة، و�أور�قها تمتلك ثلاثة جير�ن على �لاأقل على V (C) إن حذف�
 )a( إذ� كان �لفرق في �لحجم بين �أكبر و�أ�شغر �شف لوني �أكثر من 1، فا�شتخدم �لفرع� ،)b( 29.2.5. للفرع

لتغيير �لتلوين بالطريقة �لمنا�شبة. 
32.2.5. ي�شتخدم �لفرع )a( خو��ص �لبيانات �لحرجة من �لدرجة k لـ G وH وفي �لفرع )c(، يمكن �إعطاء 

 .)a( أمثلة �شريحة من �لرتبة 4،6، و8، ثمّ تطبيق فرع�
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40.2.5. لح�شاب �لعدد �للوني؛ �فتر�ص مجموعات م�شتقلة. ولمنع تق�شيمات �لبيانات �لتامة �فتر�ص قطوع روؤو�ص. �إن �أي 
. k - 1 م�شارً� منف�شلًا د�خليًّا زوجًا زوجًا تربط بين ر�أ�شين من روؤو�شه �لتي درجتها k - 1 يجب �أن يحوي Kk تق�شيم لـ

. V(G) في خطوة �لا�شتقر�ء، �أهمل مجموعة جزئية منا�شبة من k 43.2.5. ��شتخدم �لا�شتقر�ء على
.k ثم ��شتخدم �لا�شتقر�ء على ،δ (G) ≤ k - 1 44.2.5. �ختزل للحالة

3.3.5. �إذ� كانت χ(G; k) = k4 – 4k3+ 3k2، فكم ر�أ�شًا و�شلعًا يوجد للبيان G؟ 
4.3.5. للفرع )a(؛ ��شتخدم �لتكر�ر �للوني �أو نظرية 10.3.5.

. ( )1
( )

=∑n
i ri

P G k( )1
( )

=∑n
i ri

P G k
( )1

( )
=∑n

i ri
P G k 6.3.5. ف�شر )علل( كيف تظهر �لم�شاهمات في معاملات kn(G)-1 عند ح�شاب 

12.3.5. ��شتخدم �لتكر�ر �للوني للفرع )a(. وللفرع )b(، �رجع �إلى �لتمرين 40.3.1 �لمتعلق باأكبر عدد من 
. r من �لروؤو�ص وعدد مركباته n لاأ�شلاع في بيان على�

�لتعبير عن كثيرة  �إن  و�حدة.  �إجر�ء عملية ح�شابية  �إلى  يحتاج   )b( لفرع� �أن   )a( لفرع� ي�شمن   .18.3.5
�لحدود �للونية بو�شفها حا�شل جمع كثيرتي حدود لونيتين ي�شتمل على �إ�شافة �شلع كما في �لمثال 9.3.5 .

23.3.5. ��شتخدم ترتيب حذف مب�شطي .
26.3.5. للفرع )a(��شتخدم ترتيب حذف مب�شطي، يمكن �أن يكون �لر�أ�ص �لمب�شطي موجودً� في  G ∩ H�أو لا 

يكون. وللفرع )b(، لاحظ �أن N(x) ربما ي�شاوي V(G) –x �أو لا ي�شاويه. 
.G 28.3.5. �بنِ ترتيب حذف مب�شطي لـ G، وتوجيهًا متعديًا لـ 

نوع  فما  وجه،  من  �أكثر  �لم�شتوى  بيان  يحوي  وعندما  و�حدً�؟  وجهًا  �لتي تحوي  �لم�شتوى  بيانات  ما   .20.1.6
�لاأ�شلاع �لتي يمكن �أن نحذفها لتقليل عدد �لاأوجه؟ 
24.1.6. في خطوة �لا�شتقر�ء، �حذف �شلعًا لحلقة.

25.1.6. ��شتخدم �شيغة �أويلر..
28.1.6. يمكن �إثبات هذ� بتطبيق �شيغة �أويلر لبيان �شوي منا�شب، �إ�شافة �إلى �أنه يمكن ��شتخد�م �لا�شتقر�ء في �إثبات 

�لمطلوب. 
30.1.6. قلِّد �إثبات �لمبرهنة 23.1.6.

6.2.6. من �أجل تطبيق �لادعاء وفر�شيات �لا�شتقر�ء؛ جد ر�أ�شًا منا�شبًا لحذفه من بيان �أكبر. 
ا �إذ� وفقط �إذ� كان  7.2.6. �إذ� �أعطيت �لبيان G من �أجل �ختباره، فابنِ �لبيان H بحيث يكون G �شويًّا خارجيًّ

.H شويًّا، ومن ثم يمكن تطبيق نظرية كور�تو�شكي على� H
8.2.6. نحتاج �إلى �لاأخذ في �لح�شبان عدة حالات تتعلق بكيفية ترتيب �أي تق�شيم لـ K5 في �لبيان .

9.2.6. �لبناء، �بد�أ بـ n = 5. �شغّر �لحد �لاأعلى لافتر��ص �لبيانات �ل�شوية �لتي لها 2n �شلعًا، و�لتي درجتها 
. K3.3 ل�شغرى ت�شاوي 3 على �لاأقل وتحوي مثلثًا. وفي كل حالة، �ح�شل على حلقات منف�شلة، �أو تق�شيم لـ�

11.2.6. �فتر�ص �أن 'H بيان جزئي قابل للانقبا�ص �إلى H. خذ في �لح�شبان �لبيانات �لجزئية من 'H �لتي 
.H تتقل�ص )تنقب�ص( لروؤو�ص

5.3.6. ��شتخدم نظرية �لاألو�ن �لاأربعة. 
9.3.6. عندما يكون طول C=4، فاإن ��شتبد�ل �لد�خل )�أو �لخارج( ب�شلع و�حد بين روؤو�ص مت�شادة في C ي�شمح 
 C لتي ت�شتخدم �ألو�نًا مختلفة على ر�أ�شين مت�شادين من روؤو�ص� –C للفرد بالح�شول على تلوين باأربعة �ألو�ن لفلقة
12.3.6. للبناء؛ ��شتخدم مجموعات من ثلاثة روؤو�ص لبناء “خلو�ت” بحيث لا يوجد �أي حار�ص يرى �أكثر من خلوة و�حدة. 

.C5 V K6 19.2.6. �أثبت �أن �تحاد هذين �لبيانين هو
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20.3.6. برهن �أن �لحد �لاأدنى �لناتج عن ق�شية 10.3.6 ي�شاوي r/2 على �لاأقل عندما s>(r-2)2/2 ويعطينا 
ا.  تفكيكًا �إلى r/2 بيانيًّا جزئيًّا �شويًّ

25.3.6. خذ في �لح�شبان �ل�شرب �لكارتيزي للحلقات. 
. Km+1,n في �أي ر�شم لـ Km,n 27.3.6. �فتر�ص �لن�شخ من

38.3.6. )كذلك �لم�شاألة �لتالية(. خذ في �لح�شبان ما يحدث عندما يتحرك ر�أ�ص عبر �شلع وللفرع �لثاني؛ 
�فتر�ص ر�شمًا ي�شهل فيه عدّ �لتقاطعات .

11.1.7. لل�شرورة في فرع )b(؛ برهن �أن معدل درجة �لروؤو�ص يجب �أن يكون 2 .
 1S + عدد مركبات G - S ي�شاوي   ( )S V G⊆ 16.1.7. �جعل G = L(H)، ��شتخدم H لتبرهن �أن 

على �لاأقل.
. L (G) من طمر لـ G 17.1.7. ��شتخل�ص طمرً� لـ

20.1.7. �فتر�ص تعريف 20.4.1 .
24.1.7. ربما تكون معالجة �لحالة H = K2 �أولًا مفيدة على �لرغم من عدم حاجتنا �إلى �إثبات هذه �لحالة 

منف�شلة عن �لحالة �لعامة.
26.1.7. كل �شلع يقع على ر�أ�ص قطع يجب �أن يظهر في �أحد �لاألو�ن.

33.1.7. برهن �أننا ن�شتطيع عمل تح�شين عندما يظهر لون بكثرة، وعندما يكون �للون �لثاني غير كافٍ .
17.2.7. �ختزل �لم�شاألة للحالة �لتي يكون فيها �لبيانان �لهاملتونيان حلقتين. 
23.2.7. لكل k، حدد �أكبر حجم لـ S بحيث يوجد لـ G - S، k من �لمركبات .

G بدلالة درجة G فقط، ثمّ بين �أن G تحقق �شرط كفتال  29.2.7. �كتب �ل�شرط �لم�شتمل على درجات G، و 
للم�شار�ت �لمولدة. 

31.2.7. ��شتخدم نظرية كفتال و�إيردوز. 
32.2.7. كن حذرً� حول كيفية تعديل �لتحويل للدرجات، �شياغة �ل�شرط �شحيحة. )نظرية 19.2.7( .

3.3.7. �لبيان �لثنوي منتظم من �لدرجة 3 .
4.3.7. �فتر�ص �لاأوجه �لد�خلية و�لخارجية لحلقة مولدة كلّ على حدة .

5.3.7. �نقل هذه �لم�شاألة �إلى عبارة بُرهنت �شابقًا .
17.3.7. �ختزل هذ� لدر��شة �لبيان �لذي حُلِّلَ في �لمثال 6.3.7. 

ل �لبيان للح�شول على �لحالة �لتي تنطبق فيها نظرية جرينبرج . 18.3.7. عدِّ
21.3.7. �إذ� �أعطيت ثلاثة �ألو�ن على {xi-1xi, yi-1yi, zi-1zi}، فخذ في �لح�شبان �إمكانية �لاألو�ن �لثلاثة على           

.{xixi+1, yiyi+1, zizi+1}
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)Appendix D( ملحق

  )Glossary of Terms( مسرد المصطلحات
بع�ص  على  تحتوي  هذه  �لم�شطلحات  قائمة  فاإن  �لكتاب،  هذ�  في  �لمختلفة  �لم�شطلحات  �إلى  بالاإ�شافة 
لهذه  �لاإ�شافية  در��شاته  في  يو�جهها  �أن  للقارئ  يمكن  و�لتي  �لمطروحة،  بالمو��شيع  �لمتعلقة  �لم�شطلحات 

�لمو��شيع. وي�شمل هذ� بع�ص �لم�شطلحات �لبديلة �لتي ي�شتخدمها موؤلفون �آخرون.
تمثل �لمفرد�ت �شرحًا غير ر�شمي للتعريف. وت�شير �لاأرقام �لم�شتخدمة د�خل �لاأقو��ص �إلى رقم �ل�شفحة 
 ”G“لتي ورد بها �لتعريف �لكامل، �أو �ل�شفحة �لتي ��شتخدم فيها �لم�شطلح للمرة �لاأولى. عندما ت�شتخدم�
 e أو� v فت�شير �إلى بيان موجه، في حين ت�شير ،”D“ دون تحديد، فاإنها ت�شير �إلى بيان، �أو ربّما بيان موجّه، �أما

�إلى ر�أ�ص �أو �شلع، �إ�شافة �إلى n �لتي ت�شير �إلى عدد �لروؤو�ص.
   r(X)=f(X ∪ f ∪ e) :تت�شمن �أن  (X ∪ e) = r(X ∪ f) r(X) = r   :[351] )خا�شية �لامت�شا�ص )�لماترويد�ت

لا حلقي [67] : خالٍ من �لحلقات.
توجيه لا حلقي [203،208] : توجيه دون حلقات.

.j إلى �لر�أ�ص� i ت�شاوي عدد �لاأ�شلاع من �لر�أ�ص ai,j [6] : �لمدخلة A م�شفوفة �لتجاور
علاقة �لتجاور: مجموعة من �لاأزو�ج �لمرتبة �أو غير �لمرتبة �لتي ت�شكل �أ�شلاعًا في بيان �أو في بيان موجه.

.v مجموعة �لروؤو�ص �لمجاورة لـ :N(v) مجموعة تجاور
متجاورة [2] : �لروؤو�ص �لتي هي نقاط طرفية ل�شلع. وت�شتخدم �أحيانًا لو�شف �أ�شلاع لها نقاط طرفية م�شتركة. 

يقترن: يكون مجاورً� لـ 
قرين: م�شفوفة مر�فقات �لمعاملات.

في �أغلب �لاأحيان [430] : لها �حتمالية مقاربة 1.
ا. م�شار متناوب -M: م�شار يتناوب بين �أ�شلاع في M و�أ�شلاع لي�شت في M �أي�شً

�ل�شلف [100]: في �شجرة مجذرة، ر�أ�ص على �لم�شار �إلى �لجذر.
م�شاد �شل�شلة: عائلة من �لمفرد�ت غير �لقابلة للمقارنة زوجًا زوجًا )تحت علاقة ترتيب(.

م�شاد ع�شبة: مجموعة م�شتقرة.
م�شاد فجوة: بيان جزئي م�شتحدث ي�شكل متممة حلقة.

خو�رزمية �لتقريب [496]: خو�رزمية كثيرة �لحدود بالن�شبة �إلى �لزمن، ون�شبة �أد�ئها محدودة.
مخطط تقريب [496]: عائلة من خو�رزميات �لتقريب لها ن�شبة �أد�ء جيدة ب�شور �ختيارية.

�ل�شجر�ني: غابة موجهة فيها �لدرجة �لخارجة لكل ر�أ�ص ت�شاوي 1 على �لاأكثر.
�لت�شجير γ (G) [372]: �أقل عدد من �لغابات يغطي �لاأ�شلاع.

قو�ص: �شلع موجه )زوج مرتب من �لروؤو�ص(.
متر�بط قو�شيًّا من �لدرجة k: مثل متر�بط �شلعيًّا من �لدرجة k للبيانات �لموجهة.

نقطة مف�شلة: ر�أ�ص، حذفه يزيد عدد �لمركبات.
( مجموع �أوز�ن �لاأ�شلاع في مو�ءمة كاملة لبيان ثنائي �لفرع تام، مت�شاوي حجم �لفرعين. ر )�أو كبرِّ م�شاألة �لو�جب )�لفر�ص �لمنزلي( [126]: �شغِّ

�لنجم �لثلاثي [346]: ثلاثة روؤو�ص مختلفة بحيث �إن كل زوج منها مربوط بم�شار يتفادى جو�ر �لثالث. 
لا متماثل: لا يوجد له �أي ت�شاكل ذ�تي مختلف عن �لت�شاكل �لمحايد.

مقارب [431]: له ن�شبة تقترب من 1 .
. I1 ∪ e ∈ I بحيث �إن e ∈ I2 - I1 تت�شمن وجود |I2|>|I1| حيث I1, I2 ∈ I  :[352] )خا�شية �لتو�شيع )�لماترويد�ت

�لم�شار �لمو�شع [109]: للمو�ءمة هو م�شار متذبذب يمكن ��شتخد�مه لزيادة حجمها؛ وللتدفق، يزيد من قيمة �لتدفق.
�لت�شاكل �لذ�تي [14]: تبديلة للروؤو�ص تحافظ على علاقة �لتجاور.

زمرة �لت�شاكل �لذ�تي é: زمرة �لت�شاكلات �لذ�تية تحت عملية تركيب �لت�شاكلات.
 .Σd(v)/ n(G) = 2e(G)/n(G) :معدل �لدرجة

متباينة �أزوما (Azuma):حد على �لاحتمالية في نهاية �لتوزيع.
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�لرجوع بالاأثر )��شترجاع �لاأثر( [156]: �لبحث بعمق �أولًا )�لبحث �لعمودي �أولًا(.
�لبيان �لمتو�زن [434]: هو �لبيان �لكامل، وهو �لبيان �لجزئي �لذي له �أكبر معدل درجة روؤو�ص.

متعدد �لفرع من �لدرجة k �لمتو�زن: تختلف مجموعات �لتجزئة لروؤو�شه بع�شها عن بع�ص من حيث �لحجم بمقد�ر 1 على �لاأكثر )�نظر مت�شاوي �لتجزئة(.
عر�ص �لنطاق: �لاأ�شغر، على ترقيم �لروؤو�ص باأعد�د �شحيحة مختلفة، لاأكبر فرق بين �لعلامات �لد�لة على �لروؤو�ص �لمتجاورة.

مركز �لكتلة [78]: ر�أ�ص ي�شغر مجموع �لم�شافات للروؤو�ص �لاأُخرى.
�أ�شا�ص )ماترويد�ت( [349]: مجموعة م�شتقلة كبرى.

خا�شية تبادل �لاأ�شا�ص )ماترويد�ت( [351]: لكل B1,B2∈B و e∈B1 - B2 يوجد عن�شر f∈B2-B1 بحيث �إن B1 - e+f هي �أ�شا�ص.
بيان بيرج [340] (Berge): بيان لي�ص له فجوة فردية �أو م�شاد فجوة فردية.

�أف�شل ما يمكن: ت�شبح غير �شحيحة عند �إهمال بع�ص �ل�شروط.
�ل�شجرة �لثنائية �لمركز: �ل�شجرة �لتي مركزها �شلع.

ع�شبة ثنائية [9]: بيان ثنائي �لفرع تام.
ثنائي �لتر�بط: متر�بط من �لدرجة 2.

قابل للتمثيل كبيان ثنائي [65،185]: زوج من �لمتتاليات �لتي يمكن تحقيقها كدرجات روؤو�ص لمجموعتي �لتجزئة في بيان ثنائي �لفرع ب�شيط.
.Y , X :[24]: بيان ثنائي �لفرع، مجموعتا تجزئته هما X,Y- لبيان �لثنائي�

م�شفوفة ثنائية )�أو متجه(: �لمدخلات في {0,1} جميعها.
ماترويد ثنائي [357]: يمكن تمثيله على �لحقل �لذي يحوي عن�شرين.

�شجرة ثنائية [101]: �شجرة مجذرة )لها جذر( يوجد فيها طفلان على �لاأكثر لكل ر�أ�ص غير ورقة.
. [n!(n - k)!]/n! من �لعنا�شر وي�شاوي n لعن�شر من مجموعة بها k عدد طرق �ختيار : (n

k) [487] معاملات ذ�ت �لحدين
ثنائي �لفرع [422]: عدد �لبيانات �لجزئية �لثنائية �لفرع �للازمة لتجزئة �لاأ�شلاع.

بيان ثنائي �لفرع [4]: �لبيان �لذي يمكن تغطية روؤو�شه بمجموعتين م�شتقلتين.
عدد ر�مزي لثنائي �لفرع: للبيان لثنائي �لفرع G، هو �أ�شغر عدد n، بحيث �إن �أي تلوين ثنائي لاأ�شلاع Kn,n يجبر G �أن يكون �أحادي �للون.

�لتجزئة �لثنائية [24]: تجزئة لمجموعة �لروؤو�ص �إلى مجموعتين م�شتقلتين.
ما�شة بيركوف (Birkoff) [259]: هيئة مخت�شرة خا�شة لم�شاألة �لاألو�ن �لاأربعة.

قالب [155]: (1( بيان جزئي �أكبر لي�ص له ر�أ�ص قطع )2( بيان لي�ص له ر�أ�ص قطع )3( �شف في تجزئة مجموعة.
بيان قالب �لنقطة �لفا�شلة [156]: بيان ثنائي �لفرع ب�شيط، تكون قو�لبه مجموعات �لتجزئة وروؤو�ص �لف�شل، وعلاقة �لتجاور هي �لاحتو�ء.

.G بيان �لقالب: بيان تقاطع قو�لب
�لبرعم [142]: حلقة فردية تظهر في خو�رزمية �إدموندز لمو�ءمة عامة.

ر�بطة [154]: قاطعة �أ�شلاع �أ�شغريه.
ماترويد �لرو�بط [362]: ثنائي لماترويد حلقة لبيان.

ف�شاء �لرو�بط [452]: �لمتمم �لعمودي لف�شاء �لحلقات، �لتركيبات �لخطية للرو�بط )على حقل يحوي عن�شرين(.
طمر �لكتاب: تفكيك لـ G �إلى بيانات �شوية خارجية بترتيب متناغم للروؤو�ص )كما على �لعمود �لفقري لكتاب(.

باقة: بيان يتاألف من ر�أ�ص و�حد ومجموعة من �لعرى.
ر�أ�ص تفريع )تغ�شين( [249]: ر�أ�ص، درجته ت�شاوي 3 على �لاأقل.

�لتغ�شين )�لتفريع(: بيان موجه، ت�شاوي درجة �لدخول لكل ر�أ�ص  فيه 1 ما عد� ر�أ�شًا و�حدً� درجة دخوله ت�شاوي 0.
.r [404]: تفريع جذره r - تفريع

�لبحث �لاأفقي �أولًا [99]: بحث عن �لروؤو�ص بترتيب بح�شب بعدها عن �لجذر.
�ل�شجرة �لاأفقية �لاأولى: �ل�شجرة �لتي يولدها �لبحث �لاأفقي �أولًا بدءً� من �لجذر.

�لج�شر [304]: �شلع – قطع.
ج�شر – H لـ G: �ل�شظية – H )ي�شتخدم من قبل موؤلفين �آخرين(.

بيان خالٍ من �لج�شور [304]: بيان لي�ص له �أ�شلاع – قطع.
نظرية بروك�ص: χ(G) ≤ ∆(G) وذلك للبيانات �لمتر�بطة، ما عد� �لع�شب و�لحلقات �لفردية.

�ل�شبار [160]: بيان متر�بط، بحيث يظهر كل �شلع من �أ�شلاعه في حلقة و�حدة على �لاأكثر.
.g رتبته �أ�شغر ما يمكن وذلك من بين �لبيانات �لتي ي�شاوي خ�شرها ،k بيان منتظم من �لدرجة :– (k,g) [49] قف�ص من نوع

�ل�شعة [176،178]: حد على �لتدفق )1( من خلال �شلع في �شبكه، )2( عبر قطع.
�أن تحقق  �إذ�   (u1,u2) ↔ (v1,v2) �ل�شكل  على  معطاة  و�أ�شلاعه   V(G1)×V(G2) روؤو�شه  مجموعة  �لذي  �لبيان   :G1□G2 كارتيزي   �شرب 
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.G1  في  u1↔v1 و u2=v2 )2( أو� G2  في u2↔v2  و  u1 = v1 )1( 
�لجر�رة [88]: �شجرة فيها ممر و�حد يحوي �حدى �لنقاط �لطرفية لكل �شلع على �لاأقل.

.[n] شجرة مجموعة روؤو�شها� nn-2 شيغة كيلي [81]: عبارة تن�ص على وجود�
خلية ثنائية [268]: على �ل�شطح هي منطقة متماثلة ب�شورة ��شتمر�رية مع قر�ص، بمعنى �أن كل منحنى مغلق قابل للتقلي�ص �إلى نقطة.

طمر خلية ثنائية [72]: طمر تكون فيه كل منطقة عبارة عن خلية ثنائية.
�لمركز [72]: �لبيان �لجزئي �لذي تحدثه �لروؤو�ص �لتي �ختلافها �لمركزي �أقل ما يمكن.

�ل�شجرة �لمركزية [78]: �شجرة مركزها ر�أ�ص و�حد.
.β م�شار تتذبذب �ألو�نه بين �للونين ∝ و :– ∝, β ل�شل�شلة�

.(eigen values) [453]: كثيرة �لحدود �لمميزة لم�شفوفة �لتجاور للبيان، وجذورها هي �لقيم �لذ�تية ϕ(G;λ) كثيرة �لحدود �لمميزة
�لاأطفال [100]: في �شجرة مجذرة، هي جير�ن �لر�أ�ص �لحالي �لبعيدة عن �لجذر.

م�شاألة �شاعي �لبريد �ل�شيني [408]: م�شاألة �إيجاد �أرخ�ص ممر مغلق يغطي �لاأ�شلاع جميعها في بيان موزون �شلعيًّا.
عدد �لاختيار [408]: قابلية �لاختيار.

قابل للاختيار -χ [408]: للقو�ئم �لتي من �لحجم χ جميعها �لمعينة لروؤو�ص G، يوجد تلوين فعلي يختار لونًا لكل ر�أ�ص من قائمته.
وتر [225]: �شلع يربط بين ر�أ�شين غير متتابعين في م�شار �أو في حلقة. 

بيان وتري [225]: لا توجد فيه حلقات غير وترية.
حلقة لا وترية [225]: حلقة م�شتحدثة طولها 4 على �لاأقل.

م�شار لا حلقي:  م�شار يُ�شكل بيانًا جزئيًّا م�شتحدثًا.
�لدليل �للوني  'χ(G) [275]: �لعدد �للوني للاأ�شلاع.

�لعدد �للوني χ (G) [5،191]: �أقل عدد من �لاألو�ن في تلوين فعلي.
 .{1, …, k} با�شتخد�م �لاألو�ن G ت�شاوي عدد �لتلوينات �لفعلية لـ k [220]: كثيرة حدود، قيمتها عند χ (G;k) كثيرة �لحدود �للونية

�لمعاودة )�لتكر�ر( �للونية: علاقة معاودة )تكر�ر( لكثيرة �لحدود �للونية.
.χ [192]: عدده �للوني ي�شاوي k لوني من �لدرجة

بيان �لد�ئرة [341]: بيان �لتقاطع لاأوتار د�ئرة.
�لد�رة [27،60]: �شف تكافوؤً� لم�شارب مغلقة دون تحديد ر�أ�ص بد�ية )بيان زوجي(، )تنويه– ي�شتخدمها بع�ص �لموؤلفين لتعني حلقة(.

�لبيان �لم�شتدير: بيان يُبنى على د�ئرة بم�شافات مت�شاوية بين روؤو�شه حيث يعتمد �لتجاور فيه على �لم�شافة فقط.
بيان �أقو��ص �لد�ئرة [341]: بيان �لتقاطع لاأقو��ص د�ئرة.

دور�ن )جريان( [187]: تدفق في �شبكة، بحيث �إن مح�شلة �لتدفق ت�شاوي 0 عند كل ر�أ�ص.
�لمحيط [293]: طول �أطول حلقة.

.(Boolean) )لفقرة )�لعبارة( [499]: جمع من �لاأحرف في �شيغة منطقية )بولينية�
 K1,3 لمخلب [12]: �لبيان�

خالٍ من �لمخالب: لي�ص له K1,3 كبيان جزئي م�شتحدث.
ا(. �لع�شبة [4]: مجموعة من �لروؤو�ص �لمتجاورة زوجًا زوجًا )ي�شتخدم من قبل �لعديد من �لموؤلفين ليعني بيانًا تامًّ

. )θ(G)= غطاء �لع�شب [226]: مجموعة من �لع�شب تغطي �لروؤو�ص )�أقل حجم
�لتفكيك لع�شب: تجزئة مجموعة �لاأ�شلاع �إلى بيانات جزئية تامة.

غطاء �لاأ�شلاع بع�شب: مجموعة من �لبيانات �لجزئية �لتامة �لتي تغطي �لاأ�شلاع.
تحديد �لع�شب: عملية تحافظ على �لكمال، وتدمج �لع�شب في بيانين.

.G أكبر رتبة لع�شبة في� :ω(G) عدد �لع�شب
عدد تجزئة �لع�شب: �أقل حجم تفكيك لع�شب.

 G شجرة �لع�شب [327]: تمثيل تقاطع لبيانات وترية. يتاألف من �شجرة م�شيفة، بالاإ�شافة �إلى د�لة تناظر بين روؤو�ص هذه �ل�شجرة و�لع�شب �لاأعظمية لـ�
بحيث تحتوي هذه �لع�شب على ر�أ�ص ت�شكل �شجرة جزئية من �ل�شجرة �لم�شيفة.

.i ينتمي �إلى ع�شبة �أعظمية j ت�شاوي 1 �إذ� كان ر�أ�ص )i,j( م�شفوفة وقوع ر�أ�ص – ع�شبة [328]: م�شفوفة -0,1 فيها �لمدخلة 
�أُذن مغلقة [164]: م�شار بين ر�أ�شين قديمين )ربما مت�شاويين( عبر روؤو�ص جديدة.

�لتفكيك لاآذ�ن مغلقة [116]: بناء بيان من حلقة من خلال �إ�شافة �آذ�ن فعلية.
مجموعة مغلقة )ماترويد�ت( [360]: مجموعة ت�شاوي ما تولده.
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ممر مغلق [20]: ممر يبد�أ بالر�أ�ص نف�شه وينتهي به.
�إغلاق [289،360]: )1( �لبيان C(G) �لذي يح�شل عليه من G باإ�شافة �أ�شلاع )�شلعًا �شلعًا( تربط بين �لروؤو�ص غير �لمتجاورة بحيث ي�شاوي مجموع 

�لدرجات n(G)، (2) �ل�شورة تحت موؤثر �إغلاق.
موؤثر �إغلاق [360]: موؤثر قابل للتمدد، يحافظ على �لرتبة، وجامد.

مر�فق �أ�شا�ص [360]: �أ�شا�ص للماترويد �لثنوي.
مر�فق حلقة [360]: حلقة في �لماترويد �لثنوي.

زوج مر�فق حرج: ر�أ�شان غير متجاورين، بحيث �إن �إ�شافتهما بو�شفها �شلعًا تزيد عدد �لع�شب.
ماترويد مر�فق �لحلقات [362]: �لماترويد �لثنوي لماترويد �لحلقات.

ف�شاء مر�فق �لحلقات: ف�شاء �لرو�بط.
مر�فق بيان [202]: بيان خال من p4 )يكافئ متممة بيان م�شغر(.

�شف لوني [191]: مجموعة �لاأ�شياء �لتي لها �للون نف�شه في تلوين معين.
ا �أ�شغر. حرج �للون )حرج لوني( [192] بيان يتحقق فيه �أن لكل بيان جزئي منه عددً� لونيًّ

لوني من �لدرجة -k [191]: له تلوين فعلي بـ k من �لاألو�ن على �لاأكثر.
تلوين من �لدرجة -k [191،380]: تجزئة لـ k من �لمجموعات.

.P تجزئة للروؤو�ص �إلى مجموعات جزئية تولد بيانات لها �لخا�شية :P تلوين
.A [351]: هي ماترويد، بحيث �إن مجموعاته �لم�شتقلة هي �لمجموعات �لجزئية �لم�شتقلة خطيًّا من �أعمدة �لم�شفوفة M (A) ماترويد �أعمدة

�شفرة خالية من فا�شلة: لا توجد كلمة �شفرة بو�شفها مقدمة )بد�ية( ل�شفرة �أخرى.
نظام م�شترك للتمثيلات �لمختلفة  (CSDR) [171]: �إذ� �أُعطينا عائلتين A و B من �لمجموعات فاإن �لـ CSDR هي مجموعة من �لعنا�شر �لتي ت�شكل 

.B و A لـ SDR
. بيان مقارنة [228]: بيان له توجيه متعدٍّ

.uv∉E(G) إذ� وفقط �إذ� كان� uv ∈ E(G G [3]: بيان، �أو بيان موجه ب�شيط له مجموعة روؤو�ص G نف�شها، معرف من خلال ( �لمتممة 
ت�شغير متممة [344]: قابل للاختز�ل لبيان تافه من خلال تكر�ر �أخذ متممة �لمركبات.

�لبيان �لتام Kn [9]: بيان ب�شيط، كل ر�أ�شين فيه يكونان متجاورين.
�إلى  ينتميان  لا  ر�أ�شين  �أي  فيه  يتجاور   ،k ي�شاوي  روؤو�شه �لجزئية  �لفرع، عدد مجموعات  متعدد  بيان   :[207]  Kn1,…,nk �لتام   k- �لفرع  �لمتعدد  �لبيان 

.)n1,…,nk لمجموعة �لجزئية نف�شها )�أحجام مجموعاته �لجزئية هي�

خلية تامة �لو�شم [388]: منطقة مب�شطية بعلامات د�لة مختلفة على �لزو�يا.
درجة �لتعقيد [404]: �أ�شو�أ حالة لعدد �لعمليات �للازمة، بو�شفها د�لة لحجم �لمدخلات.

�لمركبة [22]: �أكبر بيان جزئي متر�بط.
.S- نظر �لفلقة� :G لـ S- لمركبة�

تركيب G1[G2] [332]: �لبيان �لذي مجموعة روؤو�شه V×V(G2)(G1)، و�لمعرف على �ل�شكل (v1,v2) ↔ (u1,u2) �إذ� وفقط �إذ� كان u1↔ v1 في G1 �أو 
 .G2  في  u2 ↔ v2 و u1=v1  

بيان تعار�ص [252]: بيان، روؤو�شه هي �لج�شور لحلقة، حيث تكون �لج�شور متجاورة )متعار�شة( عندما يكون لها ثلاث نقاط طرفية م�شتركة، �أو �أن يكون لها �أربع 
نقاط طرفية متناوبة على �لحلقة.

�أوتار متعار�شة: وتر�ن، تتناوب نقاطهما �لطرفية على حلقة معينة.
 .(Ferrers diagram) تعطي �إحد�هما حجم �ل�شفوف، �أما �لاأخرى فتعطي حجم �لاأعمدة ل�شكل فيريرز ،n لتجزئات �لمتر�فقة: تحزئتان لـ�

.v و u لكل زوج من �لر�أ�شين v إلى� u متر�بط [6]: يحوي م�شارً� من
متر�بط من �لدرجة k- [149،164]: درجة تر�بطه ت�شاوي k على �لاأقل.

.y إلى� x إذ� وُجِدَ م�شار من� y و x علاقة �لربط )�لو�شل( [21]: علاقة يحققها �لر�أ�شان
�لتر�بطية )درجة �لتر�بط( k(G) [149،164]: �أ�شغر عدد من �لروؤو�ص، بحيث �إذ� حُذِفَت هذه، ي�شبح �لبيان غير متر�بط، �أو ي�شبح عبارة عن ر�أ�ص و�حد 

)�أحيانا ت�شمى درجة “�لتر�بط للروؤو�ص” وكذلك من �أجل �لو�شوح(.
خا�شية �لو�حد�ت �لمتتابعة )لل�شفوف( [176]: توجد تبديلة للاأعمدة بحيث تظهر �لو�حد�ت متتابعة في كل �شف.

قيود �لمحافظة [186]: للتدفق، تعني �أن مح�شلة �لتدفق ت�شاوي 0 عند كل ر�أ�ص.
�لتقريب )�لتدوير( �لمن�شجم �أو �لملائم [84]: تحويل �لمعطيات ومجاميع �ل�شفوف )�لاأعمدة( في م�شفوفة �إلى �أقرب �لاأعد�د �ل�شحيحة �أعلى �أو �أ�شفل، 

بحيث تبقى مجاميع �ل�شفوف )�لاأعمدة( �شحيحة. 
خطو�ت �لبناء: خطو�ت �لتكر�ر )�لمعاودة( لبناء �أع�شاء �شف من �لبيانات من بيان )بيانات( �أ�شا�شية �أ�شغر. 
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.v أو� u يقع على �لاأ�شلاع جميعها �لتي كانت و�قعة �أ�شلًا على w ر�أ�ص uv لانقبا�ص )�لتقلي�ص( [84]: �أن يحل محل �ل�شلع�
�لعك�ص D-1: تح�شل عليه من بيان موجه D من خلال تبديل �لر�أ�ص مع ذيل �شلع.

�لطمر �لمحدب [248]: بيان م�شتوى، فيه كل وجه محدود مجموعة محدبة، �أما �لحدود �لخارجية فهي م�شلع محدب.
.0≤𝜆𝜆≤1 ولكل a,b لكل ،f(𝜆𝜆a + (1-𝜆𝜆)b) ≤ 𝜆𝜆f(a) + (1 - 𝜆𝜆)f(b) د�لة محدبة [443]: تحقق �لمتباينة

�شكل رباعي محدب: لا يقع �أي ر�أ�ص من روؤو�شه د�خل �لمثلث �لذي ت�شكله �لروؤو�ص �لثلاثة �لاأُخرى. 
�لتكلفة [125]: ��شم �لد�لة �لمو�شوعية للعديد من م�شائل �إيجاد �لقيم �ل�شغرى �لموزونة.
مر�فق �شجرة: بالن�شبة �إلى �لبيان، تعني �لاأ�شلاع �لتي لا تنتمي �إلى �شجرة مولدة معطاة.

.F تغطية لمجموعة �أ�شلاع ببيانات جزئية في �لعائلة :F- )غطاء )تغطية
�شلع مربع [122،339]: �شلع، يزيد عدد �لا�شتقلال �إذ� حُذِفَ.

بيان حرج [192]: م�شطلح ي�شتخدم للعديد من خو��ص �لبيانات، حيث ي�شير �إلى �أن حذف ر�أ�ص )�أو �شلع، بح�شب �ل�شياق( يلغي �لخا�شية �لمعطاة.
.k [192]: عادة تعني حرجًا لونيًّا، عدده �للوني k- بيان حرج من �لدرجة

حرج �لتر�بط �لثنائي: �إن حذف �شلع يلغي خا�شية �لتر�بط �لثنائي.
�لتقاطع [234]: في �لر�شم لبيان، فاإن هذ� يعني تقاطعًا د�خليًّا ل�شلعين.

عدد �لتقاطع 𝜐𝜐(G) [262]: �أ�شغر عدد للتقاطعات عند ر�شم G في �لم�شتوى.
.k [36]: �لمكعب ذو �لبعد Qk لمكعب�

بيان تكعيبي [304]: بيان منتظم من �لدرجة 3.
ا في �ل�شبكات(. قطع [S,S] [166]: �لاأ�شلاع من مجموعة جزئية من �لروؤو�ص �إلى متممتها )وخ�شو�شً

�شلع – قطع [23]: �شلع، يزيد عدد �لمركبات �إذ� حُذِف.
مجموعة قطع )ف�شل(: مجموعة فا�شلة من �لروؤو�ص. 
ر�أ�ص قطع [23]: ر�أ�ص، يزيد عدد �لمركبات �إذ� حُذِفَ. 

حلقة [5,55]: بيان ب�شيط، يمكن و�شع روؤو�شه على د�ئرة، وتكون هذه �لروؤو�ص متجاورة �إذ� وفقط �إذ� ظهرت بالتتابع على �لد�ئرة.
)تنويه– ت�شتخدم من قبل بع�ص �لموؤلفين �لاآخرين لتعني بيانًا زوجيًّا(. 

غطاء حلقات مزدوج [312]: قائمة من �لحلقات، بحيث يظهر كل �شلع في مفردتين من مفرد�ت �لقائمة.
حلقة K- [9]: حلقة طولها k، تتاألف من k ر�أ�شًا و k �شلعًا.

.G ماترويد، د�ر�ته هي حلقات :M (G) [350] ماترويد �لحلقات
�لرتبة �لحلقية: يُعد ف�شاء �لحلقات، وي�شاوي عدد �لاأ�شلاع – عدد �لروؤو�ص + عدد �لمركبات. 

ف�شاء �لحلقات [452]: �لف�شاء �ل�شفري لم�شفوفة �لوقوع: ترتبط �لعنا�شر بالبيانات �لجزئية �لزوجية. 
مقد�ر �لتر�بط – �ل�شلعي �لحلقي: عدد �لاأ�شلاع �لتي يجب �أن تحذف من �أجل ف�شل مركبة بحيث تحوي كل مركبة من �لمركبات �لمتبقية حلقة.

متر�بط �شلعي حلقي من �لدرجة k: مقد�ر تر�بطه �ل�شلعي �لحلقي ي�شاوي k على �لاأقل.
بيان دوبروجن [61]: بيان موجه يُ�شفر �لانتقال �لممكن بين عديد -k، وترتيبه -n عند ��شتلام �لاأحرف �لاإ�شافية.

م�شاألة قر�ر )تقرير( [494]: م�شاألة ح�شابية جو�بها نعم �أو لا.
�لتفكيك )�لتحليل( [11]: كتابة بيان G على هيئة �تحاد لبيانات جزئية منف�شلة �شلعيًّا. 

.F تفكيك با�شتخد�م بيانات في �لعائلة :F – [397] تفكيك
.G لـ F- أ�شغر عدد من �لبيانات في تفكيك� :G لـ F– عدد تفكيك

�لدرجة d(v) [6,34]: (1( لر�أ�ص؛ هي عدد مر�ت ظهور هذ� �لر�أ�ص في �لاأ�شلاع )ربما تعد من روؤو�ص هذ� �لبيان(. 
متتالية �لدرجات d1 ≥ … ≥ dn [44]: قائمة بدرجات �لروؤو�ص، تفهر�ص عادة بدليل غير متناق�ص بغ�ص �لنظر عن ترتيب �لروؤو�ص.

مجموعة �لدرجات: مجموعة درجات �لروؤو�ص )تظهر كل درجة مرة و�حدة فقط(.
.Σd(v) = 2e(G) :شيغة مجموع �لدرجات�

طريقة �لحذف [428]: تقوية لتعليل وجود �شيء بطريقة �لاحتمالات.
�لطلب [184]: قيود على �لَم�شابّ في �شبكات �لنقل.

�لكثافة [435]: ن�شبة عدد �لاأ�شلاع �إلى عدد �لروؤو�ص.
�ل�شلع �لتابع [231]: �شلع في توجيه لا حلقي، بحيث ينتج عك�شه حلقة.

�لمجموعة �لتابعة )غير �لم�شتقلة( )ما ترويد�ت( [349]: مجموعة تحوي حلقة )د�رة(.
�لبحث بعمق )�لعمودي( �أولًا [156]: �لبحث با�شترجاع )�لرجوع( �لاأثر من ر�أ�ص، وذلك بدءً� من عند �أحدث ر�أ�ص تام �لو�شول �إليه، ودعمه في 

�لحالة �لتي لا يوجد فيها جير�ن جدد.
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.x في �ل�شجرة ذ�ت �لجذر؛ هي عنا�شر �ل�شجرة �لجزئية �لتي جذرها :x [100] )خلف )�شلالة
عدد ر�مزي �لقطري [385]: عدد ر�مزي لمثال )�شاهد( عندما تكون �لعتبات )�لبد�يات �أو ما ي�شتهل به( )�أعد�د �أو بيانات( مت�شاوية.

�لقطر [70]: �لقيمة �لعظمى للم�شافات d(u,v) بين �لروؤو�ص.
بيان موجه [53]: بيان له توجيه.

خو�رزمية ديجك�شتر� [97]: خو�رزمية لح�شاب �أق�شر �لم�شار�ت من ر�أ�ص و�حد.
نظرية دل ورث [413] (Dilworth): �أكبر عدد للعنا�شر غير �لقابلة زوجًا زوجًا ي�شاوي �أ�شغر عدد من �لمجموعات �لجزئية �لمرتبة كُليًّا و�للازمة لتغطية �لعنا�شر جميعها.

�لمكعب Qk ذو �لبعد K [36]: بيان ب�شيط مجموعة روؤو�شه k{0,1}، حيث تتجاور �لروؤو�ص �إذ� وفقط �إذ� �ختلفت �أ�شماوؤها في �إحد�ثي و�حد بال�شبط.
مخمنة دينتز [410] (Dinitz): كل بيان ثنائي �لفرع يكون قابلًا للتلوين �شلعيًّا بقائمة تحوي (G)∆ لونًا.

�لبيان �لموجه [53]: مجموعة �أ�شلاع، ومجموعة روؤو�ص، وتحديد ر�أ�ص كل �شلع حلقة وذيله،م�شار، م�شرب، ممر – موجه ... �لخ [57]: �لمعنى نف�شه دون 
�إ�شافة �ل�شفة )موجه(. ور�أ�ص كل �شلع هو ذيل �ل�شلع �لذي يليه.

قر�ص: منطقة م�شتوية محاطة بمنحنى مغلق.
غير متر�بط )منف�شل( [6]: بيان له �أكثر من مركبة.

مجموعة فا�شلة [152]: مجموعة �أ�شلاع، �إذ� حُذِفَت، فاإنك �شتح�شل على ر�أ�ص لا ت�شتطيع �لو�شول �إليه من ر�أ�ص �آخر.
�لاتحاد �لمنف�شل G1 + G2 [39]: �تحاد لبيانين منف�شلي مجموعتي �لروؤو�ص.

بيان ف�شل: متممة بيان تقاطع.
.v إلى� u أ�شغر طول لم�شار من� :d(u,v) [70] لم�شافة�

 طمر حافظ للم�شافات [400]: د�لة f:V(G) →V(H) بحيث dH(f(u),f(v)= dG(u,v) �لاثنا ع�شري [243]: بيان �شوي له 20 ر�أ�شًا، و 30 �شلعًا،
و 12 وجهًا، طول كل منها ي�شاوي 5.

.S بحيث �إن لكل ر�أ�ص خارج جارً� في S ⊆ V مجموعة م�شيطرة [116]: مجموعة
عدد �ل�شيطرة [116]: �أ�شغر حجم مجموعة روؤو�ص م�شيطرة.

قفزة مزدوجة )ثنائية( [437]: �لبناء �لمختلف �لمو�شوم لبيان ع�شو�ئي في �لنموذج A لدو�ل �لاحتمالية �لتي لها �ل�شكل c/n حيث
.c > 1 و c < 1، c = 1 

�لنجم �لمزدوج [77]: �شجرة لها ر�أ�شان على �لاأكثر، درجة كل منهما �أكبر من 1.
�لطارة �لمزدوجة )�لثنائية( [266]: �ل�شطح )�لموجه( بمقب�شين.

[280]: K4 - e مثلث مزدوج
ا. �لم�شفوفة �لت�شادفية �لمزدوجة [120]: م�شفوفة مربعة، مجموع مدخلاتها ي�شاوي 1 في كل �شف وفي كل عمود �أي�شً

خا�شية �لتو�شيع �لثنوية )ماترويد�ت( [362]: مجموعات منف�شلة م�شتقلة في �لماترويد و�لثنوي له ويمكن تو�شيعها لاأ�شا�ص ومر�فق �أ�شا�ص متمم.
.G لبيان �لم�شتوى e لمرتبط بال�شلع� G* هو �شلع �لبيان �لثنوي :e* [236] ل�شلع �لثنوي�

�لبيان �لثنوي G* [236]: لبيان �لم�شتوى G، هو �لبيان �لذي فيه ر�أ�ص لكل منطقة في G، حيث تكون فيه �لروؤو�ص متجاورة �إذ� ��شتركت حدود مناطقها في 
G ب�شلع )يمتد لطمور �لخلايا �لثنائية على �أي �شطح(.

.M نظام ور�ثي، �أ�شا�شاته متممات �أ�شا�شات :M [360] )نظام ور�ثي ثنوي )�أو ماترويد
. y ≥ 0 و yA≥c حيث min y

Tb إن �لم�شاألة �لثنوية لهذ� هي� ،x ≥ 0 و Ax ≤ b بحيث max cTx لم�شاألة �لثنوية [113]: للم�شاألة�
فجوة �لثنوية: متباينة �شارمة بين قيم مثلى لزوج من �لبر�مج �ل�شحيحة �لثنوية.

.N(x') = N(x) حيث x' إ�شافة� :x [321] م�شاعفة �لر�أ�ص
مقب�ص )�أُذن( [163]: م�شار، درجة روؤو�شه �لد�خلية 2 )�أو »جديدة«(. 

تفكيك مقب�شي [163]: بناء G من حلقة باإ�شافة مقاب�ص. 
�لاختلاف �لمركزيG(v)  [70] ∋ : �أكبر م�شافة للروؤو�ص �لاأُخرى.

�شلع [2]: )1( في �لبيان، زوج من �لروؤو�ص )E(G) ترمز �إلى مجموعة �لاأ�شلاع(.
)2( في بيان ز�ئدي، مجموعة جزئية من مجموعة �لروؤو�ص.

.k ت�شاوي G بحيث تكون قابلية �ختيار �أ�شلاع k أ�شغر� :χ′i (G) [409] قابلية �ختيار �لاأ�شلاع
قابلية �ختيار �لاأ�شلاع k- [409]: للقو�ئم من �لحجم k �لمحددة لاأ�شلاع G جميعها، يوجد تلوين فعلي لاأ�شلاع G بحيث يختار هذ� �لتلون لونًا لكل �شلع من قائمته.

�لعدد �للوني للاأ�شلاع χ′(G)  [275]: �أ�شغر عدد من �لاألو�ن في تلوين فعلي للاأ�شلاع.
قابل للتلوين �ل�شلعي بـ k من �لاألو�ن [275]: يوجد تلوين فعلي للاأ�شلاع ي�شتخدم على �لاأكثر k لونًا.

تلوين �لاأ�شلاع [274]: تحديد علامات د�لة للاأ�شلاع.
متر�بط �شلعيًّا من �لدرجة Kk[152،164]: مقد�ر تر�بطه �ل�شلعي ي�شاوي K على �لاأقل.
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مقد�ر )درجة( �لتر�بط �ل�شلعي k′(G) [152]: �أ�شغر عدد من �لاأ�شلاع، بحيث يوؤدي حذف هذه �لاأ�شلاع �إلى ف�شل G )يجعل G غير متر�بط(.
غطاء �لاأ�شلاع [114]: مجموعة �أ�شلاع تقع عليها �لروؤو�ص جميعها.

قطع �شلع [152،164] [S, S]: مجموعة �لاأ�شلاع �لتي تربط ر�أ�شًا في S مع ر�أ�ص غير موجود فيه.
قابل لاإعادة �لبناء – �شلعيًّا: �لبيان �لذي يمكن تحديده )باإهمال �لت�شاكل( من خلال معرفة مجموعة  

�لبيانات �لجزئية �لتي تح�شل عليها بحذف �أ�شلاع منفردة.
مخمنة �إعادة بناء �لاأ�شلاع: �لمخمنة �لتي تن�ص على �أن كل بيان له �أربعة �أ�شلاع على �لاأقل يكون قابلًا لاإعادة �لبناء – �شلعيًّا. 

.f إلى� e تبديلة تنقل e,f ∈ E(G) ا [18]: توجد لكل زوج من �لاأ�شلاع متعدٍّ �شلعيًّ
�لقيمة �لذ�تية [453]: لبيان، هي �لقيمة �لذ�تية لم�شفوفة تجاور هذ� �لبيان.

.𝜆𝜆 لثابت AX = 𝜆𝜆X بحيث X' لمتجه� :A [453] لمتجه �لذ�تي لـ�
�نقبا�ص ب�شيط )�أولي( [84]: �نقبا�ص.

حلقة ب�شيطة )�أولية(: حدود منطقة في بيان م�شتوى )تنويه: بع�ص �لموؤلفين �لذي ي�شتخدمون “حلقة” لتعني د�رة، ي�شتخدمون حلقة ب�شيطة )�أولية( لتعني حلقة( 
تق�شم �أولي [162]: ��شتبد�ل �شلع بم�شار من �شلعين يربط بين �لنقاط �لطرفية لل�شلع �لاأ�شلي. )�نظر تق�شيم �لاأ�شلاع( .
�لطمر [234]: د�لة )تطبيق �أو تحويل( من بيان ل�شطح، بحيث لا تتقاطع )�شور( �أ�شلاعه �إلا عند نقاط طرفية م�شتركة.

بيان خالٍ [22]: �لبيان �لذي لا يحوي �أ�شلاعًا.
نقطة طرفية [2]: )1( كل عن�شر من عنا�شر �شلع؛ )2( �أول �أو �آخر ر�أ�ص لم�شار �أو م�شرب �أو ممر.

ر�أ�ص طرفي )نهاية(: ر�أ�ص، درجته ت�شاوي 1.
مت�شاوي �لتجزئة )�لفرع( [207]: له مجموعات تجزئة تختلف في �أحجامها بمقد�ر 1 على �لاأكثر.

تلوين عادل )من�شف(: له �شفوف لونية تختلف �أحجامها بمقد�ر 1 على �لاأكثر.
تكافوؤ [399]: كبيان، �تحاد لبيانات تامة منف�شلة زوجًا زوجًا.

علاقة تكافوؤ [490]: علاقة منعك�شة، متماثلة ومتعدية.
عدد �إيردوز: �لم�شافة عن �إيردوز في بيان �لتعاون للريا�شيين.

.2-2𝛾𝛾 هو 𝛾𝛾 مميز �أويلر: لل�شطح، من جنن�ص
جولة �أويلر: د�رة )حلقة( �أويلرية.

د�رة )حلقة( �أويلرية [26،60]: م�شرب مغلق يحوي كل �شلع.
بيان )بيان موجه( �أويلري [26،60]: بيان، �أو بيان موجه يحوي د�رة )حلقة( �أويلرية.

م�شرب �أويلري [26،60]: م�شرب يحوي كل �شلع.
 .𝛾𝛾 وجهًا على �شطح جن�شه ي�شاوي f من �لاأ�شلاع،  و e من �لروؤو�ص، و n وذلك لطمر ثنائي �لخلية لبيان متر�بط له n - e+f = 2 - 2𝛾𝛾 شيغة �أويلر [241]:  �ل�شيغة�

حلقة زوجية [24]: حلقة، عدد �أ�شلاعها )روؤو�شها( زوجي.
زوج زوجي [348]: زوج من �لروؤو�ص y، x بحيث يكون كل م�شار لا وتري من x �إلى y  زوجي �لطول.

.T بحيث �إن لكل ر�أ�ص عددً� زوجيًّا من �لجير�ن في T مثلث زوجي [280]: مثلث
ر�أ�ص زوجي [26]: ر�أ�ص درجته زوجية.

�لتطور )�لن�شوء(: �لنموذج �لذي يولد بيانات ع�شو�ئية من خلال �إ�شافة �أ�شلاع ع�شو�ئية بالتتابع.
�لممُدد )�لمكبر(- [463] (n,k,c):  ثنائي �لفرع، حجم كل من مجموعتي تجزئته ي�شاوي n ودرجات روؤو�شه ت�شاوي k على �لاأكثر، بحيث يوجد جارٌ على �لاأقل 

.1+c(1 - |s|/n)|S| بها على �لاأكثر ن�شف روؤو�ص �لمجموعة �لجزئية �لاأولى S لكل مجموعة
�لتمدد )�لتو�شع(: في بيان منتظم ثلاثي، يُقْ�شَمُ �شلعان، ويُ�شاف �شلع جديد يربط بين روؤو�ص جديدة. 

.k على درجة �لتر�بط k إلى بيان متر�بط من �لدرجة. يحافظ� k تمهيدية �لتمدد [162]: �إ�شافة ر�أ�ص درجته
.X لكل X⊆ σ (X) لمعرفة على �لمجموعات �لجزئية لمجموعة، تعني �أن تكون� σ خا�شية �لتمدد )�لتو�شع( [358]: للد�لة

.∑ k prob(X = k) لتوقع [427]: لمتغير ع�شو�ئي متقطع هي�
�لمنقطة �لخارجية: �لمنقطة غير �لمحدودة في بيان م�شتوى.

ر�أ�ص خارجي: ر�أ�ص في �لمنطقة غير �لمحدودة.
وجه [235]: منقطة في طمر.

عامل [136]: بيان جزئي مولد.
.d(v) = f(v) بيان جزئي مولد، فيه :f- [140] عامل

.k بيان جزئي مولد منتظم من �لدرجة :k- [140] عامل
قابل للتحليل لـ k من �لعو�مل [276]: له تفكيك )تحليل( �إلى k من �لعو�مل.
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تحليل للعو�مل: �لتعبير عن G بو�شفها �تحادً� لبيانات جزئية مولدة منف�شلة �شلعيًّا.
تحليل �إلى k من �لعو�مل [276]: تحليل �لبيان �إلى k من �لعو�مل.

.U إلى �لروؤو�ص �لمختلفة في� x م�شار�ت منف�شلة د�خليًّا زوجًا زوجًا من :x, U [170] لمروحة�
نظرية فاري [246] (Fa′ry): يوجد للبيان �ل�شوي طمرٌ في �لم�شتوى في �شورة خطوط م�شتقيمة.

مثلث �شمين [275]: بيان ثلاثي �لروؤو�ص، لكل زوج من روؤو�شه عدد مر�ت �لتكر�ر �ل�شلعي نف�شها.
�لتدفق �لملائم [176]: يحقق تدفق في �شبكة قيود �لاأ�شلاع، وت�شاوي مح�شلة �لتدفق عند كل ر�أ�ص د�خلي 0.

�لحل �لملائم [322]: خيار لقيم �لمتغير�ت يحقق �لقيود جميعها في م�شاألة �أمثلية.
بيان فيريرز (Ferrers) �لموجه: بيان موجه )ي�شمح بالعرى( بحيث لا يوجد x,y,z,w )لي�شت مختلفة بال�شرورة( بحيث  x→ y و z → w، لكن z ↛y  و x ↛ w؛ 

يكافئ ذلك، �إن مجموعات كل من �لخلف �أو �ل�شلف ترتب بالاحتو�ء يكافئ ذلك. لا يوجد لم�شفوفة �لتجاور �أي م�شفوفة تباديل جزئية من �لرتبة 2 × 2.
نظرية �لاألو�ن �لخم�شة [257]: �لمبرهنة �لتي تقول: �إن �لبيانات �ل�شوية قابلة للتلوين بخم�شة �ألو�ن.

مُ�شطح )مُب�شط( [266]: مجموعة مغلقة في ماترويد.
�لتدفق [176]: تحديد �أوز�ن لاأ�شلاع في �شبكة.

تدفق k- [307]: تحديد �أوز�ن من {k+1, …, k-1-} لاأ�شلاع موجهة بحيث �إن مح�شلة �لتدفق �لخارج ت�شاوي 0 عند كل ر�أ�ص.
�لزهرة )في خو�رزمية �إدموندز للبر�عم( [142]: تتاألف من �شاق )م�شار متذبذب )متناوب( من ر�أ�ص غير م�شيع( وبرعم )حلقة فردية بمو�ءمة كاملة تقريبًا(.

هاملتوني بال�شرورة: متتالية درجات، بحيث يكون كل بيان ب�شيط درجات روؤو�شه هي هذه �لمتتالية هاملتونيًّا.
غابة [67]: �تحاد منف�شل لاأ�شجار، �أو بيان لا حلقي.

نظرية �لاألو�ن �لاأربعة [260]: �لمبرهنة �لتي تن�ص على �أن كل بيان �شوي يكون قابلًا للتلوين باأربعة �ألو�ن.
�لتوجيه �لاأخوي [345]: توجيه يتجاور فيه ر�أ�شان �إذ� وُجد لهما تابع م�شترك.

�ل�شظية -H لـ G [252]: مركبة لـ G - H بالاإ�شافة �إلى �لاأ�شلاع �لتي ت�شلها مع روؤو�ص ربطها.
خالٍ من H [41]: توجد فيه ن�شخة من H بو�شفها بيانًا جزئيًّا م�شتحدثًا.

ماترويد حر [357]: ماترويد يتحقق فيه ��شتقلال كل مجموعة من عنا�شره.
نظرية �ل�شد�قة [467]: �إذ� وجد لكل �شخ�شين في مجموع معين �شديق م�شترك في �لمجموعة، فاإنه يوجد �شخ�ص يكون �شديقًا لكل �شخ�ص في �لمجموعة.

�لحلقة �لاأ�شا�شية [374]: ل�شجرة مولدة،  هي �لحلقة �لم�شكلة باإ�شافة �شلع �إليها. 
F,E في بيان موجه من خلال جعل �لمجموعات �لم�شتقلة هي �لمجموعات �لم�شبعة من قبل  �لروؤو�ص  E يظهر من مجموعات  قامويد [377]:  ماترويد على 

.F مجموعة من �لم�شار�ت �لمنف�شلة �لتي تبد�أ في
.P لعدد �للوني �لمعمم )�لعام(: �أ�شغر عدد من �ل�شفوف يلزم لتجزئة �لروؤو�ص، بحيث يمتلك كل بيان جزئي م�شتحدث من قبل كل �شف لون �لخا�شية�

.n حيث يتم �لجمع بمقيا�ص {vivi+k} و {uiui+1}, {uivi} و�أ�شلاعه {v1, …, vn} و {u1, …, un} بيان بيتر�شون �لعام )�لمعمم( [316]: �لبيان �لذي روؤو�شه
.i لبع�ص i ملونة باللون Gi من �لاألو�ن يجبر وجود ن�شخة من k بـ Kn بحيث �إن �أي تلوين لاأ�شلاع ،n أ�شغر� :r(G1,…,Gk) [386] عدد ر�مزي �لمعمم

جن�ص 𝛾𝛾 [266]: )1( لل�شطح، عدد �لمقاب�ص بالو�شف �لتوبولوجي لهذ� �ل�شطح، )2( لبيان، �أ�شغر جن�ص ل�شطح يطمر فيه هذ� �لبيان.
�لخط �لجيودي�شي: �أق�شر م�شار بين نقطتيه �لطرفيتين. 

.d(u,v) يكون نقاطًا طرفية لم�شار وحيد طوله v و u لجيودي�شي: له خا�شية �أن كل زوج من �لر�أ�شين�
.G طول �أق�شر حلقة في :G [13] خ�شر

م�شلع -k: في طمر، هو حلقة -k تحد منطقة.
خو�رزمية جيدة [124]: خو�رزمية، زمن ت�شغيلها يتبع كثيرة حدود )معطى بح�شب كثيرة حدود(.

تو�شيف جيد [495]: تو�شيف يمكن �ختباره في زمن يتبع كثيرة حدود )زمن معطى بح�شب كثيرة حدود(.
تلوين جيد: غالبًا، نعني بذلك تلوينًا فعليًّا.

م�شاألة �لقيل و�لقال [406]: تقليل عدد �لمكالمات، بحيث ينقل كل ر�أ�ص �إلى كل ر�أ�ص من �لروؤو�ص �لمتبقية بم�شار متز�يد.
�لعلامات �لد�لة �لجميلة [87]: تحديد )تعيين( �أعد�د �شحيحة للروؤو�ص بحيث �إن 1( هذه �لاأعد�د بين 0 و )G(e ، و )2  يعطي �لفرق بين �لعلامات �لد�لة 

. 1,…,e(G) على �لنقاط �لطرفية للاأ�شلاع �لاأعد�د �ل�شحيحة
بيان جميل [87]:  بيان له علاقات د�لة جميلة.

�شجرة جميلة [87]: �شجرة لها علامات د�لة جميلة.
مخمنة �ل�شجرة �لجميلة [87]: توجد علامات د�لة جميلة لكل �شجرة.

بيان [2]: مجموعتا روؤو�ص و�أ�شلاع، وتعيين مجموعة تحوي عن�شرين على �لاأكثر بو�شفها نقاطًا طرفية للاأ�شلاع.
 .E(G) ماترويد، مجموعاته �لم�شتقلة هي �لمجموعات �لجزئية �للاحلقية من :M(G) [350] ماترويد بياني

متتالية بيانية [44]: قائمة باأعد�د �شحيحة يمكن تحقيقها بو�شفها متتالية درجات لبيان ب�شيط.
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�لخو�رزمية �لج�شعة [95،354]: خو�رزمية �شريعة لاإيجاد حل منا�شب جيد من خلال تكر�ر عمل خيار جيد لم�شاعد �أو موجه، ي�شاعد �لطالب على �لك�شف بنف�شه.

�لتلوين �لج�شع [194]: بالن�شبة �إلى ترتيب معين للروؤو�ص، لون كل ر�أ�ص باللون �لذي دليله �أقل ما يمكن، و�لذي لم يظهر �شابقًا بين جير�ن �لر�أ�ص �لمر�د تلوينه.
�أو  �لد�خلية  �لاأوجه  -2( على كلّ من  �لتي حا�شل جمعها )طول  �ل�شوية  �لبيانات  �لهاملتونية في  للحلقات  �شرط جرنبرج [303] (Grinberg): �شروري 

�لخارجية يعطي �لمجموع �لكلي نف�شه.
بيان جروتزك [205]: �أ�شغر بيان خالٍ من �لمثلثات، رباعي �للون.

عدد جرندي )Grundy(: �أكبر عدد من �لاألو�ن في تطبيق لخو�رزمية �لتلوين �لج�شع.
مخمنة هادو�يجر [213]: يوجد لكل بيان لوني من �لدرجة k بيان جزئي يمكن تقلي�شه لـ Kk )�شحيحة على �لاأغلب للبيانات جميعها(.

 )k > 5 غير �شحيحة لـ( Kk يحوي تق�شيمًا لـ k مخمنة هاجوز [213]: كل بيان لوني من �لدرجة
.S له جير�ن في |S| في بيان ثنائي �لفرع، على �لاأقل X لمجموعة تجزئة S شرط هال [110]: يوجد ر�أ�ص لكل مجموعة جزئية�

.X نظرية هال [110]: �شرط هال �شروري وكافٍ لوجود مو�ءمة ت�شبع
جولة )رحلة( هاملتون: حلقة هاملتونية.

هاملتوني [286]: كل بيان يحوي حلقة هاملتونية.
�لاإغلاق �لهاملتوني [289]: بيان نح�شل عليه عن طريق �إ�شافة �أ�شلاع بالتتابع بحيث تربط هذه �لاأ�شلاع بين روؤو�ص مجموع درجاتها كبير بمقد�ر عدد هذه �لروؤو�ص.

متر�بط هاملتوني [297]: يوجد فيه م�شار هاملتوني من �أي ر�أ�ص �إلى �أي ر�أ�ص �آخر.
حلقة هاملتونية [286]: حلقة تحوي كل ر�أ�ص.
م�شار هاملتوني [291]: م�شار يحوي كل ر�أ�ص.

بيان هر�ري [150]: عائلة من �لبيانات �لمتر�بطة من �لدرجة k على n من �لروؤو�ص لها �أقل عدد من �لاأ�شلاع.
�لر�أ�ص [53]: �لر�أ�ص �لثاني في �شلع في بيان موجه.

ا ي�شاوي   على �لاأكثر. �شيغة هيود [268]: �لعدد �للوني لبيان مطمور على �ل�شطح �لموجه �لذي له γ مقب�شً
خا�شية هيلي [80]: خا�شية خط �لاأعد�د )�أو �لاأ�شجار( �لتي تن�ص على وجود نقطة تقاطع م�شتركة للمجموعة �لمتقاطعة زوجًا زوجًا.

ا. �شف ور�ثي [226]: �شف F بحيث توجد �لبيانات �لجزئية �لم�شتحدثة من بيانات F جميعها في F �أي�شً
.F في F من �لمجموعات بحيث توجد كل مجموعة جزئية من عن�شر من عنا�شر F عائلة ور�ثية [349]: عائلة

نظام ور�ثي [349]: نظام يتاألف من عائلة ور�ثية و�لطرق �لبديلة �لتي تحددها.
�لحفرة [340]: حلقة لا وترية في بيان.

ل عليهما من �لبيان نف�شه من خلال تق�شيم �لاأ�شلاع. متماثلة ��شتمر�ريًّا: بيانان، يُح�شَ
متجان�شة [380]: في نظرية ر�مزي، تعني مجموعة �أن لقطعها �لملونة �للون نف�شه.

�لت�شاكل: د�لة  f:V(G) → V(H) تحافظ على �لتجاور.
�شفرة هفمان [103]: ت�شفير خالٍ من �لمقدمات من �أجل تقليل زمن �لبحث �لمتوقع.

�لخو�رزمية �لهنجارية [126]: خو�رزمية لحل �لقرو�ص �لمنزلية.
.k لمكعب ذو �لبعد� :Qk [36] لمكعب �لز�ئدي�

بيان ز�ئدي [449]: تعميم للبيان ربما تكون فيه �لاأ�شلاع �أي مجموعة جزئية من �لروؤو�ص.
م�شتوى ز�ئدي )ماترويد�ت( [360]: مجموعة جزئية فعلًا مغلقة �أعظمية من مجموعة �لاأ�شا�ص.

تحت هاملتوني: بيان غير هاملتوني، بحيث تكون بياناته �لجزئية �لناتجة عن حذف �لروؤو�ص هاملتونية جميعها.
تحت قابل لتتبع �لاأثر: بيان غير قابل لتتبع �لاأثر، بحيث تكون بياناته �لجزئية �لناتجة عن حذف �لروؤو�ص جميعها قابلة لتتبع �لاأثر.

�لع�شريني [243]: تثليث �شوي له 12 وجهًا، و 30 �شلعًا، و 20 ر�أ�شًا.
.X [359] لكل: 𝜎𝜎2(X) = 𝜎𝜎 (X) )خا�شية �لجمود )ماترويد�ت

�لمطَُابقة: عملية يحل فيها ر�أ�ص و�حد محل ر�أ�شين مع �لحفاظ على �لوقوعات �لموجودة جميعها على هذين �لر�أ�شين )هي �لانقبا�ص نف�شه في حال تجاور �لر�أ�شين(.
.H لبيان جزئي م�شتحدث χ(H) > ω(H) بيان غير كامل [232]: يحقق فيه �أن

م�شفوفة �لوقوع [6]: (1( لبيان، هي �لم�شفوفة �لتي مدخلاتها 0 و 1 حيث ت�شاوي �لمدخلة 1 (i,j) �إذ� وفقط �إذ� وقع �لر�أ�ص i على �ل�شلع (j: )2 لبيان موجه، ت�شاوي 
�لمدخلة 1 (i,j) �إذ� كان �لر�أ�ص i ر�أ�شًا لل�شلع j  في حين ت�شاوي 1- �إذ� كان ذيلًا، وت�شاوي 0 بخلاف ذلك  i (3( ب�شكل عام هي م�شفوفة لعلاقة ع�شوية.

�لوقوع )يقع على( [6]: (1( �لر�أ�ص v يقع على �ل�شلع e �إذ� تحقق �أن v 𝜖𝜖 e، (2( ل�شلعين �إذ� كانت لهما نقطة طرفية م�شتركة.
|s|

i sS n

Ai
∈∈

−∑ 

[ ]
. ( 1) | | مبد�أ �لت�شمين و�لا�شتبعاد [223]: عدد �لاأ�شياء خارج A1,…, An  ي�شاوي 

بيان لا مقارنة: �لمتممة لبيان مقارنة. 
 [359]: r (𝜎𝜎 (X)) = r (X) )خا�شية �لاندماج )ماترويد�ت

درجة �لدخول [58]: للر�أ�ص في بيان موجه، عدد �لاأ�شلاع �لتي يكون هذ� �لر�أ�ص ر�أ�شًا لها. 
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عدد �لا�شتقلال 𝛼𝛼)G( [113]: �أكبر حجم لمجموعة م�شتقلة من �لروؤو�ص.
 عدد �ل�شيطرة �لم�شتقلة [117]: �أ�شغر حجم لمجموعة م�شيطرة م�شتقلة.

مجموعة م�شتقلة [3]: مجموعة موؤلفة من روؤو�ص غير متجاورة زوجًا زوجًا.
�لمتغير �لموؤ�شر [427]: متغير ع�شو�ئي ياأخذ �لقيم في {0,1}.

خا�شية �أحد�ث حلقة )ماترويد�ت( [355]: �إ�شافة عن�شر �إلى مجموعة م�شتقلة تنتج حلقة و�حدة على �لاأكثر.
.A جميعها �لتي طرفاها في G و�أ�شلاع A نح�شل عليه باأخذ A ⊆ V(G) لموجه( �لجزئي على مجموعة روؤو�ص�( لبيان� :G[A] [23] جزئي م�شتحدث )بيان )موجه

برنامج �أعد�د �شحيحة [323]: برنامج خطي، تكون �لمتغير�ت فيه ذ�ت قيم من مجموعة �لاأعد�د �ل�شحيحة.
نظرية �لتتام [181]:  في �ل�شبكة �لتي �شعات �أ�شلاعها �أعد�د �شحيحة، يوجد تدفق �أمثل معبر عنه كوحد�ت تدفق عبر م�شار�ت من �لمنبع �إلى �لم�شب.

 𝜆𝜆1 ≥ µ1 ≥ 𝜆𝜆2 ≥ … ≥ µn ≥ 𝜆𝜆n. أن� G - X لـ {µi} و {𝜆𝜆i} تحقق �لقيم �لذ�تية ،x نظرية �لتحابك )�لت�شابك( [458]: لكل ر�أ�ص
�لروؤو�ص �لد�خلية 1( :[20]( للم�شار، �لنقاط غير �لطرفية )2( لبيان م�شتوى، �لروؤو�ص غير �لموجودة على حدود �لوجه �لخارجي.

ا [161]: �لم�شار�ت �لتي تتقاطع عند �لنقاط �لطرفية فقط.  �لم�شار�ت �لمنف�شلة د�خليًّ
بيان �لتقاطع [324]: لعائلة من �لمجموعات، هو �لبيان �لذي يحوي ر�أ�شًا من كل مجموعة، وتتجاور فيه �لروؤو�ص �إذ� جاءت من مجموعات متقاطعة.

 .)E(G) ي�شاوي �أ�شغر عدد من �لبيانات �لجزئية �لتامة �لتي تغطي( U بيان تقاطع لمجموعات جزئية من G بحيث يكون U عدد �لتقاطع [397]: �أ�شغر حجم لمجموعة
تقاطع �لماترويد�ت [366]: �لنظام �لور�ثي �لذي تكون مجموعاته �لم�شتقلة هي �لمجموعات �لم�شتقلة �لم�شتركة بين هذه �لماترويد�ت.

. Su ∩ Sv ≠ ϕ إذ� وفقط �إذ� كان� u ↔ v بحيث �إن v لكل ر�أ�ص Sv تمثيل تقاطع [324]: تعيين مجموعة
بيان فتر�ت [195]: بيان له تمثيل بفتر�ت.

عدد فتر�ت )�لفترة( [451]: �أ�شغر عدد t بحيث يكون لـ G تمثيل في t من �لفتر�ت.
.G مجموعة فتر�ت، بحيث �إن بيان تقاطعها هو :G [195] تمثيل فتر�ت لـ

.ℝ من �لفتر�ت على �لاأكثر في t [451]: �تحاد لـ t- فتر�ت
.t- تمثيل تقاطع حيث �إن كل مجموعة معينة تكون فتر�ت :t- [451] تمثيل بفتر�ت

�شجرة – د�خلة [89]: �شجرة موجهة بحيث �إن كل �شلع فيها موجه نحو �لجذر.
تبديلة �لعودة �إلى �لاأ�شل [470] (Involution): تبديلة، مربعها �لتبديل �لمحايد. 

ر�أ�ص �أو �شلع معزول [22]: لا يقع على �أي �شلع �آخر.
�لطمر �لمتُقاي�ص [400]: تحويل من V(G) �إلى V(H) يحافظ على �لم�شافات.

تفكيك مت�شاكل: تفكيك لبيانات جزئية مت�شاكلة.
�لت�شاكل [7]: تناظر بين �لروؤو�ص يحافظ على علاقة �لتجاور.

�لبرزخ: �شلع – قطع.
.{uv:u𝜖𝜖V(G),v𝜖𝜖V(H)} بالاإ�شافة �إلى �لاأ�شلاع G + H لاتحاد �لمنف�شل� :GÚH [138] لربط�

مو�شول )مربوط( بـ: يجاور.
ملتقى )نقطة( �ت�شال: ر�أ�ص درجته ت�شاوي 3 على �لاأقل.

�شل�شلة كمب [258]: م�شار بين ر�أ�شين يتذبذب بين لونين )على وجه �لخ�شو�ص كما تم ��شتخدم في منع بيانات �شوية �شغرى خما�شية �للون(
�لنو�ة [57,410]: في �لبيان �لموجه، مجموعة م�شتقلة في �لمجموعة �لم�شيطرة.

كامل �لنو�ة [410]: له نو�ة في كل بيان جزئي م�شتحدث.
قانون كيركوف للتدفق: مح�شلة �لتدفق حول ممر مغلق ت�شاوي �شفرً�.

.K4 لطائرة �لورقية [12]: بيان ب�شيط على �أربعة روؤو�ص تح�شل عليه بحذف �شلع من�
نظرية كونج و�إيجرفاري [112]: يكون للمو�ءمة �لعظمى و�لر�أ�ص �لاأ�شغر في بيان ثنائي �لفرع �لحجم نف�شه.

نظرية كونج �لاأخرى [115]: حجم �أكبر مجموعة م�شتقلة و�أ�شغر غطاء �أ�شلاع لبيان ثنائي �لفرع دون روؤو�ص معزولة هو نف�شه.
تفكيك كرو�شز [285] (Krausz): تغطية �لاأ�شلاع بو��شطة بيانات جزئية تامة با�شتخد�م كل ر�أ�ص مرتين على �لاأكثر )هذ� يقود �إلى �لبيان �لذي يكون له هذ� هو �لبيان �لخطاني(

�شرب كرونكر: �شرب �لموؤثر�ت، �أو �ل�شرب �لتن�شوري.
خو�رزمية كرو�شكال [95]: �إنبات �شجرة مولدة موزونة �شغرى عن طريق تكر�ر �أو معاودة �إ�شافة �ل�شلع �لاأرخ�ص �لاأقل وزنًا في �لبيان �لذي لا يتم حلقة.

. K3,3 أو�  K5 لبيان �لجزئي �لكو�رتو�شكي [247]: تق�شيم لـ�
.K3,3 أو� K5 ا �إذ� وفقط �إذ� خلا من تق�شيم لـ نظرية كو�رتو�شكي [246]: يكون �لبيان �شويًّ

�لو�شم )�لتعليم �لد�ل �أو و�شع �لعلامات �لد�لة(: تعيين �أعد�د �شحيحة للروؤو�ص.
�لورقة [67]: ر�أ�ص درجته ت�شاوي 1.
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قالب �لورقة [156]: قالب يحوي ر�أ�ص – قطع و�حدً� فقط.
�لطول [20]: عدد �لخطو�ت )�أو مجموع �لاأوز�ن( من �لبد�ية �إلى �لنهاية.

�ل�شرب )�لجد�ء( �لمعجمي G[H] [393]: تركيب.
خط: ��شم �آخر لل�شلع.

�لبيان �لخطاني L(G) [168,273]: بيان �لتقاطع لاأ�شلاع G، حيث ترتبط �لروؤو�ص باأ�شلاع G وتتجاور �إذ� ��شتركت �لاأ�شلاع �لمتناظرة بر�أ�ص.
�لماترويد �لخطي [351]: ماترويد مجموعاته �لم�شتقلة هي مجموعات �لاأعمدة �لم�شتقلة لم�شفوفة معرفة على حقل معين.

برنامج )برمجة( خطي )خطية( [179]: م�شاألة �إيجاد �أف�شل د�لة خطية قيود خطية.
�أد�ة �لربط )�لرو�بط(: �شلع.

مو�شول )مربوط( من �لدرجة k: �شرط �أقوى من متر�بط من �لدرجة k، بحيث يتحقق �أنه لكل عديدي k من �لروؤو�ص (u1,…, uk) و (v1,…, vk)  توجد 
.vi و ui من �لم�شار�ت �لمنف�شلة د�خليًّا تربط بين �لروؤو�ص �لمتناظرة k مجموعة موؤلفة من

قائمة �لدليل �للوني [409]: �ختيارية �لاأ�شلاع.
قائمة �لعدد �للوني [408]: �لاختيارية.

مخمنة قائمة �لتلوين [409]: تكون �ختيارية �لاأ�شلاع م�شاوية للعدد �للوني للاأ�شلاع د�ئمًا.
حرفي [500]: متغير منطقي )�شحيح �أو خطاأ( هو �أو نفيه.

G - S هي مجموعة روؤو�ص �أحد مركبات Vi حيث �إن ،S∪Vi م�شتحدث من G [211]: بيان جزئي من S- لفلقة�
�لبحث �لمو�شعي: تقنية لحل م�شائل �لاأمثلية باإجر�ء تغيير�ت �شغيرة متتابعة في حل ملائم.

�لعروة [2]: �شلع يبد�أ بالنقطة نف�شها وينتهي بها )�لر�أ�ص(.
�لعروة [6]: لا يحوي �أي عروة.

�لمكبر (n,k,c) [463]: بيان على n من �لروؤو�ص، درجته �لكبرى ت�شاوي k، يتحقق فيه �أن كل مجموعة S في هذ� �لبيان تحوي على �لاأكثر ن�شف روؤو�ص هذ� 
.S جارً� خارج c|S| لبيان، وتمتلك على �لاأقل�

�شل�شلة ماركوف [54]: نظام متقطع له �حتمالات �نتقالية.
 Prob (X≥t) ≤ E(X)/t :متباينة ماركوف [432]: لمتغير ع�شو�ئي غير �شالب هي

 E(Xi/Xo,…,Xi-1)= Xi-1 توقع م�شروط: متتالية من �لمتغير�ت �لع�شو�ئية بحيث �إن
�لمو�ءمة[443]: مجموعة من �لاأ�شلاع لا ت�شترك باأي نقاط طرفية.

.v لكل dH(v) ≤ b(v) بحيث �إن H هي بيان جزئي b- متجه قيود معطى، فاإن �لمو�ءمة b ليكن :b- مو�ءمة
تدوير �لم�شفوفات [186]: م�شاألة تحويل �لمعطيات ومجموع �شفوف �أو �أعمدة م�شفوفة �إلى �أقرب عدد �شحيح من �لاأعلى �أو من �لاأ�شفل، بحيث يبقى حا�شل 

جمع �ل�شفوف و�لاأعمدة �شحيحًا.
نظرية م�شفوفة �ل�شجرة [86]: �إن طرح م�شفوفة �لتجاور من م�شفوفة �لدرجات �لقطرية، وحذف �شف وعمود، و�أخذ �لمحددة، يعطينا عدد �لاأ�شجار �لمولدة.

�لماترويد [354]: نظام ور�ثي يحقق �أي �شرط من قائمة �لعديد من �لخو��ص �لمتكافئة.
بيان �أ�شا�شات �لماترويد [376]: بيان، روؤو�شه ح�شد من �لاأ�شا�شات لماترويد، تكون روؤو�شه متجاورة في �لحالة �لتي يحوي �لفرق �لتماثلي بينها عن�شرين.

 . | |
x E

max X r X
⊆

  ( ) نظرية غطاء )تغطية( �لماترويد [372]: عدد �لمجموعات �لم�شتقلة �للازمة لتغطية �لعنا�شر لماترويد هو 
نظرية تقاطع �لماترويد�ت [367]: �إن �أكبر حجم لمجموعة م�شتقلة م�شتركة في ماترويدين على E ي�شاوي �لاأ�شغر على X ⊆ E من �لرتبة لـ X في �لماترويد 

x في �لماترويد �لثاني. �لاأول ز�ئدً� �لرتبة لـ 
. minr(x) < r(E)  ( )( ) ( ) ( )  /  –E CA X r E r X −  نظرية تحزيم �لماترويد�ت [372]: �إن �أكبر عدد من �لاأ�شا�شات �لمنف�شلة زوجًا زوجًا في ماترويد هو: 

. r (X) = miny⊆X (|X – Y |+ ∑ ri (Y)) عبارة عن ماترويد د�لة رتبته هي M1 , … , Mk نظرية �تحاد �لماترويد�ت [370]: �إن �تحاد �لماترويد�ت
نظرية �أكبر تدفق و�أ�شغر قطع [180]: قيمة �أكبر تدفق ت�شاوي قيمة �أ�شغر قطع.

ع�شبة �أعظمية [31]: مجموعة �أعظمية من �لروؤو�ص �لمتجاورة زوجًا زوجًا.
م�شار �أو م�شرب �أعظمي [27]: م�شار �أو م�شرب لا يمكن تمديده �أو تكبيره.

بيان �شوي �أعظمي [242]: يكافئ تثليثًا �شويًّا.
�لبحث عن �أكبر عدد �أ�شلي )كاردينالي( [325]: خو�رزمية لمعرفة �لبيانات �لوترية.

�أكبر درجة [34] ∆: �لدرجة �لكبرى من بين درجات �لروؤو�ص.
�أكبر )�أعظم( تدفق [176]: �شبكة تدفق ملائمة ذ�ت قيمة عظمى، �أو �لقيمة نف�شها.

�أكبر جن�ص γ M (G): �أكبر جن�ص ل�شطح بحيث يكون لـ G طمر ثنائي �لخلية على هذ� �ل�شطح.
.P ا �لخا�شية �أعظم )�أكبر( )�شيء – P( [31]: للخا�شية P، لا يوجد �شيء �أكبر من �لنوع نف�شه له �أي�شً

نظرية منجر [169-167]: تعطي تو�شيفًا �أ�شغر – �أكبر لمقد�ر )درجة( �لتر�بط )�لتر�بطية( بح�شب عدد �لم�شار�ت �لمنف�شلة د�خليًّا، �أو �لمنف�شلة �شلعيًّا بين �أزو�ج �لروؤو�ص.
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بيان مينيل [330]: هو �أي بيان، بحيث �إن �أي حلقة فردية طولها 5 على �لاأقل تمتلك وترين على �لاأقل.
بيان غير كامل �أ�شغري [320]: بيان غير كامل يكون فيه كل بيان جزئي م�شتحدثًا كاملًا.

متر�بط من �لدرجة 2 �شغير [175]: حذف �أي �شلع يدمر �لتر�بط �لثنائي.
قطع �أ�شغر [178]: قطع من �لمنبع �إلى �لم�شب، له قيمة �شغرى �أو قيمة هذ� �لقطع.

�أ�شغر درجة δ(G) [34]: �أ�شغر درجة لر�أ�ص من روؤو�ص �لبيان.
.P لا يوجد �شيء �أ�شغر من �لنوع نف�شه يحقق �لخا�شية ،P للخا�شية :P) [31] – أ�شغر )�شيء�

�شجرة مولدة �شغرى [95] (MST): �شجرة مولدة، بحيث �إن مجموع �أوز�ن �أ�شلاعها هو قيمة �شغرى.
�لفرع )�لجزء( [251،362]: بيان )ماترويد( نح�شل عليه من خلال �لحذف و�لتقلي�ص )�لانقبا�ص(.

بيان مخلوط: نموذج لبيان ن�شمح فيه بوجود �أ�شلاع موجهة و�أخرى غير موجهة.
�شلم موبي�ص (Mobius): �لبيان �لذي نح�شل عليه باإ�شافة �أوتار �إلى حلقة زوجية بين �أزو�ج �لروؤو�ص �لتي تقع على �لحلقة، وتكون �لم�شافة بينها �أكبر ما 

يمكن )يمكن ر�شم ذلك ك�شلم مفتول �أو مجدول(.
�شريط موبي�ص: �ل�شطح غير �لقابل للتوجيه �لذي نح�شل عليه من خلال مطابقة جانبين مت�شادين لم�شتطيل با�شتخد�م توجيه مت�شاد.

نموذج A [430]: توزيع �حتمالي يولد بيانًا ب�شيطًا مجموعة روؤو�شه [n] وذلك بجعل كل زوج يمثل �شلعًا �حتماله P(n)  با�شتقلالية.
نموذج B [430]: توزيع �حتمالي يجعل �لبيانات �لب�شيطة �لتي روؤو�شها �لمجموعة [n] وعدد �أ�شلاعها m مت�شاوية �لاحتمالية، �أو مت�شابهة �لحدوث.

.X r توقع :r- [433] لعزم�
�أحادي �للون [386]: في �لتلوين، مجموعة يكون لعنا�شرها �للون نف�شه.

خا�شية �لبيانات �لرتيبة [432]: مُحافظ عليها تحت حذف �لاأ�شلاع و�لروؤو�ص.
�لبيان �لمتكرر: ت�شتخدم من قبل �لعديد من �لموؤلفين لتعني �لبيانات �لتي ت�شمح )دون ��شتر�ط( بوجود �لاأ�شلاع �لمكررة و�لعرى )بع�ص �لموؤلفين 

يمنع وجود �لعرى في �لبيانات �لمتكررة(.
.(∑ ki)! / ∏ (ki !) فاإنه يوجد ،i مفردة من �لنوع ki معامل متعدد �لحدود [489]: تُعد �لترتيبات �لتي لمفرد�تها تكر�ر�ت مُثبّتة، وبوجود

�لاأ�شلاع �لمكررة [2]: �أ�شلاع لها �لنقاط �لطرفية نف�شها.
�لتدخيل �لاأقرب [497]: موجه م�شاعد TSP لبناء حلقة.

�لجار �لاأقرب [496]: موجه م�شاعد TSP لبناء م�شار.
.)v ي�شتمل كذلك على N (v) لجو�ر �لمغلق�( υ مجموعة جير�ن :N (v) [34] جو�ر

جير�ن [2]: )كا�شم( هي �لروؤو�ص �لموجودة في �لجو�ر، و )كفعل( تعني مجاور لـ.
مح�شلة �لتدفق �لخارجي [178]: عند �لر�أ�ص، هي مقد�ر ناتج طرح مقد�ر �لتدفق �لد�خل من مقد�ر �لتدفق �لخارج.

ا  �ل�شبكة [176]: بيان موجه له ر�أ�ص بد�ية مُميز )�لم�شدر �أو �لمنبع( وله ر�أ�ص نهاية مُميز )�لم�شب( حيث يتم تعيين �شعة تدفق لكل �شلع فيه وربما �أي�شً
تعيين )حد �أدنى( للتدفق �لمطلوب.

ا في م�شائل تدفق �ل�شبكات. عقدة: ر�أ�ص، وخ�شو�شً
نة( [494]: ت�شمح »بالتكهن« وذلك من خلال �متلاكها لم�شار�ت ح�شابية متو�زية. دة )مُعيِّ خو�رزمية غير مُحدِّ

دة [494]: تمتلك م�شارً� ح�شابيًّا على �شكل كثيرة حدود زمنية لكل تخمين لعدد �لقطع �ل�شغيرة (bits) �لمعطاة على هيئة كثيرة حدود. خو�رزمية كثير حدود غير مُحدِّ
�شطح غير قابل للتوجيه: �شطح له جانب و�حد فقط.

بيان غير تافه [22]: له �شلع و�حد على �لاأقل.
غير �شوي [243]: لا يوجد له طمر في �لم�شتوى.

تدفق من �لدرجة k لا ي�شاوي �شفرً� في �أي مكان: تدفق -k بحيث �إن �لاأوز�ن �لمعينة جميعها له تكون مختلفة عن �ل�شفر.
دة. NP [495]: �شف �لم�شائل �لقابلة للحل من خلال خو�رزميات كثير�ت �لحدود غير �لمحُدِّ

تام - NP [495]: �شارم )محكم من نوع( -NP و NP �لوقت نف�شه.
.NP يعطي خو�رزمية كثيرة حدود لكل م�شاألة في :- NP [495] شارم�

بيان خالٍ [3]: بيان لي�ص له روؤو�ص.
 .[ n (G) ] إلى�  V (G) لترقيم: د�لة تناظر من�

�إعاقة )�ن�شد�د(: تر�كيب جزئية ممنوعة.
م�شاد فجوة فردي [340]: متممة فجوة فردية.

مركبة فردية [136]: مركبة لها عدد فردي من �لروؤو�ص.
حلقة فردية [24]: حلقة عدد �أ�شلاعها )روؤو�شها( فردي.

.[ 2 k + 1 ] للمجموعة k لبيان �لفردي: بيان �لف�شل للمجموعات �لجزئية �لتي عدد عنا�شرها�
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فجوة فردية: حلقة فردية لا وترية.
ر�أ�ص فردي [27]: ر�أ�ص درجته فردية.

ممر فردي [24]: ممر طوله فردي.
ممر مفتوح [20]: ممر فيه �أول و�آخر ر�أ�ص مختلفين.

جولة مثلى: حل لم�شاألة �لبائع �لمتجول، �أو لم�شاألة �شاعي �لبريد �ل�شيني.
رتبة �لبيان [34]: عدد روؤو�شه.

بيان مرتب [406]: بيان ذو علاقة ترتيب )عادة خطية( على �أ�شلاعه.
.( σ (x) ⊆ σ ) y تعطي �أن x ⊆ y معرفة على �لمجموعات �لجزئية لمجموعة معينة، هي �أن σ خا�شية �لمحافظة على �لرتبة )�لترتيب( [358]: لد�لة

�شطح قابل للتوجيه: �شطح له جانبان مختلفان.
توجيه لبيان [62]: بيان موجه نح�شل عليه بتحديد ر�أ�ص كل �شلع وذيله.

درجة �لخروج )�لخارجة( [58]: لر�أ�ص، هي عدد �لاأ�شلاع �لتي يكون هذ� �لر�أ�ص ذيلًا لها.
بيان �شوي خارجي [239]: بيان �شوي قابل للطمر في �لم�شتوى بحيث تكون روؤو�شه جميعها و�قعة على حدود �لمنطقة �لخارجية.

بيان م�شتوى خارجي [239]: طمر معين لبيان �شوي خارجي.
�لعنا�شر �لمتو�زية [351]: لي�شت عرى في ماترويد بحيث ت�شكل مجموعة رتبتها 1.

رة. و�لد [100]: جار لر�أ�ص على م�شار �إلى �لجذر في �شجرة مجذَّ
�لنوعية [473]: فردي �أو زوجي.

. v ∈ V (G) لكل dH (v) ≡ dG (v) mod 2 :بحيث �إن H بيان جزئي :G [312] بيان جزئي نوعي من
متعدد �لفرع من �لدرجة k [5]: مثل قابل للتلوين بـ k من �لاألو�ن.

مجموعة جزئية من �لروؤو�ص [4]: مجموعة �شمن تجزئة للروؤو�ص �إلى مجموعات م�شتقلة )�شف لوني(.
ماترويد تجزئة [357]: �لماترويد �لم�شتحدث من قبل تجزئة للمجموعة �لاأ�شلية )�لاأر�شية( بحيث تكون مجموعة فيه م�شتقلة �إذ� وفقط �إذ� حوت عن�شرً� 

و�حدً� من كل قالب في �لتجزئة.
بيان قابل للتجزئة [335]: بيان له a w + 1 ر�أ�شًا، حيث يكون كل بيان جزئي ناتًجا عن حذف ر�أ�ص قابل للتلوين بـ w من �لمجموعات �لم�شتقرة من �لحجم 

.w ع�شبة من �لحجم a وقابلة للتغطية بـ a
م�شار [5]: بيان ب�شيط بحيث يمكن و�شع روؤو�شه في قائمة، وبحيث يتجاور فيه �أي ر�أ�شين �إذ� وفقط �إذ� كانا متتابعين في هذه �لقائمة.

.v و u م�شار، طرفاه :v [20] إلى� u م�شار من
جمع �لم�شار�ت [163]: خطوة في تفكيك �لمقاب�ص.

�لتفكيك لم�شار�ت [414]: تعبير عن �لبيان كاتحاد لم�شار�ت منف�شلة �شلعيًّا زوجًا زوجًا.
�لكف [12]: بيان ب�شيط له �أربعة روؤو�ص، نح�شل عليه باإ�شافة �شلع و�حد �إلى �لمخلب.

بيان حرج -p )من �لنوع – p( [334]: بيان غير كامل، بحيث �إن �أي بيان جزئي فعلي م�شتحدث منه يكون كاملًا.
�شلع متدلٍّ [67]: �شلع يقع على ر�أ�ص درجته 1.

ر�أ�ص متدلٍّ [67]: ر�أ�ص درجته ت�شاوي 1.
.H لكل بيان جزئي م�شتحدث a (H) = q (G) :[319]  - كامل من نوع

.H لكل بيان جزئي م�شتحدث α (H) ω (H) ≥ n (H) :[335]  - كامل من نوع
.H لكل بيان جزئي م�شتحدث (H) = ω (H) :[319] - كامل من نوع

ترتيب حذف كامل [229]: ترتيب �لحذف، بحيث �إنه عندما يُحذَف ر�أ�ص، فاإن جو�ره فيما تبقى يكون ع�شبة )تمامًا مثل ترتيب �لحذف �لمب�شطي(.
.H لكل بيان جزئي م�شتحدث χ(H) = ω (H) بيان كامل [226]: بيان، بحيث �إن

نظرية �لبيان �لكامل [226،320] (PGT): يكون �لبيان كاملًا �إذ� وفقط �إذ� كانت متممة هذ� �لبيان كاملة.
ترتيب كامل [331]: ترتيب للروؤو�ص يعطي تلوينًا ج�شعًا �أمثل للبيانات �لجزئية جميعها.

بيان قابل للترتيب �لكامل [331]: يوجد له ترتيب كامل.
مو�ءمة كاملة [107]: مجموعة �أ�شلاع، بحيث �إن كل ر�أ�ص ينتمي �إلى وحدة منها بال�شبط.

�لر�أ�ص �لبعيد عن �لمركز )�لمحيطي( [70]: ر�أ�ص له �ختلاف مركزي �أعظم )�أكبر(.
�لتبديلة [486]: د�لة تناظر من مجموعة منتهية لنف�شها.

.jو i تحافظ على �لترتيب لـ σ إذ� وفقط �إذ� كانت� vi ⇇ vj حيث σ بيان تبديلة: قابل للتمثيل بتبديلة
م�شفوفة �لتبديلة [120]: م�شفوفة مدخلاتها 0 و 1 وتحوي و�حدً� بال�شبط في كل �شف وفي كل عمود.

بيان بيتر�شون [12]: بيان �لف�شل للمجموعات �لثنائية في مجموعة ذ�ت خم�شة عنا�شر.
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مبد�أ طو�قي )�أع�شا�ص( �لحمام [491]: كل مجموعة من مجموعات �لاأعد�د تحوي مجموعة و�حدة على �لاأقل تكون كبيرة بقدر �لمتو�شط )�لمعدل(.
خا�شية طو�قي �لحمام [427]: ف�شاء �حتمالي منتهٍ، يمتلك عن�شرً� حيث تكون قيمة �لمتغير �لع�شو�ئي كبيرة كمقد�ر توقعها على �لاأقل.

�لبيان �ل�شوي [5،235]: بيان قابل للطمر في �لم�شتوى.
بيان �لم�شتوى [235]: طمر �شوي معين لبيان �شوي.

�شجرة م�شتوى [101]: �شجرة بترتيب طمر حلقي لاأ�شلاعها عند كل ر�أ�ص.
�ل�شجرة �لمزروعة [101]: �شجرة م�شتوى مجذرة )لها جذر(.

مج�شمات �أفلاطونية [242]: متعدد �شطوح منتظم محدود.
نقطة: ر�أ�ص.

منحنى م�شلع [234]: ت�شل�شل للقطع �لم�شتقيمة، �أو �شل�شلة �لقطع �لم�شتقيمة.
متعدد �ل�شطوح [242]: تقاطع لاأن�شاف ف�شاء�ت.

م�شطح باأي بُعد: �لغطاء )�لغلاف �أو �لق�شرة( �لمحدب لمجموعة من �لروؤو�ص.
لعبة �لمو�قع [120]: لعبة، �لهدف منها �لا�شتيلاء على مو�قع �لمجموعة �لر�بحة.

.dG (u, v) ≤ k إذ� وفقط �إذ� تحقق �أن� u ↔ v ويكون فيها ،V (G) لبيان �لذي مجموعة روؤو�شه هي� :k (Gk) لقوة�
.u → v بحيث �إن u في بيان موجه، هو ر�أ�ص v ل�شابق )�ل�شلف( [54]: لـ�

مجموعة �ل�شلف [58]: لـ v في بيان موجه، هي مجموعة �ل�شلف.
�شفرة تخلو من �لمقدمات [101]: عدم وجود كلمة �شفرة بو�شفها مقدمة لكلمة �أخرى.

خو�رزمية برم [104]: تُنبت �شجرة مولدة �شغرى عن طريق �إ�شافة ورقة �إلى �ل�شجرة �لحالية باأرخ�ص )�أقل وزنًا( طريقة.
م�شفوفة جزئية رئي�شة: م�شفوفة جزئية مربعة ت�شتخدم �ل�شفوف و�لاأعمدة بالدليل نف�شه.

.G بُعد حا�شل �ل�شرب [398]: �أ�شغر عدد من �لاإحد�ثيات في تمثيل �شرب لـ
تمثيل حا�شل �ل�شرب [398]: ت�شفير �لبيان، بحيث تكون �لروؤو�ص متجاورة �إذ� وفقط �إذ� كانت �شفر�تها تختلف في كل �إحد�ثي.

تلوين فعلي [192]:  للروؤو�ص، تلوين، كل �شلع فيه لي�ص �أحادي �للون، )2( للاأ�شلاع، تلوين، فيه كل �شلعين متجاورين مختلفان في �للون.
.G بيان جزئي لا ي�شاوي :G [192] بيان جزئي فعلي من

.S مجموعة جزئية لا ت�شاوي :S [472] مجموعة جزئية فعلية من
خو�رزمية م�شاريع �لزو�ج [131]: خطو�ت عمل لاإيجاد مو�ءمة م�شتقرة.

�شفرة برفر [81]: ل�شجرة مو�شومة )عليها علامات د�لة(، وهي متتالية طولها n – 2 يتم �لح�شول عليها من خلال تتابع حذف �لورقة �لتي علامتها �لد�لة 
�أقل ما يمكن، وت�شجيل �لعلامة �لد�لة لجارها.

�شبه �لبيان: نموذج لبيان ي�شمح فيه بوجود �لعرى و�لاأ�شلاع �لمكررة. يُ�شتخدم من قبل بع�ص �لموؤلفين �لذين يعرفون �لبيانات �لمكررة على �أنها لا تحوي عرى.
ن�شف �لقطر [70]: �أ�شغر قيمة �ختلاف مركزي للروؤو�ص.

عدد ر�مزي [380]: �أقل عدد من �لروؤو�ص بحيث �إن تعيين �ألو�ن لاأزو�ج �لروؤو�ص جميعها ينتج ع�شبة �أحادية �للون من حجم محدد )�أو بيان محدد( في �أحد �للونين.
 p بيان ع�شو�ئي [430]: بيان من ف�شاء �حتمالي، في �أغلب �لاأحيان هو �لف�شاء �لذي فيه لكل زوج مو�شوم )عليه و�شم( من �لرو�ص �حتمالية تجاور ت�شاوي

.n د�لة لـ p أو� ،p = ½ ا دون �لاعتماد على �أي �شيء �آخر، نموذجيًّ
متغير ع�شو�ئي [427]: �لمتغير �لذي ياأخذ قيمه عند كل نقطة في ف�شاء �حتمالي.

�لرتبة )ماترويد�ت( [349]: لمجموعة من �لعنا�شر، �أكبر حجم لمجموعة م�شتقلة محتو�ة في هذه �لمجموعة.
يمكن �إعادة بنائه [38]: بيان محدد )باإهمال �لت�شاكل( بقائمة �لبيانات �لجزئية �لتي نح�شل عليها بحذف ر�أ�ص منفرد.

مخمنة �إعادة �لبناء [38]: �لادعاء باأن �لبيانات �لتي لها ثلاثة روؤو�ص على �لاأقل جميعها قابلة لاإعادة �لبناء.
عدد �لتقاطع �لم�شتقيمي: �أ�شغر عدد للتقاطعات في ر�شم للبيان في �لم�شتوى، حيث تظهر �لاأ�شلاع بو�شفها قطعًا م�شتقيمة في هذ� �لر�شم.

�لت�شكل �لم�شغر )�لمختزل( [258]: ممنوع من وجود بيان �شوي خما�شي �للون �أ�شغري.
.x لكل xRx تحقق R منعك�ص )قابل للانعكا�ص( [490]:  )1( بيان موجه له عروة عند كل ر�أ�ص )2( علاقة ثنائية

منطقة [235]: لطمر بيان على �شطح، هي مجموعة جزئية متر�بطة �أعظمية من �ل�شطح بحيث لا تحوي �أي جزء من �لبيان.
منتظم [34]: درجات روؤو�شه جميعها مت�شاوية.

ماترويد منتظم [351]: قابل للتمثيل على كل حقل.
.k درجة كل ر�أ�ص من روؤو�شه ت�شاوي :k [34] منتظم من �لدرجة

ماترويد قابل للتمثيل [351]: ماترويد خطي.
توقع �شرطي مُقيَّد [445]: توقع �شرطي، تكون فيه قيمة �لمتغير�ت �لمتتابعة توقعًا على مجموعة جزئية منكم�شة من �لف�شاء �لاحتمالي.

بيان حلقي �شلب )قا�صٍ(: بيان وتري.
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نظرية روبنز [166]: يوجد توجيه قوي لكل بيان متر�بط �شلعيًّا من �لدرجة 2.
�لجذر [100]: (1( ر�أ�ص مميز )2( في �لتغ�شين )�لتفريع(، هو �لر�أ�ص �لذي درجة دخوله ت�شاوي 0.

�شجرة م�شتوى مجذرة [100]: �شجرة لها ر�أ�ص جذر مُميَّز بحيث يوجد لاأولاد كل ر�أ�ص )غير ورقة( ترتيب محدد من �لي�شار �إلى �ليمين في �لم�شتوى.
دور�ن )تدوير( مخطط: و�شف لطمر خلية ثنائية، تبديل د�ئري للاأ�شلاع �لتي تظهر عند كل ر�أ�ص، يعطي ترتيب هذه �لاأ�شلاع حول كل ر�أ�ص باتجاه معاك�ص لاتجاه عقارب �ل�شاعة.

�لتحققية [499]: م�شاألة �إيجاد قيم �ل�شو�ب للمتغير�ت من �أجل جعل �شيغة مدخل منطقي �شحيحة.
متحققة [499]: �شيغة جو�بها »نعم« في م�شاألة �لتحققية.

ر�أ�ص م�شبع [107]: لمو�ءمة، ر�أ�ص تمت مو�ءمته.
متتالية �لعلامات )�لدرجات( [62]: متتاليات درجات �لخروج في دوري.

طريقة �لعزم �لثاني [433]: طريقة للح�شول على دو�ل �لبد�ية �أو �لا�شتهلال )�لعتبة(.
ذ�تي �لتتام [11]: ي�شاكل متممته.

عك�ص نف�شه: ي�شاكل عك�شه.
ثنوي نف�شه: ي�شاكل ثنويه.

 G فاإن ،H في P4 إذ� وفقط �إذ� �أحدثت� G في P4 و�أن مجموعة من �لروؤو�ص تُحدث V (G) = V (H) نظرية �لبيان �لكامل �شبه �لقوي [344]: �إذ� كان
يكون كاملًا �إذ� وفقط �إذ� كان H كاملًا.

�شبه م�شار: �شبه ممر، بحيث يظهر كل ر�أ�ص فيه مرة و�حدة على �لاأكثر.
�شبه ممر: متتالية �أ�شلاع )�أو روؤو�ص متجاورة( في بيان موجه، كل �شلعين متتابعين متجاور�ن دون �لاهتمام بتوجيه �لاأ�شلاع.

قابل للف�شل: له ر�أ�ص قطع.
مجموعة ف�شل )�أو فا�شلة(: مجموعة روؤو�ص، �إذ� حُذِفَتْ يزد�د عدد �لمركبات.

.k مجموعة حجمها :k [380] - مجموعة
تُلعب على ماترويد من قبل �لمولد و�لقاطع، حيث يحاول �لا�شتيلاء على مجموعة من �لعنا�شر، وتولد عن�شرً�  لعبة �نتقال )تحويل( �شانون [365]: لعبة 

محددً� في حين يحاول �لاآخر منع ذلك.
.i < j < k عندما { j, k } يجاور { i, j} بحيث [n] بيان �لاإز�حة [202]: بيان، روؤو�شه هي �لمجموعات �لجزئية ذ�ت �لعن�شرين من

�لبيان )�لموجه( �لمعين: حالة خا�شة من بيان )موجه( موزون، يتم تعيين + �أو – لكل �شلع من �أ�شلاعه.
�لب�شيط [2]: (1( �لبيان �لذي يخلو من �لعرى و�لاأ�شلاع �لمكررة )2( بيان موجه يمتلك �شلعًا و�حدً� على �لاأكثر لكل زوج مرتب من روؤو�شه )3( �لماترويد 

�لذي يخلو من �لعرى �لعنا�شر �لمتو�زية.
ر�أ�ص مب�شطي [224]: ر�أ�ص يولّد جير�نه ع�شبة.

م�شب [176]: ر�أ�ص نهاية مُميز، �أو �أي ر�أ�ص درجته �لخارجة ت�شاوي �شفرً�.
�لحجم [35،473]: (1( عدد �لاأ�شلاع )2( عدد �لعنا�شر.

تجزئة متخالفة [347]: تجزئة X و Y لـ V (G) بحيث تكون G [X] و G(Y)غير متر�بطة.
.f (v) ي�شاوي v له وزن �أ�شلاع، بحيث �إن مجموع �أوز�ن �لاأ�شلاع �لو�قعة على :f [148] قابل للذوبان في

�لمنبع )�لم�شدر( [176]: ر�أ�ص بد�ية مُميز، �أو �أي ر�أ�ص درجته �لد�خلة ت�شاوي �شفرً�.
قطع منبع/ م�شب [178]: تجزئة لروؤو�ص �شبكة �إلى مجموعتين هما: S و T، بحيث تحوي S  �لمنبع، و T تحوي �لم�شب.

.X لتي تتم حلقات مع �لمجموعات �لجزئية لـ� X و�لعنا�شر غير �لموجودة في X في نظام ور�ثي تتاألف من X د�لة مولدة )د�لة �لتوليد( [358]: مُولِّد مجموعة
بيان جزئي مُولد: بيان جزئي يحتوي على كل ر�أ�ص.

.E لـ )E مجموعة مُولِّدة [67]: مجموعة مولدة )في نظام ور�ثي
�شجرة مُولِّدة [67]: بيان جزئي لا حلقي مولد ومتر�بط.

�لطيف [453]: قائمة من �لقيم �لذ�تية �لمكررة.
بيان �ن�شقاق [345]: بيان يمكن تغطية روؤو�شه بع�شبة ومجموعة م�شتقلة.

�لان�شقاقية: �أ�شغر عدد من �لاأ�شلاع ي�شاف �أو يحذف للح�شول على بيان �ن�شقاق.
مربع �لبيان: �لاأُ�ص �لثاني.

بعد �لمكعب – �لم�شحوق )�لمهرو�ص( [401]: �أ�شغر طول للمتجهات في طمر للمكعب �لم�شحوق )�لمهرو�ص(.
طمر �لمكعب �لم�شحوق [401]: ت�شفير �لروؤو�ص بـ 0، 1، متجهات * - بحيث ت�شاوي �لم�شافة بين ر�أ�شين عددَ �لاإحد�ثيات حيث يكون لاأحدهما �لاإحد�ثي 0، وللاآخر �لاإحد�ثي 1.

عدد �لا�شتقر�ر [319]: عدد �لا�شتقلال.
ا )�أو �شيئًا( �آخر مختلفًا عن �شريكه �لحالي في �لمو�ءمة. مو�ءمة م�شتقرة [130]: مو�ءمة لا يوجد فيها �شو�هد �أو �أمثلة من x و y، بحيث يف�شل كلّ منهما �شخ�شً

.r مجموعة م�شتقرة حجمها ي�شاوي :- r [447] مجموعة م�شتقرة
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مجموعة م�شتقرة [3,319]: مجموعة من �لروؤو�ص غير متجاورة زوجًا زوجًا. )مجموعة م�شتقلة(.
�لنجم )�لنجمة( [67]: �ل�شجرة K1, n-1 �لتي لها على �لاأكثر ر�أ�ص و�حد غير ورقة.

مجموعة قطع - نجمة [333]: مجموعة فا�شلة ت�شتحدث بيانًا جزئيًّا له ر�أ�ص يجاور بقية �لروؤو�ص.
تمهيدية مجموعة قطع - �لنجمة [334]: لا يوجد بيان حرج p – يحوي مجموعة قطع – نجمة.

خا�شية تبادل �شتاينتز [358]: خا�شية للدو�ل �لمولدة، وهي �أنه �إذ� كان e موجودً� فيما يولده
.x ∪ e ينتمي �إلى ما يولده  f فاإن x وغير موجود فيما تولده x ∪ f

نظرية �شتاينتز: يوجد طمر و�حد فقط في �لم�شتوى للبيانات �ل�شوية �لمتر�بطة من �لدرجة 3 )�أكثر دقةً، بيان ثنوي و�حد فقط(.
�لقوة [440]: لمبرهنة، �لجزء من �لوقت �لذي تتحقق فيه �لفر�شيات �إذ� تحقق فيه �لا�شتنتاج.

بيان موجه �شارم [294]: بيان موجه خال من �لعرى، ويوجد له على �لاأكثر �شلع و�حد مع كل زوج مرتب من نقاطه �لطرفية.
متو�زن ب�شر�مة: يتم تعظيم )تكبير( درجة �لروؤو�ص في �لبيانات �لجزئية فقط من قبل كل �لبيان.

.  r (x∪y)= r (X)  فاإن e ∈ Y لكل  r (X∪e)= r (x)  خا�شية �لامت�شا�ص �لقوية )ماترويد�ت( [355]: �إذ� كان
مركبة قوية [56]: بيان جزئي موجه متر�بط بقوة �أعظمي.

توجيه قوي [165]: توجيه لـ G بحيث يمكن �لو�شول �إلى �أي ر�أ�ص من �أي ر�أ�ص �آخر.
مخمنة �لبيان �لكامل �لقوي [320] (SPGC): �لمخمنة �لتي تن�ص على �أن �لبيان يكون كاملًا �إذ� وفقط �إذ� كان يمتلك فجوة فردية �أو م�شاد فجوة فردية.
�إذ� كان �إذ� وفقط   (u1, v1) ↔ (u2, v2) V (G1) × V (G2)، ومجموعة �أ�شلاعه   �ل�شرب �لقوي G1.G2: �شرب �لبيانات �لذي مجموعة روؤو�شه 

 .v1 = v2 و u1 ↔ u2  أو� v1↔v2 و u1 = u2 
بيان موجه متر�بط بقوة )�أو قوي( [56]: بيان موجه، فيه كل ر�أ�ص قابل للو�شول من �لروؤو�ص �لاأخرى جميعها.

كامل بقوة [330]: بيان، تتقاطع فيه مجموعة م�شتقرة مع كل ع�شبة �أعظمية.
.µ وجار م�شترك لاأزو�ج روؤو�شه غير �لمتجاورة ،λ بحيث يوجد جار م�شترك لاأزو�ج روؤو�شه �لمتجاورة ،k منتظم بقوة [464]: بيان منتظم من �لدرجة

مكون �أ�شا�شي جزئي [470]: �لبيان �لجزئي �لمولد من جو�ر لر�أ�ص �أو من �للاجو�ر لر�أ�ص.
بيان موجه جزئي [56]: بيان جزئي من بيان موجه.

�لتق�شيم [212]: (1( عملية يحل فيها م�شار موؤلف من �شلعين محل �شلع من خلال ر�أ�ص جديد، )2( بيان نح�شل عليه من خلال متتالية من عمليات �لتق�شيم. 
تق�شيم H- [212]: بيان، نح�شل عليه من H بو��شطة �لتق�شيم.

.G بيان جزئي [5]: بيان، تنتمي روؤو�شه و�أ�شلاعه جميعها �إلى
.Y و  X للمجموعات جميعها �لمجموعات r(XY) + r(X ∩ Y)  ≤ r(x) + r(y)  د�لة �لمقيا�ص �لجزئي [354]: د�لة، بحيث �إن

خا�شية �لمقيا�شية �لجزئية )ماترويد�ت( [354]:  له د�لة رتبة مقيا�شية جزئية.
مجموعة جزئية k- [471]: مجموعة جزئية فيها k من �لعنا�شر.

 تمثيل باأ�شجار جزئية  [324]: تعيين �شجرة جزئية من �شجرة م�شيفة لكل ر�أ�ص من روؤو�ص بيان وتري بحيث تكون �لروؤو�ص متجاورة �إذ� وفقط �إذ� كانت �لاأ�شجار �لتي تمثلها متقاطعة.
.u  → v بحيث �إن ،v في بيان موجه، ر�أ�ص u تابع )خلف( [54]: لـ

.u في بيان موجه، مجموعة تو�بع u مجموعة تابعة [58]: لـ
حا�شل جمع )مجموع( [39]: )1(للحلقات ولمر�فقات �لحلقات، تمامًا مثل �لفرق �لتماثلي، )2( لبيان، هو �تحاد هذه �لمجموعات )3(، بحيث �إن مجموعاته 

�لم�شتقلة هي �تحاد�ت �لمجموعات �لم�شتقلة جميعها من كل مجموعة.
.G بيان يحوي :Gبيان حاوٍ لـ

فائق �لانتظام [470]: بيان منتظم  لا يحوي �أي روؤو�ص، �أو �أنه بيان يكوّن كل مكون �أ�شا�شي جزئي من مكوّناته منتظمًا �أعظم.
�لعر�ص [184]: قيد على �لم�شدر )�لمنبع( في �شبكة نقل. 

تبديل ثنائي [46]: تبديل يحافظ على �لدرجات ل�شلعين منف�شلين ب�شلعين �آخرين غير موجودين.
 متماثل )تماثل( [490]: )1( لبيان، له ت�شاكل ذ�تي غير تافه )غير بديهي(، )2( لبيان موجه ب�شيط u→v ⇔ v→u لعلاقة ثنائية R، يعني 

 xRy ⇔ yRx
.B و A مجموعة �لعنا�شر �لموجودة فقط في �إحدى �لمجموعتين :A ∆  B [109,473] لفرق �لتماثلي�

نظام �لتمثيل �لمختلف [119] (SDR): لح�شد من �لمجموعات، هو �ختيار عن�شر و�حد من كل مجموعة بحيث يكون �لممثلون جميعهم مختلفين.
.(G)1+maxhG (H) :[231] نظرية �شزكرز وولف

ذيل [53]: �لر�أ�ص �لاأول لل�شلع، �أو �ل�شلع �لموجه. 
تلوين �لذيل [301]: لبيان ثلاثي �شوي، هو تلوين �شلعي ثلاثي فعلي. 

خو�رزمية تاري: [95]: طريقة لا�شتك�شاف متاهة )�شبكة طرق معقدة(. 
م�شاألة �لتلغر�ف [423]: ن�شخة موجهة من م�شاألة )م�شكلة( نقل �لكلام، �إلا �أن �لنقل يتم في �تجاه و�حد. 
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م�شاألة �لهاتف [422]: م�شاألة نقل �لكلام )�أو �لاإ�شاعة( 
�ل�شرب �لموؤثر: �ل�شرب �ل�شعيف �أو �ل�شرب �لتن�شوري. 

ماترويد ثلاثي [357]: قابل للتمثيل على حقل موؤلف من ثلاثة عنا�شر. 
 .G ل�شمك [261]: �أقل عدد من �لبيانات �ل�شوية �لتي ي�شاوي �تحادها�

 .G لبعد �لا�شتهلالي )بعد �لبد�ية �أو �لعتبة(: �أ�شغر عدد من �لبيانات �لا�شتهلالية �لتي ي�شاوي �تحادها�
 .w(t)  أو �إلى� O(t) غالبًا ما �أو غالبًا لا تحدث بالاعتماد على �أن �لو�شيط ينتمي �إلى Q بحيث �إن t د�لة :Q [433] د�لة بيانية )عتبة �أو ��شتهلالية( لـ

؛ هناك تو�شيفات �أخرى ت�شتمل على غياب  ( ) ( )w u w v t+ ≤ بيان ��شتهلالي )بد�ية(: له بد�ية t ور�أ�ص وزنه w، بحيث �إن u ↮ v �إذ� وفقط �إذ� كان 
تبديل )��شتبد�ل( ثنائي ووجود ترتيب بنائي ناتج عن �إ�شافة روؤو�ص معزولة، �أو روؤو�ص م�شيطرة. 

نظرية �لبيانات �لتوبولوجية: در��شة ر�شم �لبيانات على �ل�شطوح. 
طاري [266]: بيان لطمر خلية ثنائية على �لطارة. 

�لطارة [266]: �ل�شطح )قابل للتوجيه( �لذي له مقب�ص و�حد. 
�لتلوين �لكلي [411]: و�شم للروؤو�ص و�لاأ�شلاع بحيث تاأخذ �لعنا�شر �لمتجاورة �أو �لو�قعة على بع�شها �ألو�نًا مختلفة. 

) على �لاأكثر.  ) 2G∆ + مخمنة �لتلوين �لكلي [411]: يوجد لون لكل بيان تلوين كلي با�شتخد�م 
 .S بحيث يوجد جار لكل ر�أ�ص في S عدد �ل�شيطرة �لكلي [117]: �أ�شغر عدد من �لروؤو�ص في مجموعة

عدد �لفتر�ت �لكلي: �أ�شغر عدد كلي من �لفتر�ت �لم�شتخدمة لتمثيل G كبيان تقاطع لاتحاد�ت �لفتر�ت على خط �لاأعد�د. 
 .± �أحادي �لمقيا�ص ب�شكلٍ كلي [469]: م�شفوفة بحيث ت�شاوي كل محددة لكل م�شفوفة جزئية  مربعة منها 0 �أو 1 

. لكل مجموعة فا�شلة S، حيث ت�شاوي c(G - S) عدد مركبات �لبيان �لجزئي  ( )S t c G S≥ − �لخ�شونة )�لق�شاوة �أو �ل�شلابة( [288]: �أ�شغر t بحيث �إن 
 .S لذي نح�شل عليه بحذف�

�لدوري [61]: توجيه لبيان تام.
�أثر �لم�شفوفة [453]: حا�شل جمع �لعنا�شر �لموجودة على �لقطر. 

قابل لتتبع �لاأثر: يوجد فيه م�شار هاملتوني. 
�لم�شرب [20,59]: ممر لا يظهر فيه �أي �شلع �أكثر من مرة و�حدة. 

 .u→w فاإن v→w و u→v بيان موجه متعدٍّ [228]: �إذ� تحقق �أن
 XSY لتي فيها� S لعلاقة� ،R لعلاقة D )2( في w إلى� u عندما يوجد م�شار من u→w هو �لبيان �لموجه �لذي فيه .D في بيان موجه )لاإغلاق �لمتعدي: )1�

.X = Xo RX1 R…. RXk = y  بحيث �إن Xo, …., Xk عندما توجد متتالية
   .e∈ σ (y) فاإن X σ (Y) وكانت e∈ σ (X) تعدي �لاعتماد )عدم �لا�شتقلال( )ما ترويد�ت( [359]: �إذ� كان

قيود �لنقل )�لتنقل و�لانتقال( [184]: �لعر�ص و�لطلب. 
م�شاألة �لنقل [185]: تعميم لم�شاألة �لتعيين )�لتحديد( حيث �لعر�ص عند كل م�شدر، و�لطلب عند كل مكان ن�شل �إليه. 

�لم�شتعر�ص [125]: نظام تمثيلات مختلفة )هذه �لكلمة �لم�شتخدمة عند تعميم �لمفهوم(، وت�شتخدم كذلك لاأنظمة �لتمثيلات غير �لمختلفة. 
�لماترويد �لم�شتعر�ص [352]: ماترويد، عنا�شره عبارة عن مجموعة و�حدة من مجموعتي �لتجزئة لبيان ثنائي �لفرع، ومجموعاته �لم�شتقلة هي �لمجموعات �لجزئية �لم�شبعة بالمو�ءمات. 

م�شاألة �لبائع �لمتجول )�لمتنقل( [493] (TSP): م�شاألة �إيجاد حلقة مولدة ذ�ت وزن �أ�شغر. 
�ل�شجرة [67]: بيان متر�بط لا حلقي )لا يحوي �أي حلقة(. 

�ل�شجرة ذ�ت �لمتعدد k [101]–: �شجرة مجذرة )لها جذر( بحيث يكون لها k ولدً� على �لاأكثر عند كل ر�أ�ص لي�ص بورقة.
 .–k عن طريق تكر�ر )معاودة( �إ�شافة ر�أ�ص جو�ره عند �إ�شافته عبارة عن ع�شبة –k بيان وتري نح�شل عليه من ع�شبة :–k [345] ل�شجرة�

�لمثلث [12]: حلقة طولها 3.
خالٍ من �لمثلثات [41]: لا يحوي K3 كبيان جزئي. 

. d (x,y) + d (y, z) ≤ d(x, z) :لمتباينة �لمثلثية�
وتر مثلثي: وتر طوله 2 موجود في م�شار �أو حلقة.

بيان تم تثليثه [225]: بيان لا يحوي حلقات لا وترية. 
�لتثليث [242]: طمر لبيان على �شطح، كل منطقة فيه م�شلع ثلاثي. 

ثلاثي �لدرجة: درجته ت�شاوي 3.
بيان تافه [22]: بيان لي�ص له �أ�شلاع )يح�شر بع�ص �لموؤلفين ذلك بر�أ�ص و�حد(. 

عديد  k–[474]: بيان متعدد �لفرع تام، مجموعاته )روؤو�شه( �لجزئية مت�شاوية. 
 .r + 1 على �أنها �أكبر بيان من رتبة معطاة لا تحوي ع�شبة من �لدرجة r نظرية تور�ن [208]: تو�شيف لبيانات تامة  مت�شاوية �لفرع من �لبيانات متعددة �لفرع من �لدرجة

كثيرة حدود توت: تعميم لكثيرة �لحدود �للونية، ولكثير�ت حدود �أخرى. 
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نظرية توت [146،174،250]: (1( للمو�ءمات، هي تو�شيف لبيانات لها عامل و�حد. )2( للتر�بط،  تو�شيف للبيانات �لمتر�بطة من �لدرجة �لثلاثية من 
خلال تقلي�شها لعجلات. )3( للبيانات �ل�شوية، هي �أن للبيانات �ل�شوية �لمتر�بطة من �لدرجة 3 طمرً� بحيث تكون �لاأوجه �لمحدودة جميعها محدبة. 

�لتو�ئم [208]: �لروؤو�ص �لتي لها �لجو�ر نف�شه )�لتو�ئم �لكاذبة هي روؤو�ص متجاورة لها�لجو�ر�ت �لمغلقة نف�شها(. 
مجموعة لا يمكن تفاديها [348]: جمع من �لت�شاكلات، يحوي كل بيان في �شف محدد )معين( ت�شكلًا في هذ� �لجمع. 

�لبيان �لتحتي )�ل�شمني �أو �لاأ�شا�شي( [258]: �لبيان �لذي  نح�شل عليه من بيان موجه من خلال �لتعامل مع �لاأ�شلاع على �أنها �أزو�ج غير مرتبة.
�أحادي �لحلقة: له حلقة و�حدة فقط.

بيان ز�ئدي منتظم )مت�شق( من �لدرجة k  [449]: له �أ�شلاع من �لحجم k فقط. 
ماترويد منتظم )مت�شق �أو موحد( U k,n [357]: ماترويد على [n] بحيث �إن مجوعاته �لم�شتقلة هي �لمجموعات �لتي حجمها ي�شاوي k على �لاأكثر. 

، يتحقق �أن للمجموعات �لجزئية �لم�شتقلة �لكبرى من X �لحجم نف�شه. X E⊆ خا�شية �لات�شاق )�لانتظام( )ماترويد( [354]: لكل 
�لاتحاد )G1  ∪  G2( ومجموعة �أ�شلاعه هي �لاتحاد لاأ�شلاع G1 و G2 )تكتب  G1 + G2 �إذ� كانت مجموعات �لروؤو�ص منف�شلة(. 

.{I1 ∪…∪Ik:Ii∈Ii} :هو �لنظام �لور�ثي �لذي مجموعاته �لم�شتقلة هي M1, …, Mk تحاد �لماترويد�ت [369]: �تحاد �لماترويد�ت�
بيان م�شافة �لوحدة [201]: �لبيان �لذي روؤو�شه ℝ2، بحيث تتجاور نقاطه �إذ� كانت �لم�شافة بينهما ت�شاوي 1.

بيان غير مو�شوم )معلم( [9]: م�شطلح غير ر�شمي ل�شف �لت�شاكل. 
 .M ر�أ�ص لا ينتمي �إلى �شلع في :M [107] غير م�شبع بالن�شبة �إلى

( ) ( )(  1/ 2 e G n G− +   قابل لطمرٍ �أعلى [176]: له طمر خلية ثنائية على �شطح، جن�شه ي�شاوي 
�لتكافوؤ (valence): درجة �لر�أ�ص. 

قيمة �لتدفق [433]: مح�شلة �لتدفق �لخارج من �لمنبع �أو �لد�خل �إلى �لم�شب. 
�لتغير �أو �لاختلاف [351]: مربع �لانحر�ف �لمتوقع عن �لو�شط. 

ر�أ�ص [2]: عن�شر في V (G)�أو مجموعة �لروؤو�ص. 
�لعدد �للوني للروؤو�ص [191]: �لعدد �للوني. 

تر�بط �لروؤو�ص [149]: درجة �لتر�بط، �أو مقد�ر �لتر�بط، �أو �لتر�بطية. 
غطاء �لروؤو�ص [112]: مجموعة روؤو�ص تحوي نقطة طرفيه لكلّ �شلع على �لاأقل.

مربع بالن�شبة �إلى �لروؤو�ص: حذف �أي ر�أ�ص يغير �لو�شيط �أو �ل�شفة. 
قطع روؤو�ص )قاطع روؤو�ص(: مجموعة روؤو�ص فا�شلة. 

بيان جزئي بحذف ر�أ�ص [149,164]: بيان جزئي نح�شل عليه بحذف ر�أ�ص و�حد. 
 .XY∈E(G) متجاورة �إذ� وفقط �إذ� تحقق �أن y و  x بمجموعات م�شتقلة، بحيث تكون �لن�شخ من G م�شاعفة �لروؤو�ص من [320]: ��شتبد�ل روؤو�ص

تجزئة �لروؤو�ص: تجزئة لمجموعة �لروؤو�ص. 
مجموعة �لروؤو�ص V (G) [2]: مجموعة �لعنا�شر �لمعرف عليها �لبيان. 

 y إلى� x )يوجد ت�شاكل ذ�تي ينقل )ير�شلV (G) في X, Y متعدٍّ بالن�شبة �إلى �لروؤو�ص [14]: لكل زوج
� �أعلى على �لعدد �للوني للاأ�شلاع )�ل�شلعي( بدلالة �لدرجة �لكبرى، و�أكبر تكر�ر للاأ�شلاع.  نظرية فايزنج [275] تعطي حدًّ
ممر [20,59]: قائمة متناوبة من �لروؤو�ص و�لاأ�شلاع في بيان بحيث ينتمي كل ر�أ�ص �إلى �ل�شلع �لذي ي�شبقه و�ل�شلع �لذي يليه

          )يجب �أن نتتبع �لاأ�شهم في �لبيان �لموجه( 
.v إلى� u [20]: ممر من u,v ممر

خا�شية �لحذف �ل�شعيف [352]: خا�شية �لم�شفوفات، وتعني �أن �لاتحاد لحلقات متقاطعة يحوي حلقة تتفادى نقطة معينة في �لتقاطع. 
�أن �إذ� تحقق  وفقط  �إذ�   (u1,v1) ↔ (u2,v2) روؤو�شه هي:  V(G1) × V (G2)و�أ�شلاعه هي:  بحيث  �لبيانات  G1⊗G2: �شرب  �ل�شعيف   �ل�شرب 

.v1↔  v2 و  u1 ↔ u2 
 .G وترى �شعيف [330]: لا توجد له حلقات لاوترية طولها على �لاأقل 5 في G �أو في 

متر�بط ب�شعف [56]: بيان موجه بحيث يكون بيانه �لمت�شمن )�لتحتي( متر�بطًا. 
�لوزن: عددد حقيقي. 

موزون: تم تعيين �أوز�ن له )لاأ�شلاعه و )�أو( روؤو�شه(. 
خا�شية �لترتيب �لح�شن [19]: كل مجموعة غير خالية )من �لاأعد�د �لطبيعية( تحوي عددً� �أ�شغر. 

�لعجلة [174]: بيان ناتج عن ربط حلقة مع ر�أ�ص منفرد. 
نظرية �لت�شاكل �لثنائي لويتني [376]: تو�شيف لاأزو�ج من �لبيانات �لتي تت�شاكل ماترويد�ت حلقاتها.

معامل و�ينر [72]: مجموع �لم�شافات بين �أزو�ج �لروؤو�ص. 
�لتدفق �ل�شفري: تدفق في �شبكة بحيث ي�شاوي �لتدفق على كل �شلع �شفرً�. 
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الكتب  البيان. و�ضن�ضع هنا قائمة تحتوي على بع�ض  العديد من الكتب في مو�ضوع نظرية  نُ�ضِر  لقد 
للقارئ المهتم الذي يبحث عن عر�ض اأو تقديم بديل، اأو يرغب في المزيد من التفا�ضيل حول بع�ض الموا�ضيع 
الخا�ضة، اإ�ضافة اإلى اأننا �ضن�ضع قائمة لكتب عامة في المو�ضوع نف�ضه مق�ضمة اإلى ثلاثة م�ضتويات تقريبًا. 
الكتاب. هذا  بوحدات  وارتباطها  �ضلتها  بح�ضب  والمقالات  المتخ�ض�ضة  بالكتب  قائمة  ذلك  بعد  و�ضنورد 

واأخيًرا �ضن�ضع قائمة من الكتب التي ت�ضتمل على بع�ض الموا�ضيع الاإ�ضافية في نظرية البيان.

General /elementary:
Chartrand, G. Graphs as Mathematical Models. Prindle-Weber-Schmidt, 1977. Reprinted as Introductory 

Graph Theory, Dover, 1985.
Clark J. and D.A. Holton, A first look at graph theory. World Scientific, 1991.
Trudeau R.J., Introduction to graph theory (originally Dots and Lines, 1976). Dover, 1993.
Wilson R.J. Introduction to graph theory. Academic Press, 1979, 1972; Longman, 1985.
Wilson R.J. and J.J. Watkins, Graphs: An introductory approach. John Wiley & Sons, 1990.
General / intermediate:
Bondy J.A. and U.S.R. Murty, Graph Theory with Applications. Elsevier, 1976.
Chartrand G. and L. Lesniak, Graphs and Digraphs. PWS Publishers, 1979; WadsworthBrooks/Cole, 1986; 

Chapman & Hall, 1996.
Gould R., Graph Theory. Benjamin / Cummings, 1988.
Gross J. and J. Yellen, Graph Theory. CRC Press, 1999.
Harary F., Graph Theory. Addison-Wesley, 1969.
Ore 0., Theory of Graphs. AMS Colloq. 38, Amer. Math. Soc., 1962.
General /advanced:
Berge, C. Graphs. North-Holland 1973, 1976, 1985. (1970, 1983 in French.)
Bollobas B., Graph Theory: An Introductory Course. Grad. Texts in Math. 63; SpringerVerlag, 1979.
Bollobas B., Modern Graph Theory. Grad. Texts Math. 184; Springer, 1998.
Diestel R., Graph Theory Grad. Texts Math. 173; Springer-Verlag, 1996, 2000.
Zykov A.A. Fundamentals of graph theory Nauka, 1987 (Russian). Trang. by L. Boron, C. Christenson, and 

B. Smith, BCS Associates, 1990.
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Chapter 1:
Asratian A.S., T.M.J. Denley, and R. Häggkvist, Bipartite graphs and their applications. Cambridge Tracts 

in Math., 131; Cambridge Univ. Press, 1998.
Fleischner H., Eulerian Graphs and Related Topics, Vols 1 & 2. Ann. Discrete Math. 45 & 50, North-Hol-

land, 1990 & 1991.
Harary F., R.Z. Norman, and D. Cartwright, Structural Models: An Introduction to the Theory of Directed 

Graphs. John Wiley & Sons, 1965.

Chapter 2:
Buckley F. and F. Harary Distance in Graphs. Addison-Wesley, 1990 Moon J., Counting Labelled Trees. 

Canadian Math. Congress, 1970.

Chapter 3:
Gusfield D. and R.W. Irving, The Stable Marriage Problem: Structure and Algorithms. MIT Press, 1989.
Haynes T.W., S.T. Hedetniemi, and P.J. Slater, Fundamentals of Domination in Graphs. Pure and Applied 

Math. 208; Marcel Dekker, 1998.
Lovász L. and M.D. Plummer, Matching Theory. North-Holland, 1986’.

Chapter 4:
Ahuja R.K., T.L. Magnanti, and J. Orlin, Network Flows. Prentice-Hall, 1993.
Ford L.R. and D.R. Fulkerson, Flows in Networks. Princeton Univ. Press, 1962.
Tutte W.T., Connectivity in Graphs. Univ. Toronto Press, 1966.

Chapter 5:
Jensen T.R. and B. Toft, Graph coloring problems. Wiley-Interscience, 1995.

Chapter 6:
Aigner M., Graph Theory: A Development from the 4-Color Problem. Teubner, 1984 (German). Transl. by 

BCS Associates, 1987.
Bonnington C.P. and C.H.C. Little, The Foundations of Topological Graph Theory. Springer-Verlag, 1995.
Fritsch R. and G. Fritsch, The Four-Color Theorem. Springer, 1994, 1998.
Gross, J.L. & T.W. Tucker, Topological Graph Theory. Wiley-Interscience, 1987.
Nishizeki T. and N. Chiba, Planar Graphs: Theory and Algorithms. North-Holland Math. Studies 140, An-

nals Disc., Math. 32; North-Holland 1988.
Saaty T.L. and P.C. Kainen, The Four-Color Problem: Assaults and Conquests. McGraw-Hill, 1977; re-

printed Dover, 1986.
White A.T., Graphs, Groups and Surfaces. North-Holland Math. Studies 8; North-Holland 1973, 1984.

Chapter 7:
Fiorini S. and R.J. Wilson, Edge-colourings of Graphs. Res. Notes in Math. 16; Pitman, 1977.
Voss H.-J., Cycles and Bridges in Graphs. Kluwer Academic, 1991.
Zhang C.-Q., Integer Flows and Cycle Covers of Graphs. Pure and Applied Math. 205; Marcel Dekker, 1997.

Section 8.1:
Golumbic M.C., Algorithmic Graph Theory & Perfect Graphs. Acad. Press, 1980.
Brandstädt A., V.B. Le, and J.P. Spinrad, Graph Classes: A Survey. Soc. Ind. Appl. Math., 1999.
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Section 8.2:
Oxley J., Matroid Theory. Clarendon Press, Oxford Univ. Press 1992. Welsh D.J., Matroid Theory. Academic 

Press, 1976.

Section 8.3:
Graham R.L., B.L. Rothschild, and J.H. Spencer, Ramsey Theory. Wiley-Interscience, John Wiley & Sons, 

1980, 1990.

Section 8.4:
Bollobás B., Extremal graph theory. London Math. Soc. Monographs 11; Academic Press, 1978. (Also 

treats material of Chapter 5.)

Section 8.5:
Alon N. and J. Spencer, The Probabilistic Method.
Bollobas B., Random graphs. Academic Press, 1985.
Janson S., T. Luczak, and A. Ruciński, Random Graphs. Wiley-Interscience, John Wiley & Sons, 2000.
Palmer E.M., Graphical Evolution. John Wiley & Sons, 1985.

Section 8.6:
Biggs N., Algebraic graph theory. Cambridge Tracts in Math. 67, Cambridge Univ. Press, 1974, 1993.
Chung F.R.K. Spectral graph theory. CBMS Reg. Conf. Series in Math. 92; Amer. Math. Soc. 1997.
Cvetković D.M., M. Doob, and H. Sachs, Spectra of graphs: Theory and Applications. Pure and Appl. Math. 

87, Academic Press, 1980; 1985; Johann Ambrosius Barth, 1995.

Algorithms and Applications:
Chartrand G. and O.R. Oellermann, Applied and Algorithmic Graph Theory. McGraw-Hill, 1993.
Chen W.K. Applied Graph Theory: Graphs and Electrical Networks. Series in Appl. Math. & Mechanics 13, 

North-Holland, 1976 (2nd ed.).
Christofides N., Graph Theory: An Algorithmic Approach. Acad. Press, 1975. Even S., Graph algorithms. 

Computer Science Press, 1979.
Foulds L.R., Graph Theory Applications. Universitext; Springer-Verlag, 1992. Gibbons A., Algorithmic 

Graph Theory. Cambridge Univ. Press, 1985.
Gondran M. and M. Minoux, Graphs and algorithms, (translated by Steven Vajda). Wiley-Interscience, John 

Wiley & Sons, 1984.
Lawler E., J.K. Lenstra, A.H.G. Rinooy-Kan, and D.B. Shmoys, The Traveling Salesman Problem. Wiley-

Interscience, John Wiley & Sons, 1985, 1990.
McHugh J.A., Algorithmic _Graph Theory. Prentice-Hall, 1990.
Swamy M.N.S. and K. Thulasiraman, Graphs, Networks, and Algorithms. WileyInterscience, John Wiley & 

Sons, 1981.
Temperley H.N.V., Graph Theory and Applications. Halstead Press, 1981.
Wilson R.J. and L.W. Beineke (eds.), Applications of Graph Theory. Academic Press, 1979.

Additional Topics:
Beineke L.W. and R.J. Wilson (eds.), Selected topics in graph theory, Vols. 1 & 2 & 3. Academic Press, 1978 

& 1983 & 1988.
Cameron P.J and J.H. van Lint, Designs, Graphs, Codes and Their Links. Lond. Math. Soc. Student Texts 22, 

Cambridge Univ. Press, 1991.
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Capobianco M. and J.C. Molluzzo, Examples and counterexamples in graph theory. North-Holland, 1978.
Berge C., Hypergraphs. N.-H. Math. Lib. 45, North-Holland, 1987, 1989.
Biggs, N.L., K.E. Lloyd, and R.J. Wilson, Graph Theory: 1736-1936. Clarendon Press, Oxford Univ. Press, 

1976, 1986.
Bosák J., Decompositions of graphs. Math. & Its Appl. (East European Series) 47, Kluwer Academic Pub-

lishers, 1990.
Brouwer A.E., A.M. Cohen, and A. Neumaier, Distance-regular graphs. Springer-Verlag, York, 1989.
Chung F.R.K. and R.L. Graham, Erdős on Graphs: His Legacy of Unsolved Problems. A.K. Peters, 1998.
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adjacent 2  متجاور

airline 25-6, 33  خطوط جوية

algorithms 34, 40-1, 46,  خوارزميات 

65-6, 81, 90, 94-105, 116, 122-35,

141-5, 160,179-88, 194-6, 202, 252-5,

269,-7, 279-80, 282, 292, 323-7,344,

345-7, 369, 373-4, 377,406, 425-6,

429-30, 437- 42, 493-99, 504-6

almost always/almost every       في أغلب الأحيان

تقريبا كل / ,42 - 430 ,425 ,387 ,196

447-51, 459, 463, 496

alteration method 428            )طريق التبديل )التغيير 

alternating path 109-2, 123,  )مسار متناوب )متذبذب

124, 129, 142-4, 258, 278

ancestor 100, 157  سلف 

ant chain 413  مضاد سلسلة

ant hole 340-1, 343  مضاد فجوة

ant twin 348  مضاد توأم

approximation algorithm  خوارزمية التقريب

441, 496-8

approximation scheme 496        مخطط التقريب

arbor city 372, 413  التشجير 

archeological serration 328        تسلسل الآثار زمنيًّا

arrangement 60-1, 65, 83,  ترتيب

486-7, 489

art gallery problems 270-1     مسألة المتحف الفني

articulation point                      نقطة مفصلية 

)see cut-Vertex(  )انظر رأس – قطع(

k-ray tree 101. 449  k شجرة ذات متعدد

aspects )of mastoids( 349-50      أوجه أو مفاهيم للماترويدات 

Assignment Problem 126-30  مسألة الواجب البيتي 

steroidal triple 346  نجم ثلاثي 

asymptotic 70, 117, 265,  ٍمقارب أو محاذ 

385, 425, 430, 431, 434-5,

440-1, 448, 451

augmentation property 352-  خاصية التوسيع 

7, 362, 364, 370, 374, 377

augmenting path )flow( 177, 179-81 )مسار موسع )تدفق

augmenting path )matching(           )مسار موسع )مواءمة 

109-10, 112, 123-4, 129,

132-4, 1424, 147, 352,369

auto orphism 14, 18, 49, 78,  تشاكل ذاتي

435, 439, 449, 453, 470

average degree 49, 51-2,  معدل الدرجة 

75, 264, 269, 434-5, 449,

459, 463

Azuma’s Inequality 443-7, 452  متباينة أزوما

backtracking 156  الرجوع بالأثر 

balanced graph 434-5, 450, 465  بيان متوازن

bandwidth 390, 392, 395-6, 450  عرض النطاق

Barnett’s Conjecture  مخمنة بارنيت

barycenter 78  مركز الكتلة 

base 97, 301, 349-57, 360-2  أساس

366, 372-6, 439-40, 447

base exchange property 351,     خاصية تبادل الأساس

353-7, 361, 366, 373

Baseball Elimination  مسألة حذف

Problem 183  فرق كرة القاعدة

basis step 19, 479  الخطوة الأساس

belongs to 471  ينتمي إلى

Berge graph 340-1  بيان بيرج

best possible 39, 42, 49, 51,  أفضل ما يمكن 

76, 79, 121, 139, 147,150,

159-60, 174, 194, 248, 265, 270,

 290, 297, 299, 392-4, 420, 424

biclique 9-10, 17-8, 23,  عصبة ثنائية

26, 29, 33, 41, 67, 75,141, 

153, 265, 288, 453,459-60

biconditional 477-8  ثنائي الشرط

X, Y-biography 24-5, 37, 59,  x,y- بيان ثتائي 

110-2, 119-21, 123, 125,

147, 185, 228, 308, 463

biographic 65. 185                  قابل للتمثيل بوصفه بياناً ثنائيًّا

bijection 7-8, 10, 37, 50  تناظر

82-5, 93, 107, 111, 325, 327,

364-5, 374, 399,438, 484, 485-8

bin-packing  تحزيم صناديق التخزين 

binary k-tuple 26,33, 49, 76,  متعدد K ثنائي

379, 400, 439, 474
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binary matroid 357  ماترويد ثنائي 

binary tree 101-2, 106  شجرة ثنائية 

Binent- Cauchy Formula 87,469       صيغة بننت وكوشي  

binomial coefficent 11, 487, 488  معاملات ذات الحدين

binomial distribution 431, 452  توزيع ذو حدّين

Binomial Theorem 487  نظرية ذات الحدين

biparticity 422  ثنائية الفرع

bipartite graph 4-5, 9-10,  بيان ثنائي الفرع 

14-8, 24-8, 31-3, 39-42,48-53,

59, 65, 94, 105, 110-5, 118-36,

140, 160,168, 171, 174, 185-6,

189, 192, 202-3, 211,227-8, 239-40,

 243-4,256, 270, 276, 283-7, 292. 

295-7, 304, 308,352, 365-9, 373, 

376-9,409-10, 422, 424, 449,451, 

455, 468-9, 505-6

bipartintion 24-6, 31, 40-1,  تجزئة ثنائية

53. 93, 110-2, 120, 127,150, 168,

192, 295, 308, 409, 431, 455, 459

Birkhoff diamond 259-60  ماسة بيركوف

block )in a graph( 155-8,  )قالب )في بيان 

160, 174, 198-200, 215,

230, 253, 313, 317, 376

block )in a partition( 357,  )قالب )في تجزئة 

445-6, 465, 473

block-cutpoint graph 156, 160      بيان قالب النقطة الفاصلة

blossom 142-5, 148  برعم

bond 154-5, 160, 238, 244,  رابطة

305, 362-5, 452-3, 467

bond matroid 362-5  ماترويد روابط

bond space 452, 467  فضاء الروابط

Bondy’s Lemma 418-9  تمهيدية بوندي

bottleneck 104, 177  عنق الزجاجة

bouquet 241, 267-8  باقة

bowtie 12, 164, 387, 394  فراشي الشكل

branch bertex 249-50  )رأس تفريع )تغصين

branching 89-90, 404-6  )تفريع )تغصين

r-bramcjomg 404-6  r - تفريع 

breadth-first search 99, 105,  ً البحث الأفقي أولا

132-3, 147, 156, 402, 405, 495

BFS 99, 101, 105, 156        )ًاختصار البحث الأفقي أولا(

Bridg-it 73-4, 80, 365  جسرها

bridge 1-2, 51, 73-5, 80,  )لعبة البريدج )الجسر

105, 252, 326

H-bridge 252  H-جسر 

bridgeless graph 304, 308-9  بيان خالٍ من الجسور

311-3, 317-8

Broadcasting  يذيع

Brooks’ Theorem 198-200,  نظرية بروكس

203, 216, 230, 284

Brouwer Fixed-Point Theorem 389  

نظرية النقطة الثابتة  لبروار                                                  

cactus 160  صبار

cage 49, 79 -  قفص

canonical labeling 438-9 وسم مبدئي )قانوني(         ش

capacity 176, 178 سعة

cartesian product )graphs(       )الضرب الديكارتي )للبيانات

193-4, 199, 265, 284, 296,

344, 400, 410, 422, 460

cartesian product )sets(193,     )الضرب الديكارتي )للمجموعات

474 

caterpillar 88-9, 346, جرارة

396, 423 

Cayley’s Formula 81-3, 85, صيغة كيلي

92-3, 345, 462 

Cayley-Hamilton Theorem          نظرية كيلي وهاملتون

456-7 

ceiling 39, 483  سقف

cell )in simplicial subdivi-sio(        )خلية )في تقسيم مبسطي

388-91, 395 

2-ce;; e,beddomg 268. 272 طمر خلية ثنائية

2-cell 268, 272 خلية ثنائية

center 72, 78, 81, 105, 393.460 مركز   

centroid 393 مركز متوسط 

chain )under a partial order(     )سلسلة )تحت ترتيب جزئي  

374, 413, 445 

Chairperson Ikentity 488         متطابقة رئيس اللجنة   

characteristic polynomial 453-7, 462, 468  كثيره الحدود المميزة 

characterization 23-4, 279, يز وصف مُم

43, 44-5, 60, 64, 68, 75,  118, 138, 141,

154, 162- 3, 174, 187, 192, 217, 225, 239,

246, 251-2, 269, 274, 280, 282, 286, 310,

323-4, 328, 330-1, 335, 337, 340, 345,

 354, 358-60, 362, 368, 373,

378, 461, 472, 495 

charge 260-1                             )اشحن )شحنة كهربائية

Chebysheb’s Inequality 433, 451       متباينة شبيشيف

children )in rooted tree( 100-2, 106    )أطفال )في شجرة ذات جذر

Chinese Postman Problem         مسألة ساعي البريد الصيني

99, 105-6, 130, 318

choice function 408-9  دالة الاختيار 

choice number 408-9, 412  عدد الاختيار

choosability 408-9  قابلية الاختيار 

f-choosable 410                      f قابلية الاختيار بالنسبة إلى

k-choosable 408-10, 423     K قابل للاختيار بالنسبة إلى 

chord 225-6, 234, 240, 245,  وتر

253, 263, 271, 310, 330,

341, 343, 347, 412, 437

chordal graph 224-4, 230-1,  بيان وتري

323-31, 334, 345-7, 423

chordless cycle 225-7, 323,  حلقة لا وترية

326, 329, 344

chormatic index 275  الدليل اللوني

chromatic number 5, 191-  العدد اللوني

219, 230, 238, 257, 275, 

283, 309, 319-20, 408-12,

429, 441-2, 446-7, 449,

459, 476

CHROMATIC NUMBER  العدد اللوني

501-2

k-chromatic 192, 196, 200-7,  K لوني من الدرجة 

210, 213-9

chromatic polynomial 220,  كثيرة الحدود اللونية

221-4, 229-31

Chbatal’s condition 290-2,  شرط كفتال

297-8, 418

Chvatal’s Conjecture 288  مخمنة كفتال

Chvatal- Erdos Theorem  نظرية كفتال وايردوز

292, 297-8, 441

circle graph 341, 344, 348  بيان دائرة

circuit )in graph(  )حلقة )في بيان

27, 28-34, 

42, 140, 233, 262, 273,

285, 298-9, 308, 313

circuit )in dgraph( 60-1,64,  )حلقة)في بيان موجّه 

77, 89-91, 99, 489, 506

circuit )in matroid( 349-62,  )حلقة )في ماترويد

365, 373-5

circular-arc graph 341, 348  بيان أقواس دائرية

circulation 187, 190, 308    تدوير

CIRCUMFERENCE 416, 495   محيط

circumfernce 263, 293, 313,  محيط

416-7

Class 1 278-9, 248  النوع )الصنف( الأول

Class 2 278  النوع )الصنف( الثاني

clause 499-501,506  )فقرة)عبارة

claw )K 1.3( 12, 15, 18, 37,  k1.3 مخلب 

87, 199, 279, 285-6, 333, 341-3, 348

claw-free 49, 117-8, 147,  خالٍ من المخالب

173, 217, 281-3, 285, 297, 341-2

Clebsch graph 466  بيان كلبش

CLIQUE 502  عصبة

clique 4, 9, 62, 123, 137, 153,  عصبة

173, 192-217, 224-31, 

263, 275, 280-3, 286, 288, 291,

 319-48, 381, 384-7,

394- 400, 413-4, 420, 422, 426,

 439-41, 447-8, 453, 465, 470,

 496, 502

clique cover)ing( 226, 319-21,  غطاء عصب

326, 339, 342, 344, 422 

clique cover)ing( number 226, 319 عدد غطاء العصب 

clique decomposition 397  تفكيك العصب

clique identification 344  تحديد العصب

clique number 192, 199, 231, عدد العصب 

319, 335, 339, 439-41, 447
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clique tree 327-8, 345  شجرة العصب

clique-bertex incidence matrix         مصفوفة الوقوع لراس  

وعصبة  346 ,328-9

closed ear 164-5, 172  أُمذن مغلقة

closed neighborhood 116,  جوار مغلق

341, 468

closed set )in the plane(      مجموعة مغلقة في المستوى

233-41, 245, 254, 267-8,

389-90, 397, 452, 468

closed set )matroids( 360       )مجموعة مغلقة)ماترويدات

362, 376-8, 371-2, 375

closed trail 20, 26-7, 30-1,  مسرب مغلق

34, 57-60, 172-3, 290-1,

295, 313, 506

closed Walk 20, 24, 32, 48,  مر مغلق

63. 65, 99, 237, 239, 455

closure )Hamiltonian( 289-  )إغلاق)هاملتوني

90, 298, 429, 449

closure function )matroids(    )دالة الإغلاق )ماترويدات

360

closure operator 360  مؤثر إغلاق

co-critical vertex pair 339        زوج رؤوس مرافق حرج متحارج

cograph 202, 344  مرافق بيان

cobase 360-2  مرافق أساس

cocircuit 360, 362, 375  مرافق حلقة

cocycle )matroids( 362            )مرافق حلقة)ماترويدات

cograph 202  مرافق بيان

color 4, 191-2, 204, 275, 380  لون

color class 191-3, 200, 203-4,  صف لوني

207, 217, 275, 339

color sum 204  مجموع ألوان

color-critical 192, 199, 206,  حرج لوني

210, 215, 218, 344

2-COLORABILITY 495, 505  تلوين ثنائي

3-COLORABILITY 500,  تلوين ثلاثي

k- COLORABLITY 495,   K تلوين من الدرجة 

501, 505

k- colorable 191-2, 204,      من الألوان K قابل للتلوين بـ

211, 309, 363, 408

k-coloring 191-4, 198, 200   )من الألوانK بـ( K- تلوين

205, 207, 210-1, 216-7, 219-24, 

229, 309, 380-3 , 386, 393-4, 449

column matroid 351-2, 375  ماترويد أعمدة

combinatorial design 11, 465, 470     تصميم توافقي

common system of distinct        نظام مشترك للتمثيلات المختلفة

representatives )CSDR(

119, 171-2, 353, 368-9

comparability graph 228,  بيان مقارنة

231, 329-31

compatible pair 232                   )زوج منسجم )متناغم

complement )graog( 4. 10-  )المتممة )لبيان

2, 15, 38, 49, 52, 71, 77, 80, 115, 121,

201, 207, 215-6, 226-7, 245, 255,

283, 297, 312, 320, 322, 334-5, 340-1,

344, 360-2, 366, 375, 379, 393, 400,

422, 456, 461, 465-40

complement )set( 474                )المتممة )المجموعة

complement reducible 344  مصغر متممة

complete bipartite graph  بيان ثنائي الفرع تام

9-10, 14, 33, 41, 104,

409, 413, 416, 

complete graph 9-11, 16,  بيان تام

26, 32, 50, 62, 79, 83-4, 87, 104,

108, 149, 193- 4, 197-204, 207, 214,

217-8, 221, 224, 230-1, 263, 290, 293,

298, 329, 336, 344, 381, 386, 398-

9, 419, 426, 459, 470, 487

complete Ioopless digraph 393   بيان موجه خالٍ من العرى تام

complete multipartite graph  بيان متعدد الفرع تام

207, 215

comp;ete subgraph 26, 280-1,  بيان جزئي تام

381, 386, 397 )see clique(

completely labeled cell 388-  خلية تامة الوسم

9, 391, 395

complexity 125, 269. 286,  التعقيد

425, 494, 496, 499

component 22-32  مركبة

composition )of functions( 9,  تركيب الدوال

18, 485-7

composition )of graph( 284,  تركيب البيانات

332-4, 393

conclusion 477  النتائج

conditional statement 248,  عبارة شرطية

477-9, 481

conditional probability 443,  الاحتمالية الشرطية

448

configuration)reduciblde(  )تشكل )مصغر أو مختزل

258-61, 265, 270

conflict graph 252, 254, 256  بيان تعارض

congruence )modulo n( 52,  ) n تطابق )بمقياس 

64, 88, 94, 194, 204, 217, 269,

272, 274, 303, 309, 64, 490-1

conjunction 477  وصل، ربط، عطف

connected dominating set        مجموعة مسيطرة مترابطة  

117, 122-3

connected graph 5,21  بيان مترابط

2-connected graph 150, 155,        2 بيان مترابط من الدرجة

158, 161-4, 173-5, 198, 204,

213, 240, 243-4, 247-8, 250,

252-4, 287-8, 293, 295-6, 298,

 213-4, 317, 348, 417-9

3-connected graph 150, 158-9, 3   بيان مترابط من الدرجة

166, 147-5, 213, 218, 237,

247-52, 256, 292, 295,

301-4, 316, 376, 505

k-connected 149, 151, 158-62,  K مترابط من الدرجة

164, 169-70, 174-5, 283, 298,

440, 450-1

connected to 21-2, 31  مربوط بـ

connection relation 21-2, 29,  علاقة الربط

34, 59, 63

CONNECTIVITY 149, 152,     )الترابطية )مقدار الترابط

164, 439, 495

connectivity 149, 53.158-9,         )الترابطية )درجة الترابط

163-9, 174, 182, 211, 215,

248, 274, 292, 301-2, 304, 

313-4, 406, 439-41, 463

connector 391-2  رابط

consecutive Is property         خاصية الواحدات المتتابعة

328-9, 346-7

conservation constraints  قيود المحافظة

176-7, 184, 186-8, 307

consistent rounding 186,  تدوير منسجم

186, 190

construction procedure 30, 324  خطوات البناء

contains 6, 21, 24, 471  يحوي أو تحوي

contraction )edge( 84-5,       أو انقباض )تقليص )ضلع

143-5, 213, 218, 221-3,239,

241, 249-51,

256, 269, 305, 317, 324,

contraction )in matroids(      )انقباض )في الماترويدات

363-6, 375-7

contrapositive 38, 77, 110-1,  المكافئ العكسي

159, 200, 249, 290, 324,

478, 491

converse )of conditional( 477  )عكس )للشرط

convex combination 395  تركيب محدب

convex embedding 248-50, 255      طمر محدب 

convex function 443  دالة محدبة

convex polygon 247-8, 256  مضلع محدب

copy 10  نسخة

cost 95-7, 100, 103, 126-30,  تكلفه

185, 494, 496-500, 505

conuting arguments 34-7,    )تعليل حسابي )عددي

47-50, 68, 79-85, 92, 108, 111,

138, 219, 223-4, 229, 241, 263,

272, 279, 322, 335, 385, 420, 

427, 436, 458, 463, 473, 485-9

Coupon Collector 451        جامع الكوبونات

cover/covering )see edge   غطاء/ تغطية )انظر غطاء

cover, vertex cover, etc.(    )أضلاع، غطاء رؤوس، ....الخ

COVERING CIRCUIT 506  غطية حلقة مُم

covering set 127-8  مجموعة الغطاء

critical 94, 122, 147, 192,  حرج

196, 198-9, 201, 203, 

206, 210-3, 215, 217-8,
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334-6, 339-44, 348, 506

a-critical 122. 506  a حرج بالنسبة إلى 

k- critical 192, 196, 198-9,  K حرج بالنسبة إلى 

203, 210-3, 215, 217-8

critical edge 122, 340, 342-3  ضلع حرج

critically connected  حرج الترابط

cross edges )in Petersen graph(       )عبر الأضلاع )في بيان بترسون

276-7 crossing 234

crossing number 262-4, 269  عدد التقاطع

cryptomorphism 360  اقتران تشفير

CSDR )see Common Syst, of     نظام مشترك للتمثيلات

Distinct Representatives(  المختلفة

cube Q3 3, 35-6, 49, 51, 76,  مكعب

105, 119, 150, 236, 243, 255, 271,

295-6, 379, 390, 397, 401-3, 422, 468

cubic graph 304-11             )بيان تكعيبي )ثلاثي الدرجة

 curve 1-2, 48, 54, 233-9,  منحنى

241, 245-6, 254, 268

cut )see edge cut, source         قطع )انظر قطع ضلع

/sink cut, vertex cut(          وقطع منبع مصب ورأس قطع

 وقطع منبع / مصب(                                                  

x, y- cut 166-8, 172  X,y قطع 

cut-edge 23, 43-9, 52,  ضلع قطع

68-70, 75, 77, 104, 139, 147,

155, 158, 165, 173-5, 237-8, 

300-1, 304, 307-8, 313

cut-vertex 23, 29, 31-2, 77,  رأس - قطع

146, 155-6, 158, 160, 162, 198,

212, 240, 243, 247, 284, 420, 506

cycle 5-6 9-20, 23-37, 43,  حلقة

49, 55-60, 63-71, 75-9, 84-7, 96,

103-5, 108-10, 118-9, 122, 140,

147, 155, 159-65, 170-5, 192-200

203-4, 213, 216-7, 224-35, 238-45,

250-9, 270-7, 284-306, 310-8, 323,

326-30, 341-4, 349-65, 373-76, 379,

391, 394-5, 408-24, 429, 436-7, 440-

1, 452-5, 460, 467-8, 492-4, 497-9, 502, 505

n-cycle 9, 12, 35, 49, 92, 94,  n حلقة من الرتبة 

306, 417-8, 460, 468

4-cycle 14, 23, 25, 34, 48-  حلقة رباعية

9, 70, 94, 193, 221, 223, 228, 

270, 305, 329, 345, 394-5, 408, 

460, 467, 505

5-cycle 11-4, 18, 50, 92, 108,  حلقة خماسية

114, 119, 142, 192, 193, 1994,

205-6, 210, 215, 234, 252, 270,

276-7, 312, 318, 323, 336, 344-5,

348, 384, 394, 422, 460, 470

6- cycle 10, 37, 49, 216, 234,  حلقة سداسية

318, 487

cycle double cover )CDC(  غطاء مزدوج حلقي

312-4, 317-8

cycle matroid 313, 350-5,  ماترويد حلقات

358, 360, 362-5, 373-6, 406

cycle space 313, 452, 467  فضاء الحلقات

cycle-power 337-43  قوة الحلقة

deadheading 130  مخفي

de Bruijn cycle 60, 94  حلقة دوبروجن

de Brujn graph 61, 63  بيان دوبروجن

decision problem 494-5  مسألة اتخاذ القرار

decomposition 11-2, 18, 25,  تفكيك

30-1, 34, 56, 64, 76, 87-8, 94,

140, 147, 155, 163-5, 172-5,

248, 252, 261, 271, 276, 280-1,

284, 286, 302, 314.324, 371, 

397-8, 413-5, 460

F-decomposition 397, 413-4  F- تفكيك 

decomposition procedure 324  خطوات التفكيك

deficiency 121, 146  عجز أو نقص

defined on 483-4  معرَّف على

k-degenerate graph 269     K بيان مضمحل من الدرجة 

degree )of bertex( 6  )درجة )الرأس

degree sequence 44-6, 59, 62,  متتالية الدرجات

76, 94, 141, 195, 290-1,

297-8, 345, 418, 438

degree set  مجموعة الدرجات

degree-sum formula 35, 40,             صيغة مجموع الدرجات

43-, 51, 58, 214, 238, 242, 365, 385

deletion )G-e, G-v( 23  )G-e,G-v( حذف 

deletion )matroids( 362-6  )حذف )ماترويدات

deletion method 428-9, 449-50  طريقة الحذف

demand 130, 184. 187  طلب

density bound 390-1, 396  حد الكثافة

density of graph 435-6  كثافة البيان

dependence )linear(400, 457    )الاعتماد أو التبعية )خطي

dependence )matroids(352,  )الاعتماد )ماترويدات

359, 373

dependent edge 232               )ضلع تابع )غير مستقل

dependent sets 313, 349-50    )مجموعة تابعة )غير مستقلة

depth-first search )DFS(   )DFS( ًالبحث العمودي أولا 

156-7, 402, 404

descendant 100  )سلالة )خلف

determinant 85-7, 92, 452-  محددة

4, 462, 469

diagonal Ramsey number  أعداد رامزي القطرية

385, 394, 450

DIAMETER 495  قطر

diameter 71-2, 75-9, 99, 105,  قطر

114, 122, 147, 153, 160, 209,

 216, 244, 379, 396, 424, 432, 458, 464

difference )of sets( 473     )فرق لمجموعة )أو لبيان موجه

digraph 53

DiJkstra’s Algorithm 97-100,  خوارزمية ديجكسترا

105

dilation 390  تمديد أو إطالة

Dklwoth’s Theorem 413, 424  نظرية دل ورث

k- dimensional cube Qk 35-6,     K ذو البعد Qk المكعب 

48-9, 71, 76, 105, 105, 108, 119,

150, 174, 193, 282, 296, 329-30,

379, 390

k- dimensional simplex 395  K ط ذو بعد بسَّ  مُم

Dinitz Conjecture 410  مخمنة دينتز

Dirac’s Theorem 218, 417-8, 441  نظرية ديراك

direct method )of proof( 178  الطريق المباشر للبرهان

direct sum )matroids(             الجمع المباشر للماترويدات

369-70, 406

directed graph 53, 66, 90,  بيان موجّه 

189, 377, 406, 422, 506

DIRECTED HAMILTONIAN   حلقة هاملتونية موجّهة 

CYCLE 503

DIRECTED HAMILTONIAN  حلقة هاملتونية موجهة

PATH 500, 502-3

Directed Matrix Tree Theorem 89  

نظرية مصفوفة الشجرة الموجهة                                            

discharging 261, 304  تفريغ الشحنة 

disconnected graph 6, 12,  بيان غير مترابط

15, 21-2, 25, 31, 38-9, 50, 52,

63, 71, 78, 85, 149-50, 156, 173,

241, 247, 249, 333, 347,

431-2, 437, 470

disconnection set 152, 155,  مجموعة فصل

159, 168

discrepancy 402-3  تعارض أو تناقض

discrete system 54  نظام متقطع

disjoint )sets( 473  مجموعات منفصلة

disjoint union )G + H( 39,  )G+H( اتحاد منفصل 

48, 104, 137-8, 155, 193,

199, 271, 306, 313, 359, 

371, 399, 419, 465, 470

disjointness graph 13-4, 17-8, 276  بيان الفصل 

disjunction 477  فصل

distance 5, 46, 57-8, 70-3,  مسافة

78, 95, 97-9, 105, 130, 137, 190,

192, 198, 201, 209, 217, 225, 235, 246,

265, 271, 294, 302, 345, 379, 390-2, 

400-3, 419, 421, 449, 452, 468

distance- preserving 400-1  يحافظ على المسافة

distinct 489  مختلفة

DNA chains 328  DNA سلاسل 

dodecahedron 243, 345, 386, 295    الاثنا عشري  

domain 437, 483-5  مجال 

domination set 116-8, 122-  مجموعة مسيطرة

3, 428-9, 506
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domination number  عدد مسيطر )انظر

)see domination set( )مجموعة مسيطرة

dot product 86, 306, 317,   ضرب نقطة

338, 400

double cover 312-4, 317-8  غِطاء ثنائي

double jump 437  قفزة ثنائية

double torus 267-8  طارة ثنائية

double triangle 281-2, 285-6  مثلث ثنائي

double-star 78  نجم ثنائي

double-torus 266  طارة ثنائية

doubly stochastic matrix 120     مصفوفة تصادفية مزدوجة

drawing 2, 9-12, 30, 45, 233-5, رسم

242, 262-6, 272, 449, 504

dual augmentation property 362 ثنوي خاصية التوسيع

dual edge 236, 363-4  ضلع ثنوي

dual graph 236-9, 241-5,  بيان ثنوي

300, 309, 314-5, 317, 360, 376

dual matroid 349, 360-5, 375-7        ماترويد ثنوي

dual problem )optimization(  مسألة ثنوية

113-4, 118, 125-6, 135,

166, 172, 179, 188, 323

Duality Theorem 323  نظرية الثنوية

ear 163-5, 172-3, 175, 248  أذن

eccentricity 71-2, 78, 99, 105  الاختلا ف المركزي

edge 2, 53  ضلع

edge cover 114-5, 122  غطاء أضلاع

edge cut 152-5, 159-60,  قطع أضلاع

164-5, 181, 190, 211, 238, 283,

301, 303-7, 312, 317, 452, 467

edge-choosability 409  اختيارية الضلع

edge-chromatic number  العدد اللوني للأضلاع

275, 283

edge-coloring 274-9, 282-5,  تلوين الأضلاع

296, 299-306, 310-1, 381, 409

k-edge-colorable 275, 296, 411  من الألون K قابل لتلوين الأضلاع بـ

3-EDGE-COLORABILTY 505 تلوين أضلاع ثلاثي

k-edge-coloring 275, 284-5,     من الألوان K تلوين الأضلاع بـ

296, 381

∆)G(- EDGE-COLORING  ∆)G(تلوين الأضلاع بـ 

2-edge-connected 164-5, 172-3,  2 مترابط ضلعيًّا من الدرجة

300-2, 305, 312-4, 317, 424

k-edge-connected 152, 158,         k مترابط ضلعيًّا من الدرجة 

160, 164-6, 1745, 283,

edge-connectivity 152-3,  درجة ترابط الأضلاع

165-9, 274, 301-2, 406

edge-transitive 18  متعدٍّ ضلعيًّا

Edomonds’ Blossom            خوارزمية البراعم لإدموندز

Algorithm 144

Edmonds’ Branching Teorem  مبرهنة إدموندز للتفريع

405-6, 422

eigenvalue 401, 453-70  قيمة ذاتية

eigenvector 453, 455-70  متجه ذاتي

element )of set( 471  عنصر في مجموعة

embedding 234-56, 266-72,  طمر

283, 302, 313, 376, 400- 1, 453

empty set 472  مجموعة خالية

encoding 26, 101, 389, 397-  تشفير

8, 400-3, 494

endpoint 2, 20, 53  نقطة طرفية

entropy 103  إنتروبي

equality of sets 472  مساواة مجموعات

equality relation 490  علاقة مساواة

equality subgraph 126-9  بيان جزئي للمساواة

equitable edge-coloring 285  مساواة تلوين الأضلاع

equivalence class 9, 22, 33,  صف تكافؤ

63, 173, 313, 490-1

equivalence relation 8-9, 22,  علاقة تكافؤ

63, 173-4, 490,

erasure 43, 53  محو أو محاة

Erdos-Faber-Lovasz Conjecture  مخمنة إيردوز وفابر ولوفاس

202

Erdos-Gallai condition  شرط إيرودوز وجالاي

141, 148, 185

Erdos-Szekeres Theorem  مبرهن إيرودوز وسزكرز

203, 379, 382

Euler’s Formula 233, 241-2,  صيغة أويلر

245, 255, 268, 272, 316, 375

EULERIAN CIRCUIT  حلقة أويلرية

495, 499

Eulerian circuit 27-34, 42,  حلقة أويلرية

60-1, 64, 77, 89-91, 99,

140, 273, 285, 298-9, 498

Eulerian digraph 60, 64,   بيان موجه أويلري

90-1, 130

Eulerian graph 27-31, 34,  بيان أويلري

60, 77, 244, 295, 298, 308, 495

Eulerian trail 27, 60, 64  مسرب أويلري

even cycle 109-10, 138, 174,  حلقة زوجية

204, 217, 276, 318

even digraph 318  بيان موجي زوجي

evem graph 27-31, 33-4, 48,  بيان زوجي

50, 308, 311-3, 414

even numbers 472-3  أعداد زوجية

even pair 348  زوج زوجي

even triangle 281  مثلث زوجي

even vertex 26, 36, 100, 140  رأس زوجي

even Walk 24  مر زوجي

event )probability(  )حدث )احتمالية

425-7, 443-50

evolution 193, 436-8  نشوء، تطور

excess )matrix( 126-30, 141,      )مصفوفة الزيادة )الإفراط

176-7, 179-80

existential quantifier 475-6  محدد قياس وجودي

expander 453, 463, 469  دد مُم

Expansion Lemma 162, 170, 175     تمهيدية التمديد

expansion operation 43-4,  عملية التمديد

52-3, 175

expansive property 358-60  خاصية التمديد

expectation )of random variable(  التوقع لمتغير عشوائي

427-34, 440, 443-6, 449, 452

extremal problem 38-9, 41,  )مسائل التطرفية )القيم القصوى

116, 209, 396, 413

extremality method 28-9  طريقة التطرفية

32, 34, 40-1, 63, 68, 137,

249, 289, 294, 299

face 235-50, 253-6, 267-72,  وجه

295, 300-3, 307-9, 213-5,

353, 360, 401, 412, 424

face length 238-9, 241  طول الوجه

face-coloring 300-1, 307, 309  تلوين الوجه

factor 136  عامل

1-factor 136-41, 145-8, 159,  1 عامل من الدرجة

276, 283-4, 308, 310, 318

2-factor 136, 140, 147, 276-  2 عامل من الدرجة

7, 285, 288, 315

f-factor 140-1, 148  f عامل من الدرجة 

k-factor 140, 164  K عامل من الدرجة 

1- factorable 276, 284             1 قابل للتحليل لعوامل من الدرجة

1-factorization 276, 279,      1 تحليل لعوامل من الدرجة

284-5, 310

1-factorization Conjecture   1 مخمنة التحليل لعوامل من الدرجة

279, 284-5

1-factorization 276, 279,      1 تحليل لعوامل من الدرجة

284-5, 310

factor-critical 147                    حرج بالنسبة إلى العوامل

factorial 107, 220, 294, 386,  مضروب

428, 434-5, 486-9

fan 170-1, 213  مروحة

Fary’s Theorem 247, 251,  نظرية فاري

255

fat triangle 275  مثلث سمين

feasible flow 176-80, 184-8  تدفق ملائم

feasible solution 323, 497  حل ملائم

finite automaton 54  حركة ذاتية منتهية

finite graph 3  بيان منته

finite set 473  مجموعة منتهية

finite state machine 54, 57  الآلة ذات العدد المنتهي من الحالات

Five Color Theorem 257-8  نظرية الألوان الخمسة

flat 266-8, 360  مسطح

floor function 39, 483, 491  دالة الأرضية

flow )in network( 176-89,  )تدفق )في شبكة

495

flow )in graph(307-18  )تدفق )في بيان

flow number 309  عدد التدفق

k-flwo 307-12, 317-8  K- تدفق 

k-flowable 309  K- قابل للتدفق

HE_Graph_Subject Index_5th_Draft_01.indd   573 2/24/2014   3:33:48 PM



فهرس المواضيع574

flower 142, 306, 317  زهرة

forbidden substructure 323,  بنية منوعة

365

Ford-Fulkerson Labeling Al-       خوارزمية فورد وفولكرسون

gorithm 179-82, 186-9, )للوسم )وضع العلامات الدالة

438-9

Ford-Fulkerson Theorem       نظرية فورد فولكرسون

180-5

forest 67, 75-80, 96-7, 104,  غابة

160, 206, 214, 217, 219,

244, 297, 327, 345, 351,

353-4, 362-3, 372, 413,

424, 434, 436, 468

Four Color Theorem 213,  نظرية الألوان الأربعة

259-60, 268-70, 300-4,

311, 314, 411, 469

H-fragment 252-4, 256  H- شظية 

fraternal orientation 345  توجيه أخوي

H-free 41, 348  H خالٍ من 

P4-free 52, 202, 344, 347  P4 خالٍ من 

free matroid 357  ماترويد حر

Friendship Theorem 453,  نظرية الصداقة

465-7

Fulkerson’s Conjecture 318  مخمنة فولكرسون

function 483  دالة

functional digraph 55,  بيان موجه دالي

fundamental set of circuits  مجموعة أساسية من 

الحلقات  374

Gale-Ryser Theorem 185,  نظرية قيل ورايسر

190

Gale-Shapley Aglorithm  خوارزمية قيل وشابلي

131-2, 135-6

Gallai’s Theorem 376  نظرية جالاي

Gallai-Roy-Vitaver Theorem       نظرية جالاي وروي وفيتافر

196

Gallai-Milgram Theorem           نظرية جالاي وميلجرام

413

gambler 444-5  مقامر

games 48, 51, 57, 73-4, 106,  ألعاب

119-20, 183-4, 274, 286,

366, 445

gammoid 377  جامويد

gas-water-electricity 233  غاز - ماء- كهرباء

generalized coloring 199  تلوين معمم

generalized cover 146  غطاء معمم

generalized partition ma-  ماترويد تجزئة معمم

troikd 370

generalized Petesen graph  بيان بيترسون معمم

316

GENUS 266, 495  جنس

genus 266-7, 272, 283  جنس

geometric udal 365, 376  ثنوي هندسي

Gewirtz graph 466  بيان جيرتز

Ghouila-Houri’s Theorem  نظرية جوليا وهوري

420

girth 13-4, 17, 37, 49,  خصر

79, 105, 119, 147, 206,

216-7, 219, 232, 245,

255, 297, 304-6, 312-4,

365, 396, 421, 429

good algorithm 124-5, 142,  خوارزمية جيدة

196, 219, 274, 276, 279,

292, 493-4, 405

good characterization 495  توصيف جيد

gossip problem 406-8, 422-3  مسألة نقل الكلام الإشاعة

graceful labeling 87-8, 92-4  تعليم )وسم( جميل

Graceful Tree Conjecture 87,      مخمنة الشجرة الجميلة

94

graph 2  بيان

graph transformation 64,  تحويل )نقل( البيان

138, 141, 285, 422

graphic matroid 350, 357,  ماترويد بياني

375-6

graphic sequence 44-5, 48,  متتالية بيانية

148, 185

greedy algorithm 96, 116,  الخوارزمية الجشعة

195, 349, 354-7, 366,

373-4, 429, 441-2, 496-7

greedy coloring 194-202,  التلوين الجشع

277, 276, 324, 331-2,

344, 442, 459

greedy decomposition 397-8  التفكيك الجشع

greedy ear decomposition    التفكيك المقبضي الجشع

173

grid )Pm Pn( 193, 316, 390,  شبكة

396

grid )positions(73, 251, 265,  شبكة مواقع

370, 410-1, 425, 446,

460, 490

Grinberg graph 302, 316  بيان جرينبرج

Grinberg’s condition 303,  شرط جرينبرج

315-6

group 18, 309, 449, 452-3,  زمرة

growht rate 265, 431, 483  معدل النمو

Grotzsch graph 205-6, 215,  بيان جروتزك

218, 294

Gritzscg’s Theorem 270  نظرية جروتزك

Gyarfas-Sumner Conjecture  مخمنة جيرفاس وسومنر

206, 215

Hadwiger’s Conjecture 213  مخمنة هادوايجر

Hajos Conjecture 213, 414,  مخمنة هاجوز

442

Hajos construction 217  بناء هاجوز

Hall’s Condition 110-3, 121,  شرط هال

146-7, 368, 377, 463

Hall’s Theorem 110-3, 120-1,  نظرية هال

146-7, 171, 175, 219. 376

Hamiltonian closure 298,  إغلاق هاملتوني

419, 449

HAMILTONIAN CYCLE  حلقة هاملتونية

494-500, 503, 505-6

Hamiltonian cycle/graph       حلقة هاملتونية في بيان

286-99, 302-4, 314-

7, 395-6, 416-21, 437, 

440-1, 449, 493-4, 497-9,

502-3, 506

HAMILTONLAN PATH 495,   مسار هاملتوني 

500, 502-3, 505-6

Hamiltonian path 292, 295-  مسار هاملتوني

2, 299, 303, 316-7, 428,

497, 502

Hamiltonian-connected  مترابط هاملتوني

297-8

handled 266-8, 313  مقبض

handshake party problem       مسألة حفلات التصافح

481

Harary graph 150, 153  بيان هاربر

Harper’s bound 390-1  حد هاربر

Havel-Hakimi Theorem 45,  نظرية هافل وحكيمي

52, 59

head 53-61, 86, 90, 94, 164-  رأس 

5, 168, 178, 307-8, 357-

8, 406, 484, 503

head partition matroid 357  ماترويد تجزئة الرؤوس

Helly property 80, 346  خاصية هيلي

hereditary family of graphs     عائلة وراثية من البيانات

226-8, 275, 325, 332,

334, 341,

hereditary family of sets        عائلة وراثية من المجموعات

349, 353, 357, 371

hereditary system 349-55,  نظام وراثي

357-63, 366, 369-71,

373-4, 377

heuristic algorithm 496    الخورازمية المساعدة على الاكتشاف

homogeneous set 380-1  مجموعة متجانسة

Huffman’s Algorithm 101-3  خوارزمية هفمان

Huffman code 103, 106  شفرة هفمان

Hungarian Algorithm 127-9,  الخوارزمية الهنجارية

132, 134-5

hunter/farmer problem 121             مسألة الصياد/ المزارع

hypercube 35-6, 49, 71, 108,  مكعب زائدي

122, 150, 174, 193, 350

hypergraph 449  بيان زائدي

hyperplane 360-2, 375, 395  مستوى زائدي

hypobase 360-1, 375  تحت أساس

hypothesis 477  فرضيات
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icosahedron 214, 243, 315  العشريني

ideal )of sets( 349  )مثالية )المجموعات

idempotence property 359  خاصية الجمود

if )in defintions( 473  )إذا )في التعريفات

image 8, 55, 147, 234, 377,  صورة

401, 483-6

imperfect graph 232, 320-3,  بيان غير كامل

333-6, 343-4, 347

in-neighborhood 58  الجوار الداخلي

in-tree 89-91  الشجرة الداخلة

incidence matrix 6, 17, 56,  مصفوفة الوقوع

86, 323, 328-9, 337, 346,

375, 469

incidence relation 234, 322,  علاقة الوقوع

489-90

incidence vector 338, 452  متجه الوقوع

incident 6  يقع على

inclusion-exclusion principle       مبدأ التضمين والاستبعاد

223, 230

incorporation property 359-     خاصية الاندماج أو الشراكة

61, 367, 347

increasing path 406-7, 423  مسار متزايد

increasing trail 393  مسرب متزايد

indegree 58-65, 89, 130,  درجة الدخول

190, 331, 404, 410, 503

independence number 113-  عدد الاستقلال

4, 182, 194, 199, 319, 441

independent dominating set  مجموعة مسيطرة مستقلة

117-8, 122-3

independent events 426  أحداث مستقلة

independent set )in graph(   )مجموعة مستقلة )في بيان

4-5, 9-10, 15, 23-5, 29,

23, 36-7, 75, 113-8, 121-

2, 192-4, 199, 203, 205,

208, 211, 215-6, 218-

21, 226, 230, 273, 293,

319, 333, 384-5, 393,

395, 410-1, 413, 428-9,

449, 493-6, 502, 506

independent set )in matroid(          مجموعة مستقلة )في

ماترويد( 349-77

INDEPENDENT SET 494-  مجموعة مستقلة

6, 500, 502

K- INDEPENDENT SET 495  k- مجموعة مستقلة 

indepenedent vectors 353,  متجهات مستقلة

400

index of summation 485  دليل المجموع 

indecator varible 427-34,  )متغير مؤشر )دال

448, 452

indirect proof 151, 478  برهان غير مباشر

induced by 23                       ستَحدث( من قبل حدث )مُم  مُم

induced circuit property      خاصية الحلقات المستحدثة

354-5, 360, 374

induced subgraph 23, 32-  بيان جزئي مستحدث

4, 37, 41-2, 50, 64, 75,

175, 204, 211, 219, 225-

6, 231, 281, 285-6, 315,

319-21, 324, 330-4, 340-

1, 343, 345, 410, 434,

450, 454, 458-9, 470

induction 19-21, 24-34, 40-  الاستقراء

7, 479-83

induction hypothesis 19,  فرضيات الاستقراء

479-82

induction parameter 19, 42,  وسيط الاستقراء

480

induction step 19, 479-82  خطوة الاستقراء

induction trap 42-4, 68,  مصيدة الاستقراء

481-2

infinite graph 3  بيان غير منته

infinite set 473  مجموعة غير منتهية

integer 471, 474  عدد صحيح

integer lattice 393, 474  شبكية أعداد صحيحة

integer linear program  برنامج خطي صحيح

323

integrality condition 465,  شرط التتام

470

Integrality Theorem 181,  نظرية التتام

183

Interlacing Theorem 458          نظرية التحابك أو التشابك

internal vertex 20-1, 69,  رأس داخلي

72, 151, 161, 163, 166-7,

173, 177, 270, 412, 415

internally disjoint paths           مسارات منفصلة داخليًّا

158, 161-2, 166-75, 182-

3, 212, 218, 274, 417

intersection graph 324,   بيان تقاطع

327-8, 341, 344-5,

451

intersection number 397  عدد التقاطع

intersection of matroids 366  تقاطع الماترويدات

intersection of sets 473  تقاطع المجموعات

intersection representation  تمثيل تقاطع

324, 345, 397

t-interval 451  t- فترات 

interval graph 195-6, 204,  بيا ن فترات

224, 226-7, 231, 328,

330, 346-7

interval number 451  عدد الفترات

interval representation 195-  تمثيل فترات

6, 266, 328-9, 346

intractable 495  شموس، عنيد، عسير

inverse 18, 53, 267, 390, 484  عكس

inversion 33  انعكاس

involution 470 

العودة للأصل )تبديلة، مربعها يساوي العنصر المحايد(                  

isolated vertices 22, 31-2,  رؤوس معزولة

114-8, 121-2, 138, 155,

210, 223, 230, 367-7,

398-9, 408, 414, 422-3,

433-4, 437, 451, 455

isometric embedding 400-1       طمر يحافظ على المسافات

isomorphic to 7  يشاكل

isomorphism 7-17, 38, 49,  تشاكل

56, 75, 78, 81, 82, 94,

207, 234, 243, 276, 364,

430, 438-9, 441, 453,

485, 490

isomorphism class 9, 12-3,  صف تشاكل

81, 207, 234

isomorphism relation 8-9  علاقة تشاكل

join G V H 138, 146, 150,  ضم أو عطف

155, 193, 199, 210, 215-

6, 236, 264, 271, 291,

298, 310, 334, 360, 380,

387, 436-7

joined 22  مربوط، موصول

Jordan Curve Theorem 235,  نظرية منحنى جوردن

238, 241, 258, 301

junk 328, 340  خردة

K310-2, 26, 138, 155, 220-         k3
1, 240, 286, 344, 384,

386-7, 395, 467

K4 11-2, 25, 31, 43-4, 53,            k4
175, 209, 212-3, 215,

218, 236, 240, 250, 256,

272, 302, 314, 349, 352,

357, 374, 401

K5 9-12, 140, 214, 234, 242-      k5
3, 246-7, 250-2, 256,

258, 263, 267, 269, 283,

263, 365

K3.3 10, 43, 150, 159, 233-4,      k3.3

242-3, 246-7, 250-2, 256,

267, 269, 272, 363, 365, 422

Kempe chain 258-60  سلسلة كمب

kernel 57-8, 64, 410-1  نواة

kernel-perfect 410-1  كامل النواة

king 62-3, 65-6, 190, 450  ملك

kite 12, 23, 50, 84-6, 92,  طائرة ورقية

223-4, 279-81, 349, 397

223-4, 279-81, 349, 397

knights tour 295  رحلة )جولة( الحصان

Kotzg’s Theorem 284  نظرية كوتزج

Krausz decoposition 286  تفكيك كروسز

Kruskal’s Algorithm 95-7,  خوارزمية كروسكال
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104, 498

Kuratowski subgraph 247-        بيان جزئي كوراتوسكي

52, 255

Kuratowski’s Theorem 246-  نظرية كوراتوسكي

8, 251-2, 255-6, 269, 364

Konig’s Other Theorem 376  نظرية كونج الأخرى

Konig-Egervary Theorem         نظرية كونج وايجرفاري

113-5, 121, 123, 146,

168, 174, 189, 210-1,

227, 368, 373, 314, 424

Konigsberg Bridge problem      مسألة جسور كونزبرج

1-2, 19-20, 26

Lagrangian multiplier 456  مضاعفات لاجرانج

Laplacian matrix 463, 469  مصفوفة لا بلاسية

Laplacian eigenvalue 469  قيمة ذاتية لابلاسية

Laplacian eigenvalue 469  قيمة ذاتية لابلاسية

Las Vergnas’ condition 298,  شرط لاس فيرجانس

418

lattice 349, 360, 393, 474  شبكية

leaf 67-73, 76, 80-3, 86, 89,  ورقة

93, 101-3, 106, 115, 156,

174, 198, 214, 219-20,

324-5, 331, 468

leaf block 156, 198  قالب أوراق

left child 101                        طفل يساري واقع عن اليسار

left subtree 101             شجرة جزئية عن اليسار يسارية

length )of object in graph(        )طول )شيء في البيان

20, 237

length )of encoding of graph(  )طول )بيان مشفر

397, 398, 401

lexicographic product 393  ضرب معجمي

lg 97, 202, 400, 422-3, 434,

449, 451

line digraph 168                     )بيان موجه خطاني )خطي

line graph 168, 227, 273-5,     )بيان خطاني )خطي

279-86. 295, 320, 409,

422, 493, 505-6

linear matroid 351, 353  ماترويد خطي

357, 360

linear programming 179,  برمجة خطية

376

linearity of expectation 427-  خطية( خطانية التوقع( 
8, 432

list k-colorable- 408       ًلونا K قابل للتلوين بقائمة تحوي 

list chromatic index 409  قائمة الدليل اللوني

list chromatic number 408-  قائمة العدد اللوني

12

list coloring 199, 408-12,  قائمة ألوان

423

list edge-coloring 409-11  قائمة بتلوين الأضلاع

literal )in logical formula(        )حرفي )في صيغة منطقية

499-501, 506

S-lobe 211-3, 218, 247-8            S- الفلقة 

local density 390, 396  كثافة موضعية

local search 497  بحث موضعي

logical formula 499-500  صيغة منطقية

longest cycle 173, 292, 294,  أطول حلقة

298, 429

longest path 34, 71, 147,  أطول مسار

196-7, 228, 294, 416-9

loop )in graph( 2, 6, 8, 20, 24,  )عروة )في بيان

27, 34-5, 44, 69, 76-7,

84-5, 107, 149, 191, 223,

263-9, 241, 267-8, 275,

284, 286, 294, 300, 305

loop )in digraph( 54, 58-9,  )عروة )في بيان موجه

61, 64, 299

loop )in matroid( 351, 366-7,  )عروة )في ماترويد

370, 372-3, 375

loopless digraph 56, 62, 64,    بيان موجه خالٍ من العرى

66, 89, 302, 393, 413, 420

loopless graph 6, 17, 34-5,  بيان خالٍ من العرى

40, 44, 49-52, 75, 85-6,

155, 192, 203, 265, 275,

285, 302

Mader’s Theorem 175  نظرية مادر

magnifier graph 463-4, 469  كبِّر بيان مُم

map )in the plane( 1, 5-8,     )دالة تطبيق )في المستوى

191, 219, 233-8, 258-60

Msrkov chain 55  سلسلة ماركوف

Markove’s Inequality 432-3,  متباينة ماركوف

444, 448, 452

Marriage Theorem 111  نظرية الزواج

martingale 443-7, 452  توقع مشروط

matingale tail inequality     متباينة ذيل التوقع المشروط

443-7, 452

MATCHING 495, 506  مواءمة

matching 100, 107-48, 150,  مواءمة

166, 168, 175, 179-80,

211, 216, 277, 273-6,

283, 295-6, 308, 310,

318, 349, 352, 357, 366,

368-9, 373-7, 385, 399,

408, 411, 419, 424, 436,

449, 451-2, 463, 468-9,

493, 499, 505-6

mates 107, 131, 337-40  مترافقات

matrix 490  مصفوفة

matrix rounding 186, 190  تدوير المصفوفات

Matrix Tree Theorem 85-6,        نظرية مصفوفة الشجرة 

89, 92-4, 453, 462-3, 469

0.1- matrix 120, 322, 328,       0.1 مصفوفة مدخلاتها

454

matroid 74, 313, 349-78,  ماترويد

406, 506

matroid basis graph 376  بيان أساسات الماترويد

Matroid Covering Theorem   نظرية غطاء الماترويدات

372

Matroid Intersection Theo-  نظرية تقاطع الماترويدات

rem 366-71, 376-7, 413

3-MATROID INTERSEC-  تقاطع ثلاث ماترويدات

TION 506

Matroid partition problem  مسألة تجزئة الماترويد

378

Matroid Union Theorem  نظرية اتحاد الماترويد

366, 369-72, 377-8

Max-flow Min-cut Theorem    نظرية أصغر قطع وأكبر تدفق

180-5

maximal 29  أعظمي

maximal clique 31, 281,  عصبة أعظمية

323, 327, 329-31, 345

maximal forsest 351  مواءمة أعظمية

maximal matching 108, 118,  مواءمة أعظمية

122

maximal outerplanar graph  بيان سوي خارجي أعظمي

243, 256

maximal path 27-9, 31, 34,  مسار أعظمي

60, 163, 204, 293, 298

maximal planar graph 242-  بيان سوي أعظمي

3, 245, 271

maximal trail 29, 31, 33, 64  مسرب أعظمي

maximum 29  )أعظم )أكبر

maximum clique 215, 322,  )عصبة عظمى )كبرى

333, 336-40, 342-3, 347-

8, 439

maximum degree 29, 34, 41,  أكبر درجة

47-8, 52, 67, 75-9, 114,

200, 202, 204, 251, 256,

284-5, 291, 345, 390,

439, 463, 476

maximum density 435  أكبر كثافة

maximum flow 1, 176-83,  أكبر تدفق

186-8

MAXIMUM AMTCHING             )مواءمة عظمى )كبرى

495

maximum matching 100,  مواءمة عظمى

108-29, 132-4, 139, 141-

2, 145, 147, 349, 493

maximum stable set 321,      مجموعة مستقرة عظمى

323, 336-40, 343-4, 348

maximum independent set        مجموعة مستقلة عظمى

29, 31, 114-5, 121-2, 

203, 356, 496

maximum weighted   مواءمة موزونة عظمى

match-ing 125-30

median 78  وسيط
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member )of set( 471             )عنصر أو عضو )في مجموعة

Menger’s Theorem 167-75,  نظرية منجر

181-3, 189, 227, 274,

368, 377, 404-6, 422, 495

method of contradiction 478  طريق التناقض

Meynile graph 330-1, 347-8  بيان مينيل

Meyniel’s Theorem 420, 424  نظرية مينيل 

Min-cost Flow Problem 185        مسالة أقل تكلفة للتدفق

min-max relation 113, 138,        أكبر- علاقة أصغر    

274, 320, 323, 366, 368,

371, 495

minimal imperfect graph  بيان غير كامل أصغري

320, 322, 333-4, 347

minimal vertex separtor  فاصل رؤوس أصغري

231, 345

minimally k-connected 175     أصغري k مترابط من الدرجة 

minimally k-edge-connected    k مترابط ضلعيًّا من الدرجة 

أصغري  175

minimax 104  أكبر - اضغر

minimum cut 167, 179, 182-  قطع أصغر

3, 189

minimum degree 34, 49, 51,  أصغر درجة 

70, 79, 116-7, 122, 152-

3, 159, 202, 213-4, 218,

243, 245, 256, 261, 285,

288-9, 296-8, 343,

386, 428-9, 440, 457, 496

minimum polynomial 457-8,  كثيرة حدود صغرى 

461

MINIMUM SPANNING CY-    حلقة مولدة صغرى

CLE 494

minimum spanning tree  شجرة مولدة صغرى  

)MST( 95, 104, 349, 496, MST شجرة مولدة صغرى 

498

MINIMUM VERTEX  أصغر غطاء رؤوس

COVER 496

minimum weighted cover  أصغر غطاء موزون

126-9

minor )of graph( 251, 256,  )فرع )لبيان

269

minor ) of matroid( 363, 365,  )فرع )لماترويد

375, 462

Minty’s Theorem 203  نظرية منتي

Model A 430-5, 438, 446-7  A نموذج 

Model B 430, 433-4, 436  B نموذج 

modular 3-orientation 317  توجيه ثلاثي مقياسي

modulus 490  مقياس

monochromatic 386-7, 393-  أحادي اللون

5, 449-50

monotone property 433  خاصية الرتابة

monotone subsequence 203,  متتالية جزئية رتيبة

390

monotone tournament 393  دوري رتيب

mountain range 48  سلسلة جبال

multigraph xiv  بيان فيه أضلاع مكررة

multinomial coefficient 489          معاملات متعددات الحدود

multiple edges 2, 6, 44, 52,  أضلاع مكررة 

54, 59, 76, 84-5, 111,

168, 182, 185, 192, 213,

221-3, 236-9, 273-6, 279,

286, 298, 217, 351, 405-6

multiplicity )of edge(166,    )عدد مرات التكرار )لضلع

265, 275, 279, 395, 453,

455, 460-1, 466, 468-70

Mycielski’s construction  بناء ميسيلسكي

205-6, 215, 258

Nash-Williams’ Orientation  توجيه ناش ووليامز

Theorem 175  نظرية

natural number 471  عدد طبيعي

nearset-insertion algorithm  خوارزمية إدخال الأقرب

497, 505

nearset-neighbor algorithm  خوارزمية الجار الأقرب

496-7

necessary condition 24  شرط ضروري

necklace 173  عقد

negation 477  نفي

neighborhood 34, 45, 58,  جوار

116, 121, 162, 215-6,

224, 325, 341, 346, 348,

368, 390, 438, 463, 468

neighbor 2  جار

net demand 184  محصلة الطلب

network 1, 149, 161, 165,  شبكة

176-90, 463, 495

network flow 176, 182, 184,  شبكة تدفق

186, 186, 495

node 55, 101, 176-88, 88, 388-    عقدة

9, 391, 449

NODUP scheme 423  مخطط غير مضاعف

NOHO property 407-8, 423    خاصية عدم وجوج حلقة متزايدة

nondeterminstic 494-5  غير محدد

nonplanar graph 243, 8,  بيان غير سوي

252, 269, 365

nonseparating 251  غير فاصل

nontrivial graph 22  بيان غير تافه

Nordhaus - Gaddum Thm. 202      نظرية نوردهاوس وجدوم

nowhere-zero flow 307-8   صفر في أي مكان تدفق لا يساوي

NP 369, 390, 439-41, 495-7,  انظر التعريف لهذا الاختصار

499-506

NP-complete 369, 440, 495,  NP- تام 

497, 499-506

NP-hard 390, 439, 495, 499-  NP- صعب 

500, 502, 506

null graph 3, 435  ٍبيان خال

O )f( 94, 106, 124, 228,     اختصار انظر التعريف O)f(

387-8, 437, 494

o-triangulated 330, 347  O- تثليث 

obstruction 269, 278, 331-2  إعاقة

obstruction- free ordering  ترتيب حر للعوائق

331-2

odd antihole 340, 343  مضاد فجوة فردي

odd componet 136-9, 147  مركبة فردية

odd cycle 24-8, 32, 41, 49,  حلقة فردية

57-8, 63-7, 112, 122,

138, 142, 174, 192, 195-

7, 199-200, 203-4, 239,

276, 285, 320, 330, 334,

339-44, 347, 357, 410,

455, 472, 475-8

odd degree 15, 30, 34-5,  درجة فردية

43, 47, 77, 100, 385, 389,

414, 498-9

odd hole 340-1, 343  فجوة فردية

odd number 473  عدد فردي

odd triangle 281  مثلث فردي

odd vertex 30, 36, 100  رأس فردي

odd wald 24-5, 57-8  مر فردي

one-to-one correspondence 7,  ارتباط واحد لواحد

37, 50, 81, 473, 484

One-Way street Problem  مسألة شارع الاتجاه الواحد

130, 165, 422

open set 235  مجموعة مفتوحة

optimal coloring 192, 194,  )تلوين مثالي )أفضل

197, 199, 202, 207, 215,

217, 227, 324, 326, 331,

336, 340, 344, 348

optimization problem 39,  مسألة أمثلية

113-4, 179, 322, 396

order )of a graph(35  رتبة البيان

order )of rdcurrence(483  ترتيب التكرار

order-preseving property        خاصية المحافظة على الترتيب

358-60

orderd graph 406, 423  بيان مرتب

ordered pair 8, 21, 53-4,  زوج مرتب

56, 61, 93, 190, 294, 299,

309, 393, 420, 440, 474,

489-90

Ore’s condition 297  شرط أور

Ore’s Theorem 417-8, 420,  نظرية أور

424

orientable cycle double cover   غطاء ثنائي حلقي قابل للتوجيه  

318

orientation 62.5, 86, 89, 94,  توجيه

147, 165-6, 174-5, 196-

7, 203, 228-32, 244, 293,

307-8, 311, 317, 329-32,
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345, 376, 379, 393, 410-

3, 424, 449, 484

oriented graph 62  بيان موجه

orthonormal 456-7, 461  متعامدة

out-neighoorchood 58  جوار خارجي

out-tree 89-91, 98  شجرة خارجية

outdegree 58-66, 89, 130,  درجة الخروج

190, 299, 410, 499, 503

outer face 235, 240, 412  الوجه الخارجي

outerplanar graph 239-40,  بيان سوي خارجي

243, 256, 269-71  

outerplane graph 239-40,  بيان سوي خارجي

244-5

Overfull conjecture 278-9,  مخمنة فوق الممتلئ

285

overfull subgraph 278-9,  بيان جزئي فوق متلئ

284-5

P3 11, 32, 48, 64, 163, 173,              P3

199, 223, 333, 386, 395,

417-8, 465

P4 11-2, 15-8, 23, 33-4, 50,             P4

52, 108, 138, 147, 163,

202, 221, 344, 347, 417

P5 12, 23, 231, 404              P5

p-critical 334-6, 339-44, 348   P حرج بالنسبة إلى الخاصية

P=NP? 441, 495, 497           P=NP

pair-disjoint 447-8  منفصلة أزواجًا

pairwise 489  زوجًا زوجًا

parallel elements ) in ma-  عناصر متوازنة في 

troid( 351-2, 373, 375  الماترويدات

parallel computation             )حسابات موازية )انظر غير محدد

)see nondeterministic(

parent 10-1, 147, 157, 220,  والد

402

parity 14, 24, 36, 46, 137-9,  نوعية

142, 148, 236, 239, 271-

2, 301-2, 310, 312, 317,

347, 388, 473, 490

parity graph 330  بيان نوعية

parity lemma 148  تمهيدية النوعية

parity subgraph 312, 317  بيان جزئي نوعي

partial transversal 127-8,  مستعرض جزئي

353

partite set 4  مجموعة تجزئة

k-partite 5, 51, 192, 207, 296  K- مجموعة أجزاء 

partition 473  تجزئة

partition matroid 357-8,  ماترويد التجزئة

366, 368, 370-1, 373

partitionable graph 335-42,  بيان قابل للتجزئة

347-8

Pascal’s Formula 73, 488  صيغة باسكال

path 5-34, 38, 43, 47, 55-  مسار

64, 67-81, 84, 88-106,

109-12, 119, 123-4, 129-

34, 142-5, 147, 151-83

u, v-path 20  v إلى u مسار من 

X, Y-paht 166, 170, 175  Yإلى X مسار من 

paw 12, 31, 236, 279-81  كف الحيوان

pendant vertex 677                        )ٍورقة )رأس متدل

perfect graph 204, 224, 226-  بيان كامل

8, 319-42, 238, 330-7,

341, 343-4, 347, 413

a-perfect 319-22  a كامل بالنسبة إلى 

B-perfect 335  B- كامل 

y-perfect 319-22  y- كامل 

perfect elimination ordering  ترتيب حذف كامل

224

Perfect Graph Theorem  نظرية البيان الكامل

)PGT( 226-7, 320-2,   اختصار لنظرية البيان الكامل PGT 

334-5, 344, 413

perfect matching 104-8,  مواءمة كاملة

111-4, 118-22, 125-9,

131, 134-6, 139, 141,

146, 148, 211, 274-6,

283, 295, 318, 374, 424,

451-2, 469

perfect order 331-2  ترتيب كامل

perfectly orderable graph     بيان قابل للترتيب الكامل

331, 347

performance ratio 202, 496,  نسبة الأداء

498-9, 505

permutation 8, 14, 18, 32-3,  تبديلة

55, 64, 107, 120, 332, 390,

448-9, 453-4, 470, 486

permutation matrix 120, 470  مصفوفة التباديل

Petersen graph 13-8, 37, 41,  بيان بيترسون

50, 71, 79, 87, 108, 119,

122, 139, 159, 175, 192,

197, 203, 230, 245, 251,

255, 269, 276, 279, 283-

4, 288, 292, 295-7, 304-

18, 470, 487

PGT )see perfect     )انظر نظرية البيان الكامل( PGT

Graph The- orem(

pigeonhole principle 151,      مبدأ طواقي )أعشاش( الحمام

171, 230, 261, 278-93,

491-2

pigeonhole property 427  خاصية طواقي الحمام

planar graph 5, 234-62,  بيان سوي

266, 269-72, 274, 301-

4, 307, 309, 312, 315-6,

341, 349, 358-65, 376,

411-2, 423-4, 469, 504-6

PLANAR 3-COLORABILITY     قابلية التلوين الثلاثي السوية

planar embedding 235-6,  طمر سوي

241-8, 251-4, 271, 376

planar map 238  دالة تطبيق سوي

PLANARITY 252, 495  السوية

plane graph 235-45, 254-6,  ٍبيان مستو

270, 300-3, 307-9, 312,

314, 360, 363-5, 375, 412

planted tree 101  شجرة مغروسة

Plantonic solid 242  مجسمات أفلاطون

Poisson destribution 434  توزيع بواسون

polygon 242, 247-8, 255-6,  مضلع

270-1, 452

polygonal curve 48, 234-5,  منحنى مضلع

245

polyhnomial-time algorithm   خوارزمية كثيرة حدود

بالنسبة إلى الزمن ,282 ,269 ,253 ,124-5

377, 438-9, 493-500,

504-5

positional game 120  لعبة مواقع

positive k-flow 307, 318  موجب K- تدفق 

kth power )of graph( 296  )لبيان( K أس 

predecessor 54, 58, 62, 98,  )سلف )سابق

294, 417

predecessor set 58  مجموعة السلف

prdfix-free code 101-3, 106  شفرة تخلو من المقدمة

pretzel 266  برتزل

Prim’s Algorithm 97, 104  خوارزمية برم

Prime snark 305  سنارك أولي

Principal submatrix 454, 458    المصفوفة الجزئية الرئيسة

probabilistic analysis 425  تحليل احتمالي

Probabilistic method 117,  طريقة احتمالية

206, 385, 410, 425-52

probability model 425-7,  نموذج احتمالي

430

probability space 426-7,  فضاء احتمالي

430, 436, 443, 445

product dimension 397-9,  بعد حاصل الضرب

422

product representation  تمثيل الضرب

398-9

proper 191, 275, 300, 388,              فعلي )مناسب( وملائم

472

proper coloring 191-2, 196-  تلوين فعلي

201, 204-5, 217-20, 223,

227, 300, 321, 408, 410,

412, 423-4, 449, 483

proper edge-coloring 275-7,  تلوين أضلاع فعلي

285, 381, 409

proper face-coloring 300  تلوين أوجه فعلي

proper interval graph 347  بيان فترة فعلي

proper labeling 388-9, 391,  وسم )تعليم( فعلي

395
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proper subgraph 192, 212,  بيان جزئي فعلي

247, 472

proper subset 120, 152, 155,  مجموعة جزئية فعلية

356, 464, 472

proposal Algorithm 131,  خوارزمية طلب الزواج

134-5, 411

prufer code 81-3, 92, 345  شفرة برفر

quadratic growth 483  نمو تربيعي

quota 380-5  )حصة )كوتة

radius 71-2, 75, 78m 265,  نصف قطر

Ramsey multiplicity 395  تكرارات رامزي

Ramsey number 206, 380-8,

394, 426, 428, 437, 450

Ramsey number )for graphs(  عدد رامزي للبيانات

386

Ramsey’s Theorem 378,  نظرية رامزي

380-6, 388, 393

random graph 196, 425-6,  بيان عشوائي

430, 432, 436-40, 445-7,

450, 463

random bariable 427-33,  متغير عشوائي

442-3, 445-7, 452, 469

rank function )of matroid(  )دالة الرتبة )لماترويد

349-50, 354-61. 364,

366-77, 406

rank )of matrix( 453-5  رتبة المصفوفة

rational numbers 471-2  أعداد نسبية

real numbers 120, 129, 203,  أعداد حقيقية

471-2

reciprocity 229  )مقلوبية )مقلوب

Reconstruction Conjecture  مخمنة إعادة البناء

38

recurrence 84-5, 94, 106,  )تكرار )معاودة

221-3, 228-30, 232, 272,

468, 483

reduces to 499, 506  يختزل إلى

reducible configuration 258-  شكل قابل للاختزال

61, 265, 270

reduction from 499-500,  اختزال من

505-6

reflexive property )relation           )خاصية الانعكاس )علاقة 

490

region 1, 5, 191, 233, 235,  منطقة

238-9, 245, 247, 255,

258, 268, 316, 391, 474,

479-80

reqular graph 34-44, 48-53,  بيان منتظم

79, 87, 92, 116, 122, 136,

139-40, 147, 153, 175,

190, 198, 201, 204, 242,

276, 283-5, 295-305, 308,

314, 317, 385, 387, 434,

453, 460-6, 470, 505-6

3-regular 37, 40, 43-4, 49,  3 منتظم من الدرجة

52-3, 122, 136, 139,

146-7, 153, 158-9, 173,

175, 243-5, 2712, 276,

292, 295-6, 300-5, 308,

314-8, 385, 424, 505-6

k-regular 34-6, 49, 51, 79,  k منتظم من الدرجة 

111, 116, 136, 140, 146-

7, 151, 159, 198, 276, 

284-5, 296, 411, 428,

460-2, 464, 466, 469

regular embedding 272  طمر منتظم

relation 8, 489  علاقة

remainder classes 491  صفوف البواقي

Replacement Lemma 334  تمهيدية الاستبدال

representable matroid 351  ماترويد قابل للتمثيل

restriction matroid 363-4,     )ماترويد التقييد )الحصر

370, 375-7

restriction martingale 445-7  تقييد التوقع الشرطي

reverse edge 66  ضلع عكسي

 right child 101  ولد جهة اليمين

right subtree 101  شجرة جزئية يمينية

ring )in planar                           )حلقة )في شكل مستو

configura-tion( 253-60, 270

Ringel’s Conjecture 87  مخمنة رنجل

road network 5-6, 99, 112,  شبكة طرق

165

Robbins’ Theorem 166  نظرية روبن

root 67, 89-90, 94, 100-1,  جذر

106. 147, 157, 198, 220,

229, 345-6, 402, 406, 

433, 449, 453, 455, 466

rootable family 345  عائلة قابلة للتجذير

rooted plane tree 101, 106  شجرة مجذرة في مستوى 

rooted tree 100, 106, 404  )شجرة بجذر )مجذرة

rule of porduct 486  قاعدة الضرب

rule of sum 485  قاعدة الجمع

running time 97, 124-5,  الزمن اللازم لإنجاز عملية معينة

132, 425, 430, 494

2-SAT 500, 505                  2 اختصار تحققية من الدرجة

3-SAT 500-1, 505-6          3 اختصار تحققية من الدرجة

SATISFIABILITY 499-500,  تحقيقية

506

satisfiable formula 499-500,     )صيغة محققة )مقنعة

506

saturated vertex 107, 110,  رأس مشبع

118, 124, 133, 139, 142-

4, 352, 377

Schur’s Theorem 393  نظرية شور

score sequence 62  

متتالية العلامات التي يحصلها فريق معين                           

SDR )see System of Distinct  نظام مثلين مختلف

Representatves(

Second Moment Method  طريق العزم الثاني

433-4, 437, 440-3, 450

selection )subset( 486            )اختيار )مجموعة جزئية

self-complementary 11-2,  ذاتي التتام

17, 32, 245, 271, 320

Semi-strong perfect Graph  بيان مثالي شبه قوي

Theoorem 344  نظرية 

separating set 149-50, 153,    مجموعة فصل أو انفصال

158, 162, 164, 169, 183,

200, 218, 231, 251

seoarator 166, 231, 345  فاصل

sequences 483  متتالية

set 471  مجموعة

r-set 380-3  r - مجموعة 

Shannon bound 103, 106,  حد شانون

275, 279, 285

Shannon Switching Game  لعبة تبديل شانون

365-6

sharp 39, 70, 117, 123, 159,  حاد

210, 216, 269, 279, 284,

298, 339, 399, 434, 450

sharp threshold 434  بداية حادة

shift graph 202  بيان إزاحة

SHORTEST CYCLE 495  أصغر حلقة

shortest cycle 13, 217  أصغر حلقة

shortest path 29, 34, 73, 76-  أصغر مسار

7, 97-8, 100, 400

simple curve 235  منحنى بسيط

simple digraph 54-5, 59,  بيان موجه بسيط

61-4 

simple graph 2  بيان بسيط

simple hereditary system  نظام وراثي

)matroid( 351, 375  ماترويد

simple polygon 255, 270  مضلع بسيط

simplicaial construction or-  ترتيب بناء مبسطي

dering 325-6

simplicial elimination order-  ترتيب حذف مبسطي

ing 224-7, 231, 324-7,

344

simplicial subdivision 388-9,     تقسيم جزئي مبسطي

391, 395

simplicial vertex 224-7, 231,  رأس مبسطي

325-7, 331, 422

sink 1, 176-89. 373, 449,  )بالوعة )مصب

463

sink set 178  مجموعة بالوعة

sink vertex 176  رأس بالوعة

size 35, 473  حجم

size of decomposition 414  حجم التفكك

size of matching 114  حجم المواءمة 

HE_Graph_Subject Index_5th_Draft_01.indd   579 2/24/2014   3:33:50 PM



فهرس المواضيع580

skew partition 347  تجزئة متخالفة

snark 305-7, 312, 314, 317  سنارك

f-soluble 148  f قابل للذوبان 

source 1, 176-89, 266, 373,  مصدر، منبع

413-4, 463

source set 178, 413  مجموعة مصدر، منبع

source vertex 176  رأس منبع

source/sink cut 178-80,  قطع منبع / بالوعة

188-9

span function )of matroid(  )دالة مولدة )لماترويد

358-60, 375

spanning cycle 231, 240,  حلقة مولدة

252, 273-4, 276, 284,

286-98, 303-+4, 314, 317,

376, 421, 437, 493-4,

497-9, 505

spanning path 94, 104, 200,  مسار مولد

287, 292, 498, 502

spanning set )of matroid(    )مجموعة مولدة )ماترويد

360-1, 376-7

spanning subgraph 67, 95,  بيان جزئي مولد

136, 140, 160, 223, 243,

312, 343, 351, 353, 373,

399, 454, 459

spanning tree 67-70, 73-87,  شجرة مولدة

92-8, 103-5, 123, 147,

157-8, 160, 174, 190, 

198, 216, 221, 232, 244,

312, 327-8, 349, 351,

354, 360, 363, 365, 372, 

377-9, 402-6, 424, 451, 

462-3, 469, 483, 496,

498, 505

spans )in matroid( 358, 365  )يولد )في ماترويد

sparse graph 145, 437, 440    )بيان هش )قليل الأضلاع

Spectral Theorem 456-8  نظرية الطيف

spectrum 453, 455, 462,  طيف

468-70

Sperner’s Lemma 378, 388-  تمهيدية سيبرنر

91, 395

SPGC )see Strong Perfect    مخمنة البيان الكامل القوي

Graph Conjecture(            SPGC

spine of caterpillar 88  العمود الفقري للجرارة

split graph 345  بيان انشقاق

split of digraph 59, 424  بيان موجه منشطر

squashed-cube deimension  )بعد المكعب المسحوق )المهروس

397, 401, 403, 422, 468

sable matching 131-2, 134-  مواءمة مستقرة

6, 411

Stable Roommates Problem    مسألة زملاء السكن المستقرة

135

stable set 4, 319-23, 326,  مجموعة مستقرة

330-48, 372, 441, 447-8,

506

standard deviation 433  الانحراف المعياري

star 67, 71-2, 76, 78, 80-1,

88, 115-6, 121, 214, 275,

333-4, 344, 413, 459-60

star-cutset 333-4, 344       مجموعة فصل )قطع( نجمة 

star-Cutset Lemma 333-4,     تمهيدية مجموعة فصل نجمة 

347

r-staset 447-8  r- مجموعة مستقرة 

Steinitz exchange proerty  خاصية تبادل ستاينتز

358-60

stem )of blossom(142-3  )ساق )للزهرة

Stirling’s approximation 440  تقريب سترلينج

staight-line embedding 251,          طمر الخطوط المستقيمة

255-6

Street-Sweeping Problem  مسألة مسح الشوارع

129

strength of theorem 440  قوة النظرية

strict digraph 294, 420         )بيان موجه صارم )محكم

strict gammoid 377                     )جامويد صارم )محكم

strong absorption property   خاصية الامتصاص القوي

355-6

strong component 56-7, 63-  مركبة قوية

4, 156, 160

strong digraph 58, 65, 90,  بيان موجه قوي

165, 420

strong duality 179-80, 323  الثنوية القوية

strong elimination property  خاصية الحذف القوي

359, 374

Strong Embededding Conjec-  مخمنة الطمر القوي

ture 313

strong induction 19, 66, 79,  الاستقراء القوي

480

strong orientation 165  توجيه قوي

Strong Perfect Graph Con-     مخمنة البيانات الكاملة القوية

jecture )SPGC(320, 334-          )SPGC(

7, 339-44, 347-8

strongly connected digraph      بيان موجه مترابط بقوة

56, 60-1, 63, 65, 89, 164,

245, 420, 450

strongly perfect graph 330-  بيان كامل بقوة

1, 347

strongly regular graph 464-  بيان منتظم بقوة

7, 470

subconstituent 470  مكون جزئي أساسي

subcube 36, 49, 295, 401  مكعب جزئي

subdivision 162-3, 173, 212-  تقسيم جزئي

5, 218-9, 246-51, 256,

269, 272, 304-5, 310-

1, 314, 365, 388-9, 391,

295, 442

h-subdivision 212, 213, 218  h- تقسيم جزئي 

subgraph 6, 65  بيان جزئي

submodular function 373  دالة مقياس جزئي

submodularity property         خاصية المقياسية الجزئية

354-6, 367, 370-4, 377

subset 471  مجموعة جزئية

subtree 80-3, 86-7, 93, 101,      شجرة جزئية  

106, 157, 324-7, 344-5, 

436, 449

subtree representation 324-    التمثيل بواسطة شجرة جزئية

5, 327

successor 54, 57-8, 60-2,  )التابع )الخلف

190, 294, 345, 410-1,

421, 451

successor set 58  المجموعة التابعة

sufficient condition 24  ٍشرط كاف

sum of graphs 39 )see dis-   )جمع البيانات )انظر الاتحاد المنفصل  

joint union( 

sum of matroids 369-70,  جمع الماترويدات

406

summand 485  مجمع

supbase )of matroid( 360-1,  أساس جزئي

363

superconcentrator 463  ركز أعظم مُم

supergraph 297  ٍبيان حاو

superregular graph 470  بيان فائق الانتظام

supply 130, 184, 187  يزود

sweep subgraph 130         )بيان جزئي كاسح )مكتسح

2-switch 46-7, 53  تبديل ثنائي

absorption property 351,        خاصية الامتصاص   

357, 377

Sylvester’s Law of Inertia               قانون سلفستر للعطل

)القصور الذاتي( 459 ,457

symmetric diffierence 109-  فرق تماثلي

10, 118-19, 122, 133,

137-8, 160, 314, 348

352-3, 359, 374, 376, 

467, 473-4

symmetric digraph 175, 502  بيان موجه متماثل

symmetric matrix 6, 456-8,  مصفوفة متماثلة

469

symmetric property )rela-      )خاصية التماثل )علاقة

tions( 490

system of distinct represen-  نظام تمثيلات مختلفة

tatives 119, 171, 369

Szekeres-Wilf number 231  عدد سزكرز وولف

Szekeres-Wilf Theorem 201  نظرية سزكرز وولف

Szemeredi Regularity              تمهيدية انتظام سيميردي

Lemma 388

tail )of edge( 53-60, 86, 91,  نهاية لضلع

164-5, 168, 178, 307-8,

357-8, 484, 503
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tail partition matroid 358  ماترويد تجزئة النهايات

Tait coloring 301-2, 314  تلوين تيت

Tait’s Conjecturte 302, 304  مخمنة تيت

Tait’s Theorem 307-9, 311,  نظرية تيت

314

target )of function( 483  )الهدف )لدالة

Tarry’s Algorithm 95  خوارزمية تاري

telegraph problem 423  مسألة التلغراف

telephon problem 422  مسالة الهاتف

tensor product 201                  )الضرب المؤثر )التنسوري

ternary matroid 357  ماترويد ثلاثي

thickness 261, 271                       سمك

threshold )in Ramsey theory(     )عتبة، بداية )في نظرية رامزي

380-1, 387

threshold function 425, 433-  دالة البداية

7, 440-1, 450-1

Tic-Tac- Toe 120                     Tic-Tac-Toe لعبة مواقع 

tolerace )of path(177-80  )الاحتمال )المسار

TONCAS 28-9, 44, 110, 136,           TONCAS

184. 225, 246

toroidal 266-8, 272, 341  طاري

torus 266-9, 272, 317  طارة

total coloring 411, 423  تلوين كلي

Total Coloring Conjecture  مخمنة التلوين الكلي

411

total dominating set 117,          مجموعة سيطرة كلية

122

totally unimodular 469  أحادي مقياس كلي

t-tough 288  t صلب بالنسبة إلى 

toughness 288, 292, 297  خشونة، صلابة

tounament 62-6, 190, 200,  دوري

293, 299, 329, 393, 413, 

428, 450-1

trace 453-4  أثر

traffic lights 201, 266, 328  الإشارات الضوئية

trail 20, 26-34, 60, 64, 77,  مسرب

90, 100, 106, 173, 295, 

313, 380, 393, 506

u, v-trail 20, 34  v إلى u مسرب من 

transformation 47, 59, 64,  دالة تحويل

135, 138, 141, 168, 171, 

182-3, 186, 189, 285, 

292, 360, 422, 494, 499-

502

transformation from 499  تحويل من

transitive digraph 228, 413,  ٍّبيان موجه متعد 

424

transitive graph 14, 18  ٍّبيان متعد

transitive orientation 228,  ٍّتوجيه متعد

231, 331, 413

transitive property )rela-          )خاصية التعدي )علاقة

tions( 490

transitivity of edpendence  تعدي الاستقلال

)matroids( 359

transportation transporta-  شبكة طرق النقل

tion network 184-5

Transportation Problem 130,  )مسألة التنقل )النقل

185

transposition 454  )مناقلة )تبديلة ثنائية

transversal matroid 352-3,  ماترويد مستعرض

357, 368-9, 373, 376-7

transversal )of matrix( 126-  المستعرض لمصفوفة

8, 135

Traveling Salesman Problem  مسألة البائع المتجول

)TSP( 452, 493-4, 496-8, )TSP(

505

tree 67-109, 118, 122-3,  شجرة

146-7, 155-8, 174, 190, 

198, 202, 204, 214, 216, 

219-21, 224, 229, 244-5, 

296, 312, 315, 317, 323-

4, 327-8, 344-6, 349-

51, 354, 360, 363, 365, 

372, 377-9, 386, 390, 

393-4, 396, 402-7, 424, 

436, 449, 451, 455, 462-

3, 467-9, 492, 498-9, 505

k-tree 345  k شجرة من الرتبة 

troamg;e 12, 18, 41-2, 48-

52, 164, 223, 230-1, 256, 

275, 279-3, 285-6, 296, 

305, 336, 349, 397, 399, 

409, 412, 422, 424, 454, 

465, 469

triangle-free graph 41-  بيان يخلو من المثلثات

2, 50-1, 159, 193, 203, 205-6, 208-9, 216, 241-

2, 261-3, 270, 397, 399, 

424, 469, 476

triangle inequality 66, 78,  المتباينة المثلثية

498, 505

triangle, monochromatic  أحادي اللون، مثلث

378-9, 383-9, 391, 394-5, 

449

triangular grid 390-2  شبكة مثلثية

o-triangulated graph  o- بيان تم تثليثه تثليث 

triangulation 242, 245, 258-  تثليث

61, 270, 300, 307, 315, 

378, 388-9, 424

trivial 22  )بديهي )تافه

trivial edge cut 304-6               )قطع ضلع بديهي )تافه

Tucker’s Algorithm 34  خوارزمية توكر

k-tuple 15, 26, 32-3, 35-6,  k- عديد

49, 76, 379, 400, 474, 486

Tutan graph 207-10, 216  بيان توران

Turan’s Theorem 209-10,  نظرية توران

216-7

Tutte graph 303  بيان توت

Tutte’s 1-factor Theorem    نظرية العامل الواحد لتوت

146, 203

Tutte’s Condition 136-7,  شروط توت

139, 141, 146-7

Tutte’s Conjectures  مخمنة توت

Tutte’s Theorem 139, 146-8,  نظرية توت

250

twin 348  توأم

two-step method 428  طريق الخطوتين

unavoidable set 258, 260-1    مجموعة لا يمكن تفاديها

underlying graph 56, 60, 66,  )البيان التحتي )المتضمن 

89, 175, 177

k-uniform hypergraph 449  k بيان زائدي منتظم من الدرجة 

uniform matroid 357, 370,  ماترويد منتظم

373, 376, 406

uniformity property 354-6, خاصية الانتظام

 359, 361, 374  

union of grpahs 25  اتحاد البيانات

union of digraph 56  اتحاد البيانات الموجهة
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