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الفصل السابع 

 )Edges and Cycle( الأضـلاع والحلقـات

)Line Graphs and Edge Coloring( 1.7. البيانات الخطية
يوجد للكثير من الم�سائل المتعلقة بالروؤو�س م�سابه طبيعي متعلق بالأ�سلاع. فمثلًا، المجموعات الم�ستقلة لي�س 
لها روؤو�س متجاورة؛ والمواءمات لي�س لها اأ�سلاع “متجاورة”، بالإ�سافة اإلى اأن تلوين الراأ�س يجزئ الروؤو�س اإلى 
مجموعات م�ستقلة. وبدلً من ذلك، ن�ستطيع تجزئة الأ�سلاع اإلى مواءمات. اإنَّ هذه الأزواج من الم�سائل مرتبطة 
من خلال البيانات الخطية )التعريف 18.2.4(. وهنا نعيد التعريف، لنوؤكد عودتنا اإلى ال�سياق باأن البيان ربما 
ا اأو خطانيًّا” و L(G) بدلً من “ بيان �سلعي”؛  لأن E(G) ترمز  يملك اأ�سلاعًا متكررة. ن�ستعمل “بيانًا خطيًّ

اأ�سلًا اإلى مجموعة الأ�سلاع. 

تكون  الذي  الب�سيط  البيان  L(G). هو  يكتب   ،G للبيان   )line graph( البيان الخطاني تعريف:   .1.1.7
 .G لهما نهاية طرفية م�ستركة في f و e عندما يكون ef ∈ E(LG) حيث ،G روؤو�سه هي الأ�سلاع في

f
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الروؤو�س في  بو�سفها م�سائل حول  التعبير عنها  G يمكن  البيان  الأ�سلاع في  الم�سائل حول  اأن بع�س  لحظ 
L(G). وعندما تو�سع اإلى البيانات الب�سيطة جميعها، فربما تكون م�ساألة الراأ�س اأكثر �سعوبة. اأما اإذا ا�ستطعنا 

.L(G) بتطبيق نتيجة الراأ�س على G حلها، فنكون قد اأجبنا عن ال�سوؤال الأ�سلي حول الأ�سلاع في
الخطي  البيان  في  مولدة  حلقة  G تعطي  في  اأويلرية  دارة  اإنَّ  الأويلرية.  الدارات  الأول  الف�سل  في  در�سنا 
المولدة  الحلقات  ندر�س  �سوف   ،2.7 الجزء  في  يتحقق!(  ل  ربما  العك�س  اأن   10.2.7. التمرين  )يبين   .L(G)

للبيانات عمومًا. وكما نوق�س في الملحق B، فاإن هذه الم�ساألة �سعبة ح�سابيًّا. 
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الفصل 7     الأضلاع والحلقات274

اأما في الف�سل الثالث، فقد در�سنا المواءمات. اإن مواءمة في G ت�سبح مجموعة م�ستقلة في L(G). لذلك، 
فاإن α′(G) =α(L(G))، واأن درا�سة ′α للبيانات هي نف�سها درا�سة α للبيانات الخطية. واأن ح�ساب α للبيانات 
العامة هو اأكثر �سعوبة من ح�سابها للبيانات الخطية. ياأخذ الجزء 1.3 هذا في الح�سبان للبيانات الثنائية الفرع، 

 .B ون�سف الحالة العامة باخت�سار في الملحق
وللم�سارات  للترابط  اأعظم  اأ�سغر  علاقة  منجر  نظرية  اأعطت  لقد  الترابط.  در�سنا  الرابع  الف�سل  وفي 
اأثبتنا علاقة  قد  نكون  منا�سب،  بيان خطي  على  النظرية  وبتطبيق هذه  البيانات جميعها.  داخليًّا في  المنف�سلة 

اأ�سغر اأعظم م�سابهة للترابط ال�سلعي وللم�سارات المنف�سلة �سلعيًّا في البيانات جميعها. 
ت�سل  مواءمةً  لوني  يجعل كل �سف  فاإنه  الأ�سلاع،  تلوين  اأما  الراأ�س.  تلوين  الف�سل الخام�س  در�سنا في  و 
ا اإلى تلوين راأ�سي للبيان الخطي. لذلك، فاإن التلوين ال�سلعي هو حالة خا�سة من التلوين الراأ�سي؛ وعليه فهو  فعليًّ
اأ�سهل. �سوف نناق�س التلوين ال�سلعي في هذا الجزء. عندما تُ�ساغ نتيجتنا الرئي�سة بلغة التلوين الراأ�سي للبيانات 
الخطية، فاإنها خوارزمية لح�ساب (H) �سمن مدى ل يتعدى 1 عندما يكون H هو البيان الخطي لبيان ب�سيط. 
لذلك، تقترح البيانات الخطية الم�سائل للتلوين ال�سلعي والحلقات المولدة التي �سوف تناق�س في هذا الف�سل. اأولً، 
�سوف ندر�س هذه البنود ب�سورة منف�سلة. واأما في الجزء 3.7، ف�سوف ندر�س �سلات بع�سها ببع�س، و�سلاتها 

ا. بالبيانات الم�ستوية اأي�سً
هناك  خطيًّا.  بيانًا   G كان  اإذا  ما  معرفة  اإلى  نحتاج  قد  الخطية،  للبيانات  الخوارزميات  تطبيق  عند   

خوارزميات جيدة ت�ستخدم تمييزات البيانات الخطية لفح�س ذلك.ولكن �سوف نناق�سها في نهاية هذا الجزء. 

)Edge-Colorings( التلوينات الضلعية
اأما م�سائل التلوين  احتجنا في المثال 11.1.1 الذي قدم التلوين الراأ�سي اإلى جدولة لجان مجل�س ال�سيوخ. 

ال�سلعي فتظهر عندما تكون الأ�سياء التي تُجدول اأزواجًا من العنا�سر الموجودة فعليًّا. 
2.1.7. مثال: التلوين ال�سلعي لـ K2n. نريد جدولة مباريات في بطولة تتكون من 2n فريقًا، بحيث يلعب كل زوج من 
 )2n -1( الفرق لعبة واحدة، على اأن يلعب كل فريق مرة واحدة في الأ�سبوع على الأكثر. بما اأن كل فريق يجب اأنْ يلعب
مباراة مع الفرق الأخرى، فاإن المو�سم ي�ستمر )2n -1( اأ�سبوعًا على الأقل. ويجب اأن ت�سكل مباريات كل اأ�سبوع مواءمة. 
لحظ اأننا ن�ستطيع جدولة المو�سم في )2n -1( اأ�سبوعًا اإذا وفقط اإذا ا�ستطعنا تجزئة (K2n( E اإلى )2n -1( مواءمة. 

وبما اأن K2n بيان منتظم من الدرجة )2n - 1(، فاإن هذه المواءمات يجب اأن تكون مواءمات تامة. 
وال�سكل اأدناه ي�سف الحل. �سع راأ�سًا واحدًا في المركز. رتب الـ )2n - 1( راأ�سًا المتبقية حلقيًّا، بحيث تُعر�س 
ك�سفوف متطابقة للاأ�سا�س )2n - 1(. كما في النظرية 16.2.2، فاإن الفرق بين �سفين متطابقين هو 1 اإذا كانا 
متتاليين، و 2 اإذا وُجد �سفٌّ بينهما، وهكذا حتى ت�سل اإلى الفرق n - 1. لحظ اأنه يوجد )2n - 1( �سلعًا مع 

.1 ≤ i ≤ n -1 لكل i كل فرق

تتكون كل مواءمة من �سلع واحد من كل �سفٍّ مختلف، بالإ�سافة اإلى �سلع واحد ي�سل اإلى الراأ�س المركزي. 
ونعر�س واحدة من المواءمات بالخط ال�سميك. اإنَّ تدوير ال�سورة )لنح�سل على مواءمة رفيعة( يعطي n �سلعًا 
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275 البيانات الخطية  1.7

جديدًا. مرة اأخرى، هوؤلء هم واحد لكل طول زائد واحد للمركز. اإن الـ )2n - 1( دورانًا لل�سكل يعطي المواءمات 
تت�سمن  اأخرى  واأ�سلاعًا منف�سلة  اأ�سلاعًا منف�سلة من كل �سف اختلاف،  تاأخذ  المواءمات  المطلوبة؛ لأن هذه 
■ الراأ�س المركزي. 
اأو�سمة دالة  هو   G k- edge - coloring) k( للبيان  الدرجة  من  ال�ضلعي  التلوين  تعريف:   .3.1.7 

والأ�سلاع  الألوان )colors(؛  الأو�سمة هي   .(S = [k] f: E(G)→S، حيث  S| = k|)ن�ستخدم عادة 
ا لونيًّا )color class(. ي�سمى التلوين ال�سلعي من الدرجة k تلوينًا فعليًّا  التي من لون واحد وت�سكل �ضفًّ
)proper( اإذا كان للاأ�سلاع الواقعة على الراأ�س نف�سه اأو�سمة مختلفة؛ اأي اأن كل �سفّ لوني هو مواءمة. 
ويكون البيان قابلًا للتلوين ال�ضلعي من الدرجة k- edge colorable( k) اإذا كان يملك تلوينًا �سلعيًّا 
والعدد اللوني ال�ضلعي  edge - chromatic number( χ′(G))  للبيان العديم   .k فعليًّا من الدرجة 

 .k قابلًا للتلوين ال�سلعي من الدرجة G بحيث يكون k هو اأ�سغر G العرى
براأ�س  تت�سارك  التي  الأ�سلاع  اأن  بما   .χ′(G) لـ  اآخر  ا�سم  هو   )Chromatic index( اللوني  الدليل 
تحتاج اإلى األوان مختلفة، لذلك χ′(G) ≥ ∆(G). لقد اأثبت كل من Vizing [1964] و Gupta [1966] على 
G ب�سيطًا؛ وهذا هو هدفنا الرئي�س. لحظ  حدى اأن  1 + (G)∆ من الألوان تكون كافية عندما يكون البيان 
G متقاطعة زوجًا زوجًا. وعندما يكون G ب�سيطًا، فاإن مثل هذه  اأن الع�سبة في  L(G) هي مجموعة اأ�سلاع لـِ 
الأ�سلاع ت�سكل نجمة اأو مثلثًا في G )التمرين 9(. لحظ اأن نظرية فايزنج لل�سفّ الوراثي في البيانات الخطية 

للبيانات الب�سيطة تن�س على اأن χ(H) ≤ ω(H) + 1؛ وعليه، فاإن البياناتِ الخطيةَ بياناتٌ تامةٌ تقريبًا. 
وعلى النقي�س لـِ χ(G)  في الف�سل الخام�س، فاإن تاأثير الأ�سلاع المتكررة يكون كبيًرا على χ′(G). لحظ اأن 
البيان الذي يحتوي على عروة ل يملك تلوينًا �سلعيًّا فعليًّا. وال�سفة “عديم العرى” ت�ستثني العرى، ولكنها ت�سمح 

بالأ�سلاع المتكررة. 
م�ساعفته                                                                  �سلع  هو   x,y الروؤو�س  زوج  اإن  نقول  متكررة،  اأ�سلاع  مع   G بيان  في  تعريف:   .4.1.7
عن  للتعبير   𝜇𝜇𝜇 (xy) ونكتب   .y,x الطرفية  نقاطها  التي  الأ�سلاع  من   m وجد  اإذا   m  (multiplicity)

 .G للتعبير عن الم�ساعفة الكبرى للاأ�سلاع في 𝜇𝜇(G) ت�ساعف الزوج، في حين نكتب
5.1.7. مثال: “المثلث ال�سمين” )Fat Triangle(. في البيانات العديمة العرى التي تحوي اأ�سلاعًا متكررة، 
  ∆(G) χ′(G) بدللة  لـِ   اأثبت �سانون [1949] اأن الحد الأعلى  1 + (G)∆. لقد  χ′(G) ربما تتعدى  نجد اأن 
وحدها هو  2/(G) ∆ 3)انظر النظرية 13.1.7(. ثم اأثبت فايزنج وجيتا اأن χ′(G) ≤ ∆(G) + 𝜇𝜇(G)، حيث 
اإن μ(G) هي م�ساعفة ال�سلع الكبرى. اإن البيان اأدناه يحقق كلا الحدين. حيث تتقاطع الأ�سلاع زوجًا زوجًا، 
■  .χ′(G)=3 ∆(G)/2 = ∆(G) + 𝜇𝜇(G) وعليه فاإنها تحتاج اإلى األوان مختلفة. لذلك فاإن

 χ′(G) ≤ 2 ∆(G) - 1 اإ�سافة اإلى اأن الحد العلوي .χ′(G) ≥ ∆(G) 6.1.7. ملاحظة: لحظنا دائمًا اأن
ا ب�سهولة. اإن تلوين الأ�سلاع بترتيب ما، يعطي الدليل اللوني الأقل لل�سلع الحالي دائمًا، وهو يختلف عن  يتبع اأي�سً
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الألوان التي ظهرت �سابقًا على الأ�سلاع التي ت�سترك بالراأ�س نف�سه مع ال�سلع الحالي. وبما اأنه ل يوجد �سلع يقع 
على اأكثر من  (1 - (G)∆)2 �سلعًا اأخرى، فاإنه ل ي�ستعمل اأكثر من (1 - (G)∆)2 لونًا. لذلك، فاإن الإجراء هو 

التلوين ال�سره لروؤو�س L(G) تمامًا.
■  .χ′(G) = χ(L(G)) ≤ ∆ (L(G)) + 1 ≤ 2∆(G) - 1
لحظ اأنه اإذا ا�سترك �سلعان بالراأ�س نف�سه، فاإننا نقول اإنهما واقعان على بع�س الراأ�س اأو على الراأ�س نف�سه.

6.1.7، وتحقق  النتائج تح�سن الحد العلوي لملاحظة  اأنَّ  الثالث، نجد  الثنائية الفرع في الف�سل  للبيانات 
منا�سبة  خوارزمية  توجد  ذلك،  عن  ف�سلًا  المتكررة.  الأ�سلاع  بوجود  ال�سماح  عند  حتى  الوا�سح  الأدنى  الحد 

.G في البيان الثنائي الفرع ∆(G) لإعطاء تلوين �سلعي فعلي من الدرجة

 .χ′(G) = ∆(G) بيانًا ثنائي الفرع، فاإن G اإذا كان .)Konig [1916]( :7.1.7. نظرية
الإثبات. تن�س النتيجة 13.1.3 على اأن كل بيان ثنائي الفرع منتظم H له معامل من الدرجة 1. وبال�ستقراء 
على (H)∆، فاإن هذا يوؤدي اإلى تلوين �سلعي فعلي من الدرجة (H)∆. لذا، يكفي اإثبات اأنه لكل بيان ثنائي الفرع 

 .G يحتوي على k منتظم من الدرجة H يوجد بيان ثنائي الفرع ،k مع درجة كبرى G
ولإن�ساء مثل هذا البيان، ن�سيف اأولً روؤو�سًا اإلى المجموعة المجزاأة الأ�سغر لـِ G اإذا كان �سروريًّا؛ حتى نعادل 
الحجمين. اإذا كان الناتج ′G لي�س منتظمًا، فاإن كل مجموعة مجزاأة تملك راأ�سًا درجته اأقل من k. لذا، اأ�سف 
�سلعًا مع هذين الراأ�سين بو�سفه نقاطًا طرفية. ا�ستمر في اإ�سافة مثل هذه الأ�سلاع حتى ي�سبح البيان منتظمًا 
■   .H ؛ اإن البيان الناتج �سوف يكونk من الدرجة

للبيان المنتظم G، لحظ اأن التلوين ال�سلعي الفعلي بـ (G)∆ من الألوان يكافئ التفكيك اإلى معاملات من 
الدرجة 1. 

 8.1.7. تعريف: اإن التفكيك للبيان المنتظم G اإلى معاملات من الدرجة 1 هو تحليل اإلى العوامل من الدرجة 1
اإلى عوامل  قابلًا للتحليل  بيانًا   1 البيان الذي له تحليل من الدرجة  G. ي�سمى  لـِ   )1-factorization(

 .(1 - factorable( 1 من الدرجة
 .χ′(C2m + 1) = 3 > ∆(C2m + 1) لحظ اأن الحلقة الفردية غير قابلة للتحليل اإلى العوامل من الدرجة 1، واأن

كما اأن بيان بيتر�سون يتطلب لونًا اإ�سافيًّا واحدًا فقط . 
9.1.7. مثال: اإن العدد اللوني ال�سلعي لبيان بيتر�سون ي�ساوي Peterson [1898]( 4). نعلم اأن بيان بيتر�سون 
اإن حذف مواءمة   .1 3 تتطلب تحليلًا من الدرجة  التلوين ال�سلعي من الدرجة  3. وقابلية  منتظم من الدرجة 
تامة يخلِّف معاملًا من الدرجة 2. و المركبات جميعها حلقات. واأن التحليل من الدرجة 1 يمكن اأن يتم فقط اإذا 
كانت هذه الحلقات جميعها زوجية. لذلك، فاإنه يكفي تبيان اأن كل معامل من الدرجة 2 ي�ساكل 2C5. الآن، خذ 
 (cross edges المتقاطعة  (الأ�ضلاع  ومواءمة   5 الدرجة  من  حلقتين  على  يحتوي  الذي  الر�سم  الح�سبان  في 

بينهما. وناأخذ في الح�سبان حالت بعدد الأ�سلاع المتقاطعة التي ا�ستعملت.
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2 يمتلك عددًا  الدرجة  H من  فاإن معاملًا  لهذا  المتقاطعة؛  الأ�سلاع  زوجيًّا من  ت�ستخدم كل حلقة عددًا 
 .H = 2C5 ال�سكل عن الي�سار(، فاإن( m = 0 من الأ�سلاع المتقاطعة. اإذا كان m زوجيًا

اإذا كان m = 2 )ال�سكل بالو�سط(، فاإن لل�سلعين المتقاطعين نقاطًا طرفية غير متجاورة على الحلقة الداخلية 
اأو على الحلقة الخارجية. فعلى الحلقة التي عليها اأ�سلاع متقاطعة والتي نقاطها الطرفية غير متجاورة، فاإن الروؤو�س 
الثلاثة المتبقية تجبر الأ�سلاع الخم�سة جميعها لهذه الحلقة لتكون في H، وهذا يخالف متطلب المعامل من الدرجة 2. 
اإذا كان m = 4 )ال�سكل عن اليمين(، فاإن اأ�سلاع الحلقة تجبر على الدخول اإلى H من خلال الأ�سلاع 
المتقاطعة غير الم�ستخدمة لت�سكل 2P5 والتي تكملتها الوحيدة هي لمعامل من الدرجة 2 في H هو .2C5 لحظ اأنه 
بما اأن C5 قابل للتلوين ال�سلعي من الدرجة 3، فاإن البيان قابل للتلوين ال�سلعي من الدرجة 4. الآن، �سوف ناأخذ 
البيانات الب�سيطة جميعها في الح�سبان. نجعل  1 + (G)∆ لونًا في المتناول، ونبني تلوينًا �سلعيًّا فعليًّا من خلال 
دمج الأ�سلاع واحدًا بعد الآخر حتى ي�سبح لدينا تلوين �سلعي فعلي من الدرجة (1 + (G)∆) للبيان G. وت�سير 

هذه الخوارزمية ب�سرعة مذهلة. 

فاإن ب�ســــيطًا،  بيانًا   G كـــــــان  اإذا   )Gupta [1966], Vizing [1964, 1965]( نظرية:   .10.1.7 
 .χ′(G) ≤ ∆ (G) + 1

اإذا كان  .G البيان  للبيان الجزئي ′G من   )Δ(G) + 1( تلوينًا �سلعيًّا فعليًّا من الدرجة   fالإثبات: ليكن 
uv لم يلون من قبلf . ومن الممكن بعد اإعادة تلوين بع�س الأ�سلاع تو�سيع التلوين  G′ ≠ G، فاإنه يوجد �سلع 
لي�سمل uv؛ اأن ندعو هذه مو�سعة اأو تو�سعة )augmentation(. وبعد e(G) من المو�سعات، نح�سل على تلوين 

 .G للبيان )∆(G) + 1( سلعي فعلي من الدرجة�
بما اأن عدد الألوان تجاوز (G)∆، فيوجد لكل راأ�س لون لم يظهر على الأ�سلاع الواقعة على مثل هذا الراأ�س. 

 .v0 = v وقائمة مت�سابهة من الألوان. ابداأ مع u ِنولد قائمة من الجيران لـ .u لونًا لم يظهر عند a0 ليكن
ليكن a1 لونًا مفقودًا عند v0. ن�ستطيع افترا�س اأن a1 يظهر عند u على �سلع ما مثل uv1. وبخلاف ذلك، 

 .uv0 على a1 ن�ستطيع ا�ستعمال
ليكن a2 لونًا مفقودًا عند v1. ن�ستطيع افترا�س اأنَّ a2 يظهر عند u على �سلع ما مثل uv2. وبخلاف ذلك، 

ن�ستطيع ا�ستبدال اللون a1 مع a2 على uv1، ثمّ ن�ستعمل a1 على uv0 لنو�سع التلوين. 
افتر�س اأنه تم اختيار ال�سلع  uvi-1 مع اللون ai-1، وليكن ai  لونًا مفقودًا عند vi-1. اإذا كان ai مفقودًا عند 
u، فاإننا ن�ستعمل ai على uvi-1، وننقل اللون aj من uvj اإلى uvj-1 لكلj ≤ i - 1 ≥ 1 لنكمل المو�سعة. وهذا ما 
فاإن  ،)uvi مثل  ما  u )على �سلع  ai عند  اإذا ظهر   .)i(downshifting from i ال�سفلية من  الإزاحة   يدعى 

العملية ت�ستمر. 
a u2

a1

v v=0v1

a ?3
u2

بما اأنه يوجد فقط )1 + (G)∆( لونًا لنختار منها، فاإن قائمة الألوان المختارة �سوف تتكرر اأخيًرا )اأو نكمل 
 ،a1,…,al هو في القائمة vl هو الدليل الأ�سغر بحيث يكون اللون المفقود عند l المو�سعة بالإزاحة ال�سفلية(. ليكن

وليكن هذا اللون هو ak. بدلً من تو�سيع القائمة، ن�ستخدم هذا التكرار لعمل المو�سعة باإحدى الطرائق المتعددة. 
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الفصل 7     الأضلاع والحلقات278

ا عند vk-1، ويظهر على uvk. اإذا لم يظهر a0 عند vl ، فاإننا نقوم  اللون المفقود ak عند vl  يكون مفقودًا اأي�سً
 .vl يظهر عند a0 لإكمال المو�سعة. لذلك ن�ستطيع افترا�س اأن uvl على a0 ون�ستعمل اللون ،vl بالإزاحة ال�سفلية من

ليكن P هو الم�سار المتناوب الأعظم باأ�سلاع األوانها a0 و ak تبداأ عند vl على طول اللون a0. يوجد فقط م�سار واحد 
ن بعد(. لإكمال المو�سعة،  مثل هذا؛ لأن كل راأ�س يقع على الأكثر على �سلع واحد في كل لون )نهمل الأ�سلاع التي لم تلوَّ
.P بالعتماد على مكان ذهاب ،u ِونقوم بالإزاحة ال�سفلية من الجار المنا�سب لـ ،P على ak و a0  سوف نبدل اللونين� 

اإذا امتد P اإلى vk، فاإنه ي�سل اإلى vk على طول �سلع ما مع لون a0، ويتبع  vku في لون ak، ويتوقف عند u الذي 
ل الألوان على P )ال�سورة اأ�سفل الي�سار(.  ينق�سه اللون a0. في هذه الحالة، نقوم بالإزاحة ال�سفلية من vk ونحوِّ
ولكن، اإذا امتد Pاإلى vk-1، فاإنه ي�سل اإلى vk-1 على اللون a0 ويتوقف هناك؛ لأن ak ل يظهر عند vk-1. في هذه 
ل الألوان على P )ال�سورة الو�سطى(.  الحالة، نقوم بالإزاحة ال�سفلية من vk-1، ونعطي اللون a0 اإلى uvk-1، ونبدِّ

اأما اإذا لم يمتد P اإلى  vkاأو vk-1، ف�سوف ينتهي عند راأ�س خارج المجموعة {u,vl,vk,vk-1} في هذه الحالة، نقوم 
بالإزاحة ال�سفلية من vl، ثم نعطي اللون a0 اإلى uvl، ونبدّل الألوان على  P)ال�سورة اأق�سى اليمين(

 ،G′ + uv ِلـ ∆(G) + 1 وفي كل حالة، فاإنّ التغيرات المو�سوفة توؤدي اإلى تلوين �سلعي فعلي من الدرجة
■ وهكذا نكون قد اأكملنا المو�سعة المطلوبة.  

 .𝜒𝜒 ′ ِواأما فيما يتعلق بالبيانات الب�سيطة، فاإنه يوجد لدينا الآن احتمالن فقط لـ

 .𝜒𝜒 ′(G) = ∆(G) 1( اإذا كان( )Class 1 هو �سنف من النوع 1 )اأو �سنف G 11.1.7. تعريف: البيان الب�سيط
 .𝜒𝜒 ′(G) = ∆(G) + 1 اإذا كان )Class 2( وهو �سنف من النوع  2 اأو �سنف

يعدُّ تحديد ما اإذا كان البيان هو �سنف 1 اأو �سنف 2 عمومًا �سعبًا ) Holyer [1981] انظر الملحق B(؛ 
لذلك نبحث عن �سروط تمنع اأو ت�سمن التلوين ال�سلعي من الدرجة (G)∆. وهناك اأمثلة على مثل هذه ال�سروط 

 .27  - مت�سمنة في التمارين 24 
ن ليكون �سرطًا كافيًا عندما 12.1.7. ملاحظة: يوجد �سرط �سروري وا�سح لبيانٍ ما ليكون �سنف 1، والذي خُمِّ
n (G)3     < (G)∆. يلاحظ من التمرين 27 فرع )a( اأن بيانًا جزئيًّا من G مع درجة فردية هو عائق لقابلية 

ا H من بيان ب�سيط G هو 10 ا.  واأنَّ بيانًا جزئيًّ التلوين ال�سلعي من الدرجة (G)∆ اإذا كان يحوي اأ�سلاعًا كثيرة جدًّ
.2e(H) / (n(H) - 1) > ∆(G) ا وكان بيان جزئي فوق الممتلئ )overfull subgraph( اإذا كان n(H) فرديًّ

ا  تـن�س مخمنة فوق الممتلئ )Overfull Conjecture( – Chetwynd- Hilton [1986]( انظر اأي�سً
 G هو �سنف 1 اإذا وفقط اإذا كان G فاإن البيان الب�سيط ،∆(G) > n(G)/3 على اأنه اإذا كان Hilton [1989](
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279 البيانات الخطية  1.7

 ل يملك بيانًا جزئيًّا فوق الممتلئ. لحظ اأن بيان بيتر�سون مع راأ�س محذوف يبين اأن ال�سرط غير كافٍ عندما يكون
n(G)/3 = (G)∆ )تمرين 28(. 

 1- factorization( 1 الدرجة  اإلى عوامل من  التحليل  اإلى مخمنة  توؤدي  الممتلئ  فوق  اأن مخمنة  لحظ 
 r زوجيًّا(، فاإن كل بيان ب�سيط منتظم من الدرجة m اإذا كانr ≥ m - 1  اأو( r ≥ m اإذا كان :)Conjecture

ا حاد )التمرين 29(.  ورتبته 2m هو �سنف 1. وهذا اأي�سً
تتحقق ال�ستنتاجات لهاتين المخمنتين عندما يكون (G)∆ كبيًرا بما فيه الكفاية.

 Chetwynd- Hilton [1989], Niessen- Volkmann [1990], Perkovic – Reed [1997],
.Plantholt [2001]

(Shannon [1949]) ف𝜒𝜒 ′(G) ≤ ⌊3∆(G)/2⌋اأ�سلاعًا متكررة، فاإن لـ G عندما يملك
و 𝜒𝜒 ′(G) ≤ ∆(G) + μ(G)ف )Gupta [1966], Vizing [1964, 1965](. تتبع هذه الحدود )التمرين 

.(Goldberg( [1977, 1984] وجولدبيرج (Andersen) [1977] حدود اأندر�سين )35
𝜒𝜒 ′(G) ≤  max{∆(G),maxp ⌊1/2(d(x) + μ(xy) + 𝜇𝜇(yz) + d(z))⌋}

حيث P ={x,y,z ∈ V(G):y ∈ N(x)) ∩ N(z)}.  اإن اإثبات هذا الحد ي�ستخدم الطرق في النظرية .10.1.7 
.Gupata و Vizing  اإ�سافة اإلى حجج العد. لتو�سيح ا�ستخدام حجج العد؛ نثبت نظرية �سانون من تلك التي في

 .𝜒𝜒 ′(G) ≤  
3
2  ∆(G) بيانًا، فاإن G اإذا كان )Shannon [1949]( :13.1.7.* نظرية

مع  G لـِ  ا  اأ�سغريًّ ا  جزئيًّ بيانًا   G′ وليكن   .k ≥ (3/2) ∆(G) اأن  وافتر�س   ،k = 𝜒𝜒 ′(G) ليكن   الإثبات: 
 .μ(G′) ≥ ∆(G)/2 ف�سنح�سل على اأن ،(Vizing–Gupta( k ≤ ∆(G′) + μ(G′) بما اأن .𝜒𝜒 ′(G′) = k

 .μ(G′) )مع م�ساعفة )عدة مرات تكرار x، y سلعًا نقاطه الطرفية� e ليكن
 ليكن f هو تلوين �سلعي فعلي من الدرجة  (k - 1)لـِ G′ - e. في G′ - e كل من x و y له درجة على الأكثر
1 - (G)∆؛ لذلك تحت f يكون على الأقل 1 - (G)∆) - (k-1) لونًا مفقودًا عند x، و ال�سيء نف�سه عند y. ول 
 μ(G′) - 1 وبح�ساب الـ .k - 1 غير قابل للتلوين ال�سلعي من الدرجة G′ يوجد اأي لون مفقود عند كليهما؛ لأن

لونًا الم�ستخدمة على اأ�سلاع نقاطها الطرفية y,x نجد اأن: 
2(k - ∆(G) + (∆(G)/2) - 1 ≤ 2 (k - ∆(G)) +  μ(G) - 1 ≤ - 1)

■   .k ≤ (3/2) ∆ (G) وعليه فاإن
اأخيًرا، توجد مخمنة عامة تماثل مخمنة فوق الممتلئ. 

 𝜒𝜒 ′(G) ≥ ∆(G) + اإذا كان )Seymour [1979a], Goldberg [1973, 1984]( :14.1.7.* مخمنة
■  . 𝜒𝜒(G) = max H ⊆ G      

        
2، فاإن         

تمييز البيانات الخطية )الخطانية( )اختياري( 
 )Characterization of Line Graphs )Optional((

 G اإن تمييزات البيانات الخطية يمكن اأن تقود اإلى خوارزميات ملائمة لفح�س فيما اإذا كان بيان ما مثل 
 .L(H) = G بحيث يكون H بيانًا خطيًّا، واإذا كان كذلك، فللح�سول على

15.1.7.  مثال: لتو�سيح هذه الأفكار، نثبت اأن البيان الموجود على اأق�سى اليمين اأدناه لي�س بيانًا خطيًّا لبيان 
ب�سيط. اإن بيان الطائرة الورقية G )مثلثان مع �سلع م�سترك( هو البيان الخطي للكف H )مخلب زائد �سلع(. 
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الفصل 7     الأضلاع والحلقات280

وبتحليل الو�سع، نجد اأن H هو البيان الب�سيط الوحيد الذي بيانه الخطي هو G، والأ�سلاع التي اأ�سبحت روؤو�سًا 
في G درجتها 2 ، يجب اأن تكون الأ�سلاع المنقطة. 

اإن البيان الموجود اأق�سى اليمين ي�سيف راأ�سًا اإلى G جيرانه فقط الروؤو�س التي درجتها 2.  والنتيجة اأن هذا 
ا للبيان G؛ ب�سبب عدم وجود طريقة لإ�سافة �سلع اإلى H بحيث يت�سارك بنقطة طرفية مع كل �سلع  لي�س بيانًا خطيًّ
■ متقطع دون اأن يت�سارك بنقطة طرفية مع �سلع مت�سل.  

=G L H not a line graph(H)

يو�سح تمييزنا الأول عملية اأخذ البيان الخطي من بيان ما. اإذا كان  G = L(H) و H بيانًا ب�سيطًا، فاإن 
كل v ∈ V(H) بحيث d(v) ≥ 2، يولد ع�سبة  Q(v) في G تقابل اأ�سلاعًا واقعة على v. اإن هذه الع�سب تجزئ

E(G). وف�سلًا عن ذلك، فاإن كل راأ�س e ∈ V(G) ينتمي فقط اإلى الع�سب المولدة من خلال النقاط الطرفية 
 .e ∈ V(H) لـ

على �سبيل المثال، عندما يكون G طائرة ورقية، فاإننا ن�ستطيع تجزئة E(G) اإلى ثلاث ع�سب )مثلث زائد 
�سلعين(، ويكون كل راأ�س مغطى على الأكثر مرتين. وهذه الع�سب الثلاث تقابل الروؤو�س التي درجتها 2 على الأقل 

في الكف.لحظ اأن البيان الموجود اأق�سى اليمين في الأعلى لي�س له مثل هذه التجزئة.  
 G اإذاوفقط اإذا كان L(H) = G يوجد حل للمعادلة ،G للبيان الب�سيط )Krausz [1943]( :16.1.7.  نظرية
يتفكك اإلى بيانات جزئية تامة، بحيث يظهر كل راأ�س في G على الأكثر في اثنين من هذه البيانات الجزئية التامة. 
الإثبات: اأثبتنا اأعلاه اأن ال�سرط �سروري. لحظ اأنه عندما G = L(H)، فاإن الروؤو�س في G التي تنتمي فقط 

اإلى واحدة من هذه الع�سب التي عرفناها �سابقًا هي تلك التي تقابل اأ�سلاعًا في H والتي تقع على الأوراق. 
يكون  بحيث   H نكون  المعينة.  التامة  الجزئية  للبيانات  الروؤو�س  S1,…, Sk هي مجموعات  لتكن   للكفاية، 
 .δ (G) ≥ 1 ؛ لذلك يمكن اأن نفتر�س اأنH ت�سبح اأ�سلاعًا معزولة في G اإن الروؤو�س المعزولة في .G = L(H)
لتكن  v1,…,vl هي الروؤو�س في G )اإذا وجدت( التي تظهر بال�سبط في واحدة من المجموعات S1,…,Sk. اأعطِ 
H راأ�سًا واحدًا لكل مجموعة في القائمة  A = S1,…,Sk,{v1},…,{vl}، ولتكن الروؤو�س في H متجاورة فقط 

اإذا كانت المجموعات المقابلة تتقاطع. 
يظهر كل راأ�س في G في مجموعتين تمامًا في A، ف�سلًا عن اأنه ل يوجد راأ�سان يظهران في هاتين المجموعتين 
نف�سيهما. لذا، فاإن H بيان ب�سيط مع �سلع واحد لكل راأ�س في G. اإذا كانت الروؤو�س متجاورة في G، فاإنها تظهر معًا في 
■  .G = L(H) لذا، فاإن .Si ِتت�سارك الراأ�س لـ H والأ�سلاع التي تقابلها في ،Si واحدة من المجموعات

من  الكثير  يوجد  لأنه  الخطية؛  للبيانات  فاعلًا  اختبارًا  مبا�سرة  يعطي  ل   )Krausz( كرو�سز  تمييز  اإن 
التفككات المحتملة للاختبار. والتمييز الآتي يختبر التراكيب الجزئية ذوات الحجم الثابت، وعليه، فاإنه يعطي 

ف اأدناه.  ا اأو زوجيًّا كما هو معرَّ خوارزمية ح�سنة. ونقول اإن كل مثلث T في G يكون فرديًّ
 (a .v ∈ V(G) ا لبع�س ا )odd( اإذا كان |N(v) ∩ V(T)|  فرديًّ يكون T فرديًّ

لي�س بيانًا خطيًّا
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281 البيانات الخطية  1.7

 (b.v ∈ V(G) زوجيًّا لكل |N(v) ∩ V(T)|  اإذا كان )even( زوجيًّا T في حين يكون
لحظ اأن الطائرة الورقية المحُدثة هي مثلث ثنائي )مزدوج( )double triangle(، حيث تتكون من مثلثين 

ي�ستركان ب�سلع، والراأ�سان اللذان لي�سا على ال�سلع الم�سترك غير متجاورين. 

17.1.7. نظرية: )van Rooij and Wilf [1965]( للبيان الب�سيط G، يوجد حل لـ L(H) = G اإذا وفقط 
اإذا كان G يخلو من المخالب، ول يوجد فيه مثلث ثنائي له مثلثان فرديان. 

الإثبات: ال�سرورة. افتر�س اأن G = L(H) . اإنَّ الراأ�س e في G الذي جيرانه x,y,z يقابل �سلع e في H يقع 
على الأ�سلاع x,y,z. بما اأنه توجد لـ e نقطتان طرفيتان فقط في H، فاإن اثنتين من x,y,z  تقعان على اإحدى هذه 

 .G ِوهذا يمنع اأن يكون المخلب بيانًا جزئيًّا محدثًا لـ .G النقاط الطرفية؛ لذا تكون هذه الأ�سلاع متجاورة في
ال�سرط الآخر، �ساهدنا في المثال 15.1.7 اأن روؤو�س المثلث الثنائي في G يجب اأن تقابل الأ�سلاع لكف في 
ا اأن روؤو�س اأحد هذه المثلثات في G تقابل اأ�سلاع مثلث في H. وهذا المثلث يجب اأن يكون زوجيًّا؛ لأن  H. وخ�سو�سً
كل �سلع في H يقع بال�سبط على اأحد روؤو�س مثلث يت�سارك بنقطة طرفية واحدة بال�سبط مع �سلعين من اأ�سلاع 

المثلث. لذا، فاإنه لكل مثلث ثنائي في G، يجب اأن يكون اأحد مثلثاته على الأقل زوجيًّا. 
الكفاية: افتر�س اأن G يحقق ال�سروط المعينة. ن�ستطيع افترا�س اأن G مترابط؛ وبخلاف ذلك، نطبق البناء 
لكل مركبة. لحظ اأن الحالة التي يخلو فيها G من المخالب، ويمتلك مثلثًا ثنائيًّا حيث كل من المثلثين زوجي هو 
ا؛ وهناك ثلاثة فقط من مثل هذه البيانات )التمرين 38(. وهنا �سناأخذ في الح�سبان الحالة  حالة خا�سة جدًّ

العامة فقط، والتي يكون فيها لكل مثلث ثنائي في G مثلث فردي واحد بال�سبط. 
من النظرية 16.1.7، يكفي اأن نفكك G اإلى بيانات جزئية تامة با�ستخدام كل راأ�س في اثنين منهما على 
هي   T1,…,Tl ولتكن  زوجية،  مثلثات  تكون  ل  والتي   G في  عظمى  تامة  جزئية  بيانات   S1,…,Sk لتكن  الأكثر. 

 .B الأ�سلاع التي تنتمي اإلى مثلث زوجي واحد ول تنتمي اإلى مثلث فردي؛ حيث ت�سكل معًا التفكيك المطلوب
T

T

S S

يظهر كل �سلع في بيان جزئي تام اأعظم، ولكن كل مثلث في بيان جزئي تام على اأكثر من ثلاثة روؤو�س يكون 
ا ل يت�سارك كل من Si و ′Si باأي �سلع؛ لأن G ل  ا. لذا، فاإن كل �سلع Tj في القائمة غير موجود في اأي Si. واأي�سً فرديًّ
يملك مثلثات ثنائية بحيث يكون المثلثان فيها فرديين. لذلك، فاإن البيانات الجزئية في B منف�سلة �سلعيًّا زوجًا زوجًا. 
اإذا كان e ∈ E(G)، فاإن e ينتمي اإلى بع�س Si ما لم تكن الع�سبة العظمى الوحيدة التي تحتوي e مثلثًا 
e في هذه الحالة Tj؛ لأننا منعنا وجود المثلثات الثنائية التي يكون مثلثًا كل منها زوجيين. لذلك  زوجيًّا. ويكون 

يكون B تفكيكًا. 
 بقي اإثبات اأن v ∈ G كله يظهر في بيانين من هذه البيانات الجزئية على الأكثر. افتر�س اأن v تنتمي اإلى

A,B,C ∈ B. اإن خا�سية النف�سال ال�سلعي تعطي اأن لـ v جيرانًا x,y,z حيث ينتمي كل منهم اإلى واحد فقط 
من {A,B,C}. وبما اأن G ل يملك مخلبًا محدثًا، فيمكن افترا�س اأن x ↔ y. وبا�ستخدام خا�سية النف�سال 
ال�سلعي، فاإن المثلث vxy ل يمكن اأن ينتمي اإلى ع�سو في B. لذلك، يجب اأن يكون مثلثًا زوجيًّا. وعليه، فاإن z يجب 
اأن يمتلك بال�سبط �سلعًا اآخر للمثلث vxy،  فلنقل z ↔ x و z ↮ y. ولكن الحجة نف�سها تبين اأن zvx هو مثلث 
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الفصل 7     الأضلاع والحلقات282

■ زوجي، وعليه اأ�سبح لدينا مثلث ثنائي بحيث يكون مثلثاه زوجيين. 
اإن النظرية 17.1.7 قريبة من خا�سية تمييز البيانات الجزئية المحظورة. 

18.1.7. نظرية: )Beineke [1968]( يكون البيان الب�سيط G بيانًا خطانيًّا لبيان ب�سيط ما اإذا وفقط اإذا 
كان G ل يملك اأيًّا من البيانات الت�سعة المبينة في الأ�سفل بو�سفها بيانًا جزئيًّا محدثًا. 

K1,3 هي  التي تختلف عن  الثمانية  البيانات  اأن قائمة  اأن نبين  17.1.7، يكفي  النظرية  با�ستخدام  الإثبات: 
البيانات التي تخلو من المخالب الأ�سغرية الراأ�س، وتحتوي على مثلث ثنائي يكون مثلثاه فرديين. يملك كل بيان 
مثل هذا مثلثًا ثنائيًّا وراأ�سًا اأو راأ�سين اإ�سافيين بحيث تجعل هذه الروؤو�س المثلثاتِ فرديةً ب�سبب امتلاك جار اأو 
■ ثلاثة جيران في المثلثات. التفا�سيل التي تبين اأن هذه هي القائمة التامة مطلوبة موجودة في التمرين40. 

– 18.1.7 تعطي خوارزميات لفح�س ما اإذا كان G بيانًا خطيًّا، والتي  اإن التمييزات في المثبتات 17.1.7 
تنفذ في زمن في �سورة كثير حدود في n(G). في الحقيقة، يوجد مثل هذه الخوارزمية التي تنفذ في زمن خطي 
)Lehot [1974]( وتنتج بيان H حيث G = L(H) عندما يكون G بيانًا خطيًّا. ويكون هذا البيان H وحيدًا اإذا 

كان G ل يملك مركبة في �سورة مثلث )التمرين 39(. 

 )Exercises( تمارين
.L(G) وار�سم𝜒𝜒 ′(G)   من البيانات اأدناه، اح�سب G 1.1.7. )-( لكل بيان

 .𝜒𝜒 ′(Qk) = ∆(Qk) 2.1.7. )-( اأعطِ تلوينًا �سلعيًّا �سريحًا لإثبات اأن
 .Cn □ K2 3.1.7. )-( حدد العدد اللوني ال�سلعي للبيان

 .𝛼𝛼 ′(G) و e(G)  بدللة𝜒𝜒 ′(G)  4.1.7. )-( اح�سل على متباينة لـ
 .L(K5) 5.1.7. )-( اأثبت اأن بيان بيتر�سون هو المتممة لـ

6.1.7. )-(  حدد عدد المثلثات في البيان الخطي لبيان بيتر�سون. 
.L(H) = 

5P  بيانًا خطيًّا. واإذا كان كذلك، فجد H بحيث 
5P 7.1.7. )-( حدد ما اإذا كان 

 .L(Km,n) ≅ Km □ Kn 8.1.7. )-( اأثبت اأن
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●           ●           ●           ●           ●

9.1.7. ليكن G بيانًا ب�سيطًا. اأثبت اأن روؤو�سًا ت�سكل ع�سبة في L(G) اإذا وفقط اإذا كانت الأ�سلاع المقابلة لها 
 في G تملك نقطة طرفية واحدة م�ستركة، اأو اأنها ت�سكل مثلثًا. )تعليق: وعليه ω(L(G)) = ∆(G) اإل اإذا كان

2 = (G)∆ وبع�س المركبات لـ G هي مثلث(. 
10.1.7. ليكن G بيانًا ب�سيطًا يخلو من الروؤو�س المعزولة. اأثبت اأنه اإذا كان L(G) مترابطًا ومنتظمًا، فاإما اأن 
اأن يكون بيانًا ثنائي الفرع بحيث تكون درجات الروؤو�س في كل مجموعة مجزاأة مت�ساوية. اأو  G منتظمًا،   يكون 

 )Ray – Chaudhuri [1967](
11.1.7. )!( ليكن G بيانًا ب�سيطًا:

 (a.   
   
  

اأثبت اأن عدد الأ�سلاع في L(G) هو        
 (b .2 منتظم من الدرجة G اإذا وفقط اإذا كانL(G)   يت�ساكل مع G اأثبت اأن

يكون متى  لتحدد   11.1.7 التمرين  في   )a( فرع  ا�ستخدم  مترابطًا.  ب�سيطًا  بيانًا   G ليكن   .12.1.7 
 .e(L(G)) < e(G)

13.1.7. )+( اأثبت اأن المتممة للبيان عن الي�سار في التمرين 1.1.7 هو البيان الب�سيط الوحيد G بحيث 
L(G) ≅ G  .(Albertson(

 ،k الدرجة  اأن  L(G) مترابط من  اأثبت   .k الدرجة  ب�سيطًا مترابطًا �سلعيًّا من  بيانًا   G ليكن   )!( .14.1.7
فْ ماذا يقابل  ومترابط �سلعيًّا من الدرجة 2k - 2. )م�ساعدة: للقطع ال�سلعي الأ�سغر [S,S] في L(G)، �سِ

 .)G واح�سب عدد اأ�سلاعه بدللة الروؤو�س في ،G القطع في
15.1.7. )!( ا�ستخدم نظرية توت للمعاملات من الدرجة 1؛ لتثبت اأن لكل بيان خطي مترابط زوجي الدرجة 
مواءمةً تامةً. ا�ستنتج من هذا اأن الأ�سلاع للبيان الب�سيط المترابط التي حجمها زوجي يمكن تجزئتها اإلى م�سارات 
اأن كل بيان مترابط يخلو من المخالب يملك مواءمة تامة، اإل اأن النتيجة  طولها 2. )تعليق: يبين التمرين 22.3.3 

. )Chartrand – Polimei – Stewart [1973]( )الأقوى اأكثر �سعوبة من هذه
16.1.7. )*( ليكن G بيانًا ب�سيطًا. اأثبت اأن γ (L(G)) ≥ γ (G)، حيث γ (G) يرمز اإلى جن�س G )تعريف 

 )D. Greenwell( .)20.3.6
17.1.7. اح�سب عدد التلوينات ال�سلعية الفعلية التي درجتها 6 للبيان اأدناه. 

 .𝜒𝜒 ′(Kr,s) = ∆ (Kr,s) 18.1.7. )!( اأعطِ تلوينًا �سلعيًّا �سريحًا لتثبت اأن
H ثنائي الفرع ب�سيط منتظم من الدرجة  G بيان  19.1.7. )!( اأثبت اأنه يوجد لكل بيان ثنائي الفرع ب�سيط 

 .G يحوي ∆(G) 
 .v ∈ V(D) لكل d -(v) ≤ d و d 

+(v) ≤ d العرى م�سموح بها( بحيث( بيانًا موجهًا D ليكن )!( .20.1.7
األوان  d لونًا على الأكثر، بحيث يكون للاأ�سلاع الداخلة على كل راأ�س  E(D) با�ستخدام  اأنه يمكن تلوين  اأثبت 
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الفصل 7     الأضلاع والحلقات284

مختلفة، وكذلك تكون األوان الأ�سلاع الخارجة من كل راأ�س مختلفة. )م�ساعدة: حول البيان الموجه اإلى �سيء اآخر 
مدرك بالحوا�س حيث يمكن تطبيق نتيجة معروفة(.

21.1.7. اإثبات خوارزمي للنظرية .7.1.7 ليكن G بيانًا ثنائي الفرع مع درجة كبرى ت�ساوي  k. وليكنf  تلوينًا �سلعيًا 
 f با�ستخدام م�سار يتناوب في لونين، اأثبت اأن .H سلعًا لي�س في� uv وليكن .G من H لبيان جزئي k فعليًّا من الدرجة

 .χ ′(G) =  ∆(G) ا�ستنتج اأن .H + uv  ِلـ k ع اإلى تلوين �سلعي فعلي من الدرجة ل، ثَمَّ يو�سَّ يمكن اأنْ يبدَّ
22.1.7. ا�ستخدم نظرية بروك�س في بيان ملائم لتثبت اأنه اإذا كان G بيانًا ب�سيطًا له 3  =(G)∆، فاإنه قابل 
للتلوين ال�سلعي من الدرجة 4. )تعليق: النتيجة هي حالة خا�سة من نظرية فايزنج؛ ل ت�ستخدم نظرية فايزنج 

لإثبات هذا(. 
ا من الدرجة p، له q راأ�سًا في كل مجموعة مجزاأة. ولترمز  23.1.7. )+( ليكن K(p,q) بيانًا ثنائي الفرع تامًّ
  K(p,q) =  K(p,d)[Kq/d] لحظ اأن .H اإلى ن�سخة من G اإلى عملية التركيب، بحيث يو�سع كل راأ�س فيG[H] 

:q يق�سم d عندما
 (a اأثبت . F[k,m] تفكيكًا اإلى ن�سخ من G[k,m] فاإن لـ ،F تفكيك اإلى ن�سخ من G اأثبت اأنه اإذا كان لـ

ا اأن العلاقة  G“ يتفكك اإلى ن�سخ مولدة من”F هي متعدية.  اأي�سً
 (b فردية درجتها  التي  الع�سب  اأما   .1 الدرجة  من  معاملات  اإلى  زوجية  درجتها  التي  الع�سب  تتفكك 

اإلى  يتفكك   K(p,q) اأن  لتثبت   )a( وفرع  العبارتين  هاتين  ا�ستخدم  مولدة.  حلقات  اإلى  فتتفكك 
 )Hartman [1997]( .زوجيًّا pq معاملات من الدرجة 1 عندما يكون

  χ ′(H) = ∆(H) بيانين ب�سيطين غير تافهين. ا�ستخدم نظرية فايزنج لتثبت اأن H و G 24.1.7. )!( ليكن
 .χ′(G □ H) = ∆(G □ H) يوؤدي اإلى اأن

25.1.7. نظرية كوتزج لل�سرب الديكارتي للبيانات الب�سيطة:
 (a .χ′(G □ K2) = ∆(G □ K2) ا�ستخدم نظرية فايزنج لتثبت اأن
 (b ا ليكن G2، G1 بيانين منف�سلين �سلعيًّا مع مجموعة روؤو�س V، وليكن H2، H1 بيانين منف�سلين �سلعيًّ

. (G1 ∪ G2) □ (H1 ∪ H2) = (G1 ◽ H2) ∪ (G2 ◽ H1)اأثبت اأن .W مع مجموعة روؤو�س
 (c يملك H و G اإذا كان كل من χ′(G □ H)=∆(G □ H) لتثبت اأن )b( و )a( ا�ستخدم كلاًّ من فرع

معاملات من الدرجة 1. )تعليق: بو�سفها نتيجة، �سرب بيان بيتر�سون في نف�سه هو من ال�سنف الأول 
الذي ل يتبع من التمرين .24.1.7 وهنا، لي�س بال�سرورة اأن يكون اأي معاملٍ من ال�سنف الأول يوجد 

)J. George [1991] ،Kotzig [1979]( .)1 ل يملك معاملًا من الدرجة G بيان
 .χ′(G) > ∆(G) بيانًا منتظمًا له راأ�س قطع. اأثبت اأن G 26.1.7. )!( ليكن

:χ′(G) > ∆(G) ِ27.1.7. �سروط الكثافة لـ
 (a .χ′(G) > ∆ (G) فاإن ،e(G) > m. ∆(G) و n(G) = 2m + 1  اأثبت اأنه اإذا كان
 (b 2 من الروؤو�س بحذف اأقل منm + 1  على k من بيان منتظم من الدرجة G اأثبت اأنه اإذا ح�سلنا على

.χ′(G) > ∆ (G) من الأ�سلاع، فاإن k/2
 (c 2 من الروؤو�س درجة كل راأ�سm بتق�سيم جزئي ل�سلع بيان منتظم على G اأثبت اأنه اإذا ح�سلنا على

 .χ′(G) > ∆(G) منها على الأقل 2، فاإن
28.1.7. )*-( اأثبت اأن بيان بيتر�سون ل يملك بيانًا جزئيًّا فوق الممتلئ. 

29.1.7. ليكن G البيان المترابط المنتظم من الدرجة m - 1 المت�سكل من 2Km بحذف �سلع من كل مركبة، واإ�سافة 
ا واأكبر  �سلعين بين المركبات ليعيد النتظام. اأثبت اأن G غير قابل للتحليل اإلى العوامل من الدرجة 1 اإذا كان m فرديًّ

من 3. )تعليق: يبين هذا اأن مخمنة التحليل اإلى العوامل من الدرجة 1 )الملاحظة 12.1.7( هي مخمنة حادة. 

-K em -K em
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30.1.7. )*!(مخمنة فوق الممتلئ ⇐ مخمنة التحليل اإلى العوامل من الدرجة 1 )الملاحظة 12.1.7(:
 (a اأثبت اأنه في البيان المنتظم الذي درجته زوجية، يكون البيان الجزئي المحُدث فوق ممتلئ اإذا وفقط اإذا

كان البيان الجزئي المحُدث من بقية الروؤو�س فوق ممتلئ. 
 (bاأن اأثبت  ممتلئ.  فوق  جزئيًّا  بيانًا  ويملك   ،2m درجته   k الدرجة  من  منتظمًا  ب�سيطًا  بيانًا   G  ليكن 

  k < m اإذا كان m فرديًّا، و k < m - 1 اإذا كان m زوجيًّا. 
على  تظهر  التي  المختلفة  الألوان  عدد  اإلى  يرمز   c(v) اإجعل   ،G للبيان  ا  �سلعيًّ تلوينًا  اأعطيت  اإذا   .31.1.7
 الأ�سلاع الواقعة على v. من بين التلوينات ال�سلعية جميعها التي درجتها k للبيان G، يكون تلوينٌ ما هو الأمثل

:∑v∈V(G) c(v) م )optimal( اإذا كان يعظِّ
 (a يملك تلوينًا �سلعيًّا من الدرجة 2 حيث يظهر G حلقة فردية، فاإن G ِاأثبت اأنه اإذا لم تكن اأي مركبة لـ

كلا اللونين عند كل راأ�س درجته 2على الأقل. )م�ساعدة: ا�ستخدم الحلقات الأويلرية(. 
 (bالراأ�س عند  مرتين  الأقل  على   a اللون  يظهر  بحيث   ،k الدرجة  من  اأمثل  ا  �سلعيًّ تلوينًا   f  ليكن 

u ∈ V(G)، اأما اللون b فلا يظهر عند u. وليكن H هو البيان الجزئي من G الذي يتكون من الأ�سلاع 
الملونة باللون a اأو اللون b. اأثبت اأن المركبة لـِ H التي تحوي u هي حلقة فردية.

 (c .∆(G) الدرجة  من  ال�سلعي  للتلوين  قابل   G اأن   )b( فرع من  ا�ستنتج  الفرع.  ثنائي  بيانًا   G ليكن 
 )Fournier [1973]( ).تعليق: تقود هذه الأفكار لإثبات نظرية فايزنج(

32.1.7. ليكن G بيانًا ثنائي الفرع له درجة �سغرى k. اأثبت اأن G يملك تلوينًا �سلعيًّا من الدرجة k بحيث يتحقق عند 
 .)Gupta [1966]( )مرة. )م�ساعدة: ا�ستخدم تحويلًا للبيان ⌊d(v)/k⌋ اأو ⌈d(v)/k⌉ كل راأ�س اأن كل لون يظهر

“عادل”  ا  �سلعيًّ تلوينًا  يملك   ∆ كبرى  درجة  ذي  ب�سيط  بيان  كل  اأن  لتثبت  فايزنج  نظرية  ا�ستخدم   .33.1.7
م�ستخدمًا لون  كل  يكون  بحيث  فعليًّا  �سلعيًّا  تلوينًا  يملك  اأنه  اأي   :∆ + 1 الدرجة  من   )equitable( 

.McDiarmid [1972]  ،De Werra [1971] مرة ⌊e(G) / (∆ + 1)⌋ اأو⌈e(G) / (∆+ 1⌉ 
النظرية   -2 الدرجة  من  معامل  2k يملك  الدرجة  من  منتظم  بيان  )كل  بيتر�سون  نظرية  ا�ستخدم   .34.1.7

لتثبت اأن χ′(G) ≤ 3⌈∆(G) / 2⌉ عندما يكون G بيانًا خاليًا من العرى.   (9.3.3
35.1.7. )-( الحدود على χ′(G). �سع P = {x,y,z ∈ V(G): y ∈ N(x) ∩ N(z)}. اأثبت اأن الحد الأخير 

اأدناه )Goldberg [1977, 1984]، Andersen [1977]( يعطي الحدود ال�سابقة. 
χ′(G) ≤ ⌊3 ∆(G)/2⌋. )Shannon [1949](
χ′(G) ≤ ∆(G) + μ(G). )Vizing [1964, 1965], Gupta [1966](
χ′(G) ≤ max {∆(G)، maxP ⌊ 1

2 (d(x) + d(y) + d(z))⌋}. )Ore [1967a](
χ′(G) ≤ max {∆(G)، maxP ⌊ 1

2
(d(x) + μ(xy)+ μ(yz) + d(z))}.

36.1.7. )+( لـِ n ≠ 8، اأثبت اأن L(Kn) هو البيان الب�سيط المنتظم من الدرجة (2n - 4) الوحيد الذي رتبته 
n بحيث تملك الروؤو�س غير المتجاورة اأربعة جيران م�ستركة، في حين تمتلك الروؤو�س المتجاورة n - 2 جارًا 

2
)    (

م�ستركًا. )تعليق: عندما n = 8، فاإن ثلاثة بيانات ا�ستثنائية تحقق ال�سروط(.
.)Hoffman [1960]، Chang [1959](             

الدرجة المنتظم من  الب�سيط  البيان  L(Km,n) هو  اأن  اأثبت   ،4 ي�ساوي  n,m بحيث ل يكون كلاهما  لـ   )+( .37.1.7 
mn زوجًا من  )n + m - 2( الوحيد الذي رتبته mn بحيث تملك الروؤو�س غير المتجاورة فيه جارين م�ستركين، و )   (2
nm)   ( زوجًا من الروؤو�س المتجاورة تملك )n - 2( جارًا م�ستركًا.  2 الروؤو�س المتجاورة تملك )m - 2( جارًا م�ستركًا، و 
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الفصل 7     الأضلاع والحلقات286

)تعليق: عندما n = m = 4، يوجد بيان ا�ستثنائي واحد.
 )Shrikande [1959]، Moon [1963]، Hoffman [1964](

ا H بحيث يكون كل مثلث من  38.1.7. )*( ليكن G بيانًا ب�سيطًا مترابطًا خاليًا من المخالب، ويملك مثلثًا ثنائيًّ
مثلثيه زوجيًّا. اأثبت اأن G هو اأحد البيانات الثلاثة المر�سومة اأدناه، وا�ستنتج اأن G بيان خطي.

)تعليق: يكمل هذا الإثبات لنظرية 17.1.7( 

39.1.7. )*( تفكيك كرو�ضز )Krausz decomposition( للبيان الب�سيط H هو تجزئة E(H) اإلى ع�سب ، 
بحيث يظهر كل راأ�س لـِ H على الأكثر في ع�سبتين من هذه الع�سب:

 (a ع�سبة بينهما  تكون  بحيث   H لـِ  كرا�سوز  تفكيك  من  تفكيكين   H المترابط  الب�سيط  للبيان  اأن  اأثبت 
م�ستركة يكونان متطابقين: 

 (b .38.1.7 جد تفكيكات كرو�سز مختلفة للبيانات الموجودة في التمرين
 (c   بحيث يملك تفكيكين مختلفين من تفكيكات كرو�سز K3 ب�سيط مترابط غير  بيان  اأنه ل يوجد  اأثبت 

)ا�ستخدم التمرين 38.1.7 والإثبات في النظرية 17.1.7(. 
 (d تكون التي  المت�ساكلة  المترابطة غير  الب�سيطة  البيانات  الوحيد من  الزوج  هو   K3 و    K1,3 اأن  ا�ستنتج 

 )Whitney [1932a]( .بياناتهما الخطية مت�ساكلة
مثلثًا  فيه مخالب يملك  لي�س  الذي  الب�سيط  البيان  اأن  باإثبات   18.1.7 للنظرية  الإثبات  اأكمل   )*( .40.1.7
ا اإذا وفقط اإذا كان يحوي بيانًا جزئيًّا مُحدثًا من بين البيانات الثمانية  ثنائيًّا، بحيث يكون كل من مثلثيه فرديًّ

الأخرى التي ت�سمنها ن�سُّ النظرية. 
)Hamitonian Cycles(  2.7. الحلقات الهاملتونية

دُرِ�سَتِ الحلقات الهاملتونية اأولً من قِبَلِ كيركمان Kirkman( [1856]) والتي �سمّيت با�سم ال�سيد وليام 
هاملتون )Sir William Hamilton( الذي و�سف لعبة على البيان ذي الثني ع�سر وجهًا، حيث يعين فيها اأحد 
قَت اللعبة با�سم “الم�سافر  اللاعبين م�سارًا على 5 روؤو�س، اأما اللاعب الآخر، فيجب اأن يو�سعه اإلى حلقة مولدة. �سُوِّ
ذي الثني ع�سر وجهًا”)Traveller’s Dodecahedron(، حيث وُ�سعت ن�سخة خ�سبية، و�سمّيت فيها الروؤو�س 

باأ�سماء 20 مدينة مهمة. 

هاملتونية                    حلقة  ت�سمّى  مولدة  حلقة  له  بيان   )Hamilton graph( الهاملتوني  البيان  تعريف:   .1.2.7
 .)Hamiltonian Cycles(

حتى �سبعينيات القرن الع�سرين، كان الهتمام بالحلقات الهاملتونية مركزًا حول علاقتها بم�ساألة الألوان 
 .)B زت بالتطبيقات العملية وم�ساألة التعقيد )الملحق الأربعة )الجزء 3.7(. اأما الدرا�سة اللاحقة، فقد حُفِّ
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287 الحلقات الهاملتونية  2.7

وال�سروط  ال�سرورية  ال�سروط  ندر�س  و�سوف  الهاملتونية،  للبيانات  للاختبار  قابل  �سهل  تمييز  يُعرف  ل 
ا اإذا وفقط اإذا  الكافية، لحظ اأنّ العرى والأ�سلاع المتكررة ل علاقة لها بالمو�سوع. اإذ اإنَّ البيان يكون هاملتونيًّ
كان البيان الب�سيط الذي نح�سل عليه بالحتفاظ بن�سخة واحدة لكل �سلع لي�س عروة يكون هاملتونيًّا. وعليه، ففي 
هذا الجزء، ح�ضرنا اهتمامنا بالبيانات الب�ضيطة؛ وهذا منا�سب عند مناق�سة �سروطٍ تت�سمن درجات الروؤو�س. 

 .(Chv’atal( [1985a] لمزيد من المعلومات حول الحلقات الهاملتونية؛ انظر

 )Necessary Conditions( الشروط الضرورية
كل بيان هاملتوني يكون مترابطًا من الدرجة 2؛ لأن حذف راأ�س يخلف بيانًا جزئيًّا يمتلك م�سارًا مولدًا. 

والبيانات الثنائية الفرع تقترح طريقة لتقوية هذا ال�سرط ال�سروري. 
المجزاأتين  المجموعتين  على  الفرع  ثنائي  بيان  في  المولدة  الحلقة  تمرُّ  الفرع.  الثنائية  البيانات  مثال:   .2.2.7
  Km,n تبادليًّا، لذا، ل توجد مثل هذه الحلقة اإل اإذا كانت المجموعات المجزاأة لها الحجم نف�سه. ولهذا ال�سبب؛ فاإن
يكون هاملتونيًّا فقط اإذا كان m = n. تبادليًّا، ن�ستطيع مناق�سة اأن الحلقة ترجع اإلى روؤو�س مختلفة في مجموعة 
■ مجزاأة ما بعد كل مرور بالمجموعة المجزاأة الأخرى. 

3.2.7. ق�ضية: اإذا امتلك G حلقة هاملتونية، فاإن لكل مجموعة غير خالية S ⊆ V، فاإن البيان G - S يملك 
|S| مركبة على الأكثر. 

الإثبات: عندما نترك مركبة لـِ G - S، فاإن الحلقة الهاملتونية يجب اأن تذهب اإلى S، والحلقات التي ت�سل اإلى 
 S يجب اأن ت�ستخدم روؤو�سًا مختلفة في S. لذا، يجب اأن تملك S من الروؤو�س مثلما تملك G - S من المركبات على 
■ الأقل. 

S

 .H يرمز اإلى عدد المركبات في البيان c(H) 4.2.7. تعريف: ليكن
وهكذا، فاإن ال�سرط ال�سروري هو |c(G-S) ≤ |S لكل Ø ≠ S ⊆ V. هذا ال�سرط ي�سمن اأن G مترابط من 

الدرجة 2 )اإنَّ حذف راأ�س واحد يترك مركبة واحدة على الأكثر(، ولكنه ل ي�سمن حلقة هاملتونية. 
5.2.7. مثال: البيان عن الي�سار اأدناه هو ثنائي الفرع مع مجموعات مجزاأة لها اأحجام مت�ساوية. على اأي حال، 

هذا ل يحقق ال�سرط ال�سروري في الق�سية .3.2.7 لذلك، فهو لي�س بيانًا هاملتونيًّا. 
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الفصل 7     الأضلاع والحلقات288

اإن البيان الموجود عن اليمين يبين اأن ال�سرط ال�سروري غير كافٍ، حيث اإن هذا البيان يحقق ال�سرط ولكنه 
ل يملك حلقة مولدة. الأ�سلاع التي تقع على روؤو�س درجتها 2 جميعها يجب اأن ت�ستخدم. ولكن يتطلب هذا البيان 

ثلاثة اأ�سلاع تقع على الراأ�س المركزي. 
اأن 2C5 هو المعامل  بيان بيتر�سون هو بيان غير هاملتوني اآخر يحقق ال�سرط. وقد اأثبتنا في المثال 9.1.7 

الوحيد من الدرجة 2 لبيان بيتر�سون. لذا، فاإنه ل يملك حلقة مولدة. 
اأن ا�سترطنا  اإذا  وربما  كافيًا.  �سرطًا  يعطي  اأن  يمكن  �سروري  �سرط  تقوية  اإن  ملاحظة:   *.6.2.7 
 t بيانا متينًا من الدرجة G فاإننا ن�سمن وجود حلقة مولدة. يعدُّ البيان ،S لكل مجموعة قطع |S| ≥ 2c(G-S)
(t-Tough) اإذا كان S| ≥ tc(G - S)| لكل مجموعة قطع S ⊂ V. والمتانة )toughness( لـ G هي t الكبرى 

بحيث يكون G متينًا من الدرجة t. فعلى �سبيل المثال، ت�ساوي المتانة في بيان بيتر�سون 4/3 )التمرين 23(.
  (Chvátal( من الق�سية 3.2.7، نجد اأن الحلقات المولدة تتطلب متانة مقدارها 1على الأقل. لقد �سمن كفتال
في العام [1973م] اأنّ المتانة التي تكون كبيرة بما فيه الكفاية تكون �سرطًا كافيًا. ل توجد قيمة للمتانة اأكبر من 1 
�سرورية؛ ب�سبب اأن Cn نف�سها فقط متينة من الدرجة 1. ولب�سع �سنوات، كان يعتقد اأن المتانة من الدرجة 2 يمكن اأن 
  Enomoto – Jachson – Katerinis) [1985] تكون كافية. لحظ اأن اإنوموتو – جاك�سون – كاترينز – �سايتو
Saito –( ركبوا بيانات غير هاملتونية متانتها من الدرجة  - 2 لكل  > 0. واأخيًرا، لحظ اأن باور وبرور�سما 
وفيلدمان [2000]  (Bauer –Broersma – Veldman) ركبوا بيانات غير هاملتونية درجة متانتها تقترب من 
■ 9/4. و تن�سُّ مخمنة كفتال التي ل تزال غير مثبتة على اأن بع�س قيم المتانة تكفي ك�سرط كِفاي. 

 )Sufficient Conditions( شروط الكفاية
ا. )التمارين 26 - 27(.  اإن عددَ الأ�سلاع التي نحتاج اإليها  لنجبر بيانًا على n راأ�سًا ليكون هاملتونيًّا كبيٌر جدًّ
وتحت ال�سروط التي تنثر الأ�سلاع بعيدًا، ن�ستطيع تقلي�س عدد الأ�سلاع في حين اأن الحلقات الهاملتونية ما تزال 
م�سمونة واأب�سط هذه ال�سروط هو حد اأدنى على الدرجات ال�سغرى؛ لحظ اأن ال�سرط δ (G) ≥ n(G)/2 يكفي. 

نلاحظ اأولً اأنه ل توجد اأ�سغر من الدرجة ال�سغرى تكون كافية. 
7.2.7. مثال: للبيان الذي يتكوّن من الع�سب التي رتبتها ⌊2/(n + 1)⌋ و ⌈2/(n + 1)⌉ وتت�سارك براأ�س 
ذي درجة �سغرى ت�ساوي ⌊2/(n - 1)⌋ ولكنه لي�س هاملتونيًّا )حتى اأنه لي�س مترابطًا من الدرجة 2(. وللرتبة 
الفردية، هناك بيان اآخر غير هاملتوني له هذه الدرجة ال�سغرى وهو الع�سبة الثنائية مع المجموعات المجزئة 

.(n + 1)/2 و (n - 1)/2 التي اأحجامها
اأنّ ⌊2/(n - 1)⌋ هي القيمة الأكبر  اأن  δ (G) ≥ n(G)/2 وجود حلقة مولدة، وهذا يبيّن  اإثبات  يجبر 
■ للدرجة ال�سغرى من بين البيانات غير الهاملتونية على n من الروؤو�س. 

 ،δ (G) ≥ n(G)/2  بيانًا ب�سيطًا على ثلاثة روؤو�س على الأقل وكانت G اإذا كان )Dirac [1952b]( :8.2.7. نظرية
فاإن G بيان هاملتوني. 

الإثبات: على الرغم من اأن ال�سرط n(G) ≥ 3 مزعج، اإل اأنه يجب اأن يكون موجودًا؛ لأن K2 غير هاملتوني، 
 .δ (K2) = n(K2)/2 ولكنه يحقق اأن
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289 الحلقات الهاملتونية  2.7

ي�ستخدم اإثبات التناق�س ومبداأ القيم الق�سوى. اإذا وُجِدَ بيان غير هاملتوني يحقق الفر�سيات، فاإن اإ�سافة 
الهاملتونية  البيانات غير  على  اهتمامنا  نح�سر  اأن  وهكذا يمكن  ال�سغرى.  الدرجة  تقلل  اأن  الأ�سلاع ل يمكن 
العظمى التي درجتها ال�سغرى ت�ساوي على الأقل n / 2، حيث يعني و�سف “عظمى” اإن اإ�سافة اأي �سلع يربط 

روؤو�سًا غير متجاورة ين�سئ حلقة مولدة. 
v1,…,vn من G يملك م�سارًا مولدًا  اأن  اإلى  يوؤدي   G لـِ  G، فاإن �سرط العظمى   عندما يكون  u ↮ v  في 
u = v1 اإلى v = vn؛ لأن كل حلقة مولدة في G + uv تحوي ال�سلع الجديد uv. لإثبات النظرية؛ يكفي اإجراء 

 .G ؛ وهذا �سوف يبني حلقة مولدة فيuv تغيير ب�سيط في هذه الحلقة لتجنب ا�ستخدام ال�سلع
اإذا وُجد جار لـِ u يتبع مبا�سرة جارًا لـِ v على الم�سار، مثل u ↔ vi+1 و v↔vi، فاإن

)u، vi+1, vi+2, …, v, vi, vi-1,…,v2( حلقة مولدة. 

u v vi v +i 1

 ولبرهنة اأن مثل هذه الحلقة موجودة، �سوف نبيّن اأن هناك دليلًا م�ستركًا في المجموعتين S و T المعرفتين
بـ  S={i:u ↔ vi+1  و T = {i:v ↔ vi}. وجمع الأحجام لهذه المجموعات يعطي 

|S ∪ T| + |S ∩ T| = |S| + |T| = d(u) + d(v) ≥ n.
ال�سبب، فاإن S ∪ T| < n|، ولهذا  n. لذا، فاإن  الدليل  T ل يحتويان على  و   S اأن كلاًّ من المجموعتين   لحظ 

ا باإيجاد حلقة مولدة في G. لذا، فاإنه ل يوجد بيان غير هاملتوني  S ∩ T| ≥ 1|. وعليه نكون قد بنينا تناق�سً
■ )اأعظم( يحقق الفر�سيات.  

 .d(u) + d(v) ≥ n فقط لإثبات اأن δ (G) ≥ n(G)/2 اأن هذه الحجة ت�ستخدم )Ore( لقد لحظ اأور
ف المطلوب للدرجة ال�سغرى n/2 لي�سبح المطلوب هو d(u) + d(v) ≥ n فقط عندما  لذلك، ن�ستطيع اأن نُ�سعِّ
ا فاإننا ل�سنا بحاجة اإلى اأن يكون G بيانًا غير هاملتوني اأعظم، وقد احتجنا اإلى اأن يكون  يكون u ↮ v. واأي�سً

 .v اإلى u هاملتونيًّا . وبذلك زودتنا بم�سار مولد من G + uv

9.2.7. تمهيدية: )Ore [1960]( ليكن G بيانًا ب�سيطًا. اإذا كان u و v راأ�سين غير متجاورين في  G بحيث اإن  
ا اإذا وفقط اإذا كان  G + uv هاملتونيًّا.  d(u) + d(v) ≥ n(G)، فاإن G يكون هاملتونيًّ

■ الإثبات: اأحد التجاهين وا�سح، واإثبات التجاه الآخر م�سابه لإثبات النظرية .8.2.7. 
لحظ اأن بوندي وكفتال Bondy – Chva’tal(  [1976]) قد عبرا عن جوهر حجة )اأور( ب�سورة اأكثر 
l ولبيانات جزئية اأخرى. وهنا �سوف نناق�س التطبيق  عمومية بحيث يعطي �سروطًا كافية للحلقات التي طولها 
للحلقات المولدة فقط. با�ستخدام التمهيدية 9.2.7 لإ�سافة اأ�سلاع، ن�ستطيع فح�س ما اإذا كان G هاملتونيًّا من 

خلال اختبار ما اإذا كان البيان الأكبر هاملتونيًّا. 
10.2.7. تعريف: الإغلاق )الهاملتوني( )Closure( للبيان  G،  ويرمز اإليه بالرمز C(G)، ويعرف على اأنه 
البيان الذي مجموعة روؤو�سه هي V(G) والذي نح�سل عليه من G باإ�سافة الأ�سلاع التي تربط اأزواج الروؤو�س 

غير المتجاورة التي يكون مجموع درجاتها على الأقل n واحدًا تلو الآخر، حتى ل يبقى مثل هذه الأزواج. 
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اإن البيان الموجود في الأعلى يبداأ بروؤو�س درجتها 2، لكن اإغلاقه هو K6. وتمهيدية )اأور( تعطي النظرية الآتية:
ا اإذا  11.2.7. نظرية: )Bondy – Chvátal [1976]( يكون البيان الب�سيط على n من الروؤو�س هاملتونيًّ
وفقط اإذا كان اإغلاقه هاملتونيًّا.   ■

لح�سن الحظ اأن الإغلاق ل يعتمد على الترتيب في اإ�سافة الأ�سلاع المتوافرة. 
12.2.7. تمهيدية: الإغلاق لـ G ح�سن التعريف. 

الإثبات: لتكن e1,…,er و f1,…,fs متتاليتين من الأ�سلاع الم�سافة في ت�سكيل C(G)، حيث تعطي الأولى G1 في 
حين تعطي الثانية G2. اإذا وُجد في اأي من المتتاليتين راأ�سان u و v غير متجاورين مجموع درجتيهما n(G) على 

الأقل، فيجب اإ�سافة ال�سلع uv قبل اأن تنتهي المتتالية. 
كانت اإذا  وبالمثل،   .G1 اإلى  ينتمي  اأن  يجب  فاإنه   ،G لـِ  ا  مبدئيًّ للاإ�سافة  قابل    f1 اأنَّ  بما   وهكذا، 
 f1,…,fi-1∈ E(G1)، فاإن fi  ت�سبح قابلة للاإ�سافة لـِ G1، وعليه فاإنها تنتمي اإلى G1. لذا، فاإن كلاًّ من المتتاليتين 
 ■   .G2  ⊆ G1 و G1 ⊆ G2 ل تحتوي على ال�سلع الأول المحذوف من المتتالية الأخرى، لذا اأ�سبح لدينا
ذلك  اأن  اإل  الب�سيطة.  البيانات  في  الهاملتونية  الحلقات  لختبار  وكافٍ  �سروري  �سرط  الآن  لدينا  اأ�سبح 
بطريقة  تزودنا  فاإنها  ذلك،  ومع  هاملتونيًّا!  كان  اإذا  فيما  اآخر  بيان  اختبار  منا  يطلب  لأنه  كثيًرا؛  ي�ساعد  ل 
حلقة وجود  يجبر  ا  اأي�سً فاإنه  هاملتونيًّا  ليكون   C(G) يجبر الذي  ال�سرط  اأن  لحظ  الكافية.  ال�سروط   لإثبات 

 .G هاملتونية في
وعلى �سبيل المثال، فاإن ال�سرط يمكن اإعطاء اأن C(G) = Kn. ولقد ا�ستخدم كفتال هذه الطريقة ليثبت 
اأف�سل �سرط على متتالية الدرجات للحلقات الهاملتونية. حيث يمكن اأن تكون بع�س درجات الروؤو�س �سغيرة اإذا 

كانت درجات روؤو�س اأخرى كبيرة بما فيه الكفاية. 
حيث  ،d1 ≤…≤ dn الروؤو�س  درجات  مع  ب�سيطًا  بيانًا   G ليكن   )Chvátal [1972]( نظرية:   .13.2.7 
 ،)Chvátal’s condition( ضرط كفتال� dn-i ≥ n - i اأو  di > i  يعطي اأن i < n/2 اإذا كان .n ≥ 3

فاإن G يكون هاملتونيًّا. 
 G الإثبات: اإن اإ�سافة اأ�سلاع لت�سكيل الإغلاق ل يقلل اأي مدخلة من مدخلات متتالية الدرجات. وكذلك، يكون
ا، لذلك يكفي الأخذ في الح�سبان الحالة حيث C(G) = G، والذي  ا اإذا وفقط اإذا كان C(G) هاملتونيًّ هاملتونيًّ

 .G = Kn مغلق. في هذه الحالة، نثبت اأن �سرط كفتال يوؤدي اإلى اأن G فه بقولنا اأن نَ�سِ
ا، فاإننا �سنجد قيمة  و�سنثبت الآن المكافئ العك�سي: اإذا كان G بيانًا مغلقًا على n من الروؤو�س ولي�س بيانًا تامًّ
لـِ i اأقل من n/2 ل تخالف �سرط كفتال. اإن المخالفة تعني اأنه على الأقل i من الروؤو�س درجتها على الأكثر i وعلى 

 .n - i من الروؤو�س درجتها اأقل من n - i  الأقل
بافترا�س اأن G ≠ Kn، فاإننا نختار من بين اأزواج الروؤو�س غير المتجاورة زوجًا u، v بحيث يكون مجموع درجات 
 هذا الزوج قيمة كبرى. ولأن G مغلق، فاإن u↮v يعطي اأن d(u) + d(v) < n. نختار الأو�سمة على u،v بحيث اإن

 .i = d(u) سع� .d(u) < n/2 لذلك نكون قد ح�سلنا على اأن ،d(u) + d(v) < n بما اأن .d(u) ≤ d(v) 
نحتاج اإلى اإيجاد i راأ�سًا درجاتها i على الأكـثر. ولأننــا اخترنـــا زوجًـــا غيــــر متجــــاور لــــه مجمـــــوع 

 .i على الأكثر ، وهذا ي�ساوي d(u)  ت�ساوي v غير متجاور مع V - {v} درجــات كبرى، فاإن درجة كل راأ�س في
 .n - 1 - d(v) ≥ i  تعطي اأن d(u) + d(v) ≤ n - 1 راأ�سًا مماثلًا، و n - 1 - d(v) ويوجد
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وكذلك نحتاج اإلى n - i راأ�سًا درجاتها اأقل من n - i. اإن درجة كل راأ�س في V - {u} ل يجاور u ت�ساوي 
 d(v) على الأكثر، ويكون لدينا d(v) < n - d(u) = n - i. لحظ اأنه يوجد n – 1 - d(u) راأ�سًا مماثلًا. وبما اأن 
ا اإ�سافة u نف�سها اإلى مجموعة الروؤو�س التي درجتها d(v) على الأكثر. وهكذا  d(u) ≤ d(v)، فاإننا ن�ستطيع اأي�سً

 .n - i راأ�سًا درجتها اأقل من n - i نح�سل على
لقد اأثبتنا اأن di ≤ i و dn – i < n - i لـ i المختارة ب�سورة خا�سة، وهذا يناق�س الفرق.  ■

u

vN ( u )
N ( v )

متتاليات  تميز   13.2.7 النظرية  اإن  “كبيرة”.  روؤو�س  درجات  لها  هاملتونية  غير  بيانات  مثال:   .14.2.7
الدرجات للبيانات الب�سيطة التي تُجبر وجود الحلقات الهاملتونية. اإذا ف�سلت متتالية الدرجة في تحقيق �سرط 

كفتال عند i، فاإن اأكثر ما ن�ستطيع فعله هو جعل الحدود في d1,…,dn على ال�سكل: 
 j ≤  i لـ dj  =  i 

i +1≤ j ≤ n - i  لـ dj = n – i -1 
j > n - i لـ dj = n - 1. 

 n - 1 ودرجتها i بيانًا ب�سيطًا يحقق متتالية الدرجة هذه )اإذا وُجِدَت(. تكون الروؤو�س التي عددها G ليكن
متجاورة مع الروؤو�س الأخرى جميعها )الع�سبة المركزية في ال�سكل(. اإن هذا يعطي i جارًا اإلى الـ i راأ�سًا التي 
درجة كل منها i، لذلك فهي ت�سكل مجموعة م�ستقلة ولي�س لها اأي جار اإ�سافي. مع درجة n – i – 1 ، فاإن كلاًّ من 
الـ n - 2i راأ�سًا المتبقية يجب اأن يكون مجاورًا للروؤو�س جميعها ما عدا نف�سه والمجموعة الم�ستقلة. لذلك، فاإنَّ هذه 

الروؤو�س ت�سكل ع�سبة. والبيان الوحيد الذي يحقق هذا هو   Ki ∨ (Ki + Kn-2i)، كما هو مبين اأدناه. 
    i + 1 ا له اإن هذا البيان لي�س هاملتونيًّا؛ لأن حذف i من الروؤو�س التي درجتها  n - 1 يخلف بيانًا جزئيًّ
مركبة. اإذا كان البيان الب�سيط H لي�س هاملتونيًا، ودرجات روؤو�سه d′1 ≤…≤ d′n، فاإن نتيجة كفتال توؤدي اإلى 
■  .i لكل d j ≥ d′j  اأن d1 ≤ …≤  dn  الذي درجات روؤو�سه (Ki + Kn-2i) ∨ Ki بحيث يحقق البيان i اأنه يوجد

KnKiKi i-2

ف الم�ضار الهاملتوني )Hamiltonian path( على اأنه م�سار مولد.  15.2.7. تعريف: يعرَّ
عمل  ن�ستطيع  �سحيح.  غير  العك�س  اأن  يبين   Pn ولكن  مولدًا،  م�سارًا  يملك  مولدة  حلقة  يملك  بيان  كل 
اأن  الأ�سهل  من  ولكن  الهاملتونية،  للم�سارات  كافية  �سروطٍ  لإثبات  الأعلى  في  للتعليلات  م�سابهة  تعليلات 
 ن�ستخدم عملنا ال�سابق ونثبت النظرية الجديدة با�ستدعاء نظرية حول الحلقات. ولعمل ذلك، ن�ستخدم تحويلًا

قيا�سيًّا )معياريًّا(. 
16.2.7. ملاحظة: يملك البيان G م�سارًا مولدًا اإذا وفقط اإذا كان البيان G ∨ K1 يملك حلقة مولدة.
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تطبق الملاحظة 16.2.7 في العديد من التمارين. ون�ستخدمها هنا ل�ستقاق �سرط للم�سارات المولدة يماثل   
�سرط كفتال للحلقات المولدة. 

17.2.7. نظرية: ليكن G بيانًا ب�سيطًا درجات روؤو�سه d1 ≤ …≤ dn. اإذا كان  i < (n + 1) / 2 يعطي                                        
(di ≥ i اأو dn + 1 - i ≥ n - i(، فاإن G يملك م�سارًا مولدًا. 

الإثبات: ليكن G′ = G ∨ K1، وليكن n′ = n + 1، ولتكن ′d′1,…, d′n هي متتالية الدرجات لـ ′G. بما اأن 
 G′ عندما يحذف الراأ�س الإ�سافي، لذا يكفي اأن نثبت اأن G ت�سبح م�سارًا مولدًا في G ∨ K1 اأي حلقة مولدة في

تحقق �سرط كفتال الكافي للحلقات الهاملتونية. 
 d′j = dj + 1 و d′n' = n فاإنه ي�سبح لدينا ،V(G) بما اأن الراأ�س الجديد يكون مجاورًا للروؤو�س جميعها في
 لكل ′j < n. لكل i < n′/2 = (n + 1)/2، فاإن الفر�سية على G تعطى اأن d′i = di + 1 ≥ i + 1 > i اأو
d′n'-i = dn+1-i + 1 ≥ n - i + 1 = n′ - i. وهذا هو �سرط  كفتال الكافي تحديدًا. لذا، فاإن ′G يملك حلقة 
■   .G مولدة، وحذف الراأ�س الإ�سافي يخلف م�سارًا مولدًا في

كل  الق�سوى.  المتانة  اأو  النتظام  مثل  �سروط  تحت  الدرجة  متطلبات  تخفيف  يمكن  18.2.7.*ملاحظة: 
بيان ب�سيط منتظم G درجات روؤو�سه على الأقل n(G)/3 هو هاملتوني )Jackson [1980](. لحظ اأن بيان 
ط ب�سورة جزئية في  بيتر�سون فقط يمنع تقليل الحد عن (3/(Zhu-Liu- Yu [1985] n(G) - 1) وهو مب�سَّ

ا.  Bondy – Kouider( [1988])؛ انظر التمرين 13اأي�سً
من الممكن تقليل �سرط الدرجة اأكثر عندما يكون الترابط عاليًا. فعلى �سبيل المثال، لقد خمّن توت [1971] 
اأن كل بيان ثنائي الفرع منتظم من الدرجة 3 ومترابط من الدرجة 3 يكون هاملتونيًّا. ووجد هورتون [1982] 
ا له 96 راأ�سًا، في حين اأن اأ�سغر مثال مناق�س معروف يملك 50 راأ�سًا )Georges [1989](، ولكن  مثال مناق�سً
 ■ �سروطًا اأقوى لهذا النوع ربما تكون كافية. 
ي�ستخدم �سرطُنا الكافي الأخير للحلقات الهاملتونية الترابطَ وال�ستقلال ولي�س الدرجات. والإثبات يعطي 

خوارزمية ح�سنة تبني حلقة هاملتونية، اأو تبين عدم �سحة الفر�سية. 

19.2.7. نظرية: )Chvátal – Erdös [1972]( اإذا كان 𝜅𝜅(G) ≥ α(G)، فاإن G يملك حلقة هاملتونية 
 .)G = K2 اإل اإذا كان(

ليكن  .𝜅𝜅(G) ≥ α(G) اأن  افتر�س   .𝜅𝜅(G) > 1 يكون  اأن  تتطلب  ال�سروط  فاإن   ،G ≠ K2 مع   الإثبات: 
k = 𝜅𝜅(G)، ولتكن C اأطول حلقة في G. بما اأن δ(G) ≥ κ(G)، وكل بيان G بحيث يملك δ(G) ≥ 2 حلقة طولها 

على الأقل δ(G) + 1 )الق�سية 28.2.1(، فاإن C تملك k + 1 راأ�سًا على الأقل. 
لتكن H مركبة لـِ G - V(C). اإن الحلقة C تملك k راأ�سًا على الأقل مع اأ�سلاع ت�سلها بـ H، وبخلاف ذلك، 
 C راأ�سًا في k هي الـ u1,…,uk لتكن .𝜅𝜅(G) = k يناق�س اأن H مع الأ�سلاع التي ت�سلها بـ C فاإن حذف روؤو�س

التي تت�سل باأ�سلاع مع اأ�سلاع في H بترتيب مع اتجاه عقارب ال�ساعة. 
لكل i = 1,…,k، ليكن ai هو الراأ�س الذي يتبع ui مبا�سرة على C. اإذا كان اأيّ راأ�سين من هذه الروؤو�س 
 ،ui اإلى aj ومن ،uj اإلى ai من C والأجزاء في ،aiaj فاإننا نن�سئ حلقة اأطول با�ستخدام ،ai ↔ aj متجاورين، لنقل

والم�سار من ui اإلى uj من خلال H )انظر التو�سيح(. 
ا اأنه  اإذا كان ai يملك جارًا في H، فاإننا ن�ستطيع اأن نتحول اإلى H بين ui و ai على C.  لذلك، ن�ستنتج اأي�سً
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 .k + 1 ت�سكل مجموعة م�ستقلة حجمها H بالإ�سافة اإلى راأ�سٍ في {a1,…,ak}لذا، فاإن .H في ai ِل يوجد جار لـ
وهذا التناق�س يوؤدي اإلى اأن C حلقةٌ هاملتونيةٌ.  ■

H

aj

ai

ui

uj

المحيط                         الطويلة.  الحلقات  ل�سروط  تعمم  الهاملتونية  للحلقات  الكفاية  �سروط  معظم  20.2.7.*ملاحظة: 
)circumference( لبيان هو طول اأطول حلقة فيه. اإن �سكلًا اأ�سعف ل�سرط كافٍ للحلقات المولدة ربما يجبر 
وله   2 الدرجة  من  المترابط  البيان  يملك  م�سابهة:  نتيجة  اأول   [1952b] ديراك  اأثبت  لقد  طويلة.  حلقة  وجود 
 k + 1 على الأقل. اإن الق�سية 28.2.1 ت�سمن فقط حلقة طولها min{n,2k} محيطًا ي�ساوي k درجة �سغرى
على الأقل. ف�سلًا عن اأنّ معظم نتائج الحلقات الطويلة هي اأكثر �سعوبة من ال�سروط الكافية المقابلة للحلقات 
الهاملتونية )انظر التمهيدية 36.4.8، والنظرية 37.4.8(.  ■

 )Cycles in Directed Graphs(Optional(( )الحلقات في البيانات الموجهة )اختياري

ليكن  ،G الموجه  للبيان  البيانات.  في  الحلقات  نظريةَ  الموجهة  البيانات  في  الحلقات  نظريةُ   ت�سبه 
 δ - (G) = min d - (v) و δ+(G) = min d+(v). اإن البراهين في الف�سل الأولى التي ت�ستخدم الم�سارات 

 .k = max {δ - (G),δ + (G)} حيث ،k + 1 وحلقات طولها ،k العظمى ت�سمن م�سارات طولها
اإن كل بيان تام هو هاملتوني، اإل اأن توجيهات البيانات التامة هي اأكثر تعقيدًا. وال�سرط ال�سروري لخا�سية 
الترابط من الدرجة 2 ي�سبح �سروريًّا لخا�سية الترابط القوية للحلقات المولدة في البيانات الموجهة. اأما للدوري 

ا �سرطٌ كافٍ )التمرين 45(.  )دوري الألعاب(، فاإن هذا ال�سرط ال�سروري هو اأي�سً
اأما للبيانات الموجهة الختيارية، ف�سنثبت نظرية م�سابهة لنظرية ديراك )النظرية 8.2.7(. في الحقيقة، 
 (Meyniel( مينيل  قام  وقد   .)49 )التمرين  خا�سة  حالة  بو�سفها  ديراك  نظرية  تعطي  �سوف  النظرية  هذه 

[1973] بتقوية النظرية ب�سورة جوهرية بتخفيف الفر�سيات )النظرية 42.4.8(. 

ن�سخة واحدة على الأكثر  ه �سارمًا )Strict( اإذا كان ل يملك عرى، وله  21.2.7. تعريف: يكون البيان الموجَّ
من كل زوج مرتب بو�سفها �سلعًا. 

22.2.7. نظرية: )Ghouila – Houri [1960]( اإذا كان D بيانًا موجّهًا �سارمًا وكان:
 min {δ+ (D),δ - (D)} ≥ n(D)/2، فاإن D يكون هاملتونيًّا.  

 C من الروؤو�س، لتكن n على D الإثبات: �سن�ستخدم التناق�س ومبداأ التطرفية مرة اأخرى. في المثال المناق�س
اأطول حلقة وطولها l. كما لحظنا فاإن l > max{δ + ,δ - } ≥ n/2. ليكن P اأطول م�سار في D - V(C)، يبداأ 
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الفصل 7     الأضلاع والحلقات294

 . m < n
2 عند u، وينتهي عند w، وطوله m ≥ 0. الآن، l > n/2 و n ≥ l + m + 1 يوؤديان اإلى اأن 

 .w التي تلي C هي مجموعة الروؤو�س في T ولتكن ،u التي ت�سبق الراأ�س C هي مجموعة الروؤو�س في S لتكن
w يقع في V(C) ∪ V (P). لذلك، فاإن كلاًّ من  u وكلَّ تالٍ لـِ  با�ستخدام الأعظمية للم�سار P، فاإنَّ كلَّ �سابق لـِ 
حجم S و T ي�ساوي على الأقل min{δ + ,δ - } - m، وهذا على الأقل )≥ )n/2 - m؛ ولهذا فهو موجب. وعليه، 

فاإن S و T غير خاليتين.
 ت�سمن الأعظمية لـِ C اأن الم�سافة على طول C من الراأ�س u′ ∈ S اإلى الراأ�س w′ ∈ T يجب اأن تزيد على 
m + 1. وبخلاف ذلك، فاإن التحرك على طول P بدلً من C من ′u اإلى ′w يعطي حلقة اأطول. لذا، من الممكن 

 .T راأ�سًا لي�س في m باأكثر من C متبع على S افترا�س اأنَّ كل راأ�س في
u

P

S

C

T
w

m + 1 على الأكثر، فلا يوجد مكان  C هي دائمًا  S على طول  اإذا كانت الم�سافة بين راأ�سين متتاليين في 
 C متبع على S غير خاليتين، لذا يمكننا افترا�س وجود راأ�س في T و S وبما اأن .T م�سموح لن�سع فيه راأ�سًا من
بروؤو�س لي�ست في S وعددها m + 1 على الأقل. وهذه ممنوعة من T، وكما هي الحال مع الراأ�س التالي مبا�سرة 
على C للروؤو�س الأخرى جميعها في S. لذلك، يوجد S| - 1 + m + 1 ≥ n/2| راأ�سًا على الأقل في C لي�ست في 
T. ومع الروؤو�س التي في  T، فاإن هذا يوؤدي اإلى V(C)| ≥ n - m|، وهذا يناق�س اأن l ≤ n – m - 1. ويوؤدي هذا 

التناق�س اإلى اأن C يجب اأن تكون حلقة مولدة. ■

 )Exercises( تمــارين
1.2.7. )-( لأيِّ القيم r يكون Kr,r هاملتونيًّا؟ 

2.2.7. )-( هل بيان جروتزت�س )Grötzsch( )المثال 2.2.5( هاملتونيًّا؟ 
3.2.7. )-( لـِ n > 1، اأثبت اأن Kn,n يملك n!/2!(n - 1) حلقة هاملتونية. 

 4.2.7. )-( اأثبت اأن G يملك م�سارًا هاملتونيًّا فقط اإذا كان لكل S ⊆ V(G)، فاإن عدد المركبات لـِ G - S هو 
S| + 1|على الأكثر. 

●           ●           ●           ●           ●

5.2.7. اأثبت اأن كل م�سار في ذي الثني ع�سر وجهًا يقع في حلقة هاملتونية. 
6.2.7. )!( ليكن  G بيانًا ثنائي الفرع هاملتونيًّا، واختر x,y ∈ V(G). اأثبت اأن G – x - y يملك مواءمة تامة 
اإذا وفقط اإذا كان كل من x و y على جهتين مختلفتين من التجزئة الثنائية لـِ G. طبق هذا لتثبت اأن حذف مربعي 
وحدة من لوحة ال�سطرنج )8 × 8( يبقي على لوحة يمكن اأن تجزاأ اإلى م�ستطيلات 1 في 2 اإذا وفقط اإذا تحقق 

اأن المربعين المحذوفين يملكان لونين مختلفين. 
7.2.7. ياأكل فاأر مكعب 3 × 3 × 3 من الجبن باأكل المكعبات الجزئية 1 × 1 × 1 جميعها. اإذا بداأ عند زاوية 
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295 الحلقات الهاملتونية  2.7

مكعب جزئي، وفي كل مرة يتحرك اإلى مكعب جزئي مجاور )تت�سارك بوجه م�ساحته 1(، هل ي�ستطيع الفاأر عمل هذا 
والنتهاء باأكل المكعب الجزئي الذي في المركز؟ هاتِ طريقة لعمل ذلك، اأو اأثبت ا�ستحالة ذلك )تجاهل الجاذبية(. 
اأن يتحرك من مربع اإلى اآخر بحيث يختلف   )knight( ي�ضتطيع الح�ضان 8.2.7. )!( على لوحة ال�سطرنج، 
بمربع واحد في اأحد الإحداثيين، وبمربعين في الإحداثي الآخر كما هو مبين اأدناه. اأثبت اأنه ل توجد لوحة �سطرنج 
جولة ح�ضان: وهي ا�ستعرا�س لحركات الح�سان بحيث ينتقل على كل مربع مرة واحدة ويعود  n × 4 تملك 
اإلى البداية. )م�ساعدة: جد مجموعة منا�سبة من الروؤو�س في البيان المقابل من اأجل مخالفة ال�سرط ال�سروري(.

9.2.7. اأن�سئ عائلة مكونة من عدد ل نهائي من البيانات غير الهاملتونية التي تحقق ال�سرط ال�سروري
 لق�سية 3.2.7. 

10.2.7. )!( هاملتوني مقابل اأويلري:
a( جد بيانًا غير اأويلري مترابطًا من الدرجة 2 بحيث يكون بيانه الخطي هاملتونيًّا. 

b( اأثبت اأن L(G) يكون هاملتونيًّا. اإذا وفقط اإذا كان G يملك م�سربًا مغلقًا يحتوي على نقطة طرفية 
 )Harary, Nash – Williams [1965]( .واحدة على الأقل من كل �سلع

هاملتونيًّا.                    الخطي  بيانه  ليكون  بحيث   3 الدرجة  من  ومنتظمًا   3 الدرجة  من  مترابطًا  بيانًا  اأن�سئ   .11.2.7
)م�ساعدة: ا�ستبدل كل راأ�س في بيان بيتر�سون ببيان منا�سب، وطبق التمرين 10.2.7(. 

12.2.7. حدّد ما اإذا كان البيان اأدناه هاملتونيًّا. 

باأحد  مثلث  با�ستبدال  بيتر�سون  بيان  عليه من  نح�سل  الذي   3 الدرجة  المنتظمَ من  البيانَ   G ليكن   .13.2.7
الروؤو�س، ومن ثَمَّ مواءمة روؤو�س المثلث مع جيران الراأ�س المحذوف. اأثبت اأن G لي�س هاملتونيًّا. )تعليق: ما عدا 
هذا البيان وبيان بيتر�سون، فاإن كل بيان منتظم من الدرجة k، ومترابط من الدرجة 2 وله 3k + 3 راأ�سًا على 

 )Hilbig [1986]( .)الأكثر يكون هاملتونيًّا
كانت  اإذا   )uniquely( فريدة  ب�ضورة   k الدرجة  من  ال�سلعي  للتلوين  قابلًا   G البيان  يكون   .14.2.7
اأن  اأثبت  نف�سها.  للاأ�سلاع  التجزئة  تُحدث  جميعها   G للبيان   k الدرجة  من  الفعلية  ال�سلعية  التلوينات 
هاملتونيًّا. يكون  فريدة  ب�ضورة   3 الدرجة  من  ال�سلعي  للتلوين  قابل   3 الدرجة  من  منتظم  بيان   كلَّ 

 )Greenwell – Kronk [1973]( 
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الفصل 7     الأضلاع والحلقات296

15.2.7. �سع n نقطة حول دائرة. ليكن Gn هو البيان المنتظم من الدرجة 4 الذي نح�سل عليه ب�سمِّ كل نقطة 
اإلى اأقرب نقطتين اإليها في كل اتجاه. اإذا كان n ≥ 5، فاأثبت اأن Gn هو اتحاد لحلقتين هاملتونيتين. 

16.2.7. لـِ k ≥ 3، ليكن Gk البيانَ الذي نح�سل عليه من ن�سختين منف�سلتين من Kk,k - 2 باإ�سافة مواءمة بين 
k. حدد قيم k جميعها بحيث يكون Gk هاملتونيًّا. المجزاأتين” بحجم  “المجموعتين 

17.2.7. )!( اأثبت اأن الجداء الديكارتي لبيانين هاملتونيين يكون بيانًا هاملتونيًّا. ا�ستنتج اأن المكعبَ Qk ذا البعد 
 .k ≥ 2 هامتلونيٌّ لكل k

18.2.7. اأثبت اأن الجداء الديكارتي لبيانين غير تافهين لهما م�سارات هاملتونية يف�سل في امتلاك حلقة هاملتونية 
اإذا وفقط اإذا كان كلٌّ من البيانين ثنائيَّ الفرع ورتبته فردية. وعلى اأي حال، فاإن الجداء يملك م�سارًا هاملتونيًّا. 
19.2.7. )+( لكل عدد طبيعي فردي k، اأن�سئ بيانًا ثنائي الفرع ب�سيطًا منتظمًا من الدرجة k ومترابطًا من 

الدرجة k -1 ول يكون هاملتونيًّا. 
20.2.7. )!( القوة k )Power) لبيان ب�سيط G هو البيان الب�سيط Gk مع مجموعة الروؤو�س V(G) ومجموعة 

:{uv : dG(u,v) ≤ k} الأ�سلاع
 (a جارًا واحدًا فقط في كل x يملك ثلاث مركبات غير تافهة على الأقل، وحيث يملك G - x افتر�س اأن

منها. اأثبت اأن G2 لي�س هاملتونيًّا. )م�ساعدة: خذ في الح�سبان البيان الثاني في المثال 5.2.7(. 
 (b اأثبت اأن المكعب لكل بيان مترابط )له على الأقل ثلاثة روؤو�س( يكون هاملتونيًّا. )م�ساعدة: اختزل هذه

الحالة اإلى حالة الأ�سجار، واأثبتها للاأ�سجار باإثبات النتيجة الأقوى وهي اأنه اإذا كان xy �سلعًا في ال�سجرة T، فاإن 
T3 تملك حلقة هاملتونية ت�ستخدم ال�سلع xy. تعليق: لقد اأثبت فلي�سنر )Flechner) [1974] اأن المربع لكل بيان 

مترابط من الدرجة 2 يكون هاملتونيًّا(.
ا غير هاملتوني على n من الروؤو�س، ودرجته  ا له k فرعًا تامًّ 21.2.7. لتكن n = k(2l + 1). اأن�سئ بيانًا تامًّ

.)Snevily( 1 2
2 2 +1
n k - l

k l
ال�سغرى ت�ساوي 

22.2.7. ليكن (G)k,t �سفَّ البيانات التي لها k فرعًا والمترابطة بحيث تكون كل مجموعة مجزاأة حجمها t ، وكلُّ 
بيان جزئي محدث من مجموعتين مجزاأتين هو مواءمة حجمها t. لـِ k ≥ 4 و t ≥ 4،  اأن�سئ بيانًا في (G)k,t بحيث 
يكون غير هاملتوني. )م�ساعدة: يوجد بيان في (G)4,4 مع مجموعة فيها 3 عنا�سر، وحذفها يخلف اأربع مركبات؛ 

 )Ayel [1982]( )يكون هاملتونيًّا G)k,3) ا كل بيان في مْ هذا المثال. تعليق: G)3,t( = {C3t}، واأي�سً عَمِّ
23.2.7. )*( اأثبت اأن المتانة لبيان بيتر�سون هي  3 / 4. 

 :G ِيرمز اإلى المتانة لـ t(G) 24.2.7. )*( ليكن
 .([1973] Chvátal) t(G) ≤ k(G)/2 .اأثبت اأن )a

b( اأثبت اأن الم�ساواة تتحقق في فرع )a( للبيانات التي تخلو من المخالب. )م�ساعدة: خذ في الح�سبان 
. )[1984] Mattews – Sumner) |S|= t(G). c(G-S) حيث S مجموعة
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25.2.7. )!( ليكن G بيانًا ب�سيطًا ولي�س غابة، ويملك خ�سرًا ي�ساوي 5على الأقل. اأثبت اأن G يكون هاملتونيًّا. 
 (N. Graham) (Ore’s Condition) م�ساعدة: اإ�ستخدم �سرط اأور(

26.2.7. )!( ليكن G بيانًا ب�سيطًا على n من الروؤو�س، حيث n ≥ 2. اأثبت اأنه اإذا كان G ل يحقق �سرط كفتال، 
. ا�ستنتج اأن العدد الأكبر للاأ�سلاع في بيان ب�سيط غير هاملتوني على n من الروؤو�س هو  ≥e( G ) n - 2 فاإن 

.)Bondy [1972b], Ore [1961]( 1
1

  2
 −

+  
 

n

ب�سيط غير  بيان  للاأ�سلاع في  الأكبر  العدد  اأن   n بال�ستقراء على  مبا�سرة  اأثبت ب�سورة   ،n ≥ 2 لـ   .27.2.7
 . 1

1
  2
 −

+  
 

n هاملتوني على n من الروؤو�س هو 
28.2.7. تعميم لحد الأ�سلاع: 

 (a f (i) اأثبت اأن القيمة العظمى لـ .n ≥ 6k وافتر�س اأن ،f (i) = 2i2 - i + (n - i)(n - i - 1) ليكن
 .f (k) هي ،k ≤ i ≤ n/2 على الفترة

 (b يملك G و�سرط كفتال لتثبت اأنه اإذا كان )a( ا�ستخدم فرع .k بيانًا ب�سيطًا مع درجة �سغرى G ليكن
 .)Erdös [1962]( 2 �سلعًا، فاإنه يكون هاملتونيًّا( )

  2
 −

+  
 

n G k
k 6k راأ�سًا على الأقل، ويملك اأكثر من 

ولتكن  .d1≤… ≤dn بحيث  عليها  دُلَّ   ،d1,…,dn روؤو�س  درجات  مع  ب�سيطًا  بيانًا   G ليكن   )!(  .29.2.7 
G مع d′1 ≤…≤ d′n. اأثبت اأنه اإذا كان di ≥ d′i لكل i ≤ n/2، فاإن    d′1,…,d′n هي درجات الروؤو�س في 

 Clapham( .يملك م�سارًا هاملتونيًّا. ا�ستنتج اأن كل بيان ب�سيط مت�ساكل مع متممته يملك م�سارًا هاملتونيًّا G
 )[1974]

ل�سرط كفتال(.                      13.2.7 )الكفاية  النظرية  اأور( من  ل�سرط  9.2.7 )الكفاية  30.2.7. اح�سل على تمهيدية 
 )Bondy [1978](

31.2.7. )!( اأثبت اأو انق�س: اإذا كان G بيانًا ب�سيطًا له ثلاثة روؤو�س على الأقل، وكان يملك a(G) راأ�سًا على 
الأقل درجاتها n(G) - 1، فاإنه يكون هاملتونيًّا. 

 d1,…,dn ولتكن  .|X| = |Y| = n/2 > 1 حيث X، Y بيانًا ب�سيطًا ثنائيًّا بالتجزئة الثنائية G 32.2.7. )+( ليكن
G بحيث                        (supergraph( للبيان بيان حاوٍ  اأ�سغر  ′G هو  ليكن   .d1≤…≤dn ، حيث  فيه  الروؤو�س  هي درجات 

:G′[Y] = Kn/2

 (a ٍّهاملتونيًّا. و�سفِ العلاقة بين متتاليتي الدرجات لـكل G′ ا اإذا وفقط اإذا كان اأثبت اأن G يكون هاملتونيًّ
 .G′ و G من

 (b :يكون هاملتونيًّا. )م�ساعدة G اأن  اأثبت   .k ≤ n/4 dn/2 > n/2 - k عندما  اأو   dk > k اأن  افتر�س 
 Chva’tal( . )واح�سل على تناق�س ،i < n/2 ل تحقق �سرط كفتال لبع�س قيم G′ِ افتر�س اأن متتالية الدرجة لـ

 .)[1972]
33.2.7. )!( يكون البيان مترابطا هاملتونيًّا )Hamiltonian – connected( اإذا وُجد لكل زوج من الراأ�سين 
         

     
كان       اإذا  ا  هاملتونيًّ يكون   G الب�سيط  البيان  اأن  اأثبت   .v اإلى   u من  هاملتوني  م�سار   u، v

.        
     
ا اإذا كان       ومترابطا هاملتونيًّ

.)Ore [1963]( ).ي�سمح اإثبات الثنين معًا باإثبات اأب�سط( 
.)Moon [1965a]( :34.2.7. �سرط �سروري لمترابط هاملتوني

 (a .سلعًا على الأقل�⌈3n(G)/2⌉  اأثبت اأن كل بيان مترابط هاملتوني على اأربعة روؤو�س على الأقل يملك
 (b ا اإذا كان  اأثبت اأن الحد في فرع )a( هو اأف�سل ما يمكن باإثبات اأن Cm □ K2 يكون مترابطًا هاملتونيًّ
ا.  m فرديًّ
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 )Ore [1963]( :سرط الكفاية لمترابط هاملتوني� )!( .35.2.7
 (a .d(x) + d(y) > n(G) يوؤدي اإلى اأن x ↮ y ا اإذا كان اأثبت اأن بيانًا ب�سيطًا G يكون مترابطًا هاملتونيًّ

)م�ساعدة: اأثبت اأن بيانات منا�سبة ترتبط مع G هي هاملتونية باأخذ اإغلاقها في الح�سبان( .
 (b n/2 من الروؤو�س مع درجة �سغرى n دقيقةٌ وحادةٌ ببناء بيان ب�سيط على )a( اأثبت اأن النتيجةَ في فرع

بحيث يكون غير مترابط وغير هاملتوني لكل عدد زوجي n اأكبر من 2. 
وجود  هو  الروؤو�س  من   n على  ب�سيط  لبيان   )Las Vergnas condition( فيرجنا�س  ل�س  �ضرط   .36.2.7
، d(vj) < j و ، d(vi) ≤ i و ، i < j غير متجاور ويحقق اأن vi,vj للروؤو�س بحيث ل يوجد زوج  v1,…,vn ترتيب 

و d(vi) + d(vj) < n، و i + j ≥ n. لقد اأثبت ل�س فيرجنا�س  [1971] اأن هذا ال�سرط كافٍ لوجود حلقة مولدة: 
 (a نظرية ل�س اأن  يعني  وهذا  �سرط ل�س فيرجنا�س،  يعطي   (13.2.7 )النظرية  كفتال  �سرط  اأن  اأثبت 

فيرجنا�س تقوي نظرية كفتال. 
 (b .ا كاإغلاقه الهاملتوني اأثبت اأن كل بيان من البيانين اأدناه ل يحقق �سرط كفتال، ولكنه يملك بيانًا تامًّ

اأثبت اأن البيان الأ�سغر اأدناه يحقق �سرط ل�س فيرجنا�س، ولكن البيان الأكبر ل يحقق ذلك. 

37.2.7. لـ Ø ≠ S ⊂ V(G)، �سع .| t(S) = |S ∩ N(S)|/|S وليكن θ(G) = min t(S). لقد اأثبت لو 
(Lu [1994]( اأنه اإذا تحقق اأن θ(G)n(G) ≥ 𝛼𝛼(G)، فاإن G يكون هاملتونيًّا. اأثبت اأن κ(G) ≥ 𝛼𝛼(G) تعطي 
اأن  θ(G)n(G) ≥ 𝛼𝛼(G). )تعليق: هذا يثبت اأن نظرية ) لو( تعطي نظرية كفتال واإيردوز، وهي نتيجة اأقوى(. 

:n(G) > 2k و δ(G) = k ≥ 2 بيانًا ب�سيطًا مترابطًا حيث G 38.2.7. )!( م�سارات وحلقات طويلة. ليكن
 (a فاأثبت اأن ،n(P) ≤ 2k اإذا كان .)لي�س بيانًا جزئيًّا من اأي م�سار اأطول( G م�سارًا اأعظميًّا في P ليكن

البيان الجزئي المحدث G[V(P)] يملك حلقة مولدة )لي�س �سرطًا اأن يكون ترتيب روؤو�س هذه الحلقة 
كالترتيب في P نف�سه(.

 (b 2 راأ�سًا على الأقل. واأعطِ مثالً لكل قيمة فرديةk + 1 يملك م�سارًا له G لتثبت اأن )a( ا�ستخدم فرع
n لتبين اأنه لي�س من ال�سروري اأن يملك G حلقة لها اأكثر من k + 1 راأ�سًا.  

 G فاإن ،d1 + d2 < n وكان d1≤…≤ dn بيانًا ب�سيطًا بحيث متتالية درجاته هي G 39.2.7. اأثبت اأنه اإذا كان
يملك م�سارًا طوله على الأقل d1 + d2 + 1، اإل اإذا كان G هو الرابط لـ n - (d1 + 1) راأ�سًا معزولً مع بيانٍ على                        

.)Ore [1967b]) p ≥ 3 لبع�س قيم G = pKd1 ∨ K1 من الروؤو�س، اأو كان d1 + 1 
40.2.7. )!( لقد اأثبت ديراك [1952b] اأن كل بيان ب�سيط G مترابط من الدرجة 2 يملك حلقة طولها على 
الأقل min{n(G), 2δ(G)}. ا�ستخدم هذه في اإثبات اأن كل بيان منتظم من الدرجة 2k على 4k+1 راأ�سًا يكون 

)Nash – Williams( .هاملتونيًّا
ن �سكوت �سميت اأنه اإذا اأخذنا اأي اأطول حلقتين في بيان مترابط من الدرجة k دائمًا فاإنهما  41.2.7.  لقد خمَّ

تملكان k راأ�سًا م�ستركًا على الأقل. اإن طريق الحل اأدناه ي�سلح لقيم k ال�سغيرة:
 (a هي اتحاد لحلقتين )قد تظهر G من الروؤو�س بحيث اإن n بيان منتظم من الدرجة 4 على G افتر�س اأن

اأ�سلاع متكررة(. ليكن ′G بيانًا منتظمًا من الدرجة 4 على n + 2 من الروؤو�س، وبحيث نح�سل عليه 
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299 الحلقات الهاملتونية  2.7

ا اتحاد  من G بتق�سيم جزئي ل�سلعين، واإ�سافة �سلع مزدوج بين الراأ�سين الجديدين. بين اأن ′G هو اأي�سً
 .n ≤ 5 لحلقتين مولدتين اإذا كان

 (b k يتقاطع في k لت�ستنتج اأن اأي زوج من الحلقات الأطول في بيان مترابط من الدرجة )a( ا�ستخدم فرع
.)Burr, Smith) k ≤ 6 نقطة على الأقل اإذا كان

42.2.7. )+( ليكن G بيانًا اأويلريًّا. ولتكن ′ V هي مجموعة الحلقات الأويلرية في G، مع الأخذ في الح�سبان 
اأن حلقة ومعكو�سها هما ال�سيء نف�سه. افتر�س اأن ′G هو البيان على مجموعة الروؤو�س′ V بحيث تكون حلقتان 
مغلقة  جزئية  حلقة  على  ال�سلعي  الترتيب  بعك�س  الأخرى  من  تظهر  اإحداهما  كانت  اإذا  وفقط  اإذا  متجاورتين 
التي  الروؤو�س  على  ال�ستقراء  ا�ستخدم  )م�ساعدة:   .∆(G) ≤ 4 كان  اإذا  ا  هاملتونيًّ يكون   G′ اأن  اأثبت  فعلية. 
ا دون تقييد على                                                                                 درجتها 4، وهذا يثبت وجود حلقة هاملتونية لكل �سلع في ′G. )تعليق: يتحقق ال�ستنتاج اأي�سً

)Zhang – Guo [1986] Xia [1982]) ∆(G)
43.2.7. اأثبت اأن البيان الحلقي الأويلري ′G في التمرين 42.2.7 يكون منتظمًا، وا�ستقّ �سيغة لدرجة روؤو�سه. 
قارن δ(G′) و n(G′) عندما تكون n(G) = 2 ؛ لتبين اأن الم�ساألة ال�سابقة ل يمكن حلها بتطبيق نتائج عامة على 

الخا�سية الهاملتونية لبيانات منتظمة بدرجات معينة. 
التطرفية(.             ا�ستخدم  )م�ساعدة:  مولد(.  موجه  )م�سار  هاملتونيًّا  م�سارًا  يملك  دوري  كل  اأن  اأثبت   .44.2.7

 )Re’dei [1934](
 k ينتمي اإلى حلقة طولها u 3، اأثبت اأن ≤ k ≤ n بحيث k ولكل u ∈ V(T) دوريًّا قويًّا. لكل T 45.2.7. ليكن

 .)k()Moon [1966] م�ساعدة: ا�ستخدم ال�ستقراء على( .T في
46.2.7. ليكن G دوريًّا على 7 روؤو�س بحيث يملك كل راأ�س فيه درجة خروج 3. ا�ستخدم التمرين 45.2.7 لتثبت 

اأن G يملك حلقتين منف�سلتين راأ�سيًّا. 
47.2.7. )+( اأثبت اأن كل دوري يملك م�سارًا هاملتونيًّا غير محتوى في حلقة هاملتونية، ما عدا الدوري الحلقي 
على ثلاثة روؤو�س، والدوري T5 على خم�سة روؤو�س المر�سوم اأدناه كذلك. )م�ساعدة: ال�ستقراء عامل، لكن اإثبات 

.)G = T5 الدعاء ل�ستة روؤو�س يحتاج اإلى بع�س العناية. في الحالت جميعها، جد ال�سكل المطلوب اأو
 )Grunbaum, in Harary [1969, p211](

على  ال�سرامة  �سرط  اأن  اإثبات  خلال  من  يمكن  ما  اأف�سل  هي   22.2.7 النظرية  اأن  اأثبت   )*(  .48.2.7
الروؤو�س،  n من  D على  بيانًا موجهًا   h لكل عدد زوجي  اأن�سئ  بالعرى.  لل�سماح  اإ�سعافه  الموجّه ل يمكن  البيان 
واأن �سلع،  هي  مرتب  زوج  كل  من  واحدة  ن�سخة  اأن  من  الرغم  وعلى  هاملتونيًّا،  البيان  هذا  يكون  ل   بحيث 

 .  min {δ - (D), δ+ (D)} ≥ n/2 
49.2.7. )*( اح�سل على النظرية 8.2.7 )الكفاية ل�سرط ديراك في البيانات( من النظرية 22.2.7 )الكفاية 
ل�سرط غويلا وهوري على البيانات الموجهة(. )م�ساعدة: حول بيانا ب�سيطا G اإلى بيان موجه �سارم با�ستبدال كل 

�سلع بزوج من الأ�سلاع الموجهة في اتجاهين متعاك�سين(. 
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الفصل 7     الأضلاع والحلقات300

)Planarity,Coloring,  and Cycles( 3.7. المستويات والتلوينات والحلقات
نعود اإلى م�ساألة الألوان الأربعة ل�ستك�ساف علاقتها القديمة مع الم�سائل المتعلقة بالتلوين ال�سلعي والحلقات 

م الم�ساألة.   الهاملتونية. ثَمَّ �سناأخذ في الح�سبان الطرق التي �ستعمِّ

 )Tait’s Theorem( نظرية تايت
في العام 1878م، اأثبت تايت نظرية تربط بين التلوين الوجهي من جهة والتلوين ال�سلعي للبيانات الم�ستوية 
من جهة اأخرى، وا�ستخدم هذا في القتراب لنظرية الألوان الأربعة. و قد نبه هذا اإلى الهتمام في التلوين ال�سلعي. 

�سوف نعرف اأولً التلوين الوجهي ب�سورة دقيقة. 

ف التلوين الوجهي الفعلي )proper face – coloring( لبيان �سوي مترابط �سلعيًّا  1.3.7. تعريف: نعرِّ
من الدرجة 2 على اأنه تخ�سي�س األوان لوجوهه بحيث تكون األوانُ وجوهه التي تملك �سلعًا م�ستركًا على 

حدودها مختلفةً. 
نفكر اأحيانًا في التلوين الوجهي بو�سفه تلوينًا للبيان الثنوي. لذا، �سنح�سر اهتمامنا في التلوينات الوجهية 
للبيانات المترابطة �سلعيًّا من الدرجة 2. عندما يملك البيان ال�سوي �سلع قطع، فاإن ثنوية يملك عروة. ونقول اإن 
البيانات التي تملك عرى ل تملك تلوينات فعلية. ونلاحظ في البيان ال�سوي الذي له �سلع قاطع اأن الوجه ي�سارك 

�سلعًا مع نف�سه، لذا يكون غير قابل للتلوين. 
اأن  اإثبات  يكفي  الأربعة  الألوان  فاإنه لبرهنة نظرية  اأ�سهل،  العادي  التلوين  اأ�سلاع ل تجعل  اإ�سافة  اأن  بما 
التثليثات جميعها قابلة للتلوين من الدرجة 4. وب�سورة مكافئة، ن�ستطيع تبيان اأن ثنويات التثليثات جميعها قابلة 
للتلوين الوجهي من الدرجة 4. والثنوي *G للتثليث ال�سوي للبيان G هو بيان �سوي مترابط �سلعيًّا من الدرجة 
2 ومنتظم من الدرجة 3 )التمرين 11.1.6(. لقد بين تايت اأنه لمثل هذه البيانات، فاإن التلوينات الوجهية من 

الدرجة 4 الفعلية مكافئة للتلوينات ال�سلعية من الدرجة 3 الفعلية. 

2.3.7. نظرية: )Tait [1878]( اإن البيان ال�سوي المنتظم من الدرجة 3 المترابط �سلعيًّا من الدرجة 2 يكون 
قابلًا للتلوين ال�سلعي من الدرجة 3 اإذا وفقط اإذا كان قابلًا للتلوين ال�سلعي من الدرجة 4. 

الإثبات: ليكن G مثل هذا البيان. افتر�س اأولً اأن G قابلٌ للتلوين الوجهي من الدرجة 4؛ �سوف نح�سل على تلوين 
.c0 = 00,c1 = 01, c2 = 10, c3 = 11 :سلعي من الدرجة 3. ارمز اإلى الألوان الأربعة باأزواج ثنائية مرتبة� 

الوجهين  بين  الذي  لل�سلع   2 بمقيا�س  اإحداثيًّا  جمعًا   cj و   ci اللونين  جمع  عن  الناتج  اللون  بتعيين   E(G) ن  لوِّ
 اللذين لوناهما ci و cj. )لذلك c2 + c3 = c1، على �سبيل المثال(. �سوف نبين اأن هذا هو تلوين �سلعي فعلي من 

الدرجة 3. 
00 لن يكون  2، فاإن كل �سلع يحد بوجهين مختلفين. لذا، فاإن اللون  G مترابط �سلعيًّا من الدرجة  ولأن 
اأن  لحظ   ،v الراأ�س  فعند  راأ�س.  كل  عند  مختلفة  األوانًا  تاأخذ  الأ�سلاع  اأن  نفح�س  �سوف  لونين.  جمع  حا�سل 
{ci,cj,ck}، كما  اإنها  األوان الوجوه التي تحدها الأ�سلاع الثلاثة الواقعة على هذا الراأ�س تكون مختلفة. ولنقل 
هو مبين اأدناه. اإذا كان اللون 00 ل ينتمي اإلى هذه المجموعة، فاإن مجموع اأي لونين من هذه المجموعة يكون هو 
 cj و ci فاإن ،ck = 00 ا مجموعة الألوان على الأ�سلاع. اإذا كان اللون الثالث، ولذلك تكون {ci,cj,ck} هي اأي�سً
يظهران على �سلعين من هذه الأ�سلاع الثلاثة، ويكون لون ال�سلع الثالث ci + cj، وهذا اللون ل ينتمي اإلى المجموعة 
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للاتجاه المعاك�س، افتر�س اأن G يملك تلوينًا �سلعيًّا فعليًّا من الدرجة 3 با�ستخدام الألوان a،b،c )مبينة 
بخط غامق، ومت�سل، ومتقطع(. لتكن Ea، Eb، Ec مجموعات الأ�سلاع التي تملك الألوان الثلاثة على الترتيب. 
من  منتظم   G اأن  �سابقًا. بما  عُرفت  التي  الأربعة  الألوان  با�ستخدام   4 الدرجة  من  وجهيًّا  تلوينًا  نن�سئ  �سوف 
الدرجة 3، فاإن كل لون يظهر على كل راأ�س، والتحاد لأي مجموعتين من Ea، Eb، Ec منتظم من الدرجة 2 والذي 
 يجعلها كاتحاد من حلقات منف�سلة. وكل وجه من هذا البيان الجزئي هو اتحاد لوجوه من البيان الأ�سلي. �سع 
H1 = Ea ∪ Eb و H2 = Eb ∪ Ec. لكل وجه في G، افتر�س اللون الذي اإحداثيه i (i ∈ {1,2} ) هو النوعية 

لعدد الحلقات التي تحتويه في Hi (0 للزوجي، 1 للفردي(. 
ندعي اأن هذا هو تلوين وجهي فعلي من الدرجة 4، كما هو مو�سح اأعلاه. لحظ اأن الوجهين ′F،F اللذين 
موجودة   C حلقة  اإلى   e ال�سلع  ينتمي   .2 الدرجة  من  �سلعيًّا  G مترابط  لأن  e مختلفان؛  ال�سلع  ي�ستركان في 
جوردان  نظرية  ومن   .)b اللون   e لـ  كان  اإذا  المجموعتين  )وفي  الأقل  على   H2 ،H1 المجموعتين  من  واحدة  في 
 H2 و H1 والآخر خارجها. اإ�سافة اإلى اأن الحلقات الأخرى في C يكون داخل F، F′ للمنحنيات، فاإن اأحد الوجهين
جميعها تف�سل في ف�سل F و ′F، وتتركهما على الجانب نف�سه. لذلك، اإذا كان e يملك اأحد اللونين a،c اأو b، فاإن 
النوعية لعدد الحلقات التي تحتوي على F و ′F تكون مختلفة في كلٍّ من H1 و H2، اأو في كليهما، على الترتيب. 
لذا، فاإن F و ′F ي�ستقبلان األوانًا مختلفة في التلوين الوجهي الذي اأن�ساأناه.   ■

ى                               يُ�سَمَّ  3 الدرجة  من  منتظم  لبيان   3 الدرجة  من  فعليًّا  �سلعيًّا  تلوينًا  فاإن  النظرية،  هذه  اإلى  وا�ستنادًا 
ومرتبط   3 الدرجة  من  منتظم  �سوي  بيان  كلَّ  اأنَّ  لإثبات  الم�ساألة  اأن  لحظ   .)Tait coloring( تايت  تلوينَ 
ف لإثبات اأنَّ كلَّ بيان �سوي منتظم من الدرجة 3  �سلعيًّا من الدرجة 2 قابلٌ للتلوين ال�سلعي من الدرجة 3 - تُخَفَّ

ومترابط من الدرجة 3 قابلٌ للتلوين ال�سلعي من الدرجة 3. 
2، فاإنه يملك بيانين  3، وترابطه ال�سلعي ي�ساوي  G بيانًا منتظمًا من الدرجة  اإذا كان  تمهيدية:   *.3.3.7
 ،u2 ↮ v2 وكذلك ،u1 ↮ v1 بحيث u2،v2 ∈ V(G2) و ، u1،v1 ∈ V(G1) والروؤو�س ،G2، G1 جزئيين

و G يتلون من G2،  G1،  و�سلم بطول ما يربط G1  بـ G2 عند الروؤو�س u1,v1,u2,v2 كما هو مبين اأدناه. 

u
G2G1

2u1

v2v1

الإثبات: اإذا كان G يملك مجموعة قطع �سلعية حجمها 2، والتي يقع ال�سلعان فيها اأحدهما على الآخر، فاإن 
ال�سلع الثالث الواقع على راأ�سهما الم�سترك هو �سلع قطع، وهذا يناق�س اأن K′ = 2. لذلك، يمكن افترا�س اأن 
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النقاط الطرفية الأربعة في المجموعة القاطعة ال�سغرى xy,uv تكون مختلفة. اإذا كان x ↮ y و u ↮ v، فاإن 
هذه الروؤو�س الأربعة هي الروؤو�س المطلوبة؛ وال�سلم يملك هذين ال�سلعين فقط. 

 عندما يكون x ↔ y، فاإننا نو�سع ال�سلم )تعليل م�سابه ينطبق عندما u ↔ v(. ليكن w هو الجار الثالث
 لـ x و z هو الجار الثالث لـِ y. اإذا كان w = z، فاإن ال�سلع الثالث الواقع على هذا الراأ�س يكون �سلع قطع. لذا، فاإن 
w ≠ z وال�سلم يو�سّع. اإذا كان w ↮ z، فنكون قد اأنهينا هذا التجاه. وبخلاف ذلك، نعيد التعليل حتى نح�سل 
■ على زوج غير متجاور عند قاعدة ال�سلم.  

2 جميعُها  الدرجة  3 والمترابطة �سلعيًّا من  الدرجة  المنتظمة من  الم�ستوية  البياناتُ  تكون  نظرية:   *.4.3.7
قابلةً للتلوين ال�سلعي من الدرجة 3 اإذا وفقط اإذا كانت البياناتُ الم�ستوية الب�سيطة المنتظمة من الدرجة 3 

والمترابطة من الدرجة 3 جميعُها قابلةً للتلوين ال�سلعي من الدرجة 3.
 3 التلوين ال�سلعي من الدرجة  اأن قابليةَ  الثانية محتواة في الأولى. لذلك، فاإنه يكفي لإثبات  العائلة  الإثبات: 
 .n(G) ا. وهنا ن�ستخدم ال�ستقراء على للبيانات جميعها في العائلة الأ�سغر تعطي النتيجةَ للعائلة الأكبر نف�سَها اأي�سً
من  �سلعيًّا  والمترابط   3 الدرجة  من  المنتظم  الب�سيط  ال�سوي  البيان  اإن   :)n(G) = 4( الأ�سا�س  خطوة 

الدرجة 2 والذي له 4 روؤو�س على الأكثر هو K4 فقط، وهو قابل للتلوين ال�سلعي من الدرجة 3. 
خطوة ال�ستقراء )n(G) > 4(: بما اأن K(G) = K′(G) عندما يكون G منتظمًا من الدرجة 3 )النظرية 
11.1.4(، فن�ستطيع ح�سرَ اهتمامنا بالبيانات المنتظمة من الدرجة 3 التي ترابطها ال�سلعي 2. تعطينا تمهيدية 

 .G2 اإلى G1 و�سلمًا يربط بينهما. وطول ال�سلم هو الم�سافة من ،G1، G2 اإلى G 3.3.7 تفكيكًا لـ
 .2 الدرجة  من  �سلعيًّا  ومترابطٌ   3 الدرجة  من  منتظمٌ   G2 + u2v2 و   G1 + u1v1 من  كلاًّ  اأن  لحظ 
3؛ ليكن fi تلوينًا �سلعيًّا فعليًّا من الدرجة  ومن فر�سية ال�ستقراء، فاإنهما قابلان للتلوين ال�سلعي من الدرجة 
لْ اأ�سماء الألوان بحيث يكون f1(u1v1) = 1 ، وبحيث يكون f2(u2v2) مختارًا من {1،2} ليكون  3 لـِ Gi + uivi. بدِّ

لهما النوعية نف�سها مثل طول ال�سّلّم. 
وبالرجوع اإلى G، لون كل Gi كما في fi. مبتدئًا من نهاية ال�سلم عند G1، لون درجات ال�سلم باللون 3، ولون 
الم�سارات التي ت�سكل جوانب ال�سلم تبادليًّا باللونين 1 و 2. الآن، لحظ اأن اأ�سلاع ال�سلم عند ui و vi تملك اللون 
G. لذا، فاإن نظرية الألوان الأربعة تختزل  fi(uivi). . وهكذا نكون قد ركبنا تلوينًا �سلعيًّا فعليًّا من الدرجة 3 لـِ 
لإيجاد تلوينات )تايت( للبيانات الم�ستوية المنتظمة من الدرجة 3 والمترابطة �سلعيًّا من الدرجة 3. العبارة التي تُعنى 

نة تايت )Tait’s conjecture( وهي مكافئة لنظرية الألوان الأربعة.■ بوجود هذه التلوينات معروفة بـمِخمِّ
 )Grinberg's Theorem( نظرية جرينبرج

يوجد تلوين ) تايت( لكل بيان هاملتوني منتظم من الدرجة 3 )التمرين 1(. وقد اعتقد تايت اأن هذا يكمل 
يكون   3 الدرجة  3 ومترابط من  الدرجة  �سوي منتظم من  بيان  كل  اأن  افتر�س  لأنه  الأربعة؛  الألوان  نظرية  اإثبات 
هاملتونيًّا. وعلى الرغم من اأن الفجوة في الإثبات لوحظت باكرًا، اإل اأنه لم يُعطَ  مثال مناق�س ب�سورة �سريحة اإل 
ا ب�سيطًا اأ�سهم في اإيجاد الكثير من البيانات  في العام 1946. فيما بعد، اكت�سف جرينبرج [1968] �سرطًا �سروريًّ
الم�ستوية غير الهاملتونية المترابطة من الدرجة 3 والمنتظمة من الدرجة 3. اإ�سافة اإلى اأن بيان جرينبرج مت�سمن في 

التمرين )16(. 
5.3.7. نظرية: )Grinberg [1968]( اإذا كان G بيانًا �سويًّا يخلو من العرى ويملك حلقة هاملتونية C، وله 

 .∑i(i - 2)( fi′ - fi′′ ) = 0  فاإن ،C خارج i وجهًا بطول  fi′′ و ،C داخل i وجهًا بطول fi ′
.′′ ∑i(i - 2)(fi′) = ∑i(i - 2) وخارجها ب�سورة منف�سلة، فاإننا نريد بيان اأن C الإثبات: اآخذين في الح�سبان الوجوه داخل
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fi لحظ عدم وجود تغييرات على اأحد جانبي المعادلة توؤثر في المجموع على الجانب الآخر. علاوة على ذلك، ن�ستطيع اأن 
 .C نتحول من الداخل والخارج باإ�سقاط الغم�س على كرة وثقب وجه د اخل

لذلك نحتاج – فقط- اإلى اإثبات اأن ′i(i - 2)fi∑ ثابت. وفي حال عدم وجود اأ�سلاع داخلية، فاإن المجموع هو 
n - 2. ومع هذا بو�سفها خطوة اأ�سا�س، فاإننا نثبت بال�ستقراء على عدد الأ�سلاع الداخلية التي مجموعها n - 2 دائمًا. 
 k + 1 ن�ستطيع الح�سول على اأي بيان له .C سلعًا داخل� k عندما يوجد ∑i(i - 2)fi′ = n - 2 افتر�س اأن
�سلعًا داخل C باإ�سافة �سلع لمثل هذا البيان. وال�سلع الم�ساف يقطع وجهًا طوله r اإلى وجهين طولهما  s و t. لدينا 
s + t =  r + 2؛ لأن ال�سلع الجديد ي�سهم في الوجهين الجديدين، في حين ي�سهم كل �سلع على الوجه القديم 

في اأحد الوجوه الجديدة. 
ل يوجد اأي تغيير لأي م�ساهمات اأخرى في المجموع. بما اأن (r - 2) = (t - 2) + (s - 2)، فاإن الم�ساهمات 
■  .n - 2 من هذه الوجوه تبقى كما هي. ومن فر�سية ال�ستقراء، فاإن المجموع هو

يعدُّ �سرط جرينبرج �سروريًّا؛ لذا يمكن ا�ستخدامه لإثبات اأن البيانات غير هاملتونية. اأحيانًا من الممكن اأن 
طَ التعليلات با�ستعمال الح�ساب المقيا�سي. اإن اأي عددين غير متطابقين بمقيا�س k يكونان غير مت�ساويين.  تُبَ�سَّ

نطبق هذا على اأول بيان معروف بو�سفه بيانًا �سويًّا منتظمًا من الدرجة 3، ومترابطًا من الدرجة 3، وغير 
هاملتوني )Tutte [1946](. لقد ا�ستخدم توت تعليلًا لهذا المو�سوع بالذات ليثبت اأن هذا البيان غير هاملتوني. 

ول�سنوات عديدة، كان هذا هو المثال الوحيد المعروف )انظر التمرين 17 لمعرفة المثال الأ�سغر المعروف الآن(. 
6.3.7. مثال: �سرط جرينبرج وبيان توت. بيان توت G هو البيان الذي يظهر على الي�سار اأدناه. ليكن H رمزًا 
اإلى كل مركبة نح�سل عليها بحذف الراأ�س المركزي والأ�سلاع الثلاثة الطويلة. بما اأنّ اأيّ حلقة هاملتونية يجب 
اأن تمر على الراأ�س المركزي في G، فعليها اجتياز ن�سخة واحدة من H على طول م�سار هاملتوني ي�سل المدخلين 

 .y و x اللذين اأ�سميناهما H ِالآخرين لـ
وعليه، �سوف ندر�س اأن بيانًا يملك حلقة هاملتونية اإذا وفقط اإذا كان H يملك م�سارًا هاملتونيًّا من x اإلى 
y. ويمكن الح�سول على مثل هذا البيان ′H )عن اليمين اأدناه( باإ�سافة م�سار من x اإلى y طوله 2 من خلال 

راأ�س جديد. 
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يمتلك البيان ال�سوي ′H خم�سة وجوه من الدرجة 5، وثلاثة وجوه من الدرجة 4، ووجهًا واحدًا من الدرجة 9. 
ولذلك ي�سبح �سرط جرينبرج هو اأن 2a4 + 3a5 + 7a9 = 0 ، حيث ai = f i ′ – f i′′  = 3. بما اأن الوجه غير 
،f4′ + f4′′ = 3 2. وبما اأنa4 ≡ 7 mod 3 المحدود يبقى دائمًا في الخارج، فاإن المعادلة تختزل بمقيا�س 3 اإلى 

فاإن الحتمالت لـِ a4 هي 3 +، 1 +،1 -، 3 -. اإن الختيارَ الوحيدَ الذي يحقق  2a4 ≡ 7mod3  هو a4 =  - 1، والذي 
يتطلب اأن يقع وجهان من الوجوه ذات الدرجة 4 خارج الحلقة الهاملتونية. على اأي حال، تملك الوجوه من الدرجة 
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4 راأ�سًا درجته 2 ل يمكن اأن يقع خارج الحلقة؛ ب�سبب اأن الأ�سلاع الواقعة على الراأ�س الذي درجته 2 تف�سل الوجه 
من الوجه الخارجي. 

ن�ستطيع اأن ن�سل اإلى تناق�س اأ�سرع بوا�سطة تق�سيم جزئي ل�سلع ما لكل راأ�س درجته 2. وهذا ل يغير من وجود حلقة 
مولدة. اإن البيان الناتج يملك �سبعة وجوه من الدرجة 5، ووجهًا واحدًا من الدرجة 4، ووجهًا واحدًا من الدرجة 11. 
■ وت�سبح المعادلة المطلوبة 3a5 - 9 = (1±).2، والتي لي�س لها حل؛ لأن الجانب الأي�سر لي�س من م�ساعفات العدد 3. 

لم نقدم خطوات منتظمة لنثبت عدم وجود حلول للمعادلت ذوات المتغيرات ال�سحيحة. اإن تعليلاتنا التي 
تت�سمن قابلية الق�سمة ما هي اإل خدع لتجنب �سرد الحالت جميعها، على الرغم من اأن مثل هذه الخدع تعطي 

النتيجة المرجوة غالبًا. 
عَت بوا�سطة توما�سن  الترابط العالي يجعل تجنب الحلقات المولدة اأمرًا �سعبًا. لقد اأثبت توت [1956] )وُ�سِّ
ن بارنت [1969] اأن  Thomassen [1983]( اأن كل بيان �سوي مترابط من الدرجة 4 هو هاملتوني. وكذلك خمَّ

كل بيان �سوي ثنائي الفرع منتظم من الدرجة 3 ومترابط من الدرجة 3 يكون هاملتونيًّا. 

السناركات SNARKS )اختياري( 
 3 الدرجة  المنتظمة من  البيانات  اأيّ  درا�سة  الأربعة هو  الألوان  نظرية  اآخر للاقتراب من فهم  اإن طريقًا 
وء على البيانات المنتظمة من الدرجة 3  تكون قابلة للتلوين ال�سلعي من الدرجة 3. وفي المناق�سة التي ت�سلِّط ال�سَّ

والبيانات التي لي�س لها اأ�سلاع قطع، فمن المنا�سب اأن يكون لدينا �سفات ب�سيطة لو�سف هذه الخ�سائ�س. 
7.3.7. تعريف: البيان الذي يخلو من الج�ضور )bridgeless graph( هو بيان لي�س له اأ�سلاع قطع. اأما                 

البيان التكعيبي )cubic graph(  فهو بيان منتظم درجته 3. 
تكعيبي خالٍ من  بيان  كلُّ  يحتوي   )[1967] – توت   3 الدرجة  الأ�سلاع من  تلوين  نة )مخمنة  مخمِّ  .8.3.7

الج�سور وغير قابل للتلوين ال�سلعي من الدرجة 3 على تق�سيم جزئي لبيان بيتر�سون. 
لقد اأُثبتت المخمنة  8.3.7 ! ومثلها مثل نظرية الألوان الأربعة، حيث اإن اإثباتها الذي تمَّ بم�ساعدة الحا�سوب 
ي�ستخدم طرق التفريغ. و�سوف يظهر الإثبات في �سل�سلة مكونة من خم�سة بحوث لكل من روبرت�سن، و�ساندرز، 

و�سيمور، وثوما�س [2001]. 
لذا تعطي  تايت،  تعطي مخمنة   8.3.7 المخمنة  فاإن  �سويًّا،  لي�س  لبيان بيتر�سون  تق�سيم جزئي  اأن كل  بما 
نظرية الألوان الأربعة. حيث اإن اإحدى الطرق الطبيعية للاقتراب من هذه المخمنة، والتي هي مثل فكرة الختزال 
لنظرية الألوان الأربعة، هي ا�ستقاق الخ�سائ�س التي يجب اأن يمتلكها اأ�سغر مثال معاك�س. وفي هذه اللغة، تن�سُّ 
اأن المثال المعاك�س الأ�سغر يجب اأن يكون مترابطًا �سلعيًّا من الدرجة 3. وفي التمهيدية الآتية،  النظرية 4.3.7 

�سوف نجعل هذه العبارة دقيقة، ثَمَّ نح�سل على خ�سائ�س عديدة اأخرى. 
9.3.7. تعريف: القطع ال�ضلعي التافه )trivial edge cut(: قطع �سلعي بحيث اإن حذفه يعزل راأ�سًا مفردًا، 

 .)nontrivial( اأما القواطع ال�سلعية الأخرى فلي�ضت تافهة
10.3.7. تمهيدية: اإذا كان G بيانًا تكعيبيًّا غير قابل للتلوين ال�سلعي من الدرجة 3 ، اأو كان خ�سره اأقل من 
4 ، اأو كان له قطع �سلعي غير تام من الدرجة 3، فاإنه يحتوي على تق�سيم جزئي لبيان تكعيبي اأ�سغر غير 

قابل لتلوين �سلعي من الدرجة 3. 
الإثبات: افتر�س اأولً اأن G يملك قطعًا �سلعيًّا حجمه 2. كما نوق�س في التمهيدية 3.3.7، فاإن هذه الأ�سلاع ل 
 G1 + u1v1 تمتلك روؤو�سًا م�ستركة. اإن حذف القطع ال�سلعي واإ�سافة �سلع لكل قطعة يعطي البيانات التكعيبية 
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و G2 + u2v2، وكما  اأ�سلفنا في تعليل النظرية 4.3.7، فاإنه يوجد واحدٌ من هذه البيانات على الأقل يكون غير 
 G قابل للتلوين ال�سلعي من الدرجة 3. بما اأنه يمكن تبديل ال�سلع الم�ساف بم�سار من خلال القطعة الأخرى، فاإن

يحتوي على تق�سيم جزئي لهذا البيان الأ�سغر وغير القابل للتلوين ال�سلعي من الدرجة 3. 
تاليًا، افتر�س اأن G يحوي مثلثًا. ليكن ′G هو البيان الذي نح�سل عليه من G بتقلي�س المثلث اإلى اأحد الروؤو�س. 
لحظ اأنّ اأيّ تلوين �سلعي فعليٍّ من الدرجة 3 لـِ ′G يمكن اأن يتو�سع اإلى تلوين �سلعي فعلي لـ G من الدرجة 3 كما هو 

مبين اأدناه. ف�سلًا عن اأنَّ G يحتوي على تق�سيم جزئي لـ ′G، والذي ح�سل عليه بحذف �سلع من المثلث. 
افتر�س اأن G يحتوي على حلقة من الدرجة 4، ولكنه ل يحتوي على مثلث. ليكن ′G البيانَ التكعيبيَّ الذي 
نح�سل عليه من G بحذف �سلعين متعاك�سين في الحلقة التي درجتها 4 واأن ي�ستبدل بها الم�سارات الناتجة التي 
طولها 3 باأ�سلاع منفردة. بما اأن G ل يملك مثلثًا، فاإن الأ�سلاع الجديدة لي�ست عرى. اإن اأي تلوين �سلعي فعلي 
من الدرجة 3 لـِ ′G يوؤدي اإلى تلوين �سلعي فعلي من الدرجة 3 لـِ G من خلال الحالتين المبينتين اأدناه. و يحتوي 
ا على تق�سيم جزئي لـ ′G. لذلك، فاإن ′G هو البيان الأ�سغر المن�سود.   G اأي�سً
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a
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اأخيًرا، افتر�س اأن G يحتوي على قطع �سلعي من الدرجة 3 غير تافه [S,S]. بما اأننا ن�ستطيع افترا�س اأنَّ 
 H2 و H1 مترابط �سلعي من الدرجة 3، فاإن الأ�سلاع الثلاثة للقطع تكون منف�سلة زوجًا زوجًا. وكذلك البيانات G
ا. اإذا كان كلاهما قابلًا  اللذان ح�سلنا عليهما بتقلي�س G[S] اأو G[S] اإلى راأ�س مفرد منتظمان من الدرجة 3 اأي�سً
للتلوين ال�سلعي من الدرجة 3، فاإنه يمكن اإعادة ت�سمية الألوان لتتوافق على اأ�سلاع القطع، وهذا يوؤدي اإلى تلوين 
�سلعي فعلي من الدرجة 3 لـِ G. وهكذا، فاإن اأحد هذين البيانين على الأقل غير قابل للتلوين ال�سلعي من الدرجة 3. 
 S النقاط الطرفية في  a,b,c هي  لتكن   .H2 و   H1 لـ  G يحتوي على تق�سيم جزئي  اأن  اأن نبين  بقي فقط 
للاأ�سلاع في القطع. بما اأن G مترابط �سلعيًّا من الدرجة 3، فاإن القطع هو رابطة، و G[S] مترابط )الق�سية 
15.1.4(. وهكذا فاإن G[S] يحتوي على م�سار P من a اإلى b وم�سار من c اإلى P. اإن اإ�سافة هذه الم�سارات 
 ■ واأ�سلاع القطع اإلى G[S] يكمل تق�سيم جزئي لـ H1 )وتعامل H2 بالطريقة نف�سها(.  

ف الـ�ضنارك )Snark( على اأنه بيان منتظم ثنائي الدرجة ، ومترابط من الدرجة 3،  11.3.7. تعريف: نعرِّ
ويكون غير قابل للتلوين ال�سلعي من الدرجة 3، وخ�سره 5 على الأقل، ول يملك قطعًا �سلعيًّا غير تافه من 

الدرجة 3. والـ�ضنارك الأولي )prime snark( هو �سنارك ل يحتوي على تق�سيم جزئي ل�سنارك اأ�سغر. 
تن�سُّ  التي  العبارة  اإلى  )توت(  لـِ   3 الدرجة  من  ال�سلعي  التلوين  مخمنة  خففنا  قد  نكون  وبهذا 
انظر                                                                                                         اأُثْبِتَتْ.  قد  المخمنة  اأن  نلاحظ  اأخرى،  مرة  الوحيد.  الأولي  ال�سنارك  هو  بيتر�سون  بيان  اأن  على 

 .)Robertson – Sanders – Seymour – Thomas [2001](
بلانو�سا  �سنارك  هي:  1975م  عام  حتى  فقط  �سناركات   3 وُجِدَ  1898م،  عام  في  بيتر�سون  بيان  بعد 
)Blanuša( على 18 راأ�سًا [1946]، و�سنارك دي�سكارت�س )Descartes( على 210 روؤو�س [1948]، و�سنارك 
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�سزكرز )Szekeres( على 50 راأ�سًا [1973]؛ مّما حثَّ مارتن جاردنر [1976] على اقتراح م�سطلح “�سنارك”، 
لي�ستح�سر الندرة للكائن في لوي�س كارول “�سيد ال�سنارك”. 

 وقد بين اإ�سحق [1975] اأن ال�سناركات ال�سابقة قد ظهرت من بيان بيتر�سون من خلال عملية تولد عدد
لنهائي من عائلات ال�سناركات. 

12.3.7. تعريف: ال�ضرب النقطي )dot product( للبيانين التكعيبيين G و H هو البيان التكعيبي المت�سكل 
من G + H بحذف ال�سلعين المنف�سلين uv و wx من G، وحذف الراأ�سين المتجاورين y و z من H، واإ�سافة 

 .NH(z) – {y} اإلى x و w ومن ، NH(y) – {z} اإلى v و u اأ�سلاع من
x
w
v

u

x
w
v

u

z
y

بيتر�سون  بيان  من  ن�سختين  على  هذا  تطبيق  اإن   .)23 )التمرين  �سنارك  هو  ل�سناركين  النقطي  ال�سرب 
4. وقد قدم كوجول                                              اأدناه. وهذا البيان يملك قطعًا �سلعيًّا غير تافه من الدرجة  يعطي �سنارك بلانو�سا المبين 

Kochol( [1996]) عملية اأكثر عمومية تعطي �سناركات ذات خ�سر كبير وخ�سائ�س ترابط عالية. 

ا عائلة غير منتهية من ال�سناركات ل تظهر من خلال  13.3.7. مثال: زهرة ال�سناركات. لقد وجد اإ�سحق اأي�سً
k عدد فردي  ال�سرب النقطي )التمرين 21(. وقد اكت�سف جرينبرت ب�سورة م�ستقلة باأنها تملك 4k راأ�سًا، لـِ 

 .k ≥ 5 بحيث
ابداأ مع ثلاث حلقات منف�سلة من الدرجة k. ولتكن {xi}،{yi}،{zi} هي مجموعات الروؤو�س الثلاثة، �سع 
لها دليلًا ب�سورة دائرية، ولكل i اأ�سف راأ�سًا wi مع N(wi) = {xi, yi, zi}. اإن البيان الناتج  Gk يكون قابلًا 
 xky1 مع  yky1 و ، xkx1 هو البيان الذي نح�سل عليه با�ستبدال الأ�سلاع Hk للتلوين ال�سلعي من الدرجة 3. ليكن 
k زوجيًّا، فاإن Hk قابل للتلوين ال�سلعي من  k ≥ 5، فاإن Hk هو �سنارك. واإذا كان  ا و  k فرديًّ اإذا كان   .ykx1و
■ الدرجة 3. لحظ اأن الر�سم لـِ Hk بحيث تكون {zi} هي حلقة مركزية تقترح ا�سم “زهرة �سنارك”.  

z 1zk

xk

yk

y1
wk w1

x1

HE_Graph_CH07_7th_Draft_01.indd   306 2/16/2014   2:07:48 PM
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)Flows and Cycle Covers )Optional(( )التدفق وأغطية الحلقات )اختياري
تن�س نظرية تايت )النظرية 2.3.7( على اأن قابلية التلوين ال�سلعي من الدرجة 3 وقابلية التلوين الوجهي 
من الدرجة 4 هما متكافئان لثنويات التثليثات الم�ستوية. وعندما نو�سع هذا خارج اإطار البيانات الم�ستوية، فاإننا 
الم�ستوى.  بيانات  4 على  الوجهي من الدرجة  للتلوين  للبيانات جميعها، ويكون مكافئًا  اإلى مفهوم ي�سلح  نحتاج 

 .(Zhang( [1997] وهناك معلومات اإ�سافية حول هذا المفهوم، وكذلك حول ال�سناركات تظهر في مقالة زانج

ف التدفق )flow( على البيان G على اأنه زوج )D, f( حيث:  14.3.7. تعريف: نعرِّ
 (a .G هي توجيه لـ D
 (b.E(G) هي دالة وزن على f
 (c∑w∈N +

D (v) f (vw) = ∑u∈N -
D (v) f (uv) كل v ∈ V(G) يحقق

لكل  |f (e)| ≤ k - 1 بحيث  �سحيحة  قيمته  تدفق  اأنه  على   k الدرجة  من  التدفق  ف   وتعرِّ
 f (e) اإذا كان )positive( اأو موجب )nowhere – zero( يكون التدفق لي�س �سفرًا في اأي مكان .e ∈ E(G)

 .e ∈ E(G) لي�س �سفرًا اأو موجبًا على الترتيب، وذلك لكل
يختلف ا�ستعمال “تدفق” هنا ب�سورة ما عن ا�ستخدامه في الف�سل 4. في كلا ال�سياقين، تقترح الكلمة “تدفق” 

عة.  المحافظةَ على القيود المفرو�سة عند كل راأ�س، ف�سلًا عن اأن الحد k - 1 على قيمة التدفق ي�ستح�سر مفهوم ال�سِّ
تنويه: لحظ اأننا ن�ستطيع تبديل التوجيه لجعل الأوزان جميعها موجبة. 

 :G 15.3.7. ق�ضية: تكون العبارات الآتية متكافئة لبيان
 (a .k يملك تدفقًا موجبًا من الدرجة G
 (b .لي�س �سفرًا في اأي مكان k يملك تدفقًا من الدرجة G
 (c .G ِلكل توجيه لـ k يملك تدفقًا لي�س �سفرًا في اأي مكان من الدرجة G

الإثبات: اإن تبديل التوجيه ل�سلع وتبديل اإ�سارة وزنه في الوقت نف�سه ل يوؤثر في قيود المحافظة.                      ■
لحظ اأن وجود تدفق من الدرجة k ل ي�ساوي �سفرًا في اأي مكان ل يعتمد على اختيار التوجيه. ون�ستطيع 

ا اأن ناأخذ التركيبات الخطية للتدفقات.  اأي�سً

 .G تدفقٌ على )D,g( ّفاإن ، 16.3.7. ق�ضية: اإذا كانت (D, fr) ,… ,(D, f1) تدفقاتٍ على G و 
v تحت تاأثير fi هي �سفرٌ، لهذا فاإنها �سفرٌ  الإثبات: لكل v ∈ V(G)، لحظ اأنَّ مح�سلة التدفق الخارجة لـِ 

.g تحت تاأثير
17.3.7 ق�ضية: لتدفق على G، تكون مح�سلة التدفق الخارجة لأي مجموعة S ⊆ V(G) هي �سفرًا. لذلك، 

فاإن البيان الذي تدفقه ل ي�ساوي �سفرًا في اأي مكان ل يملك �سلعَ قطعٍ. 
الإثبات: نجمع مح�سلة التدفق الخارجة من الروؤو�س الموجودة في S. اإن الأ�سلاع التي تخرج من S ت�سهم بوزن 
موجب، اأما الأ�سلاع التي تدخل اإلى S فت�سهم بوزن ب�سالب، في حين ت�سهم الأ�سلاع التي في داخل S بعدد موجب 
عند ذيولها وبعددٍ �سالب عند مقدمتها. لذلك، فاإن مح�سلة التدفق الخارجة لـِ S هي مجموع مح�سلة التدفقات 
الخارجة للروؤو�س في S، والتي ت�ساوي �سفرًا. وهذا يوؤدي اإلى اأن مح�سلة التدفق عبر اأي قطع �سلعي تكون �سفرًا. 
لذلك، ل يمكن اأنْ تتكون من �سلع واحد له وزن غير �سفري. لذا، �سوف نح�سر اهتمامنا بالبيانات التي لي�س لها 
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الفصل 7     الأضلاع والحلقات308

اأ�سلاع قطع )بيانات تخلو من الج�سور(. ما يميز التدفقات هنا عن الدورانات في  الجزء 4.3 هو اأننا منعنا اأن 
يكون ال�سفرُ وزنًا. اإن التدفقات التي لي�ست �سفرًا في اأي مكان تمكننا من تو�سيع نظرية تايت. و�سنبداأ بتف�سير 
البيانات الأويلرية في ال�سياق للتدفقات التي لي�ست �سفرًا في اأي مكان. لذا، فاإن خا�سية الترابط لم تعدْ مهمة.  ■

18.3.7. تعريف: ي�سمى البيان بيانًا زوجيًّا )even graph( اإذا كانت درجةُ كل راأ�س زوجيةً. 

19.3.7. ق�ضية: يكون للبيان تدفق من الدرجة 2 ل ي�ساوي �سفرًا في اأي مكان اإذا وفقط اإذا كان البيانُ زوجيًّا. 
الإثبات: اإذا اأعطينا تدفقًا من الدرجة 2 ول ي�ساوي �سفرًا في اأي مكان، فاإننا �سنح�سل على تدفق موجب من 
الدرجة 2. وبما اأنه تمَّ تحديد الوزن 1 لكل �سلع، فعلى التوجيه تحقيق اأنْ يكون عدد الأ�سلاع الداخلة اإلى كل راأ�س 

ي�ساوي عدد الأ�سلاع الخارجة منه. وهكذا، فاإن درجة كل راأ�س فيه تكون زوجية. 
وبالعك�س، عندما تكون درجة كل راأ�س زوجية، فاإن كل مركبة تملك حلقة اأويلرية. وتوجيه الأ�سلاع لتتبع مثل 
■ هذه الحلقة وتحديد الوزن 1 لكل �سلع يوؤدي اإلى تدفق موجب من الدرجة 2.  
اإن التدفقات من الدرجة 3 التي ل ت�ساوي �سفرًا في اأي مكان هي اأكثر دقة، حتى للبيانات المنتظمة من الدرجة 3. 

20.3.7. ق�ضية: )توت Tutte [1949](: يكون للبيان التكعيبي تدفق من الدرجة 3 ل ي�ساوي �سفرًا في اأي 
مكان اإذا وفقط اإذا كان البيان ثنائي الفرع. 

ا بالتجزئة الثنائية X، Y. اإن كل بيان ثنائي الفرع منتظم يملك معاملًا  الإثبات: ليكن G بيانًا تكعيبيًا وثنائيًّ
ه الأ�سلاع  هِ الأ�سلاع على المعامل من الدرجة 1 من X اإلى Y، اأعطِ كلاًّ منها الوزن 2. ووجِّ من الدرجة 1. وَجِّ
المتبقية جميعها من Y اإلى X، واأعطِ كلاًّ منها الوزن 1. لحظ اأن التدفق في حالتي الدخول والخروج عند كل راأ�س 

ي�ساوي 2. لذلك، فهو تدفق من الدرجة 3 ل ي�ساوي �سفرًا في اأي مكان. 
الق�سية  بوا�سطة  اأي مكان.  ي�ساوي �سفرًا في  ل   3 الدرجة  تدفق من  تكعيبيًّا مع  بيانًا   G ليكن  وبالعك�س، 
15.3.7، يمكن افترا�س اأن التدفق يكون 1 اأو 2 على كل �سلع. وبما اأن مح�سلة التدفق هي 0، فلا بدَّ اأن يوجد 
 X 2 ت�سكل مواءمة. لتكن  1 على كل راأ�س. وهكذا فاإن الأ�سلاع التي تدفقها  2، و�سلعان تدفقهما  �سلع تدفقه 
مجموعةَ الذيول، و Y مجموعةَ المقدمات لهذه الأ�سلاع. بما اأنَّ مح�سلةَ التدفق �سفرٌ عند كل راأ�س، فاإنَّ كلَّ �سلع 
■  .G تجزئتان ثنائيتان لـ X، Y لذا، فاإن .X اإلى Y ر من ر من X اإلى Y، وكلّ �سلع تدفقه 1 يوؤ�سِّ تدفقه 2 يوؤ�سِّ

21.3.7. مثال: بما اأنَّ بيان بيتر�سون تكعيبيٌّ ولي�س ثنائيَّ الفرع، فاإنه ل يملك تدفقًا من الدرجة 3 ل ي�ساوي �سفرًا 
ا تدفقًا من الدرجة 4 ل ي�ساوي �سفرًا في اأي مكان. �سوف نعر�س اأدناه  في اأي مكان. و�سوف نرى اأنه ل يملك اأي�سً

 .C3 □ K2 تدفقًا من الدرجة 4 ل ي�ساوي �سفرًا في اأي مكان، وذلك في البيان الب�سيط المنتظم من الدرجة 3 وهو

222

3

1
1

1

1 1

ولكي نفهم الثنوية بين التدفقات والتلوين؛ �سوف نميز بيانات الم�ستوى مع التدفقات من الدرجة k التي ل 
ت�ساوي �سفرًا في اأي مكان. 
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22.3.7. نظرية: )توت )Tutte [1954b]: يكون بيان الم�ستوى الخالي من الج�سور قابلًا للتلوين الوجهي من 
الدرجة k اإذا وفقط اإذا كان يملك تدفقًا من الدرجة k ل ي�ساوي �سفرًا في اأي مكان. 

ن من قبل �سيمور )Seymour)( . ليكن f تدفقًا على بيان م�ستوى  الإثبات: )ينجر Younger [1983]، حُ�سِّ
G. نعرف دالة g على مجموعة الوجوه بو�سع g(F) لتكون مح�سلة التدفق المجمعة بالتحرك من الوجه F خروجًا 
اإلى الوجه غير المحدود. في كل مرة نقطع �سلع e �سوف نعدّ f (e) +اإذا كان e موجهًا نحو اليمين،ونعدّ f (e) - اإذا 

دُ للوجه الخارجي هي 0.  كان e موجهًا نحو الي�سار. والقيمة التي تُحدَّ
لحظ اأنَّ الدالةَ g ح�سنةُ التعريف؛ بمعنى اأن g(F) تكون م�ستقلة عن م�سلكنا اإلى الوجه الخارجي. حيث 
“بالطريق الآخر” حول راأ�س ما v )عن  ن�ستطيع تغيير م�سلكنا اإلى اأي م�سلك اآخر بتغيير متتابع حيثما نذهب 
 .0 التي تكون   v لـِ  التدفق الخارجة  اأو ينق�سه بمقدار مح�سلة  التغيير يزيد التراكم لهذا الجزء  اإنَّ  الي�سار(. 
ويكون الفرق بين القيم على الوجوه التي لها �سلع م�سترك e هو f (e) ±. لذلك، فاإن الدالة g تكون منا�سبة اإذا 

وفقط اإذا كان f  ل ي�ساوي �سفرًا في اأي مكان. 

123

وبالعك�ـــس، �سنحـــول العمليـــة مـــن تلويـــن وجهـــي g للح�ســـول علـــى تدفـــق )عـــن اليمـــين(. بالنظـــر اإلى 
 وجـــه ′F مـــن وجـــه F عـــبر �سلـــع e، ن�ســـع f (e) = g(F) - g(F′) اإذا كان e ي�ســـير اإلى يميننـــا، اأو ن�ســـع 
f (e) = g(F′) - g(F′) اإذا كان e ي�سير اإلى ي�سارنا. اإنَّ جمع هذه القيم على الأ�سلاع الواقعة على راأ�س v يبين 

اأنَّ f تدفقٌ ل ي�ساوي �سفرًا في اأي مكان اإذا وفقط اإذا كان g تلوينًا وجهيًّا فعليًّا. 
التدفق  كان  اإذا  وفقط  اإذا  ا  فعليًّ يكون  الوجهي  والتلوين  الوجهية.  التلوينات  تقابل  التدفقات  فاإن  لذلك، 
قُ تدفقًا من الدرجة k ل ي�ساوي �سفرًا في اأي مكان، فاإن تخفيف  ل ي�ساوي �سفرًا في اأي مكان. واإذا كان التدفُّ
الأو�سمة في التلوين ل�سفوف تطابق في {k - 1,…,0,1} يعطي تلوينًا فعليًّا من الدرجة k. وبالعك�س، فاإن تلوينًا 
وجهيًّا فعليًّا من الدرجة k ي�ستخدم هذه الألوان لينتج تدفقًا من الدرجة k ل ي�ساوي �سفرًا في اأي مكان.   ■

لحظ اأن الرتباط بين الو�سم الوجهي والتدفقات في النظرية 22.3.7 يكون متحققًا عندما تاأتي الأو�سمة 
اأبيلية. مطبقًا با�ستخدام الزمرة للاأزواج المرتبة الثنائية تحت عملية الجمع )(0,0) هو العن�سر  من اأي زمرة 

المحايد(، فاإن العبارة المثبتة با�ستخدام هذه الحجة هي نظرية تايت نف�سها. 
بما اأننا ن�ستطيع درا�سة التدفقات على البيانات جميعها، فاإننا ن�ستطيع افترا�س اأن م�ساألة التدفق مفهومًا 
“فعليّ”. وبما اأن كل تدفق من الدرجة  ا للتلوين الراأ�سي. “ل ي�ساوي �سفرًا في اأي مكان” م�سابهة لـِ  ثنويًّا عامًّ
k ل ي�ساوي �سفرا في اأي مكان هو تدفق من الدرجة k + 1 ل ي�ساوي �سفرًا في اأي مكان، فاإن الم�ساألة الطبيعية 
الأ�سغر  العدد  ى هذا  ويُ�سمَّ اأي مكان.   ي�ساوي �سفرًا في  k ل  الدرجة  تدفقًا من   G k بحيث يملك  هي ت�سغير 
للتلوين من  “قابلٌ   G اإن  نقول  اأننا  اللوني”. وبما  “العدد  مع  بالت�سابه   G لـِ   )flow number(ق التَّدفُّ عددَ 
قابلٌ للتدفق   G“ اإن  الت�سابه الطبيعي يكون بقول  k، فاإن  الدرجة  من  فعليًّا  تلوينًا  يملك  عندما   ”k الدرجة 
“G يملك تدفقًا من الدرجة k ل ي�ساوي �سفرًا في اأي مكان”. وبما اأنَّ هذه  اأنَّ  قولنا  من  من الدرجة k” بدلً 

ال�سياغة لي�ست �سائعة بعد؛ لذا �سوف ن�ستعملها ب�سورة �سئيلة. 
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با�ستخدام نظرية تايت، فاإن النظرية 22.3.7 تن�س على اأن البيان التكعيبي ال�سوي الخالي من الج�سور يكون 
قابلًا للتلوين ال�سلعي من الدرجة 3 اإذا وفقط اإذا كان يملك تدفقًا من الدرجة 4 ل ي�ساوي �سفرا في اأي مكان. 

ة. اإنَّ ملاحظة ب�سيطة حول النوعية �سوف تكون مفيدة.  ويَّ ع هذا الرتباط با�سقاط ال�سرط على ال�سَّ ونريد اأن نو�سِّ
k ل ي�ساوي �سفرًا في اأي مكان، كلُّ راأ�س يقع على عدد زوجي من  تمهيدية: في تدفق من الدرجة   .23.3.7

الأ�سلاع التي اأوزانها فردية.
الإثبات: بما اأنه عند كل راأ�س يكون المجموع الكلي للاأوزان على الأ�سلاع الداخلة ي�ساوي المجموع الكلي للاأوزان 
■ على الأ�سلاع الخارجة، فاإن مجموع الأوزان يكون زوجيًّا.  

24.3.7. نظرية: ليكن G بيانًا تكعيبيًّا. اإذا كان G يملك تدفقًا من الدرجة 4 ل ي�ساوي �سفرًا في اأي مكان، 
فاإنه يكون قابلًا للتلوين ال�سلعي من الدرجة 3. 

الإثبات: بوا�سطة الق�سية 15.3.7، ن�ستطيع افترا�س اأن G يملك تدفقًا موجبًا من الدرجة D,f( 4(. وهكذا، 
فاإن f (e) ∈{1,2,3} لكل �سلع e. ومن التمهيدية 23.3.7، فاإن كل راأ�س يقع بال�سبط على �سلع واحد فقط وزنه 
2. لذلك، فاإن الأ�سلاع التي وزنها 2 ت�سكل معاملًا من الدرجة 1 في G، و يخلف حذفها اتحادًا مكونًا من حلقات 
منف�سلة. ولإكمال التحليل اإلى العوامل من الدرجة 1 )ولذلك تلوين �سلعي فعلي من الدرجة 3(، فاإنه يكفي اأن 

 . نبين اأنَّ طول كل حلقة من هذه الحلقات زوجيٌّ
C تكون اأوتارًا، اأو تربط  لتكن C حلقة من هذه الحلقات. اإن الأ�سلاع التي اأوزانها 2 و تقع على روؤو�س لـِ 
V(C) مع V(C). وهذه الأوتار ت�سغل مجموعة جزئية من V(C) حجمها زوجي. لذلك، يكفي اأن نبين اأنَّ عددَ 
. اإن وزن هذه الأ�سلاع جميعها ي�ساوي 2. بما اأن مح�سلة التدفق الخارجة  الأ�سلاع بين V(C) و V(C) زوجيٌّ
لـ  V(C)يجب اأن تكون 0، والأ�سلاع جميعها بين  V(C)و V(C) تملك تدفقًا 2، فاإن عدد الأ�سلاع الخارجة من 
■ V(C) يجب اأن ي�ساوي عدد الأ�سلاع الداخلة اإليها. 

2

2
2

2
22

قابل  اأنه غير  تعطي   24.3.7 النظرية  فاإن   ،3 الدرجة  ال�سلعي من  للتلوين  قابل  بيتر�سون غير  بيان  اأن  بما 
اأي تق�سيم  اأي مكان محافظ عليها في  k ل ت�ساوي �سفرًا في  اإن وجود تدفقات من الدرجة   .4 للتدفق من الدرجة 
جزئي؛ فعندما يق�سم �سلع e وزنه j في تدفق من الدرجة k ل ي�ساوي �سفرًا في اأي مكان باأن ي�ستبدل به م�سار طوله 
2 موجه نحو التجاه نف�سه مع وزن j على كلا ال�سلعين يعطي تدفقًا من الدرجة k ل ي�ساوي �سفرًا في اأي مكان في 
ا ل تملك تدفقات من الدرجة 4 ل ت�ساوي �سفرًا  البيان الجديد. لذلك فاإن التق�سيمات الجزئية لبيان بيتر�سون اأي�سً

في اأي مكان. 
ا ولكنه غير تافه؛ لأنه لي�س بالإمكان معالجة �سفوف الألوان  اأي�سً هو �سحيح   24.3.7 اإن عك�س النظرية 
البيان يوجدُ في  مبدئيًّا،   .4 الدرجة  من  تدفقًا  لعمل هذا  البيان  وتوجيه  ثابت  لوزن  اأ�سلاع   بو�سفها مجوعات 
 ،2 تلوينٌ �سلعيٌّ فعليٌّ واحدٌ فقط من الدرجة 3. وعند و�سم �سفوف الألوان بـ 1،  C3 □ K2 في المثال 21.3.7 

3 فاإنه من غير الممكن الح�سول على تدفق من الدرجة 4. في التدفق الموجب من الدرجة 4 في المثال 21.3.7، 
لحظ اأن الأ�سلاع ذات الأوزان 1 ل ت�سكل مواءمة. 

وعلى الرّغم من ذلك، فاإن النظرية الآتية ت�سمن تدفقات من الدرجة 4 ل ت�ساوي �سفرًا في اأي مكان في 
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البيانات التكعيبية القابلة للتلوين ال�سلعي من الدرجة 3. وهذا التمييز اأكثر عمومًا؛ لأنه ل يتطلب انتظامًا. 

25.3.7 نظرية: يملك البيان تدفقًا من الدرجة 4 ل ي�ساوي �سفرًا في اأي مكان اإذا وفقط اإذا كان البيانُ اتحادَ 
بيانين زوجيين. 

 .Gi في Di مح�سورًا على G ِتوجيهًا لـ D وليكن G = G1 ∪ G2. بيانين زوجيين مع G1، G2 الإثبات: ليكن
ومن الق�سيتين؛ 19.3.7 و 15.3.7، نجد اأن Gi يملك تدفقًا )Di ، fi( من الدرجة 2 ل ي�ساوي �سفرًا في اأي 
ع fi اإلى E(G) بو�سع fi(e) = 0 لكل e ∈ E(G) - E(Gi). واجعل f = f1 + 2f2. اإنِّ دالةَ الوزن هذه  مكان. و�سِّ
فرديةٌ على E(G1)، وتكون 2 ± على E(G) - E(G1)، لذلك فهي ل ت�ساوي �سفرًا في اأي مكان، ومقدارها يكون 
3 على الأكثر دائمًا. وبوا�سطة الق�سية 16.3.7، فاإن )D,f( يكون تدفقًا؛ وهكذا فاإنه يكون تدفقًا من الدرجة 4 

ل ي�ساويًّا �سفرًا في اأي مكان. 
وليكن  .G على  مكان  اأي  في  �سفرًا  ي�ساوي  ل   4 الدرجة  من  تدفقًا   )D,f( ليكن   وبالعك�س، 
ا: E1 = {e ∈ E(G). بوا�سطة التمهيدية 23.3.7، فاإن E1 ت�سكل بيانًا جزئيًّا زوجيًّا من G. لذا،  {f (e) فرديًّ
 E(G) اإلى f1 ع يوجد تدفق )D1, f1( على E1 من الدرجة 2 لي�س �سفرًا في اأي مكان، حيث D1 تتو افق مع D. و�سِّ

 .G هو تدفق من الدرجة 2 على )D,f1( ؛ الآنe ∈ E(G) - E1 لكل f1(e) = 0 بو�سع
 عرف f2 على E(G) بو�سع f2 = (f - f1)/2. من ق�سية 16.3.7، فاإن )D,f2( يكون تدفقًا على G. بما اأن
المجموعة فاإن   ،23.3.7 التمهيدية  وبوا�سطة  �سحيحًا.  تدفقًا  يكون  فاإنه  دائمًا،  زوجيًّا  يكون   f (e) - f1(e)   

 f (e) = ± 2 فاإن ،e ∈ E(G) - E1 لكل .G ت�سكل بيانًا جزئيًّا زوجيًّا من  E2 = {e ∈ E(G):فردية f2(e)}  
 و f1(e) = 0، الذي يوؤدي اإلى اأن f2(e) = ± 1، لذلك فاإن E(G) – E1⊆ E2. الآن اأ�سبح G اتحاد بيانين 
■ جزئيين زوجيين. 

26.3.7. نتيجة. اإذا كان G بيانًا تكعيبيًّا، فاإنه يكون قابلًا للتلوين ال�سلعي من الدرجة 3 اإذا وفقط اإذا كان 
يملك تدفقًا من الدرجة 4 لي�س �سفرًا في اأي مكان.  

الأ�سلاع  زوجيين:  جزئيين  بيانين  اتحاد  هو   3 الدرجة  من  ال�سلعي  للتلوين  قابل  تكعيبي  بيان  كل  الإثبات: 
■ باللونين 1 و 2، والأ�سلاع باللونين 1 و 3.  

التق�سيمات الجزئية  اأن  راأينا  م نظرية تايت. ولقد  26.3.7 تعمِّ النتيجة  22.3.7، فاإن  النظرية  في �سوء 
لبيان بيتر�سون غير قابلة للتدفق من الدرجة 4. من خلال البيانات التي تخلو من الج�سور، فاإن مخمنة توت التي 

ت�ستثني مثل هذه البيانات الجزئية تعطي تدفقات من الدرجة 4 لي�ست �سفرًا في اأي مكان.
بيان يخلو من  Tutte [1966b]): كلُّ  – توت   4 الدرجة  للتدفق من  توت  مخمنة: )مخمنة   .27.3.7
■ الج�سور ول يحتوي على تق�سيم جزئي لبيان بيتر�سون يكون قابلًا للتدفق من الدرجة 4.  

للتدفق من  توت  فاإن مخمنة  �سوي،  يكون غير  بيتر�سون  لبيان  تق�سيم جزئي  يحتوي على  بيان  كل  اأن  بما 
مكافئة  مكان  اأي  �سفرًا في  لي�ست  التي   4 الدرجة  التدفقات من  ولأنَّ  الأربعة.  الألوان  نظرية  تعطي   4 الدرجة 
ا مخمنة  للتلوينات ال�سلعية من الدرجة 3 على البيانات التكعيبية، فاإن مخمنة التدفقات من الدرجة 4 تعطي اأي�سً
التلوين ال�سلعي من الدرجة 3 )بُرْهِنَتْ �سابقًا(. اأمل الباحثون في اإيجاد اإثبات منا�سب لمخمنة التدفق من الدرجة 

4 لتوت بو�سفها طريقة للح�سول على اإثبات اأق�سر لنظرية الألوان الرابعة. 
�سوف ننهي هذا الجزء بمناق�سة العديد من المخمنات الم�سهورة الأخرى التي تتعلق بالمخمنات التي ذُكِرَتْ. 
كل تدفق من الدرجة k لي�س �سفرًا في اأي مكان هو تدفق من الدرجة k + 1 لي�س �سفرًا في اأي مكان. لذلك، يجب 
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اأن تكون �سروط التدفقات من الدرجتين 3 و 5 اأكثر تقييدًا اأو اأقل على الترتيب من �سروط التدفق من الدرجة 
4 الذي ل ي�ساوي �سفرًا في اأي مكان. هناك ن�سو�س لمخمنة التدفق من الدرجة 3 لتوت في �ستاينبرج  [1976] 

 .(Bondy – Murt) [48 1976، م�ساألة دون حلّ رقم] وفي بوندي – مورتي (Steinberg(

28.3.7. مخمنة: )مخمنة تدفق من الدرجة 3 لتوت(: يملك كلُّ بيان مترابط �سلعيًّا من الدرجة 4 تدفقًا من 
■ الدرجة 3 لي�س �سفرًا في اأي مكان.  

يخلو من الج�سور  بيان  كلُّ  Tutte [1954b]) يملك  لتوت   5 الدرجة  تدفق من  مخمنة: )مخمنة   .29.3.7
■ تدفقًا من الدرجة 5 لي�س �سفرًا في اأي مكان.  

اأن كل بيان يخلو من الج�سور   (Jaeger [1979] وجايجر Kilpatrick [1975]( اأثبت كلٌّ من كلباترك
يكون قابلًا للتدفق من الدرجة 8. في حين اأثبت �سيمور Seymour( [1981]) اأن هذه البيانات تكون قابلة للتدفق 

من الدرجة 6. و�سن�سع الأفكار لنظرية التدفق من الدرجة 8 باخت�سار ؛ لأنَّ التفا�سيل مطلوبة في التمارين. 
فُ اإلى حالة الترابط ال�سلعي من الدرجة 3، باإثبات اأن اأ�سغر بيان يخلو من  لحظ اأن كلاًّ من الإثباتين يُخَفَّ
الج�سور ول يحتوي على تدفق من الدرجة k لي�س �سفرًا في اأي مكان يكون ب�سيطًا ومترابطًا من الدرجة 2، ومترابطًا 
من  �سلعيًّا  مترابط  بيان  عن  بالتعبير  تكون  ذلك  بعد  الرئي�سة  الخطوة  اإنَّ   .)26 )تمرين   3 الدرجة  من  �سلعيًّا 
 G1 الدرجة 3 بو�سفه اتحادًا لبيانات جزئية مع تدفقات ح�سنة. ثمَّ نطبق التعميم الآتي لنظرية 25.3.7: اإذا كان
 يملك تدفقًا من الدرجة k1 لي�س �سفرًا في اأي مكان، و G2 يملك تدفقًا من الدرجة k2 لي�س �سفرًا في اأي مكان، فاإن
ا، ولكننا ل نحتاج اإليه(.   G1 ∪ G2 يملك تدفقًا k1k2 لي�س �سفرًا في اأي مكان )التمرين 24(. )يتحقق العك�س اأي�سً

في  كتابته  يمكن   3 الدرجة  من  �سلعيًّا  مترابط  بيان  كل  اأن  اإثبات  يكفي   ،8 الدرجة  من  التدفق  لنظرية 
�سورة اتحاد لثلاثة بيانات جزئية زوجية. اأولً، اإ�سافة ن�سخة اإ�سافية لكل �سلع في G يعطي بيانًا ′G مترابطًا 
�سلعيًّا من الدرجة 6. لذا، فاإن نظرية ال�سجرة – والتعبئة )Tree – Packing Theorem( لـ نا�س ووليامز                                
)Nash – Williams( )النتيجة 59.2.8( تعطي ثلاث اأ�سجار مولدة منف�سلة �سلعيًّا زوجًا زوجًا في ′G. وهذه 
الأ�سجار تقابل ثلاث اأ�سجار مولدة في G. وبما اأننا ح�سلنا عليها كاأ�سجار منف�سلة �سلعيًّا في ′G، فاإن  كل �سلع 

في G يظهر على الأكثر في �سجرتين. 
يعني   ،G لـِ   )parity subgraph( نوعي  جزئي  بيان  اإيجاد  ن�ستطيع   ،G لـ  مولدة  �سجرة  اأي  داخل  في 
 E(G) تمرين 25(. اإنَّ المتممةَ في داخل(v ∈V(G) لكل dH (v) ≡ dG(v) mod 2 بحيث H بيانًا جزئيًّا مولدًا
لمجموعة الأ�سلاع لبيان جزئي نوعي هي بيانٌ جزئيٌّ زوجيٌّ في G. وبما اأن ال�سجرات المولدة الثلاث خا�ستنا ل 
G بو�سفه اتحادًا لثلاثة بيانات جزئية  تملك �سلعًا م�ستركًا، فاإن المتممات لبياناتها الجزئية النوعية تعبر عن 
 G زوجية. ومن الق�سية 19.3.7، فاإن كل واحدة تملك تدفقًا من الدرجة 2 لي�س �سفرًا في اأي مكان. لذا، فاإن

يملك تدفقًا من الدرجة 8 لي�س �سفرًا في اأي مكان. 
اإن طريق الحل في �سيمور Seymour( [1981]) م�سابه؛ حيث يكون التعبير عن بيان مترابط �سلعيًّا من الدرجة 
3 بو�سفه اتحادًا لبيان زوجي، وبيان قابل للتدفق من الدرجة 3. وهذا ي�ستخدم مفاهيم اأكثر دقة، تت�سمن مفهومًا 
نَ  “مقيا�سيًّا” )modular( للتدفقات التي قدمت اأ�سلًا من قِبَلِ توت [1949]. اإ�سافة اإلى اأن اإثبات �سيمور قد حُ�سِّ
 . (Zhang( [1997]  لتفا�سيل اأكثر. انظر زانج . (Jaeger( [1988] وجايجر (Younger( [1983] من قِبَلِ ينجر
لقد اأثبت كلمنز Celmins( [1984]) اأنه اإذا كانت مخمنة التدفق من الدرجة 5 غير �سحيحة، فاإن اأ�سغر 

مثال مناق�س هو �سنارك الذي يملك خ�سرًا 7 على الأقل، ول يملك قاطعًا �سلعيًّا غير تافه له اأربعة اأ�سلاع. 
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�سن�سف مخمنة اإ�سافية اأخرى ومدى علاقتها بالموا�سيع ال�سابقة. في البيان ال�سوي المترابط �سلعيًّا من 
الدرجة 2، فاإنَّ الحدودَ الوجهيةَ جميعَها حلقاتٌ. وكل �سلع يقع في حد لوجهين. لذلك، فاإن الحلقات الوجهية 
معًا تغطي كلَّ �سلع مرتين بال�سبط. ومن المنطقي اأن ن�ساأل عما اإذا كان يمكن الح�سول على مثل هذا الغطاء 

لبيانات لي�ست �سويَّة. 

اأمّا                          .G اتحادها  يكون  التي  الجزئية  البيانات  من  قائمة  هو   G لبيان   )cover( الغطاء  تعريف:   .30.3.7
الغطاء المزدوج )double cover( فهو غطاء يظهر كل �سلع في بيانين جزئيين بال�سبط في القائمة. في حين 
يعرّف الغطاء المزدوج الحلقي )cycle double cover( )CDC( على اأنه غطاء مزدوج يتكون من حلقات. 
5 كما هو مبين  الدرجة  للحلقة من  الدورانات الخم�سة  5 مع  الدرجة  مثال: الحلقة الخارجية من   .31.3.7
في ال�سكل اأدناه ي�سكلان غطاءً مزدوجًا حلقيًّا لبيان بيتر�سون. وكذلك فاإنَّ بيان بيتر�سون يملك غطاءات زوجية 
حلقية با�ستخدام حلقات باأطوال اأخرى )التمرين 36(.  ■

بما اأن اأ�سلاع القطع ل تظهر في حلقات، فاإن البيانات التي تخلو من الج�سور هي وحدها التي تملك غطاءات 
مزدوجة حلقية. 

 (Seymour( سيمور�  ،(Szekeres) [1973] �سزكرز  المزدوج الحلقي -  الغطاء  مخمنة: مخمنة   .32.3.7
[1979b]: يملك كلّ بيان يخلو من الج�سور غطاء مزدوجًا حلقيًّا. 

قد يعتقد القارئ اأن مخمنة الغطاء المزدوج الحلقي تتبع مبا�سرة من ا�ستخدام الطمور على ال�سطوح التي 
لها مقاب�س، ولكن مثل هذه الطمور يمكن اأن تملك حدودًا وجهية ت�سير على ال�سلع نف�سه مرتين. ت�سير مخمنة 
2 يملك طمرًا  الدرجة  بيان مترابط من  كل  اأن  اإلى   )Strong Embedding Conjecture( القوي  الطمر 
لبيان مترابط �سلعيًا من  اأحاديةً. وتطبيق هذا على كل قالب  )على �سطح ما( بحيث يكون حدُّ كل وجه حلقةً 

الدرجة 2 �سيعطي مخمنة الغطاء المزدوج الحلقي. 
في مناق�سة مخمنة الغطاء المزدوج الحلقي، يجب اأن ننبه القارئ اإلى اأن الم�سطلحات قد تتعار�س معًا ل�سوء 
الحظ. في هذا الكتاب، ن�ستخدم التعريف للحلقة الذي يكون م�ستركًا في مناق�سة كل من: الترابط، والخ�سر، 
ة.. اإلخ. في هذه اللغة، الدارةَ �سفُّ تكافوؤ لم�سرب مغلق )اإهمال راأ�س البداية(، اأما البيان الزوجي  ويَّ والمحيط، وال�سَّ

فهو بيان درجات روؤو�سه جميعها زوجية. وتغير الدارة اأو تجتاز بيانًا زوجيًّا مترابطًا. 
الأدبيات حول الغطاءات الحلقية عمومًا تتناول هذه الم�سطلحات، فمثلًا، م�سطلح “الدارة” يعني حلقة، 
يكون  اأن  ناأمل  فاإننا  بقوة،  تعريفه  زوجي” يثير  “بيان  اأن م�سطلح  زوجيًّا. بما  بيانًا  “حلقة” يعني  وم�سطلح 

ا�ستخدامنا وا�سحًا. 
ال�ستخدام البديل يظهر في ن�سو�س اأخرى في الماترويد )الجزء 2.8(، حيث اإنّ الدارات مجموعاتٌ م�ستقلة 
اأ�سغرية، وفي الماترويد الحلقي لبيان ما، تكون هذه المجموعات هي المجموعات ال�سلعية لهذه الحلقات. والف�ساء 
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الحلقي لبيان ما هو ف�ساء متجهي )با�ستخدام {1,0}( حيث تكون الإحداثيات مدلول عليها من خلال الأ�سلاع 
والمتجهات التي تقابل البيانات الجزئية الزوجية. 

تن�سُّ مخمنة غطاء مزدوج حلقيّ الأ�سلية على اأن كل بيان يخلو من الج�سور يملك غطاءً مزدوجًا من خلال 
بيانات جزئية زوجية. وهذا التعبير مكافئ لتعبيرنا: نظرًا اإلى اأن كل بيان زوجي هو اتحاد حلقات منف�سلة �سلعيًّا. 

وهكذا ربما نبحث عن غطاء مزدوج با�ستعمال عدد قليل من البيانات الجزئية الزوجية، اإذ اإن الحلقات في 
غطاء مزدوج حلقي هي بيانات جزئية زوجية. وعندما تكون الحلقات منف�سلة �سلعيًّا زوجًا زوجًا، فمن الممكن �سمّها 

لت�سكل بيانًا جزئيًّا زوجيًّا مفردًا. وهذا يقود اإلى الترابط بين التدفقات ال�سحيحة والغطاءات المزدوجة الحلقية. 
اإذا كان يملك غطاءً  اإذا وفقط  اأي مكان  لي�س �سفرًا في   4 الدرجة  تدفقًا من  البيان  ق�ضية: يملك   .33.3.7

لًا ثلاثة بيانات جزئية زوجية.  ا مُ�سَكِّ مزدوجًا حلقيًّ
الإثبات: تن�سُّ النظرية 25.3.7 على اأن بيانًا ما يملك تدفقًا من الدرجة 4 لي�س �سفرًا في اأي مكان اإذا وفقط 
 v ت�ساوي الدرجة عند كل راأ�س .E3 = E1∆E2 سع� .E2، E1 اإذا كان عبارة عن اتحاد بيانين جزئيين زوجيين
في E3 مجموع الدرجات في E1 و E2 ناق�س �سعفي عدد الأ�سلاع الم�ستركة الواقعة على هذا الراأ�س؛ لذلك فهذه 
الدرجة زوجية. وهكذا، فاإن E3 يكون بيانًا جزئيًّا زوجيًّا، ويحتوي بال�سبط على الأ�سلاع التي تظهر في واحدة من 

مُّ لتعطي غطاءً مزدوجًا حلقيًّا.  {E2,E1}فقط. وهكذا، فاإن التفككات الحلقية لـ E3 ،E2 ،E1 تُ�سَ
لَ غطاءٌ مزدوج حلقيّ ثلاثة بيانات جزئية زوجية، فاإن اإهمال اأحدها يخلف البيان الذي يمكن  وبالعك�س، اإذا �سَكَّ
 ■ التعبير عنه بو�سفه اتحادًا لبيانين جزئيين زوجيين. وهكذا، فاإنه يوجد تدفق من الدرجة 4 لي�س �سفرًا في اأي مكان 
لتكن P تدل على عائلة البيانات التي ل تحتوي على تق�سيم جزئي لبيان بيتر�سون. بوا�سطة الق�سية 33.3.7، 
فاإن مخمنة التدفق من الدرجة 4 لـتِوت توؤدي اإلى اأن كل بيان في P يملك غطاءً مزدوجًا حلقيًّا. لحظ اأن ال�سباغ، 
وجودين، وزانج )Alspach – Goddyn – Zhang( [1994] قد اأثبتوا نتيجة عميقة تعطي غطاءات مزدوجة 
ا اأن خا�سية غطائية اأقوى تتحقق لـِ G اإذا وفقط اإذا كان G ∈ P(. وفي  حلقية لبيانات في P. )وقد اأثبتوا اأي�سً
�سوء الق�سية 33.3.7، فاإن هذه تعدُّ نتيجة جزئية في اتجاه مخمنة التدفق من الدرجة 4 لِتوت. ف�سلًا عن اأنَّ 
كانت  اإذا  اأنه   (Goddyn(  [1985] اأثبت جودين  بال�سناركات؛ حيث  ا علاقة  اأي�سً لمخمنة غطاء مزدوج حلقيّ 

مخمنة غطاء مزدوج حلقيّ غير �سحيحة، فاإن اأ�سغر مثال مناق�س هو �سنارك ذو خ�سر ي�ساوي 8 على الأقل. 

 )Exercises( تمـــارين
1.3.7. )-( اأثبت اأن كل بيان هاملتوني منتظم من الدرجة 3 يملك تلوينَ تايت. 

2.3.7. )-( اعر�س بيانات ب�سيطة منتظمة من الدرجة 3 تكون: 
 (a .3 سوية، ولكنها غير قابلة للتلوين ال�سلعي من الدرجة� 
 (b .3 مترابطة من الدرجة 2، ولكنها غير قابلة للتلوين ال�سلعي من الدرجة
 (c .سوية مع ترابط 2، ولكنها لي�ست هاملتونية�

●           ●           ●           ●           ●

3.3.7. اأثبت اأن كل بيان م�ستوٍ اأعظمي غير K4 يكون قابلًا للتلوين الوجهي من الدرجة 3. 
4.3.7. دون ا�ستخدام نظرية الألوان الأربعة، اأثبت اأن كل بيان م�ستوٍ هاملتوني يكون قابلًا للتلوين الوجهي من 

الدرجة 4 )دون اأيّ افترا�س حول درجات الروؤو�س(. 
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5.3.7. اأثبت اأنّ اأي بيان م�ستوٍ مترابط �سلعيًّا من الدرجة 2 يكون قابلًا للتلوين الوجهي من الدرجة 2 اإذا وفقط 
اإذا كان اأويلريًّا.

6.3.7. ا�ستخدم نظرية تايت )النظرية )2.3.7 لتثبت اأن 𝜒𝜒 ′(G) = 3 للبيان G المبيّن اأدناه. 

7.3.7. )!( ليكن G تثليثًا م�ستويًا: 
 (a .2 يملك معاملًا من الدرجة G* اأثبت اأن الثنوي
 (b .نَ بلونين بحيث يملك كل وجه روؤو�س كلا اللونين ا�ستخدم فرع )a( لتثبت اأن الروؤو�س في G من الممكن اأن تُلَوَّ

.(Penaud [1975]، Burstein [1974] )2.3.7( م�ساعدة: ا�ستخدم الفكرة في الإثبات لنظرية(
نَ اأن كل تثليث �سوي يملك عددًا لونيًّا �سلعيًّا ي�ساوي (G)∆، وقد اأثُبت هذا عندما تكون  8.3.7. )+( لقد خُمِّ

(G)∆ كبيرة بما فيه الكفاية. اأثبت اأن χ′(G) = ∆(G) للبيان ذي الع�سرين وجهًا، كما هو مبين اأدناه. 

9.3.7. اأثبت اأن تلوينًا فعليًّا من الدرجة 4 للبيان ذي الع�سرين وجهًا يَ�ستعمل كل لون 3 مرات بال�سبط. 
ا�ستخدم هذا  يكون هاملتونيًّا.   4 الدرجة  �سوي مترابط من  تثليث  كل  ويتني  [1931]اأن  اأثبت  لقد   .10.3.7

فَ م�ساألة الألوان الأربعة اإلى الم�ساألة التي تثبت اأنَّ كلَّ بيان �سوي هاملتوني قابلٌ للتلوين من الدرجة 4.  لِتُخَفِّ
11.3.7. جد بيانًا �سويًّا مترابطًا من الدرجة 5. هل يوجد بيان �سوي مترابط من الدرجة 6؟ 

12.3.7. ليكن G تثليثًا م�ستويًا. اأثبت اأنه يملك تجزئة راأ�سية اإلى مجموعتين محدثًا غابات اإذا وفقط اإذا كان  
 )Stein [1970]( .هاملتونيًّا G* 

13.3.7. )!( لكل من البيانين ال�سويين اأدناه، جد حلقة هاملتونية اأو ا�ستعمل الم�ستوية )�سرط جرينبرج( لتثبت 
اأنه لي�س هاملتونيًّا. 
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14.3.4. ليكن G البيانَ المر�سوم اأدناه. اأثبت اأنه ل يملك حلقة هاملتونية. ف�سّر لماذا ل ن�ستطيع ا�ستخدام نظرية 
جرينبرج مبا�سرة لإثبات هذا. 

15.3.7. )!( اأثبت نظرية جرينبرج با�ستخدام �سيغة اأويلر.
16.3.7. )!( ا�ستخدم �سرط جرينبرج لتثبت اأن بيان جرينبرج )اأدناه( لي�س هاملتونيًّا.

17.3.7. )!( اأ�سغر بيان �سوي مترابط من الدرجة 3 منتظم من الدرجة 3 معروف ولي�س هاملتونيًّا يملك 38 راأ�سًا 
.)Barnette, Bosa’k [1966] Lederberg، [1966]( .ويظهر في الأ�سفل. اأثبت اأن هذا البيان لي�س هاملتونيًّا

18.3.7. ليكن G البيان ال�سبكي Pm □ Pn. وليكن Q م�سارًا هاملتونيًّا من الراأ�س الموجود على الزاوية الي�سرى 
 Q العلوية اإلى الراأ�س الموجود على الزاوية اليمنى ال�سفلية، كما هو مبين بخط �سميك في ال�سكل اأدناه. لحظ اأن
يجزىء ال�سبكة اإلى مناطق، والتي يكون بع�سها مفتوحًا اإلى الي�سار اأو اإلى التجاه ال�سفلي، في حين تكون المناطق 
ت�ساوي   )B( فوق اليمين  التي عن  الكلية  الم�ساحة  اأن  اأثبت  العلوي.  اإلى التجاه  اأو  اليمين  اإلى  الأخرى مفتوحة 

.)[1994] – Krompart  – Collins  Fisher( ف)A( الم�ساحة الكلية للمناطق عن الي�سار تحت

A A A

A

AA

B

B BB

B B

روؤو�سه                                     الذي  البيان  هو   P(n,k)  )generalized Petersen Graph( المعمم  بيتر�ضون  بيان   )!(  .19.3.7
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n. بيان  {u1,…,un}و{v1,…,vn}، واأ�سلاعه{ui ui + 1}،{ui vi}، و{vi vi+k}، حيث يكون الجمع بمقيا�س 
:P)5،2( بيتر�سون نف�سه هو

 (a يملك حلقة مولدة اإذا {ui ,vi} زوجًا متتاليًا k المحدث من خلال P(n,2( ِاأثبت اأن البيان الجزئي لـ
.k ≥ 4 و  k ≡ 1mod3 كان

 (b.n ≥ 6 اإذا كان χ′(P(n,2)) = 3  لتثبت اأن )a( ا�ستخدم فرع
v10

u10

v1

u1

قابلًا  يكون  فاإنه  G اتحادًا لحلقتين،  كان  اإذا  اأنه  اأثبت   .3 الدرجة  بيانًا منتظمًا من   G ليكن   )-(  .20.3.7
للتلوين ال�سلعي من الدرجة 3.

21.3.7. )+( “ �سناركات الزهرة” ليكن Gk و Hk، كما اأن�سئا في )المثال 13.3.7(: 
 (a.3 قابل للتلوين ال�سلعي من الدرجة Gk  اأثبت اأن
 (b)Isaacs [1975]( .فرديًّا k غير قابل للتلوين ال�سلعي من الدرجة 3 عندما يكون Hk اأثبت اأن

22.3.7. اأثبت اأن كل قطع �سلعي لـِ Kk □ Ct والذي ل يعزل راأ�سًا يملك 2k �سلعًا على الأقل. 
23.3.7. )*( اأثبت اأن تطبيق عملية الجداء النقطي )التعريف 12.3.7( على �سناركين يعطي �سناركًا ثالثًا. 

.)[1975] Isaacs(
24.3.7. )*!( ليكن G1 و G2 بيانين. اأثبت اأنه اإذا كان G1 يملك تدفقًا من الدرجة k1 ل ي�ساوي �سفرًا في اأي 
 مكان، و G2 يملك تدفقًا من الدرجة k2 ل ي�ساوي �سفرًا في اأي مكان، فاإن G1 ∪ G2 يملك تدفقًا من الدرجة

k2 k1، ولي�س �سفرًا في اأي مكان.

 dH (v) ≡ dG(v) mod 2 بحيث يكون H هو بيان جزئي G ِلـ  )Parity subgraph( بيان جزئي نوعي )!( .25.3.7
.G ِتحتوي على بيان جزئي نوعي لـ G اأثبت اأن كل �سجرة مولدة لبيان مترابط .v ∈ V(G) لكل

.)Itai  Rodeh -[1978](
26.3.7. )*( لـِ k ≥ 3، اأثبت اأن اأ�سغر بيان G مترابط �سلعيًّا من الدرجة 2، وغير تافه، ول يملك تدفقًا من 
الدرجة k، ولي�س �سفرًا في اأي مكان، يجب اأن يكون ب�سيطًا ومترابطًا من الدرجة 2، ومترابطًا �سلعيًّا من الدرجة 
الأ�سلاع  ا�ستثنِ  ثُمَّ  قوالب،  بافترا�سها  واختزلها   2 درجتها  التي  والروؤو�س  العرى  ا�ستثنِ  اأولً،  )م�ساعدة:   .3
المتكررة، واأخيًرا، ا�ستثنِ القواطع ال�سلعية التي حجمها 2. في كل حالة، قارن G ببيان مح�سول عليه من G من 

خلال حذف اأ�سلاع اأو تقلي�سها(.
27.3.7. )*( اأثبت اأن كل بيان هاملتوني يملك تدفقًا من الدرجة 4 ل ي�ساوي �سفرًا في اأي مكان.

28.3.7. )*( اأثبت اأن كل بيان يخلو من الج�سور، ويملك م�سارًا هاملتونيًّا، ويملك تدفقًا من الدرجة 5 لي�س 
.)Jaeger [1978]( سفرًا في اأي مكان�

29.3.7. )*( اغم�س K6 على الطارة، وليكن G هو البيان الثنوي. جد تدفقًا من الدرجة 5 على G بحيث ل 
ي�ساوي هذا التدفق �سفرًا في اأي مكان.

30.3.7. )*( اأثبت اأن بيانًا G هو التحاد لـ r بيان جزئي زوجي اإذا وفقط اإذا كان G يملك تدفقًا من الدرجة 
.) Matthews [1978]( 2 لي�س �سفرًا في اأي مكانr

31.3.7. )*( ليكن G بيانًا يملك غطاءً مزدوجًا حلقيًّا م�سكلًا 2r بيانًا جزئيًّا زوجيًّا. اأثبت اأن G يملك تدفقًا 
.)Jaeger [1988]( 2 لي�س �سفرًا في اأي مكانr من الدرجة
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32.3.7. )*!( عندما نقول اإن توجيهًا من الدرجة 3 مقيا�ضي )modular 3- orientation( لبيان G فاإننا 
نعني توجيهًا D بحيث                     لكل )v ∈ v)G. اأثبت اأن كل بيان يخلو من الج�سور 
مقيا�سيًّا  3 الدرجة  من  توجيهًا  يملك  كان  اإذا  وفقط  اإذا  مكان  اأي  في  �سفرًا  ولي�س   3 الدرجة  من  تدفقًا   يملك 

.)Steinberg-Younger [1989](
من  يخلو  بيانًا   G ليكن  مكان.  اأي  في  �سفرًا  لي�ست  والتي   k الدرجة  من  للتدفقات  تمييز   )*(  .33.3.7
متكافئة.                                                               الآتية  العبارات  اأن  اأثبت  موجبين.  b عددين �سحيحين  و   a وليكن   ،G لـ  توجيهًا   D وليكن  الج�سور، 

:)Hoffman [1958](
 (a.S لكل مجموعة جزئية فعلية غير خالية من الروؤو�س  

 
          

          
   

 (b .[a,b] تدفقًا �سحيحًا با�ستخدام اأوزان في الفترة  G يملك
 (c .[a,b] تدفقًا قيمته عدد حقيقي با�ستخدام اأوزان في الفترة  G  يملك

 .Cm ∨ K2 و Cm ∨ 2K2 و Cm ∨ K1 34.3.7. )*( جد غطاءات مزدوجة حلقية للبيانات
35.3.7. جد الغطاءات المزدوجة الحلقية باأقل عدد من الحلقات لكل بيان ب�سيط منتظم من الدرجة 3 على 6 روؤو�س. 
لي�ست جميعها حلقات  والذي عنا�سره  له  ا  بيتر�سون. جد غطاءً مزدوجًا حلقيًّ بيان   G ليكن   )-*( .36.3.7
 G ِخما�سية. وجد غطاءً مزدوجًا له كذلك يتكون من عوامل ذات الدرجة 1. )م�ساعدة: خذ في الح�سبان ر�سمًا لـ
يملك حلقة خارجية على 9 روؤو�س(. )تعليق: لقد خمن فلكر�سون Fulkerson( [1971]) اأن كل بيان مكعب يخلو 

من الج�سور يملك غطاءً مزدوجًا يتكون من 6 مواءمات تامة(. 
الأقل.  على  �سلعين  في  ت�ستركا  اأن  يجب  بيتر�سون  بيان  في  روؤو�س   6 على  حلقتين  اأي  اأن  اأثبت   )*(  .37.3.7
واإ�ستنتج اأن بيان بيتر�سون الذي ل يملك CDC يتكون من خم�س حلقات على 6 روؤو�س. ا�ستخدم هذا والتمرين 

 )C.Q. Zhang( .يتكون من حلقات زوجية CDC 20.3.7 لت�ستنتج اأن بيان بيتر�سون الذي ل يملك
اأمكن توجيه حلقاته كحلقات  اإذا   )orientable( للتوجيه قابلًا  ا  38.3.7. )*!( يكون غطاءً مزدوجًا حلقيًّ
موجهة بحيث يكون كل �سلع محتوى في حلقتين، فاإن الحلقتين اللتين تحويانه يجتازانه في اتجاهين متعاك�سين. 

 :v لكل راأ�س d 
- (v) = d 

+ (v) ا اإذا كان ويكون البيان الموجه زوجيًّ
 (aعلى ال�سكل f اأثبت اأنه يمكن التعبير عن .)D، f( غير �سالب k يملك تدفقًا من الدرجة G افتر�س اأن

)k م�ساعدة: ا�ستخدم ال�ستقراء على( .G هو تدفق غير �سالب الدرجة 2 على )D,fi( حيث اإن كل ،∑k - 1
i = 1 fi

 )Little – Tutte – Younger [1988](
 (b بيانًا موجهًا k - 1 ِهو التحاد لـ D اإذا وفقط اإذا كان k موجبًا من الدرجة)D,f(  تدفقًا G يملك بيان

.)Little – Tutte – Younger [1988]( منها f (e) بال�سبط في D في e زوجيًّا بحيث يظهر كل �سلع
 (c ًيملك غطاء G يملك تدفقًا من الدرجة 3 لي�س �سفرًا في اأي مكان اإذا وفقط اإذا كان G اأثبت اأن بيانًا 

.)Tutte [1949]( لًا ثلاثة بيانات جزئية زوجية مزدوجًا حلقيًّا قابلًا للتوجيه، ومُ�سَكِّ
 CDC ا يملك لًا من اأربعة بيانات جزئية زوجية. اأثبت اأن G اأي�سً 39.3.7. )*( ليكن G بيانًا يملك CDC مُ�سَكَّ

لًا من ثلاثة بيانات جزئية زوجية. )م�ساعدة: ا�ستخدم الفروقات التماثلية(.  مُ�سَكَّ
ا 20، لكن الطول  40.3.7. )*( في بيان بيتر�سون، اأثبت اأن الحل لم�ساألة �ساعي البريد ال�سيني يملك طولً كليًّ

الكلي الأ�سغر للحلقات التي تغطي بيان بيتر�سون هو 21. 
41.3.7. )*( لتكن M مواءمة تامة في بيان بيتر�سون. اأثبت عدم وجود قائمة من الحلقات في بيان بيتر�سون 
حيث اإنها معًا تغطي كل �سلع في M بال�سبط مرتين في حين تغطي الأ�سلاع الأخرى جميعها مرة واحدة بال�سبط. 

 .)Seymour [1979b], Itai- Rodeh [1978](
ا غطائيًّا )بمعنى، حلّ اأمثل لم�ساألة �ساعي البريد ال�سيني( يتفكك اإلى  42.3.7. )*( ليكن G بيانًا يحوي ممرًّ
حلقات. اأثبت اأن G يملك غطاءً حلقيًّا طوله الكلي e(G) + n(G) - 1 على الأكثر. وحدد الطول الأ�سغر لغطاء 

حلقي لـِ K3،t بدللة عدد كل من الأ�سلاع و الروؤو�س. 
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