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الفصل السادس

)Planar Graphs( البيانـات المستوية

)Embeding and Euler's Formula(  1.6. المتضمنات وصيغة أويلر
تُعدُّ نظرية البيان )الطبوغرافية( وبح�صب فهم الكثيرين وت�صورهم درا�صة لت�صميم البيانات. ويعزى 
الحافز )الدافع( الأولي لهذا الفهم اإلى م�صاألة الألوان الأربعة ال�صهيرة ، وهي: هل يمكن تلوين كلّ خارطة 
األوان المناطق التي بينها حدود م�صتركة مختلفة؟ وفيما بعد،  األوان بحيث تكون  باأربعة  على الكرة الأر�صية 
ا�صتملت الحوافز على ت�صميم )الدارات: Ciccuits( اأو الحلقات على رقاقات ال�صليكون. اإن تقاطع الأ�صلاك 

ي�صبب بع�ض الم�صاكل في الت�صميمات. لذا، ن�صاأل: ما الدارات التي لها ت�صميمات دون تقاطعات؟

)Drawings in the plane( الرُّسوم في المستوى
.(Dudeney [1917]) م�صكلة الذكاء الآتية قديمة قِدم ددني

1.1.6. مثال: غاز، ماء، كهرباء. افتر�ض اأن A، و B، و C ثلاثة اأعداء يعي�صون بين الأ�صجار. ونريد اأن نجد 
م�صارات لكلّ منهم لكي ت�صله منفعة من المنافع الثلاثة وهي عادة؛ الغاز والماء والكهرباء.ومن اأجل تجنب 
المواجهة بينهم؛ فاإننا نرغب في اإيجاد م�صارات لهم ل تتقاطع.وال�صوؤال هو: هل يمكن عمل ذلك؟ لحظ اأن 
هذه الم�صاألة تعني: هل يمكن ر�صم K3,3 في الم�صتوى دون تقاطعات بين اأ�صلاعه؟ �صنثبت اأنَّ هذا غير ممكن. ■ 

A

W E
C

G B

ت�صتند التعليلات والحجج التي تقال عن ر�صم البيانات في الم�صتوى اإلى حقيقة اأن كلّ منحنى مغلق يف�صل 
الم�صتوى اإلى منطقتين )داخل المنحنى وخارجه(. وفي نظرية البيانات الأولية، يُعدُّ هذا الأمر حقيقة حد�صية 
التعليلات دقيقة لنظرية  نناق�ض طريقًا لجعل  اأن  ا. قبل  التوبولوجية �صعبة جدًّ التفا�صيل  بها، ولكن  م�صلمًا 
ح بطريقة غير ر�صمية كيفية ا�صتخدام هذه النتيجة لإثبات ا�صتحالة �صوية بع�ض البيانات )اأي  البيان، �صنو�صّ

ا�صتحالة ر�صم هذه البيانات في الم�صتوى دون تقاطع اأ�صلاعها(.
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الفصل 6     البيانات المستوية234

2.1.6. ق�ضية: ل يمكن ر�صم K5 و K3,3 دون تقاطعات.

الإثبات: خذ في الح�صبان ر�صمًا للبيان K5 اأو K3,3 في الم�صتوى. افتر�ض اأنَّ C حلقة مولدة، اإذا كان الر�صم 
ل يحوي اأ�صلاعًا متقاطعة، فاإن C تمثِّل منحنى مغلقًا، ويجب اأن تُر�صم اأوتار C داخل هذا المنحنى اأو خارجه.
وعندما  والفردي،  الزوجي  بين  متناوبًا  روؤو�صهما  ترتيب  كان  اإذا  يتعار�صان  وترين  هناك  اأن  لحظ 

.C والثاني خارج ،C يتعار�ض وتران، ن�صتطيع ر�صم اأحدهما فقط داخل
تحتوي الحلقة ال�صدا�صية في K3,3 على ثلاثة اأوتار متعار�صة، وبا�صتطاعتنا و�صع وترين على الأكثر؛ الأول 
داخلها والآخر خارجها. لذا، ي�صتحيل اإتمام عملية طمر K3,3 في الم�صتوى. والآن، اإذا كانت C حلقة خما�صية 
في K5، فاإنه يوجد وتران على الأكثر داخل C، ووتران اآخران خارجها.وبما اأنه يوجد خم�صة اأوتار، فاإن اإتمام 
 ■   . عملية طمر K5 في الم�صتوى غير ممكنة. لذا، فاإن كلاًّ من هذين البيانين بيانٌ غير �صويٍّ

لحظ اأننا نحتاج اإلى مفهوم وا�صح ودقيق عن الر�صم. لقد ا�صتخدمنا المنحنيات للتدليل على الأ�صلاع. 
ب  اإن ا�صتخدام المنحنيات التي ت�صكلها القطع الم�صتقيمة يجنبنا ال�صعوبات التوبولوجية. واأن هذه القطع تُقرِّ

ا؛ حيث اإن العين المجردة ل تلحظ الفرق. اأي منحنى بدرجة كبيرة جدًّ

3.1.6. تعريف: يعرّف المنحنى على اأنه مدى دالة مت�صلة من [0.1] اإلى ℝ2. ويعرف منحنى الم�صلع على اأنه 
منحنى مكوّن من عدد منتهٍ من القطع الم�صتقيمة. ويُ�صمّى بالمنحنى الم�صلع من u اإلى v اإذا بداأ عند u وانتهى 

 .v عند
فة على V (G) ∪ E (G) بحيث تحدد لكلّ راأ�ض v نقطة f(v) في الم�صتوى،  اإن ر�صم البيان هو دالة f معرَّ
وتحدد لكلّ �صلع طرفيه u و v منحنى من f(u) اإلى f(v). اإن �صور الروؤو�ض تكون مختلفة، واأن اأي نقطة على 

. تكون نقطة تقاطع اإذا لم تكُ راأ�صًا م�صتركًا. ( )  ( )f e f e ’ ال�صكل 
من ال�صائع ا�صتعمال ال�صم نف�صه للبيان G، اأو لر�صم معين للبيان G مع الأخذ في الح�صبان ت�صمية النقاط 
والمنحنيات بالروؤو�ض والأ�صلاع للبيان G. وبما اأن علاقة النقاط الطرفية بين النقاط والمنحنيات هي نف�صها علاقة 

.G الوقوع بين الروؤو�ض والأ�صلاع، فيمكن روؤية ر�صم البيان على اأنه اأحد عنا�صر �صفّ التَّ�صاكل الذي يحوي
وبتحريك الأ�صلاع قليلًا، ن�صتطيع التاأكيد على عدم ا�صتراك ثلاثة اأ�صلاع بنقطة داخلية، واأن اأي �صلع 
ل يحوي روؤو�صًا عدا طرفيه، وكذلك عدم وجود �صلعين متما�صين. اإذا تقاطع �صلعان اأكثر من مرة، فن�صتطيع 
تعديلهما كما في ال�صكل اأدناه لتقليل عدد التقاطعات بينهما. لذا، فاإننا ن�صترط كذلك اأن ال�صلعين يتقاطعان 

مرة واحدة على الأكثر، و�صنلزم اأنف�صنا بالتعامل مع ر�صوم تحقق هذه الخوا�ض. 

HE_Graph_CH06_7th_Draft_01.indd   234 2/16/2014   10:41:45 AM



235 المتضمنات وصيغة أويلر  1.6

4.1.6. تعريف: نقول: اإنَّ البيانَ �صويٌّ اإذا وُجد له ر�صمٌ في الم�صتوى دون تقاطعات بين اأ�صلاعه ويُ�صمّى مثل 
ف بيان الم�صتوى على اأنه طمر �صويّ معين لبيان �صويّ. ا للبيان G ونعرِّ هذا الر�صم طمرًا �صويًّ

ونقول: اإن المنحنى مغلق اإذا بداأ في النقطة نف�صها وانتهى بها. ونقول: اإنه ب�صيط، اإذا لم يوجد فيه نقاط 
مكررة اإل في حالة كانت نقطة البداية = نقطة النهاية.

اإنَّ الطّمر ال�صوي للبيان يقطع الم�صتوى اإلى قطع هي موا�صيع اأ�صا�صية للدرا�صة.
 5.1.6. تعريف: المجموعة المفتوحة في الم�صتوى هي مجموعة جزئية U ⊆ ℝ2  بحيث يتحقق اأنه اإذا كانت
ف المنطقة  ا في U. ونعرِّ  p ∈ U، فاإن النقاط جميعها التي تبعد عن p بمقدار قليل تكون موجودة اأي�صً

.u,v ∈ U لكلّ زوج v اإلى u تحوي منحنى م�صلعًا من U على اأنها مجموعة مفتوحة
ف وجوه بيان الم�صتوى على اأنها مناطق اأعظمية من الم�صتوى ل تحوي اأيًّا من النقاط التي ا�صتخدمت  نعرِّ

في الطّمر.
اإنَّ لبيان الم�صتوى G المنتهي وجهًا واحدًا غير محدود )يُ�صمّى كذلك الوجه الخارجي(. وتكون الوجوه 
منف�صلة زوجًا زوجًا. اإن النقطتين p  و q تكونان في الوجه نف�صه اإذا وفقط اإذا وُجِدَ منحنى م�صلع من p اإلى 

q ل يقطع اأيًّا من اأ�صلاع البيان.
اأما  وفي بيان الم�صتوى، تكون كلّ حلقة مطمورة في �صورة منحنى مغلق، وتقع بع�ض الوجوه في داخلها، 
بع�صها الآخر فيقع خارجها، وهذا يعتمد على حقيقة اأن المنحنى المغلق الب�صيط يف�صل الم�صتوى اإلى منطقتين.
وكما اقترحنا، فاإن هذا لي�ض �صعبًا كثيًرا للمنحنيات الم�صلعة. و�صنعر�ض بع�ض تفا�صيل هذه الحالة من 

اأجل تو�صيح كيفية ح�صاب اإمكانية وجود النقطة في الداخل اأو في الخارج.
.(Tverberg [1980] يظهر هذا الإثبات في )تفربرج

اإن   )Restricted Jordan Curve theorem لنظرية منحنى جوردان:  نظرية*. )حالة خا�صة   .6.1.6
اإلى  الم�صتوى  يق�صم  الم�صتقيمة  القطع  منتهٍ من  يتاألف من عدد  الذي   C الب�صيط  المغلق  الم�صلع  منحنى 

وجهين حيث تكون C حدودًا لكلّ منها. 
الإثبات: بما اأنَّ عدد القطع الم�صتقيمة منته، فاإنَّ القطع غير المتقاطعة ل تكون قريبة اعتباطيًّا. لذا، ن�صتطيع 
مغادرة الوجه عندما نقطع C فقط. واإذا تتبعنا C، فاإن النقاط التي تكون موجودة عن يميننا تقع في وجه 
واليمين  للي�صار  دقيق  ي�صارنا. )يوجد معنى جبري  تقع عن  التي  النقاط  اإلى  بالن�صبة  الأمر  واحد، وكذلك 
 C في مكان ما عندما تقترب من C اأولً تقطع xy فاإن القطعة ، y c∈ x ∉ C، وكانت  اإذا كانت  هنا(. 
اإحدى المجموعتين  الوجه نف�صه مع  فاإنها تقع في   ،C فاإن كلّ نقطة ل تقع على  الي�صار. لذا،  اإلى  اليمين  من 

المو�صوفتين اأعلاه على الأقل.
ولإثبات اأنَّ النقاط على كلّ من الي�صار واليمين تقعان في وجوه مختلفة، خذ في الح�صبان اأ�صعة في الم�صتوى. 
ونقول: اإنَّ ال�صعاعَ المنبعثَ من نقطة p رديءٌ اإذا احتوى نقطة طرفية لإحدى القطع الم�صتقيمة في C. وبما اأنَّ 

y c∈ C
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الفصل 6     البيانات المستوية236

اأنَّ عددَ  p وبما  C منتهٍ، فاإن هناك عددًا منتهيًا من الأ�صعة الرديئة المنطلقة من  عددَ القطع الم�صتقيمة في 
القطع منتهٍ، فاإن كلّ �صعاع جيد من p يقطع C عددٌ منته من المرات، وكلّما تغير التجاه، فاإن عدد التقاطعات 
فقط يتغير في اتجاه رديء لحظ اأن نوعية عدد التقاطعات هي نف�صها قبل مثل هذا التجاه وبعده. ونقول: اإن 
 p عددًا زوجيًّا من المرات. وبخلاف ذلك تكون p C نقطة زوجية عندما يقطع ال�صعاع الجيد المنبعث من p

نقطة فردية.

p

اإذا كان لدينا نقطتان x و y في الوجه نف�صه لـ C، فاجعل P هي المنحنى الم�صلع من x اإلى y الذي ل يقطع 
C. وبما اأن C يحوي عددًا منتهيًا من القطع الم�صتقيمة، فاإنه يمكن اإجراء تعديل طفيف على النقاط الطرفية 
للقطع الم�صتقيمة الموجودة في P، بحيث ت�صبح الأ�صعة المارة عبر قطع P جيدة لنقاطها الطرفية. لحظ اأن 
قطعة من P تنتمي اإلى �صعاع ينبعث من اإحدى النقاط الطرفية، ويمر بالطرف الآخر اإ�صافة اإلى اأن لكلّ من 
النقطتين اأ�صعة جيدة في التجاه نف�صه. وبما اأن النقطة الم�صتقيمة ل تقطع C، فاإن للنقطتين النوعية نف�صها. 

لذا، فاإن لكلّ نقطتين في الوجه نف�صه النوعية نف�صها.
وبما اأن النقاط الطرفية لأي قطعة ق�صيرة تقطع C مرة واحدة فقط تمتلك نوعيات مت�صادة، اإذن، يوجد 
وجهان مختلفان، واأن كلاًّ من النقاط الزوجية والفردية ت�صكل الوجهين الخارجي والداخلي على الترتيب.  ■

)Dual Graphs(  ّالبيانات الثَنَوِية
تُعدُّ الخارطة على الم�صتوى اأو على الكرة بيانًا م�صتويًا  فيه المقاطعات هي الوجوه، والروؤو�ض هي الأماكن 
التي تلتقي فيها الحدود. اأمّا الأ�صلاع فهي اأجزاء الحدود التي تربط بين راأ�صين. ون�صمح بالحالة العامة من 
حيث وجود العرى والأ�صلاع المكررة. ون�صتطيع تكوين بيان م�صتوٍ يرتبط ببيان الم�صتوى G حيث يُ�صمّى البيانَ 

.G الثَنَوِي للبيان

7.1.6. تعريف: يعرف البيان الثنوي *G لبيانٍ م�صتوٍ G على اأنه بيان م�صتوٍ ترتبط روؤو�صه بوجوه G )راأ�ض 
في كلّ وجه( وترتبط اأ�صلاع *G باأ�صلاع G على ال�صورة التالية: اإذا كان e �صلعًا في G حيث الوجه X على 
 e* ∈ E(G*) الوجه على الجانب الآخر، فاإن النقاط الطرفية لل�صلع الثنوي Y في حين يكون ،e اأحد جانبي
هما الراأ�صان x و y في *G التي تمثِّل الوجهين X و Y من وجوه G. ف�صلًا عن اأن ترتيب الأ�صلاع التي تقع 

على x ∈ V(G*) في الم�صتوى هو ترتيب الأ�صلاع نف�صه التي تحدّ الوجه X في ممرٍّ حول حدود هذا الوجه. 
اأربعة وجوه ت�صترك باأ�صلاع حدودية زوجًا زوجًا. لذا، فاإن   K4 مثال: يحوي كلّ طمر �صويّ للبيان  .8.1.6

البيان الثنوي للبيان K4 هو ن�صخة اأخرى من K4 نف�صه.
 ولكلّ طمر �صوي للمكعب   Q3  8 روؤو�ض، و12 �صلعًا، و6 وجوه، واأن الوجوه المت�صادة ل ت�صترك بحدود. اإن 

البيان الثّنويّ لهذا البيان هو طمر �صويّ للبيان K2,2,2 الذي له 6 روؤو�ض و 12 �صلعًا و8 وجوه. 
لحظ اأن اإيجاد البيان الثّنويّ لبيان يمكن اأن يُنْتِجَ عرى واأ�صلاعًا مكررة؛ فعلى �صبيل المثال، اجعل G كفّا 
(paw). في ال�صكلّ اأدناه، ر�صمنا الكفَّ بو�صفه بيانًا م�صتويًا بالخط الغامق، في حين رُ�صِمَ البيان الثنوي بالخطوط 
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237 المتضمنات وصيغة أويلر  1.6

العادية المت�صلة، وبما اأن للبيان G اأربعة روؤو�ض، واأربعة اأ�صلاع، ووجهين، فاإنه يوجد للبيان *G  4 وجوه، و4 
 ■ اأ�صلاع، وراأ�صان.  

9.1.6. ملاحظة: 

ح المثال 8.1.6. اأنه يمكن اأن يكون للبيان الثنوي لبيان ب�صيط عرى اأو اأ�صلاع مكررة. حيث اإن �صلع  1( يو�صِّ
القطع في G ي�صبح عروة في *G وذلك لوجود الوجه نف�صه على جانبيه. وتظهر الأ�صلاع المكررة في البيان 

الثنوي في حالة وجود اأكثر من �صلع حدودي م�صترك بين الوجوه المختلفة. 
ن�صع   G X في  ولكلّ وجه  الثنوي هند�صيًّا ب�صورة حذرة.  البيان  التعليلات والحجج و�صفَ  بع�ض  تتطلب   )2
 .G* يحوي راأ�صًا واحدًا من روؤو�ض G للبيان الثنوي داخل هذا الوجه، وبذلك فاإن كلّ وجه من وجوه x راأ�صًا
ونر�صم منحنى من x اإلى نقطة e لكلّ �صلع في حدود X، اإ�صافة اإلى اأن هذه المنحنيات ل تتقاطع، ويلتقي كلّ 
منحنى من هذه المنحنيات بمنحنى اآخر من الجانب الآخر لل�صلع e، وعند النقطة نف�صها لت�صكيل �صلع من 
اأ�صلاع *G، وهذا هو ال�صلع الثنوي الذي يقابل ال�صلع e. ول يوجد اأ�صلاع اأخرى تدخل X. لذا، فاإن *G  بيان 

.G في هذا الت�صميم يقطع �صلعًا واحدًا بال�صبط من اأ�صلاع G* م�صتوى، وكلّ �صلع من
توؤدّي مثل هذه التعليلات اإلى اإثبات اأن *(*G) ي�صاكل G اإذا وفقط اإذا كان G بيانًا مترابطًا )التمرين 
18(. ي�صتخدم الريا�صيون كلمة “ثنوي” عادة في الحالة التي يوؤدي فيها اإجراء العملية مرتين اإلى ا�صتعادة 
■ ال�صيء الأ�صلي الذي نبداأ به.  

لهذين  الثنوية  البيانات  تكون  اأن  ا  جدًّ المحتمل  فمن   ، �صويٍّ لبيان  طمران  لدينا  وُجد  اإذا  مثال:   .10.1.6
يوجد  حالة  كلّ  ففي  لذا،  اأوجه.  ثلاثة  اأدناه  األمو�صحين  الطّمرين  من  لكلّ  ويوجد  مت�صاكلة،  غير  الطّمرين 
للبيان الثنوي لكلّ منهما ثلاثة روؤو�ض. في الطّمر الموجود عن اليمين، لحظ اأن درجة الراأ�ض المرتبط بالوجه 
الخارجي ت�صاوي 4، في حين يخلو البيان الثنوي للطّمر الموجود عن الي�صار من اأي روؤو�ض درجتها ت�صاوي 4. 
�صوي مترابط من  بيان  لكلّ  واحدٌ فقط  وهناك طمرٌ   .3 الدرجة  المترابطة من  البيانات   ول يحدث هذا في 
 ■ الدرجة 3 )انظر التمرين 45.2.8(.  

عندما يكون البيان ال�صوي مترابطًا، فاإن حدود كلّ وجه  ممرّ مغلق، وفي الحالة التي ل يكون فيها البيان 
مترابطًا، فاإنه يوجد اأوجه حدودها مكونة من اأكثر من ممرّ مغلق. 

11.1.6. تعريف: اإن طول الوجه لبيان م�صتوٍ G هو الطول الكلّي للممرات المغلقة التي تحدّ هذا الوجه. 

12.1.6.مثال ينتمي �صلع القطع لحدود وجه واحد فقط، وي�صهم مرتين في طول هذا الوجه. ولكلّ بيان في 
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المثال 10.1.6 ثلاثة وجوه، اأطوالها في الطّمر الموجود عن الي�صار هي: 3،و 6،و 7، اأما اأطوال الوجوه التي 
16 في كلّ حالة، وهذا ي�صكلّ �صعف عدد  9، ومجموع هذه الأطوال ي�صاوي  4، و  3، و  عن اليمين فهي: 
 ■ الأ�صلاع. 

.2 e(G) = ∑ l(Fi) فاإن ،G في بيان Fi يمثّل طول الوجه l (Fi) 13.1.6. ق�ضية: اإذا كان
الإثبات: اإن اأطوال الوجوه هي نف�صها درجات روؤو�ض البيان الثّنوي، وبما اأنّ e (G) = e (G*)، فاإنّ 
 ،G* 2 للبيان الثنوي e (G*) = ∑ dG(x) 2 هي ال�صيغة نف�صها لجمع الدرجات e(G) = ∑ l (Fi) العبارة
)اإن كلاًّ من المجموعتين تح�صب �صعف عدد الأ�صلاع(.  ■ 

ح الق�صيّة 13.1.6. اأنّ العبارات المتعلقة ببيانات الم�صتوى المترابطة ت�صبح عبارات عن البيان الثنوي  تو�صّ
من خلال تبديل الأدوار بين الروؤو�ض والأوجه؛ لأنّ الأ�صلاع التي تقع على راأ�ض معين ت�صبح اأ�صلاعًا حدودية 

لوجه والعك�ض بالعك�ض. لذا، فاإن اأطوال الوجوه ودرجات الروؤو�ض تتبادل الأدوار.
اللوني  العدد  واأن   .G لوجوه  م�صتركة  حدودًا   G* اأ�صلاع  وتمثِّل   .G* تلوين  تف�صير  كذلك  ويمكننا 
فاإن مترابطًا،  بيانًا   G كان  اإذا  اأنه  وبما  فعليًّا.  تلوينًا   G اأوجه  لتلوين  اللازمة  الألوان  عدد  ي�صاوي   G*  لـ 

 G = *(*G). وهذا يعني اأن اأربعة األوان تكفي لإعطاء تلوين فعليّ لكلّ خارطة م�صتوى اإذا وفقط اإذا كان 
العدد اللونّي لأيّ بيان م�صتوٍ ي�صاوي 4 على الأكثر. 

وتن�ضّ نظرية منحنى جوردان على اأنّ كلّ بيان ب�صيط مغلق يعطي قطعًا بين داخله وخارجه. لحظ اأن 
مبداأ الثنوية بين منحنى وقطع ي�صبح مبداأ ثنوية بين الحلقات والروابط وذلك فيما يخ�ض بيانات الم�صتوى.

14.1.6. نظرية: اإذا كان G بيانًا م�صتويًا، فاإن مجموعة من اأ�صلاعه ت�صكّلُ حلقة في G اإذا وفقط اإذا كانت 
 .G* الأ�صلاع الثنوية المرتبطة بهذه الأ�صلاع ت�صكل رابطة في

الإثبات: افتر�ض اأن D ⊆ E(G). اإذا خلت D من الحلقات في G، فاإن D ل تحيط باأي منطقة، لذا يمكن 
الو�صول اإلى وجه G غير المحدود من اأي وجه اآخر دون اأن نقطع D. لذلك، فاإن *G*-D يكون مترابطًا، واأن 

*D ل تحوي �صلع قطع. 
اإذا كانت D مجموعة اأ�صلاع حلقة في G، فاإن مجموعة الأ�صلاع D* ⊆ E(G*) المناظرة لأ�صلاع D في 
*G تحوي الأ�صلاع الثنوية جميعها التي تربط بين كلّ من الوجوه الموجودة داخل D وخارجها )ت�صمن نظرية 

منحنى جوردان وجود �صلع واحد على الأقل لكلّ حالة(. لذا، فاإن *D تحوي قطعًا �صلعيًّا.
ا اأو اأكثر. لذا، فاإن *D هي اأ�صغر قطع �صلعي اإذا  اإذا حَوَت D حلقة اأو اأكثر، فاإن *D تحوي قطعًا �صلعيًّ
  ■ وفقط اإذا كانت D حلقة. 

w*

v

D

*

w*

v

D

*

توؤدي الملاحظة الآتية اإلى اإثبات ا�صتقرائيٍّ للنظرية 14.1.6 )التمرين 19(.

*

HE_Graph_CH06_7th_Draft_01.indd   238 2/16/2014   10:41:46 AM



239 المتضمنات وصيغة أويلر  1.6

15.1.6. ملاحظة: لحظ اأنَّ حذف �صلع )ل يمثل �صلع قطع( من G له الأثر نف�صه لتقلي�ض اأحد اأ�صلاع 
*G، لأن هناك وجهين يتداخلان لإعطاء وجه واحد. واأنَّ تقلي�ض �صلع لي�ض عروة في G له الأثر نف�صه لحذف 
�صلع في *G. وتجد في البيان المو�صح في ال�صكل اأدناه اأنَّ G هو البيان الموجود في الو�صط، وG - e  عن الي�صار، 

و G.e عن اليمين.
لحظ اأنه من اأجل المحافظة على الثنوية، فاإننا نُبقى على الأ�صلاع المكررة والعرى التي تنتج عن تقلي�ض 

اأ�صلاع البيانات الم�صتوية.

e

 ت�صمح لنا الحدود بتو�صيف البيانات الم�صتوية الثنائية الفرع. ويمكن برهنة هذا التو�صيف بال�صتقراء.
 )التمرين 20(.

 .G ٍ16.1.6. نظرية: العبارات الآتية متكافئة وذلك لبيانٍ م�صتو
 (a.ثنائيُّ الفرع G
 (b . طولُ كلّ وجه من اأوجه G عددٌ زوجيٌّ
 (c .بيانٌ اأويلري G* ُّالبيانُ الثنوي

الإثبات: A ⇒ B. تتكون حدود اأي وجه من ممرات مغلقة. وكلّ ممر مغلق فردي يحوي حلقة فردية، لذا 
تكون م�صاهماتُ الوجوه جميعُها في الطول زوجيةً في بيان م�صتوٍ ثنائيّ الفرع. 

B ⇒ A. افتر�ض اأن C حلقة في G، وبما اأن G يخلو من التقاطعات، فاإنها بيان ب�صيط مغلق. اجعل F هي 
المنطقة التي حدودها C. لذا، فاإن كلّ منطقة في G اإما اأن تكون كاملة داخل F اأو كاملةً خارجها. واإذا جمعنا 
. ويح�صب  اأطوال وجوه المناطق الموجودة داخل F، فاإننا نح�صل على عدد زوجي؛ لأنَّ طولَ كلّ وجه عددٌ زوجيٌّ
هذا المجموع كلّ �صلع من اأ�صلاع C مرة واحدة، وكذلك يح�صب كلّ �صلع داخل F مرتين لأن كلّ �صلع من هذه 

الأ�صلاع ينتمي مرتين اإلى وجوه F. لذا، فاإن نوعية طول C هي نوعية كامل المجموع نف�صه، وهي زوجية. 
■   .G مترابط، ودرجات روؤو�صه هي اأطوال اأوجه G* البيان الثنوي .B ⇒ C

C

البيانات  �صفوف  لبع�ض  الإجابة  �صهلة  تكون  العامة  ة  ويَّ ال�صَّ بالبيانات  المتعلقة  الأ�صئلة  من  العديد  اإن 
الخا�صة. 

17.1.6. تعريف: نقول: اإن البيان �صوي خارجي اإذا وُجد له طمر بحيث يقع كلّ راأ�ض من روؤو�صه على حدود 
ف بيان الم�صتوى الخارجي على اأنه طمر لبيان �صوي خارجي.  الوجه غير المحدود. ونعرِّ
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اإن البيان الموجود في المثال 10.1.6 هو �صوي خارجي، ولكننا نحتاج اإلى طمر اآخر لإثبات ذلك. 
18.1.6. ق�ضية: اإن حدود الوجه الخارجي لبيان م�صتوٍ خارجي مترابط من الدرجة 2 هي حلقة مولدة. 

الإثبات: تحوي هذه الحدودُ الروؤو�ضَ جميعها. فاإِذا كانت حلقة، فاإنها تمر عبر اأحد الروؤو�ض اأكثر من مرة، 
و�صيكون مثل هذا الراأ�ض راأ�ض قطع. 

19.1.6. ق�ضية:  K4 و K2,3 بياناتٌ �صويّةٌ ولي�صت �صويّة خارجيّة. 

الإثبات: لإثبات اأن هذه البيانات لي�صت �صوية خارجية، لحظ اأنها مترابطة من الدرجة 2. لذا، فاإن الطّمر 
في م�صتوى خارجي يتطلب وجود حلقة مولدة، ول توجد حلقة مولدة لـ K2,3؛ لأن طولها �صي�صاوي 5 في بيان 

ثنائي الفرع اإن وُجدت. 
توجد حلقة مولدة في K4، ولكن النقاط الطرفية لل�صلعين الباقيين تتناوب على هذه الحلقة. لذا، فاإن 
هذين الوترين يتعار�صان، ول يمكن ر�صمهما معًا داخل هذه الحلقة. بالإ�صافة اإلى اأن ر�صم وتر خارجي يف�صل 
■ راأ�صًا عن الوجه الخارجي.  

20.1.6. ق�ضية: يوجد لكلّ بيان �صوي خارجي ب�صيط راأ�ضٌ درجته ت�صاوي 2 على الأكثر. 
الإثبات: يكفي اأن نبرهن النتيجة للبيانات المترابطة. ن�صتخدم ال�صتقراء على n(G). عندما 

n(G) ≤ 3، فاإن درجة كلّ راأ�ض ت�صاوي 2 على الأكثر. لذا، افتر�ض اأن n(G) ≥ 4. �صنبرهن عبارة اأقوى 
 .G وهي وجود راأ�صين غير متجاورين درجة كلّ منهما ت�صاوي 2 على الأكثر للبيان

اإذا كان n(G) > 4 ، فيوجد لـ G راأ�ض قطع x. لذا، فاإن لكلّ فلقة -{x} من G راأ�صًا درجته ت�صاوي 2 
.G وهذان الراأ�صان غير متجاورين في ،x على الأكثر، وهذا الراأ�ض مختلف عن

 G من الأوتار، فاإن C واإذا خلت .C مترابطًا من الدرجة 2، فاإن حدود الوجه الخارجي هي حلقة G اإذا كان
منتظم من الدرجة 2. واإذا كان xy وترًا في C، فاإن كلّ مجموعة من مجموعتي روؤو�ض الم�صارين من x اإلى y تولد بيانًا 
 z جزئيًّا �صويًّا خارجيًّا. وبا�صتخدام فر�صية ال�صتقراء، فاإن هذه البيانات الجزئية H و 'H تحوي الراأ�صين z و́ 
درجة كلّ منهما ت�صاوي 2 على الأكثر، وهذان الراأ�صان ل ينتميان اإلى المجموعة {x,y} )هذا ي�صمل الحالة عندما 
 يكون H اأو ′H م�صاويًا للبيان K3(. وبما اأنه ل يوجد اأي وتر من C يمكن ر�صمه خارجه، اأو يمكن اأن يقطع xy، فاإن
 ■  ′z ↮ z . لذا، فاإن z و 'z هما زوج الروؤو�ض المن�صود.  

zz

x
x

‘H ‘H

y
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)Euler's Formula( صيغة أويلر
ة  ويَّ ال�صَّ البيانات  روؤو�ض  بين  تربط  التي  الرئي�صة  الح�صاب  اأداة   (n - e + f = 2) اأويلر  �صيغة  تُعدُّ 

واأ�صلاعها واأوجهها. 
21.1.6. نظرية: (Euler [1758]) افتر�ض اأن G بيان م�صتو مترابط، وكانت n هي عدد روؤو�صه، و e عدد 

.n-e + f = 2 عدد الوجوه فيه، فاإن f اأ�صلاعه، و
الإثبات: ن�صتخدم ال�صتقراء على n. اإذا كان(G:)n = 1 باقة من العرى يمثل كلّ منها منحنى مغلقًا في 
 الطّمر. اإذا كانت e = 0، فاإن f = 1  وتتحقق ال�صيغة. فكلّ عروة مُ�صافة تمرّ خلال وجه وتقطعه لوجهين 
)هذا يتبع من نظرية منحنى جوردان(. فهذا يزيد من عدد الأ�صلاع وعدد الوجوه بمقدار 1. وبذلك  

ت�صمد المعادلة وت�صبح �صحيحة عندما تكون n = 1 لأي عدد من الأ�صلاع. 
عندما تتحقق  ال�صيغة  فاإن  لذا،  منهما.  لكلّ   1 بمقدار  والأوجه  الأ�صلاع  من  كلّ  عدد  يو�صّع  هذا   اإن 

n = 1 بغ�ض النظر عن عدد الأ�صلاع. الآن، افتر�ض اأن n > 1، وبما اأن G مترابط، فباإمكاننا اأن نجد �صلعًا 
 e' من الروؤو�ض، و n' له G'  ٍبحيث ل يكون هذا ال�صلع عروة. وبتقلي�ض هذا ال�صلع؛ نح�صل على بيان م�صتو
اأنق�صنا الحدود فقط(،  ' f من الوجوه. لحظ اأن تقلي�ض ال�صلع ل يغير عدد الوجوه )لقد  من الأ�صلاع، و 
e' = e - 1 و f ' = f وبتطبيق  ولكنه يغير عدد كلّ من الأ�صلاع والروؤو�ض بمقدار 1. لذا، فاإن n' = n - 1، و

فر�صية ال�صتقراء، نجد اأن:
  ■                         n - e + f = n' + 1 - (e' + 1) + f ' = n' - e' f ' = 2                     

n > 1n = 1

22.1.6. ملاحظة: 
ة لبيان مترابط G عددَ الأوجه نف�صه. وعلى الرّغم  ويَّ ن�صتنتج من �صيغة اأويلر اأن لكلّ الطمورات ال�صَّ  (1
من اأن البيان الثنوي قد يعتمد على الطّمر الذي تم اختياره للبيان G، اإل اأن عدد الروؤو�ض ل يبقى هو نف�صه. 

اإن �صيغة اأويلر اأعلاه تف�صل في حالة البيانات غير المترابطة.   (2
G تنتج بيانًا م�صتويًا مترابطًا دون تغيير  للبيان  k - 1 �صلعًا  اإ�صافة  k G مركبة، فاإن  اإذا كان لبيان 
 n-e+f = k + 1  مركبة لت�صبح k عدد الأوجه. لذا، ن�صتطيع تعميم �صيغة اأويلر لبيانات الم�صتوى التي لها 
  ■ )فعلى �صبيل المثال، خذْ في الح�صبان البيانَ الذي له n من الروؤو�ض ويخلو من الأ�صلاع(. 
يوجد ل�صيغة اأويلر العديد من التطبيقات، وعلى وجه الخ�صو�ض بيانات الم�صتوى الب�صيطة حيث لكلّ وجه 

طول ي�صاوي 3 على الأقل.
 .e(G) ≥ 3n(G) -6 بيانًا م�صتويًا ب�صيطًا له ثلاثة روؤو�ض على الأقل، فاإن G 23.1.6. نظرية: اإذا كان

 .e(G) ≤ 2n(G) -4 يخلو من المثلثات، فاإن G وكذلك اإذا كان
�صيغة  اأن  لحظ  اأ�صلاع.  اإ�صافة  ت�صتطيع  ذلك  وبخلاف  المترابطة،  البيانات  مع  نتعامل  اأن  يكفي  الإثبات: 
 .13.1.6 الق�صية  تعطينا   .f من  التخل�ض  فيها  ن�صتطيع  التي  الحالة  في   e(G) و   n(G) بين  تربط  اأويلر 
 {fi} (n(G) ≥ 3). وبجعل  اأ�صلاع  الأقل ثلاثة  بيان ب�صيط تحوي على  اإن كلّ حدود وجه في   .f و   e متباينة بين 
 تمثِّل قائمة اأطوال الوجوه، فاإننا نح�صل على اأن  2e = Σ fi ≥ 3f، وبالتعوي�ض ب�صيغة اأويلر، نح�صل على اأن

.e ≤ 3n - 6
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اأن نجد  الحالة،  هذه  وفي  الأقل.  على   4 ي�صاوي  وجه  كلّ  طول  فاإن  المثلثات،  من   G البيان  خلال   اإذا 
 .e ≤ 2n-4 2. وبا�صتخدام هذا ب�صيغة اأويلر نجد اأن e = Σ fi ≥ 4 f 

 e = 10 > 9 = نجد اأن K5 تتبع مبا�صرة من النظرية 23.1.6. فللبيان K3,3 و K5 24.1.6. مثال: اإن عدم �صوية
3n-6، وللبيان K3,3 الذي يخلو من المثلثات، نجد اأن e=9 > 8 = 2n-4. لذا، فاإن لهذه البيانات عددًا كبيًرا 
■ من الأ�صلاع مما يوؤدي اإلى ا�صتحالة �صويتها.  

اأنه بيان �صوي ولي�ض بيانًا جزئيًا مولدًا لبيان اآخر،  ف البيان ال�صوي الأعظمي على  25.1.6. تعريف: نعرِّ
علاوة على اأن البيان المثلثاتي هو بيان الم�صتوى الب�صيط الذي تحيط حلقة ثلاثية بكلّ وجه من اأوجهه. 

26.1.6. ق�ضية: اإذا كان G بيانًا م�صتويًا ب�صيطًا له n من الروؤو�ض، فاإن العبارات الآتية تكون متكافئة: 
يوجد لـ 3n-6 G �صلعًا.  (A

بيان مثلثاتي.   (B
بيان م�صتوى اأعظمي.   (C

الإثبات: A ⇔ B. بما اأن G بيان م�صتوٍ ب�صيط، فاإن الإثبات 23.1.6. يو�صح اأن وجود  3n-6 �صلعًا يكافئ 
العبارة 2e = 3f، والتي تحدث فقط عندما يكون كلّ وجه محاط بحلقة ثلاثية. 

B ⇔ C. يوجد وجه طوله اأطول من حلقة ثلاثية اإذا وفقط اإذا وُجدت طريقة لإ�صافة �صلع اإلى الر�صم 
 ■ والح�صول على بيان م�صتوٍ ب�صيط اأكبر من البيان الموجود.  

27.1.6. ملاحظة: ينطمر البيان في الم�صتوى اإذا وفقط اإذا انطمر على كُرَة. اإذا اأعُطينا طمرًا على كرة، 
فباإمكاننا خرق هذه الكرة داخل وجه، واإ�صقاط هذا الطّمر على م�صتوى مما�ض للكرة عند النقطة الم�صادة 
لنقطة الخرق. اإن هذا يعطينا طمرًا �صويًّا ي�صبح فيه الوجه المخروق هو الوجه غير المحدود في الم�صتوى. وهذه 

العملية قابلة للعك�ض. 
28.1.6. تطبيق. متعدد ال�صطوح المنتظم. بطريقة غير ر�صمية، نفكر في متعدد ال�صطوح المنتظم على اأنه 
مج�صم حدوده موؤلفة من م�صلعات منتظمة لها الطول نف�صه، ولها عدد الوجوه نف�صه التي تلتقي عند كلّ راأ�ض. 
عندما نمدد الم�صطح على كرة، ثمَّ ن�صع الر�صم في الم�صتوى كما في الملاحظة 27.1.6، فاإننا نح�صل على بيان 

ا يكون بيانًا منتظمًا.  م�صتوٍ منتظم طول اأوجهه مت�صاوية. لذا، فاإن البيان الثنوي اأي�صً
G منتظم  اأن  ا  اأي�صً f . وافتر�ض  اأوجهه  e، وعدد  اأ�صلاعه  n، وعدد  G بيان، عدد روؤو�صه  اأن  افتر�ض 
اأن *G تعطينا  و   G لكلّ من  الدرجات  اإن �صيغة جمع   .l ي�صاوي  k، وطول كلّ وجه من وجوهه  الدرجة   من 

 .kn = 2e = lf 
اأعداد   e و   2 اأن كلاًّ من  . وبما  ( )2 21 2k Le − + = اأويلر، نح�صل على  f في �صيغة  و   n وبالتعوي�ض عن 
، ومنها نجد اأن  2 21 0k L− + > ا. وبذا، نح�صل على اأن  موجبة، فاإن المعامل الآخر يجب اأن يكون موجبًا اأي�صً

 .(k-2) (l-2) <4 2. اإن هذه المتباينة تكافئ المتباينةl+2k > kl اأي اأن  
  

 
    L

 (k-2) )l-2) < الآن .k,l ≥ 3 بما اأن البيان الثنوي لبيان منتظم من الدرجة 2 لي�ض ب�صيطًا، فاإننا نطلب اأن يكون
ا اأن يكون k,l ≤ 5. اإن اأزواج الأعداد ال�صحيحة (k, l) التي تفي بهذه المتطلبات هي:  4 وهذا يتطلب اأي�صً

 (3,3) ، (3,4) ، (3,5) ، (4,3) و (5,3). 

l

HE_Graph_CH06_7th_Draft_01.indd   242 2/16/2014   10:41:47 AM



243 المتضمنات وصيغة أويلر  1.6

واإذا حدّدنا k و l، فاإن هناك طريقة واحدة فقط لر�صم البيان الم�صتوي عندما نبداأ باأي وجه. لذا فهناك 
خم�صة مج�صمات )م�صطحات( اأفلاطونية فقط، كما في القائمة التالية، واحد لكلّ زوج (k,l) يحقق المتطلبات.

fne(k-2) (L-2)lkال�صم

446133الرّباعيّ ال�صّطوح
6812243المكعّب 

8612234الثّماني ال�صّطوح
122030353الثنع�صريّ ال�صّطوح
201230335الع�صرينيّ ال�صّطوح

تمارين 
1.1.6. )-(: اأثبت اأو انق�ض: 

 (a .ا  كلّ بيان جزئيّ لبيان �صويّ يكون �صويًّ
 (b .ّكلّ بيان جزئيّ لبيان غير �صويّ يكون غير �صوي  

2.1.6. )-( اأثبت اأن البيانات الم�صكلة بحذف �صلع واحد من K5 و K3,3 تكون بيانات �صويّة. 

ا.  3.1.6. )-( جد قيم r و s التي تجعل Kr,s �صويًّ

للبيان  �صويّ  ثنويّ  التي يمكن الح�صول عليها كبيان  ة  ويَّ ال�صَّ البيانات  ت�صاكل  4.1.6. )-( جد عدد �صفوف 
الموجود في ال�صكل اأدناه. 

5.1.6. )-( اأثبت العبارة الآتية اأو انق�صها: يوجد راأ�ض قطع للبيان ال�صوي اإذا وفقط اإذا كان الممرُّ المحيط 
باأي وجه حلقةً. 

فُ البيان ال�صوي الخارجي الأعظمي على اأنه بيان �صوي خارجي ب�صيط بحيث ل يكون بيانًا  7.1.6. )-( يُعَرَّ
جزئيًّا مولدًا لبيان �صوي خارجي ب�صيط اأكبر. افتر�ض اأن G بيان �صوي خارجي اأعظمي له ثلاثة روؤو�ض على 

الأقل. اأثبت اأن G مترابط من الدرجة 2.
8.1.6. )-( اأثبت اأنه يوجد راأ�ض درجته ت�صاوي 5 على الأكثر في كلّ بيان �صوي ب�صيط. 

9.1.6. )-( ا�صتخدم النظرية 23.1.6 لتبرهن اأن كلّ بيان ب�صيط �صوي عدد روؤو�صه اأقل من 12 يحوي راأ�صًا 
درجته ت�صاوي 4 على الأكثر. 

10.1.6. )-( اأثبت العبارة الآتية اأو انق�صها: ل يوجد بيان �صوي ثنائي الفرع ب�صيط درجته ال�صغرى ت�صاوي 
4 على الأقل. 

ومنتظم من   2 الدرجة  �صلعيًّا من  *G مترابط  اأن  اأثبت  اأعظمي.  �صوي  بيان   G اأن  افتر�ض   )-( .11.1.6
الدرجة 3.

12.1.6. )-( ار�صم متعددات ال�صّطوح الخم�صة كبيانات �صوية. ثم اأثبت اأنَّ ثُمانيَّ ال�صّطوح هو البيان الثنوي 
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الفصل 6     البيانات المستوية244

للمكعب، واأنَّ الع�صريني هو البيان الثنوي للثنع�صري.
●           ●           ●           ●           ●

ا للبيان في ال�صكل اأدناه.  13.1.6. جدْ طمرًا �صويًّ

14.1.6. اأثبت العبارة الآتية اأو انق�صها: لكلّ n  핅 يوجد بيان �صوي منتظم من الدرجة 4 مترابط وب�صيط 
وله اأكثر من n راأ�صًا. 

15.1.6. ابنِ )جد( بيانًا �صويًّا منتظمًا من الدرجة 3 قطره 3 وله 12 راأ�صًا. )تعليق: اأثبت T.Barcume اأنَّ 
مثل هذا البيان لي�ض له اأكثر من 12 راأ�صًا(. 

16.1.6. افتر�ض اأن F هو البيان الذي يمكن ر�صمه في الم�صتوى على نحو متوا�صل )با�صتمرار( دون المرور على 
اأي �صلع مرة ثانية في اأثناء عملية الر�صم، ومنتهيًا عند نقطة البداية )يمكن اعتبار هذا بيانًا اأويلريًّا(. اأثبت 
اأنه يمكن ر�صم F دون ال�صماح للقلم بقطع مكان رُ�صِمَ �صابقًا. فعلى �صبيل المثال، توجد لل�صكل اأدناه طريقتان 

للر�صم اأو التتبع؛ اأحدهما يقطع نف�صه والآخر ل يقطع نف�صه. 

درجته   2 الدرجة  من  مترابطًا  ب�صيطًا  م�صتويًا  بيانًا   G كان  اإذا  انق�صها:  اأو  الآتية  العبارة  اأثبت   .17.1.6
ال�صغرى 3، فاإن البيان الثنوي *G يكون بيانًا ب�صيطًا. 

18.1.6. ليكن G بيانًا م�صتويًا معطى. ار�صم البيان الثنوي *G بحيث يقطع كلُّ �صلع ثنوي ال�صلعَ المناظر 
له في G، ول يقطع اأيَّ �صلع اآخر.اأثبت ما يلي: 

 (a.مترابط  G*
 (b .G يحوي راأ�صًا واحدًا فقط من روؤو�ض G* مترابطًا، فاإن كلّ وجه لـ G اإذا كان
 (c .مترابطًا G اإذا وفقط اإذا كان (G*)* = G

ها: ت�صكل  19.1.6. افتر�ض اأن G بيانٌ م�صتوٍ. ا�صتخدم ال�صتقراء على e(G) لتبرهن النظرية 14.1.6 التي ن�صُّ
 .G* تُ�صكل رابطة في D* ( )*  E G⊆ المجموعة D ⊆ E(G) حلقة في G اإذا وفقط اإذا كانت المجموعة المناظرة 

قِ الملاحظة 15.1.6.(.  )م�صاعدة: قلِّ�ضْ �صلعًا من اأ�صلاع D، وطبِّ
20.1.6. اأثبت بال�صتقراء على عدد الأوجه اأن البيان الم�صتوي G يكون ثنائي الفرع اإذا وفقط اإذا كان طولُ 

كلّ وجه عددًا زوجيًّا. 
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245 المتضمنات وصيغة أويلر  1.6

21.1.6. )!( اأثبت اأن مجموعة من الأ�صلاع في بيان م�صتوٍ مترابط G ت�صكل �صجرة مولدة لـ G اإذا وفقط 
 .G* ت�صكل �صجرة مولدة لـ G كانت الأ�صلاع الثنوية للاأ�صلاع المتبقية في

الراأ�ض  *G بحذف  عليه من  الذي نح�صل  البيان  G هو  للبيان   (WeaK dual) ال�صعيف  الثنوي  البيان   .22.1.6
الموجود في الوجه غير المحدود من اأوجه G. اأثبت اأن البيان الثنوي ال�صعيف لبيان م�صتوٍ خارجي عبارة عن غابة. 

 D* اإن البيان الثنوي .G توجيه لـ D بيانٌ م�صتو، واأن G 23.1.6. )!( البيانات الم�صتوية الموجهة. افتر�ض اأن
عبارة عن توجيه للبيان *G بحيث اإنه عندما يتم تتبع �صلع من اأ�صلاع D من الذيل اإلى الراأ�ض، فاإن ال�صلع 
الثنوي في *D يقطعه من اليمين اإلى الي�صار. فعلى �صبيل المثال، اإذا كانت الأ�صلاع المت�صلة في البيان اأدناه في 

.D* تكون الأ�صلاع المنقطة في ،G

                . ا�صتنتج 

      
    

            

       

         

            

       

       

            

 

                

      
    

            

       

         

            

       

       

            

 

                

      
    

            

       

         

            

       

       

            

 

                

      
    

            

       

         

            

       

       

            

 

                

      
    

            

       

         

            

       

       

            

 

اأثبت اأنه اإذا كان D مترابطًا بقوة، فلا توجد اأيّ حلقة في  *D، واأن
اأنه اإذا كان D مترابطًا بقوة، فاإنه يوجد لـ G وجه ت�صكل اأ�صلاعه حلقة مع اتجاه عقارب ال�صاعة، كما يوجد 

وجه اآخر ت�صكل اأ�صلاعه حلقة مع عك�ض اتجاه عقارب ال�صاعة. 
24.1.6. )!(. اإثبات بديل ل�صيغة اأويلر: 

 (a اأن كلّ طمر �صوي n(G) للاإثبات بال�صتقراء على )ا�صتخدم المنحنيات الم�صلعة )لي�صت �صيغة اأويلر
ل�صجرة G يحوي وجهًا واحدًا. 

 (b .اأثبت �صيغة اأويلر بال�صتقراء على عدد الحلقات
 25.1.6. )!( اأثبت اأن كلّ بيانٍ م�صتوٍ على n من الروؤو�ض ي�صاكل بيانه الثنوي يجب اأن يحوي 2n-2 �صلعًا. ولكلّ

 n ≥ 4 جد بيانًا م�صتويًا ب�صيطًا على n من الروؤو�ض ي�صاكل بيانه الثنوي. 
26.1.6. لكلّ n ≥ 2، جد اأكبر عدد من الأ�صلاع في بيان خارجي ب�صيط له n من الروؤو�ض باإعطاء ثلاثة براهين 

كالآتي: 
 (a.n بال�صتقراء على
 (b.با�صتخدام �صيغة اأويلر 
 (c .23.1.6 با�صافة راأ�ض في الوجه غير المحدود، وا�صتخدام النظرية

27.1.6. افتر�ض اأن G بيانٌ م�صتوٍ منتظم من الدرجة 3، ومترابط بحيث يقع كلّ راأ�ض من روؤو�صه في وجه 
ا: واحد طوله ي�صاوي 4، وكذلك في وجه واحد طوله 6، وفي وجه واحد طوله 8 اأي�صً

 (a .n(G) حدد عدد الأوجه من كلّ طول بدللة
 (b .G لتحديد عدد اأوجه (a) ا�صتخدم �صيغة اأويلر وفرع

 C وترًا في m ا اأنه تم ر�صم 28.1.6. افتر�ض اأن C منحنى مغلق يحيط بمنطقة محدبة في الم�صتوى، وافتر�ض اأي�صً
اجعل  طرفية.  بنقطة  ي�صتركان  منها  اثنين  اأيّ  يوجد  ول  بنقطة،  ت�صترك  منها  ثلاثة  اأيّ  يوجد  ل  بحيث 
المناطق  وعدد  الم�صتقيمة،  القطع  عدد  اح�صب   p و   m بدللة  تتقاطع.  التي  الأوتار  اأزواج  عدد  ت�صاوي   p

 .(Alexanderson – Wetzel [1977]) C المُ�صكلة داخل 
ا  29.1.6. اأثبت اأن متممة البيان ال�صوي الب�صيط الذي له 11 راأ�صًا على الأقل هي بيان غير �صوي. ابنِ بيانًا �صويًّ
ب�صيطا على ثمانية روؤو�ض بحيث يكون هذا البيان ذاتي التتام (Self Complementary) اأي اأن متممته هي 

البيان نف�صه. 
 G اأثبت اأن عدد اأ�صلاع .k من الروؤو�ض خ�صره ي�صاوي n بيان �صوي ب�صيط على G 30.1.6. )!( افتر�ض اأن

. ) على الأكثر. ا�صتخدم هذا لإثبات اأنَّ بيانَ بيتر�صون بيانٌ غيُر �صويٍّ -2) 
-2

kn
k

ي�صاوي 
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الفصل 6     البيانات المستوية246

31.1.6. افتر�ض اأن G بيانٌ ب�صيطٌ روؤو�صه v1,…,vn، واأ�صلاعه {vivj: |i - j| ≤ 3}. اأثبت اأنَّ G بيانٌ �صويٌّ 
 . اأعظميٌّ

فاإن   ،G* للبيان  S مجموعة ثلاثية فا�صلة  اإذا كانت  اأنه  اأثبت  اأعظمي.  �صويّ  بيان   G اأن  32.1.6. افتر�ض 
 .(chappell) يحوي مركبتين G*-S

ا اأن ni هو عددُ روؤو�ض G التي درجتها ت�صاوي i. اأثبت  33.1.6. )!( افتر�ض اأن G بيان مثلثاتي، وافتر�ض اأي�صً
 .

                

      
    

            

       

         

            

       

       

            

 

اأن
ة الب�صيطة التي درجتها ال�صغرى ت�صاوي 5 بحيث يكون لكلّ  ويَّ 34.1.6. ابنِ عائلة غير منتهية من البيانات ال�صَّ

ل الثنع�صري(.  منها 12 راأ�صًا درجة كلّ منها ت�صاوي 5 )م�صاعدة: عدِّ
ا ب�صيطًا له اأربعة روؤو�ض على الأقل، فيوجد فيه اأربعة روؤو�ض على  35.1.6. )!( اأثبت اأنه اإذا كان G بيانًا �صويًّ
ا ب�صيطًا على n من  الأقل درجة كلّ منها اأقل من 6 لكلّ قيمة من قيم n الزوجية حيث n ≥ 8، جد بيانًا �صويًّ

.(Grünbaum – MotzKin [1963]) ،6 الروؤو�ض له اأربعة روؤو�ض بال�صبط، درجة كلّ منها اأقل من
36.1.6. افتر�ض اأن S مجموعة n من النقاط في الم�صتوى بحيث ت�صاوي الم�صافة بين x و y في الم�صتوى 1 على 
الأقل لكلّ x,y  S. اأثبت اأنه يوجد على الأكثر 3n – 6 زوجًا v,u في S بحيث ت�صاوي الم�صافة في الم�صتوى بين 

 .1v و بال�صبط u
ا له K وجهًا  37.1.6. اإذا اأُعطيتَ اأعدادًا �صحيحة k ≥ 2 و l ≥ 1 بحيث اإن kl عدد زوجي، فابنِ بيانًا �صويًّ

.l بال�صبط، وطول كلّ وجه من هذه الوجوه ي�صاوي

2.6. توصيف البيانات المستوية
ما البيانات التي تنطمر في الم�صتوى؟ لقد برهنّا اأن K5 و K3,3 ل ينطمران. في الحقيقة، اإن هذه البيانات 
نظرية  خلال  من  معطى  التو�صيف  وهذا  ويَّة.  ال�صَّ البيانات  تو�صيف  اإلى  قادت  التي  الحا�صمة  البيانات  هي 
كواراتو�صكي (Theorem KuratowsKi’s ). في اإحدى المرات، وجّه كا�صمير كواراتو�صكي �صوؤال اإلى فرانك 
هراري عن اأ�صل الرمزين K5 و K3,3، فردّ هراري “باأن K في K5 هو الحرف الأول من كا�صمير، واأن K في 

K3,3 هو الحرف الأول من كواراتو�صكي”.
الأ�صلاع بم�صاراتٍ زوجية  ن�صتبدل  باأن  الأ�صلي  البيان  بيان نح�صل عليه من  البيان هو  اأن جزء  تذكر 

منف�صلةً داخليًّا زوجًا زوجًا )التعريف 19.2.5(.

Ka subdivision of 3,3

1.2.6. ق�ضية: اإذا وُجد لبيان G بيان جزئي يمثل تق�صيمًا لـ K5 اأو K3,3، فاإن G بيان غير �صوي. 
�صوية.  K3,3 غير  و   K5 تق�صيمات  اأن  برهنة  يكفي  لذا،  ا.  �صويًّ يكون  �صوي  لبيان  بيان جزئي  كلّ  الإثبات: 
لحظ اأن تق�صيم الأ�صلاع ل يوؤثر في �صوية البيان. كما اأن المنحنيات الم�صتخدمة في طمر لتق�صيم لـ G يمكن 
■ ا�صتخدامها للح�صول على طمر للبيان G والعك�ض �صحيح.  

من الق�صية 1.2.6. نجد اأنَّ خلوَّ البيان من تق�صيمات K5 و K3,3 �صرطٌ �صروريٌّ ليكون البيان �صويًّا. لقد 
.TONCAS اأثبت كواراتو�صكي

Ka subdivision ofجزئية في 3,3
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■ .K3,3 و K5 ا اإذا وفقط اإذا خلا من تق�صيمٍ لـ 2.2.6. نظرية: ( KuratowsKi [1930]). يكون البيان �صويًّ
على  بالتعليق  �صنقوم  ذلك،  وبعد  الجزء.  هذا  من  الأول  الن�صف  في  هدفنا  هي  كواراتو�صكي  نظرية  اإن 
اإ�صافية.  ا، فاإننا نبحث عن طمر �صوي بخوا�ض  G بيانًا �صويًّ ة. وعندما يكون  ويَّ تو�صيفات اأخرى للبيانات ال�صَّ
لقد قام واجنر Wagner [1936] وفاري Fa′ry [1948] و�صتاين Stein [1951] باإثبات اأنه يوجد لكلّ بيان 
فاري  نظرية  با�صم  معروف  وهذا  م�صتقيمة؛  قطع  عن  عبارة  جميعها  الأ�صلاع  فيه  تكون  طمرٌ  ب�صيط   �صوي 

)التمرين 6(. 
اأما فيما يخ�ض البيانات المترابطة من الدرجة 3، ف�صنبرهن خا�صية اأقوى، وهي اأنه يوجد طمرٌ يكون كلّ 

وجه فيه عبارة عن متعدد اأ�صلاع محدب. 

التحضير لنظرية كواراتوسكي 
ة للبيانات.  ويَّ �صوف ن�صتخدم اأ�صماء ق�صيرة للبيانات الجزئية التي تبرهن عدم ال�صَّ

يكون  بحيث   G من  بيان جزئي  اأنه  على   G للبيان  الكواراتو�صكي  البيان الجزئي  ف  نعرِّ تعريف:   .3.2.6
ف البيان غير ال�صوي الأ�صغري على اأنه بيان غير �صوي بحيث يكون اأيُّ بيان  تق�صيما لـ K5 اأو K3,3. ونعرِّ

جزئي فعلي منه بيانًا �صويًّا. 
�صنبرهن اأن البيان غير ال�صوي الأ�صغري الذي لي�ض بيانًا جزئيًّا كواراتو�صكيًّا يجب اأن يكون مترابطًا من 
ا، فاإننا نكون قد  الدرجة 3. واإذا برهنا اأن كلّ بيان مترابط ثلاثي خالٍ من بيان جزئي كواراتو�صكي يكون �صويًّ

اأكملنا اإثبات نظرية كواراتو�صكي.
 F فاإن هناك طمرًا تكون فيه ،G مجموعة اأ�صلاع وجه في طمرٍ �صوي للبيان F 4.2.6. تمهيدية. اإذا كانت

مجموعة اأ�صلاع الوجه غير المحدود.
الإثبات: اأ�صقط الطّمر على الكرة، حيث تبقى مجموعة اأ�صلاع المناطق هي نف�صها، وتكون المناطق جميعها 
 ■  F محدودة. وبعد ذلك، ارجع اإلى الم�صتوى من خلال الإ�صقاط من داخل الوجه الذي تحيط به

5.2.6. تمهيدية. كلّ بيان غير �صوي اأ�صغري يكون مترابطًا من الدرجة 2. 

الإثبات: افتر�ض اأن G بيان غير �صوي اأ�صغري. اإذا كان G غير مترابط، فاإننا نطمر اأحد مركباته 
G1,…,Gk تمثِّل فلق  v، فاجعل  G راأ�ض قطع  لـ  داخل اأحد الوجوه لطمر المركبات الأخرى. واإذا وُجد 
G المعتمدة على v (Lobes – {v}). ومن اأ�صغرية G، نعلم اأن Gi كلّه يكون �صويًّا. وبا�صتخدام التمهيدية 
v على الوجه الخارجي. ونقوم ب�صغط كلّ طمر ليكون موجودًا داخل  4.2.6، ن�صتطيع طمر Gi بحيث يكون 

 .G لنح�صل على طمر للبيان v مورات عند ˚360  عند v، وبعد ذلك ن�صم هذه الطُّ
k

زاوية مقدارها 
.G مجموعة ف�صل بعن�صرين للبيان S = {x,y} 6.2.6. تمهيدية. لتكن

اإذا كان G غير �صوي، فاإن اإ�صافة �صلع xy لفلقة – S من G تعطي بيانًا غير �صوي.
ا،  Hi �صويًّ اإذا كان   .

                

      
    

            

       

         

            

       

       

            

 

G. واجعل  للبيان   S – G1,…, GK هي فلق  اأن  الإثبات: افتر�ض 
فبا�صتخدام التمهيدية 4.2.6 يوجد طمر لـ Hi، بحيث يكون xy على الوجه الخارجي. ولكلّ i > 1 لحظ اأن 
 وذلك بطمر Hi  في وجه يحوي xy على حدوده. بعد ذلك، لحظ 

                        
 
    

 

          

 

                  

 

                        

 

       
    

                        
 
    

 

          

 

                  

 

                        

 

       
    

                        
 
    

 

          

 

                  

 

                        

 

       
    

                        
 
    

 

          

 

                  

 

                        

 

       
هذا ي�صمح لـ Hi اأن يل�صق بطمر لـ     

 ■  .G ا للبيان اأن حذف ال�صلع xy اإذا كان غير موجود في G يعطي طمرًا �صويًّ
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الفصل 6     البيانات المستوية248

اإن التمهيدية التالية ت�صمح لنا بح�صر اهتمامنا بالبيانات المترابطة من الدرجة 3 من اأجل اإثبات نظرية 
كواراتو�صكي. اإن البيان المفتر�ض غير موجود، واإذا وُجد وجب اأن يكون مترابطًا من الدرجة 3.

ويَّة جميعها التي لي�ض  7.2.6. تمهيدية. اإذا كان G بيانًا عدد اأ�صلاعه اأقل ما يمكن من بين البيانات غير ال�صَّ
لها بيانات جزئية كواراتو�صكية، فاإنه مترابط من الدرجة 3. 

الإثبات: اإن حذف �صلع من G ل ينتج بيانًا جزئيًّا كواراتو�صكيًّا في G، وي�صمن الفر�ض اأن حذف �صلع واحد 
ا. لذا، فاإن G بيان غير �صوي اأ�صغري. ومن التمهيدية 5.2.6 نجد اأن G مترابط من  ينتج بيانًا جزئيًّا �صويًّ
 xy غير �صوي، فاإن اتحاد G بما اأن .S = {x,y} مجموعة ف�صل بعن�صرين G الدرجة 2 افتر�ض اأنه يوجد في
مع فلقة – S يكون غير �صوي )التمهيدية 6.2.6(، افتر�ض اأن H هو هذا البيان. بما اأن عدد اأ�صلاع H اأقل 
من عدد اأ�صلاع G، فاإن اأ�صغرية G تجبر وجود بيان جزئي كواراتو�صكي F في H. تظهر F كلّها في G ما عدا 

ال�صلع xy ربما. 
بما اأنَّ S مجموعةُ قطع روؤو�ض �صغرى، فاإن هناك جيرانًا لكلّ من x و y في كلّ فلقة – S. لذا، با�صتطاعتنا 
بيان جزئي  اأجل الح�صول على  اأخرى وذلك من   S – y من خلال فلقة  اإلى   x للم�صار من   F xy في  تغيير 
 G لذا، ل توجد لـ .G وهذا يناق�ض فر�ض عدم وجود بيانات جزئية كواراتو�صكية من ،G  كواراتو�صكي من
■ مجموعة ف�صل بعن�صرين.  

HF

x

y

مورات المحدَّبة الطُّ
لإتمام اإثبات نظرية كواراتو�صكي؛ يكفي برهنة اأن كلّ بيان مترابط من الدرجة 3 وخالٍ من بيان جزئي 
المفيد  من  فاإن  ال�صتقراء،  خطوة  اإثبات  ت�صهيل  اأجل  ومن  ال�صتقراء.  �صن�صتخدم  �صويًّا.  يكون  كواراتو�صكي 

اإثبات نتيجة اأقوى.

8.2.6. تعريف: الطّمر المحدّب لبيان هو طمر �صويّ فيه كلّ وجه محاط بمتعدد اأ�صلاع محدّب.
لقد اأثبت توت (Tutte [1960,1963]) اأنّ لكلّ بيان �صوي مترابط من الدرجة 3 طمرًا محدّبًا. اإن هذا 
بٌ للبيان  اأف�صل ما يمكن الو�صول اإليه بدللة الترابط، وذلك لأنه اإذا كانت n ≥ 4، فاإنه ل يوجد طمرٌ محدَّ

K2,n ال�صوي المترابط من الدرجة 2.

�صنتبع طريقة ثوما�صين (Thomassen) لإثبات نظرية كواراتو�صكي من خلال اإثبات نتيجة توت الأقوى 
المتعلقة بالبيانات المترابطة من الدرجة 3 التي لي�ض لها بيانات جزئية كواراتو�صكية. )هناك اإثبات اآخر لنتيجة 

 .(Kelmans [2000] – توت اأ�صا�صه التفكيكات المقب�صية
ال�صرطيّة  العبارات  لإثبات  النموذج  اإن   .n(G) على  ال�صتقراء  با�صتخدام  هذه  توت  نظرية  �صنبرهن 
بال�صتقراء )الملاحظة 25.3.1( يخبرنا عن التمهيدات التي نحتاج اإليها. اإن فر�صياتنا هنا هي: “مترابط 
 G للبيان  محدب«.  »طمر  هي  المن�صودة  والنتيجة  كواراتو�صكية”،  جزئية  بيانات  له  »ولي�ض   »3 الدرجة  من 
الذي يحقق الفر�صيات، نحتاج اإلى اإيجاد بيان اأ�صغر 'G يحقق هذه الفر�صيات لكي ن�صتطيع تطبيق فر�صية 

ال�صتقراء.
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249 توصيف البيانات المستوية  2.6

ت�صمح لنا التمهيدية الأولى )6. 2. 9( بالح�صول على بيان اأ�صغر'G مترابط من الدرجة 3، عن طريق 
10( اأن 'G يخلو من بيان جزئي كواراتو�صكي؛   .2 ح التمهيدية الثانية )6.  تقلي�ض اأحد اأ�صلاع G. في حين تو�صِّ

اأيْ اأنه يحقق الق�صية الثانية.
.G' من خلال وجود طمر محدّب للبيان G و�صوف يتم اإكمال الإثبات بالح�صول على طمر محدّب للبيان

روؤو�ض  خم�صة  9.2.6. تمهيدية. ( Thomassen [1980]). اإذا كان G بيانًا مترابطًا من الدرجة 3 وله  
على الأقل، فيوجد فيه �صلع e، بحيث اإن G.e مترابط من الدرجة 3.

و   x e طرفاه  �صلعًا  الح�صبان  الق�صوى(. خذ في  )القيم  التطرفية  ومبداأ  التناق�ض  �صن�صتخدم  الإثبات: 
G مترابط من  S. بما اأن  3، فاإنَّ  له مجموعة ف�صل بعن�صري  G.e غير مترابط من الدرجة   y. فاإذا كان 
ه رفيقَ  الدرجة 3، فاإن S يجب اأن تحوي الرّاأ�ض الناتج عن تقلي�ض e. افتر�ض اأنَّ z الرّاأ�ضُ الثاني في S، و�صمِّ

الزوج المتجاور x و y. ولحظ اأن {x,y,z} هي مجموعة ف�صل لـ G بثلاثة عنا�صر.
افتر�ض اأنه ل يوجد في G �صلع بحيث يعطي تقلي�صه بيانًا مترابطًا من الدرجة 3. لذا، فاإن لكلّ زوج متجاور 
رفيقًا. ومن بين اأ�صلاع G، اختر e = xy ورفيقها z بحيث اإن للبيان غير المترابط الناتج G – {x,y.z} مركبة 
 {x,y,z} انظر ال�صكل اأدناه(. بما اأن( G-{x,y,z} مركبة اأخرى من مركبات H' رتبتها اأكبر ما يمكن. اجعل H
مجموعة ف�صل �صغرى، فيوجد لكلّ من x,y,z جارٌ في كلّ من H و 'H. اجعل u جارًا لـ z في ، 'H واجعل v رفيقَ 
 الزوج u,z. ومن تعريف “الرفيق”، نجد اأن G-{z ,u,v} غير مترابط، اأما البيان الجزئي من G المولد من

V(H) ∪ {x,y} فهو مترابط.
اإن حذف v من هذا البيان الجزئي )اإن وُجد فيه( ل يجعل هذا البيان الجزئي غير مترابط، لأنه عندئذٍ 
 G-{z,u,v} مركبات  من  مركبة  في  محتوى 

                

      
    

            

       

         

            

       

       

            

 

-v فاإن   لذا،  مترابط.  غير   G-{z,v} يكون 

   ■   .x,y,zوهذا يناق�ض خيار .H بحيث اإن عدد روؤو�ض هذه المركبة اأكبر من عدد روؤو�ض

uz

x

y H ‘H

الكواراتو�صكية.  الجزئية  البيانات  غياب  على  يحافظ  �صلع  تقلي�ض  اأن  برهنة  اإلى  نحتاج  يلي  وفيما 
ف م�صطلحًا جديدًا وهو روؤو�ض التفريع )التغ�صين( في تق�صيم 'H لـ H الذي ي�صير اإلى الروؤو�ض التي  �صنعرِّ

.H' درجتها ت�صاوي 3 على الأقل في
ا خالٍ من  10.2.6. تمهيدية. اإذا كان G بيانًا خاليًا من البيانات الجزئية الكواراتو�صكية، فاإن G.e اأي�صً

البيانات الجزئية الكواراتو�صكية.
ا يحوي بيانًا جزئيًّا كواراتو�صكيًّا.  اأي�صً  G G.e بيانًا ، فاإن  اإذا حوى  الإثبات: �صنبرهن المكافئ العك�صي: 

 .e = xy الذي نح�صل عليه بتقلي�ض ال�صلع G.e هو راأ�ض z افتر�ض اأن

V
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 z

                

      
    

            

       

         

            

       

       

            

 

اإذا كان z ل ينتمي اإلى H، فاإن H نف�صه يكون بيانًا جزئيًّا كواراتو�صكيًّا من G. واإذا كان 
لكن z لي�ض راأ�ض تفريع لـ H، فاإننا نح�صل على بيان جزئي كواراتو�صكي لـ G من H باأن يحل x اأو y اأو ال�صلع 

 .z محل xy
وبالمثل، اإذا كان z راأ�ض تفريع في H، وكان �صلع واحد على الأكثر يقع على z في H ويقع على x في G، فاإن 

 .G هو راأ�ض التفريع لبيان جزئي كواراتو�صكي في y يطيل هذا الم�صار، ويكون xy اإلى z تمديد
في الحالة المتبقية )المو�صحة اأدناه( يمثِّل H تق�صيمًا لـ K5، و z راأ�ض تفريع، والأ�صلاع الأربعة الواقعة 
على z في H مكونة من �صلعين واقعين على y في G. في هذه الحالة، افتر�ض اأن u1 و u2 هما راأ�صا التفريع في 
v1 واجعل ،G في x من خلال اأ�صلاع واقعة على z الموجودان على الأطراف الأخرى للم�صارات المغادرة لـ H 
و v2 راأ�صي تفريع H الموجودين على الأطراف الأخُرى للم�صارات المغادرة لـ z من خلال اأ�صلاع واقعة على y في 
 y,u1,u2 حيث ،G في K3.3 نح�صل على تق�صيم لـ ،H من v2 اإلى v1 ومن ،u2 اإلى u1 وبحذف الم�صارين من ،G
■ تمثِّل روؤو�ض تفريع لإحدى مجموعتي تجزئة روؤو�صه، اأما x,v1,v2  فتمثِّل روؤو�ض تفريع المجموعة الأخرى. 

u
G

2

u1 v

xy

1
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K subdivision in3,3

u
G
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K subdivision in5 G في 
u

G
2

u1 v

xy

1

v2

K subdivision in3,3

u
G

2

u1 v

z

1

v2

K subdivision in5  من Gتقسيم 
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G
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1

v2

K subdivision in5 تقسيم 

الآن، �صنبرهن نظرية توت. 

3، ول يحوي تق�صيمًا بيانًا مترابطًا من الدرجة   G اإذا كان   (Tutte [1960 , 1963]) :نظرية  .11.2.6 
لـ K5 اأو K3.3، فاإن له طمرًا محدبًا في الم�صتوى، بحيث ل يوجد له ثلاثة روؤو�ض على خط م�صتقيم. 

الإثبات: (Thamassen [1980, 1981]) ن�صتخدم ال�صتقراء على n(G). اإذا كان n(G) ≤ 4، فاإن البيان 
الوحيد المترابط من الدرجة 3 بحيث اإن عدد روؤو�صه ي�صاوي 4 على الأكثر هو K4، والذي يوجد له مثل هذا 

الطّمر.
لذا، افتر�ض اأن n(G) ≥ 5. خذ e �صلعًا في G بحيث اإن G.e مترابط من الدرجة 3، كما هو موؤكد في 
التمهيدية 9.2.6. وليكن z هو الراأ�ض الذي نح�صل عليه بتقلي�ض e. من التمهيدية 10.2.6 نعلم اأن G.e ل 
يحوي بيانًا جزئيًّا كواراتو�صكيًا. ونح�صل من فر�صية ال�صتقراء على طمر محدّب لـ H = G.e بحيث ل 

يوجد اأيُّ ثلاثة روؤو�ض على خط واحد.
في هذا الطّمر، يتحقق اأن للبيان الجزئي الذي نح�صل عليه بحذف الأ�صلاع الواقعة على z وجهًا يحوي 
z )ربما غير محدود(. وبما اأن H - z مترابط من الدرجة 2، فاإن حدود هذا الوجه عبارة عن حلقة C. اإن 
جيران z جميعها تقع على C، وهذه الجيران ربما تكون في G جيرانًا لـ x، اأو y، اأو لكليهما، حيث y,x هما 

 .e الطرفان الأ�صليان لل�صلع
 x x1,…,xn جيرانَ  اجعل  اإلى جيرانها جميعها.   z من  م�صتقيمة  قطعًا  ي�صمل   H لـ  المحدّب  الطّمر  اإن 
فاإننا نح�صل على طمر محدّب  ،Xi+1 اإلى   xi C من  y في جزء  اإذا وقعت جيران   .C ترتيب حلقي على   في 
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لـ G بو�صع x عند z في H، وو�صع y عند نقطة قريبة من z داخل الزاوية الم�صكلة من xxi و xxi+1 كما يظهر في 
 .u,v,w :في ثلاثة جيران هي x مع y ال�صكل الموجود في الحالة 0 اأدناه. واإنْ لم يحدث هذا، فاإما: اأن ي�صترك
 xy مع C ل اأو 2 يوجد لـ y جاران هما: u,v يتناوبان على C مع جاري x هما: xi و xi+1. في الحالة الأولى، ي�صكِّ
 uy v ل مع الم�صارات ومع الأ�صلاع من {x,y} اإلى {u,v,x} تق�صيمات لـ K5. اأما في الحالة الثانية، فاإن C ي�صكِّ
و xi × xi+1 و xy تق�صيمًا لـ K3.3. وبما اأننا نتعامل فقط مع بيانات تخلو من بيانات جزئية كواراتو�صكية، فاإن 

الحالة 0 هي التي يجب اأن تحدث.

uv

x

y
x

Case 2
i

xi

x +i 1

x +i 1

x +i 1

u

v

y
xx
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yy

Case 0 Case 1

w

الحالة 0الحالة 1الحالة 2

ويمكن   .)2.2.6 )النظرية  كواراتو�صكي  نظرية  تعطيان  معًا   11.2.6 والنظرية   7.2.6 التمهيدية  اإن 
كخطوط  �صويّ  طمرٌ  البيان  لهذا  فيوجد   ، �صويٌّ طمرٌ  لبيانٍ  وُجِدَ  اإذا  حدة:  على  فاري  نظرية  على  الح�صول 

م�صتقيمة )التمرين 6(.
خطوط  �صكل  على  �صوي  طمر  على  الح�صول  في  اأكثر  نرغب  فاإننا  الحا�صوب،  تطبيقات  يخ�ض  وفيما 

م�صتقيمة، روؤو�صه تقع عند النقاط ال�صحيحة )النقاط التي اإحداثياتها اأعداد �صحيحة(.
ل�صبكة �صغيرة ن�صبيًّا، اأثبت �صنايدر ( Schnyder [1992]) اأنه يوجد لكلّ بيان �صوي على n من الروؤو�ض 

.

                

      
    

            

       

         

            

       

       

            

 

طمرٌ كخطوط م�صتقيمة، روؤو�صه تقع عند النقاط ال�صحيحة لل�صبكة 
ويَّة، حيث تناولنا بع�صها في التمارين. و�صنقوم بو�صف  لقد تم اإثبات العديد من تو�صيفات البيانات ال�صَّ

تو�صيفين اإ�صافيين.

 H اإذا اأمكن الح�صول على G للبيان (Minor) هو ت�صغير اأو فرع H 12.2.6. *تعريف: نقول: اإن البيان
من G بحذف )بالحذف والتقلي�ض( بع�ض اأ�صلاع G اأو تقلي�صها.

.K5 ت�صغيًرا لبيان بيتر�صون، علمًا باأن هذا البيان ل يحوي تق�صيمًا لـ K5 ُّفعلى �صبيل المثال، يُعَد
*ملاحظة. يمكن اإجراء حذف الأ�صلاع اأو تقلي�صها باأي ترتيب نريده اإذا حافظنا على معرفة   .13.2.6

.”G تُعدُّ »تقلي�صات لبيانات جزئية من G ما يحدث للاأ�صلاع في اأثناء هذه العمليات. لذا، فاإن ت�صغيرات
ا هي ت�صغير لـ G تم الح�صول عليه بحذف اأ�صلاع G غير  اإذا وُجِدَ في G تق�صيم ′H لـ H، فاإن H اأي�صً
اإذا كانت الدرجة الكبرى  .2 ′H، ومن ثم تقلي�ض الأ�صلاع الواقعة على روؤو�ض درجتها ت�صاوي   الموجودة في 

لـ G ت�صاوي 3، فاإن H ت�صغير لـ G اإذا وفقط اإذا وُجِدَ في G تق�صيم لـ H )التمرين 11(.
ا اإذا وفقط اإذا لم يكن K5 اأو K3,3 ت�صغيًرا  لقد اأثبت واجنر (wagner [1937]) اأن بيان G يكون �صويًّ
■ لـ G. اإن تمرين 12 يح�صل على هذه النتيجة من نظرية كواراتو�صكي.  

المثال. عندما  اإلى طمورات حقيقية. فعلى �صبيل  التو�صيفات بدرجة كبيرة  تُنْ�صَبُ بع�ض  *ملاحظة.   .14.2.6
ا  يُر�صَم بيان ثلاثي الترابط في الم�صتوى، فاإن حذف مجموعة روؤو�ض حلقة محيطة بوجه معين يترك بيانًا جزئيًّ

مترابطًا.
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ونقول: اإن حلقة في بيان هي حلقة غير فا�صلة اإذا لم تكن مجموعة روؤو�صها مجموعة ف�صل. لقد اأثبت 
ا اإذا وفقط اإذا وقع كلّ  كيلمانز (Kelmans [1980,1981b]) اأن اأيَّ تق�صيم لبيان ثلاثي الترابط يكون �صويًّ
■ �صلع e في حلقتين غير فا�صلتين. وقد قام كيلمانز العام [1993] بعمل م�صح للمادة المت�صلة بذلك.  

اختبارات مستوية البيانات )اختياري( 
اإثبات ق�صير لنظرية كواراتو�صكي. وقد  اأول   1954 العام   (Schuster) اأعطى ديراك و�صو�صتر  لقد 
 (Bondy –Marty [ 1976, p 153 – وفي   .(Harary [1969, 109-112]) في  الإثبات  هذا  ظهر 
البيانات  بع�ض  الإثبات  هذا  ويَ�صْتخدم   ،(Chartrand – LesniaK [1986 , p 96 – 48]) وفي   156])

الجزئية الخا�صة للبيان.
15.2.6. تعريف: في الحالة التي يكون فيها H بيانًا جزئيًّا من G، فاإن �صظية -H من G تعرّف على اأنها:

 (a:اأو  .H اأما طرفاه ففي ،H صلع لي�ض في�
 (b .H التي تربطها بـ )بالإ�صافة اإلى مجموعة الأ�صلاع )وروؤو�ض الروابط G-V(H) مركبة من مركبات

.G تفكيكًا لـ -H بالإ�صافة لل�صظية H ي�صكل البيان الجزئي
طمر على  للح�صول   H لـ  طمر  اإلى  اإ�صافتها  يجب  التي  “القطع”  عن  عبارة  هي   H  – �صظايا   اإن 
التي تنتج عن  اأننا ن�صتخدم �صظية -H لتجنب الإ�صكالت  اإل   ،H– G. قديًما، ا�صتخدم الم�صطلح ج�صر  لـ 

ال�صتخدامات الأخرى “للج�صر”.
تختلف �صظية – H عن الفلقة – V(H)؛ لأن الأولى تحذف اأ�صلاع H )ل تحوي اأي �صلع من اأ�صلاع 
H(، وكذلك يمكن ل�صظية –H اأن تتكون من �صلع واحد غير موجود في H، اإل اأنه يربط بين راأ�صين من روؤو�ض 

H، وذلك لأنه يجب األ يكون H بيانًا جزئيًّا م�صتحدثًا.
3 من حالت نظرية كواراتو�صكي،  اأما فيما يخ�ض الحالة التي يكون فيها البيان مترابطًا من الدرجة 
فقد قام ديراك و�صو�صتر (Schuster) باعتبار بيان G مترابطا من الدرجة 3 اأ�صغريًّا يخلو من بيان جزئي 
 ،e تمر بطرفي C يعطينا بيانًا �صويًّا مترابطًا من الدرجة 2. وبعد اختيار حلقة e كواراتو�صكي. اإن حذف �صلع
ن�صتطيع اإ�صافة e اإلى الطّمر، اإل اإذا وُجِدَت �صظية –C مطمورة داخل C، »وتتعار�ض« مع e. كما في اإثبات 

.G النظرية 11.2.6، فاإن هذا ينتج بيانًا جزئيًّا كواراتو�صكيًّا من
ويَّة. لقد ا�صتخدم توت فكرة �صظايا –C المتعار�صة للح�صول على تو�صيف اآخر للبيانات ال�صَّ

16.2.6. تعريف: افتر�ض اأن C حلقة في بيان G نقول: اإن �صظيتي –A ، C و B تتعار�صان اإذا وُجد لهما 
ثلاثة روؤو�ض م�صتركة للربط مع C، اأو اإذا وُجد لهما اأربعة روؤو�ض هي: v1، و v2 و v3، و v4 في ترتيب حلقي 
 C اإن بيان تعار�ض .B هما راأ�صا الربط مع v4 و v2 واأن .A هما راأ�صا الربط مع v3 و v1 بحيث اإن ،C على

هو بيان روؤو�صه �صظايا – C من G، بحيث تكون �صظايا -C المتعار�صة متجاورة.
ا اإذا وفقط كان بيان تعار�ض كلّ حلقة في G عبارة  لقد اأثبت توت عام 1958م اأن البيان G يكون �صويًّ
K5 اأن  فيه  الذي برهنا  الأول  اإثباتنا  الفكرة في  ا�صتخدمنا هذه  لقد   .)13 الفرع )التمرين  ثنائي  بيان   عن 
و K3,3 بيانان غير �صويين )الق�صية 2.1.6(. اإن بيان التعار�ض لحلقة مولدة للبيان K3,3 هو C3، اإل اأن بيان 

.C5 هو K5 التعار�ض لحلقة مولدة للبيان
ة بياناتٌ جزئيةٌ كواراتو�صكية من نوع خا�ض. لقد قدم  ويَّ يوجد للبيانات المترابطة من الدرجة 3 غير ال�صَّ
كيلمانز (Kelmans [1981b]) تخمينًا لتعميم نظرية كواراتو�صكي، وقد اأثبت هذا التخمين من قبل كيلمانز 
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)(Kelmans [1983, 1984b] وثوما�صين (Thomassen [1984]) كلّ على حدة. والتخمين هو: كل بيان غير 
�صوي مترابط من الدرجة 3 له �صتة روؤو�ض على الأقل يحوي حلقة لها ثلاثة اأوتار متقاطعة زوجًا زوجًا.

ة قادنا اإلى البحث عن خوارزمية �صريعة لختبار �صوية البيانات. لقد  ويَّ اإن اإيجاد تو�صيفات للبيانات ال�صَّ
 (Booth –LuecKer [1976]) وبوث ولوكر (Hopcroft-Tarjan [1974]) قام كلّ من هوبكرفت وترجان
 (Boyer-Myrvold بتقديم عرو�ض خوارزميات خطية بالن�صبة اإلى الزمن ومعقدة، اإل اأن بوير ومايرفولد
اأفكار خوارزمية  (Gould [1988,p177 – 185]) بمناق�صة  وقام جولد  اأ�صهل.  قدما خوارزمية   [1999])
لأن  زمنيًّا،  خطية  لي�صت  اأنها  اإل  اأب�صط،  ذلك  قبل  موجودة  كانت  التي  الخوارزمية  اإن  وترجان.  هوبكرفت 
زمن ت�صغيلها يتغير بح�صب كثيرة حدود، وتعود هذه الخوارزمية اإلى كلّ من ديموكرون (Demoucron) وما 

.H- حيث اإنها ت�صتخدم �صظايا ،(pertuiset) [1964] وبيرتو�صت (malgrange) لجرانج
ا لـ G، فاإن هذا التمديد  تت�صمن هذه الفكرة ما يلي: اإذا اأمكن تمديد طمر �صوي لـ H لي�صبح طمرًا �صويًّ
ا، فاإننا نبني بتزايد بيانات  يحقق اأن كلّ �صظية H من G تظهر داخل وجه واحد من H . واإذا كان G �صويًّ
جزئية من G بحيث تكون �صوية واأكبر، ويمكن تمديدها لت�صبح طمرًا للبيان G ونحاول عادة تو�صيع )تكبير( 

H من خلال اتخاذ قرارات �صغيرة ل تقود اإلى م�صاكل.
ولتو�صيع H، نختار وجهًا F يقبل �صظية –H، ولنقلْ اإن هذه ال�صظية هي B. اإن حدود F يجب اأن تحوي 
روؤو�ض الربط جميعها مع B، وعلى الرغم من اأننا ل نعرف اأف�صل طريق لطمر B في F. اإل اأنه يوجد طريق 
واحد فقط لإ�صافة م�صار في B عبر F، بحيث ي�صل هذا الم�صار بين روؤو�ض رابط مع نف�صه، لذا ن�صيف مثل هذا 
الم�صار. اإن تفا�صيل اختيار F و B تظهر في الخوارزمية اأدناه، حيث تعمل هذه الخوارزمية كالخوارزميات التي 

ذُكرت، حيث اإنها توؤدي اإلى طمر اإذا كان G بيانًا �صويًّا.
17.2.6. خوارزمية. )اختبار �صويّة البيانات(

ا.  المدخلات: بيان مترابط من الدرجة 2 )بما اأن G �صوي اإذا وفقط اإذا كان كلّ قالب من قوالبه �صويًّ
وبما اأن الخوارزمية 23.1.4 تح�صب عدد القوالب، فيمكن الفترا�ض باأنَّ G قالب له ثلاثة روؤو�ض على الأقل(.
ت�صكل  التي  الروؤو�ض  وحافظ على مجموعات  الحالية.  ال�صظايا  من  بالتتابع  م�صارات  اأ�صف  الفكرة: 

حدودًا للبيان الجزئي الذي طُمِرَ �صابقًا.
البداية: بعد اإيجاد Gi وتحديدها، جدْ Gi+1 كالتالي:

للقالب G، عينِّ �صظايا – Gi جميعها وحددها.1. 
 .2.F(B) و�صمِّ هذه المجموعة ،B جميعها التي تحوي روؤو�ض الربط جميعها مع Gi د اأوجه لكلّ �صظية Gi -  B، حدِّ
البيان غير 3.  فيها  يكون  التي  فاإننا نح�صل على الحالة   ،B لبع�ض  F(B) مجموعة خالية  اإذا كانت 

.B فاختر اأي B ّلكل | F(B) | > 1 اإذا كانت .B فاختر ،B لبع�ض | F(B) | = 1 صوي. اإذا كان�
 .4 .F(B) عبر وجه في P التي تم اختيارها. اطمر B - Gi  بين راأ�صين لرابط لل�صظية P اختر م�صارًا

ث قائمة حدود الأوجه. �صمِّ البيان الناتج Gi+1، وحدِّ
ع I، وعُدْ اإلى الخطوة الأولى.5.  اإذا كان Gi+1 = G، فاح�صل على بيان �صوي، وبخلاف ذلك، وَ�صِّ

18.2.6. مثال: خذ في الح�صبان البيانين المر�صومين اأدناه. 
)من (Bondy – Murty [1976, p 165 – 166]. اإن الخوارزمية 17.2.6 تقود اإلى طمر �صوي للبيان 
الموجود عن الي�صار، ولكنها تنتهي في الخطوة 3. للبيان الموجود عن اليمين، يوجد للحلقة 12348765 ثلاثة 
■ اأوتار متقاطعة زوجًا زوجًا وهي: 36،27،14.  
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19.2.6. نظرية: (Demourcron – Malgrange – Pertuiset [1964]) اإن الخوارزمية 17.2.6 تنتج 
ا اإذا كان البيان G �صويًّا. طمرًا �صويًّ

2 لحظ اأن اأي حلقة تظهر على �صكل منحنى مغلق  G مترابط من الدرجة  اأنَّ  الإثبات: يمكننا افترا�ض 
ب�صيط في كلّ طمرٍ �صوي. وبما اأنه يمكننا عك�ض الم�صتوى، فاإن كلّ طمر لحلقة في بيان �صوي G قابل للتمديد 
لي�صبح طمرًا للبيان G لذا، يمكن تمديد G0 لطمر �صوي للبيان G اإذا كان G �صويًّا. لحظ اأنه يكفي برهنة 
ما اإذا كان بيان م�صتوٍ Gi قابلًا للتمديد لطمر �صوي للبيان G، وكانت الخوارزمية تنتج بيانًا م�صتويًا Gi+1 من 
ا يكون قابلًا للتمديد لطمرٍ �صوي للبيان G لحظ اأنه يوجد لكلّ �صظية – Gi راأ�صًا ربط؛  Gi، فاإن Gi+1 اأي�صً

لأن G مترابط من الدرجة 2.
اإذا وُجدتْ �صظية  B - Gi بحيث اإن F(B) | = 1 |، فاإن وجهًا واحدًا فقط يوجد لـ Gi يمكن اأن يحوي 
P في تمديد لـ Gi اإلى طمرٍ �صوي للبيان G. ت�صع الخوارزمية P في هذا الوجه للح�صول على Gi+1. لذا، فاإن 

Gi+1 قابل للتمديد في هذه الحالة.

تظهر الم�صاكل فقط في الحالة التي يكون فيها F(B) | > 1 | لكل B حيث نقوم باختيار الوجه الخطاأ 
  )2 ،) f ∈ F(B)في وجه P من ال�صظية التي تم اختيارها. افتر�ض اأننا: )1( طمرنا P لنطمر فيه م�صارًا
G^ لإثبات اأنه يمكن تمديد Gi لطمرٍ  ل  لــ G فيه P داخل الوجه f ' ∈ F(B). نعدِّ Ĝ مددنا Gi لطمر �صوي 
اآخر 'G لـ G تكون فيه P داخل ' f. وهذا يو�صح اأن خيارنا ل ي�صبب م�صاكل، واأن Gi+1 الذي بُنِيَ قابل للتمديد.

لتكن C مجموعة الروؤو�ض الموجودة على حدود f و ' f، وهذا ي�صكل الروؤو�ض الموجودة في ربط لـ B. نر�صم 
 C والتي تقع روؤو�ض ربطها في ،f ' اأو f في Ĝ 'G من خلال التبديل بين f و ' f  ل�صظايا – Gi جميعها التي ت�صعها 
اإن هذا مو�صح في ال�صكل الموجود عن الي�صار اأدناه، حيث اإن اأ�صلاع G غير الموجودة في Gi هي القطع المنقطة.

vyux
f

f ‘B ‘

G ‘G

Bf

f ‘B

f

f ‘D

D B

ل هذا التغيير B، ويعطينا الطّمر المن�صود 'G اإل اإذا وجدت �صظية  B -Gi^ غير م�صتبدلة تتعار�ض مع  يبدِّ
�صظية م�صتبدلة. وبما اأن التبديل متماثل في f و' f ويغير داخلهما فقط، فاإننا ن�صتطيع افترا�ض اأن B^ يظهر 
 B' و ^B بحيث يكون ،f والتي نحاول تحريكها اإلى f ' في B' ^G . تعني كلمة “تعار�ض” اأنه يوجد لـ   ^G في f  في 

.f متجاورين في بيان التعار�ض لـ
 B'و ^B وبما اأن . fاإلى حدود B'و ^B ترمزان اإلى مجموعات الروؤو�ض التي يتم عندها ربط A' و ^A اجعل
ا، فاإما اأن يوجد لـ A^ و'A ثلاثة روؤو�ض م�صتركة، اأو اأربعة روؤو�ض متناوبة على حدود f. وبما اأن  ت�صكلان تعار�صً
، فاإن الحتمالية الأولى تعطي الحتمالية الثانية. اجعل  y, u, x وv تمثِّل هذا التناوب الذي  ^A ⊈ Cو  A' ⊆ C
 B' و ^B كما هو وا�صح عن اليمين اأعلاه: اإذا لم يوجد مثل هذا التناوب، فاإن u,v ∈ A′ و ، x,y ∈ A′ ⊆  فيه

 .f ' اإلى ^B ل تتعار�صان اأو اأنه يمكن تبديل
وبما اأن u ∉ C، و y بين u و v علىf ، فاإنه ل يوجد وجه اآخر يحوي كلاًّ من u و v. لذا، فاإن B^ تف�صل في 
   ■  . ( )

∧

 >1F B اأن تكون روؤو�ض ربطها محتواة في وجهين على الأقل، وهذا يناق�ض فر�ض اأن
ن�صتطيع اأن نبداأ باختيار وجود 3n - 6 �صلعًا على الأكثر للبيان G، محافظين على قوائم لحدود الوجوه. 
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ونقوم باإجراء عمليات اأخرى من خلال بحث خطي )يعتمد على معادلة خطية(. لذا، فاإن هذه الخوارزمية 
ا  اأي�صً يعطي  كواراتو�صكي  لنظرية   (Klotz [1989]) كلوتز  قدمه  الذي  الإثبات  اإن  تربيعي.  بزمن  ت�صتغل 

خوارزمية تربيعية لختبار �صوية بيان معين، وتجد بيانًا جزئيًّا كواراتو�صكيًّا عندما يكون G بيانًا غير �صوي.
تمــارين 

1.2.6. )-( اأثبت اأنَّ متممةَ البيان Q3 بيانٌ غير �صوي.

2.2.6. )1( اأعط ثلاثة براهين لإثبات اأن بيان بيتر�صون غير �صوي با�صتخدام:
 (a.نظرية كواراتو�صكي
 (b 5 صيغة اأويلر وحقيقة اأن خ�صر بيان بيتر�صون ي�صاوي�
 (c.خوارزمية ديموكرون ومالجرانج وبيرتو�صت الخا�صة باختبار �صوية البيانات

3.2.6. )-( جد طمرًا محدبًا في الم�صتوى للبيان اأدناه.

ة، اأو اأعط طمرًا محدبًا لكلّ بيان من البيانات المو�صحة اأدناه. ويَّ 4.2.6. )-( اأثبت عدم ال�صَّ

●           ●           ●           ●           ●

5.2.6. حدد اأقل عدد من الأ�صلاع يمكن حذفه من بيان بيتر�صون للح�صول على بيان جزئي �صوي.

اأ�صلاع ب�صيط له على الأكثر خم�ض حواف  R منطقة محاطة بمتعدد  اأن  6.2.6. )!( نظرية فاري. افتر�ض 
)يعني م�صلع ب�صيط اأن الأ�صلاع عبارة عن قطع م�صتقيمة ل تتقاطع(. اأثبت اأنه يوجد في R نقطة ترى R كلّها، 
ا اأنه  بمعنى اأن القطعة الم�صتقيمة من x اإلى اأي نقطة في R ل تقطع حدود R ا�صتخدم هذا لتبرهن ا�صتقرائيًّ

يوجد لكلّ بيان �صوي طمرٌ على �صكل خطوط م�صتقيمة.
ا اإذا وفقط اإذا خلا G من  7.2.6. )!( ا�صتخدم نظرية كواراتو�صكي لتبرهن اأن البيان G يكون �صويًّا خارجيًّ
بيانٍ جزئي ي�صكل تق�صيمًا لـ K4 اأو لـ K2.3 )م�صاعدة: لتطبيق نظرية كواراتو�صكي؛ جد تعديلًا منا�صبًا لـ G اإن 

هذا اأ�صهل كثيًرا من تقليد اإثبات نظرية كواراتو�صكي(.
 ،K5 لـ  الأقل، ويحوي تق�صيمًا  روؤو�ض على  وله �صتة   ،3 الدرجة  بيان مترابط من  اإذا كان هناك   )!( .8.2.6
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الفصل 6     البيانات المستوية256

.(Wagner [1937] ) ،K3,3  يحوي تق�صيمًا لـ G فبرهن اأن
9.2.6. )+( لكلّ n ≥ 5، اأثبت اأن اأكبر عدد من الأ�صلاع لبيان �صوي ب�صيط على n من الروؤو�ض لي�ض له حلقتان 

.(MarKus [1999]) ،)28.2.5 2 )تعليق: قارن مع التمرينn - 1 منف�صلتان هو
الروؤو�ض ل يحوي تق�صيمًا n من  لبيان ب�صيط على  الأ�صلاع  اأكبر عدد من  f(n) هي  اأن   10.2.6. )!( افتر�ض 

:K3,3 لـ
 (a.f(n) ≥ 3n-5 تقبل الق�صمة على 3، فجد بيانًا لتو�صح اأن n - 2 اإذا كانت
 (b .f(n) = 3n-6 قابلًا للق�صمة على 3 وبخلاف ذلك، فاإن n - 2 عندما يكون f(n) = 3n – 5 اأثبت اأن

)م�صاعدة: ا�صتخدم ال�صتقراء على n، وا�صتخدم التمرين 8.2.6 في الحالة التي يكون فيها البيان مترابطًا 
 (Thomassen [1984]) 3 من الدرجة

)تعليق: لقد اأثبت مادر (Mader [1998]) النتيجة الأ�صعب، وهي اأن 3n-6 هي اأكبر عدد من الأ�صلاع 
 .)K5 من الروؤو�ض ل يحوي تق�صيمًا لـ n لبيان ب�صيط على

11.2.6. )!( افتر�ض اأن H بيان، درجته الكبرى ت�صاوي 3 على الأكثر. اأثبت اأن بيانًا G يحوي تق�صيمًا لـ H اإذا 
 H يحوي بيانًا جزئيًّا قابلًا للتقلي�ض اإلى G وفقط اإذا كان

12.2.6. )!( لقد اأثبت واجنر العام 1937م اأن ال�صرط الثاني �صروري وكافٍ ليكون البيان G �صويًّا، وهو: ل 
يمكن الح�صول على K5 اأو K3,3 من خلال اإجراء عمليات الحذف والتقلي�ض للاأ�صلاع:

 (a.ة، وا�صتنتج من ذلك اأن �صرط واجنر �صروري ويَّ اأثبت اأن حذف الأ�صلاع وتقلي�صها يحافظ على ال�صَّ
 (b.ٍا�صتخدم نظرية كواراتو�صكي لإثبات اأن �صرط واجنر كاف

الفرع  G ثنائي  C في  بيان تعار�ض كلّ حلقة  اإذا كان  اإذا وفقط  ا  G يكون �صويًّ البيان  اأن  اأثبت   .13.2.6
.(Tutte [1958])

14.2.6. افتر�ض اأن x و y راأ�صان لبيان �صوي G اأثبت اأنه يوجد لـ G طمر �صوي فيه x و y على الوجه نف�صه 
اإل اإذا وجدت حلقة C في G – x – y، بحيث اإن x و y ينتميان اإلى �صظايا - C  متعار�صة في G )م�صاعدة: 
كما  كواراتو�صكي  نظرية  ا�صتخدام  دون  النتيجة  هذا  توت  اأثبت  لقد  تعليق:  كواراتو�صكي.  نظرية  ا�صتخدم 

ا�صتخدمها لإثبات هذه النظرية(.
تكون حدودًا   C اأن  اأثبت   C يحوي حلقة   3 الدرجة  من  ب�صيط مترابط  م�صتوٍ  بيان   G اأن  افتر�ض   .15.2.6
لوجه في G اإذا وفقط اإذا وُجدت في G �صظية - C واحدة بال�صبط. )تعليق: لقد اأثبت توت عام 1963م هذه 
النتيجة للح�صول على نتيجة ويتني (Whitney's [1933b]) وهي اأنه يوجد - مبدئيًّا - طمر �صوي واحد فقط 

.(Kelmans [1981a]) ا ة المترابطة من الدرجة 3. انظر اأي�صً ويَّ للبيانات  ال�صَّ
16.2.6. )+( افتر�ض اأن G بيان �صوي خارجي له n من الروؤو�ض، وافتر�ض اأي�صا اأن P مجموعة فيها n نقطة 
في الم�صتوى، بحيث اإنه ل توجد ثلاثة منها على الخط نف�صه اإن النقاط الق�صوى لـ P تُحدث م�صلعًا محدبًا 

يحوي باقي النقاط في داخله:
 (a بحيث p ∈ P-{p1, p2} اأثبت على وجود نقطة ،P نقاط ق�صوى متتابعة في p2 و p1 افتر�ض اأن

اإن:1( ل توجد اأي نقطة من P داخل p1 p2 p(و 2(يوجد خط l يمر في P ويف�صل p1 عن p2، ويقطع P فقط 
.p2 الذي يحوي L محتواة في جانب P نقطة من نقاط I - 2 ويوجد بال�صبط ،p عند

 (b :كلّها. )م�صاعدة P طمر على �صكل خطوط م�صتقيمة بحيث تر�صل روؤو�صها اإلى G اأثبت اأنه يوجد لـ
ا�صتخدم فرع )a( لإثبات النتيجة الأقوى وهي اأنه: اإذا كان كلّ من v1 و v2 راأ�صين متتابعين للوجه غير المحدود 
لبيان G �صوي خارجي اأعظمي، وكان p1 و p2 راأ�صين متتابعين للغلاف المحدب لـ  P، فيمكن طمر G خطيًّا 

.(Gritzmann – Mohar – pach – PollacK [1989])  f(v2) = p2و ،f(v1) = p1  بحيث اإن ،P على
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3.6. وسطاء المستوية
ذات  الم�صاألة  واأن  ة.  ويَّ ال�صَّ للبيانات  درا�صته  العامة يمكن  للبيانات  در�صناه  و�صيط  وكلّ  كلّ خا�صية،  اإن 
ة. لذا، �صنقوم بدرا�صة الو�صطاء الذين من  ويَّ الأهمية التاريخية الأكثر هي م�صاألة اأكبر عدد لوني للبيانات ال�صَّ

ويَّة. خلالهم نقي�ض مقدار بُعد بيان معين عن خا�صية ال�صَّ

تلوين البيانات المستوية 
بما اأن لكلّ بيان �صوي ب�صيط على n من الروؤو�ض 3n – 6 �صلعًا على الأكثر ، فاإن مثل هذا البيان يحوي 
ة قابلة للتلوين  ويَّ راأ�صًا درجته ت�صاوي 5 على الأكثر، اإن هذا يعطينا اإثباتا ا�صتقرائيًّا لخا�صية اأن البيانات ال�صَّ

ن هيود (Heawood) هذا الحد. ب�صتة األوان )انظر التمرين 2(. لقد ح�صَّ
للتلوين بخم�صة  بيان �صوي قابل  كلّ   .)Heawood [1980] – الألوان الخم�صة  نظرية: )نظرية   .1.3.6

األوان.
.n(G) الإثبات: بال�صتقراء على

اأن افتر�ض  لذا،  األوان.  بخم�صة  للتلوين  قابلًا  يكون  البيانات  هذه  من  بيان  كلّ  فاإن   ،n(G) ≤ 5 كان   اإذا 
23( يعطي اأنه يوجد للبيان G راأ�ض v درجته ت�صاوي 5   .1  n(G) > 5. اإن الحد على الأ�صلاع )النظرية 6. 
على الأكثر. ومن فر�ض ال�صتقراء، نعلم اأن G - v قابل للتلوين بخم�صة األوان. اجعل f: V(G-v) →[5] تلوينًا 
ا لـ G - v بخم�صة األوان، اإذا لم يكن G قابلًا للتلوين بخم�صة األوان، فاإن f تحدد كلّ لون لجار من جيران  فعليًّ
v، وهذا يعني اأن d(v) = 5. ليكن v1 ، و v2 ، وv3 ، وv4، وv5 هم جيران v في ترتيب مع اتجاه عقارب ال�صاعة 

 .f(vi) = i اأعد ت�صمية الألوان بحيث اإن ،v حول
افتر�ض اأنَّ Gi,j  البيانُ الجزئي من G - v الم�صتحدث من الروؤو�ض التي عليها اللونان  iو j . وبتبديل اللونين 
على اأي مركبة من مركبات Gi,j، نح�صل على تلوين بخم�صة األوان للبيان G - v. اإذا كانت مركبة Gi,j التي 
تحوي vi ل تحوي vj، فباإمكاننا تبديل الألوان عليها لإزالة اللون i من N(v). الآن، اإن اإعطاء اللون i اإلى v ينتج 
ا للبيان G. لذا، فاإن G قابل للتلوين بخم�صة األوان، اإل اإذا كانت مركبة Gi,j التي تحوي vi تحوي  تلوينًا خما�صيًّ
.(i,j) = (1,3) اإن هذا مو�صح اأدناه عندما ،vj اإلى vi من Gi,j م�صارًا في pi,j اجعل .j و i وذلك لكلّ خيار لـ ،vj

v
34

4

4

3

3

1

2

2

2

5

1

1

منحنى  نظرية  ومن   .v4 عن   v2 يف�صل  هذا  اإن   ،p1,3 مع   v يتممها  التي   C الحلقة  العتبار  بعين  خذ 
جوردان، نجد اأن الم�صار P2,4 يجب اأن يقطع C. وبما اأن G �صوي، فاإن الم�صارات تتقاطع فقط عند الروؤو�ض 
الم�صتركة. اإن لروؤو�ض P1,3 اللون 1 اأو 3، اأما روؤو�ض P2,4  فلها اللون 2 اأو 4. لذا، ل يوجد بينهما راأ�ض م�صترك، 
 ■ ومن هذا التناق�ض نجد اأن G قابل للتلوين بخم�صة األوان.  
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اإن كلّ بيان �صوي قابلٌ للتلوين بخم�صة األوان. ولكن، هل هناك حاجة فعلية حقيقية اإلى خم�صة األوان؟ 
Ore [1967a]  و  Aigner [1984,1987] العديدين مثل ال�صوؤال المحيرِّ قد نوق�ض من قبل  تاريخ هذا   اإن 

.Fritsch – Fritsch [1989] و Appel – HaKen [1998] و Saaty – Kainen [1977,1986]و
دي  اأوج�صت�ض  بها  بعث  ر�صالة  في  ورد  ما  هو  الأربعة  الألوان  نظرية  بخ�صو�ض  اإلينا  و�صل  ما  اأول  اإن 
الثالث  في   (Sir William Hamiltan) هاملتون  وليام  ال�صير  اإلى   (Augustusde morgan) مورجان 

والع�صرين من ت�صرين اأول العام 1852م. 
لقد �صُئل هذا ال�صوؤال من قِبَلِ طالب دي مورجان وهو فريدريك جوثري (Frederich Guthrie) والذي ن�صبه 
فيما بعد اإلى اأخيه فران�صي�ض جوثري (Francis Guthrie)، وقد تم �صياغة هذا ال�صوؤال بدللة تلوين الخرائط. 

ال�صحيحة،  غير  البراهين  من  الكثير  اإلى  قادت  اللطيفة  الهند�صية  وخوا�صها  الم�صاألة  ن�ض  �صهولة  اإن 
بع�صها تم ن�صره وبقي دون ك�صف ل�صنوات. ل يكفي منع وجود خم�صة مناطق متجاورة زوجًا زوجًا، وذلك لوجود 

بيانات لونية من الدرجة 5 )لها خم�صة األوان( ول تحوي K5 )فعلى �صبيل المثال تذكر بناء م�صيل�صكي(.
لقد اأعلن كيلي الم�صاألة العام 1878 اإلى جمعية ريا�صيِّي لندن، وقام كمب (Kempe) العام 1879 بن�صر 
»حل« للم�صاألة، وفي العام 1890 قام Heawood بن�صر دح�ض لهذا الحل. وعلى الرغم من ذلك، فاإن فكرة 
اإلى  اأخيًرا  الألوان الخم�صة قادت  ا�صتُخدمت من قبل هيود لإثبات نظرية  التي  المتناوبة  الم�صارات  كمب عن 
تقديم اإثبات للم�صاألة من قبل اأبل (Appel) [1976,1977,1986] من خلال العمل مع كوك (KocK). يُ�صمّى 

الم�صار الذي تتناول األوانه بين لونين محددين ب�صل�صلة كمب.
عندما برهنا نظرية الألوان الخم�صة ا�صتقرائيًّا، قلنا اإن اأ�صغر مثال ناق�ض يحوي راأ�صًا درجته 5 على 
اإن هذا يقترح علينا طريقًا  اأ�صغر.  ا  ناق�صً يعدُّ مثالً  الراأ�ض ل  له مثل هذا  الذي  ال�صوي  البيان  واأن  الأكثر، 
لنظرية الألوان الأربعة؛ اإننا نبحث عن مجموعة بيانات ل يمكن تفاديها ول يمكن اأن تكون موجودة! نحتاج 

فقط اإلى اعتبار بيانات مثلثاتية )تثليثات(؛ لأن كلّ بيان �صوي ب�صيط يكون محتوًى في تثليث.
ف الت�صكل في تثليث �صوي على اأنه حلقة فا�صلة )الحلقة( C (The ring) بالإ�صافة  2.3.6. تعريف: نعرِّ
اإلى جزء البيان الموجود داخل C، وفيما يخ�ض م�صاألة الألوان الأربعة، نقول: اإن مجموعة من الت�صكلات 

ل يمكن تفاديها اإذا وُجِدَ مثال ناق�ض اأ�صغر بحيث اإنه يجب اأن يحوي عن�صرًا منها.
ا  نقول: اإن الت�صكل م�صغر )قابل للت�صغير( اإذا وُجد بيان �صوي يحويه بحيث ل يمكن اأن يكون مثالً ناق�صً

اأ�صغر.
اأنه في  ) لكلّ بيان �صوي ب�صيط. لحظ  ) 5Gδ ≤ مثال: مجموعة ل يمكن تفاديها. لقد لحظنا اأن   .3.3.6
تثليث فاإنَّ درجة كلّ راأ�ض ت�صاوي 3 على الأقل. لذا، ل يمكن تفادي مجموعة الت�صكلات الثلاثة المو�صحة اأدناه.

لقد رُ�صمت الأ�صلاع من الحلقة اإلى الداخل على �صكل خطوط متقطعة؛ لأنه يتم تحديد الت�صكل )في 
تثليث( اإذا عُلمت درجات الروؤو�ض المجاورة للحلقة، وتم حذف الحلقة )التمرين 7(.  وبناء على ذلك، فاإننا 
■ نكتب هذه الت�صكلات على ال�صورة “3•” ، “4•” و “5•” على الترتيب.  

عندما نقول: اإن الت�صكل ل يمكن اأن يكون في مثال ناق�ض اأ�صغر، فنعني اأنه اإذا ظهر هذا الت�صكل في تثليث 
 G ’ G عدد روؤو�صه اأقل، بحيث يمكن التلاعب بكلّ تلوين رباعي لـ ’ G، فيمكن عندئذٍ اأن ي�صتبدل به تثليث 

.G للح�صول على تلوين رباعي لـ

HE_Graph_CH06_7th_Draft_01.indd   258 2/16/2014   10:41:51 AM



259 وسطاء المستوية  3.6

4.3.6. ملاحظة: اإثبات كمب. لنحاول اأن نبرهن نظرية الألوان الأربعة بال�صتقراء م�صتخدمين المجموعة 
التي ل يمكن تفاديها {5•،4•،3•}. 

اإن طريقة الإثبات ت�صبه اإثبات النظرية 1.3.6. ن�صتطيع تمديد تلوين رباعي لـ G - v لإكمال تلوين رباعي 
لـ G، اإل اإذا ظهرت الألوان الأربعة على N(v). لذا، فاإن “3•” م�صغر. 

اإذا كانت d(v) = 4، فاإن تعليل �صل�صلة كمب يعمل كما في النظرية 1.3.6. ويكون “4•” م�صغرًا.
الآن خذ “5•” بعين العتبار. وعندما d(v) = 5، فاإن الح�صر على التثليثات يعطينا اأن اللون المكرر على 
 ،v3 و ،v2و ، v1 :افتر�ض ثانيةً اأن ،v يظهر على جيران غير متتابعة لـ G - v في التلوين الرباعي الفعلي لـ N(v)
ا  وv4 و v5 جيران v مرتبة مع اتجاه عقارب ال�صاعة. من التماثل، ن�صتطيع افترا�ض اأنه اإذا كان f  تلوينًا رباعيًّ

 .1 ≤ i ≤ 4 ّلكل f(vi) = i و f (v5) = 2 فاإن ،G - v لـ
ف Gi,,i و Pi,j كما في النظرية 1.3.6.. ن�صتطيع اأن نحذف اللون 1 من N(v) اإل اإذا وُجدت ال�صل�صلتان  عرِّ
H عن الترتيب، كما يظهر في ال�صكل الموجود على الي�صار اأدناه. اإن المركبة v4 و v3 اإلى v1 من  P1,4 و P1,3 

لـ G2,4 التي تحوي v2 تُف�صل عن v4 و v5 بالحلقة المكونة من v مع P1,3. وكذلك، فاإن المركبة 'H لـ G2,3 التي 
تحوي v5 تُف�صل عن v2 و v3 بالحلقة المكونة من v مع P1,4. الآن، ن�صتطيع حذف اللون 2 من N(v) بتبديل 2 

مع 4 في H، و 2 مع 3 في 'H. هل هذا �صحيح؟
لقد كانت هذه هي الحالة الأخيرة في اإثبات كمب.

vv

P1,4 P1,3 P1,4 P1,3

1

1

1

11

1

1 222 2

3

3
33

34

4
4

4

4

تكمن الم�صكلة هنا في اأن P1,3 و P1,4 يمكن اأن يُجْدل )تت�صابك على �صكل �صفيرة(، اأو تتقاطع عند راأ�ض 
لونه 1 كما يظهر في ال�صكل اأعلاه عن اليمين. ون�صتطيع اأن نعمل تبديلًا في H اأو في 'H، ولكن عمل تبديل في 
 ■ كليهما يُنْتِجُ زوجًا من الروؤو�ض المتجاورة التي لها اللون 2.  

ب�صبب هذه المع�صلة، لم نبرهن اأن »5•« م�صغر، ويجب علينا اعتبار ت�صكلات اأكبر. لقد �صاهم هي�صك 
(Heesch [1969]) بفكرة البحث عن ت�صكلات حجم حلقاتها اأ�صغر بدلً من قلةٍ من الروؤو�ض في الداخل. 
لي�ض �صعبًا اإثبات اأن كلّ ت�صكل حجمه 3 اأو 4 يكون م�صغرًا )التمرين 9(. اإن هذا يكافئ اإثبات اأنه ل يوجد 

تثليث خما�صي اللون اأ�صغر يحوي حلقة فا�صلة طولها ي�صاوي 4 على الأكثر.  
5.3.6. مثال*: لقد دفع بيركوف (BirKhoff [1913]) بهذه الفكرة اإلى الأمام، حيث اأثبت اأن كلّ ت�صكل 
ا اأن الت�صكل الذي حجم  حجم حلقته ي�صاوي 5، وله اأكثر من راأ�ض داخل الحلقة يكون م�صغرًا. كما اأثبت اأي�صً

حلقته ي�صاوي 6 والموجود اأدناه، والم�صمى ما�صة بيركوف، يكون م�صغرًا.

= 5

5

5

5
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اإن اإثبات اأن ما�صة بيركوف م�صغرة، يحتاج اإلى �صفحة كاملة من التحليل المف�صل. واأن اأحد الطرق هو 
محاولة اإثبات اأن التكوينات الفعلية الرباعية جميعها لحلقة تمتد اإلى داخلها. على الرغم من اأنه يمكن �صمّ 
اأنه من ال�صروري في بع�ض الحالت ا�صتخدام �صلا�صل  اإل  بع�ض الحالت، واأنه يمكن تمديد بع�صها الآخر، 
■ كمب لإثبات اإمكانية تبديل الألوان اإلى حالة قابلة للتمديد.  

اإن هذا التحليل المعقد لأول مثال غير بديهي يوحي اإلينا اأننا بالكاد بداأنا. اإن التفا�صيل المتبقية هائلة. 
ة  ويَّ فمنذ عام 1913م اإلى عام 1950م تمَّ اإيجاد ت�صكلات م�صغرة اإ�صافية تكفي لإثبات اأن كلّ البيانات ال�صَّ
ال�صّتينيّات  بطيئًا. وفي  تقدمًا  كان هذا  لقد  األوان.  باأربعة  للتلوين  قابلة  تكون  الأكثر  راأ�صًا على   36 لها  التي 
الت�صكلات  واأعطى موجهًا م�صاعدًا على الكت�صاف( لإيجاد  انتباهه على حجم الحلقة،  قام هي�صك بتركيز 

الم�صغرة، وطور طرقًا لتوليد المجموعات التي ل يمكن تفاديها.
لقد ا�صتخدم اأول اإثبات ت�صكلات ي�صل حجم حلقتها اإلى 14. اإذا كان لدينا حلقة حجمها 13، فاإن لها 
66430 تلوينًا مختلفًا باأربعة األوان. اإن الت�صغير يتطلب اإثبات اأن كلّ ت�صكل م�صغر يقود اإلى تلوين رباعي لكامل 
البيان. لحظ اأنه يمكن اأن نحتاج اإلى التعليلات بوا�صطة �صلا�صل كمب والنهيار الجزئي لبع�ض الت�صكلات. 

لذا، فاإن براهين الت�صغير )اإيجاد ت�صكل م�صغر( لي�صت �صهلة.
وذلك  واآخرين  هي�صك  م�صتك�صف  بتح�صين   (KocK) كوك  مع  بالعمل   (HaKen) وهيكن  اأبل  قام  لقد 
لحثِّ باحثي الحوا�صيب على البحث عن الت�صكلات »الواعدة«. وبالعمل 1000 �صاعة على ثلاثة حوا�صيب العام 
1976م؛حيث وجدوا مجموعة ل يمكن تفاديها تحوي 1936م ت�صكلًا م�صغرًا، حجم كلّ منها ي�صاوي 14 على 

الأكثر.
6.3.6. نظرية: )نظرية الألوان الأربعة Appel – HaKen – Koch [1977]( كلّ بيان �صوي قابل للتلوين 
■ باأربعة األوان.  

اأدّت التح�صينات في العام 1983م اإلى اكت�صاف مجموعة ل يمكن تفاديها تحوي 1258 ت�صكلًا م�صغرًا. 
(Sey- و�صيمور (sanders) و�صاندرز (Robertson)  ققد تّمت العودة اإلى الإثبات من قِبَلِ كلّ من روبرت�صون
(mour وثوما�ض (Thoams) عام [1996]، حيث اإنهم با�صتخدام الطريق نف�صه قاموا بتقليل عدد القواعد 
التي تنتج مجموعات ل يمكن تفاديها اإلى 633 ت�صكلًا م�صغرًا. وقاموا بتوفير �صفرتهم الحا�صوبية من خلال 
ثلاث  خلال  الأربعة  الألوان  نظرية  اإثبات  ن�صتطيع  وبهذا  1997م،  العام  في  )الإنترنت(  العنكبوتية  ال�صبكة 

�صاعات من العمل على محطة عمل على �صطح المكتب.
الم�صاألة )راأ�ض  ن�صتبدل بحالة  تفاديها،  لتوليد مجموعات ل يمكن  ال�صحنة(.  *ملاحظة: )تفريغ   .7.3.6
درجته 5( ت�صكلات اأكبر تت�صمن راأ�صًا درجته 5 ويمكن روؤية هذا على اأنه تحليل حالة بتف�صيل اأكثر للحالة 

الأ�صعب.
نحتاج اإلى قواعد منظمة للحفاظ على مجموعة مُ�صتنزفة )م�صتنفدة( �صغيرة معقولة.

 ،12 = Σ(6 - d(v))اأعد كتابة ذلك على ال�صكل ،Σd(v) = 2e(G) = 6n-12 في اأي تثليث، نعلم اأن
وفكر في d(v) - 6 ك�صحنة على الراأ�ض v. بما اأن 12 موجبة، فاإن بع�ض الروؤو�ض لها �صحنة موجبة )درجة 5(. 
اإن قواعد ا�صتبدال الحالت الرديئة تت�صمن تحريك ال�صحنة من مكان اإلى اآخر. وت�صمى هذه قواعد تفريغ 
ال�صحنة. وبما اأن ال�صحنة الموجبة يجب اأن تكون موجودة في مكانٍ ما، فاإننا نح�صل على مجموعات جديدة ل 
 ■ يمكن تفاديها. اإن الق�صية التالية ت�صف تاأثير اأب�صط قواعد تفريغ ال�صحنات.  

8.3.6. ق�ضية: يحوي كلّ تثليث �صوي درجته ال�صغرى 5 ت�صكلًا في المجموعة اأدناه.
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                                                               5 65 5  
راأ�ض  ال�صحنة من  تاأخذ  ال�صحنة  لتفريغ  اأول قاعدة  اإن   .6 - d(v) بوا�صطة  ب�صحنة معرفة  ابداأ  الإثبات: 

�صحنة موجبة )درجة 5( وتوزعها بالت�صاوي بين جيران هذا الراأ�ض.
الآن، يوجد جار لأي راأ�ض درجته 5 اأو 6 و�صحنته موجبة درجته 5 ويجب اأن يكون للراأ�ض الذي درجته 7 
و�صحنته موجبة �صتة روؤو�ض على الأقل درجة كلّ منها ت�صاوي 5 اأما الروؤو�ض التي درجتها 8 اأو اأكثر، فلا يوجد 
لها �صحنة موجبة. ومن قاعدة تفريغ ال�صحنة هذه، نعلم اأن ال�صحنة الكلّية في البيان تبقى 12. لذا، فاإن لراأ�ض 
■   .d(v) صحنة موجبة. ومن هنا، فاإن اأحد الت�صكلات المحددة يحدث في كلّ حالة من حالت�v= 

بم�صاعدة  لحالت  التحليل  با�صتخدام  الم�صائل  بع�ض  لحل  ال�صحنات  تفريغ  طرق  ا�صتخدام  حاليًّا  يتم 
الحا�صوب. 

لقد جوبهت نظرية الألوان الأربعة ب�صجيج كبير، حيث اإن بع�صهم يعار�ض مبدئيًّا ا�صتخدام الحا�صوب، 
اأخطاء  اآخرون، فكانوا قلقين  من  اأما  التحقق من �صحته.  الإثبات ل�صعوبة  اآخرون من طول  في حين تذمر 
كلٍّ  قِبَلِ  من  ذلك  اإ�صلاح  تم  ولكن  الأ�صلية،  الخوارزميات  في  الأخطاء  من  القليل  وُجد  لقد  الحا�صوب. 
ا يعلمون اأن احتمالية  من اأبل وهيكن (Appel – HaKen [1986]). اإن الذين تحققوا من الح�صابات يدويًّ
الخطاأ الب�صري في الإثبات الريا�صي اأكبر كثيًرا من احتمالية خطاأ الحا�صوب، وذلك بعد التثبت من �صحة 

الخوارزميات.  
)Crossing Number( عدد التقاطع

فيما تبقى من هذا الجزء، �صناأخذ بعين العتبار الو�صطاء الذين من خلالهم ن�صتطيع قيا�ض انحراف 
ة اللازمة  ويَّ ة. اإن اأحد هوؤلء الو�صطاء هو الو�صيط الطبيعي الذي يمثل عدد البيانات ال�صَّ ويَّ بيان ما عن ال�صَّ

لت�صكيل بيان معين، والتمارين من 16 اإلى 20 تتعامل مع هذا الو�صيط.
ويَّة في هذا البيان اإلى بيانات  اأقل عدد من البيانات ال�صَّ اأنه  G على  ف �صُمك البيان  تعريف: نعرِّ  .9.3.6

�صوية.
10.3.6. ق�ضية: ي�صاوي �صُمك البيان G الذي له n من الروؤو�ض، وm من الأ�صلاع )m/)3n - 6على الأقل. 

واإذا خلا هذا البيان من المثلثات، فاإن �صُمكه ي�صاوي (m /)2n-4 على الأقل.
الإثبات: من النظرية 23.1.6. نعلم اأن المقام هو اأكبر حجم لكلّ بيان جزئي �صوي. وبا�صتخدام مبداأ طواقي 
 ■ الحمام، نح�صل على المتباينة.  

الدارة  ذلك  ومثال  �صويًّا.  البيان  هذا  يكن  لم  واإن  حتى  الم�صتوى،  في  البيان  نر�صم  وبب�صاطة،  اأحيانًا 
وي�صبب م�صاكل كامنة،  الأداء،  يقلل من  الأ�صلاك  تقاطع  اأن  بيان. وبما  بر�صم  ترتبط  المو�صوعة على رقاقة 

فاإننا نحاول تقليل عدد التقاطعات. و�صنقوم بمناق�صة هذا الو�صيط في الجزء المتبقي من هذا الجزء.
ف عدد التقاطع v(G) لبيان G على اأنه اأ�صغر عدد من التقاطعات عند ر�صم G في الم�صتوى. 11.3.6. تعريف: نعرِّ

12.3.6. مثال: v(K6) = 3 و v(K3,2,2) = 2. ن�صتطيع اإيجاد عدد التقاطع لبع�ض البيانات ال�صغيرة عن 
طريق الأخذ في الح�صبان بيانات جزئية �صوية عظمى من هذه البيانات. خذ ر�صمًا لـ G في الم�صتوى. اإذا كان 
ا اأعظم من هذا البيان، فاإن كلّ �صلع من اأ�صلاع G غير الموجودة في H يقطع �صلعًا من  H بيانًا جزئيًّا �صويًًّ
n G، فاإن اإذا كان عدد روؤو�ض  الأقل  e(G) – e(H) تقاطعًا على  الر�صم يحوي  H. لذا، فاإن هذا   اأ�صلاع 

.e(H) ≤ 2n - 4 من المثلثات، فاإن G واإذا خلا ،e(H) ≤ 3n - 6 
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بما اأن عدد اأ�صلاع K6 ي�صاوي 15، واأن عدد اأ�صلاع كلّ بيان �صوي له �صتة روؤو�ض ي�صاوي 12 على الأكثر، 
فاإن v(K6) ≥ 3 . و يبرهن الر�صم الموجود عن الي�صار اأدناه الم�صاواة.

بما اأن K3,2,2 يحوي 16 �صلعًا، وعدد اأ�صلاع اأي بيان �صوي على �صبعة روؤو�ض ي�صاوي 15 على الأكثر، 
فاإن v(K3,2,2) ≥ 1. اإن اأف�صل ر�صم وجدناه يحوي تقاطعين كما يظهر في الر�صم اأدناه عن اليمين. ولتح�صين 
الحد الأدنى، لحظ اأن K3,2,2 يحوي K3,4. بما اأن K3,4 خالٍ من المثلثات، فاإن بيانه الجزئي ال�صوي يحوي 10 
اأن كلّ ر�صم للبيان K3,2,2 يحوي ر�صمًا للبيان K3,4، فاإن:  v(K3,4) ≥ 2. وبما  اأ�صلاع على الأكثر. لذا، فاإن 

 v(K3,2,2) ≥ v(K3,4) ≥ 2.

13.3.6. ق�ضية: افتر�ض اأن G بيان له n من الروؤو�ض، و m من الأ�صلاع. اإذا كان k اأكبر عدد من الأ�صلاع 
2

( )
2 2
m mv G

k
≥ − في بيان جزئي �صوي من G، فاإن v(G) ≥ m – k بالإ�صافة اإلى اأن 

الإثبات: اإذا اأُعطيتَ ر�صمًا للبيان G في الم�صتوى، فاجعل H تمثِّل اأكبر بيان جزئي من G في هذا الر�صم 
 .H يقطع على الأقل �صلعًا من اأ�صلاع H اإن كلّ �صلع غير موجود في H بحيث ل يوجد اأي تقاطعات بين اأ�صلاع
 m-k على الأكثر، فاإن هناك على الأقل k ي�صاوي H وبما اأن عدد اأ�صلاع H وبخلاف ذلك، يمكن اإ�صافته اإلى

 G - E(H) واأ�صلاع H تقاطعًا بين اأ�صلاع
 (m - k) – k صلعًا متبقيًا على الأقل اإن التعليل نف�صه يعطينا� m - K يوجد لدينا ،E(H) بعد اإهمال
على  نح�صل  اإعادتها،  اأو  التعليل  خطوات  وبتكرار  البيان.  من  المتبقي  الجزء  ر�صم  عند  الأقل  على  تقاطعًا 

.mt – kt(t + 1)/2 اإن قيمة هذا المجموع ت�صاوي . m
kt =            تقاطعًا على الأقل؛ حيث 

 

   
 

�ض t = (m - r)/k في قيمة المجموع. وبالتب�صيط  الآن، نكتب m = tk+r، حيث r ≤ k - 1 ≥ 0، ونعوِّ
 ■  . 2 ( )( )

2 2 2
m m r k rv G

k k
−

≥ − + نح�صل على اأن 
يكون الحدُّ الأول m - k الموجود في الق�صية 13.3.6 مفيدًا عندما يكون عدد اأ�صلاع G قليلًا. اإن عدد 
عدد  فاإن  الفرع،  ثنائي   G يكون  وعندما   ،e(G) – 3n + 6 الأقل  على  ي�صاوي   G ب�صيط  لبيان  التقاطع 
اإن تكرار خطوات التعليل يح�صب الحد الأدنى عندما يكون  e(G) – 2n + 4 على الأقل.  ي�صاوي  التقاطع 

e(G) اأكبر، ولكن هذا الحد يكون �صعيفًا للبيانات الكثيفة.
اإجابة دقيقة، ناأمل على الأقل في تحديد الحد القائد في  خذْ Kn على �صبيل المثال. في ظل عدم وجود 
 كثيرة الحدود التي تعطينا v(Kn). وفي العادة، تُكتب كثيرة الحدود التي درجتها k في المتغير n على ال�صكل 
a nk+O(nk-1) ). وهذا من�صجم مع تعريف الرمز »O الكبيرة« في التعريف 3.2.3. تعطي الق�صية 13.3.6 اأن 
. ولكن في الحقيقة، فاإن v(Kn) ينمو ككثيرة حدود من الدرجة 4. اإن عدد التقاطع ل  3 21( ) ( )

24
≥ +nv k n O nK 3 21( ) ( )

24
≥ +nv k n O n

؛ لأن باإمكاننا و�صعَ  الروؤو�ض على محيط دائرة، ثم نر�صم اأوتارًا لـ Kn، اإن كلّ اأربعة  (n يمكن اأن يزيد على (
روؤو�ض ت�صهم بتقاطع واحد بال�صبط. وفي الواقع، فاإن هذا اأ�صواأ ر�صم ممكن لـ Kn على �صكل خطوط م�صتقيمة؛ 
ولأن في اأي ر�صم على �صكل خطوط م�صتقيمة، فاإن كلّ مجموعة موؤلفة من اأربعة روؤو�ض ت�صهم في تقاطع واحد 

4
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263 وسطاء المستوية  3.6

على الأكثر، حيث يعتمد ذلك على وجود الراأ�ض الرابع داخل المثلث الم�صكل من قبل الروؤو�ض الثلاثة الأخرى اأو 
خارجه. فكم تقاطعًا يمكن اأن نخت�صر اإذا ر�صمنا ر�صمًا اأف�صل من هذا؟

 4 3 4 31 1( ) ( ) ( )
80 64

 ≤ ≤ nn O n v K            n O n   :(R.Guy [1972]) :14.3.6. نظرية

الإثبات: اإن التعليل بطريقة الح�صاب بخطوات مكررة يوؤدي اإلى اإيجاد حد اأدنى. واإن ر�صم Kn باأقل عدد من 
 v(Kn-1) ونح�صل على كلّ منها بحذف راأ�ضٍ واحد، وكلّ ر�صمٍ جزئي يحوي ،Kn-1 ر�صمًا لـ n التقاطعات يحوي
تقاطعًا على الأقل. لذا، فاإن العدد الكلّي ي�صاوي nv(Kn-1) على الأقل. ولكن تم ح�صاب كلّ تقاطع في الر�صم الكلّي 

.(n - 4)v(Kn)≥ n v(Kn-1) مرة. لذا، ن�صتنتج اأن (n - 4)
=v(Kn)   لكلّ n ≥ 5: عندما n = 5 فاإن عدد تقاطعات  5

1  (4
n ا اأن ( من هذه المتباينة، نبرهن ا�صتقرائيًّ

K5 ي�صاوي 1، لذا افتر�ض اأن n > 5، وبا�صتخدام فر�صية ال�صتقراء نح�صب: 

1
1 ( 1)( 2)( 3)( 4) 1( ) ( )   4

4 4 5 24 5

n

n n
n n n n n nv k v k

n n−

− − − −  ≥ ≥ =  − −  
K 1

1 ( 1)( 2)( 3)( 4) 1( ) ( )   4
4 4 5 24 5

n

n n
n n n n n nv k v k

n n−

− − − −  ≥ ≥ =  − −  
K 1

1 ( 1)( 2)( 3)( 4) 1( ) ( )   4
4 4 5 24 5

n

n n
n n n n n nv k v k

n n−

− − − −  ≥ ≥ =  − −  

يمكن تح�صين مقام الحد الذي درجته 4 في الحد الأدنى اأعلاه من 120 اإلى 80 اآخذين في الح�صبان ن�صخًا 
 .)26b 6 )التمرين 76  

2 2
n n− −   
      

من البيان K6,n-6 الذي عدد تقاطعه ي�صاوي 
4 خذ n = 2k. اإن ر�صم Kn في  31 ( )

64
n O n+ اإن ر�صمًا اأف�صل لهذا يخف�ض الحد الأدنى من       اإلى .

راأ�صًا على الحافة   k و  للعلبة،  العليا  راأ�صًا على الحافة   k اأو على علبة. �صع  يكافئ ر�صمه على كرة  الم�صتوى 
ال�صفلى للعلبة، نر�صم اأوتارًا في اأعلى العلبة، واأوتارًا اأخرى في اأ�صفلها لتمثِّل هذه الـ k ع�صبة. 

ا طبيعيًّا. اإن »عدد ال�صفّ« هو عبارة عن الف�صل الدائري  اإن الأ�صلاع من اأعلى اإلى اأ�صفل تقع في k �صفًّ
، نر�صم هذه الأ�صلاع بحيث يكون  1

2
k − 
  

1 اإلى 
2

k− + 
  

بين النقاط الطرفية العليا وال�صفلى، والذي يمتد من 
التفافها حول العلبة اأقل ما يمكن عند مرورها من اأعلى اإلى اأ�صفل. لذا، فاإن الأ�صلاع الموجودة في ال�صفّ 
نف�صه ل تتقاطع. الآن، نقوم بِلَيِّ العلبة )تحريكها دائريًّا( لجعل اإزاحة ال�صفوف تبداأ من 1 وتنتهي بـ K. اإن 

هذا ي�صهل عملية ح�صاب التقاطعات ول يغير اأزواج الأ�صلاع المتقاطعة.
اإن التقاطع على جوانب العلبة ي�صتمل على وجود راأ�صين في الأعلى، وراأ�صين اآخرين في الأ�صفل، لنقل اأن 
y,x هما الراأ�صان في الأعلى، و w,z هما الراأ�صان في الأ�صفل، حيث اإن لـ x Z  اإزاحة موجبة اأ�صغر من اإزاحة 
xw، يوجد لدينا تقاطع لـ Z, y, x و w اإذا وفقط اإذا كانت الإزاحات لـ y، و z، و w تمثِّل قيمًا موجبة مختلفة 
 ، x في ال�صكل التو�صيحي اأدناه، ولكنه ل يتحقق لـ w و ، Zو ، yو ، x ومتزايدة. )فعلى �صبيل المثال، يتحقق هذا لـ
                          تقاطعًا على جانب العلبة الملوية. لذا، فاإن: 

 
    

 

          

 

                  

 

                        

 

       
    

وy ، وZ، و a ، لأن ال�صلع ya يلتف حول العلبة(. لذا، يوجد 
4 31( ) 2 4 3 ( )

64n

k k
v k k n O n

   
≤ + = +      

   
K 4 31( ) 2 4 3 ( )

64n

k k
v k k n O n

   
≤ + = +      
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الفصل 6     البيانات المستوية264

a z
w

x y

15.3.6. مثال: v(Km,n). اإن اأب�صط ر�صم ي�صع الروؤو�ض على جانبي قناة، حيث ي�صع مجموعة على جانب، 
في حين ي�صع المجموعة الأُخرى على الجانب الآخر، وحيث يتم ر�صم الأ�صلاع كخطوط م�صتقيمة عبر القناة. 
                         تقاطعًا، ولكن من ال�صهل اإنقا�ض هذا بمعامل مقداره 4 �صع روؤو�ض Km,n على محورين 

 
    

 

          

 

                  

 

                        

 

       
    

اإن هذا يحوي 
 ـm راأ�صًا على  2 راأ�صًا على محور y ال�صالب. وبالمثل، اق�صم ال

n   الموجب، و y 2 راأ�صًا على محور
n   متعامدين، ثم �صع

محور x الموجب وال�صالب. وبجمع هذه الأنواع من التقاطعات التي نح�صل عليها عندما ن�صل كلّ راأ�ض على محور x بكلّ 
ن  ، (ZarnaKiewicz [1954]). لقد خُمِّ

,
1 1

   
2 2 2 2

( )m n
m m n nv k − −

≤
       
              

K ,
1 1

   
2 2 2 2

( )m n
m m n nv k − −

≤
       
              

راأ�ض على محور y، فاإننا نح�صل على 
 .)Guy [1969] هذا الحدُّ على اأنه حدٌّ اأمثل )لمزيد من المعلومات؛ ارجع اإلى

 (woodall) اأما وودال .min {n,m} ≤ 6 العام 1970م هذه النتيجة عندما (Kleitman) لقد اأثبت كليتمان 
فوجد اأن K7,11 و K9,9 هما اأ�صغر حالتين غير معروفتين، وكان هذا في العام 1993م با�صتخدام الحا�صوب. 
 . 

,
1 1

   
2 2 2 2

( )m n
m m n nv k − −

≤
       
              

K ,
( 1) 1( )  

5 2 2m n
m m n nv k − −   ≥       

وا�صتنادًا اإلى ما تو�صل اإليه كليتمان فقد اأثبت جاي (Guy) العام 1970 اأن
وهذا غير بعيد عن الحد الأعلى )التمرين 26(.

نَ حدٌّ اأدنى لعدد التقاطع من قِبَلِ ايردوز وجاي العام 1970م، وهذا التخمين يلجاأ اإلى تطبيق  لقد خُمِّ
هند�صي. اإن اإثباتنا ا�صتقرائي، ويعمم الحد الأدنى الموجود في اإثبات النظرية 14.3.6. وهناك اإثبات احتمالي 

.(Pach – To′th [1997]) منا�صب في التمرين 11.5.8. كما توجد نتيجة اأقوى في
(Aitai –chva’tal-Newborn-Szemer’edi[1982],Leightpm [1983]).16.3.6. *نظرية

. 3 21( ) ( ) / ( )
64

v G e G n G≥ افتر�ض اأن G بيان ب�صيط. اإذا كان e(G) ≥ 4n(G)، فاإن 
m ≤ 5n )هذا  كانت  اإذا   n ال�صتقراء على  ن�صتخدم   n = n(G) و   m = e(G) اأن  افتر�ض  الإثبات: 
) عندما ) 313

64
α α− ≥  ي�صمل البيانات الب�صيطة جميعها والتي عدد روؤو�صها ي�صاوي 11 على الأكثر(. لحظ اأن 

3 كما هو من�صود.  21( ) 3 /
64

≥ − ≥v G m n m n a ≤5 ≥  4 . يجعل m = αn حيث a ≤5 ≥  4 نح�صل على اأن 
افتر�ض اأن n > 11. اإذا اأعطينا ر�صمًا اأمثل للبيان G، فاإن كلّ تقاطع �صيظهر في n-4 من الر�صوم التي 
لذا،   . ( ) ( )( )

( )

3

2
1
64 1

−
− ≥

−

m d v
v G v

n
اأن  نجد  ال�صتقراء،  فر�صية  ومن  واحد.  راأ�ضٍ  بحذف  عليها  نح�صل 

 . ( )
( )

3

2
( )

( )1( 4) ( )
64 1v V G

m d v
n v G

n∈

−
− ≥

−
∑       

 

 

 

 

 

 

( )
( )

3

2
( )

( )1( 4) ( )
64 1v V G

m d v
n v G

n∈

−
− ≥

−
∑ فاإن: 

تبديل  عند  عليه  نح�صل  لما  الأقل  على  م�صاويًا  يكون   - دائمًا   - الأدنى  الحد  اأن  نعلم  التحدب،  من 
كذلك  . 3 3( ( )) ( 2 / )m d v n m m n− ≥ −∑ اأخرى،  وبكلمات  الروؤو�ض.  لهذه  الدرجة  بمعدل  الروؤو�ض   درجات 

2 (n - 4) ≤ (n - 2)3(n-1). لذا، فاإن:

■  3 3 3

3 2 2

1 ( 2) 1( )
64 ( 1) ( 4) 64

n m mv G n
n n n n

−
≥ ≥

− −
                                                 

، حيث 
2

2 /2 m n
nG K
m

= 17.3.6. مثال: تحقيق الحد. اإن المقدار الموجود في النظرية 16.3.6 هو اأف�صل ما يمكن. خذْ 

22 . وبما اأن  1 2 =
2 2

 
 
 

n m m
m n

2m من م�صاعفات n اإن العدد الكلّي للروؤو�ض هو n، كما اأن العدد الكلّي للاأ�صلاع يقارب 
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265 وسطاء المستوية  3.6

. اإن هذا المقدار يختلف بمقدار ثابت عن الحد الأدنى الموجود في 
42 3

2

1 2 1( )
2 64 8
n m mv G
m n n

 = = 
 

، فاإن  41( )
64rv K r≤

■ الق�صية 16.3.6.  
 .(Combinatorial Geomerty) ضنطبق الق�ضية 16.3.6. على م�صاألة في الهند�صة التوافقية اأو التركيبية�
لقد �صاأل اإيردوز العام [1946م] قائلًا: كم وحدة م�صافة يمكن اأن يكون بين n من النقاط في الم�صتوى؟ اإذا 
الذي يمثل  البيان  فاإن   ،)1 ي�صاوي  النقاط  بين  العمودي  اأو  الأفقي  )البعد  وحدة  �صبكة  البيانات في  وُجدت 
)) n-O  �صلعًا. وباأخذ النقاط جميعها  )n م�صافات الوحدة هو ال�صرب الديكارتي لم�صارين، وهذا ينتج حوالي (
)ال�صبكة منتقاة( التي تقع �صمن م�صافة منا�صبة من نقطة الأ�صل، ح�صل اإيردوز على نحو n1+c/Loglogn وحدة 

.ε لكلّ عدد موجب n1+ ε م�صافات. اإن معدل هذا النماء اأكثر من خطي، اإل اأنه يقل عن
ي�صاوي  كلّ منهما  دائرتين ن�صف قطر  اأي  اأن  O(n3/2). بما  قيمته  اأعلى  ا  اإيردوز كذلك حدًّ اأثبت  لقد 
لكلّ  فاإن  لذا،   .K3,2 يحوي  اأن  يمكن  ل   G الوحدة  م�صافات  بيان  فاإن  الأكثر،  على  نقطتين  في  يتقاطعان   1
زوجًا   

                        
 
    

 

          

 

                  

 

                        

 

       
    

لـ  م�صتركًا  جارًا  ي�صكل   v راأ�ض  كلّ  اأن  وبما  الأكثر.  على  م�صتركين  جارين  النقاط  من  زوج 
اأن يعطينا  التحدب  فاإن   ،2e(G)/n ي�صاوي  الدرجة  معدل  اأن  وبما   .  

                        
 
    

 

          

 

                  

 

                        

 

       
    

فاإن  جيرانه،   من 
 . اإن هذه المتباينات مجتمعة معًا تعطينا الحد المن�صود )يتعامل التمرين 25.2.5 مع 

                        
 
    

 

          

 

                  

 

                        

 

       
    

 

                        
 
    

 

          

 

                  

 

                        

 

       
    

                        
 
    

 

          

 

                  

 

                        

 

       
    

م�صاألة تعظيم الأ�صلاع عمومًا في الحالة التي ل تحوي فيها البيانات ع�صبًا ثنائية(. 
في  والخطوط  النقاط  بين  الوقوع  بعلاقات  المتعلقة  الأعداد  نظرية  من  التعليلات  بع�ض  با�صتخدام 
العام  في   (Trotter) وتروتر   (Szemere›di) و�صيميردي   (spencer) �صبن�صر  من  كلّ  قام  نقاط،  مجموعة 
1984م بتح�صين الحد الأعلى اإلى O(n4/3). كما قام �صزكلي (Sze›Kely) بتطبيق النظرية 16.3.6 لإعطاء 

اإثبات رائع وق�صير لهذا الحد با�صتخدام نظرية البيانات.
.(Spencer –Szemer′edi-Trotter[1984]) :18.3.6. *نظرية

يوجد على الأكثر 4n4/3 زوجًا من النقاط، بحيث اإن الم�صافة بين عن�صري اأيّ زوج منها ت�صاوي 1 من بين 
مجموعة تحوي n من النقاط في الم�صتوى.

الإثبات: (Sze′Kely [1997]) بتحريك النقاط اأو اأزواج النقاط دون تقليل عدد الأزواج ذات الم�صافة 1 
ن�صتطيع اأن نوؤكد اأن كلّ نقطة تكون م�صمولة باأحد هذه الأزواج، واأنه ل توجد نقطتان على بعد مقداره 1 فقط 
اإحداها عن الأخرى. اإذا وُجدت نقطة م�صمولة بزوج واحد فقط م�صافته 1، فباإمكاننا تدويرها حول قرينتها 
في الزوج حتى تكون على بعد بمقدار 1 من نقطة اأخرى، وهذا يخت�صر الم�صاألة اإلى الحالة التي تكون كلّ نقطة 

من النقاط م�صمولة في زوجين من هذه الأزواج على الأقل.
بين  )الم�صافة  وحدة  م�صافة  ذات  زوجًا   q يوجد  حيث  النقاط.  من   n على  اأمثل  لٌ  تَ�صَكُّ  P اأن  افتر�ض 

عن�صري الزوج ت�صاوي 1 اأو وحدة(.
لنح�صل على بيان من P با�صتخدام الأزواج ذات م�صافة الوحدة كاأ�صلاع، واإنما بر�صم دائرة وحدة حول 
كلّ نقطة. اإذا كانت نقطة في P تبعد بمقدار 1 عن k نقطة من نقاط P، فاإن هذه النقاط تق�صم الدائرة اإلى 
k قو�صًا. وبالمح�صلة، نح�صل على 2q قو�صًا، اإن هذه هي اأ�صلاع لبيان G خالٍ من العرى. وبما اأن كلّ نقطة 
المكررة  الأ�صلاع  بع�ض   G يوجد في  اأن  الممكن  دائرتي وحدة )لي�ض على ثلاث(، فمن  اأن تظهر على  يمكن 

مرتين، ل اأكثر.
اأنه يمكن  q �صلعًا على الأقل لحظ  'G له  نحذف �صلعًا من كلّ �صلعٍ مكرر للح�صول على بيان ب�صيط 

افترا�ض اأنَّ q ≥ 4n. وبخلاف ذلك، فاإن الحد المن�صود يكون متحققًا مُ�صبقا.
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الفصل 6     البيانات المستوية266

بما اأن هذه الأقوا�ض تقع على n من الدوائر، فمن غير الممكن اأن يكون بينها العديد من  التقاطعات؛ 
 

                        
 
    

 

          

 

                  

 

                        

 

       
    

'G تحوي  يتقاطع كلّ زوج من هذه الدوائر مرتين على الأكثر. لذا، فاإن الطريقة التي و�صعنا بها 
3 تقاطعًا على الأقل. اإن هذه المتباينات 

2
1  
64

q
n

تقاطعًا على الأكثر. ومن النظرية 16.3.6، نجد اأن 'G يحوي 
 ■  . 4/34≤q n تعطينا اأن 

  Surfaces of Higher Genus )ال�ضطوح ذات الجن�س الأعلى )اختياري
َ ال�صطح لتفادي التقاطعات بدلً من تقليل التقاطعات في الم�صتوى. اإن هذا هو تاأثير بناء  يمكن اأن نُغَيرِّ
�صطح  اإن  ال�صوئية.  الإ�صارات  تركيب  من  بدلً  مختلفة،  بم�صتويات  تتقاطع  التي  الطرق  وملتقيات  الج�صور 

الأر�ض عبارة عن كرة. كما اأن من المنا�صب لهذا النقا�ض اأن نر�صم على الكرة بدلً من الر�صم في الم�صتوى.
ال�صطح؛  ولتفادي حدوث حدود في  الو�صعين متكافئان  فاإن هذين   ،27.1.6 الملاحظة  وكما لحظنا في 
فاإننا ن�صيف ج�صرًا يقطع حفرتين في الكرة، ومن ثمَّ ن�صل اأ�صلاع الحفرتين باأنبوب وبتمديد الأنبوب و�صغط 

باقي الكرة، فاإننا نح�صل على كعكة )الدونت( التي لها �صكل العجلة.

الطارة اأما  �صطح.  في  مقطوعتين  حفرتين  بين  يربط  اأنبوب  اأنه  على  المقب�ض  ف  نعرِّ تعريف:   .19.3.6 
(Torus) فهي ال�صطح الذي نح�صل عليه باإ�صافة مقب�ض واحد اإلى الكرة.

اإن الطارة توبولوجيًّا هي نف�صها الكرة التي لها مقب�ض واحد؛ بمعنى اأنه يمكن نقل اأحد ال�صطحين اإلى 
الآخر بوا�صطة دالة مت�صلة)1(.

يمكن اأن يكون للبيان الكبير عدد كبير من التقاطعات، ويحتاج اإلى عدد اأكبر من المقاب�ض اإن اإ�صافة 
اأنه  يُنْتِجُ طمرًا. لحظ  مقاب�ض كافية اإلى الر�صم على الكرة بحذف التقاطعات الموجودة في البيان جميعها 
في  نتيجة  وجود  ب�صبب  وذلك  ذلك،  عمل  بكيفية  نهتم  ل  فاإننا  كرة  اإلى  المقاب�ض  من  عددًا  ن�صيف  عندما 
التوبولوجي مفادها اأننا اإذا ح�صلنا على �صطحين باإ�صافة العدد نف�صه من المقاب�ض اإلى الكرة، فاإن هناك دالة 

مت�صلة تنقل كلاًّ منهما اإلى الآخر.
ف جن�ض المنحنى لل�صطح الذي نح�صل عليه باإ�صافة مقاب�ض اإلى الكرة على اأنه عدد  20.3.6. تعريف: نعرِّ
المقاب�ض الم�صافة اإلى هذه الكرة. و�صن�صتخدم الرمز. S𝛾𝛾 للتدليل على ال�صطح الذي جن�صه ي�صاوي γ في 
ف جن�ض البيان على اأنه اأ�صغر γ، بحيث يمكن طمر G في Sγ. اإن البيانات التي يمكن طمرها في  حين نعرِّ
ة، والطارية )التي لها طمر على الطارة(، وثنائية الطارة  ويَّ ال�صطوح التي جن�صها 0،1،2 هي البيانات ال�صَّ

)ال�صطح الذي له مقب�صان يُ�صمّى طارة ثنائية( على الترتيب.
ويَّة تعمم في بع�ض التجاهات اإلى البيانات التي يمكن طمرها على �صطوح من  اإن نظرية البيانات ال�صَّ
الكبيرة على �صطوح  البيانات  ر�صم  اإن  ثقافيًّا كذلك.  ولأهمية ذلك  باخت�صار،  و�صنناق�ض هذا  اأعلى؛  جن�ضٍ 
العُقدة )S3(. مو�صعيًّا، يظهر هذا  الر�صم على  تتبعه، حتى  لي�ض �صهلًا، ومن ال�صعوبة بمكان  جن�صها عالٍ 
ال�صطح ك�صفحة ورق م�صتوية. ومن اأجل ر�صم البيان؛ علينا اأن ن�صع ال�صطح كلّه منب�صطًا. ولعمل ذلك يجب 
اإل�صاق الأ�صلاع معًا من اأجل ا�صتعادة ال�صطح، فباإمكاننا و�صف ال�صطح  اإذا ا�صتطعنا متابعة كيفية  قطعه. 

على قطعة ورق منب�صطة. اأولً، خذ في الح�صبان الطارة.
)1( هذا م�صدر النكتة التي تقول: اإن ال�صخ�ض المتخ�ص�ض في التوبولوجيا هو ال�صخ�ض الذي ل يعرف الفرق بين حبة الدونت وفنجان القهوة.
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267 وسطاء المستوية  3.6

21.3.6. مثال: و�صف توافقي )تركيبي( للطارة.

اإن قطع الأنبوب المغلق مرة واحدة يحوله اإلى اأ�صطوانة، وب�صق هذه الأ�صطوانة طوليًّا، ن�صتطيع و�صعها 
منب�صطة كم�صتطيل. اإن و�صع علامات دالة على اأ�صلاع الم�صتطيل ي�صير اإلى كيفية اإعادة اإل�صاق هذه الأ�صلاع 

معًا، بحيث تتم مطابقة الأ�صلاع التي لها العلامة الدالة نف�صها بع�صها ببع�ض.
اأن تقطع مثل هذا القطع  اإن متابعة مطابقة الأ�صلاع مهمة لأنه يمكن لأ�صلاع طمر على �صطح معين 
وعندما ي�صل �صلع اإلى اأحد حدود الم�صتطيل، فاإنه يكون قد و�صل اإلى اأحد جوانب القطع المتَُخَيَّل، وعندما يعبر 
اإن الزوايا  )يقطع( ال�صلع هذا القطع، فاإنه ينفذ من النقطة المماثلة على الن�صخة الأخرى من هذا الحد. 

الأربع لهذا الم�صتطيل ترتبط بنقطة واحدة على ال�صطح والتي يمرّ من خلالها القطعين.
.K7 و ،K3,3 و،K5 اأدت هذه  الأفكار الجيدة لطمر جميل على الطارة لكلّ من

7
6

5

2

1 1

1 1

3
4

لحظ وجود بع�ض المرونة في عمل القطوع لل�صطوح ذات الجن�ض الأعلى. ولكن، كلّ طريق ياأخذ قطعين 
التعبير عن  ياأتي من خلال  العادي  التمثيل  اإن  ال�صطح ب�صورة منب�صطة.  اأن ت�صتطيع و�صع  لكلّ مقب�ض قبل 

.(hub) المقاب�ض “كفلق” لل�صطح، حيث توجد نقطة م�صتركة بين القطوع على المحور
22.3.6. مثال: و�صع الطارة الثنائية منب�صطة. تجد اأدناه تمثيلًا م�صلعًا للطارة الثنائية. اإن عمل القطوع 
 2𝛾𝛾 يكافئ اإ�صافة عرى عند راأ�ض واحد حتى تح�صل على طمر في وجه واحد ل�صمة العرى. وعمومًا، نعمل

قطعًا عبر نقطة واحدة ولتكن من و�صع S𝛾𝛾 منب�صطًا.
اإن متابعة الحدود من كلّ قطع تقود اإلى تمثيل لـ S𝛾𝛾  كم�صلع عدد اأ�صلاعه 4𝛾𝛾 يتحقق فيه اأنه يمكن و�صف 
كلّ اجتياز اأو عبور )ا�صتعرا�ض( للحدود في اتجاه عقارب ال�صاعة من خلال قراءة القطوع في اأثناء عبورنا لها 

ون�صجل القطع با�صتخدام رمز النظير العك�صي عندما نجتازه في التجاه الم�صاد.
وبما اأننا نتابع حدود وجه واحد فقط اآخذين في الح�صبان اأن يدنا الي�صرى دائمًا على الحائط فاإنه يتم تتبع 
. 1 1 1 1

1 1 1 1 2 2 2 2α β α β α β α β− − − − كلّ �صلع مرة اإلى الأمام ومرة اأخرى اإلى الخلف. ولهذا المثال هنا، فاإن المُ�صتعرِ�ض هو 
ويمكن الح�صول   . 1 1 1 1

1 1 1 1  ....... γ γ γ γα β α β α β α β− − − − ال�صكل:  على  �صطح  كلّ  و�صع  اأنه يمكن  لحظ 
اأي طرق مختلفة لطمر باقة  لل�صطح من خلال عمل قطوع بطرق مختلفة  اأخرى  على و�صعيات )تمثيلات( 

 . 1 1 1 1    αβγδ α β γ δ− − − −      1 1 1 1    αβγδ α β γ δ− − − −1 1 1 1    αβγδ α β γ δ− − − −1 1 1 1    αβγδ α β γ δ− − − −1 1 1 1    αβγδ α β γ δ− − − − موؤلفة من 2𝛾𝛾 عروة. فمثلًا، يمكن تمثيل الطارة الثنائية بم�صلع ثماني حدوده 

2
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الفصل 6     البيانات المستوية268

تقلي�ض  يمكن  اأنه  تحقق  منطقة  اأنها  على  الثنائية  الخلية  ف  نعرِّ  .Sγ لـ  اأويلر  �صيغة  ملاحظة:   .23.3.6
كلّ  تكون  طمر  عن  عبارة  الثنائية  الخلية  طمر  اإن  نقطة.  اإلى  مت�صلة  دالة  بوا�صطة  داخلها  في  منحنى  كلّ 
Sγ المترابطة على  للبيانات  الثنائية  لت�صمل طمور الخلية  اأويلر  تعميم �صيغة  ثنائية. يمكن  فيه خلية   منطقة 

)التمرين 35(، بحيث ت�صبح على ال�صكل:
n – e + f = 2 - 2γ

وجهًا  14 و  �صلعًا،  و21  روؤو�ض،   7 له   (γ = 1) الطارة  على   K7 لـ  طمرنا  اإن  المثال،  �صبيل   فعلى 
و 0 = 14 + 21 – 7. ي�صبه اإثبات �صيغة اأويلر لـ Sγ اإثبات هذه ال�صيغة في حالة الم�صتوى، اإل اأن اإثبات الخطوة 
الأ�صا�ض للبيانات التي لها راأ�ض واحد يحتاج اإلى حذر اأكثر. حيث يلزمنا اأن نبين حاجتنا اإلى 2γ قطعًا لكي 
■ ن�صتطيع جعل ال�صطح منب�صطًا )اأي للح�صول على طمر خلية ثنائية لبيان له راأ�ض واحد ووجه واحد(. 

24.3.6. تمهيدية. كلّ بيان ب�صيط على n من الروؤو�ض مطمور في Sγ يحوي (n - 2 + 2γ)3 �صلعًا على الأكثر.

■ الإثبات: التمرين 35.  
لحظ اأن K7 يحقق التمهيدية 24.3.6 مع الم�صاواة على الطارة (γ = 1). وبما اأن كلّ وجه في الطّمر الطّاري 
 e ≤ 3(n-2 + بيان طاريّ اأعظميّ. وباإعادة كتابة K7 عبارة عن م�صلع ثلاثي، فاإن K7 لـ )طمر في الطّارة(
(2γ، نح�صل على حد اأدنى لعدد المقاب�ض التي يجب اإ�صافتها للح�صول على �صطح يمكن طمر G فيه. لذا، فاإن 

. ( 3 )( ) 1
6

e nGγ −
≥ +

.S𝛾𝛾 تو�صل التمهيدية 24.3.6 اإلى مثيل لنظرية الألوان الأربعة لـ
G قابلًا للطمر على Sγ(γ > 0) فاإن  – Heawood [1890]). اإذا كان  نظرية: )�صيغة هيود   .25.3.6

 . ( ) (7 1 48 ) / 2χ γ ≤ + + G

c=(7. يكفي اأن نبرهن اأنه يوجد لكلّ بيان ب�صيط قابل للطمر على  1 48 ) / 2γ = + + C الإثبات: افتر�ض اأن 
.n(G) يتبع من ال�صتقراء على 𝜒𝜒𝜒(G) على الأكثر. وبذلك، فاإن الحد على c - 1 راأ�ضٌ درجته Sγ

بما اأن 𝜒𝜒(G) ≤ c للبيانات التي لها c راأ�صًا على الأكثر جميعها، فيجب علينا معالجة الحالة التي يكون 
فيها n(G) > c فقط.

ن�صتخدم التمهيدية 24.3.6 لإثبات اأن معدل )ومن ثم اأقل قيمة( الدرجة ي�صاوي c-1 على الأكثر، وتتبع 
المتباينة الثانية اأدناه من كون γ > 0 و n > c. وبما اأن c تحقق اأن c2 - 7c + (12 - 12γ)=0، فاإننا نح�صل 

على اأن c - 1 = 6 - (12 - 12γ)/c. لذا، فاإن معدل الدرجة يحقق الحد المن�صود.
■                                    

ويَّة. وعلى الرغم  اإن المتباينة الرئي�صة تف�صل هنا عندما γ = 0. لذا، فاإن التعليل غير �صالح للبيانات ال�صَّ
 Kn اإن اإثبات حدّ هيوود حاد يت�صمن طمر γ = 0 عندما x(G) ≤ 4من ذلك، فاإن ال�صيغة تُخت�صر لت�صبح

 . (  - 3)(  - 4)/12γ =   n n𝜒=𝜒[(n-3)𝜒(n-4)𝜒/𝜒12] على Sγ حيث 
فّ  ال�صّ الأول في  المثال  K7( 12 هو  n بمقيا�ض  تكافوؤ  بح�صب �صفوف  اإلى عدة حالت  الإثبات  ينق�صم 
الخرائط تلوين  نظرية  كتاب  على  ي�صتمل  حيث   ،(Ringle – youngs [1968]) في  منجزًا   ال�صّهل(. 

.(Ringel [1974])
بما اأننا اأخذنا م�صاألة التلوين على Sγ في الح�صبان، فمن الطبيعي اأن يت�صاءل اأحدنا عن البيانات التي 
ة، بدءًا من نظرية كواراتو�صكي )النظرية 2.2.6( ونظرية  ويَّ تنطمر على Sγ. توجد عدة تو�صيفات للبيانات ال�صَّ
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269 وسطاء المستوية  3.6

واجنر )التمرين 12.2.6( لحظ اأن حذف الأ�صلاع اأو تقلي�صها ل يوؤثر في طمر البيانات على اأي �صطح.
توجد لكلّ �صطح قائمة �صغرى فرعية من العوائق التي تعيق الطّمر. تن�ضُّ نظرية واجنر على اأن قائمة 

العوائق للم�صتوى هي {K3,3 , K5}. واأن كلّ بيان غير �صوي يحوي اأحد هذه البيانات كبيان فرعي.
يوجد اأكثر من 800 من الممنوعات الفرعية ال�صغرى المعروفة للطّارة، وتكون قائمة الممنوعات منتهية 
اأدناه. )توؤدي علاقة التق�صيم في نظرية كواراتو�صكي اإلى  لكلّ �صطح، وهذا يتبع من العبارة الأعم الموجودة 

قوائم غير منتهية(.
26.3.6. نظرية: )نظرية البيان الفرعي – (Robertson –seymour[1985] في اأي قائمة غير منتهية 
من البيانات، يوجد بيان معين بحيث يكون بيانًا فرعيًّا لبيان اآخر.  ■
ربما تكون هذه اأ�صعب نظرية معروفة في نظرية البيان؛ لأن اإثباتها يحتاج اإلى اأكثر من 500 �صفحة )دون 
م�صاعدة الحا�صوب( موجودة على �صكل �صل�صلة موؤلفة من اأكثر من 20 بحثًا امتدت اإلى ما بعد العام 2000م. 
اإن التقنيات الم�صتخدمة  كما يوجد لها العديد من الت�صعبات حول تركيبة البيان وبنيته، وتعقيد الح�صابات. 
في الإثبات اأوجدت فروعًا جديدة في نظرية البيان. واأن بع�ض جوانب هذه التقنيات وعلاقتها باإثبات نظرية 

.(Diestel [1997]) البيان الفرعي موجودة في الوحدة الأخيرة من كتاب دي�صتل
تمارين

ا لخوارزمية كثيرة حدود زمنية بحيث تاأخذ بيانًا �صويًّا كمدخل، وتُنْتِجُ تلوينًا فعليًا بخم�صة  1.3.6.)-( هاتِ ن�صًّ
األوان لهذا البيان.

ا( من الدرجة k (k-degenerate) اإذا وُجد في كلّ بيان جزئي  خًّ )مُتَفَ�صِّ مَحِلاًّ 2.3.6. )-( يكون البيان G مُ�صْ
منه راأ�ضٌ درجته ت�صاوي k على الأكثر، اأثبت اأن البيان الم�صمحل)المتف�صخ( من الدرجة k يكون قابلًا للتلوين 

بـ k + 1 لونًا.
3.3.6.)-( ا�صتخدم نظرية الألوان الأربعة لتبرهن اأن كلّ بيان �صوي خارجي يكون قابلًا للتلوين بثلاثة األوان.

4.3.6. )-( جد عدد التقاطع لكلٍّ من K2,2,2,2 و K4,4، وعدد التقاطع لبيان بيتر�صون كذلك.
الفـرع.  ثنــائيي  بيــانين  اإلى  يتفكــك  �صوي  بيــان  كلّ  اأن  لتبـرهـــن  الأربعة  الألــــوان  ا�صتخدم نظرية   .5.3.6

 (Hedetniemi [1969], Mabry [1995])
6.3.6. دون ا�صتخدام نظرية الألوان الأربعة، اأثبت اأن كلّ بيان �صوي له 12 راأ�صًا على الأكثر يكون قابلًا للتلوين 

باأربعة األوان. ا�صتخدم هذا لتبرهن اأن كلّ بيان �صوي له 32 راأ�صًا على الأكثر يكون قابلًا للتلوين باأربعة األوان.
7.3.6. )!( افتر�ض اأن H ت�صكل في تثليث �صوي )التعريف 2.3.6(. وافتر�ض كذلك اأن 'H هو البيان الذي 
روؤو�ض  نحذف  ثم  ومن  الحلقة،  روؤو�ض  جيران  على  دالة  كعلامات  الروؤو�ض  درجات  و�صع  من  عليه  نح�صل 

.H' من H الحلقة. اأثبت اإمكانية ا�صترداد
8.3.6. جدْ ت�صكلًا حجم حلقته ي�صاوي 5 في تثليث �صوي، بحيث اإن درجة كلّ راأ�ض ت�صاوي 5 على الأقل، وبحيث 

يوجد اأكثر من راأ�ض داخلي واحد.
9.3.6. )+( اأثبت اأن كلّ ت�صكل �صوي حجم حلقته ي�صاوي 4 على الأكثر يكون م�صغرًا. )م�صاعدة: الحلقة عبارة 
عن حلقة فا�صلة C. اأثبت اأنه اإذا كانت التثليثات الأ�صغر قابلة للتلوين باأربعة األوان، فاإن للفلق -C من G اأربعة 

.(BirKhoff [1913]) ،(C األوان تتوافق على
.(Thomassen[1994a] انظر( ,(Grötzch[1959]) 10.3.6. نظرية جروتزك
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فاإن لذا،  اللون.  ثلاثي  يكون  المثلثات  من  خال   G �صوي  بيان  كلّ  اأن  على  النظرية  هذه   تن�ضّ 
 a (G) ≥ n(G) /3 العام 1993م اأن (stienberg) و�صتاينبرج (Tovey) لقد اأثبت توفي a(G) ≥ n(G)/3
 G1 :دائمًا. اأثبت اأن هذا اأف�صل ما يمكن من خلال الأخذ في الح�صبان عائلة من البيانات على ال�صكل التالي
 Gk-1 من Gk نح�صل على ،k > 1 على الترتيب. لـ  Z1و ، y1و ، x1و ، xoو ، a :عبارة عن حلقة خما�صية روؤو�صها
باإ�صافة الروؤو�ض الثلاثة: xk، وyk ، و Zk والأ�صلاع الخم�صة: Zk xk-2 ، Zk yk-1، yk Zk ، xk yk ، xk-1 xk تجد البيان 

.(Franghnaugh [1985]) .مو�صحًا عن الي�صار في ال�صكل اأدناه G3

x

a

0 x1

z1 y1 z2 y2 z3 y3

x2 x3

ف متتالية من بيانات الم�صتوى على ال�صكل التالي: افتر�ض اأن G1 هي C4، لـ n > 1 اح�صل على  11.3.6. عرِّ
Gn من Gn-1 باإ�صافة حلقة رباعية تحيط بـ Gn-1 واجعل كلّ راأ�ض من روؤو�ض الحلقة الجديدة يجاور راأ�صين 

 n اأثبت اأنه اإذا كان G3 متتابعين من روؤو�ض الوجه الخارجي ال�صابق في ال�صكل اأعلاه عن اليمين تجد البيان
.(Albentson) من الروؤو�ض بال�صبط n ي�صتخدم كلّ لون على Gn عددًا زوجيًّا، فاإن كلّ تلوين رباعي فعلي لـ

اأن كلّ بيان �صوي خارجي يكون قابلًا للتلوين  اأثبت  12.3.6. )!( من دون ا�صتخدام نظرية الألوان الأربعة، 
بثلاثة األوان. طبق هذا لتبرهن نظرية �صالة عر�ض الآثار )الفنون( التي تن�ضّ على اأنه: اإذا و�صعت �صالة 
3/ حار�صًا، بحيث اإن كلّ نقطة داخلية تكون   n عر�ض الآثار كم�صلع له n من الحواف، فاإن من الممكن و�صع 

3/ حار�صًا.  n مرئية من قبل اأحد الحرا�ض. لـ n ≥ 3، ابنِ م�صلعًا يتطلب 

بع�ض  اإلى  اإ�صافة  م�صلع  اأنه  على  جدران  له  الذي  )الفنون(  الآثار  )معر�ض(  عر�ض  �صالة  ف  نعرِّ  .13.3.6
الأوتار غير المتقاطعة التي تُ�صمى »جدرانًا« والتي ت�صل )تربط( بين الروؤو�ض كلّ جدار داخلي يحتوي على فتحة 
�صغيرة ت�صمى »مدخلًا« اإذا وُ�صع الحار�ض على المدخل، فاإنه ي�صتطيع روؤية كلّ �صيء داخل الغرفتين المتجاورتين، 
ولكن الحار�ض الذي ل يكون موجودًا في المدخل، فاإنه ل ي�صتطيع اأن يرى اأبعد من الجدار. حدد اأ�صغر عدد t من 
 الحرا�ض يلزم ا�صتخدامه لحرا�صة معر�ض فني له جدران بحيث تكون كلّ نقطة داخلية مرئية من قِبل اأحد الحرا�ض

. (Hutchinson [1995],Künalgen[1999]) 
14.3.6. )+( اأثبت اأن البيان ال�صوي الأعظمي يكون قابلًا للتلوين بثلاثة األوان اإذا وفقط اإذا كان هذا البيان 
اأويلريًّا. )م�صاعدة: لإثبات الكفاية؛ ا�صتخدم ال�صتقراء على n(G) اختر زوجًا منا�صبًا اأو ثلاثة روؤو�ض متجاورة 

.(Heawood [1898]) )ل�صتبدالها باأ�صلاع
15.3.6. )!( اأثبت اأنه يمكن تجزئة روؤو�ض بيان �صوي خارجي ب�صيط اإلى مجموعتين، بحيث يكون البيان 
الجزئي الذي تحدثه كلّ مجموعة عبارة عن اتحاد منف�صل لم�صارات )م�صاعدة: عرف تجزئة با�صتخدام نوعية 
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271 وسطاء المستوية  3.6

الم�صافة )زوجية اأم فردية( بالن�صبة اإلى راأ�ض مثبت(، 
 (MihóK-[1983],AKiyama-Era-Gervacia-Watanabe[1989],Goddard [1991]) 

 Q4 اإلى بيانين مت�صاكلين �صويّين لذا، فاإن �صُمك Q4 ك 16.3.6. )+( اأثبت اأن المكعب الرباعيQ4  بيان غير �صوي. فكِّ
ي�صاوي 2.

17.3.6. اأثبت اأن �صُمك Kn ي�صاوي  على الأقل، وبرهن كذلك اأن الم�صاواة تتحقق للبيان K8 باإيجاد بيان 
�صوي ذاتي التتام له ثمانية روؤو�ض )تعليق: ي�صاوي ال�صمك  ما عدا K10 K9 حيث �صُمك كلّ منهما ي�صاوي 3 
 n ≢ 4mod 6 وذلك عندما (BeineKe –Harary [1965]) موجودة في n > 10 تجد الحدود العليا عندما

.n ≡ 4mod :عندما يكون(AleKsee GonČaKov [1976])  وفي
ك K9 اإلى ثلاثة بيانات �صوية مت�صاكلة زوجًا زوجًا. 18.3.6. فكِّ

 19.3.6. اإذا كان �صُمك G ي�صاوي 2، فبرهن اأن 𝜒𝜒𝜒(G) ≤ 12 ا�صتخدم البيانين الموجودين اأدناه لتبرهن اأن
.(T.SulanKe) ،2 ي�صاوي G يمكن اأن تكون كبيرة، وت�صل اإلى 9 عندما يكون �صُمك 𝜒𝜒𝜒(G)
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43           
ي�صــــاوي  Kr,s �صُمك  اأن  فبرهــن   ، 2( 2)

2
rs و  <− ًّا  زوجيـــــ عـــــددًا   r يكـــون  عنــدمـــا   )!(  .20.3.6 

.(BeineKe-Harrary-moon [1964]),  r/2 
.v(K2,,2,2,2) وا�صتخدمها لح�صاب v(K1,2,2,2) 21.3.6. حدد قيمة

22.3.6. اأثبت اأنه ل يوجد بيان جزئي �صوي من K3,2,2 بحيث يكون لهذا البيان الجزئي 15 �صلعًا، وا�صتخدم هذا 
.v(K3,2,2) ≥ 2 لتعطي اإثباتا ثانيًا لحقيقة اأن

23.3.6. ليكن Mn البيانَ الذي نح�صل عليه من الحلقة Cn باإ�صافة اأوتار تربط بين الروؤو�ض المتقابلة )اإذا كان 
n عددًا زوجيًّا(، وتربط بين الروؤو�ض �صبه المتقابلة )اإذا كان n عددًا فرديًّا(. اإن البيان Mn منتظم من الدرجة 

. (Guy-Harary [1967])، v(Mn)  عددًا فرديًّا. جد n زوجيًّا، ومنتظم من الدرجة 4 اإذا كان n 3 اإذا كان
P 3 بيانٌ �صوي 

n P k له مجموعة روؤو�ض [n]، ومجموعة اأ�صلاع هي: {ij: |i - j| ≤ k}، اأثبت اأن 
n 24.3.6. البيان 

.(Harary – Kainen [1993])  v(P 4
n )= n - 4   :لتبرهن اأن P 3

n ا للبيان  اأعظمي، ا�صتخدم طمرًا �صويًّ
25.3.6. )+(  لكلّ عدد �صحيح موجب k، ابنِ )جد( بيانًا يمكن طمره على الطارة اإل اأن ر�صمه في الم�صتوى 
يحوي K تقاطعًا على الأقل )م�صاعدة: يكفي اإعطاء عائلة طاريّة )يمكن طمرها على الطّارة( واحدة بحيث 

تكون �صهلة الو�صف: ا�صتخدم الق�صية 13.3.6.(.
الدنيا  للحدود  يًّا(  )عدَّ ح�صابيًّا  تعليلًا  لتعطي  كليتمان   ح�صاب  ا�صتخدم   )!(  .26.3.6

التالية:
 (a.(Guy [1970]) ف ,

1 1( )   
5 2 2m n

m n nv K m − −   ≥       . 4 3
p +

1(K )  P O(P )
80

v ≥ O(P3)  (b
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الفصل 6     البيانات المستوية272

 ،Km,n افتر�ض اأن هذه المخمنة �صحيحة لـ . ,
1 1( )    

2 2 2 2m n
m m n nv K − −       =               

27.3.6. )!( لقد تم تخمين اأن 
. (KLeitman [1970]) ،Km+1,n  عدد فردي. اأثبت اأن هذه المخمنة �صحيحة كذلك لـ m واأن

28.3.6.)!( افتر�ض اأن m و n عددان فرديان، وبرهن اأن نوعية عدد اأزواج الأ�صلاع المتقاطعة تكون نف�صها 
�صوم التي تتقاطع فيها الأ�صلاع مرة واحدة على الأكثر فقط،  في ر�صوم Km,n جميعها )ناأخذ في الح�صبان الرُّ
ا اأن الأ�صلاع التي لها النقطة الطرفية نف�صها ل تتقاطع( ا�صتنتج اأن v(Km,n) يكون  مع الأخذ في الح�صبان اأي�صً

فرديًّا عندما يكون كلّ من m - 3 و n - 3 قابلًا للق�صمة على 3، ولكنه يكون زوجيًّا بخلاف ذلك.
اأن  اأزواج الأ�صلاع المتقاطعة تكون نف�صها. ا�صتنتج  اأن نوعية عدد  اأثبت  n عدد فردي،  اأن  29.3.6. افتر�ض 
 ( n ≡ 3اأو ،n≡1mod 8 مكافئًا لواحد اأو ثلاثة بمقيا�ض 8 )اأي عندما n يكون زوجيًّا عندما يكون v(Kn)

(mod 8، ويكون فرديًّا عندما يكون n مكافئًا لـ 5 اأو 7 بمقيا�ض 8.
:v(K4□ Cn) = 3n وكذلك ،m ≤ min {5,n} اإذا كانت v(Cm □ Cn) = (m - 2)n 30.3.6. )!( من المعلوم اأن

 (a.جد ر�صمًا في الم�صتوى لإثبات الحدود العليا 
 (b بحيث ت�صتخدم هذه التق�صيمات ،K3,3 م�صاعدة: جد ثلاثة تق�صيمات لـ( . v(C3□ C3)≥2 اأثبت اأن 

مجتمعة كلّ �صلع مرتين(.
:f(n)=v(Kn,n,n) 31.3.6.  اجعل

.3v(Kn,n) ≤ f(n) ≤ 3 و(  n
2 اأثبت اأن  2(  )a

.9 ≤ v(K3,3,3)≤15 5، و ≤ v(K3,3,2) ≤ 7 ثم اأثبت اأن . v(K3,3,1) = 3 و v(K3,2,2) = 2  اأثبت اأن  (b 
ن  ) على الأقل حَ�صِّ ) 4 33 ( )20 +n O n يبرهن التمرين 26a .3.6 اأن الحد الأدنى في فرع (a) ي�صاوي   (c 

.f(n) ≥ n3 (n - 1)/6  هذا الحد با�صتخدام علاقة خطوات مكررة لإثبات اأن
 . 4 39( ) ( )

16
≤ +f n n O n الحدّ  اإلى  الحدّ  هذا  ن  حَ�صِّ  ، 4 33 ( )

4
+n O n هو   (a) الفرع  في  الأعلى  الحدّ  اإنّ   (d

)م�صاعدة: اأحد البناءات يطمر البيان في رباعيّ ال�صّطوح (tetrahedron) ويعمم لبناء KL,m,n، وهناك بناء 
.)Kn,…,n ويعمّم لبناء ،Kn اآخر ي�صتخدم

32.3.6.)*( جدْ )ابن( طمرًا على الطارة لبيان ب�صيط غير ثنائي الفرع منتظم من الدرجة 3 بحيث يكون 
طول كلّ وجه فيه عددًا زوجيًّا.

33.3.6. )*( افتر�ض اأن n عدد ي�صاوي 9 على الأقل، بحيث اإن n لي�ض عددًا اأوليًّا، ولي�ض �صعفًا لعدد اأولي. جد 
)ابنِ( بيانًا على الطارة )يمكن ر�صمه على الطارة دون تقاطعات( بحيث يكون له n راأ�صًا، ويكون منتظمًا من الدرجة 6.
34.3.6.)*( نقول: اإن طمرًا لبيانٍ على �صطح معين يكون منتظمًا اإذا كان لوجوهه جميعها الطول نف�صه جد 

.K3,3 و ،K3,6و ، K4,4 :طمرًا منتظمًا على الطارة لكلّ من
35.3.6.)*( اأثبت �صيغة اأويلر للجن�ض γ: اإن عدد روؤو�ض اأي طمر واأ�صلاعه واأوجهه لخلية ثنائية لبيان على 

.n - e + f = 2 - 2γ يحقق العلاقة S𝛾𝛾 صطح�
.Sγ من الروؤو�ض، وقابل للطمر على n 3 �صلعًا على الأكثر لبيان ب�صيط له(n - 2 + 2 γ) ا�صتنتج من ذلك اأنه يوجد
.n ≤ 3 وحدد هذه القيمة بال�صبط عندما γ (K3,3,n) ≥ n-2،  لتبرهن اأن Sγ 36.3.6.)*( ا�صتخدم �صيغة اأويلر لـ
 37.3.6.)*(. لكلّ عدد �صحيح موجب k، ا�صتخدم �صيغة اأويلر لتبرهن اأنه يوجد بيان �صوي G، بحيث اإن

.γ (G ◽ K2) ≥ k 
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