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الفصل الخامس

)Coloring of Graphs( تلـوين البيانـات

)Vertex Coloring and Upper Bounds( 1.5. تلوين الرؤوس والحدود العليا
11.1.1( من �أجل �إيجاد  ��ستخدمنا تلوين �لبيانات في مثال تحديد مو�عيد �جتماعات �للجان )�لمثال 
مثلًا،  �لجامعة  وفي  نف�سه.  �لوقت  في  �جتماعان  لجنة  ع�سو  لأي  يكون  ل  بحيث  �لجتماعات،  لهذه  نموذج 
�إن  نف�سه لأي طالب.  �لوقت  �لنهائية بحيث ل يجتمع �ختبار�ن في  فاإننا نرغب بتحديد مو�عيد �لختبار�ت 
وُجِدَ طالب قد �سجّل في هذين �إذ�   عدد �لمو�عيد �للازمة هو �لعدد �للوني للبيان �لذي يتجاور فيه مقرر�ن 

�لمقررين معًا. 
�إن تلوين مناطق خريطة معينة بحيث تكون �ألو�ن �لمناطق �لمتجاورة مختلفة يعد مثالً �آخر. و�سنعود �إلى 
هذ� �لمثال في �لف�سل 6. يوجد للخريطة �لتي عن ي�سار �ل�سكل �أدناه خم�سُ مناطق، ويكفي �أربعة �ألو�ن لتلوينها. 
يعطي �لبيانان �لموجود�ن عن يمين �ل�سكل �أدناه نموذجًا لعلاقة “�لحدود �لم�ستركة” و�لألو�ن �لمرتبطة بذلك. 

وتعدّ ت�سمية )�أو و�سع علامات د�لة على( �لروؤو�س مرجعًا لم�سائل �لتلوين. 

4
4

4 2 13
3

1 2 1

)Definitions and Examples( تعريفات وأمثلة
�إن ��سم تلوين �لبيانات ماأخوذ من تطبيق تلوين �لخر�ئط، ونحدّد عادة بتحديد علامات د�لة )ت�سميات( 
�لعلامات  هذه  ن�سمي  فاإننا  �لد�لة،  للعلامة  �لعددية  للقيمة  �أهمية  فيها  تكون  ل  �لتي  �لحالة  وفي  للروؤو�س. 

»�ألو�نًا«؛ حتى نبين �أن هذه �لعلامات يمكن �أن تكون عنا�سر لأي مجموعة. 
 |S| = k حيث   ،f :v(G)→S ت�سمية هو   G لبيان   k �لدرجة  من  �لتلوين  �إن  تعريف:   .1.1.5 
)غالبًا ن�ستخدمS = [k](. �لعلامات �لد�لة )�لت�سميات( هي �لألو�ن، ونطلق ��سم �سف �للون )لوني( على 
مجموعة �لروؤو�س �لتي لها �للون نف�سه. ونقول: �لتلوين من �لدرجة k تلوين منا�سب )فعلي( �إذ� وُجدت �ألو�ن 
مختلفة للروؤو�س �لمتجاورة. ونقول: �لبيان قابل للتلوين من �لدرجة k �إذ� وُجد له تلوين فعلي )منا�سب( من 

ا بـ k من �لألو�ن.  �لدرجة k؛ �أي �إذ� �أمكن تلوينه فعليًّ
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الفصل 5     تلوين البيانات192

ف �لعدد �للوني χ(G) على �أنه �أ�سغر عدد k، بحيث يكون �لبيان G قابلًا للتلوين بـ k من �لألو�ن.  يُعرَّ
لون  �سف  وكل  لونية،  �سفوف  �إلى  �لروؤو�س  مجموعة  يُق�سم   G لبيان  �لفعلي  �لتلوين  ملحوظة:   .2.1.5
V (G) �تحادً� كانت  �إذ�  وفقط  �إذ�  �لألو�ن  k من  بـ  للتلوين  قابلًا  �لبيان  يكون  لذ�،  م�ستقلة.   يكون مجموعة 

 لـِ k من �لمجموعات �لم�ستقلة. لهذ�، فم�سطلح قابل للتلوين بـ k من �لألو�ن، وم�سطلح مجز�أ �إلى k من �لأجز�ء 
)�أو مجز�أ من �لدرجة k( كذلك لهما �لمعنى نف�سه. )�لم�سطلحان يختلفان في �ل�ستعمال؛ فغالبًا، ن�ستخدم مجز�أ 

ا، �أما قابل للتلوين من �لدرجة k فهو نتيجة لحل م�ساألة �أمثلية معينة(.  ا بنيويًّ �إلى k من �لأجز�ء بو�سفه فر�سً
�إن �لبيانات ذ�ت �لن�سط غير قابلة للتلوين؛ لأنه ل يمكن �إعطاء �لر�أ�س لونين مختلفين. لذ�، فاإننا �سنتعامل في 
هذ� �لف�سل مع �لبيانات �لخالية �لن�سط فقط. وكذلك، فاإن �لأ�سلاع �لمكررة غير ذ�ت �سلة بهذ� �لمو�سوع؛ لأن 
�لن�سخ �لإ�سافية من �لأ�سلاع ل توؤثر في �لتلوين. لذ�، �سيكون في ذهننا �لبيانات �لب�سيطة فقط عند �لحديث 
عن �لتلوين، و�سنقوم بت�سمية �لأ�سلاع بدللة نقاطها �لطرفية. �إن معظم �لعبار�ت �لتي تكتب دون �سرط وجود 
بيان ب�سيط تبقى �سحيحة في حالة �ل�سماح بوجود �أ�سلاع  مكررة.    ■
3.1.5. مثال: بما �أن �أي بيان يكون قابلًا للتلوين بلونين �إذ� وفقط �إذ� كان بيانًا ثنائي �لفرع، فاإن �لعدد �للوني 
لكل من �لبيان C5، بيان بيتر�سون ي�ساوي  3 على �لأقل. وبما �أنه يمكن تلوين كل منهما بثلاثة �ألو�ن، فاإن 
�لعدد �للوني لكل منهما ي�ساوي 3 بال�سبط )�نظر �ل�سكل �أدناه(.                                                          ■
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ف �لتلوين �لأمثل  4.1.5. تعريف: نقول: �لبيان G لوني من �لدرجة k (k – chromatic)  �إذ� كان χ(G)=k. ونُعرِّ
لبيان لوني من �لدرجة k على �أنه تلوين فعلي للبيان بـ k من �لألو�ن. �إذ� كان  χ(H) < χ(G) = k لكل بيان 

 .k حرج )حا�سم( لونيًّا، �أو حرج من �لدرجة G فنقول: �إن �لبيان ،G جزئي فعلي من �لبيان
5.1.5. مثال: �لبيانات �لحرجة من �لدرجة k لقيم k �ل�سغيرة. �إن �لتلوين �لفعلي للبيان يحتاج �إلى لونين على 
 K1 هي �لبيان �لفريد �لحرج من �لدرجة 2 )وبالمثل، فاإن K2 لأقل �إذ� وفقط �إذ� وُجِدَ للبيان �سلع. ولهذ�، فاإن�
هي �لبيان �لفريد �لحرج من �لدرجة1(. وبما �أن �لبيان ثنائي �للون (Colorable–2) هو نف�سه ثنائي �لفرع، 

فاإن �لتو�سيف �لمميز للبيانات �لثنائية �لفرع يبين لنا �أن �لبيانات �لحرجة من �لدرجة 3 هي �لحلقات �لفردية. 
ن�ستطيع �ختبار ثنائية �للون لبيان G عن طريق �إيجاد بعد روؤو�س �لبيان عن ر�أ�س معين x )في كل مركبة(. 
�جعل {عددً� زوجيًّا = X ={u ∈ V (G): d (u, x)}، وعددً� فرديًّا = u ∈ v (G): d (u,x)} = Y. �إن 
G. بمعنى، �إذ�  Y تجزئة ثنائية لروؤو�س  X و  G يكون بيانًا ثنائي �لفرع �إذ� وفقط �إذ� كانت كلّ من   �لبيان 
�أنّه ل يوجد  4، ف�سلًا عن  كانتا مجموعتين م�ستقلتين. ل يوجد تو�سيف جيد للبيانات �لحرجة من �لدرجة 
�لت�سعبات �لح�سابية B يناق�س بع�س  3. ملحق  للتلوين من �لدرجة  �لقابلة  �لبيانات   �ختبار معروف لختبار 
■   )computational ramifications( 

6.1.5. تعريف: نعرف عدد �لع�سبة )clique number( لبيان G �لذي نرمز �إليه بالرمز ω(G) على �أنه 
  .G أكبر حجم لمجموعة من �لروؤو�س �لمتجاور زوجًا زوجًا )ع�سبة( في�

 ω و α مماثل لذلك، حيث يمثل �لحرفان ω(G) و��ستعمال ،G لترمز �إلى عدد ��ستقلال �لبيان α(G) ستخدمنا��
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193 تلوين الرؤوس والحدود العليا  1.5

�أول حرف من �لحروف �لهجائية �ليونانية و�آخر حرف منها، و��ستخد�م هذين �لحرفين من�سجم مع روؤية �أن 
■ �لمجموعات �لم�ستقلة و�لع�سب تمثل بد�ية تطور �لبيان ونهايته )�نظر �لدر�س 5.8(.  

.χ(G)  ≤ n(G)
a(g)

7.1.5. فر�ضية: لكل بيان G يتحقق �أن χ(G) ≤ ، ω(G) ,(G)  و�أن

الإثبات: �لحد �لأول يتحقق؛ لأن روؤو�س �أي ع�سبة تتطلب �ألو�نًا مختلفة، �أما �لحد �لثاني فيتحقق؛ لأن كل 
�سف لوني هو مجموعة م�ستقلة. لذ�، فاإن هذ� �ل�سف يحوي a(G) ر�أ�سًا على �لأكثر.  

ا                           �إن �لحدين في �لفر�سية 7.1.5. محكمان عندما يكون G بيانًا تامًّ
 G=C2r+1 ∨Ks فاجعل   ،r  ≤  2 كانت  �إذ�   .χ  (G)  ≤  ω (G) يكون  �أن  �لممكن  من  مثال:   .8.1.5 
 .ω (G) = s + 2 فاإن ،C2r+1  نظر �لتعريف 6.3.3(.  بما �أنه ل توجد مثلثات في� – KS مع C2r+1 ربط �أو �سم(
 ،s لتلوين �لفعلي للحلقة �لم�ستحدثة يتطلب ثلاثة �ألو�ن على �لأقل. ف�سلًا عن �أنّ �لع�سبة �لتي عدد عنا�سرها�
تحتاج �إلى s من �لألو�ن، وبما �أن كل ر�أ�س في �لحلقة يجاور كل ر�أ�س في �لع�سبة، فاإن �لـ s لونًا يجب �أن تكون 
■  .χ(G) ≤ 𝜔𝜔(G) ومن هذ� ن�ستنتج �أن .χ(G) ≤ s + 3 مختلفة عن �لألو�ن �لثلاثة �لأولى. لذ�، فاإن

K8C5

30 �لعدد �للوني لبع�س �لعائلات �لخا�سة من �لبيانات. وكذلك ن�ستطيع �أن ن�ساأل   - تناق�س �لتمارين 23 
عن �لعدد �للوني للبيانات �لناتجة عن �إجر�ء بع�س �لعمليات على هذه �لبيانات فمثلًا:

 .χ(G ∨ H) = χ(G) + χ(H)  و χ(G + H) = max{χ(G),χ(H)} 
�ستعر�س فيما ياأتي، �سنعر�س لعملية �أخرى على �لبيانات. 

 ،G ◽ Hعلى �أنه �لبيان �لذي نرمز �إليه بالرمز H و G ف �ل�سرب �لكارتيزي للبيانين 9.1.5. تعريف: نُعرِّ
و�لذي مجموعة روؤو�سه هي: V(G) ×V(H)، ويكون فيه �لر�أ�س (u, v) مجاورً� للر�أ�س( 'u', v)�إذ� وفقط 

 . uu' ∈ E(G) و v = v' )2( أو� .vv'∈E(H) و u = u' )1( إذ� تحقق �أن�
 10.1.5. مثال: عملية �ل�سرب �لكارتيزي متماثلة، �أي �أن G ◽ H ≅ H ◽ G. في �ل�سكل �أدناه، تجد بيان

ا هو مثال على هذ� �ل�سرب؛ لأن Qk =Qk -1 ◽ K2 عندماk ≤1. بالإ�سافة  C3 ◽ C4 �إن �لمكعب �لز�ئدي �أي�سً

�إلى �أنّ �ل�سبكة �لمت�سامتة )�سبكة، �أبعادها �لأفقية و�لعمودية مت�ساوية( من �لحجم m في (m – by – n) تمثل 
  .Pm ◽ Pn ل�سرب �لكارتيزي�

ا  �أي�سً  H من  ر�أ�س  لكل   G من  ون�سخ   ،G من  ر�أ�س  لكل   H من  ن�سخ  �إلى   G ◽ Hلبيان� يتفكك   وعمومًا، 
)�لتمرين 10(. ون�ستخدم �لرمز  بدلً من × لتجنب �لخلط مع �أنو�ع �ل�سرب �لأخرى، �إ�سافة �إلى �أنّنا نحتفظ 
ن�سترل قبل  من  و��ستعُمل     �لرمز  لقد�أدخل  �لروؤو�س،  مجموعات  بين  �لكارتيزي  �ل�سرب  لحا�سل   ×  بالرمز 
■  .K2 ◽ K2 =C4 لمتطابقة� )evokes( وهذ� �لرمز ي�ستح�سر ،)Ne šetřil(
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الفصل 5     تلوين البيانات194

.)vizing [1963]، Aberth [1964]( :11.1.5. فر�ضية
 .x(G ◽ H) = max {χ(G), χ(H)}

الإثبات: �إن �ل�سرب �لكارتيزي G ◽ H يحوي ن�سخًا من G و H بو�سفه بيانات جزئية. لذ�، فاإن
 .Χ(G ◽ H)  max {χ(G), χ(H)}

�فتر�س �أنk = max {χ(G), χ(H)}. لبرهان �لحد �لأعلى؛ �سنجد تلوينًا فعليًّا من �لدرجة k للبيان 
 ،G للبيان   χ(G) �لدرجة  من  فعلي  تلوين   g �أن  �فتر�س   .Hو  G من  لكل  �أمثل  تلوين  با�ستخد�م   G ◽ H
تعريف  G ◽ H وذلك من خلال  للبيان    f تلوينًا  ف  H. عرِّ للبيان   χ(H) �لدرجة  فعلي من  تلوين   H �أن   و 
f   (u,v)  على �أنها �سف �لتكافوؤ �لذي يمثل باقي ق�سمة g(u) + h(v) على k. لذ�، فاإن f  (u,v) تُحدد �ألو�نًا 

.k من مجموعة �ألو�ن عددهاV (G ◽ H)  للمجموعة
فاإن  ،   G H في   (u' ,v' ) �لر�أ�س  يجاور   (u,v) �لر�أ�س  كان  �إذ�  ا.  فعليًّ تلوينًا   G ◽ H تلون   f �أن   ندعي 

 g(u) + h (v) و g(u' ) + h (v' )  يتفقان في �أحد �لمجموعين، ويكون �لفرق بينهما عددً� بين 1 و k �أخيًر�. وبما �أن 
■   .k فاإنهما يقعان في �سفوف تكافوؤ مختلفة عند �لق�سمة على ،k لفرق بين �لمجموعين يقع بين 1 و�

1

2

3

3 1 3 1

3 2 1 2

2 3 2 31

G   H

2 1
H

G

2

 G ي�سمح لنا �ل�سرب �لكارتيزي بح�ساب �لأعد�د �للونية عن طريق ح�ساب �أعد�د �ل�ستقلال؛ لأن �لبيان
يكون قابلًا للتلوين من �لدرجة k �إذ� وفقط �إذ� وجد للبيان G ◽ km مجموعة م�ستقلة عدد عنا�سرها ي�ساوي 

n(G) )�لتمرين 31(. 
)Upper Bounds( الحدود العليا

معظم �لحدود �لعليا على �لأعد�د �للونية تاأتي من خو�رزميات ت�ستخدم في �إيجاد تلوين لبيان معين. فعلى 
�سبيل �لمثال، نجد �أن χ(G) ≤ n(G) من خلال تحديد �ألو�ن روؤو�س G. �إن هذ� �لحد هو �أف�سل ما يمكن لبع�س 
�لبيانات مثل �لبيان �لتام  Kn �لذي عدده �للوني ي�ساوي n. لحظ �أنه با�ستطاعتنا تح�سين �أف�سل حد ممكن 
عن طريق �إيجاد حد مو��سفاته على �لأقل كمو��سفات �أف�سل حد. فمثلًا، �لحد χ(G) ≤ n(G) ل ي�ستخدم 
�أي �سيء يتعلق ببنية G، ويمكن �أن نعمل �أف�سل من هذ� بو��سطة تلوين �لروؤو�س بترتيب معين با�ستخد�م �للون 

"�لأقل تو�فرً�" ود�ئمًا.  
12.1.5. خوارزمية. )�لتلوين �لج�سع(. نح�سل على �لتلوين �لج�سع بالن�سبة �إلى �لترتيب v1, …, vn لعنا�سر 
V(G) عن طريق تلوين هذه �لروؤو�س بح�سب �لترتيب v1, …, vn وذلك من خلال تلوين �لر�أ�س: vi باللون �لذي 
■ دليله �أقل ما يمكن، و�لذي لم ي�ستخدم �سابقًا كلون على جير�ن vi ذ�ت �لدليل �ل�سفلي �لأ�سغر. 

χ( ) ( )÷ 1G G≤ ∆ + 13.1.5. فر�ضية: 
) جارً� )�سابقًا في �لترتيب( على �لأكثر. لذ�، فاإن �لتلوين  )G∆ الإثبات: في �أي ترتيب للروؤو�س، يوجد لكل ر�أ�س 
■  .χ( ) ( )÷ 1G G≤ ∆ + ) لونًا. وهذ� يعطي برهانًا ��ستنتاجيًّا للعلاقة  ) 1G∆ + �لج�سع ل ي�ستخدم �أكثر من 

) هو �أ�سو�أ حد �أعلى ينتج عن �لتلوين �لج�سع )على �لرغم من �أنه �أف�سل ما يمكن  ) 1G∆ + �إن �لحد 
للبيانات �لتامة وللحلقات �لفردية(. �إن �ختيار ترتيب �لأ�سلاع بحر�س يقود �إلى تح�سينات على �لحد �لأعلى، 
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195 تلوين الرؤوس والحدود العليا  1.5

�إذ يمكننا تجنب �لم�ساكل �لناتجة عن �لروؤو�س �لتي درجتها عالية بو�سعها في بد�ية �لترتيب؛ حيث ل يكون لها 
جير�ن كُثرْر ت�سبق في �لترتيب )�نظر �لتمرين 36 من �أجل ترتيبٍ �أف�سل(. 

14.1.5. فر�ضية: )welsh – Powell [1967]( �إذ� كانت  d1 ≤ d2 ≤ …≤ dn هي متتالية درجات بيان 
.χ(G) ≤ 1 + maxi min {di، i – 1} فاإن ،G

الإثبات: طبق �لتلوين �لج�سع على روؤو�س G بعد ترتيبها ترتيبًا غير متز�يد بح�سب درجاتها. عندما نلون 
�لر�أ�س vi، نلاحظ �أنه يوجد على �لأكثر min {di, i – 1} جارً� �سابقًا لـ vi، لذ� يظهر على �لأكثر هذ� �لعدد 
من �لألو�ن على جير�ن vi �لتي ت�سبقها في �لترتيب. �إذن، فاإن رقم �للون �لذي نعيّنه للر�أ�س vi ي�ساوي على 

 . { }1  min ,  - 1di i+ �لأكثر 
م�ستخدم عدد  لأكبر  �أعلى  حد  على  للح�سول   i على  �لعظمى  �لقيمة  نجد  لذ�،  ر�أ�س.  لكل  يتحقق  هذ�   �إن 
■  من �لألو�ن. 
) �أو ي�ساويه. لذ�، فاإن هذ�  )1 + G∆ �إن �لحد �لأعلى �لموجود في �لفر�سية 14.1.5 يكون د�ئمًا �أقل من 
� �أعلى �أمثل في �لمثال 8.1.5. في  �لحد ل يقل جودة عما هو موجود في �لفر�سية 13.1.5. حيث �إنها تعطي حدًّ
حين ن�ستخدم �لتلوين �لج�سع ��ستنادً� �إلى ترتيب جيد نختاره. وفي �لحقيقة، يوجد ترتيب لروؤو�س كل بيان بحيث 
�إن �لخو�رزمية �لج�سعة ت�ستخدم χ(G) لونًا فقط )�لتمرين 33(. ويكون من �ل�سعب �إيجاد مثل هذ� �لترتيب 

عادة.
�إيجاد مثل هذ� �لترتيب �لذي ينتج تلوينًا  نفتر�س في �لمثال �لآتي ل�سفٍ من �لبيانات �لتي ي�سهل فيها 

 . χ(G) ≤ w(G) يحقق �لم�ساو�ة في �لحد
15.1.5. مثال: تحديد مو�قع �ل�سجلات وبيانات �لفتر�ت. يخزّن برنامج حا�سوب قيم �لمتغير�ت في مو�قع 

ت�سمّى �سجلات ي�سهل �لو�سول �إليها. �إن �ل�سجلات مكلفة وغير رخي�سة. لذ�، فاإننا نرغب با�ستخد�مها بفاعلية. 
�أول  �ل�سجل نف�سه. لكل متغير، نر�سد  يُ�ستخدمان في �لوقت نف�سه، فيمكن و�سعهما في  �إذ� وُجد متغير�ن ل 

و�آخر وقت ��ستخدم فيه �لمتغير. ويكون �لمتغير ن�سطًا خلال �لفترة بين هذين �لوقتين. 
نعرف بيانًا روؤو�سه هذه �لمتغير�ت، ويكون �أيّ ر�أ�سين متجاورين �إذ� كانا ن�سطين على زمن م�سترك. �إن 
عدد �ل�سجلات �للازمة هي �لعدد �للوني لهذ� �لبيان. و�أن �لوقت �لذي يكون فيه �لمتغير ن�سطًا هو فترة. لذ�، 

فاإننا نح�سل على نوع خا�س من �لتمثيل للبيان.
تمثيل �لبيان بو��سطة �لفتر�ت يعني تحديد عائلة من �لفتر�ت لروؤو�س هذ� �لبيان، بحيث يكون �أي ر�أ�سين 

متجاورين �إذ� كانت �لفتر�ت �لممثلة لهما متقاطعة، وي�سمى �لبيان �لذي له مثل هذ� �لتمثيل بيانَ فترة. 
يحدد  �لج�سع  �لتلوين  فاإن  �أدناه،  �لمو�سع  �لفترة  بيان  لروؤو�س  ترتيبًا   h, g, f, e, d, c, b, a كانت  �إذ� 
�أربعة  يحدد  �لج�سع  �لتلوين  �أن  لحظ  مثالي.  وهذ�  �لترتيب،  على   3  ،2  ،1  ،2  ،3  ،1  ،2  ،1  �لألو�ن 
■  .....،d، a ألو�ن للترتيب�

e

b

c d

a h a
e

f g

d
b

h

g
f

c

. χ(G) ≡ w(G). بيان فترة، فاإن G 16.1.5. فر�ضية: �إذ� كان
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الفصل 5     تلوين البيانات196

الإثبات: رتّب روؤو�س G بح�سب �لطرف �لأي�سر للفتر�ت في تمثيل للبيان G بو��سطة �لفتر�ت. عيّن تلوينًا 
ج�سعًا لروؤو�س G، و�فتر�س �أن �لر�أ�س x ياأخذ �للون k �لذي هو �أكبر لون تم تحديده، وبما �أن x ل تاأخذ لونًا 
 .K – 1 ينتمي �إلى �لفتر�ت �لتي لونت �سابقًا بالألو�ن من 1 �إلى x لفترة �لر�أ�س a أقل، فاإن �لطرف �لأي�سر�
ت�سترك هذه �لفتر�ت في �لنقطة a، لذ�، لدينا ع�سبة من �لدرجة k تتاألف من x، ومن جير�ن x �لتي لونت 
بالألو�ن من 1 �إلى k – 1. لذ�، فاإن .w(G) ≤ k ≤ χ(G) وبما �أن χ(G) ≤ w (G) د�ئمًا، فاإن هذ� �لتلوين 
■ هو �لأمثل. وبذلك نح�سل على �لنتيجة �لمطلوبة. 

17.1.5. ملحوظة: �إن عمل خو�رزمية �لتلوين �لج�سع �سريع، وهي د�ئمًا جاهزة للا�ستخد�م، بمعنى �أنها 
تعطي تلوينًا فعليًّا حتى في �لحالة �لتي ترى فيها ر�أ�سًا و�حدً� فقط في كل خطوة، ويجب �أن يلوّن هذ� �لر�أ�س مع 

عدم وجود خيار لتغيير �لألو�ن �ل�سابقة )�لم�ستخدمة �سابقًا(. 
�أغلب  في  ي�ستخدم  �لج�سع  �لتلوين  فاإن   ،)5.8 �لدر�س  )�نظر  ع�سو�ئي  بيان  في  ع�سو�ئيًّا  �لروؤو�س  رُتبت  �إذ� 
من  �لعديد  ي�ستخدم  �أنه  من  �لرغم  على  تقريبًا،  �لأدنى  حدها  في  �لم�ستخدمة  �لألو�ن  عدد  �سعف  �لأحيان 
■ �لألو�ن لتلوين �سجرة في حال �لترتيب �ل�سيئ )�لتمرين 34(. 
بع�س �لحدود  تتبع  �لعليا.  �للوني  �لعدد  �لبنيوي لحدود  �لوجه  للتاأكيد على  بالتلوين �لج�سع  بد�أنا  لقد 
 k تلوينًا فعليًّا: فكل بيان لوني من �لدرجة  k، ولكنها ل تنتج  �لبيانات �لحرجة من �لدرجة  �لأُخرى خو��س 
�لجزئي.  �لبيان  هذ�  مثل  لإيجاد  جيدة  خو�رزمية  توجد  ل  ولكن   ،k �لدرجة  من  حرجًا  جزئيًّا  بيانًا  يحوي 
�سن�ستق �لحد �لتالي عن طريق ��ستخد�م �لبيانات �لجزئية �لحرجة i، ويمكن كذلك برهان هذ� �لحد عن 

طريق �لتلوين �لج�سع )�لتمرين 36(.
. ( ) 1H Kδ ≥ − 18.1.5. بديهية: �إذ� كان H بيانًا حرجًا من �لدرجة K، فاإن 

الإثبات: �فتر�س �أن x ر�أ�س من روؤو�س H. بما �أن H حرج من �لدرجة K، فاإن H – x قابل للتلوين بـ k – 1 من 
 N(x). ل تظهر جميعها على H–x لونًا �لم�ستخدمة في تلوين k – 1 فاإن �لـ ،dH (x)< k – 1 لألو�ن. و�إذ� كانت�
 لذ�، نعطي x لونًا لم ي�ستخدم على N(x) للح�سول على تلوين من �لدرجة  k –1 للبيان H. وهذ� يعار�س �لفر�س
■  .) ( )   x v H∈  χ(H) = k. �إذن، ن�ستنتج �أن dH(x) ≤ k – 1 )لكل 
■  .χ(G) ≤ 1 + maxH⊆G    (H ) بيانًا، فاإن G إذ� كان� .)Szekeres–Wilf [1968]( :19.1.5. نظرية

الإثبات: �فتر�س �أن k = χ(G) و 'H بيان جزئي )من G( حرج من �لدرجة k. من �لبديهية 18.1.5، 
■ ن�ستنتج �أن:  . 

�إن �لحد �لذي نح�سل عليه فيما ياأتي يت�سمن ��ستخد�م توجيه للبيان )�نظر �لتمارين 43 –45(.
20.1.5. مثال: �إذ� كان G بيانًا ثنائي �لفرع، فاإن توجيه G �لذي يوجه كل �سلع من �أحد مجموعتي �لتجزئة 
 .χ (G) ≤ 2 إلى �لمجموعة �لأخرى ل يحوي م�سارً� )موجهًا( طوله �أكثر من 1. لذ�، فاإن �لنظرية �لآتية ت�سمن �أن�
كل توجيه لحلقة فردية يجب �أن يحوي في مكانٍ ما �سلعين متتابعين في �لتجاه نف�سه. لذ�، فاإن كل توجيه يحوي 
■ م�سارً� طوله 2 على �لأقل. وتوؤكد �لنظرية على �أن كل حلقة فردية تكون ثلاثية �للون. 

21.1.5. نظرية: نظرية جالي، وروي، وفيتافر )Gallai [1968]،Roy [1967]، Vitaver [1962])، �إذ� 
كان D توجيهًا للبيان G بحيث ي�ساوي طول �أطول م�سار فيه L(D)، فاإن χ(G) ≤ 1 + l (D). بالإ�سافة �إلى 

 .G ذلك، فاإن �لم�ساو�ة تتحقق في بع�س توجيهات
D �أكبر بيان جزئي موجه من D ل يحوي �أي حلقة  الإثبات: �فتر�س �أن D توجيه للبيان G، و�فتر�س �أن′

k

k

HE_Graph_CH05_9th_Draft_01.indd   196 2/23/2014   9:26:57 AM



197 تلوين الرؤوس والحدود العليا  1.5

 G روؤو�س  D تحوي  ′ �أن  (. لحظ  D ′ �لموجود في  وغير   D �لموجود في  �لفريد  �ل�سلع   uv �أدناه،  �لمثال  )في 
 .υ ينتهي عند D ′ جميعها. لون V(G) بجعل f   (υ) ت�ساوي 1 ز�ئد طول �أطول م�سار في 

D لحلقي، فاإن كل  ′ ، و�فتر�س كذلك �أن u �أول ر�أ�س من روؤو�س P. وبما �أن  D ′ �فتر�س �أن P م�سار في 
D ينتهي عند u )بما في ذلك �أطول م�سار من هذه �لم�سار�ت( قابل للاإطالة مع P، وهذ� ي�سمن �أن   ′ م�سار في 

 . D ′  f د�لة متز�يدة على كل م�سار في 
ندعي  ا(.  �أي�سً  V(G) )وهي   V (D' ) على   1 + l (D) �إلى   1 من  �لألو�ن  ي�ستخدم   f �لتلوين 
طرفيه بين   D ′ في  م�سار   uv ∈ E (D) �سلع  لكل  يوجد  �أنه  لحظ   .G للبيان  فعلي  تلوين   f  �أن 
؛ لأن       f          متز�يد على ( ) ( )  f u f v≠ ، تنتج     حلقة)  هذ� ي�سمن �أن  D ، �أو   �أن   �إ�سافته   �إلى ′ D   )لأن uv     �سلع      في ′

. D ′  �لم�سار�ت في 
D بحيث �إن l (D*) ≤ χ (G) - 1. �فتر�س �أن f تلوين �أمثل ∗  لبرهان �لعبارة �لثانية؛ �سنجد توجيه 
  f وبما �أن .f  (u) < f  (v) إذ� وفقط �إذ� تحقق �أن� D ∗ لـ G. لكل �سلع uv في G، �أعطِ توجيهًا من u �إلى v في 

ف توجيهًا.  تلوين فعلي، فاإن هذ� يعرِّ
، وبما �أنه يوجد χ(G) علامة د�لة  D ∗ �لآن، بما �أن �لعلامات �لد�لة �لتي ت�سعها f تتز�يد عبر كل م�سار في 
■  .l (D*) ≤ χ(G)-1 ،إذن� ،f  فقط في

1

3

v

D` and D D*

u
6

5

4

1

2
1

4

2

3

و

)BROOKS'  THEOREM(   نظرية بروكس
�إن �لحد χ (G) ≤ 1+ ∆ (G) يتحقق بالم�ساو�ة للبيانات �لتامة و�لحلقات �لفردية، وباختيارنا لترتيب 
�لروؤو�س بحذر �سديد، ن�ستطيع �إثبات �أن هذه هي �لبيانات �لفريدة �لتي تتحقق فيها �لم�ساو�ة. وهذ� يعطينا 
�أن بيان بيتر�سون ثلاثي �للون دون �أن نجد هذ� �لتلوين �سر�حةً. ولتجنب �لتعقيد�ت غير  على �سبيل �لمثال 
�للوني  �لعدد  لأن  �لبيانات جميعها؛  تعميمها على  �لمتر�بطة فقط، ويمكن  للبيانات  �لنظرية  �لمهمة، فن�سوغ 
للبيان ي�ساوي �أكبر عدد لوني لمركباته، توجد عدة بر�هين معروفة لهذه �لنظرية، ولكننا �سنعتمد برهان لوفاز 

(Lovảsz [1975]) مع �إجر�ء بع�س �لتعديل. 

ا ولي�س حلقةً فرديةً،  22.1.5. نظرية. (Brooks [1941]) �إذ� كان G بيانًا متر�بطًا بحيث �إنه لي�س بيانًا تامًّ
 .χ (G) ≤ ∆(G) فاإن

�أن �أننا ن�ستطيع �فتر��س  G بيان متر�بط، و�فتر�س كذلك �أن k = ∆(G). لحظ  �أن   الإثبات: �فتر�س 
ا عندما k ≤ 1، ويكون حلقةً فرديةً �أو بيانًا ثنائي �لفرع عندما k = 2، ويتحقق   k ≤ 3؛ لأن G يكون بيانًا تامًّ

�لحد في هذه �لحالت جميعها. 

*
*

*
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الفصل 5     تلوين البيانات198

هدفنا هو ترتيب �لروؤو�س، بحيث يوجد على �لأكثر k - 1 جارً� بدليل �أقل )�أ�سغر( لكل ر�أ�س من هذه 
�لروؤو�س؛ حيث �إن �لتلوين �لج�سع لمثل هذ� �لترتيب يعطينا �لحد �لمن�سود. 

 .vn ليكون k فن�ستطيع �ختيار ر�أ�س درجته �أقل من ،k منتظمًا من �لدرجة G في �لحالة �لتي ل يكون فيها
وبما �أن G متر�بط، فباإمكاننا �إنبات �سجرة مولدة من  vnحيث نحدد �لدليل بترتيب متناق�س حال و�سولنا 
�إلى �لروؤو�س. يوجد لكل ر�أ�س مختلف عن vn في �لترتيب �لناتج v1، …، vn جار دليله �أعلى وذلك على �لم�سار 
�إلى vn في هذه �ل�سجرة. لذ�، يوجد لكل ر�أ�س k – 1 جارً� على �لأكثر دليلي كل منها �أقل من دليل ذلك �لر�أ�س، 

و�لتلوين �لج�سع ي�ستخدم k لونًا على �لأكثر. 

v1

G ر�أ�س قطع  في �لحالة �لمتبقية، �فتر�س �أن G منتظم من �لدرجة k، و�فتر�س كذلك �أولً �أنه يوجد لـِ 
ا �أن 'G بيان جزئي من G موؤلف من مركبة من مركبات G – x بالإ�سافة �إلى �أ�سلاع هذه  x، و�فتر�س �أي�سً

.x لمركبة جميعها �إلى�
 .G' لـ k لذ�، فاإن �لطريق �ل�سابق �أعلاه يعطينا تلوينًا فعليًّا من �لدرجة .k تقل عن G' في x إن درجة�
 x ن�ستطيع د�ئمًا �أن نعطي لـ ،G – x وبتبديل �أ�سماء �لألو�ن في �لبيانات �لجزئية بهذه �لطريقة من مركبات
�للون نف�سه من �أجل �لح�سول على تلوين فعلي من �لدرجة k للبيان G. لذ�، ن�ستطيع �فتر��س �أن G متر�بط 
من �لدرجة 2. لحظ �أنه في �أي ترتيب للروؤو�س يوجد k جارً� �سابقًا للر�أ�س �لأخير، فكرة �لتلوين �لج�سع يمكن 

�أن تنجح �إذ� ��ستطعنا ترتيب �لأمر بحيث ياأخذ جارً� vn �للون نف�سه.
 { }1 2 - ,G v v و�أن   v1 ↮ v2 و�أن   v1 , v2 vn هما:  �لر�أ�س  �أن جاري  وعلى وجه �لخ�سو�س، �فتر�س 
�لأعد�د  م�ستخدمين   { }1 2 - ,G v v للبيان مولدة  �سجرة  روؤو�س  على  دليلًا  ن�سع  �لحالة،  متر�بط. في هذه 
يوجد  �ل�سابق،  في  كما   .vn �لجذر  �إلى  �لم�سار�ت  عبر  �لد�لة  �لعلامات  هذه  تتز�يد  بحيث   3، …، n
�لج�سع  �لتلوين  وي�ستخدم   .vn دليل  من  �أقل  منها  كل  دليل  �لأكثر،  على  جارً�   k – 1 ،vn قبل  ر�أ�س   لكل 
�أن نثبت وجود ثلاثية: �للون نف�سه. لذ�، يكفي  v1 وv2 لهما  لونًا على �لأكثر على هذه �لجير�ن؛ لأن   k – 1 
k 3K. �ختر ر�أ�سًا x، �إذ� كان ≥   v1، v2، vn لكل بيان منتظم من �لدرجة k ومتر�بط من �لدرجة 2 بحيث �إن 
 κ (G – x) ≤ 2، فافتر�س �أن v1 هي x، و�أن v2 هي ر�أ�س بعده عن x ي�ساوي 2. �إن مثل هذ� �لر�أ�س v2 يكون 

.v2و v1 هي جار م�سترك لكل من vn ا. �لآن، �فتر�س �أن موجودً�؛ لأن G منتظم ولي�س بيانًا تامًّ
 .G – x جارً� في كل قالب �أور�ق لـ x ر�أ�س قطع، فاإن لـ G بما �أنه ل يوجد لـ .vn = x فاجعل ،κ (G – x) = 1 إذ� كان� 
 { }1 2 -  , , G x v v �إن جاري x؛ v1 وv2 �لموجودين في قالبين من هذه �لقو�لب غير متجاورين. وكذلك فاإن 
ويكون  ،x لـ  �آخر  جارً�  هناك  فاإن   ،k  3K ≥ �أن  وبما  للقو�لب.  متقاطعة  روؤو�س  وجود  عدم  ب�سبب  متر�بط؛ 
} متر�بطًا.                                                                                                                                 ■ }1 2 - ,  G v v

v1

vn = x

v2

)χ )�لتمرين 50(.  ) ( )÷ G G≤ ∆ 23.1.5. ملحوظة*. �إذ� لم يوجد للبيان G ع�سبة كبيرة، فيمكن تح�سين �لحد 
ت�سمن نظرية بروك�س �أن �لبيانات �لتامة و�لحلقات �لفردية هي فقط �لبيانات �لمنتظمة من �لدرجة k – 1، و�لحرجة 

HE_Graph_CH05_9th_Draft_01.indd   198 2/23/2014   9:26:59 AM



199 تلوين الرؤوس والحدود العليا  1.5

من �لدرجة k )�لتمرين 47(. لقد قام جالي بتقوية هذه �لنتيجة من خلال برهان ما ياأتي: في �لبيان �لجزئي لبيان 
حرج من �لدرجة k و�لذي تولده �لروؤو�س �لتي درجتها k – 1، يكون كل قالب عبارة عن ع�سبة �أو حلقة فردية. 

3 ≤w (G) ≤ ∆(G). عندما  χ (G) ≤ ∆(G)  تن�س نظرية بروك�س على �أن
 لقد قدم كل من برودن (Brodin) وكو�ستاكا (Kostochka) في �لعام 1977م �لمخمنة �لآتية: �إذ� كانت

 .χ(G) <∆(G) فاإن ،w (G) <∆(G) 
�أن 1999م  �أثبت ريد )Reed( في �لعام  9 ≥ (G)∆( لقد  �أننا بحاجة �إلى �ل�سرط  �أمثلة تدل على   )هناك 
ا في �لعام 1998م �لمخمنة �لآتية: �إن �لعدد �للوني   9 ≥ (G)∆ �سحيحة عندما 1014 ≥ (G)∆، وقدم �أي�سً
■                      

     ⌈Δ(G)+1+ω(G)
2  محدود من �لأعلى بمعدل ذي حدين بديهيين هما: �لأ�سفل و�لأعلى. �أي �أن  

�لعديد من  �أ�سا�سية، وهناك  �ل�سروط فكرة  �أو  �لقيود  �لتجزئة )�لتق�سيم( لتحقيق بع�س  �أن فكرة  بما 
من  بدلً  �لأ�سلاع  تلوين  �ل�سابع  �لف�سل  في  ف�سنعر�س  �لبيانات،  بتلوين  �لخا�سة  و�لتعميمات  �لنحر�فات 
�لروؤو�س. وباإبقاء �لحديث عن �لروؤو�س، ن�ستطيع �ل�سماح لل�سفوف �للونية باإحد�ث بيانات جزئية مختلفة عن 
– 53(. وبا�ستطاعتنا كذلك ح�سر �لألو�ن �لم�سموح  �لمجموعات �لم�ستقلة )"�لتلوين �لمعمم" – �لتمارين 49 
�لقيم  عن  �ل�سوؤ�ل  باإمكاننا  �أنه  على  علاوة   .)4.8 �لدر�س   – تلوين"  )"قائمة  ر�أ�س  كل  على  با�ستعمالها 

�لح�سابية لهذه �لألو�ن )�لتمرين 54(. لقد لم�سنا ر�أ�س �لجبل �لجليدي لم�سائل �لتلوين فقط.  
)Exercises( تمــارين

1.1.5. )-( �ح�سب عدد �لع�سبة، وعدد �ل�ستقلال، و�لعدد �للوني للبيان �لمر�سوم �أدناه. بيّن هل يثبت �أي من 
�لحدين �لموجودين في �لفر�سية 7.1.5. �لأمثلية لتلوين فعلي؟ وهل �لبيان حرج لونيًّا؟ 

2.1.5. )-( �أثبت �أن �لعدد �للوني لبيان ي�ساوي �أكبر عدد لوني لمركباته. 
 χ(G) = maxi χ(Gi) :أثبت �أن� ،G هي قو�لب G1، …، Gk 3.1.5. )-( �فتر�س �أن

χ(G-v) < χ(G). و�أن χ(G-v) < χ(G)  بحيث �إن ،v له ر�أ�س G 4.1.5. )-( جد بيانًا
5.1.5. )-( ليكن �لبيانان G و H معطيين، �أثبت �أن: 

. χ(G ∨ H) = χ(G)+ χ(H) و�أن  χ(G+H) = max {χ(G), χ(H)}
6.1.5. )-( �فتر�س �أن χ(G)=w(G)+1، كما في �لمثال 8.1.5. �فتر�س �أن H1 = G و�أن  Hk = Hk- 1 ∨ G لكل 

 .χ(Hk) = w(H)k + k أثبت �أن� ،k > 1
ا ول حلقة فردية، ولكن يوجد ترتيب لروؤو�س هذ� �لبيان؛  7.1.5. )-( جد بيانًا G بحيث �إن G لي�س بيانًا تامًّ

) لونًا.  )  + 1G∆ بحيث ي�ستخدم �لتلوين �لج�سع لهذه �لروؤو�س بالن�سبة �إلى هذ� �لترتيب 
 . ( ) ( )max  H G H Gδ⊆ ≤ ∆ 8.1.5. )-( �أثبت �أن 

C5، وجد له تلوينًا  5  CG 
9.1.5. )-( �ر�سم �لبيان K1,3 ◽P3، و�أعطِ تلوينًا �أمثل لهذ� �لبيان. �ر�سم �لبيان 

ثلاثيًا فعليًّا، بحيث �إن حجم �سفوفه �للونية هو: 8، 8، 9.  
 .G ن�سخة من n(H)و H ن�سخة من n(G) يتفكك �إلى G ◽ H 10.1.5. )-( �أثبت �أن
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الفصل 5     تلوين البيانات200

.C3 ◽C3 11.1.5. )-( �أثبت �أن كلاًّ من �لبيانين �لمر�سومين �أدناه ي�ساكل

12.1.5. )-( �أثبت �أو �نق�س: يوجد لكل بيان G لوني من �لدرجة k تلوين بـ k من �لألو�ن بحيث يحوي �أحد 
) ر�أ�سًا.  )Gα �سفوفه �للونية 

. χ(G) ≤ χ)F(+ χ)H(:فاإن ،  =   G F H 13.1.5. )-( �أثبت �أو �نق�س: �إذ� كان 
 .χ(G) ≤ n(G) - α(G) + 1 يتحقق �أن G 14.1.5. )-( �أثبت �أو �نق�س: لكل بيان

) هي معدل  )Ga χ(G)≤1+a(G)، حيث  فاإن  بيانًا متر�بطًا،   G �إذ� كان  �نق�س:  �أو  �أثبت   )-( .15.1.5
 .G درجة �لروؤو�س في

 .(Re´dei [1934]) .16.1.5. )-( ��ستخدم �لنظرية 21.1.5 لإثبات وجود م�سار مولد لكل دوري
)χ للبيان G �لمر�سوم �أدناه:  )÷ 3G ≤ 17.1.5. )-( ��ستخدم �لبديهية 18.1.5 لبرهان �أن 

18.1.5. )-( حدد عدد �لألو�ن �للازم لو�سع علامات د�لة على V(Kn) بحيث �إن كل �سف لوني يولد بيانًا 
جزئيًّا درجته �لق�سوى �أقل من k �أو ي�ساويها.

19.1.5. )-( جد �لخطاأ في �لتعليل �لموجود �أدناه لنظرية بروك�س )�لنظرية 22.1.5(.
"ن�ستخدم �ل�ستقر�ء على n(G). �إذ� كان n(G)=1، فاإن �لعبارة تتحقق. ولخطوة �ل�ستقر�ء، �فتر�س 
ا ول حلقة فردية. بما �أن κ(G) ≤ δ(G)، فاإن للبيان G مجموعة فا�سلة S حجمها ي�ساوي  �أن G لي�س بيانًا تامًّ
(G)∆ على �لأكثر. �فتر�س �أن G1، …، Gm هي مركبات G – S، و�فتر�س �أن .Hi = G[V(Gi)Us] من 
فر�سية �ل�ستقر�ء، نجد �أن Hi قابل للتلوين بـ (G)∆ من �لألو�ن. بدل �أ�سماء هذه �لألو�ن على هذه �لبيانات 

 ."G للبيان ∆(G) إن هذ� يعطي تلوينًا فعليًّا من �لدرجة� .S لجزئية لت�سبح جميعها متفقة على�
●           ●           ●           ●           ●

20.1.5. )!( �فتر�س �أن G بيان تتقاطع حلقاته �لفردية زوجًا زوجًا؛ بمعنى �أنه يوجد ر�أ�س م�سترك بين �أي 
   .χ(G) ≤ 5 أثبت �أن� .G حلقتين فرديتين في

21.1.5. �فتر�س �أن كل �سلع لبيان G يظهر في حلقة و�حدة على �لأكثر. �أثبت �أن كل قالب في G �سلعًا، �أو 
 .χ(G) ≤ 3 حلقة، �أو ر�أ�سًا معزولً. ��ستخدم هذ� في �لإثبات �أن

م�ستركة  نقطة  توجد  ل  بحيث  معين  م�ستوى  في  �لخطوط  من  مجموعة  لديك  �أن  �فتر�س   )!(  .22.1.5
�أي  يتجاور  بحيث  �لخطوط،  هذه  تقاطعات  روؤو�سه  �لذي   G �لبيان  ن  كوِّ �لخطوط.  هذه  من  ثلاثة  �أي  بين 
�لم�ساألة  هذه  حل  يمكن  )م�ساعدة:   .χ(G) ≤ 3 �أن  �أثبت  �لخطوط.  هذه  �أحد  على  بالتتابع  ظهر�  �إذ�  ر�أ�سين 
ترتيب  على  بالعتماد  ج�سع  تلوين  با�ستخد�م  �أو   )Szekeres - Wilf( وولف  �سزكرز  نظرية  با�ستخد�م 

4
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201 تلوين الرؤوس والحدود العليا  1.5

�لخطوط(. هذه  من  ثلاثة  بين  م�ستركة  نقطة  هناك  كان  �إذ�  �لنتيجة  تف�سل  �أن  يمكن  تعليق:  للروؤو�س.   منا�سب 
.)H. Sachs(

23.1.5. )!( �سع n من �لنقاط على د�ئرة، حيث n ≤ k (k + 1). �فتر�س �أن Gn، k هي �لبيان �لمنتظم من 
�لدرجة 2k �لذي تح�سل عليه عن طريق ربط كل نقطة مع �لـ k نقطة �لأقرب في �لتجاهين على �لد�ئرة. فعلى 
 �سبيل �لمثال، Gn, 1 = Cn، و�لبيان �أدناه يُظهر G7, 2. �أثبت �أن χ(Gn, k) = k + 1 �إذ� كانت k + 1 تق�سم n، و�أن
 χ(Gn, k) = k + 2 �إذ� كانت k + 1 ل تق�سم n. �أثبت �أنه ل يمكن �إ�سعاف �لحد �لأدنى على  nمن خلال برهان �أن:         

 .k  ≤ 2 إذ� كانت�  χ(G k (k+1) - 1, k ) > k + 2                                           

�لآتية:  بالطريقة  تكوينه  ر�أ�سًا، وقد تم   360 له   ،20 �لدرجة  بيان منتظم من   G �أن  �فتر�س   )+( .24.1.5
عَتِ �لروؤو�س على د�ئرة باأبعاد مت�ساوية بينهما. تكون �لروؤو�س �لمف�سولة بدرجة �أو بدرجتين غير متجاورة،  وُ�سِ
�أما �لروؤو�س �لمف�سولة بثلاث، �أو �أربع، �أو خم�س، �أو �ست درجات فتكون متجاورة. ل توجد �أي معلومات عن 
لون  )م�ساعدة:   .χ(G) ≤ 19 �أن  �أثبت   .)20 �لدرجة  من  منتظم  �لبيان  �أن  عد�  )ما  �لأخرى  �لتجاور�ت 

 .(Pritikin) .)لروؤو�س �لمتتابعة بترتيب معين حول �لد�ئرة�
وتكون   ،V(G) = ℝ2 �لبيان  هذ�  في  �لم�ستوى  في  �لف�سل   م�سافة  بيان  هي   G �أن  �فتر�س   )+(  .25.1.5
�أن �أثبت  منتهٍ(.  غير  بيان  )هذ�   1 ت�ساوي  بينهما  �لتقليدية  �لم�سافة  كانت  �إذ�  وفقط  �إذ�  متجاورتين   �لنقطتان 
م تلوينًا �سريحًا للمناطق �آخذً� بالح�سبان حدود كل منطقة(.   χ(G) ≤ 7 ≥ 4. )م�ساعدة: لبرهان �لحد �لأعلى، قدِّ

)Hadwiger [1945, 1961], Moser – Moser [1961]( )هادو�يجر، موزر - موزر(
.U = S1 *…*Sm  مجموعات منتهية، و�أن S1، …، Sm 26.1.5. �فتر�س �أن

 .χ(G) في كل �إحد�ثي، جد v عن u إذ� وفقط �إذ� �ختلف�    u v↔ ، حيث


عرّف بيانًا G روؤو�سه عنا�سر
 .χ(H) هي متممة �لبيان �لموجود في �لتمرين 26.1.5 جد H 27.1.5. �فتر�س �أن

28.1.5. �فتر�س �أن لديك �إ�سارة �سوئية يتم �لتحكم فيها عن طريق مفتاحين كهربائيين، بحيث �إن كلاًّ منهما 
يمكن �أن يو�سع بـ n من �لمو�قع، ولكل موقع من هذه �لمو�قع للمفتاح يظهر �أحد �لـ n لونًا �لممكنة، وعند تغيير 
ح ذلك  مو�سع �لمفتاحين يتغير �للون. �أثبت �أن �للون �لذي يظهر يتحدد من خلال موقع �أحد �لمفتاحين، ثم و�سّ

  .)Greenwell – Lovasz [1974]( .بدللة �لعدد �للوني لبيان معين
 .χ(G) لمو�سح �أدناه، ثّم جد بيانًا جزئيًّا حرجًا من �لدرجة� G للبيان χ(G) 29.1.5. �ح�سب
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عنا�سر  من  عن�سرين  تحوي  �لتي  كلها  �لمجموعات  لمجموعة  ترميز  �أن              �فتر�س   )+(  .30.1.5
E(Gn) = {(ij, jk):1 ≤ i <j < k ≤ n}  و V(Gn) = S :على �ل�سورة �لآتيةGn  عرف �لبيان .[ ]n  �لمجموعة 
)�لأزو�ج �لمنف�سلة على �سبيل �لمثال غير متجاورة(. �أثبت �أن χ(Gn)=⌈Lgn⌉ )م�ساعدة: �أثبت �أن Gn قابل 
 Gn من �لمجموعات �لجزيئية �لمختلفة. )تعليق: ي�سمى n  [ ]r للتلوين بـ r من �لألو�ن �إذ� وفقط �إذ� وُجد لـ 

  .)A. Hajnal يُن�سب �إلى �إيه هاجنال( .Kn (Shift graph of Kn) بيانَ �لإز�حة للبيان
( ) ( )   nmG K Gα ≥

n 31.1.5. )!( �أثبت �أن �لبيان G قابل للتلوين بـ K من �لألو�ن �إذ� وفقط �إذ� تحقق �أن 
 .(Berg. [1973, P379 – 80])

2K لونًا �إذ� وفقط �إذ� كان �لبيانُ �تحاد k من �لبيانات  32.1.5. )!( �أثبت �أن �لبيان G يكون قابلًا للتلوين بـ 
ثنائية �لفرع. )م�ساعدة: هذ� يعمم �لنظرية 23.2.1(. 

33.1.5. )!( �أثبت �أنه يوجد ترتيب لروؤو�س كل بيان G، بحيث �إن �لتلوين �لج�سع بالن�سبة �إلى هذ� �لترتيب ي�ستعمل χ(G) لونًا. 
σ لـV(Tk)، بحيث �إن  ، جد �سجرة Tk، درجتها �لق�سوى ت�ساوي k. وجد ترتيبًا   K N∈ ℕ 34.1.5. )!( لكل
�لتلوين �لج�سع لهذه �ل�سجرة ي�ستخدم k + 1 لونًا. )م�ساعدة: ��ستخدم �ل�ستقر�ء، وجد �ل�سجرة و�لترتيب 
في �لوقت نف�سه. تعليق: تبين هذه �لنتيجة �أن ن�سبة �أد�ء �لتلوين �لج�سع �إلى �لتلوين �لمثالي يمكن �أن تكون �سيئة 

 .  (Bean [196]) ((∆(G)+1)/2) .بمقد�ر
35.1.5. �فتر�س �أن G بيان ل يوجد له بيان جزئي م�ستحدث، بحيث �إن هذ� �لبيان �لجزئي ي�ساكل P4. �أثبت �أن �لتلوين 
�لج�سع ينتج تلوينًا �أمثل لـ G بغ�س �لنظر عن ترتيب روؤو�س G. )م�ساعدة: �فتر�س �أن �لخو�رزمية ت�ستخدم k لونًا تخ�س 
�لترتيب v1, …, vn. و�فتر�س �أن i هي �أ�سغر عدد �سحيح بحيث توجد لـ G ع�سبة موؤلفة من �لروؤو�س �لتي حُدد لها 

�لألو�ن من i �إلى k في هذ� �لتلوين. �أثبت �أن i = 1. )تعليق: ت�سمى �لبيانات �لتي تخلو من P4 مر�فقات �لبيانات(.  
و�أن  ،Gi { }1,  ..., iGi G v v=    �أن  �فتر�س   ،G لروؤو�س  ترتيبًا   1 = v ,  ..., vnσ كان  �إذ�   .36.1.5
σ على  ∗ )χ. عرف  ) ( )÷ G f σ≤ σ يعطي �أن  )i �إن �لتلوين �لج�سع بالن�سبة �إلى  ) ( )1 max  i Gif d vσ = +
 { }1,  ..., vi nG v +− ) ر�أ�سًا في  )i n< vi  درجته �أقل ما يمكن، و�جعل G ر�أ�سًا من روؤو�سvn  ل�سكل �لتالي: �جعل�
σ ت�سغر )تعطي قيمة �سغرى(  ∗ . وبذلك، فاإن  ( ) ( ) 1  max  H Gf Hσ δ∗

⊆= +( ) ( ) 1  max  H Gf Hσ δ∗
⊆= + درجته �أقل ما يمكن. �أثبت �أن 

. ( )f σ ∗

.(Halin [1967], Matula [1968], Finck–Sachs[1969] Lick – White [1970])
ا بحيث يوجد ر�أ�س درجته �أقل  ) �سفًّ )1  max  /H G H rδ⊆+ ( )1  max  /H G H rδ⊆+ 37.1.5. �أثبت �أنه يمكن تجزئة V(G) �إلى 
σ �لموجود في �لتمرين  ∗ r لكل بيان جزئي روؤو�سه في �أحد هذه �ل�سفوف. )م�ساعدة: �فتر�س �لترتيب  من 

  .(Chartanal – Kronk [1969]) نظر� r = 2 36.1.5. )تعليق: هذ� يعمم �لنظرية 19.1.5. وعندما
 ،G بدللة  �لدعاء  غ  �سُ )م�ساعدة:   .χ(G) = ω(G) �أن  فاأثبت  �لفرع،  ثنائي   G كان  �إذ�   )!(  .38.1.5

و�إ�ستخدم �لنتائج �لمتعلقة بالبيانات �لثنائية �لفرع(. 
 G ستخدم هذ� لبرهنة �أنه �إذ� كان�� .k سلعًا لكل بيان لوني من �لدرجة� 

                

39.1.5. )!( �أثبت �أنه يوجد        
من  قريب  �لحد  هذ�  �إن                   χ)تعليق: 

       

. فاإن   ،m �لرتبة  من  ا  تامًّ بيانًا   m لـ  �تحادً� 
)χ عندما  )÷ G m= �ل�سحة، ولكن نعلم �أن مخمنة �أيردوز وفابر ولوفا�س )�نظر Erdös [1981]( توؤكد �أن 

تكون �لبيانات �لثنائية �لفرع منف�سلة �سلعيًّا(. 
)χ (G) + χ (G) ≤ 2 n)G و�بنِ بيانات تحقق  40.1.5. �أثبت �أن  χ(G) · χ(G) ≤ n(G)، ��ستخدم هذ� لبرهنة �أن،

   . Nordhaus – Gaddum [1956], Fick [1968] .عددً� �سحيحًا n)G( هذه �لحدود عندما يكون  
.(Nordhous – Gaddum [1956]) n(G)  م�ساعدة: ��ستخدم �ل�ستـقر�ء على(.χ(G)+ χ(G) ≤ n(G) + 1 أثبت �أن� )!( .41.1.5

�أن  �أن G بيان له  n من �لروؤو�س، و�فتر�س كذلك  دِقة  χ(G) ≤ n(G) / α(G). �فتر�س  42.1.5. )!( عدم 
�أن ولبرهنة   ،  χ(G ) · χ(G) ≤ (n + 1)3 /4 أن� لبرهنة    41.1.5 �لتمرين  ��ستخدم   .c=(n+1)/a(G) 

.χ(G) = c(n + 1)/4   بحيث �إن G بنِ بيانًا� ،n ا. ولكل عدد فردي  χ(G) ≤  c (n + 1)/ 4 �أي�سً

k

k

*

* *
*

G
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203 تلوين الرؤوس والحدود العليا  1.5

.Nordhous – Gaddum [1956], Fick [1968] 
43.1.5. )!( �لم�سار�ت و�لعدد �للوني في �لبيانات �لموجهة:

 (a .χ (G) ≤ χ (F) χ (H) أثبت �أن� ،G = F ∪ H فتر�س �أن�
 (b و�لنظرية 21.1.5  لبرهنة �أنه (a) د�لة، ��ستخدم فرع  f: V(G) → ℝ  و�أن ،G توجيه لـ D عتبر �أن�

) �أو تحوي م�سارً� ) ( )0 ...≤ ≤ rf u f u  �إذ� كان χ (G) > rs، فاإن D تحوي م�سارً�  u0→ … → ur بحيث �إن ،
 . ( ) ( )0 ...> > sf v f v    v0→ … →vsبحيث �إن 

 (c عددً� مختلفًا تحوي قائمة جزئية متز�يدة rs + 1 لبرهنة �أن كل قائمة موؤلفة من (b)  ستخدم فرع��
  .(Erdös – Szekeres [1935]) ف.s + 1 أو تحوي قائمة جزئية متناق�سة حجمها� ،r + 1 حجمها

44.1.5. )!( نظرية منتي .Minty [1962]) يعرف �لتوجيه �للاحلقي لبيان خالٍ من �لن�سط على �أنه توجيه 
 bو aو .G حلقة في C حيث ( ) [ ]max /Cr D a b= ل يحوي �أي حلقة. لكل توجيه لحلقي D للبيان G، �جعل 
 ،V(G) في x على �لترتيب. ثبت ر�أ�سًا D لتي �تجاهها �إلى �لأمام �أو �إلى �لخلف مع� C تح�سبان عدد �لأ�سلاع في
و�فتر�س �أن W ممر في G يبد�أ عند x. �جعل  ،g(W) = (a – b) . r(D)، حيث a عدد �لخطو�ت عبر W و�لتي 
 هي �أ�سلاع �تجاهها �إلى �لأمام في D، �أما b فهي عدد �لأ�سلاع عبر W �لتي �تجاهها �إلى �لخلف في D. ولكل
y ∈ V(G) �جعل g (y) �أكبر قيمة لـ g(W)، بحيث تكون W م�سارً� من x �إلى y )�فتر�س �أن G متر�بط(. 

 (a G لتح�سل على تلوين فعلي لـ g (y)  منتهية، ولهذ� فهي معرفة جيدً�. و��ستخدم g (y) أثبت �أن� 
بـ r(D) + 1 لونًا. لذ�، فاإن G قابل للتلوين بـ r(D) + 1 لونًا. 

 (b  .للاحلقية� G هي مجموعة توجيهات D حيث ،χ ( ) ÷( ) = min 1 ∈ +DG r DD �أثبت �أن 
45.1.5. )+( ��ستخدم نظرية منتي )�لتمرين 44.1.5( لبرهان �لنظرية 21.1.5. )م�ساعدة: �أثبت �أن هناك 

  .(l(D) )يعظم )يكبر G توجيهًا لحلقيّ لـ
46.1.5. )+( �أثبت �أن �لبيانات �لمنتظمة من �لدرجة 4، و�لخالية من �لمثلثات، و�لمر�سومة �أدناه هي بيانات رباعية 
�للون )لونية من �لدرجة 4(. )م�ساعدة: �فتر�س �لر�أ�سين �لمركزيين في �لبيان �لموجود على �لي�سار، �أما بالن�سبة 
�إلى �لبيان �لثاني فخذ في �لح�سبان �أكبر مجموعة م�ستقلة. )تعليق: لقد �أثبت �سفتال (Chavatal) عام 1970م �أن 

�لبيان �لموجود على �لي�سار هو �أ�سغر بيان منتظم من �لدرجة 4، وهو خالٍ من �لمثلثات، وعدده �للوني ي�ساوي 4(.

k – 1 وحرج من  �أثبت �أن نظرية بروك�س تكافئ �لعبارة �لآتية: كل بيان منتظم من �لدرجة   .)!( .47.1.5
ا �أو حلقة فردية )م�ساعدة: لبرهنة نظرية بروك�س من هذه �لعبارة، خذ في �لح�سبان  �لدرجة Kk يكون بيانًا تامًّ

 .)k لوني من �لدرجة G حيث �إن ،G للبيان �لمعطى k بيانًا جزئيًّا حرجًا من �لدرجة
3 على  ت�ساوي  �لق�سوى  ودرجته  �لأ�سلاع،  وm من  �لروؤو�س،  n من  له  ب�سيط  بيان   G �أن  �فتر�س   .48.1.5
ا  ا على �أربعة روؤو�س. �أثبت �أن G يحوي بيانًا جزئيًّ �لأكثر. �فتر�س �أنه ل يوجد لـ G �أي مركبة ت�سكل بيانًا تامًّ
m–n/ 3 على �لأقل. )م�ساعدة: طبق نظرية بروك�س. وبعد ذلك، و�سح  �أ�سلاعه ي�ساوي  ثنائي �لفرع عدد 

 .)G إلى تلوين ثنائي لبيان جزئي كبير من� G كيف نحذف بع�س �لأ�سلاع لتحويل �لتلوين �لثلاثي �لفعلي لـ
49.1.5. )-( �أثبت �أنه يمكن تلوين بيان بيتر�سون بلونين، بحيث يتاألف �لبيان �لجزئي �لم�ستحدث من كل �سف 

لوني من �أ�سلاع وروؤو�س معزولة. 
50.1.5. )!( تح�سين لنظرية بروك�س: 

 (a( )   -  + 1Ki G t≥ ∆∑ki ( )   -  + 1Ki G t≥ ∆∑ �إن بحيث  �سالبة،  غير  �سحيحة  �أعد�دً�   k1، …، kt �جعل  معطى،  بيانًا   G ليكن 
تولده  و�لذي   Gi لجزئي� للبيان  درجة  �أكبر  �إن  بحيث   ،V1، …، Vt مجموعات  �إلى   V(G) تجزئة  يمكن  �أنه  �أثبت 
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الفصل 5     تلوين البيانات204

�لمن�سودة(. �لخا�سية  تمتلك   ( ) /i ie G K∑  kiت�سغر �لتي  �لتجزئة  �أن  �أثبت  )م�ساعدة:   .i لكل  وذلك   ki   Viهي 

  .(Lovasz [1966]) 
 (b:فاإن ،r ع�سبة من �لدرجة G ِلبرهنة �أنه �إذ� لم يحتو (a) ستخدم فرع�� ، ( )4 1r G≤ ≤ ∆ + لكل 

.                      
.(Borodin – Kostochka [1977], Catlin [1978], Lawrence [1978]) 

51.1.5. )!( �فتر�س �أن G بيان قابل للتلوين بـ k من �لألو�ن، و�فتر�س كذلك �أن P هي مجموعة من �لروؤو�س 
في G، بحيث �إن d(x, y) ≤ 4 لكل x, y ∈ P. �أثبت �أن كل تلــوين لـ P باألــو�ن من [k + 1] يمكن �أن يو�ســــع 

  .(Albertson [1998]) ف،k + 1 من �لدرجة G إلى تلوين فعلي لـ�
52.1.5. �أثبت �أنه يمكن تلوين بيان G كله بـ ⌈j/(1 + (G)∆)⌉  لونًا، بحيث �إن كل �سف لون يولد بيانًا جزئيًّا ل 
يمتلك بيانًا جزئيًّا متر�بطًا �سلعيًّا من �لدرجة j. �إذ� كانت  j > 1، فاأثبت �أنه ل يوجد عدد �أقل من �ل�سفوف 
�للونية يكفي، وذلك عندما يكون G منتظمًا من �لدرجة j ، ومتر�بطًا �سلعيًّا من �لدرجة j ، �أو �أن G بيان تام 

رتبته تكافئ 1 بمقيا�س j )بمعنى باقي ق�سمة رتبته على J ي�ساوي 1(.
 .(Matula [1973]) )فاإن �لح�سر يُختزل �إلى تلوين فعلي عادي j = 1 تعليق: �إذ� كانت(

�إذ� كانت  .23.1.5 �لتمرين  �لموجود في   2k �لدرجة  �لمنتظم من  �لبيان  Gn, k هي  �أن   53.1.5. )+( �فتر�س 
بيانًا جزئيًّا درجته  لون  يولد كل �سف  بلونين، بحيث  للتلوين  قابلًا   Gn, k  لتي تجعل�  n k، فحدد قيم  4K ≤

.(Weaver – west [1994]) .على �لأكثر k لق�سوى تُ�ساوي�
54.1.5. �فتر�س �أن f  تلوين فعلي لبيان G، بحيث تكون �لألو�ن هي �لأعد�د �لطبيعية. �إن مجموع �لألو�ن هو

v∈V(G) . يمكن �أن يتطلب ت�سغير هذ� �لمجموع ��ستخد�م �أكثر من χ(G) لونًا. فعلى �سبيل �لمثال، نجد في 
∑     f (v)

�ل�سجرة �أدناه �أن مجموع �أف�سل تلوين ثنائي ي�ساوي 12، في حين يوجد تلوين فعلي بثلاثة �ألو�ن مجموع �ألو�نه 
ر مجموع �لألو�ن. ي�ساوي 11. جد متتالية �أ�سجار  Tkت�ستخدم k لونًا في تلوين فعلي يُ�سغِّ

.(Kubicka – Schwenk [1989])
2

2

2

1
21

1

1

1

1

1

1
23

1

1

            
    

� �أعلى للعدد �للوني: 55.1.5. )+( �إن طول �أطول حلقة فردية �إ�سافة �إلى و�حد يمثل حدًّ
 (a C بيان متر�بط من �لدرجة 2 لي�س ثنائي �لفرع، وفيه حلقة زوجية. �أثبت �أنه يوجد في G فتر�س �أن�

. ( ) ( ), ,  mod 2c pd x y d x y≠ ر�أ�سًا x وy، و�أن م�سار P من x �إلى y منف�سل د�خليًّا عن C بحيث �إن: 
 (b .2 على �لأقلk + 1 بيان ب�سيط لي�س له حلقة فردية طولها ي�ساوي G فتر�س �أن�

�أثبت �أنه �إذ� كانت δ(G) ≤ 2k، فاإن G يحوي حلقة طولها 4k على �لأقل. )م�ساعدة: �فتر�س جير�ن 
نقطة طرفية لم�سار �أعظمي(. 

 (cبيان متر�بط من �لدرجة 2 لي�س ثنائي �لفرع، ول توجد فيه حلقة فردية طولها �أكثر من G فتر�س �أن� 
.(Erdös – Hajnal [1966]). χ(G) ≤ 2k  2. �أثبت �أنk – 1 

)Structure of -k- chromatic Graphs( k 2.5. بنية البيانات اللونية من الدرجة
لقد لحظنا �أن  χ (H) ≤ ω(H) لكل H. عندما تتحقق �لم�ساو�ة في هذ� �لحد للبيان G وللبيانات �لجزئية 
�لم�ستحدثة من G جميعها )مثل بيانات �لفترة(، فاإن �لبيان G كامل )perfect(. و�سنناق�س هذ� �لنوع من 
�لبيانات في �لبندين 3.5 و1.8. ولكن ما يهمنا في هذ� �لدر�س هو �أن نبين مدى �ل�سوء �لذي يمكن �أن يكون في 
χ(G) ≤ ω(G). في �أغلب �لأحيان، يكون χ(G) �أكبر كثيًر� من ω(G)، وذلك من خلال وجهة نظر �سنناق�سها 
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205 k بنية البيانات اللونية من الدرجة  2.5

بدقة في �لدر�س 5.8. )�إن معدل قيم α(G)، ω(G) وχ(G) للبيانات جميعها �لتي مجموعة روؤو�سها [n] تقترب 
� �أدنى غير جيد لـِ χ (G)، و�أن  من 21g n، 21g n و)n/ )21g nعلى �لترتيب. لذ�، فاإن ω(G) تعدّ عمومًا حدًّ

� �أدنى جيدً�(.  n/α(G) تعدّ بوجهٍ عام حدًّ
)Graphs with Large Chromatic Number( البيانات ذات العدد اللوني الكبير
يمكن للحد χ(G) ≤ ω(G) �أن يكون محكمًا ودقيقًا، ويمكن كذلك �أن يكون بعيدً� عن �لدقة. لقد تم بناء 
)�إيجاد( �لعديد من �لبيانات �لخالية من �لمثلثات �لتي لها عدد لوني كبير بالدرجة �لتي نريدها. �سنعر�س 

 .13 – �أحد هذه �لبيانات في هذه �لمرحلة، تاركين عر�س بع�سها �لآخر �إلى �لتمرينين 12 
1.2.5. تعريف: �فتر�س �أن G بيان ب�سيط. نعرف بناء مي�سلي�سكي )Mycielskis construction( على �أنه 
 �لبيان �لب�سيط 'G �لذي يحوي G كالآتي: بدءً� من G �لذي روؤو�سه �لمجموعة {v1, …, vn}، �أ�سف روؤو�سًا
 ،NG(vi) يجاور كل عن�سر في ui لآن، �أ�سف �أ�سلاعًا لجعل� .w و�أ�سف ر�أ�سًا �آخر ،U ={u1, …, un}

 .N(w) = U و�أخيًر�، �جعل

v1

v2

v1

v2

u1

u2

w

2.2.5. مثال: من �لبيان �لثنائي �للون K2، وبعمل تكر�ر و�حد لبناء مي�سلي�سكي، نح�سل على �لبيان ثلاثي 
�للون C5 كما يظهر في �ل�سكل �أعلاه. وفي �ل�سكل �ل�سفلي، نطبق هذ� �لبناء على C5 �لذي ينتج بيان جروتزك 
 ■ )Grötzch graph( �لرباعي �للون. 

v3

u3u4

u5

u1

v4

v5

v1

v

w

2u2

3.2.5. نظرية: )Mycielski [1955](. �إذ� كان G بيانًا لونيًّا من �لدرجة k، وخاليًا من �لمثلثات، فاإن بناء 
مي�سلي�سكي ينتج عن G بيانًا G ، بحيث �إن G لوني من �لدرجة k + 1 وخال من �لمثلثات.

ا �أن 'G هي �لبيان �لذي ينتجه بناء مي�سلي�سكي  الإثبات: �فتر�س �أن V(G) = {v1, …, vn}، و�فتر�س �أي�سً
و�جعل �لإ�سافي،  �لر�أ�س  هو   w و�أن   ،v1, …, vn من  �لن�سخ  هي   u1, …, un �أن  كذلك  و�فتر�س   .G  من 

  .U = {u1, …, un}من خلال �لبناء �لذي قمنا به، نعلم �أن U مجموعة م�ستقلة في  'G. لذ�، فاإن �لروؤو�س �لأخرى 
لأي مثلث يحوي ui  تنتمي �إلى V(G)، وتكون جير�نًا لـ vi. �إن هذ� يعطي مثلثًا في G وهذ� م�ستحيل. لذ�، ت�ستنتج 
�أن 'G' يخلو من �لمثلثات. �إذ� كان ƒ تلوينًا فعليًّا من �لدرجة k لـ G، فاإننا ن�ستطيع �لح�سول منه على تلوين فعلي من 
�لدرجة k + 1 لـ 'G، وذلك بو�سع f (ui) = f (vi) ، و f (w) = k + 1. لذ�، فاإنχ(G' ) ≤ χ(G)+1. ولإثبات هذ�؛ 

�عتبر �أي تلوين فعلي لـ 'G ؛ و�ح�سل منه على تلوين فعلي لـ G با�ستخد�م عدد �أقل من �لألو�ن. 
�فتر�س �أن g تلوين فعلي من �لدرجة k لـ 'G. وبتغيير �أ�سماء �لألو�ن، يمكننا �أن نفتر�س �أن g (w) = k. �إن هذ� 
يح�سر g �سمن �لقيم {k - 1 ,… ,1} على U. لحظ �أن g يمكن �أن ت�ستخدم �لـ k لونًا على V(G). �فتر�س �أن A هي 

 .G ِلـ k – 1 ؛ لنح�سل على تلوين من �لدرجةA نغيّر �لألو�ن على ،g من قبل k لملونة باللون� G مجموعة روؤو�س
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الفصل 5     تلوين البيانات206

يوجد في  فاإنه   ،g تاأثير  k تحت  �للون  لها  A جميعها  روؤو�س  �أن  �إلى )g )ui. بما   vi لون  vi ∈ A، غير  لكل 
vi ∈ A v' ↔ ui فقط، حيث  �ل�سكل  �لتي على  �لأ�سلاع  �إلى �ختبار  ر�أ�سين متجاورين. لذ�، نحتاج  �أي   A 
�أن يعطي  وهذ�   ،v' ↔ ui أن� نعلم  كذلك  �لبناء  خلال  من  فاإنه   ،v' ↔ vi كان  �إذ�   .v' ∈ V(G) - Aو 

g(v' ) ≠ g(ui). وبما �أننا غيّرنا لون vi �إلى g(ui)، فاإن هذ� �لتغيير ل يعتدي على �ل�سلع'vi v. وبذلك نكون 
 ■   .G للبيان k – 1 تلوين فعلي من �لدرجة V(G) قد بيّنا �أن �لتلوين �لمعدل لِـ

v1
v2

vn

u1

un

un

UG

ا حرجًا لونيًّا )�لتمرين 9(. �إذ� كان G حرجًا لونيًّا، فاإن �لبيان 'G �لناتج عن بناء مي�سل�سكي يكون �أي�سً
ل متتالية �لبيانات   4.2.5. ملحوظة*: �إذ� كرّرنا ��ستخد�م بناء مي�سل�سكي بدءً� من G2 = K2، فاإننا نُح�سِّ
... ,G2, G3, G4. و�أن �أول ثلاثة من هذه �لبيانات هي: C5، K2، وبيان جروتزك، وتعدّ هذه �أ�سغر �لبيانات �لتي 
 تخلو من �لمثلثات، وتكون على �لترتيب: ثنائية �للون، وثلاثية �للون، ورباعية �للون، وبعد ذلك تنمو �لبيانات ب�سرعة:

n(Gk) = 2n(Gk - 1) + 1. وبما �أن n(G2) = 2، فاإننا نح�سل على �أن n(Gk) = 3.2k – 2- 1 )نمو �أ�سّيّ(. 
 .k �لدرجة  من  ولوني  �لمثلثات  من  خالٍ  لبيان  �لروؤو�س  من  عدد  �أ�سغر  هي   f (k) �أن  �فتر�س 
�أن بنائية(  غير  )طرق  �لحتمالت  طرق  ��ستخد�م  خلال  من  1959م  �لعام  في  �أيردوز  �أثبت   لقد 
k. با�ستخد�م �أعد�د ر�مزي c تعتمد على . ول تعتمد على    f (k) ≤ ck2+، حيث  هي ثابت موجب، و�أن 
�أنه يوجد ثو�بت  c1 و c2 ، بحيث �إن – بنائي(  3.8(، من �لمعلوم )غير   )Ramsey numbers( )�لدر�س 

� �أدنى تربيعيًّا(.   c1k2 log k ≤ f (k) ≤ c2k2 logk )�لتمرين 15 يعطي حدًّ
ا  لقد بنى بلان�س دي�سكارت�س )Blanche Desccartes( في �لعام [1954م ، 1947م] بيانات حرجة لونيًّ
 k خ�سرها ي�ساوي 6 )�لتمرين 13(. في حين �أثبت �إيردوز عام 1959م �أن هناك بيانات عددها �للوني ي�ساوي
على �لأقل، وخ�سرها ي�ساوي g على �لأقل )�لنظرية 11.5.8(. بعد ذلك، تم �إيجاد بناء�ت �سريحة من قِبَل:

)Lovasz [1968 a], Nesetril – Rodl [1979], Lubotzsky – philies – sarank [1988], Kriz [1989]( 
� �أعلى علىχ (G) . لقد  ومع هذه �لبناء�ت كلهّا، فاإن منع Kr من �أن يكون بيانًا جزئيًّا من G ل ي�سع)1( حدًّ
خمن كل من جيارفا�س [Gya´rfa´s] في �لعام 1975م و�سمنر )Sumner( في �لعام 1981م �أن منع ع�سبة 
� �أعلى على �لعدد �للوني للبيان.  ثابتة وغابة ثابتة من �أن تكونا بيانين جزئيين من بناء معين G ل ي�سع حدًّ

�لتمرين )11( يثبت هذه �لحقيقة عندما تكون �لغابة K2 2. �نظر كذلك:
■  .)Kierstead – Rödl [1996](و Kierstead [1992, 1997] و Keirstead – Penrice [1990, 1994]

)1( لقد تم ��ستخد�م هذ� �ل�سم �لم�ستعار من قبل WT.Tutte وثلاثة �آخرين.
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207 k بنية البيانات اللونية من الدرجة  2.5

مسائل القيم القصوى )التطرفية( ونظرية توران 
)Extermal Problems and Tura'n's Thearem(

�لمثال،  k. فعلى �سبيل  �لدرجة  �للونية من  �لبيانات  بنية  �ل�سوء على  �لتطرفية بع�س  ت�سلّط م�سائل  قد 
ما �أ�سغر و�أكبر �لبيانات من �لدرجة �للونية  k على n من �لروؤو�س؟ 

�لروؤو�س. وتتحقق  n من  k على  ) �سلعًا على �لأقل لكل بيان لوني من �لدرجة  k
2 ) فر�ضية: يوجد   .5.2.5

�لم�ساو�ة للبيانات �لتامة �إ�سافة �إلى �لروؤو�س �لمعزولة. 
الإثبات: يوجد �سلع لكل تلوين مثالي لبيان طرفاه ملونان باللونين i و j لكل زوج i و j من �لألو�ن. وبخلاف 
 ذلك، فاإنه يمكن �سم �للونين i و j  ب�سف لوني و�حد، وبذلك ن�ستخدم عددً� �أقل من �لألو�ن. بما �أنه يوجد
■ ) �سلعًا مختلفًا.  k

2 ) زوجًا مختلفًا من �لألو�ن، فيجب �أن يكون لدينا ( k
2 ) 

و�لتي عدد   ،k �لدرجة  �للونية من  �لبيانات �لمتر�بطة  لبيان من بين  �أ�سغر حجم  6 عن  �لتمرين  ي�ساأل 
�أكثر )يتو�فر لها معنى عندما  �أو عظمى( ممتعة  �لتكبير )�إيجاد قيمة كبرى  �إن م�ساألة   .n روؤو�سها ي�ساوي 
�لألو�ن، فباإمكاننا �ل�ستمر�ر في  k من  بـ  ا  تلوينًا فعليًّ �أعطينا  �إذ�  �لب�سيطة فقط(.  �لبيانات  نح�سرها على 
�إ�سافة �لأ�سلاع دون زيادة �لعدد �للوني ما د�م �لر�أ�سان �لموجود�ن في �سفوف لونية مختلفة غير متجاورين. 

لذ�، فاإننا نركز �نتباهنا على �لبيانات �لتي ل تحوي مثل هذه �لروؤو�س. 
روؤو�سه  تجزئة  يمكن  بحيث   ،G ب�سيط  بيان  �أنه  على  �لفروع  �لمتعدد  �لتام  �لبيان  ف  نعرِّ تعريف:   .6.2.5
�إلى عدة مجموعات، بحيث �إنu ↔ v �إذ� وفقط �إذ� كان كلّ من u و v ينتميان �إلى مجموعات مختلفة 
بيانًا  تكون   G مركبات  من  مركبة  كل  �إن  قولنا:  يكافئ  �لتعريف  هذ�  روؤو�سه.  تجزئة  مجموعات  من 
�لدرجة من  �لفروع  �لمتعدد  �لتام  للبيان  كرمز  وذلك   Kn1, …,nk  نكتب فاإننا   ،  k ≤ 2 عندما  ا.   تامًّ

.Kn1 +…+ Knk :لذي �أحجام مجموعات تجزئة روؤو�سه هي� (complete k – partite) k 
�لمتعدد  �لبيان  �أن  تام. لحظ  بيان  �إلى  kn ترمز  k > 1؛ لأن  تكون  �لرمز فقط عندما  ن�ستخدم هذ�   
�لفروع من �لدرجة k يكون لونيًّا من �لدرجة k. حيث تمثل مجموعات �لتجزئة �ل�سفوف �للونية في �لتلوين 
ت�ساوي  t حجمها  تجزئة  مجموعة  في  ر�أ�س  �أي  درجة  �أن  وبما  �لألو�ن.  من   k بـ  �لبيان  لهذ�  �لفريد   �لفعلي 
 n(G) – t، فاإنه يمكن ح�ساب �لأ�سلاع بو��سطة �سيغة جمع �لدرجات )�لتمرين 18(. و�لآن، ن�ساأل �ل�سوؤ�ل 

�لآتي: كيف يكون توزيع �لروؤو�س على مجموعات �لتجزئة لكي يكون e(G) �أكبر ما يمكن؟ 
ف بيان تور�ن Tn، r على �أنه بيان تام متعدد �لفروع من  7.2.5. مثال: بيان تور�ن )Turán graph(. يُعرَّ
�لدرجة r، وعدد روؤو�سه ي�ساوي n، بحيث �إن �أي مجموعتي تجزئة روؤو�سه تختلفان عن بع�س بمقد�ر 1 على 
 ⌈n/r⌉ فاإن حجم بع�س مجموعات تجزئته ي�ساوي ،)A لأكثر. ومن ��ستخد�م مبد�أ طو�قي �لحمام )�لملحق�
على �لأقل، وحجم بع�سها �لآخر ي�ساوي ⌊n/r⌋ على �لأكثر. وبناءً على ذلك، فاإن �لختلاف بمقد�ر 1 يعني �أن 

 .⌈n/r⌉أو ي�ساوي� ،⌊n/r⌋ يكون حجم مجموعة �لتجزئة ي�ساوي
�فتر�س �أن a = ⌊n/r⌋، بعد �أن ت�سع a ر�أ�سًا في كل مجموعة تجزئة، يتبقى b = n – ra. لذ�، فاإن Tn, r تحوي 
b من مجموعات �لتجزئة �لتي حجم كل منها ي�ساويa + 1، وتحوي كذلك r – b مجموعة تجزئة حجم كل 
■ منها ي�ساوي a. لذ�، فاإن �ل�سرط �لمعرف لـ Tn, r يحدد �سف ت�ساكل و�حد فقط. 
�لبيانات �لمتعددة  �لأ�سلاع من بين  �أكبر عدد من  له  �لذي  �لفريد  �لبيان  بيان تور�ن هو  بديهية:   .8.2.5

�لتجزئة من �لدرجة r )بمعنى لوني من �لدرجة r( على n من �لروؤو�س. 
6.2.5، فنحتاج �إلى �لتعامل مع �لبيانات �لتامة �لمتعددة �لتجزئة من  الإثبات: كما لحظنا قبل �لتعريف 
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الفصل 5     تلوين البيانات208

ا متعدد �لتجزئة من �لدرجة r، بحيث �إن مجموعات تجزئته تختلف في  �لدرجة r فقط. �إذ� �أعطيت بيانًا تامًّ
حجمها بمقد�ر �أكثر من 1، فانقل ر�أ�س v من �لمجموعة ذ�ت �لحجم �لأكبر )حجمها i( �إلى �لمجموعة ذ�ت 
�لحجم �لأ�سغر )حجم j(. �إن �لأ�سلاع �لتي ل تت�سمن v تبقى كما كانت من قبل، ولكن v تك�سب  i – 1 جارً� 
في �سفها )مجموعتها( �لقديم، وتخ�سر j �سلعًا في �سفها �لجديد، وبما �أن i – 1 > j، فاإن عدد �لأ�سلاع 
■  .Tn, r يزد�د. لذ�، ن�ستطيع تعظيم )تكبير( عدد �لأ�سلاع فقط من خلال م�ساو�ة �لحجم كما في

لقد ��ستخدمنا فكرة �لتغيير �لمو�سعي �سابقًا في �لنظرية 19.3.1، وفي �لنظرية 23.3.1؛ نجد �أكبر بيان 
 .Kn من r جزئي متعدد �لفروع من �لدرجة

بِر �لعدد �للوني ليكون r + 1 على �لأقل؟ لقد  ماذ� يحدث لو كان لدينا �أ�سلاع �أكثر بحيث نُجْر
ر�أينا وجود بيانات عددها �للوني ي�ساوي r + 1 ول تحوي مثلثات. وعلى �لرغم من ذلك، �إذ� ذهبنا �أبعد من 

�أكبر عدد من �لأ�سلاع موجود في بيان لوني من �لدرجة r له n من �لروؤو�س، فاإننا مجبرون لي�س فقط على 
��ستخد�م r + 1 من �لألو�ن، بل يجب �أن يكون Kr + 1 بيانًا جزئيًّا من بياننا. 

�إن هذه �لنتيجة �لم�سهورة لتور�ن تعمم �لنظرية 23.3.1، وتعدّ �لأ�سل لنظرية �لبيانات �لمتطرفة )�لق�سوى(. 
�لأ�سلاع، وذلك من  �أكبر عدد من  له  �لذي  �لبيان  Tn، r هو  �لبيان   :)Turán [1941]( :نظرية  .9.2.5

 .r + 1 من �لروؤو�س، ول تحتوي على ع�سبة من �لدرجة n لبيانات �لب�سيطة �لتي لها�
كل  لأن  �لدرجةr + 1؛  من  ع�سبة  يحوي  ل   ،r �لدرجة  من  لوني  بيان  �أي  وكمثل  تور�ن،  بيان  الإثبات: 
مجموعة من مجموعات تجزئة روؤو�سه ت�سهم بر�أ�س و�حد في كل ع�سبة على �لأكثر. �إذ� ��ستطعنا �إثبات �أن 
�لبيان متعدد �لفروع من �لدرجة r يحقق �حتو�ءه على �أكبر عدد من �لأ�سلاع، فاإن �لبديهية 8.2.5 ت�سمن �أن 
Tn،r يحقق �حتو�ءه على �أكبر عدد من �لأ�سلاع. لذ�، يكفي �أن نثبت �أنه �إذ� كان G بيانًا ل يحتوي على ع�سبة 

من �لدرجة r + 1، فاإن هناك بيانًا متعدد �لفروع H له مجموعة �لروؤو�س نف�سها �لتي للبيان G، ويحوي عدد 
�لأ�سلاع نف�سها على �لأقل. 

 نثبت هذ� با�ستخد�م �ل�ستقر�ء على r. عندما r = 1، فاإنه يوجد �أ�سلاع لأي من G وH. �فتر�س �أن
r > 1، و�أن G بيان له n من �لروؤو�س، ولي�س له ع�سبة من �لدرجة r + 1 و�فتر�س �أن x ∈ V(G) ر�أ�س درجته 
ت�ساوي k، حيث k = ∆(G). �جعل 'G هي �لبيان �لجزئي من G �لذي تولده جير�ن x. وبما �أن x يجاور كل 
ر�أ�س في 'G، ول يوجد لـ G ع�سبة من �لدرجة r + 1، فاإنه توجد ع�سبة من �لدرجة r في 'G. لذ�، ن�ستطيع 
تطبيق فر�سية �ل�ستقر�ء على'G، وهذ� يعطينا بيانًا 'G متعدد �لفروع من �لدرجة r – 1 روؤو�سه N(x)، بحيث 

 .e(H' ) ≤ e(G' ) إن�
لتكن H هي �لبيان �لمكون من 'H عن طريق ربط N(x) كلها �إلى S كلها، حيثS = V(G) – N(x) بما 

 e(H) ≤ e(G).فندّعي باأن .r متعدد �لفروع من �لدرجة Hمجموعة م�ستقلة، و S أن�
                    + e(G) ≤ e(G' ) لأن 

                   

                   

                   

 dG(v) وكذلك لدينا ،e(H) = e(H' ) + k(n - k) من خلال �لبناء، نعلم �أن
 �لمجموع يح�سب كل �سلع في G مرة و�حدة لكل طرف خارجV(G' )، وبما �أن k = (G)∆، فاإن dG(v) ≤ k لكل 

                    وبذلك نح�سل على �أن:

                   

                   

                   

 dG(v)                   

                   

v ∈ S و S| = n - k|. لذ�، فاإن 

■  e(G) ≤ e(G' ) + (n - k)k ≤ e(H' ) + k(n - k) = e(H)                                 
x

S H`

x

S - x
G`

G H

x

S H`

x

S - x
G`

G H
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في �لحقيقة، �إن بيان تور�ن هو �لبيان �لفريد �لذي لعدد �أ�سلاعه قيمة كبرى )عظمى( )�لتمرين 21(. 
و�لتعليل �لذي  e(Tn,r) وللتطبيقات،  – 24 بنظرية تور�ن، وتت�سمن بر�هين بديلة لقيمة   16 �لتمارين  تتعلق 

��ستخدم في �لنظرية 23.3.1 يُعد - بب�ساطة - مثالً �أو �ساهدً� على خطوة �ل�ستقر�ء في �لنظرية 9.2.5. 
تنطبق نظرية تور�ن على م�سائل �لقيم �لتطرفية )�لق�سوى( عندما يكون هناك �سرط يمنع �لع�سب من رتبة معينة. 

 .)Bondy – Murty, [1976, p 113 – 115]( .و�سنعطي و�سفًا هند�سيًّا لتطبيق من بوندي ومورتي
10.2.5. مثال*. �لأزو�ج �لمتباعدة من �لنقاط. �فتر�س �أن لدينا مدينة د�ئرية �ل�سكل، ونرغب في تعيين مو�قع 
لـ n من �سيار�ت �ل�سرطة وذلك من �أجل تكبير )تعظيم( عدد �لأزو�ج �لمتباعدة من هذه �ل�سيار�ت، ولنقل �أن 
/d=1 . �إذ� كان هنالك �ست �سيار�ت تقع على �لد�ئرة،  2 �لم�سافة بين �أي زوج من هذه �ل�سيار�ت �أكبر من 
وعلى �أبعاد مت�ساوية بع�سها من بع�س، فاإن �لأزو�ج �لتي ل يبعد بع�سها عن بع�س بمقد�ر �أكبر من d هي فقط 

�لأزو�ج �لمتتابعة حول �لخارج: يوجد 9 �أزو�ج جيدة. 
3/2 يعطينا ثلاثة  وبدلً من ذلك، فاإن و�سع �سيارتين بالقرب من روؤو�س مثلث مت�ساوي �لأ�سلاع طول �سلعه
�أزو�ج �سيئة، و12 زوجًا جيدً� )ربما ل يكون هذ� �أف�سل و�سع مقبول �جتماعيًّا(. وعمومًا، �إن و�سع ⌊n/3⌋ �أو 
�أن �لأزو�ج �لجيدة هي �لأزو�ج �لتي  ⌈n/3⌉ �سيار�ت بالقرب من كل ر�أ�س من روؤو�س هذ� �لمثلث، يوؤدي �إلى 
■ تقابل �أ�سلاع بيان تور�ن �لثلاثي �لفرع. وفيما ياأتي �سنثبت �أن هذ� �لبناء هو �أف�سل ما يمكن.  

11.2.5. تطبيق* �فتر�س �أن n مجموعة من �لنقاط في �لم�ستوى، بحيث �إن �لم�سافة بين �أي زوج من هذه �لنقاط 
 .⌊n2/3⌋1  هو/ 2 ل تزيد على 1، فاإن �أكبر عدد من �لأزو�ج �لتي تبعد بع�سها عن بع�س م�سافة �أكثر من 
الإثبات: �ر�سم بيانًا روؤو�سه هذه �لنقاط، بحيث يكون �أي ر�أ�سين متجاورين �إذ� كانت �لم�سافة بينهما تزيد 

 .K4 ل تحوي G با�ستخد�م نظرية تور�ن و�لبناء �لموجود في �لمثال 10.2.5، يكفي �أن نثبت �أن .

    
    

على  .      
�لنقاط �لأربع  �إذ� كانت   :90° �أكثر من  �أربع نقاط، هناك ثلاث منها ت�سكل ز�وية قيا�سها  �أي  من بين 
و�إذ�   ،360° ي�ساوي  �ل�سكل  لهذ�  �لد�خلية  �لزو�يا  مجموع  فاإن   )Convex( محدبًا  رباعيًّا  �سكلًا  ت�سكل 
زو�يا ثلاث  �لنقاط  هذه  مع  ت�سنع  فاإنها  �لباقية،  �لثلاثة  �لنقاط  تحدده  �لذي  �لمثلث  د�خل  �إحد�ها   كانت 

مجموعها ي�ساوي 360°. 
�فتر�س �أنه يوجد لِـ G ع�سبة من �أربعة روؤو�س هي: w و x و y و z، حيث �إن x y z ≤ 90o∠ . وبما �أن 
، فاإن طول x z �أكبر من طول وتر �لمثلث �لقائم �لذي طول كل من 

    
    

طول كل من x y وy z يزيد على  .      
■ . لذ�، فاإن �لم�سافة بين x وz تزيد على 1، وهذ� يناق�س �لفر�س. 

    
    

�سلعي ز�ويته �لقائمة ي�ساوي  .      

>1x z

y 1 /   21 /   2
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الفصل 5     تلوين البيانات210

� �أعلى على عدد  حتى ودون �لعبارة �لبنيوية �لكاملة لنظرية تور�ن، فاإن باإمكاننا �أن نجد مبا�سرة حدًّ
ر�أ�سًا على عقب،  وبقلب هذ�   .)16 )�لتمرين   Kr+1 يخلو من  و�لذي  �لروؤو�س  n من  له  �لذي  �لبيان  �أ�سلاع 

نح�سل على حد �أدنى حاد على �لعدد �للوني للبيان بدللة عدد �لروؤو�س و�لأ�سلاع )�لتمرين 17(. 

)Color - Critical Graphs( ا البيانات الحرجة لونيًّ
k؟ )�أو  �أن يكون  �للوني  بِر �لعدد  يُجْر �إن بيان تور�ن يحل م�ساألة هي نوعًا ما نقي�س )�سد( فهم: ماذ� 
ماذ� ي�سمن وجود عدد لوني ي�ساوي k؟(. فهي تعُدُّ بيانات عظمى تجتنب �لحاجة �إلى k من �لألو�ن بدلً من 

�لبيانات �ل�سغرى �لتي تحتاج �إلى k من �لألو�ن. 
يوجد لكل بيان لوني من �لدرجة k بيان جزئي حرج لونيًّا من �لدرجة k؛ لأنه يمكننا �ل�ستمر�ر بحذف 
)�إهمال( �أ�سلاع وروؤو�س معزولة دون �إنقا�س �لعدد �للوني حتى ن�سل �إلى نقطة )مرحلة( ل ن�ستطيع بعدها 
من  لونيًّا  �لحرجة  �لبيانات  معرفة  فاإن  لذ�،  �للوني.  �لعدد  �إنقا�س  دون  معزول  ر�أ�س  �أي  �أو  �سلع  �أي  حذف 
�لدرجة k ت�ساعدنا على �ختبار قابلية �لتلوين بـk – 1 من �لألو�ن. و�سنقدم فيما ياأتي بع�س �لخو��س �لب�سيطة 

 .k للبيانات �لحرجة من �لدرجة

ا �إذ� وفقط تحقق �أن  12.2.5. ملاحظة: �إذ� كان G بيانًا لي�س له روؤو�س معزولة، فاإن G يكون حرجًا لونيًّ
فاإننا  لونيًّا،  يكون حرجًا  بيانًا متر�بطًا  �أن  لذ�، لبرهنة   .e ∈ E(G) لكل �سلع  χ(G - e) < χ(G)
نحتاج - فقط - لمقارنته بيانات جزئية نح�سل عليها بحذف �سلع و�حد من هذ� �لبيان.                      ■

 .k بيان حرج من �لدرجة G 13.2.5. فر�ضية: �فتر�س �أن
 (a ل يظهر على v بحيث �إن �للون على �لر�أ�س ،k تلوين فعلي من �لدرجة G يوجد لـ ،v ∈ V(G) لكل

 .N(v) لونًا �لأخرى على k – 1 أي ر�أ�س �آخر، وتظهر �لـ�
 (b .e يعطي �للون نف�سه على طرفي ،G – e للبيان k – 1 يتحقق �أن كل تلوين فعلي من �لدرجة ،e ∈ E(G) لكل

الإثبات: (a) �إذ� �أعُطينا تلوينًا f من �لدرجة k – 1 للبيان G – v، فاإن �إ�سافة �للون k على �لر�أ�س v فقط 
يتمم تلوينًا فعليًّا من �لدرجة k للبيان G. �أما �لألو�ن �لأخرى، فيجب �أن تظهر جميعها على N(v)؛ لأنه �إن لم 
يظهر �أحد هذه �لألو�ن على N(v)، فاإنه يمكن تحديد هذ� �للون للر�أ�س v، وبذلك نح�سل على تلوين فعلي بـ 

 .G لونًا للبيان k – 1
(b) �إذ� وجد تلوين فعلي من �لدرجة k – 1 للبيان G – e، بحيث �إن لطرفي e لونين مختلفين فاإن �إ�سافة 
■  .G للبيان k – 1 يعطينا تلوينًا فعليًّا من �لدرجة G للبيان e

 ،χ(G - v) < χ(G) = k بحيث �إن ،  v ∈ V(G) 13 تتحقق لكلa. 2. 5 فاإن �لفر�سية ،G لحظ �أنه لكل بيان
. χ(G - e) < χ(G)=k بحيث �إن ،e ∈ E(G) 13 تتحقق لكلb. 2. 5 كما �أن �لفر�سية

14.2.5. مثال: �إن �لبيان C5 ∨ KS �لموجود في �لمثال 8.1.5 هو بيان حرج لونيًّا. عمومًا، �إن ربط �أي بيانين 
�لفر�سية  ��ستخد�م  �سهلًا، وذلك من خلال  برهان هذ�  ويعدّ  لونيًّا.  بيانًا حرجًا  يعطي  د�ئمًا  لونيًّا  حرجين 
12.2.5، �آخذين في �لح�سبان حالت حذف �سلع؛ �ل�سلع �لمحذوف يمكن �أن يكون �سلعًا في G �أو في H، �أو له 
■ طرف في G و�لطرف �لآخر في H )�لتمرين 3(. 

�أن δ(G) ≤ k - 1 عندما يكون G بيانًا حرجًا من �لدرجة k. وباإمكاننا تقوية هذه  لقد �أثبتنا في �لبديهية 18.1.5 
 .)Konig – Egervary theorem( .من خلال ��ستخد�م نظرية كونج و�إيجرفاري κ'(G) ≤ k - 1 لنتيجة �إلى�
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211 k بنية البيانات اللونية من الدرجة  2.5

 .V(G) تجزئة لـ Yو X فتر�س �أن� .χ(G) > k بيان، بحيث �إن G فتر�س �أن� .)Dirac [1953]( :15.2.5. تمهيدية
�إذ� كان G[X] وG[Y] قابلين للتلوين بـ k من �لألو�ن، فاإن �لقطع �ل�سلعي [X, Y] يحوي k �سلعًا على �لأقل.

الإثبات: )Dirac – Sorensen – Toft [1974], Kainen( �فتر�س �أن X1، …, Xkو Y1, …, Yk هي 
�لتجزئات لكل من X و Y �لم�سكلة من �ل�سفوف �للونية �لناتجة على تلوين فعلي بـ k من �لألو�ن لكل من 
G[X] وG[Y]. �إذ� لم يوجد �أي �سلع بينXi  وYj، فاإن Xi ∪ yj تكون مجموعة م�ستقلة في G. �سنبين ما 
�إذ� كان k > |[X, Y]|، فباإمكاننا �سم �سفوف لونية من G[X] وG[Y] في �سورة �أزو�ج لتكوين تلوين 

.G للبيان k فعلي من �لدرجة
ن بيانًا ثنائي �لفرع H، روؤو�سه X1, …, Xk وY1, …, Yk بحيث �إن Xi yi ∈ E(H) �إذ� لم يوجد �أي �سلع  كوِّ
في G بين كل من �لمجموعتين Xi و Yj. �إذ� كان k > |[X, Y]|، فاإن في H �أكثر من k(k – 1) �سلعًا. وبما �أن 
m ر�أ�سًا يمكن �أن تغطي )km( �سلعًا في بيان جزئي للبيان Kk, k، فلا يمكن تغطية E(H) بـ k – 1 ر�أ�سًا. من 
نظرية كونج و�إيجرفاري، هناك مو�ءمة تامة M للبيان H. في G �أعطي �للون i لِـ Xi كلها وللمجموعة Yj كلها 
�لتي تو�ئم Xi في M. وبما �أنه ل يوجد �أ�سلاع تربط بين Xi وYj، فاإن عمل هذ� لكل i ينتج تلوينًا فعليًّا من 
■   .|[X, Y]| ≤ k لذ�، ن�ستنتج �أن .χ(G) > k وهذ� يناق�س �فتر��س �أن ،G للبيان k لدرجة�

X1 Y1

X2 Y2

X1 Y1

X2 Y2
G H

 .k – 1 يكون متر�بطًا �سلعيًّا من �لدرجة k كل بيان حرج من �لدرجة )Dirac [1953]( :16.2.5. نظرية

 .G k، و�فتر�س �أن [X, Y] هما �أ�سغر قطعين �سلعيين لـ  G بيان حرج من �لدرجة  الإثبات: �فتر�س �أن 
وبما �أن G حرج من �لدرجة k، فاإن G[X] وG[Y] يكونان قابلين للتلوين بـ k – 1 من �لألو�ن. طبق �لبديهية 
 ■  . |[X,Y]| ≤ k – 1  بو�سفه و�سيطًا )متغيًر�(، تجد �أن k – 1 15.2.5 م�ستخدمًا
على �لرغم من �أن �لبيانات �لحرجة من �لدرجة k يجب �أن تكون متر�بطة �سلعيًّا من �لدرجة k – 1، �إل 
�أنها لي�ست بال�سرورة متر�بطة من �لدرجة k – 1. يو�سح �لتمرين 32 كيفية بناء بيانات حرجة من �لدرجة 
k، ودرجة تر�بطها ت�ساوي 2. وعلى �لرغم من ذلك، ن�ستطيع ح�سر �سلوك مجموعات قطع �لروؤو�س �لقليلة في 

 .k لبيانات �لحرجة من �لدرجة�
ف �لفلقة �لمعتمدة على S )وتكتبها  17.2.5. تعريف: �فتر�س �أن S مجموعة من �لروؤو�س في بيان G. نعرِّ
 ،S G �لذي روؤو�سه  �لبيان �لجزئي من  �أنها  للبيان S – lope ( G( على   )S �لفلقة -  على �ل�سورة 
بالإ�سافة �إلى روؤو�س �أحد مركبات G – S. لكل مجموعة جزئية S من V(G)، يكون �لبيان G �تحادً� 

 .S للفلق

                                            
H3

H2

H1 S

HE_Graph_CH05_9th_Draft_01.indd   211 2/23/2014   9:27:06 AM



الفصل 5     تلوين البيانات212

ون�ستخدم هذ� �لمفهوم في برهان عبارة تتعلق بالروؤو�س �لتي ت�سكل مجموعات قطع في �لبيانات �لحرجة من 
 .)|S| = 2و�لتي �ستكون مفيدة في �لنظرية �لآتية. )�لتمرين 36 يقوي �لنتيجة عندما ،k لدرجة�

روؤو�س  موؤلفة من  فاإنه ل يحوي مجموعة قطع   ،k �لدرجة  بيانًا حرجًا من   G كان  �إذ�  فر�ضية:   .18.2.5
متجاورة زوجًا زوجًا. وعلى وجه �لخ�سو�س، �إذ� وجد في G مجموعة قطع S = {x, y}، فاإن x ↮ y ويوجد 

 .χ (H + xy) = k بحيث �إن ،H )S – فلقة( G   في
الإثبات: �فتر�س �أن S مجموعة قطع في بيان G حرج من �لدرجة k، و�فتر�س �أن  H1, …, Ht هي مجموعة 
فلق G �لمعتمدة على S )فلق – S(. بما �أن كل Hi بيان جزئي فعلي لبيان حرج من �لدرجة k، فاإن Hi كله يكون 
قابلًا للتلوين بـ k من �لألو�ن. و�إذ� وُجد تلوين فعلي من �لدرجة k – 1 لكل Hi  بحيث يعطي هذ� �لتلوين �ألو�نًا 
مختلفة لروؤو�س S، فيمكن تبديل �أ�سماء هذه �لألو�ن في هذ� �لتلوين لتتو�فق على S. وبعد ذلك، فاإن هذه �لألو�ن 
تتحد لإعطاء تلوين من �لدرجة k – 1 للبيان G، وهذ� م�ستحيل. لذ�، هناك فلقة H معتمدة على S بحيث ل يوجد 

لهذه �لفلقة تلوين فعلي من �لدرجة k – 1، بحيث �إن �ألو�ن روؤو�س S تكون مختلفة. 
�إن هذ� يعني �أن S لي�ست ع�سبة. �إذ� كانت S = {x, y}، فاإن كل تلوين من �لدرجة k - 1 لـ H يحدد 
■ �للون نف�سه لكل من x و y. و��ستنادً� �إلى ذلك، فاإن H + xy غير قابل �لتلوين  k – 1 لونًا. 

)Forced Subdivitions( التقسيمات القسرية
لي�س من �ل�سروري �أن يكون لدينا ع�سبة من �لدرجة k للح�سول على عدد لوني k، ولكن ربما نحتاج �إلى 

 .k سورة �أ�سعف للع�سبة من �لدرجة�
19.2.5. تعريف: ليكن H بيانًا، نعرف تق�سيم H على �أنه �لبيان �لذي نح�سل عليه من H عن طريق تق�سيم 
�أ�سلاع H بالتتابع )�لتعريف 19.2.5(. وهذ� يكافئ قولنا: �إن تق�سيم H هو �لبيان �لذي نح�سل عليه من 

H عن طريق ��ستبد�ل �أ�سلاع H بم�سار�ت منف�سلة د�خليًّا. 

K4 تق�سيم
 .K4 كل بيان عدده �للوني ي�ساوي 4 على �لأقل يحوي تق�سيمًا للبيان .)Dirac [1952 a]( :20.2.5. نظرية

 .n(G) الإثبات: بال�ستقر�ء على
�لخطوة �لأولى: n(G) = 4. �إن �لبيان G ل يمكن �أن يكون �إل �لبيان K4 نف�سه.

لذ�، �فتر�س �أن n(G) > 4. بما �أن χ (G) ≤ 4، فباإمكاننا �أن نفتر�س �أن H بيان جزئي من G حرج من 
�لدرجة 4. من �لفر�سية  18.2.5 ، ل يوجد لـ H ر�أ�س قطع. �إذ� كان κ(H) = 2، وكانت S = {x, y} مجموعة قطع 
 حجمها 2، فاإن �لفر�سية 18.2.5 ت�سمن �أنx ↮ y، وت�سمن كذلك وجود فلقة 'H لـ H معتمدة على S، بحيث �إن

χ(H' + xy) ≤ 4. وبما �أن n(H' ) < n(G) ، فباإمكاننا تطبيق فر�سية �ل�ستقر�ء للح�سول على تق�سيم F لـ 
K4 فيH' + xy . لحظ �أن F يظهر كذلك في G ب�سرط عدم �حتو�ئه على xy )�نظر �ل�سكل �أدناه(. في هذه 

ل F للح�سول على تق�سيم �آخر لـ K4 في G باأن ن�ستبدل بال�سلع xy م�سارً� من x �إلى y من خلال فلقة  �لحالة، نُعدِّ
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213 k بنية البيانات اللونية من الدرجة  2.5

S – �أخُرى من فلق H �لمعُتمدة على S. �إن مثل هذ� �لم�سار يكون موجودً�؛ لأن �أ�سغرية )وجود قيمة �سغرى( S ت�سمن 
 .H – S في كل مركبة من مركبات S وجود م�سار لكل ر�أ�س من روؤو�س

لذ�، ن�ستطيع �أن نفتر�س �أن H متر�بط من �لدرجة 3. �ختر ر�أ�سًا x في V(G). بما �أن H – x متر�بط من 
�لدرجة 2؛ فاإن فيه حلقة طولها ي�ساوي 3 على �لأقل )�جعل x تمثل �لر�أ�س �لمركزي، وc هي �لحلقة �لخارجية 
وذلك في �ل�سكل �أعلاه(. بما �أن H متر�بط من �لدرجة 3، فاإن بديهية �لمروحة )�لنظرية 23.2.4( تعطينا مروحة 
■  .H في K4 ِت�سكل تق�سيمًا لـ C إن هذه �لم�سار�ت �لثلاثة بالإ�سافة �إلى� .H بحجم ي�ساوي 3 في x ،V(C)

x

y

F H ‘

21.2.5.* ملاحظة: خمّن هاجوز )Hajos( في �لعام 1961م �أن كل بيان لوني من �لدرجة k يحوي تق�سيمًا 
للبيان Kk. عندما k = 2، هذه �لعبارة تقول: �إن كل بيان ثنائي �للون يحوي م�سارً� غير بديهي �أو غير تافه، 
ا: عندما k = 3، فاإن كل بيان ثلاثي �للون يحوي حلقة، و�لنظرية 20.2.5 تثبت �لعبارة في حال كانت  وتقول �أي�سً
 k ≤ 7 عندما  �سحيحة  غير  هاجوز  مخمنة   .k ∈ {5,6} عندما  حلّ  دون  ز�لت  ما  و�لم�ساألة   .k = 4   
)�نظر �لتمرين Catlin [1979] ،40(. لقد �قترح هادو�يجر )Hadwiger( في �لعام 1943م مخمنة �أ�سعف 
هي: كل بيان لوني من �لدرجة k يحوي بيانًا جزئيًّا يمكن تحويله �إلى Kk من خلال �إجر�ء عمليات �نقبا�س 
 )تقلي�س( للاأ�سلاع، هذه �لعبارة �أ�سعف؛ لأن �لتق�سيم لـ Kk هو بيان جزئي خا�س من هذ� �لنوع، فعندما
�لألو�ن  نظرية  تكافئ  فاإنها   ،k = 5 حالة  وفي   .20.2.5 �لنظرية  تكافئ  هادو�يجر  مخمنة  فاإن   ،k = 4  
�لأربعة )�لف�سل �ل�ساد�س(. وعندما -k=6، فقد بُرهنت هذه �لحالة با�ستخد�م نظرية �لألو�ن �لأربعة من 
قبل روبرت�سون )Robertson( و�سيمور )Seymour( وثوما�س )Thomas( في �لعام 1993م. و�لم�ساألة ما 
■   .k ≤ 7 ز�لت دون حل عندما
بع�س �لنتائج �لمتعلقة بالبيانات �لحرجة من �لدرجة k قابلة للتعميم لل�سف �لأكبر من �لبيانات �لتي    لها
 »K4 لـ  تق�سيمًا  يمتلك   3 �لأقل  على  �ل�سغرى  درجته  بيان  »كل  �لعبارة  �لمثال،  �سبيل  فعلى   .δ(G) ≤ k - 1 
)�لتمرين 38( هي تقوية للنظرية 20.2.5، وقد �أثبت كل من دير�ك )Dirac( وجنج )Jung( في �لعام 1965م �أنه 
 .)KK على �حتو�ء تق�سيم لـ G يجبر( G في Kk إذ� كان �لعدد �للوني كبيًر� بما يكفي، فاإن ذلك ي�سمن وجود تق�سيم لـ�
نَ مادر )Mader( هذه �لنتيجة من خلال �إ�سعاف �لمفرو�س، وتقوية �لنتيجة؛ �إذ� كان F بيانًا  وقد حَ�سَّ
ب�سيطًا، فاإنّ كل بيان ب�سيط G حيث δ(G) ≤ 2e(F) يحوي تق�سيمًا لـِ F. �لبد�ية بغر�س �أن 2e(F) δ ≥ (G) هي 

�أكبر مما هو �سروري، ولكنها ت�سمح ببرهان �أق�سر. 
22.2.5. بديهية: Mader [1967]، انظر Thomassen [1988]. �إذ� كان G بيانًا ب�سيطًا درجته �ل�سغرى 
 ت�ساوي K 2 على �لأقل، فاإن G يحوي بيانات جزئية منف�سلة 'G' و H، بحيث �إن: H )1 يكون متر�بطًا

 .H يوجد جار في G' و 3( لكل ر�أ�س في δ(G' ) ≤ k )2
الإثبات: يمكننا �فتر��س �أن G بيان متر�بط. �جعل 'G · H ترمز �إلى �لبيان �لذي نح�سل عليه من G عن 
 طريق تقلي�س �أ�سلاع �لبيان �لجزئي �لمتر�بط 'H، وحذف �لن�سخ �لز�ئدة من �لأ�سلاع �لمكررة. �إن �لمجموعة

 .G · H' ت�سبح ر�أ�سًا و�حدً� في V(H' )
خذ في �لح�سبان �لبيانات �لجزئية �لمتر�بطة 'H من �لبيان G جميعها، بحيث تحوي 'G · H على �لأقل 

k(n(G) - n(H' ) + 1 �سلعًا. 
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الفصل 5     تلوين البيانات214

بما �أن δ(G) ≤ 2k، فاإن كل بيان جزئي من G بر�أ�س و�حد هو مثل هذ� �لبيان �لجزئي، وبما �أن هذه 
ا �أعظميًّا له هذه �لخا�سية.  �لبيانات �لجزئية موجودة، فيمكننا �ختيار H ليكون بيانًا جزئيًّ

�إلى  نحتاج فقط   ،G'= G[S] و�جعل   ،H �لتي جير�نها في   H �لروؤو�س خارج  S تمثل مجموعة  �جعل 
برهنة �أن  δ(G' ) ≤ k. يوجد لكل ر�أ�س x في V(G' ) جار y في V(H). في �لبيان G (H ∪ xy)، نجد �أن 
G . H، و�أن  H �لتي تظهر في  V(G' ) �إلى  'G ت�سعف )تنهار( �إلى �أ�سلاع من  x في  �لأ�سلاع �لو�قعة على 
�ل�سلع x y ينقب�س. لذ� فاإن: e(G · H) - e(G · (H ∪ xy)) = dG' (x)+ 1، ومن خيارنا لـ H، نجد �أن هذ� 
 ■   .δ(G' ) ≤ k ولذلك، فاإن .k لفرق �أكبر من�
بيانين   Gو  F من  كل  كان  �إذ�    Thomassen [1988]( �نظر   ،)Mader [1967] 23.2.5.*نظرية: 

 .F يحوي تق�سيمًا لِـ G ت�سمن �أن δ(G) ≤ 2m  فاإن ،δ(F) ≤ 1 و e(F) = m ب�سيطين، بحيث �إن
الإثبات: بال�ستقر�ء على m. �إذ� كانت m ≤ 1، فاإن �لنتيجة بديهية. لذ�، �فتر�س �أن  m ≤ 2. من �لبديهية 
 ،δ(G' ) ≤ 2m-1 متر�بطًا، و H بحيث يكون ،G في G'  و H 22.2.5، ن�ستطيع �أن نختار بيانات جزئية منف�سلة
ويوجد جار في H لكل ر�أ�س في 'G. �إذ� وُجد لـ Fِ �سلع e = x y، بحيث �إن δ(F - e) ≤ 1، فاإن فر�سية �ل�ستقر�ء 

 .G' في F – eلـ J ت�سمن وجود تق�سيم
 .F من �أجل �إتمام �لتق�سيم لـ  yو x لتي تمثل� G بين روؤو�س H ويمكن �إ�سافة م�سار خلال

�لنجوم. F غابة من  �لآن  ورقة.  يقع على   F فاإن كل �سلع في   ،e ∈ E(F) لكل   δ(F - e) = 0 كانت   �إذ� 
وδ(G) ≤ 2m ≤ 2m ت�سمح لنا باإيجاد F نف�سها في غابة حجمها ي�ساوي m – 1 2 على �لأكثر في G، وذلك 
 ■ با�ستخد�م �لفر�سية 8.1.2   
f (k) ت�ساوي  �أن  باأهمية خا�سة. �فتر�س  تتمتع  ا  تامًّ بيانًا   F �لتي يكون فيها  ملاحظة: �لحالة   *.24.2.5
�أ�سغر d، بحيث يحوي كل بيان درجته �ل�سغرى ت�ساوي d على �لأقل تق�سيمًا لِـ Kk. من �لنظرية 23.2.5، 
)f(k)≤ 2. لقد �أثبت كل من كوملوز )Komlos( و�سميردي )Szemeredi( في �لعام 1996م  k

2 ) نجد �أن 
وبولوبا�س وثوما�سون )Bollobas – Thomason( في �لعام 1998م �أن f (k) < ck2 ، حيث C ثابت )�أثبت 
 �لأخير�ن �أن c ≤ 256(. بما �أنه ل يوجد لـِ Km, m – 1 تق�سيم لـِ K2K عندما m = k(k + 1)/ 2)�لتمرين 41(،

 .f (k) > k2/ 8 فاإن 
يعطينا �لتمرين 38 �أن f (4) = 3، �إ�سافة �إلى �أن f (5) = 6 . في �ل�سكل �لع�سريني )�لذي له ع�سرون وجهًا( 
)�لتمرين 8.3.7( يعطينا �أن f (5) ≤ 6؛ لأن هذ� �لبيان منتظم من �لدرجة 5، ولي�س له تق�سيم لـ K5 من جهة، 
ومن جهة �أخرى، فقد �أثبت مادر [1998] مخمنة دير�ك [1964] �لتي تن�س على �أن كل بيان له n من �لروؤو�س، 
وله على �لأقل n – 5 3 �سلعًا يحوي تق�سيمًا لـ K5. ومن �سيغة جمع �لدرجات، فاإن  δ(G) ≤ 6 تعطينا �أن عدد 

.f (5) ≤ 6 3 على �لأقل. لذ�، فاإنn لأ�سلاع ي�ساوي�
و�سمنر  جيارفا�س  مخمنة  من  �لتق�سيم  ن�سخة  �أثبت   (Scott)  [1997] �سكوت  �أن  نلاحظ  �أخيًر�، 
)Gyárfas – Sumner( )�لملاحظة 5.2.4( لكل �سجرة T ولكل عدد �سحيح k: �إذ� خلا G من ع�سبة من 
 ■ �لدرجة وكان 𝜒𝜒(G) كبيًر� بما يكفي، فاإن G يحوي تق�سيمًا لـ T كبيان جزئي م�ستحدث. 

)Exercises( تمــارين
1.2.5. )-(  �فتر�س �أن G بيان، بحيث �إن 𝜒𝜒(G – x – y) = 𝜒𝜒(G) – 2 لكل زوج x وy من �لروؤو�س �لمختلفة. �أثبت �أن 
G بيان تام. )تعليق: لقد خمن لوفاز �أن �لنتيجة كذلك تتحقق عندما نفر�س هذ� �ل�سرط فقط على �لروؤو�س �لمتجاورة(. 
ا متعدد �لفروع �إذ� وفقط �إذ� خلا هذ� �لبيان من بيان  2.2.5. )-( �أثبت �أن �لبيان �لب�سيط يكون بيانًا تامًّ

جزئي م�ستحدث له ثلاثة روؤو�س و�سلع و�حد. 
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215 k بنية البيانات اللونية من الدرجة  2.5

3.2.5. )-( ت�سمن �لنتائج �أدناه عدم وجود بيان حرج من �لدرجة k وله k + 1 من �لروؤو�س:
 (a Hو G إذ� وفقط �إذ� كان كل من� N(x) ⊆ N(y) أثبت �أن� ،G ر�أ�سان في بيان حرج yو x فتر�س �أن�

حرجًا لونيًّا، ��ستنتج من ذلك �أنه ل يوجد بيان حرج من �لدرجة k بحيث يكون له k + 1 ر�أ�سًا. 
 (b ا �إذ� وفقط �إذ� كان كل من �أثبت �أن χ(G ∨ H) = χ(G) + χ(H)، و�أن G ∨ H يكون حرجًا لونيًّ

  .k ر�أ�سًا يكون حرجًا من �لدرجة k + 2 لذي له� C5 ∨ Kk-3 حرجًا لونيًّا. ��ستنتج من ذلك �أن Hو G
4.2.5. )-( �فتر�س �أن n ∈ ℕ، و�فتر�س كذلك �أن G هو �لبيان �لذي روؤو�سه{v0 ,…, v3n} و�لمعرف على 

�ل�سكل i ↔ j �إذ� وفقط �إذ� تحقق �أن i - j| ≤ 2|، و�أن i + j ل يقبل �لق�سمة على 6:
 (a .G قو�لب )حدد )جد
 (b .4 ينتج بيانًا حرجًا من �لدرجة G إلى� v0 v3n أثبت �أن �إ�سافة �ل�سلع�

5.2.5. )-( جد تق�سيمًا لـ K4 في بيان جروتزك )�لمثال 2.2.5(. 
●           ●           ●           ●           ●

k ي�ساوي  �للوني  وعدده  �لروؤو�س،  من   n له  متر�بط  لبيان  �لأ�سلاع  من  عدد  �أ�سغر  حدد   .6.2.5 
 )م�ساعدة: خذ في �لح�سبان �لبيانات �لجزئية �لحرجة من �لدرجة Ersov – Kozuhin [1962]  k، �نظر

Bhasicer – Samad – West [1994] من �أجل درجات �لتر�بط �لأعلى. 
7.2.5. )!( �إذ� كان لدينا تلوين �أمثل لبيان لوني من �لدرجة k )عدده �للوني ي�ساوي k(، �أثبت �أنه يوجد لكل 

لون i ر�أ�س لونه i يجاور روؤو�سًا ملونة بالـ k – 1 لونًا �لأخرى. 
8.2.5. ��ستخدم خو��س �لبيانات �لحرجة لونيًّا لبرهنة �لفر�سية 14.1.5 مرةً �أُخرى.

 .G هي درجات روؤو�س  d1 ≤ … ≤ dn حيث ،χ(G) ≤ 1 + maxi min{di, i-1}
ا حرجًا لونيًّا.  9.2.5. )!( �أثبت �أنه �إذ� كان �لبيان G حرجًا لونيًّا، فاإن �لبيان 'G �لمولد من G من خلال بناء م�سيل�سكي يكون �أي�سً

10.2.5. �فتر�س �أن G بيان، روؤو�سه هي: v1, … vn، و�أن 'G هو �لبيان �لمولد من G عن طريق بناء م�سيل�سكي. 
 وليكن H بيانيًّا جزئيًّا من G، و�فتر�س �أن "G هو �لبيان �لذي نح�سل عليه من 'G عن طريق �إ�سافة �لأ�سلاع

{ui uj : vi vj ∈ E(H)}. �أثبت �أن χ(G" ) = χ(G) + 1، و�أن:
.(Pritikin)ω(G")= max{ω(G),ω(H) + 1

 χ(G) ≤ ( ω(G)+1
2 �أن ( 2K2، فاأثبت  �لبيان  �أن ي�ستحدث منه  بيانًا بحيث ل يمكن   G �إذ� كان   )!( .11.2.5 

ω(G)(مجموعة م�ستقلة تغطي �لروؤو�س. تعليق: 
2 (ω+)G( م�ساعدة: ��ستخدم ع�سبة كبرى لتعريف جمع فيه(

.)Wagon [1980]( ،)4.2.5 هذه حالة خا�سة من مخمنة جيرفا�س و�سمنر )�لملاحظة
حجمها  T م�ستقلة  مجموعة  �أ�سف  �لتالي:  �ل�سكل  ف GK على  عرِّ  k > 1 لكل   .G1 = K1 �أن  �فتر�س   )!(  .12.2.5 
 ،V(G1) x …  x V(GK – 1)  في )v1, …, vn - 1( ولكل خيار لـ . G1 + … + Gk - 1 وذلك للاتحاد �لمنف�سل Π k-1

i=1  n(Gi)
�إي�ساح  G4، وتم  �أدناه تجد  �لر�سم  بـ {v1, … Vk – 1} كجو�ر. )في  T يحظى  ر�أ�سًا و�حدً� من روؤو�س  �جعل 

 :)T لجير�ن لعن�سرين فقط من عنا�سر�
 (a .)Zykov [1949]( .χ (Gk) = k و�أن ،ω(Gk) = 2 أثبت �أن�
 (b  .Schäuble [1969] .k حرج من �لدرجة Gk أثبت �أن�

G1 G2 G3

T
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 T كالآتي: �جعل G' ِبن� .n وخ�سره ي�ساوي 6، ورتبته ،k بيان لوني من �لدرجة G 13.2.5. )+( �فتر�س �أن
مجموعة م�ستقلة بها kn ر�أ�سًا جديدً�. خذ (kn) ن�سخة من G بحيث تكون هذه �لن�سخ منف�سلة زوجًا زوجًا، 
�لعنا�سر.  n من  S تحوي  T حيث  S من  بها مجموعة جزئية  نختار  لكل طريقة  و�حدة  ن�سخة  تكون  �أن  على 
�أثبت �أن �لعدد �للوني للبيان �لناتج ي�ساوي k + 1، و�أن خ�سر هذ� �لبيان ي�ساوي 6. )تعليق: بما �أن C6 ثنائي 
موجود(. �لبيانات  من  �لنوع  هذ�  �أن  ي�سمن  وهذ�  �لعملية.  هذه  بدء  يمكن  فاإنه   ،6 ي�ساوي  خ�سر  وله   �للون 

.)Blanche Descartes [1974, 1954](

T

copieskn
n )(

G GGG

14.2.5. �لعدد �للوني وطول �لحلقات:
 (aتجعل �لتي  �ل�سجرة  هي   T �جعل   .G لـ  �لمولدة  �لأ�سجار  بين  من   .G بيان  في  ر�أ�س    v �أن   �فتر�س 

.v يبد�أ عند T يربط روؤو�سًا تنتمي �إلى م�سار في G أكبر ما يمكن. �أثبت �أن كل �سلع في� . Σ             dTu𝝐𝝐v(G) (u,v) 
 (b حلقة طولها يزيد بمقد�ر 1 على �أحد م�ساعفات G فاإنه توجد في ،(G) > k ≤ 2 أثبت �أنه �إذ� كان�

 .)Tuza  (G)  ،للبيان K لتعريف تلوين من �لدرجة )a( م�ساعدة: ��ستخدم �ل�سجرة �لموجودة في فرع( .K
       على �لأكثر. 

     
   

    .  

 ω                

                  

                 

              
   

      

           

                             

                        

15.2.5. )!( �أثبت �أن �لعدد �للوني لكل بيان على n من �لروؤو�س خالٍ من �لمثلثات ي�ساوي 
2 ر�أ�سًا(. 

4
K )تعليق: لذلك يوجد لكل بيان خالٍ من �لمثلثات ولوني من �لدرجة k على �لأقل  

�لروؤو�س، بحيث  n من  بيان ب�سيط على    �سلعًا لكل 
      

     
   

    .  

 ω                

                  

                 

              
   

      

           

                             

                        

�لأكثر  �أنه يوجد على  �أثبت   )!( .16.2.5
ل يحوي هذ� �لبيان ع�سبة من �لدرجة r + 1. )م�ساعدة: يمكن برهان هذه �لنتيجة عن طريق ��ستخد�م 

نظرية تور�ن، �أو عن طريق �ل�ستقر�ء على r، دون ��ستخد�م نظرية تور�ن(.
17.2.5. )!( �فتر�س �أن G بيان ب�سيط له n من �لروؤو�س، وm من �لأ�سلاع: 

 (a ا �أثبت �أن 𝜔𝜔 (G) ≤ ⌈n2/(n2 - 2m)⌉. )م�ساعدة: ��ستخدم �لتمرين 16.2.5. تعليق: هذ� يعطي �أي�سً
 .Myers – Liu [1972]  
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�أن 
 (b م�ساعدة: ��ستخدم( G هي معدل درجة �لروؤو�س للبيان d حيث ( ) ( )  / / 1G n n dα ≥ +   �أثبت �أن 

  .)Erdös – Gallai [1961]( (a(فرع
18.2.5. بيان تور�ن  Tn, r)�لمثال 7.2.5( هو �لبيان �لتام �لمتعدد �لفروع من �لدرجة r �لذي له b مجموعة جزئية 
 من روؤو�سه، حجم كل منها ي�ساوي a + 1، و له كذلك r – b مجموعة جزئية من روؤو�سه حجم كل منها a حيث

:b = n – raو  a = ⌊n/r⌋ 
 (a e(Tn,r)=(1-1/r)n2/ 2-b(r-b)/(2r).أثبت �أن�
 (b:يعطينا )a( يجب �أن يكون عددً� �سحيحًا، فاإن �لفرع  e(G) بما �أن

 e(Tn,r)≤ ⌊(1-1/r) n2/ 2⌋ .  متى نح�سل على �للام�ساو�ة في هذه �لمتباينة؟ 
�أن  مبا�سرةً  لتثبت   Ka + Kn-a �لبيان  مع   Tn,r تور�ن  بيان  قارن   .a=⌊n/r⌋ �أن  �فتر�س   )+(  .19.2.5

 . ( ) ( ) ( )( ), 2 2
1 1n re T n a r a= − + − +

  r = n - qk، q =⌊n / k⌋عدد�ن �سحيحان موجبان، �جعل k و n 20.2.5. �فتر�س �أن
. )م�ساعدة: خذ بعين �لعتبار 
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) �أثبت �أن:                         )/ 1S n K= +  t = n - s(k + 1) و 
 .)Richter [1993]( .)متممة بيان تور�ن

21.2.5. من بين �لبيانات �لب�سيطة على n من �لروؤو�س �لتي تخلو من ع�سبة من �لدرجةr + 1. �أثبت �أن بيان تور�ن 
هو �لبيان �لفريد �لذي له �أكبر عدد من �لأ�سلاع. )م�ساعدة: تفح�س برهان �لنظرية 9.2.5 بدقة وحذر �أكثر(. 

22.2.5. تح�سل مدينة د�ئرية �لهيئة قطرها �أربعة �أميال على 18 محطة تقوية للهو�تف �لمحمولة، وت�ستطيع كل 
محطة �أن تبث �إلى بقية �لمحطات �لتي تبعد عنها م�سافة �أقل �أو ت�ساوي ثلاثة �أميال. �أثبت �أن محطتين على �لأقل 
 ت�ستطيعان �أن تبثا �إلى خم�س محطات �أخرى على �لأقل بغ�س �لنظر عن كيفية توزيع هذه �لمحطات في �لمدينة.

kn
n

ن�سخ

HE_Graph_CH05_9th_Draft_01.indd   216 2/23/2014   9:27:09 AM



217 k بنية البيانات اللونية من الدرجة  2.5

 .)Bondy – Murty [1976, p 115]( أُخِذ هذ� �ل�سوؤ�ل من�(
:)Turan [1941]( برهان تور�ن لنظرية تور�ن، م�ستملًا �لوحد�نية )!( .23.2.5

 (a .r يحوي ع�سبة من �لدرجة r + 1 أثبت �أن �أعظم بيان ب�سيط يخلو من ع�سبة من �لدرجة�
 (b .                                  .   

                           

                          

 
 
   

          

 
 
         

        

�أثبت �أن 
 (c .م�ستملًا على تو�سيف �لبيانات �لتي تحقق هذ� �لحد ،n لبرهنة نظرية تور�ن بال�ستقر�ء على )b(و )a( ستخدم فرعي��

ا �أن G بيان له n من لروؤو�س، وله tr(n) - k �سلعًا، وله على  24.2.5. )+( �فتر�س �أن tr(n) = e(Tn,r)، و�فتر�س �أي�سً
 �لأقل ع�سبة و�حدة من �لدرجة r + 1، حيث k ≤ 0. �أثبت �أنه توجد لـلبيان fr(n) + 1 – k     G ع�سبة من �لدرجة
  r + 1 على �لأقل، حيث fr (n) = n - ⌈n/r⌉ - r )م�ساعدة: �أثبت �أن للبيان �لذي له ع�سبة و�حدة بال�سبط من �لدرجة

  .)Erdös [1964], Moon [1965]( ،)سلعًا� tr (n) – fr (n) على �لأكثر r + 1
:K2, m 25.2.5. ت�سابه جزئي لنظرية تور�ن للبيان

 (a :م�ساعدة( K2، m يحوي G فاإن .Σ v𝝐𝝐v(G) (d(v)
2 ) > (m - 1) ( n

2 ) �أثبت �أنه �إذ� كان G بيانًا ب�سيطًا، وكان
لحظ �أن  K2, m بيان فيه ر�أ�سان لهما m جارً� م�ستركاً(. 

 (b .سلعًا� e يحوي G حيث �إن ، Σ v𝝐𝝐v(G)(d(v)
2 ) ≥ e(2e / n - 1) �أثبت �أن 

 (c .K2, m سلعًا يحوي� ½(m-1)1/2n3/2 + n/4 لبرهنة �أن �لبيان �لذي له )b(و )a( ستخدم فرعي��
 (d 

                                  .   

                           

                          

 
 
   

          

 
 
         

        

تطبيق: �إذ� �أعطيت n من �لنقاط في �لم�ستوى، فاأثبت �أن �لم�سافة ت�ساوي 1 بال�سبط لـ  
.)Bondy – Murty [1976, p 111 – 112]( ،زوجًا من هذه �لنقاط على �لأكثر

 �سلعًا ي�ساوي 4 

                                  .   

                           

                          

 
 
   

          

 
 
         

        

                                  .   

                           

                          

 
 
   

          

 
 
         

        

26.2.5. �إذ� كانت n ≤ 4، فاأثبت �أن خ�سر كل بيان له n من �لروؤو�س، و�أكثر من 
على �لأكثر. )م�ساعدة: ��ستخدم طرق �لتمرين 25.2.5(. 

27.2.5. )+(  لكل n ≤ 6، �أثبت �أن �أكبر عدد من �لأ�سلاع لبيان ب�سيط على n من �لروؤو�س لي�س له حلقتان 
.(Pósa( ،n + 3  منف�سلتان �سلعيًّا ي�ساوي

28.2.5. )+ ( لكل n ≤ 6، �أثبت �أن �أكبر عدد من �لأ�سلاع لبيان ب�سيط على n من �لروؤو�س لي�س له حلقتان 
 .(Pósa( ،3n - 6 منف�سلتان ي�ساوي

 :)K1, 3 ل ي�ستحدث منه( بيان يخلو من �لمخالب G فتر�س �أن� )!( .29.2.5
 (a .يتكون من م�سار�ت وحلقات زوجية G أثبت �أن �لبيان �لجزئي �لم�ستحدث من �تحاد �سفين لونيين في �أي تلوين فعلي للبيان�
 (b تلوين فعلي من G من �لألو�ن، فاإنه يوجد لـ k تلوين فعلي ي�ستخدم بال�سبط G أثبت �أنه �إذ� وُجد لـ�

 .)Niessen – Kind [2000](،حيث يختلف حجم �ل�سفوف في هذ� �لتلوين بمقد�ر 1 على �لأكثر ،k لدرجة�
30.2.5.)+( �أثبت �أنه �إذ� وُجد لـ G تلوين فعلي g بحيث كان كل �سف يحوي ر�أ�سين، فاإنه يوجد لـ G تلوين �أمثل f ، بحيث 
يحوي كل �سف لوني لهذ� �لتلوين ر�أ�سين على �لأقل. )م�ساعدة: �إذ� وُجدَ �سف لوني لـ f يحوي ر�أ�سًا و�حدً�، فا�ستخدم g لعمل 

  . Gallai [1963 c] x(G) ا �أو بال�ستقر�ء على تغيير في  f. يمكن �إعطاء �لإثبات خو�رزميًّ
ا، ف�سلًا عن �أنه لي�س حلقة طولها يكافئ  31.2.5. �فتر�س �أن G بيان متر�بط لونيًّا من �لدرجة k، بحيث �إن G لي�س بيانًا تامًّ

.)Tomesca( ،من �لألو�ن ر�أ�سان لهما �للون نف�سه، ولهما جار م�سترك k بـ G 3، �أثبت �أنه يوجد لكل تلوين فعلي لـ mod 6
 :)Hajós [1961]( .بناء هاجوز )!( .32.2.5

 (a .vw ∈ E(H)و vu ∈ E(G) حيث v لهما ر�أ�س م�سترك k بيانان حرجان من �لدرجة Hو G فتر�س �أن�
 .k ا حرج من �لدرجة �أثبت �أن �لبيانuω ∪ (H - vω) ∪ (G - vu)  �أي�سً

 (b .Kk  يختلف عن k للح�سول على بيان حرج من �لدرجة )a( ستخدم �لفرع�� ،k ≤ 3 لكل
 (c .من �لروؤو�س n بنِ بيانًا حرجًا من �لدرجة 4 له� ،n = 5 �ما عد ،n ≤ 4 لكل

v
wu

v
w
HG

u
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الفصل 5     تلوين البيانات218

،18.2.5 �لفر�سية  فا�سلة .S = {x,y} من  له مجموعة   k �لدرجة  بيان حرج من   G �أن   33.2.5. �فتر�س 
  x ↮ y، �أثبت �أنه يوجد للبيان G فلقتان تعتمد�ن على S، ويمكن �أن ن�سميهما G1 و G2، بحيث �إن كلاًّ من
 G1 + xy و G2 . xy حرج من �لدرجة k )هنا G2 . xy ترمز �إلى �لبيان �لذي نح�سل عليه من G2 باإ�سافة 

�ل�سلع xy، ومن ثم تقلي�س هذ� �ل�سلع(. 
34.2.5. )!( �فتر�س �أن G بيان حرج من �لدرجة 4، وله مجموعة فا�سلة S حجمها 4. �أثبت �أنه يوجد للبيان 

 .)Pritikin( ،أربعة �أ�سلاع على �لأكثر� G[S]
:k – 1 يكون متر�بطًا �سلعيًّا من �لدرجة k 35.2.5. )+( برهان بديل للعبارة: كل بيان حرج من �لدرجة

 (a فاإنه ،E(G) سلعين في� e، f أثبت �أنه �إذ� كان� ،(k ≤ 3) ،k بيان حرج من �لدرجة G فتر�س �أن�
.(Toft) [1974]  f  ول يحوي e يحوي k – 1 بيان جزئي حرج من �لدرجة G ِيوجد لـ

 (b لبرهان نظرية دير�ك �لتي تن�س على �أن كل بيان حرج من k و�ل�ستقر�ء على )a( ستخدم فرع��
 .Toft [1974] (k - 1( يكون متر�بطًا �سلعيًّا من �لدرجة k لدرجة�

 ، Kk – 1 ي�ساكل k – 1 وكان كل بيان جزئي حرج من �لدرجة ،k حرجًا من �لدرجة G 36.2.5. )+( �أثبت �أنه �إذ� كان
 )35.a.2.5 لخا�سة بالبيانات �لحرجة، �لتمرين� )Toft( م�ساعدة: ��ستخدم بديهية توفت( ،(k ≤ 4) G = Kk فاإن 

 .)Stiebitz [1985]( 
 χ(G – v) < χ(G) إذ� كان� )vertex – color – critical( حرج تلوين �لروؤو�س G 37.2.5. نقول: �إن �لبيان

: v ∈ V(G) لكل
 (a .أثبت �أنَّ كلَّ بيان حرج لونيًّا يكون حرجَ تلوين �لروؤو�س�
 (b .أثبت �أنَّ كلَّ بيان حرج تلوين �لروؤو�س، وعدده �للوني ي�ساوي 3، يكون حرجًا لونيًّا�
 (c.أثبت �أنَّ �لبيانَ �لموجود في �ل�سكل �أدناه حرجُ تلوين �لروؤو�س، ولي�س حرجًا لونيًّا�

)تعليق: هذ� �لبيان لي�س بيان جروتزك(.

38.2.5. )!( �أثبت �أن كل بيان ب�سيط درجته �ل�سغرى ت�ساوي 3 على �لأقل يجب �أن يحوي تق�سيمًا لـ K4. )م�ساعدة: 
 K4. أثبت �لنتيجة �لأقوى – كل بيان ب�سيط غير تافه له على �لأكثر ر�أ�س و�حد درجته �أقل من 3 يحوي تق�سيمًا لـ�

 .Dirac [1952 a] ،(K4( يو�سح برهان �لنظرية 20.2.5 �أن كل بيان متر�بط من �لدرجة 3 يحوي تق�سيمًا لـ
39.2.5. )!( �فتر�س �أنه �إذ� كانت δ(G) ≤ 3، فاإن G يحوي تق�سيمًا لـ K4. �أثبت �أن �أكبر عدد من �لأ�سلاع 

 .2n – 3 ي�ساوي K4 من �لروؤو�س ل يحوي تق�سيمًا لـ n لبيان ب�سيط على
40.2.5. في �ل�سكل �أدناه، �فتر�س �ل�سلع �ل�سميك )�للون �لغامق( يعني �أن كل �سلع في د�ئرة يجاور �لأ�سلاع 
جميعها في �لد�ئرة �لأخرى. �أثبت �أن χ(G) = 7 لكل G ل يحوي تق�سيمًا لـ K7. ثم �أثبت �أن (H) = 8، ولكن 

 .)Catlin [1979]( ف ، K8 ل يحوي تق�سيمًا لـ H

G H
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219 أوجه التعداد  3.5

. Km, m – 1 للبيان K2k و�أثبت �أنه ل يوجد تق�سيم ،m = k(k + 1)/ 2 41.2.5. �فتر�س �أن

،δ(G) ≤ m بيان ب�سيط بحيث �إن G ا �أن  42.2.5. )+( �فتر�س �أن F غابة لها m من �لأ�سلاع. و�فتر�س �أي�سً
و n(G) ≤ n(F). �أثبت �أن G يحوي F بو�سفه بيانًا جزئيًّا. )م�ساعدة: �حذف ورقة و�حدة من كل مركبة غير 
 X لكل �لمجموعة R مجموعة جير�ن �لروؤو�س �لمحذوفة. �أر�سل R فتر�س �أن� .F''لتح�سل على F تافهة من مركبات
�لتي تحوي m ر�أ�سًا من V(G) بحيث �إن �لمجموعة X ت�سغر e(G[X]) )تجعل لها قيمة �سغرى(. مدد X لن�سخة 
من 'F. ��ستخدم نظرية هال )Hall( لبرهنة �أنه يمكن مو�ءمة  X مع �لروؤو�س �لمتبقية للح�سول على ن�سخة من 

  .Brandt [1994] ف.(F)

43.2.5. )+( �فتر�س �أن G بيان لوني من �لدرجة k. ولحظ �أن �لبديهية 18.1.5، و�لفر�سية 8.1.2 ت�سير �إلى �أن 
G يحوي كل �سجرة لها k من �لروؤو�س بو�سفه بيانًا جزئيًّا. قم بتقوية هذه �لنتيجة لبيان مماثل، و�سع عليه علامات 
ا بـ k من �لألو�ن للبيان G، وكانت T �سجرة روؤو�سها: {w1, …, wk}، فتوجد د�لة  د�لة: �إذ� كان ƒ تلوينًا فعليًّ

 . i لكل f (𝜙𝜙) (wi)) = i تحافظ على �لتجاور بحيث �إن 𝜙𝜙𝜙V(T)→V(G)
 .)Gyarfas – Szemeredi – Tuza [1980], Summer [1981](

44.2.5. )+( �فتر�س �أن G بيان لوني من �لدرجة k خ�سره ي�ساوي 5 على �لأقل، �أثبت �أن G يحوي كل �سجرة 
على k من �لروؤو�س بو�سفه بيانًا جزئيًّا م�ستحدثًا، )�سومنز، جيرفا�س - �سنرميردي - توز�(

 .)Gyárfás – Szemerédi – Tuza [1980], Sumner [1981](
 )Enumerative Aspects( 3.5. أوجه التعداد

في بع�س �لأحيان، ن�سلط �ل�سوء على م�ساألة �سعبة من خلال �لأخذ في �لح�سبان م�ساألة �أعم. ل توجد 
k )�نظر �لملحق B(، ولكن ما ز�ل باإمكاننا  خو�رزمية جيدة معروفة لختبار وجود تلوين فعلي من �لدرجة 

 .)k هنا نثبت مجموعة من �لألو�ن عددها( k در��سة عدد �لتلوينات �لفعلية من �لدرجة
�إن �لعدد �للوني (G) هو �أ�سغر عدد k، بحيث يكون �لعد موجبًا. �إن معرفة �لعدد لكل k يجعلنا نعرف 
بو�سفها طريقًا  �لعد هذه  م�ساألة  بتقديم   1912 �لعام   )Birkhoff( قام بيركوف لقد  �للوني.  �لعدد  هو  ما 
�لعد،  د�لة  خو��س  �سنناق�س  �لف�سل،  من  �لجزء  هذ�  في   .)3.6 )�لبند  �لأربعة  �لألو�ن  م�ساألة  لحل  ممكنًا 

ومجموعة �لبيانات �لتي ي�سهل عليها ح�ساب د�لة �لعد ومو��سيع �أخرى مت�سلة بهذ� �لمو�سوع. 
)Counting Proper Coloring( حساب التلوينات الفعلية

 .k نبد�أ بتعريف م�ساألة �لعدّ بو�سفها د�لة لـ
ف �لقيمة χ(G;k) على �أنها عدد �لتلوينات �لفعلية  1.3.5. تعريف: ليكن k ∈ ℕ، وG بيانًا معطى. نعرِّ
  ƒ:V(G) → [k]. �إن مجموعة �لألو�ن �لمتو�فرة هي:  [k] ={k ,… ,1} ومن �لممكن �أل ن�ستخدم كل

�لـ k لونًا في �لتلوين ƒ. �إن تغيير �أ�سماء �لألو�ن �لم�ستخدمة في تلوين معين ينتج تلوينًا مختلفًا. 
 χ(Kn;k) = k(k - 1)…(k – n + 1).و  χ(Kn; k) = kn:2.3.5. مثال

عند تلوين روؤو�س Kn ، ن�ستطيع �أن ن�ستعمل �أي لون من �لـ k لونًا عند كل ر�أ�س بغ�س �لنظر عن �لألو�ن �لتي 
 [k] د�لة من مجموعة �لروؤو�س �إلى �لمجموعة Kn ستعملناها عند �لروؤو�س �لأخُرى، علاوة على �أن كل د�لة من �لـ��
هي تلوين فعلي. لذ�، فاإن  χ(Kn;k) = kn. ل ن�ستطيع ��ستخد�م �لألو�ن �لتي ��ستخدمت �سابقًا في �أثناء �لتلوين 
لتلوين �لر�أ�س i عند تلوين روؤو�س Kn، لذ� فاإنه يتبقى k – i + 1 لونًا بو�سفه خيارً� لتلوين �لر�أ�س i بغ�س �لنظر 
عن �لطريقة �لتي �أختيرت فيها �لألو�ن �ل�سابقة. لذ�، فاإن χ(Kn;k) = k(k - 1)…(k – n + 1). با�ستطاعتنا 
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الفصل 5     تلوين البيانات220

)  وذلك باأن نختار �أولً  n لونًا مختلفًا، ثم ن�سرب �لمقد�ر في n! من �أجل عد �لطرق �لتي  n
2 )n!ا عدّ هذه كـ �أي�سً

 χ( )3÷ ;4 24k = )χ و  )3÷ ;3 6k = من خلالها نُحدد �لألو�ن للروؤو�س، فعلى �سبيل �لمثال
لحظ �أن قيمة حا�سل �ل�سرب ت�ساوي 0 عندما k < n، وهذ� منطقي لأنه ل يوجد تلوين فعلي في k من 
■  .k < n عندما Kn لألو�ن للبيان�

k - 2 k - 1

k

kk

k

 .χ(T;k) = k (k-1)n - 1 من �لروؤو�س، فاإن n سجرة لها� T 3.3.5. فر�ضية: �إذ� كانت

الإثبات: �ختر ر�أ�سًا v ليكون جذرً� لـِ T، ن�ستطيع تلوين v بـ k من �لطرق. �إذ� و�سّعنا �لتلوين �لفعلي للروؤو�س 
�لجديدة بالتز�من مع تنمية �ل�سجرة من v، فاإن �للون �لممنوع عند كل خطوة هو لون �لو�لد. لذ�، يوجد لدينا 
ا �أن كل تلوين فعلي  k – 1 خيارً� لتلوين �أي ر�أ�س جديد. بالإ�سافة �إلى ذلك، فاإن حذف ورقة يبين ��ستقر�ئيًّ
■  .χ(T;k) = k (k-1) n - 1 بـ k من �لألو�ن يظهر بهذه �لطريقة. لذ�، فاإن

k k -1

k -1

k -1 k -1

k -1

k -1

G تجزئ  �أن �ل�سفوف �للونية لكل تلوين فعلي للبيان  �أخُرى لعدّ �لألو�ن، وهي ملاحظة  هناك طريقة 
يتم �لح�سول على �سيغة )قاعدة(  �لتجزئة،  بح�سب هذه  �لألو�ن  وبتجميع  م�ستقلة.  �إلى مجموعات   V(G)
 ،2.3.5 �أن هذ� يتحقق للاأجوبة في �لمثال  n(G). لحظ  k درجتها ت�ساوي  χ(G;k)، وهي كثيرة حدود في  لـ 
كثيرة  ت�سمى   k د�لة في  بو�سفها   (G;k) فاإن  بيان،  لكل  تتحقق  �لخا�سية  هذه  �أن  وبما   .3.3.5 و�لفر�سية 

 .G لحدود �للونية للبيان�

4.3.5 فر�ضية: �فتر�س �أن (x(r) = x(x – 1) … )x – r + 1. �إذ� كانت pr(G) ترمز �إلى عدد تجزئات 
χ(G;k) = ∑ n(G)، وهذه كثيرة حدود من 

r = 1
 pr (G)k(r) V(G) �إلى r من �لمجموعات �لم�ستقلة غير �لخالية، فاإن 

 .n(G) لدرجة�
الإثبات: عندما ن�ستخدم r من �لألو�ن فعليًّا في تلوين فعلي، فاإن �ل�سفوف �للونية تجزئ V(G) �إلى r من 
k من �لألو�ن، فاإنه يوجد  pr (G) طريقة. وعندما يتو�فر لنا  �لمجموعات �لم�ستقلة، وهذ� يمكن �أن يحدث بـ 
بال�سبط k(r) طريقة لختيار �لألو�ن وتحديدها لل�سفوف، �إ�سافة �إلى �أن �لتلوينات �لفعلية جميعها تظهر بهذه 

�لطريقة. لذ�، فاإن �ل�سيغة �لمعطاة �أعلاه لـ (G;k) �سحيحة. 
 .k د�لة كثيرة حدود في (G;k) فاإن هذه �ل�سيغة تعطي �أن ،r ثابت لكل pr(G) و k كثيرة حدود في k(r) بما �أن
لحظ �أنه عندما يكون عدد روؤو�س G ي�ساوي n فيوجد بال�سبط تجزئة و�حدة لـ G �إلى n مجموعة م�ستقلة، ول 
توجد �أي تجزئة �أخرى ت�ستخدم مجموعات �أكثر من ذلك. لذ�، فاإن �لحد �لقائد )�لحد ذو �لدرجة �لأعلى( 
■  .kn هو
 5.3.5. مثال: pn(G) = 1 د�ئمًا، وذلك من خلال ��ستخد�م مجموعات حجم كل منها ي�ساوي 1. ولذلك 

KK
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221 أوجه التعداد  3.5

nK p1(G)  = 0 �إل �إذ� خلا G من �لأ�سلاع؛ لأن كل مجموعة �لروؤو�س تكون مجموعة م�ستقلة فقط للبيان 
خد في �لح�سبان �لبيان G = C4. توجد بال�سبط تجزئة و�حدة �إلى مجموعتين م�ستقلتين: �إن �لروؤو�س �لمت�سادة 
r = 3، فاإننا ن�سع ر�أ�سين مت�سادين في مجموعة، ونترك �لر�أ�سين  )�لمتقابلة( تكون في �لمجموعة نف�سها. وعندما 

�لآخرين في مجموعات وحدهما، ويمكننا عمل ذلك بطريقتين. لذ�، فاإن p4 = 1، p3 = 1، p2 = 1  و�أن:
■          (C4; k) = 1 · k(k - 1)+ 2 · k(k - 1)(k - 2)+ 1· k(k - 1)(k - 2)(k - 3) = k(k - 1)(k2 - 3k +3)

من  كبير  عدد  وجود  ب�سبب  منا�سب  غير   - عمومًا   - �لطريقة  بهذه  �للونية  �لحدود  كثيرة  ح�ساب  �إن 
�لتجزئات للاأخذ في �لح�سبان. وتوجد ح�سابات بخطو�ت مكررة كتلك �لتي ��ستخدمت في �لفر�سية 8.2.2. 
لعدّ �لأ�سجار �لموُلدَة؛ �جعل G . e مرة �أخرى ترمز �إلى �لبيان �لذي نح�سل عليه من G بتقلي�س )�إنقبا�س( 
�ل�سلع e )�لتعريف 7.2.2(. بما �أن عدد �لتلوينات �لفعلية من �لدرجة k ل تتاأثر بالأ�سلاع �لمكررة، فاإننا نهمل ن�سخ 
�لأ�سلاع �لمكررة �لتي تنتج من جر�ء �إجر�ء عملية تقلي�س )�نقبا�س( �لأ�سلاع، محافظين على ن�سخة و�حدة فقط من كل 

�سلع مكرر لعمل بيان ب�سيط.  
 e G بيانًا ب�سيطًا، وكان  نظرية: )�سيغة �لتكر�ر �للوني: Chromatic recurrence: (. �إذ� كان   .6.3.5

 .χ(G; k) = χ(G - e; k) - χ(G · e; k) �سلعًا في E(G)، فاإن 
الإثبات: �إن كل تلوين فعلي من �لدرجة k للبيان G هو تلوين فعلي من �لدرجة k للبيان G – e، بالإ�سافة 
�إلى �أن �لتلوين �لفعلي من �لدرجة k للبيان G – e يكون تلوينًا فعليًّا من �لدرجة k للبيان G �إذ� وفقط �إذ� 
�أعطى هذ� �لتلوين �ألو�نًا مختلفة للر�أ�سين u وv �للذين هما ر�أ�سا �ل�سلع e. لذ�، ن�ستطيع ح�ساب �لتلوين �لفعلي 
من �لدرجة k للبيان G بطرح عدد �لتلوينات �لفعلية من �لدرجة k للبيان G – e �لتي تعطي u وv �للون نف�سه 

 .χ(G - e; k) من 
لحظ �أن تلوينات G – e �لتي يكون لـ u و v فيها �للون نف�سه ترتبط مبا�سرة بالتلوينات �لفعلية من �لدرجة 
k للبيان G – e �لتي فيها لون �لر�أ�س �لناتج عن �لنقبا�س هو لون �لر�أ�سين u و v نف�سه. �إن مثل هذ� �لتلوين يلوّن 
■ ا �أ�سلاع  G . e جميعها �إذ� وفقط �إذ� لوّن هذ� �لتلوين �أ�سلاع G �لمختلفة عن e جميعها.  فعليًّ

G

e

G - e G . e

ولكن   ،P4 ينتج   C4 من  �سلع  حذف  �إن   .C4 للبيان   k �لدرجة  من  �لفعلي  �لتلوين  مثال:   .7.3.5
  χ(P4; k) = k(k - 1)3لدينا فاإن  تام،  بيان   K3 و  �سجرة،   K4 �أن  وبما   .K3 ينتج   C4 من  �سلع   تقلي�س 

و χ(K3; k) = k(k - 1) (k - 2) وبا�ستخد�م �سيغة �لتكر�ر �للوني فاإننا نح�سل على: 
■                              

ا  بما �أن G . e، و G – e تحوي �أ�سلاعًا �أقل من G، فباإمكاننا ��ستخد�م �سيغة �لتكر�ر �للوني ��ستقر�ئيًّ
�أن  �سبق  و�لتي  �أ�سلاع،  لها  لي�س  �لتي  للبيانات  �بتد�ئي  �سرط  �إلى  نحتاج  �أننا  لحظ   .χ( )÷ ;  G k لح�ساب 

.χ( )÷ ;    n
nK k k= ح�سبناها: 

8.3.5. نظرية: )Whitney [1933 c](�فتر�س �أن G بيان ب�سيط، فاإذ� كانت χ(G; k) هي كثيرة �لحدود 
�أعد�د �سحيحة  χ(G; k) هي  معاملات  �أن  كما   .n(G) χ(G; k) هي  درجة  فاإن  �لبيان،  لهذ�  �للونية 

. 1, e(G), …. :تتذبذب في �لإ�سارة بين �لموجب و�ل�سالب، وتبد�أ على �ل�سكل

K K
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الفصل 5     تلوين البيانات222

حيث   ،e(G) = 0 عندما  تلقائيًّا  يتحقق  �لدعاء  �أن  لحظ   .e(G) على  �ل�ستقر�ء  ن�ستخدم  الإثبات: 
 .e(G) ≤ 1 و  �لروؤو�س،  من   n له  بيان   G �أن  �فتر�س  �ل�ستقر�ء،  ولخطوة   .χ( )÷ ;    n

nK k k=
للبيان ر�أ�سًا   n – 1  ويوجد  G �أ�سلاع  �أقل من عدد  �أ�سلاعًا عددها  G . e يحوي  و   ،G – e  �إن كلاًّ من 
 G . e. لذ�، وبا�ستخد�م فر�سية �ل�ستقر�ء، نجد �أن هناك �أعد�دً� �سحيحة غير �سالبة {ai} و {bi} بحيث 
χ(G - e; k) = ∑n - 1. ونجد من �لتكر�ر �للوني �أن:

i = 0
(-1)i bikn -1 - i χ(G - e; k) = ∑n، و 

i = 0 (-1)i aikn - i  �إن 
 

 χ(G - e; k):                   kn - [e(G) - 1] kn - 1 + a2kn -2     -  ... +     (-1)i              aikn-i ...
      -  χ(G · e; k):          - (                              kn - 1 -  b1kn -2    + ... +     (-1)i-1          bi-1kn-i ...)
  =      χ(G; k):                 kn - e(G) kn - 1 + (a2 + b1) kn -2    -  ... +    (-1)i (ai + bi-1) kn-i ...

( ) ( )1 0  a b e G− + = − لذ�، فاإن χ(G; k) هي كثيرة حدود، معاملها �لقائد a0 = 1، و�لمعامل �لذي يليه هو 
■ وتتذبذب �إ�سارة معاملاتها بين �لموجب و�ل�سالب. 
9.3.5. مثال: عند �إ�سافة �سلع �إلى بيان، فاإننا نح�سل على بيان ي�سهل ح�ساب كثيرة �لحدود �للونية له، حيث 
 ،χ( ) ( ) ( )÷ ;   ÷ . ; . ;χ= −G k G e k G e kχ( ) ( ) ( )÷ ;   ÷ . ; . ;χ= −G k G e k G e k يمكننا ��ستخد�م �سيغة �لتكر�ر �للوني بطرق مختلفة؛ فبدلً من كتابة 

 .χ(G - e; k) = χ(G; k) + χ(G · e; k) فاإننا ن�ستطيع كتابة
χ(Kn على �سبيل �لمثال، فاإننا نفتر�س �أن Kn = G في �ل�سيغة �لبديلة �أعلاه لنح�سل على �أن: 

 - e; k) ولح�ساب

<

    

G - e G

e

G . e                         

)χ. لحظ �أن لهذه �ل�سيغة �لكثير  )÷ ;  G k و�سننهي مناق�سة هذ� �لمو�سوع من خلال �إعطاء �سيغة �سريحة لإيجاد
من �لحدود �لأ�سية. لذ�، فاإن ��ستخد�ماتها �ستكون نظرية ب�سورة �أ�سا�سية. �إن هذه �ل�سيغ تلخ�س �لنتيجة �لتي 

نح�سل عليها �إذ� ��ستخدمنا �سيغة �لتكر�ر �للوني حتى نتخل�س من �ختيار �لأ�سلاع جميعها.
 10.3.5. نظرية:)Whitney [1932 c](. �فتر�س �أن c (G) ترمز �إلى عدد �لمركبات لبيان G. �إذ� �أُعطينا

S ⊆ E(G) مجموعة جزئية من �أ�سلاع G، و�إذ� كانت G(S) ترمز �إلى �لبيان �لموُلد للبيان G �لذي �أ�سلاعه 
ت�ساوي �لمجموعة S، فاإن �لعدد χ(G; k) �لذي يمثل عدد �لتلوينات �لفعلية للبيان G، يُعطى بالعلاقة: 

الإثبات: من تطبيق �سيغة �لتكر�ر �للوني، فاإن �لنقبا�س قد يولد �أ�سلاعًا مكررة. ولحظنا �سابقًا �أن حذف 
ا �أن حذف �لن�سخ �لإ�سافية من �لأ�سلاع ل يوؤثر في �ل�سيغة �لتي  �لأ�سلاع �لمكررة ل يوؤثر في χ(G; k). وندعي �أي�سً

نرغب في �إثباتها. 

-
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223 أوجه التعداد  3.5

 e ∉ S ، و    e S′ ∈ �إذ� كان  �أنه  G لهما �لنقاط �لطرفية نف�سها. لحظ  ´e �سلعان في  و   e �أن   �فتر�س 
حال،  �أي  على   .G(S) لـ  نف�سها  �لمركبة  �إلى  ينتميان   e طرفي  لأن  c(G(S ∪ {e})) = c(G(S))؛  فاإن 
} تخت�سر معًا. ومن هنا، فاإن حذف  }  S e

} . لذ�، فاإن حدود �لمجموع �لخا�سة بـ S و  }   =  + 1S e S

حدود مجموعات �لأ�سلاع �لتي تحوي e´ل يغير �لمجموع. وهذ� يعني �أنه باإمكاننا حذف ´e �أو �إبقائه دون تغيير 
�ل�سيغة. 

عند ح�ساب �سيغة �لتكر�ر �للوني، فاإننا نح�سل على �لنتيجة نف�سها �إذ� لم نهمل �لأ�سلاع �لمكررة �أو �لن�سط، 
وبدلً من ذلك، �حتفظنا بالأ�سلاع �لمحذوفة جميعها �أو �لتي تم تقلي�سها. وبتكر�ر تطبيق �ل�سيغة، نح�سل على  

� في �أثناء عملية �ختيارنا للاأ�سلاع جميعها، وعليه، فاإن كل �سلع قد حُذِفَ، �أو قُلِّ�س.  )2e(G. حدًّ

عندما تُحذَف �لأ�سلاع جميعها �أو تُقلَّ�س، فاإن �لبيان �لمتبقي يتاألف من روؤو�س معزولة. �جعل S تمثل 
مركبة من هذه  كل  و�أن   .G(S) ترتبط بمركبات  �لمتبقية  �لروؤو�س  �إن  تقلي�سها،  �لتي تم  �لأ�سلاع  مجموعة 
�لمركبات ت�سبح ر�أ�سًا و�حدً� عندما تُقلَّ�س �أ�سلاع S وتُحذَف �لأ�سلاع �لأخرى. �إن �لـ c(G(S)) ر�أ�سًا معزولً 
�إلى ذلك، فاإن �لإ�سارة تتذبذب لكل م�ساهمة ناتجة عن  لونًا. بالإ�سافة    KC(G(S)) له   � �لنهاية تعطي حدًّ في 

�نقبا�سٍ ل�سلع، وتكون �لم�ساهمة موجبة �إذ� وفقط �إذ� كان |S| عددً� زوجيًّا. 
 ( ) ( ( ))1 S C G SK− لذ�، وعندما تكون S هي مجموعة �لأ�سلاع �لتي قُلِّ�ست، فاإن �لم�ساهمة تكون م�ساوية 
■ �سَب لكل حد في �لمجموع.  وهذ� يُحْر

11.3.5. مثال: كثيرة حدود لونية. في �لحالة �لتي يكون فيها G بيانًا ب�سيطًا على n من �لروؤو�س، فاإن كل بيان 
 ،|S|=3 مركبة على �لترتيب. وعندما n – 2 أو� ،n – 1 أو� ،n جزئي مُولد عدد �أ�سلاعه 0، �أو 1 �أو 2، يمتلك
فاإن عدد �لمركبات ي�ساوي n – 2 �إذ� وفقط �إذ� كانت �لأ�سلاع �لثلاثة ت�سكل مثلثًا، وبخلاف ذلك، يكون عدد 

.n – 3 لمركبات�
فعلى �سبيل �لمثال، �إذ� كانت G طائرة ورقية )لها 4 روؤو�س و5 �أ�سلاع( فاإن هناك 10 مجموعات في كل 
منها ثلاثة �أ�سلاع؛ حيث نجد في �ثنتين منها �أن G(S) مكونة من مثلث �إ�سافة �إلى ر�أ�س معزول و�حد. �أما 
�لمجموعات �لثمانية �لمتبقية فتعطي بيانًا جزئيًّا مولدً� له مركبة و�حدة. �إن نوعي هذه �لثلاثيات يح�سب �سالبًا؛ 
. لحظ �أن هناك مركبة و�حدة لكل �لبيانات �لجزئية �لمولدة �لتي لها 4 �أو 5 �أ�سلاع، لذ�، فاإن   = 3S لأن 

�لنظرية 10.3.5 تعطي �أن:

�أو با�ستخد�م �لألو�ن مبا�سرةً،  �لتي تح�سب من خلال   χ(G; k) = k(k - 1) (k - 2) وهذ� يتفق مع 
■  .χ(G; k) = χ(C4; k) - χ(P3; k)

لقد �أثبت ويتني )Whitney( �لنظرية 10.3.5 با�ستخد�م مبد�أ �لت�سمين و�ل�ستبعاد للعد �لب�سيط. من   
بين �لمجموعة �لكلية لـ k من �لألو�ن، فاإننا نعني بالتلوين �لفعلي كلَّ تلوين ل يحدد �للون نف�سه لطرفي �أي �سلع 
في �لبيان. �جعل Ai تمثل مجموعة �لتلوينات من �لدرجة k �لتي تحدد �للون نف�سه لطرفي �ل�سلع ei. نرغب في 

ح�ساب �لتلوينات �لتي ل تقع في �أي من A1, … Am )�نظر �لتمرين 17(. 

k
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الفصل 5     تلوين البيانات224

)CHORDAL GRAPHS(  البيانات الوترية
هذه  تظهر  حيث  �لورقية(،  )و�لطائرة  �لتامة  و�لبيانات  �لأ�سجار  �إلى  بالن�سبة  �سهل  �لتلوينات  عدَّ  �إن 
�لبيانات من K1 عن طريق �لإ�سافة بالتتابع لروؤو�س مربوطة بع�سبة، وكثيرة �لحدود �للونية لمثل هذ� �لبيان 

هي حا�سل �سرب عو�مل خطية. 

 G في  جو�ره  كان  �إذ�   )Simplicial )ب�سيط:  طي  مُبَ�سَّ  G في  ر�أ�سًا  �إن  نقول:  تعريف:   .12.3.5
ترتيب هو   )simplicial elimination ordering( �لمب�سطي  �لحذف  ترتيب  �إنّ  حيث   ع�سبة، 
قبل من  �لم�ستحدث  �لمتبقي  للبيان  طي  مبَ�سَّ ر�أ�س   vi �إن  بحيث  �لروؤو�س،  لحذف   {vn , …, v1} 

ا ترتيبات �لحذف �لكاملة(.   {v1, …, vi}. )ت�سمى هذه �لترتيبات �أي�سً
13.3.5. مثال: كثير�ت �لحدود �للونية من ترتيبات �لحذف �لمب�سطي. �إذ� كانت لدينا �سجرة، فاإن ترتيب 
 n سجرةً على� G لحذف �لمب�سطي فيها هو حذف متتابع لأور�ق من هذه �ل�سجرة. لقد لحظنا �أنه �إذ� كانت�

 .χ(G; k) = k(k – 1)n – 1 من �لروؤو�س، فاإن
G، فاإن قاعدة �ل�سرب �لخا�سة بالتركيبات �لأولية  لـ   عندما تكون vn , …,v1 ترتيب حذف مب�سطي 
 k �لدرجة  من  �لفعلية  �لتلوينات  بعدّ  لنا  ت�سمح   )A )�لملحق   )Elementary Combinatorics(
حيث   vi لتلوين  طريقة   k – d(i) يوجد  فاإنه   ،vi �أ�سفنا  ثم  ومن   ،v1, …, vi – 1 نا  لوَّ �إذ�   .G للبيان 
بها  �ختيرت  �لتي  �لطريقة  م�ستقل عن   k – d(i) �لعامل  �أن  . لحظ  ( ) ( ) { }1 1 =   ,...,i id i N v v v −

نت ت�سكل ع�سبة حجمها d (i) و�ألو�نها مختلفة. �لألو�ن �ل�سابقة؛ لأن جير�ن vi �لتي لوِّ
طي �لذي يبد�أ به ترتيب �لحذف �لمب�سطي يعطينا – ��ستقر�ئيًّا - �أن كل تلوين فعلي من  حذف �لر�أ�س �لمبَ�سَّ
�لدرجة k للبيان G يظهر بهذه �لطريقة. وبذلك نكون قد عبّرنا عن كثيرة �لحدود �للونية بو�سفها حا�سل �سرب 
،v1,…,v6 ن بيانًا بالترتيب  لعو�مل خطية.  في �لبيان �أدناه، تمثل v6 ,…,v1 ترتيب حذف مب�سطي. وعندما نكوِّ

�للونية هي:  كثيرة �لحدود  �أن  ف�سلًا عن  �لترتيب،  على   0  ،1  ،1  ،2  ،3  ،2 d(1), …, d(6) هي:  قيم   فاإن 
■                                                                                                             . k (k-1((k-1()k-2()k-3()k-2(

v2v1 v3

v5v4 v6

تتمتع  مب�سطي  حذف  ترتيبات  لها  لي�س  �لتي  �لبيانات  بع�س  �أن  ملاحظة  �لمهم  من  ملاحظة:   .14.3.5
ri عدد  k – ri، حيث  �ل�سكل  ا حا�سل �سرب عو�مل خطية على  �أي�سً �للونية هي  �أن كثيرة �لحدود  بخا�سية 

�سحيح غير �سالب. �إن �لتمرين 19 يعطي مثالً على ذلك. 
�للونية  لكثيرة �لحدود  يكون  لكي  �سروريًّا  ولي�س  كافيًا،  �سرطًا  يكون  مب�سطي  ترتيب حذف  وجود  فاإن  لذ�، 
■ خا�سية �لتحليل �لجميلة لعو�ملها �لخطية. 

 توجد ترتيبات حذف مب�سطي لكل من �لأ�سجار، و�لبيانات �لتامة، و�لبيانات �لقريبة من �لبيانات �لتامة 
 Cn فاإنه ل يوجد ترتيب حذف مب�سطي لـ ، 4n ≥ )Kn – e(، وبيانات �لفترة )�لتمرين 28(. لحظ �أنه عندما 
للحلقة ب�سبب عدم وجود ر�أ�س مب�سطي نبد�أ منه عملية �لحذف، حيث �إن وجود ترتيبات حذف مب�سطي يكافئ 

غياب مثل هذه �لحلقات بو�سفها بيانات م�ستحدثة. 

3

HE_Graph_CH05_9th_Draft_01.indd   224 2/23/2014   9:27:13 AM



225 أوجه التعداد  3.5

�أنه �سلع غير موجود فيها، وطرفاه في C. ونعرف  ف وتر )chord( �لحلقة C على  نُعرِّ تعريف:   .15.3.5
�لحلقة �للاوترية على �أنها حلقة في G طولها ي�ساوي 4 على �لأقل. ولي�س لها وتر )وهذ� يعني �أن �لحلقة هي 

بيان جزئي م�ستحدث(. ونقول �إن �لبيان G وتري �إذ� كان بيانًا ب�سيطًا يخلو من �لحلقات �للاوترية. 
د�ئرة،  روؤو�سها مرتبة على  �إن  بحيث  ر�سمنا حلقة  �إذ�  د�فع هند�سي.  »وتر« هو  �لم�سطلح  ور�ء  �لد�فع 

ور�سمت �أوتارها بو�سفها قطعًا م�ستقيمة، فاإن �أوتار هذه �لحلقة هي نف�سها �أوتار �لد�ئرة. 
ومن �ل�سهولة بمكان بيان عدم وجود حلقة لوترية لبيان له ترتيب حذف مب�سطي. لذ� فاإن تو�سيفنا لهذه 
�لبيانات هو نظرية TONCAS �أخرى. و�سنف�سل �لجزء �لأ�سا�سي من برهان �لكفاية بو�سفها بديهية تعدّ في 

 .Laskar – shier [1983]( ا �. )�نظر �أي�سً حدّ ذ�تها مفيدة جدًّ
 ،G في بيان وتري  x لكل ر�أ�س )Faraber – Jamison [1986] – Voloshin [1982]( :16.3.5. بديهية

 .G في x وذلك من بين �لروؤو�س �لأبعد عن G يوجد ر�أ�س مب�سطي لـ
مب�سطي.  هو   K1 في  �لفريد  �لر�أ�س  فاإن   ،n(G) = 1 عندما   .n(G) على  �ل�ستقر�ء  ن�ستخدم  الإثبات: 
لذ�، �فتر�س �أن n(G) ≤ 2. �إذ� كانت x تجاور �لروؤو�س جميعها، فاإننا نطبق فر�سية �ل�ستقر�ء على �لبيان 
يجاور   x لأن  G؛  مُب�سطيًّا في  ر�أ�سًا  ا  �أي�سً يكون   G – x y في  مب�سطي  ر�أ�س  كل  �أن  لحظ   .G – x �لوتري 
و�جعل يمكن،  ما  �أكبر   x عن  بُعدها  �لتي   G روؤو�س  تمثل   T �جعل  ذلك،  وبخلاف   . ( ) { }  N y y  كل 

 .V(H) G – T �لتي لها جير�ن في  S ت�ساوي مجموعة روؤو�س  �أن  G[T]. و�فتر�س  H مركبة من مركبات   
 .x لتي تحوي� G – S ترمز �إلى مركبة Q و�جعل

T

HQ

s

S

v

u

G ‘

ندعي �أن S ع�سبة. لحظ �أنه يوجد لكل ر�أ�س في S جار في V(H)، وجار �آخر في Q. و�أنه �إذ� كان كل من 
u وv ر�أ�سين مختلفين في S، فاإن �تحاد �أق�سر �لم�سار�ت من u �إلى v عبر H و Q ي�سكل حلقة طولها 4  على 
�لأقل. وبما �أنه ل يوجد �أ�سلاع من V(H) �إلى V(Q)، فاإنه ل يوجد لهذه �لحلقة �أوتار عد� uv. وب�سبب عدم 

, روؤو�س �ختيارية، فاإن S ع�سبة.    u v S∈ u. وبما �أن  v↔ وجود حلقة لوترية في G، فاإن 
لذ�،   .G �أ�سغر من   G' فاإن  وبذ�   ، ′∉x G �أن  ، لحظ  ( )    G G S V H′ =    �أن  �فتر�س  �لآن، 
 . { } ( )  NS u u− ⊆ نطبق فر�سية �ل�ستقر�ء على 'G'، وعلى ر�أ�س u في S كذلك. وبما �أن S ع�سبة، فاإن 
، فاإن  ( ) ( )  VGN z G ′⊆ ا z في V(H). وبما �أن  لذ�، وبغ�س �لنظر عن �أن 'G' ع�سبة �أم ل. فاإن لها ر�أ�سًا مب�سطيًّ
■ دَ z عن x �أكبر ما يمكن كما هو من�سود.  ا مب�سطيًّا في G، وكذلك فاإن بُعْر �لر�أ�س z يكون �أي�سً
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الفصل 5     تلوين البيانات226

ا.  17.3.5. نظرية: )Dirac [1961]( يوجد ترتيب حذف مب�سطي لبيان ب�سيط G �إذ� وفقط �إذ� كان G بيانًا وتريًّ

الإثبات: �ل�سرورة، �فتر�س �أن للبيان G ترتيبَ حذف مب�سطي، و�أن C حلقة في G، طولها 4 على �لأقل. 
في �للحظة �لتي يقوم ترتيب �لحذف بحذف ر�أ�س، ولنقل v من روؤو�س C فاإن جير�ن v �لمتبقية ت�سكل ع�سبة. 
حيث ت�سمل هذه �لع�سبة جير�ن v �لموجودة في C. �إن �ل�سلع �لناتج �لذي يربط بينها ي�سكل وترً� في C. لذ�، 

فاإنه ل يوجد في G حلقة لوترية.  

vC

�لكفاية: من �لبديهية 16.3.5 يوجد لكل بيان وتري ر�أ�س مب�سطي. وهذ� يعطي ترتيب حذف مب�سطي من 
■ ا.  خلال �ل�ستقر�ء على n(G)؛ لأن كل بيان جزئي م�ستحدث من بيان وتري يكون بيانًا وتريًّ

.27 – بع�س �لخو��س �لأخرى للبيانات �لوترية تظهر في �لتمارين 20 

)A Hint of Perfect Graphs( إطلالة على البيانات الكاملة

�إلى  بالإ�سافة  بيان فترة،   G χ(G) = ω(G) وذلك عندما يكون  �أن   16.1.5 �لفر�سية  �أثبتنا في  لقد 
ا بيان فترة؛ لأننا ن�ستطيع حذف �لفترة �لتي  �أي�سً ذلك، فاإن كل بيان جزئي م�ستحدث من بيان فترة يكون 
 تمثل �لر�أ�س v من �لفتر�ت �لتي تمثل �لبيان G للح�سول على تمثيل بفتر�ت للبيان G – v. لذ�، فاإن �لعلاقة

 χ(H) = ω(H) تتحقق لكل بيان جزئي H م�ستحدث من بيان فترة. 

18.3.5. تعريف: نقول: �إن �لبيان G بيان كامل �إذ� تحقق �أن χ(H) = ω(H) لكل بيان جزئي م�ستحدث 
 . ( )A V G⊆ χ لكل  [ ]( ) [ ]( )÷ G A w G A= H ⊆ G. ويكافئ ذلك قولنا �أن 

) لبيان G على �أنه �أ�سغر عدد  )Gθ  )clique cover number( لع�سب� )ف عدد غطاء )�أغطية نعرِّ
. ( ) ( )÷G Gθ = χ يلزمنا من �لع�سب في G لتغطية V(G)، لحظ �أن 

بما �أن �لع�سب و�لمجموعات �لم�ستقلة تتبادل �لأدو�ر في �أثناء عملية �أخذ �لمتممة، فاإن عبارة �لكمال لـ G هي 
) لكل بيان جزئي م�ستحدث H من G. لقد �أثبت لوفا�س [a, 1972 b 1792] نظرية �لبيان  ) ( )H Hα θ=
و�سنثبت هذه في  كاملًا.   G كان  �إذ�  وفقط  �إذ�  كاملًا  يكون   G �لبيان  �أن  على  تن�س  �لتي   )PGT( لكامل�

�لنظرية 6.1.8. وهنا �سنو�سح �لبيانات �لكاملة فقط. 

19.3.5. تعريف: نقول: �إن عائلة �لبيانات G ور�ثية �إذ� كان كل بيان جزئي م�ستحدث من بيان في G بيانًا 
 .G في

�أن  يكفي  كامل،   G بيان في  كل  �أن  �لبيانات. لبرهان  ور�ثي من  �سفّ   G �أن  �فتر�س  ملاحظة:   .20.3.5
. وبذلك، نكون قد �سملنا برهان هذه �لم�ساو�ة للبيانات �لجزئية    G ∈ G χ(G) = ω(G) لكل  �أن  نثبت 
 ■  .G لم�ستحدثة جميعها من�
 .G  21.3.5. مثال: �لبيانات �لثنائية �لفرع وبياناتها �لخطانية. �إن �لبيانات �لثنائية �لفرع ت�سكل �سفًا ور�ثيًا و

ω
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227 أوجه التعداد  3.5

لذ�، فاإن �لبيانات �لثنائية �لفرع تكون كاملة. وعندما يكون H ثنائي �لفرع، فاإن عبارة �لكمال لـ H هي �لتمرين 
�لنتيجة غير  �أن  �لفرع، نلاحظ  �لثنائية  للبيانات   .)24.1.3 ) )�لنتيجة  ) ( ) = H Hα β′ تتبع  �لتي   38.1.5

  .PGT من خلال �لـ χ( ) ( )÷  = G w G ) تتبع �لنتيجة �لبديهية  ) ( ) ( ) =  = G G Gα θ β ′ �لبديهية 

لقد قدّمنا في �لتعريف 18.2.4 �خت�سارً� لمو�سوع �لبيانات �لخطانية لبرهان �لن�سخة �ل�سلعية من نظرية 
) يكونان  ),    V ,e f L G∈ منجر، تذكر �أن للبيان �لخطاني L(G) ر�أ�سًا لكل �سلع من �أ�سلاع G حيث �إن   
متجاورين �إذ� وُجدتْر لهما نقطة طرفية م�ستركة في G. �إن �لبيانات �لخطانية للبيانات �لثنائية �لفرع ت�سكل 
عائلة ور�ثية؛ لأن حذف ر�أ�س في �لبيان �لخطاني يمثل حذف �ل�سلع �لمرتبط بهذ� �لر�أ�س في �لبيان �لأ�سلي. 
) وذلك عندما يكون G بيانًا ثنائي �لفرع �ستثبت �أن متممات  )( ) ( )( ) = L G L Gθ∝ لذ�، فاإن برهنة �أن 
�لبيانات �لخطانية هي بيانات كاملة. لحظ �أن �لع�سبة في L(G) )عندما يكون G ثنائي �لفرع( تتاألف من 
 G بع�سب، يقابل �ختيار روؤو�س في L(G) لتي لها نقاط طرفية م�ستركة. لذ�، فاإن تغطية روؤو�س� G أ�سلاع�
لت�سكيل غطاء ر�أ�سي. �إن �لمجموعات �لم�ستقلة في L(G) تمثل مو�ءمات في G، �إذن فالكمال لمتممات �لبيانات 
بالمو�ءمة  �لخا�سة   ( ) ( )( ) = G Gα β′ و�يجرفاري  كونج  لنظرية  يوؤدي  �لفرع  �لثنائية  للبيانات  �لخطانية 

و�أغطية �لروؤو�س للبيانات �لثنائية �لفرع. 
للبيان  �لفعلي  �لتلوين  �إن   .χ ( )( ) ( )( )÷  = L G L Gω �أن  تعطينا  كذلك   PGT �لـ  �أن  نجد  �سبق،  مما 
فاإن  G(لذ�،  �لفرع  �لثنائي  )للبيان  ( )( ) ( ) = L G Gω ∆ و�أن مو�ئمات،  �إلى   E(G) لـ  تجزئة  هو   L(G)
) مو�ءمة.  )G∆ χ تعني �أنه يمكن تجزئة �أ�سلاع �لبيان �لثنائي �لفرع G �إلى ( )( ) ( )( )÷  = L G L Gω �لم�ساو�ة 
■ و�سنقدم في �لنظرية 7.1.7 برهانًا مبا�سرً� لهذه �لنتيجة �لإ�سافية لـ كونج [1916]. 
بما �أن كل بيان فترة هو بيان وتري )�لتمرين 28(، فبرهان �أن �لبيانات �لوترية جميعها هي بيانات كاملة 

يقوي �لفر�سية 16.1.5. و�سنكت�سف في �لبند 1.8 تو�سيفات �أخرى لبيانات �لفترة و�لبيانات �لوترية. 

22.3.5. نظرية: )Berge [1960](. �إن �لبيانات �لوترية هي بيانات كاملة. 

 20.3.5 �لملاحظة  ور�ثية. من  �لعائلة  فاإن هذه  لذ�،  ينتج حلقات لوترية.  ل  �لروؤو�س  �إن حذف  الإثبات: 
 .χ( ) ( )÷  = G Gω يلزمنا فقط �إثبات �أنه �إذ� كان G وتريًّا، فاإن 

لقد �أثبتا في �لنظرية 17.3.5 �أنه يوجد للبيان G ترتيب حذف مب�سطي. �فتر�س �أن  v1، …,vn   هي عك�س 
 .i تمثل ع�سبة وذلك لكل{v1, … , vi-1}  من �لمجموعة vi لهذ� �لترتيب. �إن جير�ن

نطبق تلوينًا ج�سعًا على هذ� �لترتيب. �إذ� كان لون vi هو k، فاإن �لألو�ن k – 1 ,… ,1 تظهر على جير�ن 
لـ vi ظهرت �سابقًا، وبما �أن هذه �لروؤو�س ت�سكل ع�سبة، لذ� ومع vi فاإننا �سنح�سل على ع�سبة حجمها k. �أي 
■ �أننا �سنح�سل على ع�سبة حجمها ي�ساوي عدد �لألو�ن �لم�ستخدمة. 

�أمثل.  تلوينًا  ينتج  �إلى عك�س ترتيب حذف مب�سطي  بالن�سبة  �لتلوين �لج�سع  �أن   .22.3.5 �لنظرية  يو�سح برهان 
�لمجموعة من   vi جير�ن  و�أن  �لترتيب.  لهذ�  عك�س  هي   vn �إن  �لفترة.  ببيانات  �لمتعلقة   16.1.5 �لفر�سية  يعمم   وهذ� 

ا ��سا�سيًّا و�حدً� من �لبيانات �لكاملة ي�سمل �لبيانات �لثنائية �لفرع جميعها.  {v1, …, vn} تمثل ع�سبة. �سنعر�س �سفًّ

( ) ( )( ) = G Gα β′

( ) ( ) = H Hα β′
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ف �لتوجيه �لمتعدي للبيان G على �أنه توجيه D، بحيث �إنه �إذ� كان xy و yz �سلعين  23.3.5. تعريف*. نعرِّ
في D، فاإنه يوجد �سلع �آخر xz في G موجه من x �إلى z في D. وي�سمى �لبيان �لب�سيط G ببيان مقارنة 

 . �إذ� وُجِدَ له توجيه متعدٍّ
 ،Y �إلى   X من  �سلع  كل  وجّهنا  �إذ�   .  X, Y �لثنائية  بالتجزئة  ثنائي  بيان   G �أن  �فتر�س  مثال*.   .24.3.5
. لذ�، فاإن كل بيان ثنائي �لفرع هو بيان مقارنة. �إن �لتوجيه �لمتعدي يظهر من  ف�سنح�سل على توجيه متعدٍّ
■  . علاقات ترتيب، حيث �إن x → y يمكن �أن تعني �أن x تحوي y وهذه علاقة تعدٍّ

25.3.5. فر�ضية*. )Berge [1960](. بيانات �لمقارنة هي بيانات كاملة. 
الإثبات: كل بيان جزئي موجه لبيان موجه متعدٍّ يكون متعديًا. لذ�، فاإن مجموعة بيانات �لمقارنة هي بيانات 

) لونًا.  )Gω ور�ثية. وبذلك يلزمنا فقط �أن نبين �أن كل بيان مقارنة قابل للتلوين با�ستخد�م 

�فتر�س �أن F توجيه متعدٍّ للبيان G، لحظ �أن F ل تحوي حلقات. وكما هو و��سح من برهان �لنظرية 
تلوين  هو   v عند  ينتهي   F في  م�سار  �أطول  في  �لروؤو�س  عدد   v ر�أ�س  لكل  يعين  �لذي   G تلوين  فاإن   ،21.1.5
�أن  �أثبتنا  G، وبذلك نكون قد  F ت�سكل ع�سبة في  �أي م�سار في  �لروؤو�س في  فاإن  �لتعدي،  فعلي. وبا�ستخد�م 

■                                                                                                                                 .χ ( ) ( )÷   G Gω≤
حساب التوجيهات اللاحلقية )اختياري( 

 (Counting Acyclic Orientations )optional((
من �لمده�س �أن χ (G; k) تحمل معنى في �لحالة �لتي يكون فيها k عددً� �سحيحًا �سالبًا. ي�سمى �لتوجيه 
�لذي ل يحوي حلقات لبيان G بتوجيه ل حلقي للبيان. �إن �إعطاء k �لقيمة 1- في χ (G; k) �ست�ساعدنا على 

 .G ح�ساب �لتوجيهات �للاحلقية للبيان
�أثبتنا في �لمثال  14 توجيهًا لحلقي. لقد  �أ�سلاع و16 توجيهًا، منها  �أربعة   C4 مثال: يوجد للبيان  .26.3.5
�أن  نجد   k = -1 عندما  �لقيمة  هذه  وبح�ساب   χ  (C4; k) =  k (k - 1) (k2 - 3k + 3) �إن   7.3.5
■  (-1)(-2)(7)=14
n(G)(1-) م�سروبًا في عدد  k = -1 هي  χ (G; k) عندما  �إن قيمة   .)Stanley [1973]( 27.3.5. نظرية

 .G لتوجيهات �للاحلقية للبيان�
) هي عدد �لتوجيهات �للاحلقية للبيان G، لحظ  )a G الإثبات: ن�ستخدم �ل�ستقر�ء على e(G). �فتر�س �أن 
) χ لذ� فاإن �لدعاء يتحقق.  ) ( ) ( )÷ ; 1 1 n GG − = − ) و  ) 1a G = �أنه عندما يخلو �لبيان G من �أ�سلاع، فاإن 
. و�إذ� كان ذلك �سحيحًا، فيمكن ��ستخد�م  ( )  e E G∈ ) لكل  ) ( ) ( )  + . a G a G e a G e= − �سنثبت �أن 
.  χ(G; k) على  و�لتكر�ر   χ(G; k) بدللة   ( )a G على  �ل�ستقر�ء  وفر�سية   ،a على  مكررة   خطو�ت 

لح�ساب �أن: 
χ χ χ             

�إن   .G – e ا للبيان   G يحوي توجيهًا لحلقيًّ �إن كل توجيه لحلقي للبيان   .a �لآن، نثبت �لتكر�ر على 
 .e = uv من خلال توجيه �ل�سلع G ا للبيان �لتوجيه �للاحلقي D يمكن �أن يمدد �إلى 0 �أو 1 �أو 2 توجيهًا لحلقيًّ
وفي حال عدم وجود م�سار من u �إلى v، فاإننا ن�ستطيع �ختيار �لتوجيه v → u، وفي حال عدم وجود م�سار من 
v �إلى u، فن�ستطيع �ختيار �لتوجيه u → v. وبما �أن D لحلقي، فاإن D ل تحوي م�سارً� من u �إلى v وم�سارً� 

من v �إلى u في �لوقت نف�سه، لذ� فاإن هذين �لخيارين لل�سلع e ل يمكن �أن يكونا ممنوعين في �لوقت نف�سه.
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229 أوجه التعداد  3.5

 ( )a G e− ت�ساوي  ( )a G D باإحدى طريقتين على �لأقل، وبذلك فاإن وبناءً على ذلك، فاإنه يمكن تمديد 
بالإ�سافة �إلى عدد �لتوجيهات �لتي يمكن �أن تمدد بالطريقتين. �إن هذه �لتوجيهات �لتي يمكن تمديدها بهاتين 
�لطريقتين هي �لتوجيهات �للاحلقية للبيان G – e �لتي ل يوجد فيها م�سار من u �إلى v، وكذلك ل يوجد فيها 
) من هذه �لتوجيهات؛ لأن �أي م�سار من u �إلى v �أو من  ). a G e م�سار من v �إلى u، لحظ �أنه يوجد بال�سبط 
■  .G. e ي�سبح حلقة في G – e في �أي توجيه للبيان u إلى� v
تو�سيح χ(G; k) وتف�سيره عندما يكون k عددً� �سالبًا بوجه عام )�لتمرين 32( هي مثال و��سح على ما 

 .)Stanley [1974]( ."ي�سمى "�لتبادل �لتو�فقي
 .G للبيان k يمكن �أن يكون كثيرة حدود �أو عدد �لتلوينات �لفعلية من �لدرجة χ(G;k) لحظ �أن �لرمز

)Exercises( تمــارين
1.3.5. )-( �ح�سب كثير�ت �لحدود �للونية للبيانات �لمر�سومة �أدناه: 

2.3.5. )-( ��ستخدم �لتكر�ر �للوني للح�سول على كثيرة �لحدود �للونية لكل �سجرة على n من �لروؤو�س. 

3.3.5. )-( �أثبت �أن k4 – 4k3 + 3k2 لي�ست كثيرة حدود لونية. 
.χ(Cn; k) = (k – 1)n  +  (-1)n (k – 1) أثبت �أن� )a .4.3.5

 .χ(F; k) = kχ(G; k – 1) أثبت �أن� ،H = G ∨ K1 إذ� كان� )b          
.Cn ∨ K1 من �لفرعين �ل�سابقين، جد كثيرة �لحدود �للونية للعجلة

5.3.5. �فتر�س �أن Gn = Pn  K2 )حيث n ≤ 1(، لحظ �أن هذ� بيان له 2n ر�أ�سًا و 3n – 2 �سلعًا كما هو 
 . χ(Gn; k) = (k2–3k + 3)n-1 k(k – 1) :مو�سح في �ل�سكل �أدناه. �أثبت �أن

. . .

. . .

4.3.5 لإعطاء برهان غير ��ستقر�ئي  n من �لروؤو�س، ��ستخدم �لفر�سية  G بيان له  �أن  6.3.5. )!( �فتر�س 
 .– e(G) هو χ(G; k) في  kn – 1 لحقيقة �أن معامل

 .n – 1 �أكبر من  �لروؤو�س جذر حقيقي  n من  لبيان على  �للونية  لكثيرة �لحدود  يوجد  ل  �أنه  �أثبت   .7.3.5
)م�ساعدة: ��ستخدم �لفر�سية 4.3.5(.

8.3.5. )!( �أثبت �أن عدد �لتلوينات �لفعلية من �لدرجة k لبيان متر�بط G يكون �أقل من k(k – 1)n – 1، وذلك 
عندما يكون k ≤ 3 وG لي�س �سجرة. ماذ� يحدث عندما k = 2؟ 

 .χ ( ) [ ]( ) ( )
( )

÷ ;  = ÷ ; ÷ ;
U V G

G x y G U X G U y
⊆

 +  ∑( ) [ ]( ) ( )
( )

÷ ;  = ÷ ; ÷ ;
U V G

G x y G U X G U y
⊆

 +  ∑( ) [ ]( ) ( )
( )

÷ ;  = ÷ ; ÷ ;
U V G

G x y G U X G U y
⊆

 +  ∑ χ χ 9.3.5. )!( �أثبت �أن 
يكون عندما  �لم�ساو�ة  تحقق  نثبت  �أن  فيكفي  كثيرتا،  هما  �لم�ساو�ة  طرفي  �أن  بما   )م�ساعدة: 

 x و y  �أعد�دً� �سحيحة موجبة: قم بذلك من خلال عدّ x + y تلوينًا فعليًّا بطريقة مختلفة(. 
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1

0
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−

−

=

= −∑( ) ( )
1

0
÷ ;  1

n
i n i

i
i

G K a K
−

−

=

= −∑  10.3.5. �فتر�س �أن G بيان متر�بط بحيث �إن 
 i ≤ n ≥ 1، )م�ساعدة: ��ستخدم �لتكر�ر �للوني(. 

�لأ�سلاع )م�ساعدة:  G من  �إذ� خلا  �إل  �سفرً�،  ي�ساوي   χ(G; k) �أن مجموع معاملات  �أثبت   )!(  .11.3.5
عندما تكون �لد�لة كثيرة حدود، فكيف يمكن �لح�سول على مجموع �لمعاملات؟(.

 :χ(G; k) 12.3.5. )+( معاملات
 (a .G هو �لحد �لذي �أُ�سه ي�ساوي عدد مركبات G أثبت �أن �آخر حد غير �سفري في كثيرة �لحدود �للونية للبيان�
 (b لي�ست p فاإن ، 1

2
n r

a
− + >  

 
��ستخدم فرع )a( لبرهنة �أنه �إذ� كانت p(k) = k n – ak n – 1 + … + ck r حيث 

كثيرة حدود لونية. )فهذ� يت�سمن – على �سبيل �لمثال- �أن كثيرة �لحدود في �لتمرين 3.3.5 لي�ست كثيرة حدود لونية. 
13.3.5. �فتر�س �أن G وH بيانان يمكن �أن يكونا متد�خلين )بينهما �أجز�ء م�ستركة(: 

 (a. ( ) ( ) ( )
( )

÷ ; ÷ ;
÷ ;

÷ ;
G K H K

G H K
G H K

=



χχ

χ
ا، فاأثبت �أن  G بيانًا تامًّ H �إذ� كان 

 (b .ا G بيانًا تامًّ H �ختر م�سارين �تحادهما  حلقة لتثبت �أن هذه �ل�سيغة يمكن �أن تف�سل عندما ل يكون  
 (c .لت�ستنتج �أن �لعدد �للوني للبيان هو �أكبر عدد لوني لقو�لب هذ� �لبيان )a( طبق �لفرع

14.3.5. )!( لتكن P بيانَ بيتر�سون. من نظرية بروك�س، نعلم �أن هذ� �لبيان ثلاثي �للون، لذلك، وبا�ستخد�م 
مبد�أ طو�قي �لحمام، نجد في G مجموعة م�ستقلة S حجمها 4:

 (a .P – S =  3K2 أثبت �أن�
با�ستخد�م فرع )a( و�لتماثل، حدد عدد تجزئات روؤو�س P �إلى ثلاث مجموعات م�ستقلة. 

 (b بوجه عام، كيف يمكن �لح�سول على عدد �لتجزئات �إلى �أ�سغر عدد من �لمجموعات �لم�ستقلة من
كثيرة �لحدود �للونية للبيان G؟ 

15.3.5. �فتر�س �أن �لعدد �للوني للبيان G ي�ساوي k. �أثبت �أنه يوجد على �لأكثر kn-k  تجزئة لروؤو�س G �إلى 
k من �لمجموعات �لم�ستقلة، حيث �إن �لبيان �لفريد �لذي يحقق �لم�ساو�ة هوKk + (n – k) K1 )ع�سبة من 
�لدرجة k  �إ�سافة �إلى n – k ر�أ�سًا معزولً(. )م�ساعدة: ��ستخدم �ل�ستقر�ء على n، وخذ في �لح�سبان حذف 

 .)Tomescu [1971]( ،)ر�أ�س و�حد
1 مثلثًا على �لأكثر.  2

3

m 
 
   G من �لأ�سلاع. �أثبت �أنه يوجد في mمن �لروؤو�س و n بيان ب�سيط له G 16.3.5. �فتر�س �أن

��ستنتج �أن معامل kn – 2 في χ(G;k) يكون موجبًا، �إل �إذ� كان G يحوي ر�أ�سًا و�حدً� على �لأكثر. )م�ساعدة: ��ستخدم 
�لنظرية  10.3.5(. 

17.3.5. )*( ��ستخدم مبد�أ �لت�سمين و�ل�ستبعاد لبرهان �لنظرية 10.3.5 مبا�سرة. 

18.3.5. )!( خذ في �لح�سبان كثير�ت �لحدود �للونية للبيانات �أدناه: 
         a( دون ح�ساب كثيرتي �لحدود هاتين، �أعطِ برهانًا ق�سيًر� على �أنهما مت�ساويتان. 

وتريين،  لبيانين  لونيتين  حدود  كثيرتي  جمع  حا�سل  �سورة  في  هذه  �للونية  �لحدود  كثيرة  �كتب   )b     
        و��ستخدم هذ� لح�سابها ب�سطر و�حد. 

χ

kkk k

m
2

HE_Graph_CH05_9th_Draft_01.indd   230 2/23/2014   9:27:17 AM



231 أوجه التعداد  3.5

19.3.5. )-( �فتر�س �أن G هو �لبيان �لذي نح�سل عليه من K6 من طريق ق�سمة �أحد �لأ�سلاع، ��ستخدم 
�لتكر�ر �للوني لح�ساب χ(G;k) بو�سفه حا�سل �سرب لعو�مل خطية )عو�مل على �ل�سكل k – ci(. �أثبت �أن 

.)Read [1975], Dmitriev [1980]( .لي�س بيانًا وتريًّا G
20.3.5. �فتر�س �أن G بيان وتري. ��ستخدم ترتيب حذف مب�سطي لبيان G لبرهنة �لعبار�ت �لآتية: 

 (a G من �لع�سب �لعظمى، حيث تتحقق �لم�ساو�ة في �لحالة �لتي ل يحوي فيها n على �لأكثر G ِيوجد لـ
 .)Fulkerson – Gross [1965]( .أ�سلاعًا�

ا للبيان تكون مجموعة فا�سلة.      b( �إن كل ع�سبة عظمى في G ل تحوي ر�أ�سًا مب�سطيًّ
( )1 + max  H G Hδ⊆ ف عدد �سزكرز وولف )Skekeres – wilf number( للبيان G على �أنه  21.3.5. يعرَّ

ا �إذ� وفقط �إذ� تحقق �أنه في كل بيان جزئي من G يكون عدد �سزكرز وولف  �أثبت �أن �لبيان G يكون بيانًا وتريًّ
 .)Voloshim [1982]( ،م�ساويًا لعدد �لع�سب

�أن  �أثبت   .G متر�بط  وتري  لبيان   r �لدرجة  من  �لع�سب  عدد  تمثل   kr(G) �أن  �فتر�س   .22.3.5
. )م�ساعدة: ��ستخدم �ل�ستقر�ء على n(G). لحظ �أن �سيغة ذ�ت �لحدين )�لملحق  ( ) ( )1

1
1  K 1r
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∑ A( تعطينا �أن 

 S حلقة روؤو�سها هي روؤو�س S أثبت �أنه توجد في� .G هي مجموعة روؤو�س حلقة في بيان وتري S 23.3.5. �فتر�س �أن
نَ هندري  جميعها ما عد� ر�أ�سًا و�حدً�. )تعليق: في �لحالة �لتي توجد للبيان G حلقة مولدة وتكون S ⊂ V(G)، خَمَّ

 .)Hendry [1990]( ،)كلها بالإ�سافة �إلى ر�أ�س و�حد �آخر S حلقة روؤو�سها هي G ا للبيان باأنه توجد �أي�سً
 .C ت�سكل مثلثًا مع ر�أ�س ثالث من روؤو�س e في بيان وتري، �أثبت �أن C سلع في حلقة� e 24.3.5. �فتر�س �أن

25.3.5. �فتر�س �أن Q ع�سبة عظمى في بيان وتري G، �أثبت �أنه �إذ� كان G – Q بيانًا متر�بطًا، فاإن Q تحوي 
 .)Voloshin – Gorgos [1982]( ر�أ�سًا مب�سطيًّا

ا:  G بيانًا تامًّ H k عندما يكون  k
k

k 26.3.5. يثبت �لتمرين 13.3.5. �ل�سيغة  

 (a  G H �أثبت �أن هذه �ل�سيغة تتحقق في �لحالة �لتي يكون فيها G  H بيانًا وتريًّا ب�سرف �لنظر عن �أن 
بيان تام.   

 (b :فاإن G ر�أ�سًا في بيان وتري x أثبت �أنه �إذ� كان�

)تعليق: ي�سمح فرع )b( بح�ساب كثيرة �لحدود �للونية لبيان وتري G عن طريق ترتيب حذف �ختياري. 
فعلى �سبيل �لمثال، �إن حذف �لر�أ�س �لمركزي في P5 يوؤدي �إلى �أن: 

.(Voloshin [1982]) ف.χ( ) ( ) ( ) ( )
2

2 4
5 2

1
÷ ; 1   = 1

k
P k k k k k k

k
−

= − −  

ف فا�سل �لروؤو�س �لأ�سغري في بيان G على �أنه مجموعة جزئية S ⊆ V(G)، بحيث �إنها  27.3.5. )+( نعرِّ
ل x وy. كل مجموعة ف�سل �أ�سغرية هي فا�سل روؤو�س  ت�سكل لر�أ�سين x و y �أ�سغر مجموعة روؤو�س، بحذفها تُف�سَ

�أ�سغري، لكن u، v في �لبيان �أدناه تو�سح �أن �لعك�س يمكن �أل يتحقق: 

( )1 + max  H G Hδ⊆
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الفصل 5     تلوين البيانات232

 (a .G بيان جزئي من  لكل  تتحقق  نف�سها  فاإن �لخا�سية  �أ�سغري ع�سبة،  روؤو�س  فا�سل  كان كل  �إذ�  �أنه  �أثبت 
 (b .)Dirac [1961]( ع�سبة.  �أ�سغري  روؤو�س  فا�سل  كل  كان  �إذ�  وفقط  �إذ�  وتري   G �لبيان  �أن  �أثبت 

u
y

v
x

28.3.5. )!(. �فتر�س �أن G بيان فترة، �أثبت �أن G بيان وتري، و�أن G  بيان مقارنة. 

 .χ ( ) ( )÷ G Gω= 29.3.5. جد �أ�سغر بيان G غير كامل بحيث �إن 

30.3.5. ي�سمى �ل�سلع في �لبيان G �لذي له توجيه لحلقي ب�سلع تابع )غير م�ستقل( �إذ� ح�سلنا على حلقة 
عندما نعك�س �تجاهه: 

 (a . �أثبت �أن كل توجيه لحلقي لبيان متر�بط على n من �لروؤو�س يحوي n – 1 �سلعًا م�ستقلاًّ
 (b .تابعة �أ�سلاع  له  لي�س  توجيه   G للبيان  يوجد  فاإنه   ،G خ�سر  من  �أقل   χ)G) كان  �إذ�  �أنه  �أثبت 

)م�ساعدة: ��ستخدم �لتقنية �لموجودة في برهنة �لنظرية 21.1.5(.  
�لتكر�رية  �لعلاقة  يحقق   G للبيان  �للاحلقية  للتوجيهات   ( )Ga �لعدد  �إن   )*(  .31.3.5 
) )�لنظرية 27.3.5. ف�سلًا عن �أنه من �لو��سح �أن عدد �لأ�سجار �لمولدة يحقق  ) ( ) ( ). G G e G e= − +a a a
�لعلاقة �لتكر�رية نف�سها؛ هل يكون عدد �لتوجيهات �للاحلقية لبيان G د�ئمًا ي�ساوي عدد �لأ�سجار �لمولدة؟ 

ولماذ�؟  
 .[k] من �لمجموعة V(G) تلوين لـ  ƒ ا �أن 32.3.5. )*( �فتر�س �أن D توجيه لحلقي للبيان G، و�فتر�س �أي�سً

نقول: �إن )D, F( زوج من�سجم )متناغم( �إذ� تحقق �أنه �إذ� كان u → v فاإن f (u) ≤ f (v) . �فتر�س �أن 
 .)Stanley [1973]( ، η(G;k) = (-1)n(G)χ (G;k) η(G;k) ت�ساوي عدد �لأزو�ج �لمن�سجمة. �أثبت �أن  
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