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الفصل الرابع

)Connectivity and Paths( الترابط والمسارات

)Cuts and Connectivity( 1.4 القطع والترابط
لُ اإيجاد بيان )بيان موجه( يمثِّل النقل اأو الإر�سال  يعدُّ تعطيل �سبكة ات�سالت جيدة اأمرًا �سعبًا. لذا، يُف�سَّ
بحيث يبقى هذا البيان )البيان الموجه( مترابطًا حتى في حال ف�سل )تعطيل( بع�س الأ�سلاع اأو الروؤو�س. فمثلًا، 
ا، فاإننا نرغب بتحقيق هذه الأهداف بعدد اأقل من  اأو الربط للات�سالت مكلفة جدًّ عندما تكون اأدوات الو�سل 
الأ�سلاع. وفي هذه الحالة، تكون الن�سُط غير ذات �سلة بعملية الربط، ومن هنا، �سنفتر�س في هذا الف�سل اأن 

ا عندما نتعامل مع �سروط على الدرجات.  بياناتنا وبياناتنا الموجهة خالية من الن�سُط، وخ�سو�سً

 )Connectivity( الترابط
ما عدد الروؤو�س التي يجب حذفها من بيان معين لكي ي�سبح بيانًا غير مترابط؟

 ،S ⊆ V(G) من S 1.1.4. تعريف: تعرف المجموعة الفا�سلة اأو قاطعة الروؤو�س على اأنها مجموعة جزئية
حيث تحوي G - S اأكثر من مركبة. ونعرف درجة )مقيا�س( ترابط G الذي نرمز اإليه بالرمز K (G) على 
واحدًا فقط.  راأ�سًا  له  اأن  اأو  G-S غير مترابط،  الروؤو�س، بحيث ي�سبح  S من  اأ�سغر مجموعة  اأنه حجم 

 .k(G) ≥ k اإذا كان k ونقول: اإن البيان مترابط من الدرجة
لحظ اأنه اإذا كان G بيانًا مختلفًا عن البيان التام، فاإن درجة ترابط G ت�ساوي k اإذا وفقط اإذا كان حجم 
اأي مجموعة فا�سلة لهذا البيان ي�ساوي k على الأقل. وعندما نقول مترابط من الدرجة k، فاإننا نعدّ ذلك �سرطًا 

بنيويًّا )بنائيًّا(، ولكن عندما نقول: اإن درجة الترابط ت�ساوي k، فهذا يعني حلاًّ لم�ساألة الأمثلية. 

اإلى  �سنحتاج  فاإننا   ،(Clique) للع�سبة  فا�سلة  توجد مجموعة  اأنه ل  Km,n. بما  و   Kn ترابط  مثال:   .2.1.4
اأن    1.1.4 لحظ  “اأوله راأ�س واحد فقط” في التعريف.   ا�ستخدام م�سطلح يمثل ترابطها. وهذا يف�سر التعبير 
ا، وا�ستنادًا اإلى هذا ال�سطلاح، نجد   K (Kn)=n-1، في حين K (G) ≤ n(G) -2 عندما ل يكون G  بيانًا تامًّ

اأن النتائج العامة المتعلقة بالترابط تبقى �سحيحة على البيانات التامة. 
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الفصل 4     الترابط والمسارات150

افتر�س التجزئة X و Y لبيان Km,n، لحظ اأنّ كل بيان جزئي يكون مترابطًا اإذا كان له راأ�س في X وراأ�س اآخر في 
Y. لذا. فاإن كل مجموعة فا�سلة للبيان km،n تحوي X اأو Y. بما اأن X و Y مجموعتان فا�سلتان )اأو تُبقي راأ�سًا 
واحدًا فقط(، فنجد اأن k(Km,n) = min {m,n}.  لحظ اأن مقيا�س ترابط K3,3 هو  k(K3,3) =3. لذا، فاإن 
■ K3,3 مترابط من الدرجات: 1، 2، و3، ولكنه غير مترابط من الدرجة 4. 

فا�سل راأ�س  وله  مترابطًا،   G كان  اإذا  وفقط  اإذا   k(G)=1 فاإن  راأ�سين،  من  اأكثر  له  بيانًا   G كان   اإذا 
)راأ�س قطع( وي�ساوي مقيا�س ترابط البيان �سفرًا اإذا وفقط اإذا كان غير مترابط. لحظ اأن البيانَ K1 الذي له 

. k(K1) =0 راأ�س واحد مترابطٌ. ومن اأجل ان�سجام النقا�س لدرجة الترابط، فاإننا ن�سع
3.1.4. مثال: المكعب الزائدي Qk. اإذا كانت k ≥ 2، فاإن مجموعة جيران اأي راأ�س من روؤو�س Qk تمثل مجموعة 
فا�سلة. لذا، فاإن κ (Qk) ≤ k. ولإثبات اأن κ (Qk) = k؛ �سنثبت اأن حجم كل مجموعة فا�سلة لأي راأ�س عن 

 .k على الأقل عن طريق ال�ستقراء على k البيان ي�ساوي
ا له k+1 من الروؤو�س ومقيا�س  الخطوة الأ�سا�س: k ∈ {0.1}، اإذا كانت k ≤ 1، فاإن Qk يمثل بيانًا تامًّ

 .k ترابطه ي�ساوي
 Qk اأن  الح�سبان  k(Qk-1) = k-1، خذ في  اأن  نعلم  ال�ستقراء،  فر�سية  من   ،k ≥ 2 ال�ستقراء:  خطوة 
 . Q'و  Q في  المتناظرة  الروؤو�س  تربط  التي  الأ�سلاع  اإلى  بالإ�سافة   ،Qk-1 من    Q'و  Q هما:  ن�سختين   يمثل 
 )مثال 8.3.1(. افتر�س اأن S تمثل مجموعة ف�سل لأحد الروؤو�س. اإذا كان كل من Q-S و Q'-S مترابطًا، فاإن
الروؤو�س  تربط  التي  الأ�سلاع  من  �سلع  لكل  طرفية  نقطة  على   S احتوت  اإذا  اإل  ا مترابطًا،  اأي�سً يكون   Qk -S  

.k≥ 2 2 لكلk-1≥ k لكن|S| ≥ 2k-1 المتناظرة، وهذا يتطلب
لذا، نفتر�س اأن  Q-Sغير مترابط، وهذا يعني اأن S تحوي k-1 راأ�سًا على الأقل من Q، وبا�ستخدام فر�سيات 
ال�ستقراء، لحظ اأنه اإذا خلت S من الروؤو�س الموجود في ′Q، فاإنQ'-S يكون مترابطًا، ويوجد جيران في Q'-S لكل 
■ راأ�س في Q-S. لذا، فاإن Qk - S مترابط، ويجب اأن يحوي S راأ�سًا من ′Q، وهذا يعني اأن S| ≥ k| وهو المطلوب. 

Q QÕ

فاإن لذا،  واحد.  راأ�س  له  بيان  اأو  مترابط،  غير  بيان  على  نح�سل  فاإننا  راأ�س،  اأي  جيران  حذفنا   واإذا 
 k(G) ≤ δ (G)، ولي�س بال�سرورة الح�سول على الم�ساواة؛ فعلى �سبيل المثال، نعلم اأن الدرجة ال�سغرى للبيان 

2Km هي m-1 ودرجة ترابطه ت�ساوي �سفر.
kn⌉ على 

2
ا يتطلب اأن يكون عدد الأ�سلاع ⌈ بما اأن مقيا�س الترابط k يتطلب اأن تكون δ (G) ≥ k، فاإنه اأي�سً

الأقل. لحظ اأن Qk يحقق هذا الحد ما عدا عندما n=2k ، وهذا الحد هو اأف�سل ما يمكن الح�سول عليه عندما 
k < n، ويت�سح هذا من خلال المثال التالي: 

دائرة  راأ�سًا على   n k ≤ n ≥ 2، ف�سع  اأن  اإذا علمت   .)Harary graphs( بيانات هراري مثال:   .4.1.4
ل Hk,n وذلك بجعل كل راأ�س مجاورٍ لأقرب k/2 راأ�سًا في التجاهين على  بم�سافات مت�ساوية. اإذا كان k زوجيًّا، �سكِّ
ل Hk,n بجعل كل راأ�س مجاورٍ لأقرب 2/(k – 1) راأ�سًا في التجاهين، وكذلك  ا و n زوجيًّا، ف�سكِّ الدائرة. اإذا كان k فرديًّ

.k منتظم من الدرجة Hk,n مجاور للراأ�س المقابل على القطر المار بهذا الراأ�س. وفي الأحوال جميعها، لحظ اأن
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151 القطع والترابط  1.4

                                                             n بمقيا�س  ال�سحيحة  الأعداد  با�ستخدام  الروؤو�س  على  دليلًا  �سع  فرديًّا،   n و   k من  كلّ  يكون  عندما 
 .0 ≤ i ≤ (n-1)/2  حيث i لكل i ↔i+(n-1

2
)باقي الق�سمة على n(. ابنِ Hk,n من  Hk-1,n باإ�سافة الأ�سلاع (

■  .H5,9، H5,8 ، H4,8 :في ال�سكل اأدناه تجد البيانات
4

8

7

6

5

0

1

2

3

اأقل عدد ممكن من الأ�سلاع  نظرية: K (Hk,n)=k (Harary [1962a])، وا�ستنادًا اإلى ذلك، فاإن   .5.1.4
.⌈kn/2⌉ من الروؤو�س هو n على k لبيان مترابط من الدرجة

 k فيها  يكون  التي  الحالة  تاركين   ،k = 2r ولنقل  زوجيًّا،  عددًا   k فيها  يكون  التي  الحالة  �سنثبت  الإثبات: 
 .K(G) ≥ k اأن  اأن نثبت  δ(G)=k، فاإنه يكفي  اأن  G=Hk,n. بما  اأن  12. افتر�س  ا اإلى تمرين  عددًا فرديًّ
افتر�س اأن S ⊆ V(G) حيث S| < k|، �سنثبت اأن G-S مترابط. خذ u,v في V(G) ¯ S∋، يوجد في الترتيبة 
الدائرية الأ�سلية م�ساران من u اإلى v؛ اأحدهما مع اتجاه عقارب ال�ساعة، والآخر عك�س اتجاه عقارب ال�ساعة. 
S| < k|، فاإن مبداأ �سناديق الحمام  اأن  الروؤو�س الداخلية لهذين الم�سارين. بما  B مجموعتا  و   A اأن  افتر�س 
 ي�سمن لنا اأن اإحدى المجموعتين {A,B} و S تحوي اأقل من k/2  راأ�سًا. وبما اأن كل راأ�س في G يرتبط باأ�سلاع مع 
النتقال  يمنع  ل   k/2 من  اأقل  المتتابعة  الروؤو�س  من  عدد  حذف  فاإن  التجاهين،  اأحد  في  التالية  راأ�سًا   k/2 الـ 
التي   B اأو   A المجموعتين  اإحدى  با�ستخدام   G-S v في  اإلى   u من  م�سار  اإيجاد  ن�ستطيع  لذا،  التجاه.  ذلك  في 
■ يكون للمجموعة S فيها عدد اأقل من k/2 من الروؤو�س. 
لحظ اأن البناء بطريقة هراري (Harary) يحدد ال�سرط على الدرجات الذي ي�سمح للبيان اأن يكون مترابطًا 
من الدرجة k (k-Gnnected). يحدد التمرين )22( �سرط الدرجات الذي يجبر بيانًا ب�سيطًا ليكون مترابطًا 
من الدرجة k. وبما اأن مقيا�س درجة الترابط يعتمد على حذف الروؤو�س، فاإنها ل تتاأثر بحذف ن�سخ اإ�سافية من 

الأ�سلاع المكررة، لذا نتعامل من �سروط الدرجات للترابط من الدرجة k �سمن �سياق البيانات الب�سيطة فقط. 
S ونثبت  اأن ناأخذ في الح�سبان مجموعة قطع روؤو�س  اإما   .K (G) ≥ k لـِ  ملاحظة: الإثبات المبا�سر   .6.1.4
اأن S| ≥ k|، اأو ناأخذ في الح�سبان مجموعة S عدد روؤو�سها اأقل من k ونثبت اأن G-S مترابط. اأما في الإثبات 
غير المبا�سر، فنفتر�س مجموعة فا�سلة اأقل من k ونح�سل على تناق�س. وهنا نذكر اأن لكلا الإثباتين ما يميزه؛ 

فالإثبات غير المبا�سر يمكن اأن نجده ب�سهولة، اأما الإثبات المبا�سر فربما يكون اأو�سح. 
لحظ كذلك اأنه اإذا كانت k < n(G)، وكان للبيان G مجموعة فا�سلة لراأ�س معين بحجم اأقل من k، فاإنه 
يوجد لـ G مجموعة ف�سل )قطع( حجمها k–1 )اأولً، احذف عنا�سر مجموعة الف�سل، ثم تابع حذف الروؤو�س 

حتى تجد اأنه تم حذف k-1 من هذه الروؤو�س، م�ستبقيًا راأ�سًا في كل مركبتين(. 
■ واأخيًرا، فاإن اإثبات K(G) =k يتطلب اإيجاد مجموعة روؤو�س فا�سلة حجمها k، وهذا هو الجزء الأ�سهل عادة. 

HE_Graph_CH04_9th_Draft_01.indd   151 2/19/2014   10:32:30 AM



الفصل 4     الترابط والمسارات152

)Edge - Connectivity( درجة ترابط الأضلاع
ا اأن تكون روابط )اأ�سلاك(  ربما تكون اأجهزة النقل التي لدينا اآمنة، ول يمكن اأن تتعطل. ولكن يمكن اأي�سً
الت�سالت خا�سعة لبع�س ال�سجيج والأعطال الأخرى، في مثل هذه الحالة، نرغب اأن يكون من ال�سعوبة بمكان 

ف�سل البيان الذي لدينا بحذف اأ�سلاع منه. 
 G - F اإذا كان للبيان  G مجموعة اأ�سلاع فا�سلة للبيان F نقول: اإن F ⊆ E(G). 7.1.4. تعريف: لتكن
اأكثر من مركبة. ونقول: اإن البيان مترابط �سلعيًّا من الدرجة  k (k – edge - connected) اإذا كان عدد 
G الذي  k على الأقل. نعرف مقيا�س الترابط ال�سلعي للبيان  عنا�سر كل مجموعة �سلعية فا�سلة م�ساويًا 
نرمز اإليه بالرمز K'(G) على اأنه اأ�سغر حجم لمجموعة �سلعية فا�سلة لهذا البيان )وهذا كقولنا اأكبر عدد 

 .)k مترابطًا �سلعيًّا من الدرجة G بحيث يكون k
 S للتدليل على مجموعة الأ�سلاع التي اأحد نقاطها الطرفية في [S,T] ف�سنكتب ،S,T ⊆ V(G) اإذا اأُعطينا
والأخرى في T. اإذا كانت ≠ SCV(G) مجموعة جزئية من S=V(G)-S، فاإن المجموعة [S,S] ت�سمى قاطعة 

�سلعية )قاطعة اأ�سلاع(. 

تكون   (edge–cut) �سلعية  قاطعة  كل  اأن  لحظ  القطع.  واأ�سلاع  القاطعة  المجموعات  ملاحظة:   .8.1.4
مجموعة )�سلعية( قاطعة لأن  G-[S,S]  ل تحوي اأي م�سار من S اإلى S. اإن عك�س العبارة ال�سابقة غير �سحيح؛ 
المجموعة  مثلنا  اأعلاه،  ال�سكل  وفي  ال�سلعية.  القاطعة  من  اأكثر  اأ�سلاع  عدد  ربما تحوي  القاطعة  المجموعة  لأن 

القاطعة والقاطعة ال�سلعية بخطوط غامقة، انظر التمرين 13. 
قاطعة  تكون  الأ�سلاع(  من  عدد  اأقل  )تحوي  �سغرى  قاطعة  مجموعة  اأي  فاإن  ذلك،  من  الرغم  وعلى 
واإذا   .E(G) في  المحتواة   F لبع�س  مركبة  من  اأكثر   G-F لبيان  كان  اإذا  n(G) > 1(؟  )عندما  �سلعية 
قاطعة  تحوي   F فاإن   ،G-F مركبات  من   H مركبة  في  طرفية  نقطة  لها  التي  جميعها  الأ�سلاع   حذفنا 
■           ،F=[V(H),V(H)] كانت  اإذا  اإل  �سغرى  قاطعة  مجموعة   F تكون  ول   ،[V(H),V(H)]  �سلعية  

الذي  الرمز  مع  من�سجمًا  ال�سرطة  با�ستخدام  ال�سلعية  الترابط  درجة  على  للتدليل  الم�ستخدم  الرمز  يبقى 
ا�ستخدمناه للتدليل على درجة الترابط الراأ�سية، وهذا ل ي�سبب لنا اأيًّا من الإ�سكالت التي تنجم عن ا�ستخدام 

الرموز المختلفة. 
 ،F يعني حذف كل �سلع في F اإن حذف نقطة طرفية )اأحد راأ�سي �سلع معين( لكل �سلع في قاطعة �سلعية
وهذا يقودنا اإلى اقتراح اأن K (G) ≤ K'(G). وعلى اأي حال، يجب الحذر من حذف الراأ�س الوحيد لأحد مركبات 

G-F؛ لأن هذا يبقي لنا بيانًا جزئيًّا مترابطًا في هذه الحالة. 

9.1.4. نظرية: (whitney [1932a]). اإذا كان G بيانًا ب�سيطًا فاإن:
κ(G) ≤ κ' (G)≤ δ(G)

مجموعة خلفية فا�سلة )قاطعة(قاطعة خلفية )اأ�سلاع(

S

disconnecting set edge cut

S
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153 القطع والترابط  1.4

اإثبات: ت�سكّل الأ�سلاعُ الواقعة على الراأ�س v )التي تكون v نقطة طرفية لكل منها( ذي الدرجة ال�سغرى قاطعةً 
.K(G) ≤ K' (G) :وبناءً عليه، يبقى اأن اأثبت اأن  K' (G) ≤ δ(G).  :سلعية. لذا، فاإن�

 .[S,S] انظر المثال 2.1.4(. خذ في الح�سبان اأ�سغر قاطعة �سلعية( K (G) ≤ n(G) -1  لقد لحظنا �سابقًا اأن
اإذا كان كل راأ�س في S يجاور كل راأ�س في S فاإن: S| |S| ≥ n(G) – 1 ≥ K(G)| = |[S,S]|. وعليه، نح�سل 

على المتباينة المطلوبة.
 S الموجودة في x تحوي جيران T اجعل .x ↮ y بحيث اإن  y ∈ S و   x ∈ S واإذا لم يكن الأمر كذلك، فاختر
 -y اإلى x لحظ اأن كل م�سار من . S جميعها ولها جيران في S - {x}جميعها بالإ�سافة اإلى الروؤو�س الموجودة في
يمر من خلال T. لذا، فاإن T مجموعة فا�سلة. وباأخذ الأ�سلاع من x اإلى T ∩S ، واأخذ �سلع واحد من كل راأ�س 
في T ∩ S اإلىS )ممثلة بالخطوط الغامقة في ال�سكل اأدناه( نح�سل على |T| من اأ�سلاع [S,S]، المختلفة عن 
■ بع�سها. وبناءً عليه، فاإن:   𝜅𝜅’(G) =|[S,S]| ≥ T|≥ 𝜅𝜅(G) ، وهذا هو الإثبات. 

S S

v

x

T
T

T
T
T

ا.  بيانًا هراريًّ اأو  ا،  اأو مكعبًا زائديًّ ثنائية،  اأو ع�سبة  ا،  تامًّ بيانًا   G يكون  𝜅𝜅(G) = δ(G) عندما  اأن  راأينا  لقد 
البيانات. وعلى الرغم من ذلك، نجد في  𝜅𝜅' (G) =δ(G) لهذه  اأن  ا  اأي�سً 4.1.9. نجد  وبا�ستخدام النظرية 
هذه  في  طرفية  نقطة  يمثل  الراأ�س  )هذا  معين  راأ�س  على  تقع  التي  الأ�سلاع  مجموعة  اأن  البيانات  من  العديد 
الأ�سلاع( له درجة �سغرى ل تمثل قاطعة �سلعية �سغرى. لذا، فاإن الحالة ال�سائدة هي 𝜅𝜅' (G) < δ(G) وذلك 

عندما ل تكون هناك قاطعة �سلعين �سغرى عازلة لأحد الروؤو�س )لراأ�س معين(. 
اأدنـــــاه،  ال�سكـــل  في  المــر�سوم   G البيــــان  انظــر   .𝜅𝜅<𝜅𝜅'<δ حــــدوث  اإمكـــــانية  مثال:   .10.1.4
عازلة  �سغرى  �سلعية  قاطعــة  وجود  عدم  لحظ   ،δ(G)=3و  𝜅𝜅'(G)=2، 𝜅𝜅(G)=1 اأن  ولحـــــظ 
اأن نجد   G=Km+Km عندما  فمثلًا  نرغب،  الذي  بالقدر  �سعيفةً  هنا  متباينة  كلُّ  تكون  اأن  يمكن   لراأ�س. 
 𝜅𝜅(G)=𝜅𝜅'(G)=0، لكن δ(G) = m-1، وعندما تكون G متوائمة من ع�سبتين على m من الروؤو�س ي�ستركان 
■  .𝜅𝜅(G) = 1 لكن ،𝜅𝜅'(G) = δ(G) = m-1 في راأ�س واحد فقط، نجد اأن

 G فعلى �سبيل المثال عندما ي�ساوي قطر (parameters) دِثُ م�ساواةً بين الو�سطاء اإن ال�سروط المختلفة تُحْ
2، فاإن 𝜅𝜅'(G) = δ (G) )التمرين 25(. وكذلك نجد اأن البيانات الثلاثية المنتظمة تُحقق اأن مقدار )درجة( 

ترابطها دائمًا م�ساوٍ لمقدار ترابطها ال�سلعي.
.𝜅𝜅(G) = 𝜅𝜅' (G)  بيانًا ثلاثيًّا منتظمًا فاإن G 11.1.4. نظرية: اإذا كان
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الفصل 4     الترابط والمسارات154

الإثبات: افتر�س اأن S قاطعة روؤو�س �سغرى (S| = 𝜅𝜅(G)|). وبما اأن 𝜅𝜅(G) ≤ 𝜅𝜅' (G) متحققة دائمًا، فاإننا 
نحتاج فقط اإلى قاطعة �سلعية حجمها |S|. افتر�س اأن H1 و H2 مركبتان للبيان G-S، وبما اأن S قاطعة روؤو�س 
�سغرى، اإذن، يوجد لكل v في S جارٌ في H1 وجارٌ اآخر في H2، وبما اأن G بيان ثلاثي منتظم، فلا يمكن اأن يوجد 
 v احذف ال�سلع الوا�سل من ،H2 اأو في ،H1 جارٌ واحدٌ، اإما في v ِاإذن، يوجد لـ ،H2 وجاران في ،H1 جاران في v ِلـ

اإلى المجموعة التي تحوي جارًا واحدًا فقط.
تقوم هذه الـ 𝜅𝜅(G) من الأ�سلاع بتبديد �سمل الم�سارات جميعها التي من H1 اإلى H2 ما عدا الحالة المو�سحة في 
ال�سكل اأدناه، حيث يمكن للم�سار اأن يدخل S عن طريق v1، ويخرج عن طريق v2. وفي هذه الحالة، نحذف ال�سلع 
■  .{v1,v2} المارة خلال H2 اإلى H1 من اأجل ف�سل الم�سارات جميعها من v2 و v1 من H1 الوا�سل اإلى

H2H1

v1

v2

 عندما تكون 𝜅𝜅' (G) < δ(G)، فلا يمكن لقاطعة �سلعية �سغرى اأن تعزل راأ�سًا. وفي الحقيقة، عندما تكون
δ(G) > |[S,S]|، فيجب اأن تحوي S )وكذلك S ( اأكثر من راأ�س واحد فقط. وهذا يتبع علاقة ب�سيطة تربط 

 .S وحجم البيان الجزئي الذي تولده [S,S] بين حجم القاطعة ال�سلعية
12.1.4. ق�ضية: اإذا كانت S مجموعة روؤو�س في بيان G فاإن: 

|[S,S]|= [ Σv∈S d(v) ] – 2e(G[S])
الإثبات: لحظ اأن ال�سلع في G[S] ي�سهم بـ 2 في Σv∈S d(v)، اأما ال�سلع من[S,S]، في�سهم 

 بواحد فقط في هذا المجموع، وبما اأن هذا يح�سب الم�ساهمات جميعها، فاإننا نح�سل  على:
■  . Σv∈S d(v) =  [S,S]+2e(G[S])

 ،V(G) مجموعة جزئية فعلية من S حيث ،|[S,S]|>δ(G) بيانًا ب�سيطًا، وكان G 13.1.4. النتيجة: اإذا كان
 .|S| > δ(G) فاإن

م ا �ستخد با و   ( G ) > Σ v ∈ S  d ( v ) -  2 e ( G [ S ] )  : ن اأ نجد   1 2 . 1 . 4 ق�سية  من  : ت ثبا لإ  ا
d(v) ≥ (G)، واأن 2e(G [S]) ≤ |S| (|S|-1) نجد اأن:

 (G) > |S|  (G) - |S| (|S| - 1)
وباخت�سار  .(G) فيها  يظهر  التي  الحدود  ربط  ن�ستطيع  لذا،   .|S| > 1 يكون  اأن  المتباينة  هذه   وتتطلب 
■   |S| >  (G)نجد اأن |S| - 1
بما اأن القاطعةَ ال�سلعية مجموعةٌ من الأ�سلاع، فيمكن اأن تحوي داخلها قاطعة �سلعية اأُخرى. فعلى �سبيل 
المثال، يوجد للبيان K1,2 ثلاث قواطع �سلعية، ولكن اإحداها تحوي الأخريين. اإن للقاطعة ال�سلعية ال�سغرى غير 

الخالية لبيان معين بع�سَ الخ�سائ�س البنيوية )البنائية( المفيدة. 

14.1.4. تعريف: نعرف الرابطة (bond) على اأنها قاطعة �سلعية �سغرى غير خالية. ونعني ب�سغرى اأنه ل 
ا قاطعة �سلعية. نعطي فيما  يوجد لها مجموعة جزئية فعلًا، بحيث اإن هذه المجموعة الجزئية ت�سكل اأي�سً

ياأتي تو�سيفًا يميز الروابط في البيانات المترابطة. 
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155 القطع والترابط  1.4

F تكون رابطة اإذا وفقط اإذا كان للبيان  G بيانًا مترابطًا، فاإن القاطعة ال�سلعية  ق�ضية: اإذا كان   .15.1.4
G – F مركبتان فقط. 

وافتر�س  فقط،  مركبتين   G – F لـ  اأن  ا  اأي�سً وافتر�س  �سلعيةٌ،  قاطعةٌ   F = [S, S] اأن  افتر�س  الإثبات. 
�سلع  اإلى  بالإ�سافة   G – F مركبتين يحوي   G - F' البيان  اإن   .F من  فعلًا  جزئية  مجموعة    F'اأن كذلك 
فهي  اإذن،  �سغرى.  �سلعية  قاطعة  تمثل   F فاإن  لذا،  'G - F مترابطًا.  لجعل  بينهما  يربط  الأقل  على  واحد 
التحاد  هي   G-F اأن  بما   .G-F للبيان  مركبتين  من  اأكثر  وجود  افتر�س  العك�س،  اإلى  وبالن�سبة  رابطة. 
البيانين  هذين  لأحد  مركبتين  هناك  فاإن   G[S] و   G[S] من  لكل   (disjoint union) المنف�سل 
ال�سورة على   S كتابة  ن�ستطيع  لذا،   .G[S] هو  البيان  هذا  اأن  التماثل(  )من  افتر�س  الأقل.  على   الجزئيين 

[B, B] هي  و   [A, A] ال�سلعية  القواطع  فاإن  ولهذا،   .B و   A اأ�سلاع تربط بين  S = A ∪ B حيث ل يوجد 
 ■ مجموعات جزئية فعلًا من F. وعليه، فاإن F لي�ست رابطة؛ وهذا التناق�س ينهي الإثبات.  

SS

B

A

 )Blocks( القوالب
لي�س من ال�سروري اأن يكون البيان المترابط الذي لي�س له راأ�س فا�سل مترابطًا من الدرجة 2، لأنه قد يكون 

K1 اأو K2. وتزودنا البيانات الجزئية المترابطة التي لي�س لها روؤو�س فا�سلة بتحليل )تفكيك( مفيد للبيان. 

ف القالب لبيان G )اأو في بيان G( على اأنه اأكبر بيان جزئي مترابط محتوًى في G ؛  16.1.4. تعريف: نعرِّ
بحيث ل يوجد له راأ�س فا�سل. واإذا كان G نف�سه مترابطًا ولي�س له راأ�س فا�سل، فاإن G يكون قالبًا. 

17.1.4. مثال: القوالب. اإذا كان H قالبًا في G، فاإن H بو�سفه بيانًا ل يحوي راأ�سًا فا�سلًا، ولكنه قد يحوي 
هي:  قوالب  خم�سة  اأدناه  ال�سكل  في  المر�سوم  للبيان  يوجد  المثال،  �سبيل  فعلى   .G لـ  فا�سلة  روؤو�سًا  تمثل  روؤو�سًا 
■ ا.  ثلاث ن�سخ من K2، ون�سخة من K3، وبيان جزئي اآخر لي�س حلقةً ولي�س بيانًا تامًّ

18.1.4. ملاحظة: خوا�سّ القوالب. اإن اأي �سلع في حلقة ل يمكن اأن يكون قالبًا؛ لأن هذا ال�سلع يكون محتوًى 
في بيان جزئي اأكبر لي�س له راأ�س قطع. لذا، فاإن اأي �سلع يكون قالبًا اإذا وفقط اإذا كان هذا ال�سلع �سلعًا فا�سلًا 
فاإنه يكون  راأ�سين،  اأكثر من  القالب  واإذا كان في  اأي �سجرة هي قوالبها.  اأ�سلاع  اإن   ،(cut – edge) )قاطعًا(
مترابطًا من الدرجة 2. اإن قوالب البيان الخالي من الن�سُط هي: روؤو�سه المعزولة، واأ�سلاعه الفا�سلة، وبياناته 
الجزئية العظمى التي تكون مترابطة من الدرجة 2.  ■
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الفصل 4     الترابط والمسارات156

19.1.4. ق�ضية: ي�سترك اأيّ قالبين في بيان براأ�س واحد على الأكثر. 
اأن �سنثبت  الأقل.  على  راأ�سين  في  ي�ستركان  قالبان   B2 و   B1 اأن  افتر�س  التناق�س،  با�ستخدام   الإثبات: 

بيانات جزئية عظمى   B2 و   B1يناق�س كون كل من راأ�س فا�سل، وهذا  له  لي�س  بيان جزئي مترابط   B1 ∪ B2

■ مترابطة. 
عندما نحذف راأ�سًا واحدًا من Bi، فاإن ما يتبقى يكون مترابطًا. لذا، نح�سل على م�سار في Bi من كل راأ�س باقٍ 
اإلى كل راأ�س باقٍ في V(B1) ∩ V(B2)، وبما اأن للقالبين راأ�سين م�ستركين، فاإن حذف راأ�س واحد يُبْقي راأ�سًا 
 B1 اآخر في التقاطع. ومن هنا نح�سل على م�سارات من الروؤو�س جميعها اإلى هذا الراأ�س. لذا، ل يمكن اأن يكون
■ B2 ∪ غير مترابط بحذف راأ�س واحد فقط. 

ا لي�س له راأ�س فا�سل. لذا، فاإن كل �سلع يكون موجودًا في قالب، ومن هنا ن�ستنتج اأن  يمثل كل �سلع بيانًا جزئيًّ
ك (decompose) البيانَ. اإن �سلوك القوالب في البيان ي�سبه اإلى حد ما �سلوك المركبات القوية  قوالب البيان تُفكِّ
 .)13a.1.4 )التمرين  القوية  للمركبات  روؤو�س م�ستركة  يوجد  ل  لكن   ،)12.4.1 )التعريف  الموجهة  للبيانات 
ئ مجموعة  وعلى الرغم من اأن القوالب تفكك مجموعة الأ�سلاع في البيان، فاإن المركبات القوية للبيان الموجه تجزِّ

الروؤو�س وعادةً ما تحذف الأ�سلاع. 
عندما ي�سترك قالبان في G براأ�س، فاإنه يجب اأن يكون هذا الراأ�س فا�سلًا، اإن التفاعل بين القوالب والروؤو�س 

ف من خلال بيان خا�س.  الفا�سلة )القاطعة( يو�سَ

20.1.4. تعريف: يعرف بيان قالب النقطة الفا�سلة للبيان G على اأنه بيان ثنائي الفرع H؛ حيث تتاألف اإحدى 
 ،G في Bi لكل قالب bi في حين تحوي راأ�س المجموعة الثانية ،G مجموعتي روؤو�سه من الروؤو�س الفا�سلة لـ

 .v∈Bi اإذا وفقط اإذا كان H يكون �سلعًا في vbi علمًا باأن

G H

b i h

d

c a

x f

e g b1 b2

b5

a b3

b4
x
e

j

اإذا كان G مترابطًا فاإن بيان قالب النقطة )النقاط( الفا�سلة لـ G يكون �سجرةً )التمرين 34(، حيث اإن 
اأوراقه هي قوالب G. وبناءً عليه، فاإنَّ البيانَ G  على افترا�س اأن G لي�س قالبًا  واحد فقط له قالبان )قوالب 

 .G ورق( على الأقل، وكل منهما يحوي راأ�سًا قاطعًا واحدًا من روؤو�س
يمكن اإيجاد القوالب با�ستخدام طريقة تقنية للبحث عن البيانات. فمثلًا، بطريقة البحث بعمق )العمودي( 
راأ�س  اأحدث  من  دائمًا  البحث  نبداأ   ،(DFS) بالرمز  اإليه  نرمز  والذي   (Depth – First Search) اأولً 
ا(  اأي�سً ى عنها بعد )غير م�سبورة( )وي�سمى هذا الطريق ا�سترجاع الأثر  اأ�سلاع غير متحرًّ  مكت�سف والذي له 
اأولً  )بالعر�س(  الأفقي  البحث  بطريقة  المتعلقة   .8.3.2 بخوارزمية  وبالمقارنة   (back tracking). 
 DFS ؛ حيث يبداأ فيها التحري من الراأ�س الأقدم. لذا، فاإن الفرق بين (Breadth – First search) (BFS) 
وBFS يتلخ�س في اأننا نحافظ في الأولى على قائمة من الروؤو�س التي تبحث على اأ�سا�س اأن العن�سر الذي يدخل 

اأخيًرا يخرج اأولً بدلً من و�سعها في طابور اأو �سف. 
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الروؤو�س  اأن  u، نجد  الـ (DFS) مرة واحدة بدءًا من  اأدناه عند تطبيق  البيان  *مثال: (DFS) في   .21.1.4
على  العنا�سر  اكت�ساف  ترتيب  يعتمد   ،DFS والـ   BFS الـ  من  ولكل   ،u،a،b،c،d،e،f،g. ال�سورة  على  مرتبة 
■ ترتيب التحري من خلال الأ�سلاع بدءًا من راأ�س معين. 

u a b c

g f e d

لحظ اأن كلاًّ من طريقتي البحث الأفقية اأولً، اأو العمودية اأولً بدءًا من u، تولد �سجرة جذرها )قاعدتها( عند 
u. فكلما بداأنا البحث عند راأ�س x، نجد راأ�سًا اآخر v، وعليه ن�سمن ال�سلع xv في بياننا، وهذا ينمو اإلى �سجرة تولد 

مركبة للبيان تحوي u. وتعتمد تطبيقات البحث العمودي اأولً على خا�سية اأ�سا�سية لل�سجرة المولدة الناتجة. 
22.1.4. تمهيدية*. اإذا كانت T �سجرة مولدة لبيان مترابط G نامية من DFS بدءًا من u، فاإن كل �سلع في 

 .T في w اإلى u على الم�سار من v بحيث يقع ،w،v :يتكون من راأ�سين هما G-T
الإثبات: افتر�س اأن vw �سلع في G، حيث ن�سادف v قبل w خلال ا�ستخدام طريقة البحث بعمق اأولً. وبما 
اأن vw �سلع في G، فلا ن�ستطيع اإنهاء v قبل اإ�سافة w اإلى T. لذا، فاإن w يظهر في مكان ما في ال�سجرة الجزئية 
■  .v يحوي u اإلى w وكذلك، فاإن الم�سار من .v الم�سكلة قبل اإنهاء

23.1.4. *خوارزمية. )ح�ساب القوالب لبيان(
المدخلات (input): بيان مترابط G )اإن قوالب البيان هي قوالب مركبات يمكن اإيجادها من خلال اآلية البحث 

(DFS) لذا، نفتر�س اأن G مترابط(. 

الفكرة )الخطة(. ا�ستخدم الـ DFS لإيجاد ال�سجرة T للبيان G، وبحذف بع�س الأجزاء من T عند تحديد 
 (Active). القوالب، حافظ على راأ�س واحد يُدعى ن�سطًا

 .T = {x} ن�سطًا، و�سع x واجعلV(H)،  في x البداية: اإختر جذرًا
 . التكرار: افتر�س اأنَّ v  الراأ�سُ الن�سطُ الحاليُّ

اإذا وقع على v �سلع غير م�سبور )غير متحرى عنه( مثل vw، فاإنه: 1) 
اإذا كان w ل ينتمي اإلى V(T)، فاأ�سف vw اإلى T، علِّم vw على اأنه تّم التحرّي عنه، ثم   )1A

اجعل w ن�سطًا. 
اإذا كان w ينتمي اإلى V(T)، فاإن w يكون �سلفًا (ancestor) لـِ v. �سع علامة ت�سير اإلى اأنه    )1B

 .vw تّم التحرّي عن
اإذا كانت الأ�سلاع التي تقع على v م�سبورة )تّم التحري عنها(، فاإن: 2) 

اإذا كان v ≠ x، واأنَّ w والدُ v، اجعل w ن�سطًا. اإذا لم يوجد اأيُّ راأ�س في ال�سجرة الجزئية الحالية   )2A
'T التي جذرها v بحيث يكون لهذا الراأ�س �سلع تمَّ التحري عنه �سابقًا في �سلف فوق w، فاإن 
 .T من V(T') لْ هذه المعلومات واحذف V(T') ∪ {w} تمثل مجموعة روؤو�س لقالب، �سجِّ

 ■ 2B( اإذا كانت v = x، فقد انتهى الحلّ. 
مرة  عموديًّا   x من  البيان  لروؤو�س  العبور  كان  اإذا  اأدناه،  البيان  في  القوالب(.  )اإيجاد  مثال:   .24.1.4
الترتيب:                                                                                 بح�سب  القوالب  نجد   ،a،b،c،d،e،f،g،h،i،j الترتيب:  بح�سب  الأخرى  بالروؤو�س  يمر  واحدة 
 {x,j} ,{x,a,e} ,{ a, i} ,{e,f,g,h} ,{a,b,c,d} وبعد اإيجاد هذه القوالب، نحذف الروؤو�س المختلفة عن  
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الفصل 4     الترابط والمسارات158

 ■ الراأ�س الأعلى. )التمرين 36 يتطلب اإثبات �سحة العملية ال�سابقة(. 
b i h

d

c a

x f
c

b

a
x

j

i

f

g
hd

e
e g

j

 )Exercises( تمــارين
1.1.4. )-( اأثبت اأو انق�س كلاًّ من العبارات الآتية:

 (a.2 اإذا كان مقيا�س ترابط بيان معين ي�ساوي 4، فاإن هذا البيان يكون مترابطًا من الدرجة
 (b.3 اإذا كان البيان مترابطًا من الدرجة 3، فاإن مقيا�س ترابطه ي�ساوي
 (c .k فاإن درجة ترابطه ال�سلعية ت�ساوي ،k اإذا كانت درجة ترابط بيان ت�ساوي
 (d .k فاإنه يكون مترابطًا من الدرجة ،k اإذا كان البيان مترابطًا �سلعيًّا من الدرجة

ا للعبارة الآتية، واأ�سف فر�سيات لت�سحيحها، ثم اأثبت �سحة العبارة الم�سححة: اإذا كان  2.1.4. اأعطِ مثالً ناق�سً
 .G فاإن اأحد طرفيه على الأقل يكون راأ�سًا فا�سلًا لـ ،G لـ (cut-edge) سلعًا فا�سلًا� e

3.1.4. )-( افتر�س اأن G بيان له اأكثر من k من الروؤو�س، وبحيث اإن G لي�س بيانًا تامًا. اأثبت اأنه اإذا لم يكن 
G مترابطًا من الدرجة k، فاإن هناك مجموعة فا�سلة حجمها k-1 لهذا البيان. 

4.1.4. )-( اأثبت اأن البيان G مترابط من الدرجة k اإذا وفقط اإذا كان G ∨ Kr )التعريف 6.3.3( مترابطًا 
 .k + r من الدرجة

5.1.4. )-( افتر�س اأن G بيان مترابط له ثلاثة روؤو�س على الأقل، كوّن 'G من G باإ�سافة ال�سلع xy عندما
dG(x, y) = 2، اأثبت اأن 'G مترابط من الدرجة 2.

 G  - k + 1         
6.1.4. )-( افتر�س اأن G بيان مترابط له قوالب B1,…,Br. اأثبت اأنه يوجد للبيان     

. )        
     ( – k + 1  ي�ساوي G راأ�سًا بال�سبط. اأو )اأثبت اأن عدد روؤو�س

7.1.4. )-( جد �سيغة تعطي عدد الأ�سجار المولدة لبيان مترابط بدللة الأ�سجار المولدة لقوالبه. 
●           ●           ●           ●           ●

الي�سار،  للبيان الموجود على  اأدناه )م�ساعدة:  البيانين المر�سومين  𝜅𝜅(G), 𝜅𝜅'(G), (G) لكل من  8.1.4. جد 
ا�ستخدم الق�سية 12.1.4 لتحديد مقدار ترابطه ال�سلعي(. 

له  G ب�سيطًا  بيانًا  ابنِ   ،0<k≤l≤m حيث   ،k، l،m ال�سحيحة  الأعداد  خيارات  لكلِّ   .9.1.4 
 .(chartrand – Harary [1968])  (G)=mو 𝜅𝜅𝜅(G)=1, 𝜅𝜅(G) = k

10.1.4. )!( جد اأ�سغر بيان ب�سيط منتظم من الدرجة الثالثة بحيث يكون مقدار ترابطه ي�ساوي 1، واأثبت ذلك. 
.D(G)≤ 3 بيانًا ب�سيطًا له G عندما يكون 𝜅𝜅(G) = 𝜅𝜅𝜅(G) 11.1.4. اأثبت اأن

12.1.4. افتر�س اأن k،n اأعداد �سحيحة موجبة، بحيث n عدد زوجي، و k عدد فردي، وn > k> 1  . افتر�س 
اأن G هو البيان الب�سيط المنتظم من الدرجة k الم�سكل بو�سع n من الروؤو�س على دائرة، وبجعل كل راأ�س يجاور 
)يرتبط ب�سلع( الراأ�س الم�ساد له على الدائرة بالإ�سافة اإلى مجاورته لأقرب 2/(k – 1) راأ�سًا في كلا التجاهين 
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159 القطع والترابط  1.4

 .(Harary [1962a]) 𝜅𝜅(G) = k  على الدائرة، اأثبت اأن
13.1.4. في البيان km,n، اجعل S تتكون من a راأ�سًا من اإحدى مجموعتي الروؤو�س، و b راأ�سًا من المجموعة الثانية: 

 (a .a,b,m,n بدللة |[S,S]| اح�سب
 (b .ح�سابيًّا 𝜅𝜅'(K m,n) = min{m,n} :لإثبات اأن a ا�ستخدم فرع
 (c تكون مجموعة فا�سلة، ولكن ل توجد قاطعة �سلعية K3.3 اأن كل مجموعة تحوي �سبعة اأ�سلاع من اأثبت 

(edge cut) موؤلفة من �سبعة اأ�سلاع. 
14.1.4. )!( ليكن G بيانًا مترابطًا، بحيث توجد لكل �سلع e حلقتان هما: C1 و C2 تحتويان على e، وبحيث اإن 
e ال�سلع الوحيد الم�سترك بينهما. اأثبت اأن G مترابط �سلعيًّا من الدرجة 3، ا�ستخدم هذه النتيجة لإثبات اأن بيان 

بيتر�سون مترابط �سلعيًّا من الدرجة الثالثة. 
15.1.4. )!( ا�ستخدم الق�سية 12.1.4 والنظرية 11.1.4 لإثبات اأن بيان بيتر�سون مترابط من الدرجة 3. 

16.1.4. ا�ستخدم الق�سية 12.1.4 لإثبات وجود قاطعة �سلعية لبيان بيتر�سون حجمها m اإذا وفقط اإذا كان 
.1 ≤ |S| ≤ 5( حيث [S,S]| 3.  )م�ساعدة: افتر�س ≤ m ≤ 12

17.1.4. اأثبت اأن حذف قاطعة �سلعية حجمها 3 من بيان بيتر�سون يعزل راأ�سًا. 
 (G بيان ب�سيط خالٍ من المثلثات، حيث ت�ساوي درجته ال�سغرى )اأ�سغر درجة راأ�س من روؤو�س G 18.1.4. افتر�س اأن
3 على الأقل. اأثبت اأنه اإذا كانت n(G) ≤ 11، فاإن G مترابط �سلعيًّا من الدرجة 3. واأثبت كذلك اأن هذه المتباينة 
حادة (sharp) باإيجاد بيان ثُنائيّ الفرع منتظم من الدرجة الثالثة له 12 راأ�سًا بحيث ل يكون مترابطًا �سلعيًّا من 

(Galvin). 3 الدرجة
19.1.4. اأثبت اأنه اإذا كان G بيانًا ب�سيطًا بحيث (G) ≥ n(G)-2، فاإن k(G) = (G). اأثبت اأن هذا اأف�سل ما 
 .n-3 ومقدار ترابطه اأقل من ،n-3 من الروؤو�س، حيث درجته ال�سغرى n وذلك ببناء بيان ب�سيط على n ≥ 4 يمكن لكل
20.1.4. )!( افتر�س اأن G بيان ب�سيط له n من الروؤو�س، بحيث اإن n/2-1 ≤ (G) ≤ n-2، اأثبت اأن G مترابط 
من الدرجة k لكل k حيث  k ≤ 2(G)+2-n. اأثبت اأن هذا اأف�سل ما يمكن لكل  ≥n/2-1  وذلك من خلال بناء 
بيان ب�سيط على n من الروؤو�س، درجته ال�سغرى بحيث ل يكون مترابطًا من الدرجة k عندما k =2+3-n. )تعليق: 

 .(G)= (n-1)/2 الق�سية 15.3.1 حالة خا�سة من هذا التمرين عندما
  ≤ (G) . اأثبت اأنه 

        
     

                  

21.1.4. )+( افتر�س اأن G بيان ب�سيط له n من الروؤو�س، حيث n ≥ k + 1 و 
اإذا كان G-S يحوي l مركبة، فاإن S| ≥ k|. اأثبت اأن الفر�س على (G) هو اأف�سل ما يمكن عندما n≥ k+l، وذلك 

.. )تعليق: هذا تعميم لتمرين 20.1.4(. 
 
        

     

باإيجاد بيان منا�سب على n من الروؤو�س درجته ال�سغرى                   
 :(Bondy [1969]) ف k + 1 22.1.4. )!( ال�سروط الكافية ل�سمان بيانٍ مترابطٍ من الدرجة

 (a اأثبت اأنه اإذا .d1≤…≤ dn من الروؤو�س، بحيث اإن درجات روؤو�سه هي n بيان ب�سيط على G افتر�س اأن
كانت dj ≥ j+k عندما j ≤ n-1- dn-k، فاإن G مترابط من الدرجة k+1. )تعليق: تمرين 64.3.1 هو الحالة 

 .)k=0 الخا�سة عندما
 (b راأ�سًا G j وبحيث يكون لـ 𝜅𝜅(G) ≤ k من الروؤو�س، بحيث اإن n له G 0. جد بيانًا ≤ j + k ≤ n افتر�س اأن

درجة كلّ منها j+k-1 ، و n-j-k راأ�سًا درجة كلّ منها n-j-1، و k راأ�سًا درجة كلّ منها n - 1. باأيّ جانب يمكن افترا�س 
هذا اإثباتًا على اأن النتيجة في فرع a هي اأف�سل ما يمكن؟ 

 23.1.4. )!( افتر�س اأن G بيان زوجي الرتبة مترابط من الدرجة  r ، بحيث اإنَّ K1,r+1 بيانٌ جزئي من G. اأثبت اأن
 (Summer [1974b] ) ( 1-facter). 1 معامل G لـ

 .)𝜅𝜅' = δ 24.1.4. )!( ) �سروط الدرجات لتكون
افتر�س اأن G بيان ب�سيط على n من الروؤو�س، ا�ستخدم النتيجة  13.1.4اأثبت العبارات الآتية: 

 (a ب�سيط بيان  باإيجاد  ما يمكن  اأف�سل  اأن هذا  اأثبت   .𝜅𝜅'(G) = (G) فاإن   ،(G) ≥ ⌊n/2⌋ كانت   اإذا 
. 𝜅𝜅' (G) <  (G) و  (G)= ⌊2/n⌋-1 من الروؤو�س يحقق اأن n على )n ≥ 3 لكل(
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الفصل 4     الترابط والمسارات160

 (b ما اأف�سل  هذا  اأن  اأثبت   .𝜅𝜅'(G)= (G) فاإن   ،x ↮ y عندما   d(x) + d(y) ≥ n-1 كان  اإذا 
اإن بحيث  الروؤو�س  من   n على   ) (G)=m ≤ n/2-1 ولكل   n ≥ 4 )لكل   G بيان  باإيجاد   يمكن 

 .x ↮ y عندما d(x)+d(y) ≥ n-2 وبحيث اإن ،𝜅𝜅' (G) <   (G)=m 
𝜅𝜅' (G) =  عندما ي�ساوي القطر 2(.  (G)( )!( .25.1.4

 :|S| ≤ |S| اأ�سغر قاطعة �سلعية بحيث اإن ،[S,S]  بيان ب�سيط قطره 2، واأن G افتر�س اأن
 (a.S جوارًا في S اأثبت اأن لكل راأ�س في
 (b (Plesnik [1975]) 𝜅𝜅' (G)= (G). والنتيجة 13.1.4 لإثبات اأن )a( ا�ستخدم فرع 

26.1.4.)!( افتر�س اأن F مجموعة جزئية من الأ�سلاع في بيان G. اأثبت اأن F قاطعة �سلعية اإذا وفقط اإذا كانت تحوي 
عددًا زوجيًّا من اأ�سلاع كل حلقة في G. فعلى �سبيل المثال، عندما G = Cn، فاإن كل مجموعة زوجية من الأ�سلاع ت�سكل 
قاطعة �سلعية، ول توجد اأي مجموعة فردية تمثل قاطعة �سلعية )م�ساعدة: لإثبات ال�سرط الكافي؛ علينا اأن  نثبت اأنه يمكن 

و�سع مركبات F في مجموعتين، بحيث اإن لكل �سلع في F نقطة طرفية في كلٍّ من المجموعتين(. 
27.1.4. )!( افتر�س اأن [S,S]، قاطعة �سلعية، اأثبت على وجود مجموعة روابط منف�سلة �سلعيًّا زوجًا زوجًا، بحيث 

اإن اتحادها )بو�سفها مجموعة اأ�سلاع( ي�ساوي[S,S]،)لحظ اأن هذا بديهي عندما تكون [S,S]، نف�سها رابطة. 
28.1.4. )!( اأثبت اأن الفرق التماثلي لقاطعتين �سلعيتين يعطي قاطعة �سلعية. )م�ساعدة: ار�سم �سورة تو�سح 

قاطعتين �سلعيتين وا�ستخدمها كدليل لإثبات(. 
29.1.4. )!( اإذا كان H بيانًا جزئيًّا مولدًا لبيان مترابط G، فاأثبت اأن H يمثل �سجرة مولدة للبيان G اإذا وفقط 
اإذا كان  H* = G - E(H) ل يحوي اأي رابطة من G، واإ�سافة اأي �سلع لـ H يُحدِث بيانًا جزئيًّا من G يحوي رابطة 

 .G من
30.1.4. )-( افتر�س اأن G بيان ب�سيط، روؤو�سه؛ {11,…,1,2} حيث i ↔ j اإذا وفقط اإذا كان لـ i و j   عامل 

 .G م�سترك اأكبر من 1. حدد قوالب
بيرة (cactus) على اأنه بيان مترابط، كل قالب فيه هو �سلع اأو حلقة )مو�سح  بار اأو ال�سّ 31.1.4.  نعرف ال�سّ

⌊3(n - 1)/2)⌋ من  الروؤو�س هو n اأدناه(. اأثبت اأن اأكبر عدد ممكن من الأ�سلاع ل�سبّار على
  .)⌊x⌋+ ⌊y⌋ ≤ ⌊x+y⌋:م�ساعدة(

32.1.4.  اأثبت اأن درجة كل راأ�س من روؤو�س بيان تكون زوجية اإذا وفقط اإذا كان كلّ قالب فيه اأويلريًا. 
33.1.4.  افتر�س اأن G بيان مترابط، اأثبت اأنه مترابط �سلعيًّا من الدرجة k  اإذا وفقط اإذا كان كلّ قالب فيه 

. k مترابطًا �سلعيًّا من الدرجة
34.1.4. (!) بيان قالب النقطة الفا�سلة )انظر التعريف 20.1.4(. افتر�س اأن H بيان قالب النقطة الفا�سلة 

 :Harary – prins [1966])) الذي له راأ�س فا�سل G لبيان
 (a .غابة H اأثبت اأن
 (b .قالبان على الأقل، كل منهما يحوي راأ�سًا فا�سلًا واحدًا له G اأثبت اأنه يوجد لـ
 (c .v عدد القوالب التي تحوي b(v) يحوي         حيث G مركبة، فاإن G  k اأثبت اأنه اإذا كان للبيان
 (d .اأثبت اأن عدد الروؤو�س القاطعة لبيان معين اأقل من عدد القوالب لهذا البيان

35.1.4. افتر�س اأن H و'H  بيانان جزئيان من البيان G، بحيث اإنهما كبيران مترابطان من الدرجة k. اأثبت 
(Harary – Kodama . [1964]) .راأ�سًا على الأكثر k-1 اأنهما ي�ستركان في

V∈V(G)
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161 k البيانات المترابطة من الدرجة  2.4

36.1.4. اأثبت اأن الخوارزمية  23.1.4 تح�سب بدقة عدد قوالب اأي بيان. 
اأن خوارزميتك تعمل. )م�ساعدة: اعمل  واأثبت  لبيان موجه،  القوية  رْ خوازمية لح�ساب المركبات  37.1.4. طوِّ

نموذجًا لهذه الخوارزمية معتمدًا على الخوارزمية .23.1.4(.

( k-connected Graphs )س k 2.4. البيانات المترابطة من الدرجة
تعدُّ �سبكةُ الت�سالت قادرةً على تحمّل الأعطال اإذا وُجد لها م�سارات بديلة بين الروؤو�س، وكلما زاد عدد 
الم�سارات المنف�سلة، كانت ال�سبكة اأف�سل. وفي هذا الجزء من الف�سل، �سنثبت اأن هذا القيا�س البديل للترابط هو 

مفهوم الترابط من الدرجة k نف�سه. 
اإذا كان كلّ زوج من  اإذا وفقط   1 G مترابط من الدرجة  البيان  اإن  التعريف يقول:  k = 1، فاإن  عندما 

الروؤو�س يرتبط من خلال م�سار. وكلما زادت قيمة k، كان هذا التكافوؤ دقيقًا اأكثر. 

( 2-connected Graphs )البيانات المترابطة من الدرجة 2 س
�سنبداأ بتو�سيف البيانات المترابطة من الدرجة 2.

1.2.4. تعريف: كلُّ م�سارين من u اإلى v منف�صلان داخليًّا اإذا لم يوجد راأ�س داخلي م�سترك بينهما. 

 ( Whitney [1932a] ). :2.2.4. نظرية
افتر�س اأن G بيان له ثلاثة روؤو�س على الأقل. اأثبت اأن G مترابط من الدرجة 2 اإذا وفقط اإذا وُجد لكل راأ�سين 

v،u من روؤو�سه م�سارات داخلية منف�سلة تربط بين هذين الراأ�سين. 
الإثبات: الكفاية: افتر�س وجود م�سارات منف�سلة داخليًّا تربط بين اأي راأ�سين v،u من روؤو�س البيان G. لذا، 
فاإن حذف اأي راأ�س ل يف�سل u عن v، وبما اأن هذا ال�سرط متحقق لكل راأ�سين من روؤو�س G، فاإن حذف راأ�س من 

روؤو�س G ل يوؤثر في و�سولنا من اأي راأ�س اإلى اأي راأ�س اآخر، لذا ن�ستنتج اأن G مترابط من الدرجة 2.
ال�سرورة: افتر�س اأن G مترابط من الدرجة 2، �سنثبت بال�ستقراء على d(u,v) باأن G تحوي م�سارات 

 .v اإلى u منف�سلة داخليًّا من
الـــبـــيـــان G - uv مـــــترابـــــط. وبمـــــا اأن d(u,v) = 1، فـــــــاإن  (d(u,v) = 1). عـــنـــدمـــا  الأ�ـــــســـــا�ـــــس:   الخــــطــــوة 

 𝜅𝜅'(G) ≥ 𝜅𝜅(G) ≥ 2، فاإن م�سارًا من u اإلى v في G - uv يكون منف�سلًا داخليًّا عن الم�سار من u اإلى v الم�سكل 
من ال�سلع uv نف�سه. 

خطوة ال�ستقراء: (d(u,v) > 1). افتر�س اأن k = d(u,v)، وافتر�س كذلك اأنّ w الراأ�سُ الذي ياأتي قبل v مبا�سرة في 
اأق�سر م�سار من u اإلى v. لذا، فاإن d(u, w) = k - 1. وبا�ستخدام فر�سيات ال�ستقراء، يوجد م�ساران P و Q منف�سلان 
P ∪ Q. لذا، افتر�س v ∈ V(P) ∪ V(Q) فاإننا نجد الم�سار المطلوب في الحلقة     اإذا كان   .w u اإلى   داخليًّا من 
اأنv ∉ V(P) ∪V(G). بما اأن درجة ترابط G ت�ساوي 2، فاإن G-w مترابط، ويحوي م�سارًا R من u اإلى v. اإذا كان 
  R∪P=اأو  R∩Q = ، فاإننا نح�سل على المطلوب. ولكن يمكن للم�سار R اأن ي�سترك بروؤو�س داخلية مع كلٍّ من 
 .z ∈ P اأن  v بحيث اإن z∈P∪Q ، ومن التماثل، يمكننا اأن نفتر�س  R قبل  z هو اآخر راأ�س في  اأن  Q. افتر�س  P و 
v منف�سل داخليًّا عن u اإلى  R لتح�سل على م�سار من  z،v من  P مع الم�سار الجزئي  u،z من   اربط الم�سار الجزئي 
 ■  .Q ∪ wv

u Q

P z
R

w v
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3.2.4. تمهيدية. )تمهيدية تو�سيع )تمدّد((. 
 k له على الأقل y باإ�سافة راأ�س جديد G من G' وتّم الح�سول على ،k بيانًا مترابطًا من الدرجة G اإذا كان

 .k يكون مترابطًا من الدرجة  G'فاإن ،G جارًا في
 ،y ∈ S على الأقل. واإذا كانت k ي�ساوي S فاإن حجم ، G′مجموعة فا�سلة لـ S الإثبات: �سنثبت اأنه اإذا كانت
فاإن S - {y} تف�سل G. لذا، فاإن S| ≥ k + 1|. اإذا كان y ∉ S، وكان N(y) ⊆ S فاإن S| ≥ k|. وبعك�س ذلك، 
■  .|S| ≥ k واأن ،G يجب اأن تف�سل S لذا، فاإن . G' - Sتقع في مركبة واحدة لـ N(y) – S و y فاإن كلاًّ من

G y

و�سفًا  )وتعطي  متكافئة:  الآتية  ال�سروط  فاإن  الأقل،  على  روؤو�س  ثلاثة  له  بيانًا   G كان  اإذا  نظرية:   .4.2.4
ا للبيانات المترابطة من الدرجة 2( تمييزيًّ

 (A .مترابط ول يحوي راأ�سًا قاطعًا G
 (B .x،y توجد م�سارات منف�سلة داخلية تربط بين x، y ∈ V(G) لكل
 (C .y و x توجد حلقة تمر بـ ،x، y ∈ V(G) لكل
 (D .يقع في حلقة واحدة G وكل زوج من اأ�سلاع ، (G) ≥ 1

 y و x لحظ اأن الحلقات التي تحوي ،B  C ، A  B التكافوؤ الإثبات: تعطي النظرية 4.2.2 
.y،x ترتبط باأزواج منف�سلة داخليًّا من الم�سارات بين

 D غير معزولين. وبهذا، نطبق الجزء الأخير من y و x ي�سمن اأن الراأ�سين  (G) ≥ 1 ال�سرط :D ⇒ C
على الأ�سلاع التي تقع على الراأ�سين x و y.  اإذا وُجد �سلع واحد فقط من هذا النوع، ف�سن�ستخدمه بالإ�سافة اإلى 

اأي �سلع اآخر يرتبط براأ�س ثالث. 
اأن G مترابط، فاإن اأن G يحقق ال�سرطين المتكافئين A و C، ثم نح�سل على D. وبما   لإتمام الإثبات؛ نفتر�س 
  (G) ≥ 1. الآن، خذ في الح�سبان ال�سلعين uv و xy، اأ�سف اإلى G الراأ�سينw و z حيث {u,v} جوار لـ w، و {x,y} جوار

  G' مترابط من الدرجة 2، فاإن تمهيدية التو�سيع )3.2.4( ت�سمن اأن البيان الناتج عن الإ�سافة G وبما اأن .z لـ
مترابط من الدرجة 2. لذا، فاإن ال�سرط C يتحقق في  .'G وبناءً عليه، فاإن z و w يقعان في حلقة C في .'G وبما 
اأن درجة كل من z و w ت�ساوي 2، فاإن C تحوي الم�سارات u،w،v و  x،z،y ول يحوي ال�سلعين uv اأو xy. ا�ستبدل 
■  .G في xy و uv للح�سول على الحلقة المطلوبة التي تمر بـ xy و uv ال�سلعين C في  x, z,y و u,w,v  بالم�سارات

u x

v y

zw

 u,w,v الم�سار  ت�سمى   uv ال�سلع  ا�ستبدال  عملية  فاإن   ،G بيان  في  �سلعًا   uv كان  اإذا  تعريف:   .5.2.4 
 .uv راأ�س جديد( بق�سمة )تق�سيم( ال�سلع w)

u v u w v
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163 k البيانات المترابطة من الدرجة  2.4

6.2.4. النتيجة: اإذا كان G مترابطًا من الدرجة 2، فاإن البيان'G  الناتج عن ق�سمة اأحد اأ�سلاع G يكون 
مترابطًا من الدرجة 2. 

الإثبات: افتر�س اأننا ح�سلنا على 'G  من G باإ�سافة الراأ�س w لق�سمة ال�سلع uv. لإثبات اأن 'G مترابط من 
 .)4D.2.4 النظرية( G' من .e،f الدرجة 2؛ يكفي اأن نجد حلقة تمر ب�سلعين اختياريين

بما اأن G مترابط من الدرجة 2، فاإن اأي �سلعين من G يقعان في حلقة م�ستركة )النظرية 4D.2.4(. عندما 
ا، اإل اإذا كان ال�سلع  يقع ال�سلعان e،f من اأ�سلاع 'G في G، فاإن الحلقة التي يقعان فيها تكون حلقة في 'G اأي�سً
uv �سلعًا في هذه الحلقة؛ ففي هذه الحالة، نعدّل الحلقة باأن يحل محل ال�سلع uv م�سار من u اإلى v طوله 2 يمرُّ 
من خلال w. عندما e ∈ E(G) و f ∈ {uw,wv}، فاإننا نعدل الحلقة التي تمرُّ خلال e وuv في G، وعندما 
■   .uv فاإننا نعدل حلقة تمرُّ خلال ،{e,f}={uw,wv}

تتمتع البيانات المترابطة من الدرجة 2 ب�سفة مميزة تعبرِّ عن بناء كلٍّ من هذه البيانات من حلقة وم�سارات. 

ف اأذُن )اأو مِقب�س( (ear) البيان G على اأنه م�سار في G محتوى في حلقة، بحيث يكون  7.2.4. تعريف: نعرِّ
 ،G ونق�سد بالتفكيك المقب�سي للبيان .G اأكبر ما يمكن من حيث عدد الروؤو�س الداخلية التي درجتها 2 في
 . Po ∪ … ∪ Pi مِقب�س اأو اأُذن لـ (i ≥ 1) Piحلقة، و P0 حيث ،P0،…،Pk على اأنه تَفكيك على ال�سكل

P0

P4

P2 P1

P3

(Whitney [1932a]) 8.2.4. نظرية
يكون البيان مترابطًا من الدرجة 2 اإذا وفقط اإذا وُجِدَ له تفكيك مقب�سي. بالإ�سافة اإلى ذلك، فاإن كلَّ حلقة 

في بيان مترابط من الدرجة 2 تمثّل اأول حلقة )حلقة البدء( لتحليل )تفكيك( مقب�سي. 
مقب�س  اإ�سافة  اأن  اأثبت  فيكفي   ،2 الدرجة  من  مترابط  بيان  هي  حلقة  اأيّ  اأنّ  بما  الكفاية:  الإثبات: 
تحافظ على الترابط من الدرجة 2. افتر�س اأنَّ u،v النقطتان الطرفيتان للمقب�س P الذي �سي�ساف اإلى بيان 
يبقى مترابطًا   G+uv فاإن  لذا،  الترابط.  تنق�س مقدار  اإ�سافة �سلع ل  اأن  2. لحظ  الدرجة  G مترابط من 
P مقب�س )اأذن(. لذا،  G∪P حيث  البيان  اإلى   G + uvاإجراء عمليات ق�سمة �سلع يحول اإن   .2 من الدرجة 

وبا�ستخدام النتيجة 6.2.4، فاإن كلّ ق�سمة �سلع تحافظ على الترابط من الدرجة 2.
له تحليلًا مقب�سيًّا من حلقة  نبني )نجد(  فاإننا   ،2 الدرجة  G مترابطًا من  بيان  اأُعطينا  اإذا  ال�سرورة: 
C في G. افتر�س اأن G0=C، اجعل Gi يمثِّل البيان الجزئي الذي تح�سل عليه باإ�سافة i من المقاب�س بالتتابع. 
اإذا كان  Gi ≠G، فنختار �سلع uv ∈ G-E(Gi) و�سلع xy في E(Gi) وبما اأن G مترابط من الدرجة 2، اإذن 

 .xy و uv تحوي كلاًّ من C' توجد حلقة
 .P ؛ واحد عند كل طرف من طرفيGi ويحوي راأ�سين فقط من ،uv الذي يحوي C' الم�سارُ في P َّافتر�س اأن
ا، وتنتهي هذه  الآن، ن�ستطيع اإ�سافة P اإلى Gi للح�سول على بيان جزئي اأكبر Gi+1 والذي يمثل P فيه مقب�سً
■ العملية فقط عندما نح�سل على G كله. 
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2، ونعلم كذلك اأن عك�س هذه  2 يكون مترابطًا �سلعيًّا من الدرجة  اأن كل بيان مترابط من الدرجة  نعلم 
مثلثين  من  يتاألف  الذي  البيان  هو   (bowtie) ال�سكل(  )فرا�سي  الفرا�سة  �سكل  اأن  تذكر  �سحيح.  غير  العبارة 
م�ستركين في راأ�س واحد فقط. اإن هذا البيان مترابط �سلعيًّا من الدرجة 2، ولكنه غير مترابط من الدرجة 2. 
وبما اأن الكثير من البيانات تكون مترابطة �سلعيًّا من الدرجة 2، فاإن تحليل هذا النوع من البيانات يحتاج اإلى 

عملية اأعمّ من ال�سابق. اإن اإثبات هذا ي�سبه اإثبات النظرية 8.2.4 

 C بحيث اإن الروؤو�س في ،C على اأنه حلقة G ف المقب�س )الأذن المغلقة( المغلق في بيان 9.2.4. تعريف: نُعرِّ
اأنه تحليل على  G على  لبيان  المغلقة  المقاب�س  ف تحليل  الدرجة. ويعرِّ ثنائية  جميعها ما عدا واحدًا تكون 

 Po∪ … ∪Pi  اإما مقب�س )مفتوح( اأو مقب�س مغلق في (i > 1) Pi حلقة، و Po حيث ،P0,...,Pk ال�سكل

10.2.4. نظرية: يكون البيان مترابطًا �سلعيًّا من الدرجة 2 اإذا وفقط اإذا وُجِدَ له تحليل مقب�سي مغلق. وكل 
حلقة في البيان المترابط �سلعيًّا من الدرجة 2 تكون اأول حلقة )حلقة البداية( لتحليل من هذا النوع. 

الإثبات: الكفاية: تذكر )النظرية 1.2.14( اأنَّ الأ�سلاعَ الفا�سلة اأ�سلاعٌ غير موجودة في حلقات. لذا، فاإن 
البيان المترابط يكون مترابطًا �سلعيًّا من الدرجة 2 اإذا وفقط اإذا كان كل �سلع من اأ�سلاعه يقع في حلقة. واأن 
ا مغلقًا، فاإن اأ�سلاعه ت�سكل حلقة. وعندما  2. عندما ن�سيف مقب�سً حلقة البداية مترابطة �سلعيًّا من الدرجة 
P يكمل )يتم( حلقة تحوي  اأطراف  G يربط بين  فاإن م�سارًا في   ،G لبيان مترابط   P ا مفتوحًا  ن�سيف مقب�سً
اأ�سلاع P كلّها. وفي الحالت جميعها فاإن البيان الناتج يكون مترابطًا. لذا، فاإن اإ�سافة مقب�س مفتوح اأو مغلق 

تحافظ على الترابط ال�سلعي من الدرجة 2.
 Po,…,Pi اجعل ،G حلقة في Po مترابطًا �سلعيًّا من الدرجة 2. افتر�س اأن G ال�سرورة: اإذا اأعُطينا بيان
تحليلًا مقب�سيًّا مغلقًا لبيان جزئي Gi من G. اإذا كانت Gi ≠ G، فبا�ستطاعتنا اإ�سافة مقب�س لـ Gi. وبما اأن 
G مترابط، اإذن يوجد �سلع uv ∈ E(G) – E(Gi) حيث u ∈ V(Gi). وبما اأن G مترابط �سلعيًّا من الدرجة 
لنا لغاية الآن اإما م�سارًا اأو حلقة  2، فاإن uv يقع في حلقة C. تتبع C حتى تعود اإلى V(Gi)، وبهذا نكون قد �سكَّ
ا مفتوحًا اأو مغلفًا. ل فيه P مقب�سً  P. وباإ�سافة P اإلى Gi، فاإننا نح�سل على بيان جزئي Gi+1 اأكبر من Gi ي�سكِّ
■ ول بدّ لهذه العملية اأن تنتهي بح�سولنا على G كله. 

)Connectivity of Digraphs( ترابط البيانات الموجهة
تنطبق النتائج التي ح�سلنا عليها والمتعلقة بالبيانات المترابطة والمترابطة �سلعيًّا من الدرجة k على البيانات 
الموجهة المترابطة والمترابطة �سلعيًّا من الدرجة k، حيث ن�ستخدم م�سطلحات م�سابهة اأو مماثلة للتي ا�ستُخدمت 

في حال البيانات. 

11.2.4. تعريف: تعرّف المجموعة الفا�سلة اأو قاطعة الروؤو�س لبيان موجه D على اأنها مجموعة جزئية S من 
اأنه اأ�سغر حجم لمجموعة  𝜅𝜅(D) على  D-S غير مترابط بقوة. ويعرّف مقدار الترابط  اإن  V(D)، بحيث 
روؤو�س S، بحيث اإن  D-S غير قوي اأو له راأ�س واحد فقط. ونقول: اإن البيان الموجه D مترابط من الدرجة 

k اإذا كان مقدار ترابطه ي�ساوي k على الأقل. 
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اإذا كانت كلٌّ من S و T مجموعتي روؤو�س في بيان موجه D، فاجعل [S,T] تمثل مجموعة الأ�سلاع التي ذيل 
 .S ⊂ V(D) و S ≠ حيث ،[S,S] نق�سد بالقاطعة ال�سلعية المجموعة .T وراأ�س كلّ منها في ،S كلّ منها في
ونقول: اإن البيان الموجه D مترابط �سلعيًّا من الدرجة k اإذا وُجد k من الأ�سلاع في كل قاطعة �سلعية على الأقل. 

.𝜅𝜅'(D) يُ�سمّى اأقلُّ حجم لقاطعة �سلعية مقدارَ الترابط ال�سلعي ويُرمز اإليه بالرمز

اإعادة تعريف  S، فاإنا ن�ستطيع  |[S,S]|، عددُ الأ�سلاع الخارجة )المغادرة( من  اأن  ملاحظة: بما   .12.2.4
الترابط ال�سلعي على ال�سورة الآتية: 

ياأتي: لكل مجموعة  اإذا تحقق ما  اإذا وفقط   k G مترابط �سلعيًّا من الدرجة  البيان الموجه  اأو  البيان  اإن  نقول: 
 .)S الخارجة من( S المغادرة لـ G من اأ�سلاع k يوجد على الأقل V(G) من S جزئية فعلًا

لحظ اأن [S,T] هي مجموعة الأ�سلاع من S اإلى T. يعتمد معنى هذا الرمز على G من حيث اإنّه بيان اأو 
بيان موجّه؛ ففي حالة البيان، يكون الحديث عن الأ�سلاع التي نقاطها الطرفية في كلتا المجموعتين. اأما في حال 
■  .T وذيولها في S البيان الموجه فيكون الحديث عن الأ�سلاع التي روؤو�سها في

تنويه: ت�سبه البياناتُ الموجهةُ القويةُ البياناتِ المترابطةَ �سلعيًّا من الدرجة 2.

13.2.4. ق�ضية: اإن اإ�سافة مقب�س )موجه( اإلى بيان موجّه قوي )مترابط بقوة( تعطي بيانًا موجهًا اأكبر. 
ا اإذا وفقط اإذا تحقق ما ياأتي: يوجد �سلع مغادر  الإثبات: نعلم من الملاحظة 12.2.4 اأن البيان الموجّه يكون قويًّ
ا مفتوحًا )مغلقًا( P اإلى بيان موجّه قوي D، فاإنه يوجد  لكل مجموعة جزئية فعلًا من الروؤو�س. اإذا اأ�سفنا مقب�سً
لكل مجموعة S حيث  ⊂ S ⊂V(D) �سلعًا من S اإلى V(D)-S. لذا، يجب علينا فقط معالجة المجموعات التي 
ل تتقاطع مع V(D) والمجموعات التي تحوي V(D) كلها، ولكنها ل تحوي V(P) كلها. يوجد �سلع لكلِّ مجموعة 
■  .P من هذه المجموعات يغادرها من خلال
ال�سوؤال المطروح الآن: متى ن�ستطيع عمل �سبكة من  الطرق بحيث تكون جميعها في اتجاه واحد، وبحيث يمكن 
؟ لحظ اأنه ل يوجد  الو�سول من اأي مكان اإلى اأي مكان اآخر؟ وبكلمات اأُخرى: متى يكون للبيان الموجه توجيهٌ قويٌّ

ا اأن ال�سروط ال�سرورية هي نف�سها كافية للاإجابة عن �سوؤالنا.  توجيه قوي للبيان اأدناه. ولحظ اأي�سً

 (Robbins [1939]).  :14.2.4. نظرية
يوجد للبيان توجيه قوي اإذا وفقط اإذا كان مترابطًا �سلعيًّا من الدرجة 2.

الإثبات: ال�سرورة: اإذا كان البيان G غير مترابط، فهناك بع�س الروؤو�س التي ل يمكن الو�سول اإليها من روؤو�س 
اأخرى مهما كان التوجيه الم�ستخدم. 

 x فاإنه ل يمكن الو�سول اإلى ،D سمن توجيه� y اإلى x موجه من xy )سلع فا�سل )قاطع� G اإذا وُجد للبيان
من y �سمن D. لذا، يجب اأن يكون G مترابطًا، ولي�س له �سلع قاطع. 

الكفاية: عندما يكون G مترابطًا �سلعيًّا من الدرجة 2، فيوجد له تفكيك مقب�سي مغلق. لذا، نعطي توجيهًا 
ا جديدًا، فاإننا نوجهه بتنا�سق. لذا، فاإن  متنا�سقًا لأول حلقة للح�سول على بيان موجه قوي. وكلما اأ�سفنا مقب�سً
■ الق�سية 13.2.4 ت�سمن ا�ستمرارية ح�سولنا على بيان موجه قوي. 
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الفصل 4     الترابط والمسارات166

فاإن   ،k الدرجة  توجيه مترابط �سلعيًّا من   G لـ  يكون  k. عندما  لأي   Robbin روبن  تعميم نظرية  يمكن 
الملاحظة 12.2.4 ت�سمن اأن G يكون مترابطًا �سلعيًّا من الدرجة 2k. لقد اأثبت العالِمان نا�س ووليامز في العام 
ا. يكون للبيان توجيه مترابط �سلعيًّا من الدرجة k اإذا وفقط اإذا كان  1960م اأن ال�سرط ال�سروري كاف اأي�سً
البيان مترابطًا �سلعيًّا من الدرجة 2k. ويعدّ هذا �سهلًا عندما يكون G بيانًا اأويلريًّا )التمرين 21(، ولكن الحالة 
التوجيهات  اإلى بع�س م�سائل  بالإ�سافة  الم�ساألة  لهذه  �ساملة  36-38(. توجد مناق�سة  العامة �سعبة )التمارين 

.(Frank [1993]) الأخرى في كتاب

 k ا من الدرجة البيانات المترابطة من الدرجة k والمترابطة ضلعيًّ
)K-connected and k-edge-Connected Graphs(

لقد قدمنا مقيا�سين للربط الجيد، هما: المناعة �سد الحذف، وتكرار الم�سارات البديلة. وبتعميم )تمديد( 
الروؤو�س  من  كلٍّ  حذف  اإلى  بالن�سبة  نف�سه  ال�سيء  هما  الميزتين  هاتين  اأن  �سنثبت  (whitney›s)؛  وتني  نظرية 

ا.  والأ�سلاع، وي�سترك في ذلك البيانات والبيانات الموجهة اأي�سً
التعريفات  اإن هذه   .V(G) y في  و   x ثابت  y لزوج  اإلى   x الم�سارات من  اأولً، �سنناق�س )مو�سعيًّا( م�ساألة 

�سحيحة لكلٍّ من البيانات والبيانات الموجهة.
 ،x،y فا�سل للم�سار V(G) – {x,y} المحتواة في S نقول: اإن المجموعة x،y ∈ V(G) 15.2.4. تعريف: لتكن
اأو قاطع للم�سار x،y اإذا كان G-S يخلو من الم�سارات من x اإلى y. اجعل  𝜅𝜅(x,y) تمثل اأ�سغر حجم لقواطع 
 .y x اإلى  (x,y) تمثل اأكبر حجم لمجموعة منف�سلة داخليًّا زوجًا زوجًا من الم�سارات من  x،y. واجعل  الم�سار 
لتكن   ،X.Y ⊆ V(G) نق�سد بالم�سار X،Y الم�سار الذي راأ�سه الأول في X ، وراأ�سه الأخير في Y،  ولي�س له اأيّ 

 .Y ∪  X  روؤو�س اأخرى في
بما اأن اأي قاطع للم�سار x,y يحوي راأ�سًا داخليًّا لكل م�سار من x اإلى y، ول يوجد اأي راأ�س ي�ستطيع ف�سل اأي 

م�سارين منف�سلين داخليًّا من x اإلى y، فاإن 𝜅𝜅(x,y) ≥ λ(x,y) دائمًا. 
)ازدواجية(                          ثنوية  م�سائل  هي  م�سارات  مجموعة  اأكبر  اإيجاد  وم�ساألة  قاطع،  اأ�سغر  اإيجاد  م�ساألة  فاإن  لذا، 
(dual problems). مثل الثنوية )الزدواجية( بين المواءمة (matching) والتغطية (Covering) في الف�سل الثالث. 

 x,y عبارة عن قاطع للم�سار S={b,c,z,d} المر�سوم اأدناه، لحظ اأن المجموعة G 16.2.4. مثال: في البيان
حجمه 4. لذا، فاإن 𝜅𝜅(x,y) ≤ 4. وكما يظهر من ال�سكل على الي�سار، يوجد للبيان G اأربعة م�سارات منف�سلة 

.𝜅𝜅(x,y) = λ(x,y) = 4 دائمًا، فاإن 𝜅𝜅(x,y) λ )x,y( وبما اأن .λ(x,y) ≥ 4  لذا، فاإن .y اإلى x داخليًّا من

u w

a b

c

y

x d

vz u w

a b

c

y

x d

vz

افتر�س الزوج w،z، كما يظهر عن اليمين، k(w,z( = λ)w,z) = 3، لحظ اأن {b,c,x} تمثل قاطعًا اأ�سغر 
للم�سار w، z. اإن البيان G مترابط من الدرجة 3. لذا، فلكل زوج u,v ∈ V(G) ، ن�ستطيع اإيجاد ثلاثة م�سارات 

 .v اإلى u منف�سلة داخليًّا من
ومن الم�ساواة للم�سارات المنف�سلة داخليًّا، ن�ستطيع الح�سول على م�ساواة للم�سارات المنف�سلة �سلعيًّا. لحظ 
 ،z w جميعها اإلى  اأ�سلاع لف�سل الم�سارات من  اأربعة  اأنه يلزمنا  اإل  اأنه على الرغم من اأن 𝜅𝜅(w,z)=3 اأعلاه، 
■ وكذلك يوجد 4 م�سارات من w اإلى z منف�سلة �سلعيًّا زوجًا زوجًا. 
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167 k البيانات المترابطة من الدرجة  2.4

اإن  𝜅𝜅(x,y) = (x,y) تتحقق مو�سعيًّا دائمًا.  اأن الم�ساواة   (Menger's Theorem) تفيد نظرية منجر
بالبيانات  والمتعلقة  ال�سلعي  الترابط  بمقدار  المتعلقة  المماثلة  والنتائج  الترابط  بمقدار  المتعلقة  الكلية  الم�ساألة 
�سور  من  �سورة  دائمًا  كانت  جميعها  والنظريات  النقا�سات  هذه  ولكن  اآخرين،  قبل  من  نوق�ست  قد  الموجهة 
نظرية منجر؛ حيث ظهر اأكثر من خم�سة ع�سر اإثباتًا لهذه النظرية؛ بع�سها اأعطى نتائج اأقوى، في حين كان بع�سها 

الآخر غير �سحيح. )لقد عالج )كونـج( könig الفجوة الموجودة في النظرية الأ�سلية لمنجر(. 
اإن  بحيث   ،G البيان  روؤو�س  من  راأ�سين   y, x كان  اإذا   (Menger [1927]) منجر.  نظرية   .17.2.4 
xy ∉ E(G)  فاإن اأ�سغر حجم لقاطع من قواطع الم�سار x, y ي�ساوي اأكبر عدد من الم�سارات من x اإلى y بحيث 

تكون هذه الم�سارات منف�سلة داخليًّا زوجًا زوجًا. 
 x, y راأ�سًا داخليًّا من كل م�سار من مجموعة الم�سارات x, y الإثبات: يجب اأن يحوي اأي قاطع للم�سارات

 .𝜅𝜅(x,y) ≥ λ(x,y) المنف�سلة داخليًّا زوجًا زوجًا، ويجب اأن تكون هذه الروؤو�س مختلفة. لذا، فاإن
تعطي   xy ∉ E(G)هنا  n(G)=2 الأ�سا�س:  الخطوة   .n(G) على  ال�ستقراء  ن�ستخدم  الم�ساواة؛  لإثبات 

 .𝜅𝜅(x,y)=λ(x,y)=0

هذه  تكون  بحيث   y اإلى   x من  م�سارًا   k �سنبني   .k = 𝜅𝜅G (x,y) اأن  افتر�س   .n(G) > 2 ال�ستقراء:  خطوة 
الم�سارات منف�سلة داخليًّا زوجًا زوجًا. وبما اأن N(x) و N(y) تمثل قواطع للم�سارات x،y، فلا يوجد قاطع اأ�سغر 

يحوي N(y), N(x) بو�سفها مجموعات جزئية فعلية. 
الحالة الأولى: يوجد للم�سارات x،y في G قاطع اأ�سغر S مختلف عن N(x) و N(y). وللح�سول على k م�سارًا 
المطلوبة؛ ن�سم الم�سارات x،S اإلى الم�سارات S،y التي نح�سل عليهما من فر�سية ال�ستقراء )الخطوط المت�سلة في 
 .S،y هي الروؤو�س الموجودة على الم�سارات V2 و ،x،S الروؤو�سُ الموجودةُ على الم�سارات V1 َّال�سكل اأدناه(.افتر�س اأن
الآن، ندعي اأن S=V1 ∩ V2. وبما اأن S قاطع اأ�سغر للم�سارات x،y، فاإن كل راأ�س في S يقع على م�سار من x اإلى 
y. لذا، فاإن S ⊆ V1 ∩ V2. اإذا كانت v∈(V1 ∩ V2) - S، فتتبع الجزء x،v من اأحد الم�سارين x،S، ومن ثم 
تتبع الجزء y،v لأحد الم�سارين S،y لتح�سل على م�سار من x،y ل يتقاطع مع القاطع S للم�سارين x،y. اإن هذا 
 .N(x)-S فتحذف V2 اأما ،N(y)-S تحذفV1  وبطريقة التعليل نف�سها، نجد اأن .S=V1∩V2 م�ستحيل. لذا، فاإن
 G [V2] للبيان x' باإ�سافة راأ�س H2 ْن نْ H1 باإ�سافة راأ�س ý للبيان G[V1] واأ�سلاعًا تنطلق من S، ثم كوِّ كوِّ
واأ�سلاعًا تنطلق من 'x اإلى S. لحظ اأن كل م�سار x،y في G يبداأ بم�سار x،S )محتوى في H1(. لذا، فاإن كل قاطع 

 .𝜅𝜅H2 =(x',y) وبالمثل نجد اأن . 𝜅𝜅H1 =(x,y' ) ولذلك، نجد اأن .G في x،y يكون قاطعًا لـ H1 في x،y'
وبما اأن V1 تحذف N(y)-S، و  V2تحذف N(x)-S، فاإن كلاًّ من H1 و H2 اأ�سغر من G. ومن هنا، فاإن 
  H1 م�سارًا في k من y' فاإن حذف ،V1∩V2=S وبما اأن .λH1 (x,y')=k=λH2(x',y) فر�سية ال�ستقراء تعطي اأن
و 'x من الـ k م�سارًا في H2 يعطي الم�سارات x،S و S،y في G اللازمين لت�سكيل k من الم�سارات المنف�سلة داخليًّا، 

 .G في y و x والتي تربط بين
  S

G
    case 1

y
x

V1 V2
S

H1

y`
x

S

H2

x` y

G`
Case 2

x` y

 
 

الحالة الثانية: كل قاطع اأ�سغر للم�سارات x،y اإما اأن يكون N(x) اأو N(y). ثانية �سنقوم ببناء k م�سارًا 
حالة 1حالة 2
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الفصل 4     الترابط والمسارات168

.x،y ل يقع في قاطع اأ�سغر للم�سارات {x ∪ N (x) ∪ N ( y) ∪ y} المطلوبة. في هذه الحالة، كل راأ�س خارج 
G-v، نح�سل على  v مثل هذا الراأ�س، فاإن kG-v(x,y)=k، وبتطبيق فر�سية ال�ستقراء على  G راأ�س   اإذا وُجد لـ 
 الم�سار x،y المطلوب في G. وكذلك اإذا وُجد u في N(x)∩N(y)، فاإن u يظهر في كل قاطع للم�سارات x،y، ويكون
kG-u(x,y)=k-1.الآن، وبعد تطبيق فر�سية ال�ستقراء على G-v، فاإننا �سنح�سل على k-1 م�سارًا ن�سمها للم�سارات 
اأنَّ  'Gالبيانُ  N(y) تجزئة للمجموعةV(G)- {x,y}. افتر�س  N(x) و  اأنَّ كلاًّ من  x،u،y. لذا، يمكن افترا�س 
الثنائيُّ الفرع الذي مجموعتا روؤو�سه N(x) و N(y) ومجموعة اأ�سلاعه [N(x),N(y)]. لحظ اأن كل م�سار x،y في 
 (G')=k ،اإذن ، G' هي روؤو�س تغطية G في x,y لذا، فاإن قواطع الم�سارات .N(y) اإلى N(x) ي�ستخدم �سلعًا من G
 k اإن هذه الـ .k حجمها (matching) مواءمة G' فاإنه يوجد للبيان ،Köning – Egervāry وبا�ستخدام نظرية .
■ �سلعًا تعطي k من الم�سارات x،y المنف�سلة داخليًّا زوجًا زوجًا طول كل منهما ي�ساوي 3. 
ن�ستطيع  ل   S=N(x) فيها  يكون  التي  الحالة  في  لأنه  الإثبات؛  في  الثانية  الحالة  اإلى  نحتاج  اأننا  لحظ 
ا�ستخدام فر�سية ال�ستقراء للح�سول على الم�سارات S،y. اإن منطوق النظرية 17.2.4 يبقى �سحيحًا للبيانات 
اأينما   N(y) و   N(x) محل   N -(y) و   N +(x) تحل  اأن  بعد  نف�سها  النتيجة  يعطي  نف�سه  والإثبات  الموجهة، 

وجدتا. 
يوجد  )ل  �سلعيًّا  المنف�سلة  الم�سارات  على  لتطبيقها   17.2.4 للنظرية  مماثلة  نظرية  ياأتي  فيما  �سنطوّر 
اآخر  لبيان  محول  بيان  على  مطبقة   17.2.4 النظرية  با�ستخدام  �سنثبتها  والتي  م�ستركة(  اأ�سلاع   بينها 
(transformed graph) من خلال عملية تحويل معينة، علمًا باأننا �سن�ستخدم هذه العملية مرة ثانية في الف�سل ال�سابع. 

18.2.4. تعريف: نعرف البيان الخطاني للبيان L(G).G (line graph) على اأنه البيان الذي روؤو�سه هي 
اأ�سلاع G؛ حيث ef ∈ E(L(G)) عندما e = uv و f = vw في G. وبو�سع كلمة بيان موجه بدلً من بيان 
 f و e في العبارة ال�سابقة، فاإننا نح�سل على تعريف البيان الموجه الخطاني. وفي حالة البيانات، لحظ اأن

 .f ذيلًا لـ e ي�ستركان في راأ�س، وفي البيانات الموجهة، يكون راأ�س

jj
gg ff

ee

ii

hh

gg

f
f

ee hh

L H ( H )L G ( G )

عند ف�سل x عن y بحذف الأ�سلاع، ن�ستخدم رموزًا م�سابهة للرموز التي ا�ستخدمت في التعريف 15.2.4. 
فمثلًا، الرمزλ' (x,y) ي�سير اإلى حجم اأكبر مجموعة من  الم�سارات x،y المنف�سلة �سلعيًّا زوجًا زوجًا. في حين 
العام  في   .x من   y اإلى  الو�سول  يمكن  ل  بحيث  حذفه  يلزم  الأ�سلاع  من  عدد  اأقل  اإلى   𝜅𝜅'(x,y) الرمز  ي�سير 
دائمًا   λ'(x,y)=𝜅𝜅'(x,y)  اأن  Ford – Fulkerson وElias-Feinstein-shanon  من كلٌّ  اأثبت  1956م، 

)با�ستخدام طرق موجودة في الجزء 3.4(.
 . xy∈E(G) تنويه: لحظ هنا اأننا ن�سمح بوجود الأ�سلاع المكررة، كما ن�سمح باأن يكون

19.2.4. نظرية: اإذا كان كلٌّ من x و y راأ�سين مختلفين لبيان اأو لبيان موجه G، فاإن اأ�سغر حجم لمجموعة 
اأ�سلاع تف�سل x عن y ي�ساوي اأكبر عدد من الم�سارات من x اإلى y المنف�سلة �سلعيًّا زوجًا زوجًا. 

هذا اإن   .sx،yt هما:  جديدين  و�سلعين   ،s،t هما:  جديدين،  راأ�سين  باإ�سافة   G' اإلى   G ل  عدِّ  الإثبات: 
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169 k البيانات المترابطة من الدرجة  2.4

ا. وكذلك يمكننا اأن نفكر اأن كل م�سار يبداأ من  ال�سلع sx وينتهي بال�سلع  ل يغير 𝜅𝜅'(x,y) ول يغير λ'(x,y) اأي�سً
yt. اإن مجموعة من الأ�سلاع في G تف�سل y عن x اإذا وفقط اإذا كانت مجموعة الروؤو�س في L(G') المرتبطة بهذه 
الأ�سلاع ت�سكل قاطعة sx,yt. وبالمثل، فاإن الم�سارات x،y المنف�سلة �سلعيًّا في G ت�سبح م�سارات sx,yt منف�سلة 
داخليًّا في L(G') والعك�س �سحيح. وبما اأن x≠y، فلا يوجد �سلع من sx اإلى ty في .L(G') وبتطبيق النظرية 

17.2.4 على L(G') يكون:  

■  .𝜅𝜅'G (x,y) = 𝜅𝜅L(G' )(sx,yt) = λL(G' )(sx,yt) = λ'G (x,y).

b

a d

b

x f
g

tys

e

e g

ytsx

a

c
c

d f

لوحظت الن�سخة ال�ساملة للبيانات المترابطة من الدرجة k من قِبَل whitney عام [1932م]، والتي من ال�سائع ت�سميتها 
 .Ford-Fullkerson نظرية منجر. اأما الن�سخة ال�ساملة للاأ�سلاع والبيانات الموجهة فقد ظهرت في العام 1956م في مقالة

20.2.4. تمهيدية. اإن حذف �سلع من بيان معين ينق�س مقدار الترابط بمقدار واحد على الأكثر. 
كل  اأن  7. بما  التمرين  اإلى  الموجهة  البيانات  تاركين حالة  البيانات  التمهيدية في حال  �سنثبت هذه  الإثبات: 
مجموعة فا�سلة لـ G هي مجموعة فا�سلة لـ G-xy، فاإن 𝜅𝜅(G-xy) ≤ 𝜅𝜅(G)، لحظ اأن الم�ساواة تتحقق اإل اإذا 
وُجد لـ G-xy مجموعة فا�سلة حجمها اأقل من 𝜅𝜅(G)، وعليه ل تكون مجموعة فا�سلة لـِ G. وبما اأن G-s مترابط، 
فاإن هناك مركبتين للبيان G-xy-s هما: G[X ] و G[Y ]، حيث x ∈ X و y ∈ Y. في G-S، لحظ اأن ال�سلع 

 .xy هو Y و X الفريد الذي يربط
 اإذا كان X| ≥ 2|، فاإن S ∪{x} مجموعة فا�سلة لـ G، واأن 𝜅𝜅(G) ≤ 𝜅𝜅(G - xy) + 1، واإذا كان

 |S| < 𝜅𝜅(G)وبما اأننا افتر�سنا اأن ،|S| = n(G) - 2 فاإن المتباينة تكون متحققة. اأما في الحالة المتبقية ،|Y| ≥ 2 
و S| = n(G) -2| ، �سنجد اأن 𝜅𝜅(G) ≥ n(G) -1، والتي تتحقق فقط للبيانات التامة.

■  اإذن، 𝜅𝜅(G - xy) = n(G) – 2 = 𝜅𝜅(G) - 1 وهو المطلوب. 

λ (x,y)≥ k لكل،x,y ∈ V(G)  في حين  k حيث  اأكبر عدد  G ي�ساوي  اإن مقدار ترابط  نظرية:   .21.2.4
ي�ساوي مقدارُ الترابط ال�سلعي للبيان G اأكبَر عدد k حيث λ' (x,y) ≥ k لكل x,y ∈ V(G). لحظ اأن النتائج 

�سحيحة لكلٍّ من البيانات والبيانات الموجهة. 

الترابط  حالة  النتيجة في  تعطي   19.2.4 النظرية  فاإن   ،𝜅𝜅' (G)=minx,y ∈V(G) 𝜅𝜅' (x,y( اأن الإثبات: بما 
ا اأن 𝜅𝜅(G) هي اأ�سغر قيمة  ال�سلعي. لحالة الترابط، نعلم اأن 𝜅𝜅(x,y)=λ(x,y) حيث x y ∉ E(G)، ونعلم اأي�سً
 .x y ∈ E(G) عندما 𝜅𝜅(G) ل يمكن اأن تكون اأقل من (x,y) من هذه القيم. لذا، نحتاج فقط اإلى اإثبات اأن
وبالتاأكيد، اإن حذف xy ينق�س λ(x,y) بمقدار 1. وبما اأن xy نف�سه يمثل م�سارًا من x اإلى y، ول يمكن اأن يقع في 

اأي م�سار اآخر من x اإلى y. وبا�ستخدام النظرية 17.2.4 والتمهيدية 20.2.4 فاإن: 
■  .λG(x,y) = 1 + λG-xy(x,y) = 1 + 𝜅𝜅G-xy (x, y) ≥ 1+ 𝜅𝜅(G - xy) ≥ 𝜅𝜅 (G)        
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الفصل 4     الترابط والمسارات170

)Applications of Menger's Theorem( تطبيقات على نظرية منجر
مَ Dirac نظرية منجر لعائلات اأخرى من الم�سارات.  لقد عمَّ

22.2.4. تعريف: ليكن x راأ�سًا، و U مجموعة من الروؤو�س، نعرف المروحة x, U على اأنها مجموعة الم�سارات 
من x اإلى U حيث ي�سترك اأي م�سارين من هذه الم�سارات في الراأ�س فقط. 

 .)Fan lemma, Dirac [1960]( :23.2.4. نظرية
حيث  U و   x لـ  خيار  ولكل  راأ�سًا،   k + 1 له  كان  اإذا  وفقط  اإذا   k الدرجة  من  مترابطًا  البيان   يكون 

 .k من الحجم x, U يوجد للبيان مروحة ،| U | ≥ k 
الإثبات: ال�سرورة: ليكن G بيانًا مترابطًا من الدرجة k، جد 'G من G باإ�سافة راأ�س جديد y يجاور كل راأ�س 
 .k ا مترابط من الدرجة في U، وبا�ستخدام تمهيدية التمديد اأو التو�سيع )التمهيدية 3.2.4( نجد اأن 'G اأي�سً
الآن، وبتطبيق نظرية منجر، يمكن الح�سول على k من الم�سارات x, y في 'G بحيث تكون هذه الم�سارات منف�سلة 

 .G في k حجمها x, U من هذه الم�سارات نح�سل على مروحة y داخليًّا، وبحذف
الكفاية: افتر�س اأن G يحقق �سرط المروحة، لكل v ∈ V(G)، ولكل U = V(G) – {vI} توجد مروحة 
 ،| U | ≥ k بما اأن ،U = N(z) واأن ،w, z ∈ V(G) الآن، افتر�س اأن .δ(G) ≥ k لذا، فاإن .k حجمها v, U
د( كل م�سار باإ�سافة �سلع اإلى z ، وبهذا نح�سل على k من  ع )مدِّ ف�سي�سبح  لدينا مروحة w, U حجمها k، و�سِّ
الم�سارات w, z المنف�سلة داخليًّا زوجًا زوجًا. لذا، فاإن λ(w, z) ≥ k، وهذا يتحقق لكل w, z ∈ V(G). لذلك، 
■  .k مترابط من الدرجة G فاإن

x y

G
U

يمكن تعميم تمهيدية المراوح كالآتي: عندما تكونX  و Y مجموعتين منف�سلتين من روؤو�س بيان G، حيث 
اإن هذا البيان مترابط من الدرجة k، وعندما نحدّد اأعدادًا �سحيحةً عند الروؤو�س في كل من X و Y بحيث يكون 
مجموع هذه الأعداد م�ساويًا k لكل مجموعة، فاإن  هناك k من الم�سارات X, Y  المنف�سلة داخليًّا زوجًا زوجًا. حيث 

ينتهي العدد المحدد عند كل نقطة )التمرين 28(. وكذلك، فاإن تمهيدية المروحة تعطي النتيجة الآتية:

24.2.4. نظرية* )Dirac [1960](. اإذا كان G بيانًا مترابطًا من الدرجة k)k ≥ 2(، وكانت S مجموعة 
تحوي k راأ�سًا من روؤو�س G، فاإن هذا يُوجِدُ حلقة في G تحوي S �سمن مجموعة روؤو�سها.

الإثبات: بال�ستقراء على k. الخطوة الأ�سا�س )k = 2(: ت�سمن النظرية 2.2.4 )اأو النظرية 21.2.4( اأن كل 
راأ�سين يرتبطان بم�سارين منف�سلين داخليًّا. وهذا ي�سمن وجود حلقة تحويها. 

ا من الدرجة k - 1، فاإن فر�سية ال�ستقراء  خطوة ال�ستقراء )k > 2(: اختر x ∈ S. بما اأن G مترابط اأي�سً
 ،k - 1 مترابط من الدرجة G بما اأن .n(C) = k - 1 افتر�س اأن .C جميعها تقع على حلقة S - {x} ت�سمن اأن
ع الحلقة لت�سمل x. لذا،  فلدينا مروحة x, V(C ) حجمها k – 1، وم�سارات المروحة اإلى راأ�سين متتابعين في C يو�سِّ
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171 k البيانات المترابطة من الدرجة  2.4

 .k حجمها x, V(C) مروحة G فيوجد في ،k مترابط من الدرجة G وبما اأن .n(C) ≥ k ن�ستطيع افترا�س اأن
 .S - {x} في حين يبقى ،x ي�سمل C الآن ندعي ثانيةً وجود م�سارين في المروحة ي�سكلان التفافًا )انعطافًا( عن
 ،vi+1 اإلى vi من V(C) تمثل الجزء من Vi واجعل .C على S - {x} هي ترتيب الروؤو�س v1,…,vk-1 افتر�س اأن

 .)vk = v1 هنا( vi+1 ولكن ل ت�سمل
تعمل المجموعات V1,...,Vk-1 تجزئة لـِ V(C) اإلى k - 1 مجموعة منف�سلة. وبما اأن المروحة x, V(C) تحوي 
k م�سارًا، فاإن م�سارين من هذه الم�سارات يدخلان V(C) في واحدة من هذه المجموعات با�ستخدام مبداأ �سناديق 
 C من u, u' ا�ستبدل بالجزء .C الراأ�سان اللذان ت�سل عندهما هذه الم�سارات اإلى u' و u الحمام. افتر�س اأن
■ م�سار x, u وم�سار 'x, u في المروحة لتح�سل على حلقة جديدة تحوي x و S - {x} كلها.  

v2v3

u
k = 4

v1u`

x

C

اإيجادها  المراد  الأ�سياء  ترتبط  بحيث  للم�ساألة  نموذج  اإيجاد  على  منجر  نظرية  تطبيقات  من  العديد  يعتمد 
المثال،  �سبيل  فعلى  معين.  لبيان  تحويل  على  يعتمد  تعليل  اإلى  ن�ستند  ما  وغالبًا  موجه،  بيان  اأو  بيان  في  بالم�سارات 
حيث   x1,…,xm المختلفة  العنا�سر  مجموعة  فاإن   ،X اتحادها  التي   A =A1,…,Am المجموعات  اأعُطينا   اإذا 
 (System of distinct representatives) ت�سمى نظام تمثيل بوا�ضطة العنا�ضر المختلفة xi ∈ Ai 
 I   [m]. لكل | i∈J Ai| ≥ |I|  هو اأن SDR اإن ال�سروط ال�سرورية واللازمة لوجود .(SDR) ويرمز اإليه بالرمز
ولإثبات ذلك؛ ن�ستخدم نظرية هال)Hall) باإيجاد نموذج يمثل A بو�سفه بيانًا ثنائي الفرع )التمرين 19.1.3(. في 

الحقيقة، اأثبتت نظرية هال)Hall) با�ستخدام لغة SDRs ، وهي تكافئ نظرية منجر )التمرين 23(. 

B = B1,…,Bm من  و   ،A = A1,…,Am عائلتين  اأ�سعب. خذ  م�ساألة  بحل   Fulkerson و   Ford كلٌّ من  قام  لقد 
المجموعات. وال�سوؤال: هل يوجد لهاتين العائلتين نظام تمثيل م�ضترك بوا�ضطة العنا�ضر المختلفة (CSDR)؟ 
ال�سروط  للعائلة B؟ لقد وجدا   SDR و  A للعائلة  SDR ت�سكل العنا�سر  m من  ونعني بذلك: هل يوجد 

ال�سرورية والكافية لذلك. 

 )Ford – Fulkerson [1958]( *25.2.4. نظرية

المختلفة  العنا�سر  بوا�سطة  م�سترك  تمثيل  نظام   B = {B1,…,Bm} و   A = {A1,…,Am} للعائلتين  يوجد 
 . I, J ⊆ ف[m] لكل زوج    𝐴𝐴𝐴𝐴𝐼𝐼𝐼𝐼

𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝐼𝐼𝐼𝐼
 ∩   𝐵𝐵𝐵𝐵𝐼𝐼𝐼𝐼

𝑗𝑗𝑗𝑗∈𝐽𝐽𝐽𝐽
  ≥  𝐼𝐼𝐼𝐼  𝐽𝐽𝐽𝐽 − 𝑚𝑚𝑚𝑚 

 

   𝐴𝐴𝐴𝐴𝐼𝐼𝐼𝐼
𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝐼𝐼𝐼𝐼

 ∩   𝐵𝐵𝐵𝐵𝐼𝐼𝐼𝐼
𝑗𝑗𝑗𝑗∈𝐽𝐽𝐽𝐽

  ≥  𝐼𝐼𝐼𝐼  𝐽𝐽𝐽𝐽 − 𝑚𝑚𝑚𝑚 

 

   𝐴𝐴𝐴𝐴𝐼𝐼𝐼𝐼
𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝐼𝐼𝐼𝐼

 ∩   𝐵𝐵𝐵𝐵𝐼𝐼𝐼𝐼
𝑗𝑗𝑗𝑗∈𝐽𝐽𝐽𝐽

  ≥  𝐼𝐼𝐼𝐼  𝐽𝐽𝐽𝐽 − 𝑚𝑚𝑚𝑚 

 

)CSDR( اإذا وفقط اإذا تحقق اأن 

في  عن�سر  لكل  راأ�س  اإلى  بالإ�سافة   b1,…,bm  و  a1,…,am هي:  روؤو�سه   G موجهًا  بيانًا  �سنجد  الإثبات: 
المجموعات، وراأ�سين خا�سين هما: s,t. اإن الأ�سلاع هي: 

{s a i: Ai ∈ A} {aix: x ∈ Ai}
{b j t:Bj ∈  B} {xbj: x ∈ Bj}

وُجِدَت مجموعة موؤلفة  اإذا  اإذا وفقط   CSDR ويوجد Bj. s,t عن�سرًا من تقاطع Ai مع  يختار كلُّ م�سار 

HE_Graph_CH04_9th_Draft_01.indd   171 2/19/2014   10:32:37 AM



الفصل 4     الترابط والمسارات172

من m من الم�سارات s،t المنف�سلة داخليًّا. وبا�ستخدام نظرية منجر، يكفي اإثبات اأن هذا ال�سرط يكافئ وجود 
 قاطع للم�سارات s،t حجمه اأقل من m. اإذا اأعطيت المجموعة R بحيث اإن R ⊆V(G) - {s, t}،افتر�س اأن
كان اإذا  وفقط  اإذا   s, t قاطع   R اأن  لحظ   .J={bj}- R: bj ∉ R و   I={ai} - R: ai ∉ R 

s, t للم�سارات R لذا، فللقاطع ،)⋃i∈ I Ai) ∩ )⋃j ∈ J Bj( ⊆ R 
 .|R| ≥ |(⋃ Ai) ∩ (⋃ Bj) + (m - |I| ) + (m - |J| ) :نجد اأن

اإن هذا الحد الأدنى ي�ساوي m على الأقل لكل قاطع للم�سارات s, t اإذا وفقط اإذا تحقق ال�سرط المن�سو�س 
عليه. )ي�سمل هذا التكافوؤ ملاحظة وجود قاطع لـ J و I جميعهما؛ حيث يتكون من خلف )توابع( s التي دليلها لي�س 
 ■ I، ومن �سلف )�سوابق( t التي دليلها لي�س J، وعنا�سر في المجموعة )i∈I Ai( ∩ )⋃j∈J Bj⋃( في الو�سط. 

a1
a2

a3 b3

b1

1

I J

2

3

4

R R
ts b2

 .CSDR 26.2.4. مثال : بيان موجه لـ
 A= {12.23.31} ، {1.2.3.4} :في المثال اأعلاه، العنا�سر هي

و B= {14.24.1334}. افتر�س اأن R ∩ {ai} = {a1, a2}، واأن R ∩ {bj} = {b1, b2}.  في التعليل، 
اجعل I = {a3} و J = {b3}، ولحظ اأن R يمثل قاطع s, t اإذا وفقط اإذا احتوى على {1،3} التي ت�ساوي 

■  
  

∈
 ∩   

∈
  

)Exercises( تمــارين
1.2.4. )-(: جد κ(u, v) و κ'(u, v) للبيان الموجود في ال�سكل اأدناه )م�ساعدة: ا�ستخدم الم�سائل الثنوية اأو 

الزدواجية )dual problems( لإعطاء براهين ق�سيرة للاأمثلية(. 

u v

اأحد  G بق�سمة  واإذا ح�سلنا على'G  من   ،2 الدرجة  G مترابطًا �سلعيًّا من  اإذا كان  اأنه  اأثبت   :)-(  .2.2.4
اأ�سلاع G، فاإن 'G مترابط �سلعيًّا من الدرجة 2. ا�ستخدم هذا لإثبات اأنه اإذا كان للبيان تحليل مقب�سي مغلق، 

فاإن البيان يكون مترابطًا �سلعيًّا من الدرجة 2 )تعليق: هذا اإثبات بديل للكفاية في النظرية 10.2.4(. 
3.2.4. )-( افتر�س اأن G بيان موجه حيث [12] تمثل مجموعة روؤو�سه، وحيث اإن  i  j اإذا وفقط اإذا كانت 

 .κ' )1 ، 1( κ و )12  و  i تق�سم j . جد )12 
4.2.4. )-( اأثبت العبارة الآتية اأو انق�سها: اإذا كان P م�سارًا من u اإلى v في بيان G مترابط من الدرجة 2. 

 .P منف�سل داخليًّا عن Q  بحيث اإن v اإلى u من Q فاإنه يوجد م�سار
 uv ∈ E(H) بحيث اإن V(G) تمثل البيان الذي روؤو�سه H(G) بيان ب�سيط، واجعل G 5.2.4. )-( افتر�س اأن

j ∈ Jj ∈ J
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173 k البيانات المترابطة من الدرجة  2.4

ا.  اإذا وفقط اإذا ظهر كل من  u و v في الحلقة نف�سها التي في G. اأعطِ تو�سيفًا للبيانات G بحيث يكون H بيانًا تامًّ
6.2.4. )-( ا�ستخدم النتائج الموجودة في هذا الدر�س لإثبات اأن البيان الب�سيط G يكون مترابطًا من الدرجة 2 

اإذا وفقط اإذا اأمكن الح�سول على G من C3 بعمل مجموعة من عمليات اإ�سافة الأ�سلاع وق�سمتهما. 
●          ●          ●          ●          ●

 .κ(G - xy) ≥ κ(G) - 1 فاأثبت اأن ،G سلعًا في البيان الموجه� xy 7.2.4. اإذا كان
8.2.4. اأثبت اأن البيان الب�سيط G يكون مترابطًا من الدرجة 2 اإذا وفقط اإذا تحقق ما ياأتي: لكل ثلاثية مرتبة       

.)chein [1968]( y يمر من خلال z اإلى x من الروؤو�س المختلفة، يوجد م�سار من )x, y, z(
9.2.4. افتر�س اأن G بيان له اأربعة روؤو�س على الأقل. اأثبت اأن G يكون مترابطًا من الدرجة 2 اإذا وفقط اإذا 
تحقق ما ياأتي: لكل زوج X و Y حيث X و Y مجموعتان جزئيتان من روؤو�س G وبحيث اإن X|،|Y| ≥ 2|، يوجد 
م�ساران منف�سلان تمامًا هما: P1 و P2 في G بحيث يوجد لكل منهما نقطة طرفية في X، ونقطة طرفية اأخرى 

 .Y ول في X دون وجود روؤو�س داخلية لأي منهما ل في ،Y في
ف التحليل المقب�صي الج�صع لبيان مترابط من الدرجة 2 على اأنه تحليل مقب�سي يبداأ باأطول  10.2.4. )+( نعرِّ
مترابط   G بيان  كل  اأن  لإثبات  ج�سعًا  مقب�سيًّا  تحليلًا  ا�ستخدم  ممكن.  مقب�س  اأطول  اإ�سافة  يكرر  ثم  حلقة، 
P3، بحيث اإن هذه الن�سخ منف�سلة زوجًا زوجًا.   ⌊n(G)/3⌋ ن�سخة من  2 خالٍ من المخالب يحوي  من الدرجة 

 .) kaneko –kelmans-Nishimura [2000](
11.2.4.)!( افتر�س اأن G بيان مترابط له ثلاثة روؤو�س على الأقل. اأثبت اأن العبارات الآتية متكافئة )يمكن 

ا�ستخدام نظرية منجر(: 
 (a.2 مترابط �سلعيًّا من الدرجة G
 (b .يظهر في حلقة G كل �سلع في
 (c .ويحوي اأي �سلعين محددين ،)closed trail( م�سرب مغلق ل يكرر اأ�سلاعًا G يوجد في
 (d .م�سرب مغلق ل يكرر اأ�سلاعًا، ويحوي اأي راأ�سين محددين G يوجد في

 κ(G) = κ'(G) بيانًا منتظمًا من الدرجة 3، فاإن G 12.2.4. )!( ا�ستخدم نظرية منجر لإثبات اأنه اإذا كان
)النظرية 11.1.4(. 

13.2.4. افتر�س اأن G بيان مترابط �سلعيًّا من الدرجة 2، عرف علاقة R على E(G) على ال�سورة الآتية: 
 :) Lovász [1979, p277]( غير مترابط G – e - ƒ اأو اإذا كان ،e = ƒ اإذا كان (e, f) ∈ R

 (a .اإلى الحلقة نف�سها ƒ و e اإذا وفقط اإذا انتمى كلّ من (e, ƒ) ∈ R اأثبت اأن
 (b .E(G) علاقة تكافوؤ على R اأثبت اأن
 (c .محتوى في حلقة F اأثبت اأن ،F لكل �سف تكافوؤ
 (d .G – F اأثبت عدم وجود قاطعة �سلعية لـ ،F لكل �سف تكافوؤ

14.2.4. )!( نعرف القلادة من u اإلى v على اأنها مجموعة حلقات C1,…,Ck حيث u ∈ C1 و v ∈ Ck، بحيث 
ت�سترك الحلقات المتتابعة في راأ�س واحد فقط، في حين تكون الحلقاتُ غير المتتابعة منف�سلةً. ا�ستخدم ال�ستقراء 
على d(u, v) لإثبات اأن البيان G  يكون مترابطًا �سلعيًّا من الدرجة 2 اإذا وفقط اإذا وُجِدَت قلادة u, v في G لكل 

 .V(G) من u, v زوج
u v

 G – u - v بحيث اإن ،v جوار u المترابط من الدرجة 2، اأثبت اأنه يوجد لـ G راأ�س في بيان v 15.2.4. )+( افتر�س اأن
 .) chartrand –Lesniak [1986,p51]( مترابط

16.2.4.)+( افتر�س اأن G بيان مترابط من الدرجة 2. اأثبت اأنه اإذا كانت كلٌّ من T1 و T2 �سجرتين مولدتين للبيان G فيمكن 
 .G واإعادة تثبيتها با�ستخدام �سلع اآخر للبيان )leaf( باإجراء عدة عمليات يتم من خلالها اإزالة ورقة T2 اإلى T1 تحويل
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17.2.4. جد اأ�سغر بيان مقدار ترابطه 3، بحيث يكون له راأ�سان غير متجاورين ومنف�سلان معًا بوا�سطة اأربعة 
م�سارات منف�سلة داخليًّا زوجًا زوجًا. 

18.2.4. افتر�س عدم وجود روؤو�س معزولة للبيان G. اأثبت اأنه اإذا خلا هذا البيان من  الحلقات الزوجية، فاإن 
كل قالب فيه يكون اإما �سلعًا اأو حلقة فردية. 

19.2.4. )!( الع�سوية في الحلقات الم�ستركة: 
 (a .اإذا وفقط اإذا كانا ينتميان اإلى الحلقة نف�سها G اأثبت اأن �سلعين مختلفين ينتميان اإلى القالب نف�سه في بيان
 (b وحلقة اأخرى تمر ،g و e تمر خلال G ا وجود حلقة في افتر�س اأن e, ƒ, g ∈ E(G)، وافتر�س اأي�سً

خلال ƒ و g. اأثبت اأنه توجد حلقة في G تمر في e و g. )تعليق: لحظ اأن هذه الم�ساألة ت�سمن اأن علاقة “الم�ساواة 
اأو النتماء اإلى الحلقة” نف�سها هي علاقة تكافوؤ على اأ�سلاع البيانات التي لي�س لها اأ�سلاع فا�سلة اأو قاطعة، واأن 

�سفوف التكافوؤ لهذه العلاقة هي مجموعات اأ�سلاع قوالب البيان(. 
20.2.4. اأثبت اأن المكعب الزائدي مترابط من الدرجة Qk باإيجاد k من الم�ساراتx, y  المنف�سلة داخليًا زوجًا 

 .x, y ∈ V(Qk) زوجًا وذلك لكل زوج روؤو�س
درجتهما  راأ�سين  الأكثر  على  له  اإن  بحيث   2k الدرجة  من  �سلعيًّا  مترابط  بيان   G اأن  افتر�س   )!(  .21.2.4

 .)Nash - Williams [1960]( .k فردية، اأثبت اأنه يوجد لهذا البيان توجيه مترابط �سلعيًّا من الدرجة
22.2.4. )!( افتر�س اأن ĸ(G) = k، واأن )قطر diam G = d (G. اأثبت اأن n(G) ≥ k(d - 1) + 2 واأن 
a(G) ≥ [(1 + d)/ 2]. لكل k ≥ 1 ولكل d ≥ 2. جد بيانًا مقدار ترابطه k، وقطره d، بحيث تتحقق في هذا 

البيان الم�ساواة في الحدين اأعلاه. 
  xy ∉ E(G) عندما )κ(x, y) = λ(x, y)( بيانًا ثنائي الفرع، فا�ستخدم نظرية منجر G اإذا كان )!( .23.2.4

 .)'(G) = (G)) König –Egerváry لإثبات نظرية
T مجموعتان جزئيتان غير  S و  اأن  ا  اأي�سً k، وافتر�س  G بيان مترابط من الدرجة  اأن  24.2.4. )!( افتر�س 
 T ، S G، k من الم�سارات  اأنه يوجد للبيان  اأثبت  k على الأقل،  V(G) حجم كل منهما ي�ساوي  متقاطعتين من 

المنف�سلة )غير المتقاطعة( زوجًا زوجًا. 
 k لكل k 25.2.4.)*( اأثبت اأن النظرية 24.2.4 هي اأف�سل ما يمكن، وذلك باإيجاد بيان مترابط من الدرجة

بحيث يوجد لهذا البيان k + 1 راأ�سًا غير واقعة على حلقة. 
26.2.4. اإذا كانت k ≥ 2، فاأثبت اأن البيان G الذي له k + 1 راأ�سًا على الأقل يكون مترابطًا من الدرجة k اإذا 
 ،T تحوي G فاإنه توجد حلقة في ،|T| = 2 و |S| = k حيث T ⊆ S ⊆ V(G) وفقط اإذا تحقق ما يلي: عندما

 . S - T )Lick [1973] ول تحوي اأيًّا من عنا�سر
27.2.4. يعرف �سطر الراأ�س من الدرجة )vertex k-split ( k لبيان G على اأنه بيان H نح�سل عليه من G باأن يحل 
   .NH (x1) ∪ NH (x2)= NG (x) ∪ {x1,x2}:و dH (xi) ≥ k حيث ،x2 و x1 راأ�سان متجاوران x ∈ V(G) محل راأ�س

 (a .k يكون مترابطًا من الدرجة k لبيان مترابط من الدرجة k اأثبت اأن كلَّ �سطر راأ�س من الدرجة
 (b باإجراء )التعريف 6.3.3(Wn= K1 ∨ Cn-1  يمكن الح�سول عليه من العجلة G ا�ستنتج اأن اأي بيان

عدة عمليات من اإ�سافة الأ�سلاع وعمليات �سطر الروؤو�س من الدرجة 3 على الروؤو�س التي درجتها 4 على الأقل 
يكون مترابطًا من الدرجة 3. )تعليق: لقد اأثبت  Tutte [1961] اأن كل بيان مترابط من الدرجة 3 يظهر بهذه 

 .)k > 3م على الحالة الطريقة. اإن هذا التو�سيف المميز ل يُعمَّ

 G حيث   ،G لبيان  الروؤو�س  من  متقاطعتين(  )غير  منف�سلتان  مجموعتان   Y و   X اأن  افتر�س   )!(  .28.2.4
مترابط من الدرجة k، افتر�س اأن x ∍ X) u(x)( و )w)y (y ∍ Y) عبارة عن اأعداد �سحيحة غير �سالبة بحيث اإن      
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175 k البيانات المترابطة من الدرجة  2.4

 u(x) المنف�سلة داخليًّا زوجًا زوجًا، بحيث اإن x, y من الم�سارات G k اأثبت اأنه يوجد في ، 𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑥𝑥𝑥𝑥 
𝑥𝑥𝑥𝑥∈𝑋𝑋𝑋𝑋

 𝑤𝑤𝑤𝑤 𝑦𝑦𝑦𝑦 
𝑦𝑦𝑦𝑦∈𝑌𝑌𝑌𝑌

𝑘𝑘𝑘𝑘  

 .u ∈ Y و x ∈ X  علمًا باأن ،y منها تنتهي عند w(y) و x منها تبداأ عند
في  �سلع  كل  با�ستبدال   G من  عليه  نح�سل  الذي  الموجه  البيان  هي   D اإجعل  بيان،   G اأن  افتر�س   .29.2.4
الموجه  البيان  D هي  فاإن  بها )لذا  وينتهيان  نف�سها  الطرفية  بالنقاط  يبداآن  G ب�سلعين مت�سادين في التجاه 

.)G المتماثل الذي بيانه
افتر�س اأن κ'D(x, y) = λ'D(x, y)، واأن κD(x, y) = λD(x, y) لكل x, y ∈ V(D) علمًا باأن ال�سرط الثاني 
 κG(x, y) = G(x, y) واأن ،κ'G(x, y) = 'G(x, y) ا�ستخدم الفترا�س لإثبات اأن .x ↛ y يتحقق فقط عندما

 .x ↮ y علمًا باأن الثانية تخ�س
30.2.4. )!( اأثبت بتطبيق عملية التمديد الموجود في المثال 1.3.26 على اأن البيان المترابط من الدرجة 3 يعطينا 
بيانًا مترابطًا من الدرجة 3. ثم اح�سل على بيان بيتر�سون باإجراء تمديد )تو�سيع( على K4. )تعليق: لقد اأثبت 
Tutte [1966] اأن البيان المنتظم من الدرجة 3 يكون مترابطًا من الدرجة 3 اإذا وفقط اإذا اأمكن الح�سول عليه من 

K4 باإجراء عدد من عمليات التو�سع )التمدد( (. 

 :k بيان ب�سيط مترابط من الدرجة G 31.2.4. افتر�س اأن
 (a D و C فاأثبت اأن ،k = 3 اأو k = 2 طولهما اأكبر ما يمكن، اإذا كانت G حلقتان في D و C افتر�س اأن

ت�ستركان في k من الروؤو�س على الأقل، )م�ساعدة: اإذا لم ت�ستركا فاح�سل على حلقة اأطول(. 
 (b من k له حلقات مختلفة، طولها اأكبر ما يمكن وت�سترك في k جد بيانًا مترابطًا من الدرجة ،k ≥ 2 لكل

 .)k = 2 عندما k2.4 الروؤو�س فقط )م�ساعدة: اعتبر
 )Graph Splices( 32.2.4.  و�سل البيانات

v1 و  ∈ V(G1) اإختر   .  k ≥ 2 حيث   k الدرجة  من  ومترابطان  منف�سلان  بيانان   G2 و   G1 اأن   افتر�س 
 v2 ∈V(Gx) . افتر�س اأن B هو البيان الثنائي الفرع الذي مجموعتا روؤو�سه هما: NG1(v1) و NG2(v2) حيث ل يوجد 
 .k مترابط من الدرجة )G1 – v1( ∪ )G2 - v2( ∪ B  على الأقل. اأثبت اأن k راأ�س معزول، وله مواءمة حجمها B لـ

33.2.4. )*( اأثبت نظرية Hall بالعتماد على النظرية 25.2.4. 
الأدنى                                              بحده   k الدرجة  من  مترابط   G اإن  نقول:   .k الدرجة  من  مترابط  بيان   G اأن  افتر�س   .34.2.4
اأثبت                          k لكل e ∈ E(G). لقد  الدرجة  G - e غير مترابط من  اإذا كان   )minimally - k- connected(
Hallin في العام 1969م اأن δ (G) = k عندما يكون G بيانًا مترابطًا بحده الأدنى. ا�ستخدم التحليل المقب�سي 
لإثبات هذه النتيجة عندما k = 2. ا�ستنتج اأنه اإذا كان G بيانًا مترابطًا من الدرجة 2 بحده الأدنى، وكان له اأربعة 
  )Dirac [1967]) K2,n-2 2 �سلعًا على الأكثر، واأن الم�ساواة تتحقق فقط للبيانn(G) - 4 روؤو�س على الأقل، فاإن له
35.2.4. اأثبت اأنه اإذا كان G مترابطًا من الدرجة 2، فاإن G - xy  يكون مترابطًا من الدرجة 2 اإذا وفقط اإذا 
وقع كل من x و y  على حلقة في G - xy. ثم ا�ستنتج اأن البيان المترابط من الدرجة 2 يكون مترابطًا من الدرجة 

)induced subgraph( 2 بحده الأدنى اإذا وفقط اإذا كانت كل حلقة بيانًا جزئيًّا م�ستحدثا
 . )Dirac [1967], Plummer [1968](

36.2.4 )!( لتكن S ∈V(G)، اإجعل |d(S) =|[S , S] ، افتر�س اأن X و Y مجموعتان جزئيتان فعلًا وغير خاليتين 
من روؤو�س G، اأثبت اأن  d (X ∩ Y ) + d (X ∪ Y ) ≤ d(X )  d(Y )، )م�ساعدة: ار�سم ر�سمة، وخذ في الح�سبان 

الم�ساهمات من اأنواع الأ�سلاع جميعها(. 
 k الدرجة  من  �سلعيًّا  مترابط   G اإن  نقول:   .k الدرجة  من  �سلعيًّا  مترابط  بيان   G اأن  افتر�س   )+(  37.2.4
  (G) = k  اأثبت اأن .e ∈ E(G) لكل k غير مترابط �سلعيًّا من الدرجة G - e بحده الأدنى اإذا كان البيان
�سغرى  مجموعة  الح�سبان  في  خذ  )م�ساعدة:  الأدنى،  بحده   K الدرجة  من  �سلعيًّا  مترابطًا   G يكون  عندما 
S، بحيث اإن k = |[S,S]|، اإذا كانتS| ≠ 1| ، فا�ستخدم G – e لبع�س e الموجود في E(G[S]) وذلك للح�سول 

على مجموعة ثانية T تحقق اأن  k=|[T,T]|بحيث اإن S، T تعار�س التمرين 36.2.4 
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 .)[1979,p285] Lovász و Mader [1971] :انظر(
38.2.4. لقد اأثبت Mader [1978] ما ياأتي: 

»اإذا كان z راأ�سًا لبيان G، بحيث اإن dG(z)∉{0,1,3} ، وكان z غير واقع على �سلع قاطع )cut- edge(، فاإن له 
جارين هما: x و y، بحيث اإن κG – xz – yz + xy (u,v) = κG (u,v) لكل u,v الموجودة في V(G) – {z}» . ا�ستخدم 
نظرية Mader والتمرين 37.2.4 لإثبات نظرية التوجيه لـ Nash – Williams التي تن�س على وجود توجيه 
2k، )تعليق: توجد �سيغة )ن�سخة( اأ�سعف  k لكل بيان مترابط �سلعيًّا من الدرجة  مترابط �سلعيًّا من الدرجة 
ا وبالطريقة  من نظرية Mader في مقالة sz áLov العام [1979، ص 286 - 288]، والتي تعطي بدورها اأي�سً

.)Nash-Williams نف�سها نظرية
)Network Flow Problems( 3.4 مسائل تدفق الشبكات

وافتر�س  فقط.  واحد  اإتجاه  في  بالجريان  ال�سمامات  ت�سمح  حيث  الأنابيب  من  �سبكة  لدينا  اأن  افتر�س 
)مربط(  ات�سال  نقطة  كل  تمثيل  خلال  من  لذلك  ا  بيانيًّ نموذجًا  نعمل  زمن.  وحدة  لكل  �سعة  اأنبوب  لكل  اأن 
الآن،  مربط.  عند  يتراكم  ل  التدفق  اأن  نفتر�س  وكذلك  بال�سعة.  موزون  )موجة(  ب�سلع  اأنبوب  وكل  براأ�س، 
من  زمن(  وحدة  )لكل  تدفق  اأكبر  مقدار  فما  ال�سبكة،  في   t و   s الموقعين  اأعطينا  اإذا  الآتي:  ال�سوؤال  نطرح 

s اإلى t؟ 
وكذلك  طرق،  �سبكةَ  ال�سبكةُ  تمثّل  اأن  يمكن  فمثلًا،  �سياقات.  عدة  خلال  من  يظهر  ال�سوؤال  هذا  اأن  لحظ 
اأو  نقلها،  اأو  المعلومات  بث  على  قادرة  حوا�سيب  �سبكة  تمثل  اأن  يمكن  اأو  ال�سير.  حركة  ا�ستيعاب  على  قدرتها  مدى 
حل  وفي  ال�سناعة،  في  التطبيقات  من  الكثير  هناك  الكهربائي.  التيار  تمرير  تحمل  على  وقدرتها  كهرباء  �سبكة 
كتاب وهو  المو�سوع  في  اأ�سا�سي  كتاب  اإلى  الإ�سارة  من  لنا  بدّ  ل  وهنا  والعظمى(.  )ال�سغرى  الق�سوى  القيم   م�سائل 

 Ford – Fulkerson الذي ظهر في العام 1962م، هذا بالإ�سافة اإلى كتاب اأحدث ظهر في العام 1993م وهو الكتاب 
الذي األَّفه كلٌّ من Ahuja – Management – Orlin حيث يغطي هذا الكتاب ب�سورة �ساملة م�سائل التدفق عبر 

ال�سبكات. 
 ،c(e) في هذا البيان �سعة معينة هي e ف ال�سبكةَ على اأنها بيان موجه، بحيث توجد لكل �سلع 1.3.4. تعريف: نعرِّ
 ،)sink vertex)  t وراأ�س م�سب   )source S vertex) راأ�س م�سدر )منبع(   وله   ،  c(e) ≥  0 اإن  حيث 
 .e لكل �سلع ƒ(e) يحدد قيمة ƒ )( . اإن التدفق )الجريانNodes( وكذلك ت�سمى الروؤو�س نقاط التقاء
و�سن�ستخدم الرمزƒ +(v)  للتدليل على التدفق الكلي على الأ�سلاع المغادرة اإلى الراأ�س v و ƒ - (v) للاإ�سارة 
اأو  التدفق عملي  اإن  ونقول   .  )v v )الموجه في اتجاه  الراأ�س  اإلى  الداخلة  الأ�سلاع  الكلي على  التدفق  اإلى 
)ملائم( اإذا حقق القيود على ال�سعة وهي: ƒ(e) ≥ c(e) ≤ 0 وذلك لكل �سلع e، وكذلك اإذا حقق قيود 

 .v ∉ {s, t} حيث ،v لكل نقطة التقاء ƒ+ (v) = ƒ- (v) :المحافظة على التدفق وهي
 )Maximum Network flow( أكبر تدفق للشبكة

اأولً: �سناأخذ في الح�سبان م�ساألة اإيجاد اأكبر قيمة للتدفق اإلى م�سب. 
التي  الم�سبِّ  خلال  من  التدفق  مح�سلة  اأنها  على  للتدفق   val(ƒ) القيمة  ف  تعرَّ تعريف:   .2.3.4

ف اأكبر تدفق على اأنه تدفق ملائم )عملي( له اأكبر قيمة.  ت�ساوي ƒ -(t) –ƒ +(t). ونعرِّ
وفي  ملائم.  تدفق  وهو  �سلع،  لكل  �سفر  تدفق  يحدد   )zero flow( ال�سفري  التدفق  مثال:   .3.3.4

لُ ال�سعةُ بالخط الغامق، وتظهر قيم التدفق بين  ثَّ ال�سبكة اأدناه، نو�سح تدفقًا ملائمًا غير �سفري، حيث تُمَ
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177 مسائل تدفق الشبكات  3.4

e من  ƒ(e) = 1 لكل �سلع  و   ƒ(sx) = ƒ(vt) = 0 القيم:  ƒ الموجود لدينا يعينِّ  التدفق  اأن  الأقوا�س لحظ 
الأ�سلاع المتبقية، وهذا تدفق ملائم قيمته ت�ساوي 1. 

يوجد  ل  المثال،  هذا  في  التدفق.  بزيادة  لنا  ي�سمح  زائدة  �سعة  له  الذي  الم�سبِّ  اإلى  المنبع  من  الم�سار  اإن 
 ،2 قيمة  له   e   ≠  vx لكل    ƒ' (e) = 1 و    ƒ'(vx) = 0 حيث  ƒ' التدفق  ولكن  زائدة،  �سعة  له  تبقى  م�سار 
بع�س  على  التدفق  زيادة  خلال  من  ملائم  اآخر  تدفق  يوجد  ل  حيث  عظمى  قيمة  له   ƒ التدفق  اأن  لحظ 
اإلى  رجوعًا  �سن�سير  حيث  التدفق؛  لزيادة  اأعمّ  طريقة  اإلى  نحتاج  لذا،  تدفق.  اأكبر  يمثل  ل   ƒ ولكن  الأ�سلاع، 
الخلف )بعك�س الأ�سهم( على الأ�سلاع التي يكون التدفق عليها مختلفًا عن ال�سفر، هذا بالإ�سافة اإلى ال�سير 

 .t اإلى v اإلى x اإلى s نحو الأمام على الأ�سلاع التي تتمتع ب�سعة زائدة. ففي مثالنا هذا، ن�ستطيع ال�سير من
■  .ƒ '  اإلى ƒ ُل اإن زيادة التدفق بمقدار1 على كل من sx  و  v t واإنقا�سه بمقدار 1 على  v x يحوِّ

4.3.4. تعريف: افتر�س اأن ƒ تدفق ملائم )منا�سب(، في �سبكة N. اإن الم�سار )المزيد( المو�سّع الخا�س بـ ƒ هو 
م�سار p من المنبع اإلى الم�سبّ في البيان G المت�سمن بال�سبكة؛ بحيث اإنه لكل e ∈ E(p) يتحقق ما ياأتي: 

 (a. ƒ (e) < c(e) في اتجاه الأمام، فاإن e مع ال�سلع  p اإذا �سار الم�سار
 (b .ƒ(e) > 0 فاإن ،)في عك�س اتجاه ال�سهم )في اتجاه الخلف e مع ال�سلع P اإذا �سار الم�سار

افتر�س اأن   (e) = c(e) – ƒ(e) عندما ي�سير P اإلى الأمام على e، وافتر�س اأن  (e) = ƒ(e) عندما 
.mine  E(p)  (e) على اأنه )tolerance of P) P نعرّف مقدار تحمل .e اإلى الخلف على P ي�سير

كما في المثال 3.3.4، يوؤدي الم�سار المو�سع لـ ƒ اإلى تدفق قيمته اأكبر. وي�سمن لنا المو�سع الخا�س بـ ƒ اأن مقدار 
التحمل يكون موجبًا، وهذه الكمية ت�ساوي الزيادة في قيمة التدفق. 

5.3.4. تمهيدية. افتر�س اأن P م�سار مو�سع خا�س بـ ƒ له تحمل ي�ساوي z، اإن تغيير z بـ z+ على الأ�سلاع التي 
ي�سير عليها p اإلى الأمام وبـ z - على الأ�سلاع التي ي�سير عليها P اإلى الخلف يُنْتِجُ تدفقًا ملائمًا 'ƒ يحقق 

 . val (ƒ' ) = val(ƒ) + z  اأن
الإثبات: اإن تعريف مقدار التحمل ي�سمن لنا اأن ƒ' (e) ≤ c(e) ≥ 0 وذلك لكل �سلع e، لذا، فاإن القيد على 
لأن  P؛  روؤو�س  اختبار  اإلى  نحتاج  فاإننا  التدفق،  )الإبقاء( على  المحافظة  قيود  اإلى  بالن�سبة  اأما  يتحقق.  ال�سعة 

التدفق ل يتغير في الأماكن الأخرى. 
اإن اأ�سلاع P التي تقع على راأ�س داخلي v للم�سار P تحدثُ في اإحدى الحالت الأربع المو�سحة في ال�سكل 
اأدناه. وفي كل حالة، فاإن التغير في التدفق الخارج من v ي�ساوي التغير في التدفق الداخل اإلى v. لذا، فاإن مح�سلة 
■  .z تزداد بمقدار t واأخيًرا، لحظ اأن مح�سلة التدفق عبر الم�سب .ƒ ' تبقى �سفرًا في v التدفق الخارج من

v

v ++

+- v

v -+

--
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الفصل 4     الترابط والمسارات178

اأعُيد توجيهه. واأن  اإن التدفق من خلال الأ�سلاع التي يتم ال�سير عليها في اتجاه الخلف ل يختفي، واإنما 
و�سنقوم  جديدًا.  تدفقٍ  م�سارَ  لي�سبح  جزء  كل  وتمدد  التدفق،  م�سار  تقطع   3.3.4 المثال  في  التو�سعة 

بعد قليل بعر�س خوارزمية لإيجاد الم�سارات المو�سعة. 
في هذه الأثناء، نرغب اأن نجد طريقًا �سريعة لمعرفة ما اإذا كان التدفق الموجود لدينا اأكبر ما يمكن. وفي 
المثال 3.3.4، ظهر لنا اأن الأ�سلاع المركزية )central edges( تمثل عنق الزجاجة »bottleneck”، حيث اإننا 
و�ستعطينا هذه  اليمين.  اإلى ن�سفها عن  الي�سار  ال�سبكة عن  2 فقط عندما �سرنا من ن�سف  �سعة  ح�سلنا على 

الملاحظة اإثباتًا على اأن قيمة التدفق ل يمكن اأن تكون اأكبر. 
6.3.4. تعريف: نعرف القاطع للمنبع/ الم�سبّ على اأنه المجموعة [S, T] التي تتاألف من الأ�سلاع ال�سادرة 
من مجموعة المنبع S اإلى مجموعة الم�سبTّ  حيث تقوم كل من S و T على تجزئة مجموعة نقاط الت�سال 
ف �سعة القاطع [S, T] على اأنها المجموع الكلي لل�سعات على اأ�سلاع          )الروؤو�س( حيث s ∈ S، و t ∈ T. تُعرَّ

 . Cap (S, T) ويرمز اإليها بالرمز [S, T]

tTSs

 تذكر اأن [S, T] في البيان الموجه تمثل مجموعة الأ�سلاع التي روؤو�سها في T وذيولها في S. لذا، فاإن
 .S اإلى T ل تتاأثر اإطلاقًا بالأ�سلاع من Cap [S, T] 

اإذا كان [S, T] قاطعًا معطًى، فاإن كل م�سار من s اإلى t ي�ستخدم �سلعًا من [S, T] على الأقل. لذا، فاإن 
اأو  د  م )نمدِّ نعمِّ فاإننا  الكلام دقيقًا،  Cap، ولجعل هذا   )S, T( بـ التدفق مح�سورًا  اأن يكون  الحد�س يقت�سي 
ع( مفهوم مح�سلة التدفق )net flow( لمجموعات من نقاط الت�سال )الروؤو�س(. اجعل ƒ +(U)  ترمز اإلى  نو�سِّ
التدفق الكلي على الأ�سلاع المغادرة اإلى U، في حين ترمز ƒ – (U)  اإلى التدفق الكلي على الأ�سلاع التي تدخل 

 .ƒ + (U) – ƒ - (U)  :هي U وا�ستنادًا اإلى ذلك، فاإن مح�سلة التدفق الخارج من ،U
7.3.4. تمهيدية. اإذا كانت U مجموعة نقاط ات�سال في �سبكة، فاإن مح�سلة التدفق الخارج منها ت�ساوي مجموع 
 [S, T] تدفقًا ملائمًا، وكان ƒ مح�سلة التدفق الخارج من الروؤو�س الموجودة فيها، وعلى وجه الخ�سو�س اإذا كان
 . val (ƒ) ت�ساوي T ومح�سلة التدفق الداخل اإلى ،S قاطع   منبع / م�سبّ، فاإن مح�سلة التدفق الخارج من

الإثبات: لحظ اأننا نريد اإثبات اأن: 
                                  

خذ بالح�سبان م�ساهمة التدفق ƒ(x y) على ال�سلع x y  في كل طرف من طرفي المعادلة )1( اأعلاه. اإذا 
كان كلّ من x, y في U، فاإن ƒ(x y) ل ت�سهم باأي �سيء في الطرف الأي�سر، ولكنها ت�سهم بمقدار موجب )بوا�سطة  
ƒ+ (x)( وبمقدار �سالب )بوا�سطة ƒ - (y)( على الطرف الأيمن. اإذا كان x، y ∉ U، فاإن ƒ(x y) ل ت�سهم باأي 
  xy ∈ [U،U] فاإنها ت�سهم بمقدار موجب لكل مجموع. ولكن اإذا كان x y ∈ [U,U ]  من الطرفين، اأما اإذا كان

فاإنها ت�سهم بمقدار �سالب لكل مجموع. وبالجمع على الأ�سلاع جميعها نح�سل على الم�ساواة. 
لحظ اأنه عندما يكون [S, T] قاطع منبع/ م�سبّ، و ƒ تدفقًا ملائمًا، فاإن مح�سلة التدفق من الروؤو�س 
 ƒ+ (t)- ƒ-)t( المجموع T في حين تعطي مح�سلة التدفق من الروؤو�س في ،ƒ +(s) –ƒ-)s( تعطي المجموع S في
التي ت�ساوي . val (ƒ)– لذا، فاإن مح�سلة التدفق عبر اأي قاطع منبع/ م�سبّ ت�ساوي كلاًّ من مح�سلة التدفقين 
 ■  .t والداخل اإلى S الخارج من

 )weak duality( :)8.3.4. النتيجة: )ازدواجية �سعيفة
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179 مسائل تدفق الشبكات  3.4

 .val (ƒ) ≥ Cap (S, T) قاطع منبع / م�سبّ، فاإن [S, T] تدفقًا ملائمًا، وكان ƒ اإذا كان
الإثبات: من التمهيدية، نعلم اأن قيمة ƒ ت�ساوي مح�سلة التدفق الخارج من S. لذا فاإن:

 val (ƒ)= ƒ+(S) - ƒ-(S)  ≤ ƒ+(S)؛ لأن التدفق اإلى s ل يقل عن �سفر. وبما اأن قيد ال�سعة يتطلب اأن 
 .val (ƒ) ≤ cap (S, T) فاإننا نح�سل على  ، ƒ +(S) ≤ cap (S, T)  يكون

اإن قاطعًا من بين القواطع منبع/ م�سبّ ذا �سعة �سغرى يعطي اأف�سل  حدٍّ على قيمة التّدفّق. وهذا يعرف 
م�ساألة اأ�سغر قاطع ) القاطع الذي يعطي قيمة �سغرى للتدفق(. وتعدُّ الم�سائل المتعلقة باأكبر تدفق واأقل قاطع في 

�سبكة معينة م�سائلَ اأف�سلية )اأمثلية( ازدواجية )ثنوية(. 
لحظ (1) اأنه اإذا كان لدينا تدفق قيمته α، وقاطع قيمته α، فاإن متباينة الزدواجية في النتيجة 8.3.4 تثبت 

اأن القاطع هو قاطع اأ�سغر، واأن التدفق هو تدفق اأكبر.
ال�سغرى  والقيم  العظمى  القيم  م�سائل  من  لكل  نف�سها  القيم  لها  المراحل  من  مرحلة  لكل  حلول  وُجد  اإذا 
ال�سبغة  ذات  الم�سائل  على  ينطبق  ل  هذا  باأن  علمًا  الأمثلية،  لم�سائل  ق�سير  اإثبات  دائمًا  فيوجد  قوية(  )ازدواجية 
الزدواجية جميعها )تذكر م�سائل المواءمة والتغطية للبيانات(، اإل اأنها تتحقق للم�سائل المتعلقة باأكبر تدفق واأ�سغر 

قاطع. 
اإن خوارزمية Ford – Fulkerson تبحث عن م�سار مو�سع من اأجل زيادة قيمة التدفق، واإذا لم تجد مثل 
 هذا الم�سار، فاإنها تجد قاطعًا له القيمة نف�سها )ال�سعة( كهذا التدفق، ومن النتيجة 8.3.4 نعلم اأن كلاًّ منهما هو

الأمثل. اإذا لم توجد متتالية تو�سيعات ممكنة، فاإن اإعادة العمليات وتكرارها تحقق الم�ساواة بين قيمة اأكبر تدفق و�سعة اأ�سغر قاطع. 
9.3.4. خوارزمية )Ford – Fulkerson( لو�سع العلامات )الت�سميات(. المدخلات )input( : تدفق ملائم في �سبكة.

 .val (ƒ) اأو قاطع �سعته ، ƒ م�سار مو�سع لـ :)output( )المخرجات )النتائج
الفكرة  :)idea( اأوجد نقاط الت�سال )الروؤو�س اأو العقد( التي يمكن الو�سول اإليها من s بم�سارات لها 
قدرة احتمال )ا�ستيعاب( موجبة. اإن الو�سول اإلى t يكمل الم�سار المو�سع لـ ƒ. خلال البحث، اجعل R تمثل مجموعة 
R اأعطيت  s مجموعة جزئية من  اأو و�سلت، في حين تمثل   )Reached( الروؤو�س التي اأعطيت علامة الو�سول

  S =Ø ، R ={s} (initiliazation) : بُحثت. البداية )searched( علامة
 R – S في  v اختر :)interaction( خطوات العمل

لكل �سلع v w  حيث اإن )ƒ(vw) < c)v w( ، و اأن w ∉ R، اأ�سف w اإلى R لكل �سلع داخل uv حيث 
ل v على  ƒ(uv) > 0  و u ∉ R، اأ�سف u اإلى R. اأعط العلامة و�سل )reached( لكل راأ�س اأ�سيف اإلى R، و�سجِّ

 .S اإلى v اأ�سف ،v اأنه الراأ�س الذي تم الو�سول من خلاله، وبعد اختبار الأ�سلاع جميعها عند
في هذه المرحلة، اإذا تّم الو�سول اإلى الم�سبّ t )�سعها في R(، ثم تتبع الم�سار الذي ي�سل اإلى t، فاإنّ هذا 
R = S، فعُدْ اإلى القاطع [S،S] ثم توقفْ،  ƒ . وقفْ عند هذا الحد. اإذا كانت  يعطي الم�سار المو�سع المن�سود لـ 

وبعك�س ذلك، اأَعِدِ الخطوات ال�سابقة نف�سها. 
ا�ستعن   ƒ تدفقها  التي   3.3.4 المثال  الموجودة في  ال�سبكة  الي�سار، تجد  اأدناه عن  ال�سكل  مثال: في   .10.3.4
بالخوارزمية ال�سابقة )9.3.4( اأولً، نبحث من s حيث نجد �سعة زائدة لكل من u و x. لذا، �سنعطيهما العلامة 
 و�سلت. الآن، لدينا r, x في R – S. لحظ وجود �سعة زائدة على كل من uv و xy. لذا، فاإن البحث من u ل يو�سل 
اإلى �سيء، اإذن، فالبحث من x ل ي�سل اإلى y. على اأي حال، يوجد تدفق غير �سفري على vx. وهنا، ن�سع علامة 
v من x. الآن، v هو1العن�سر الفريد في R – S، وبالبحث من v ن�سل اإلى t . لحظ اأننا علَّمنا t من v في حين 

 . s، x, v, t لذا، فاإننا وجدنا الم�سار .s فعلّمناه من ،x اأما ،x من v علّمنا
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اإن وال�سغرى، حيث  العظمى  القيم  تتعلق بم�سائل كل من  الم�سائل  فاإن هذه  ولأغرا�سنا،  البرمجة الخطية.  الزدواجية من  م�سائل  تاأتي   (1) 
b ≥ a عندما تكون a و b حلولً ملائمة )منا�سبة( لم�سائل كل من القيم العظمى وال�سغرى على الترتيب. ولمزيد من المعلومات؛ انظر الجزء 1.8. 
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التدفق  في   .1 بمقدار  التدفق  تزيد  التو�سعة  فهذه  اإذن،   .1 هي  الم�سار  هذا  على  التحمل  قدرة  اإن 
عدا. ما   )unit flow(  1 ي�ساوي  تدفق  له  �سلع  كل  اأن  لحظ  ال�سكل،  يمين  عن  الموجود   ƒ'  الجديد 
 ƒ′ (vx) = 0 لذا، وعند ا�ستخدام خوارزمية العلامات مرة ثانية، فاإننا نح�سل على �سعة زائدة على كل من su و 
sx. اإذن، ن�ستطيع تعليم )و�سع علامة( {u, x}، ولكننا ل ن�ستطيع و�سع علامات على اأي روؤو�س اأخرى من هذه 
 ،val(ƒ') هي 2، وهي  ت�ساوي [S،S] اإن �سعة القاطع الناتج . R= S = { s, u, x} الروؤو�س. لذلك، نقف مع
■ وتثبت اأن 'ƒ  تدفق اأكبر )ذو قيمة عظمى(. 

لحظ اأن ال�ستخدام المتكرر لخوارزمية و�سع العلامات ي�سمح لنا بحل م�سائل القيم العظمى للتدفق، كما 
اأنها تثبت العلاقة الزدواجية القوية. 

11.3.4. نظرية: )نظرية اأكبر تدفق - اأ�سغر قاطع -  Ford وFulkerson  [1956]( في كل �سبكة، اإن اأكبر 
قيمة لتدفق ملائم ت�ساوي اأ�سغر �سعة لقاطع منبع/ م�سبّ.

الإثبات: في م�ساألة القيم العظمى للتدفق، يكون التدفق ال�سفري ) ƒ(e) = 0لكل e( تدفقًا ملائمًا دائمًا، 
اإذا كان لدينا تدفق ملائم، فاإننا نطبق خوارزمية و�سع العلامات التي تقوم باإ�سافة  ويعطينا مكانًا نبداأ منه. 
 .”breakthrough“ )يعدّ هذا تقدمًا( t ∈ R وتقف عند )كل راأ�س مرة واحدة على الأكثر( .S روؤو�س اإلى
اأو تقف عندما S = R . في حالة اإحراز التقدم، نح�سل على م�سار مو�سع لـ ƒ، وزيادة في قيمة التدفق. بعد 
ذلك، نعيد خوارزمية و�سع العلامات. عندما تكون ال�سعات اأعدادًا ن�سبية، نجد اأن كل تو�سعة تزيد التدفق بمقدار 
من م�ساعفات a/1 حيث a هي الم�ساعف الم�سترك الأ�سغر للمقامات. لذا، وبعد اإجراء عدد محدود من عمليات 

 . S = R التو�سعة، فاإنه يتم الو�سول اإلى �سعة اأحد القواطع. وعندها تقف خوارزمية و�سع العلامات، وتكون

 ،val(ƒ) هو قاطع منبع / م�سبّ �سعته  [S, T] عندما تنتهي الخوارزمية بهذه الطريقة، ندعي اأن
 . t ∉ R = S و s ∈ S  التدفقُ الحالي. وهو يعدّ قاطعًا؛ لأن ƒ و ،T = S حيث

بما اأن تطبيق خوارزمية و�سع العلامات على التدفق ƒ ل يدخل اأيًّا من نقاط الت�سال الموجودة في T  اإلى 
R، فهذا يعني عدم وجود اأي �سلع من S اإلى T له �سعة زائدة، ول يوجد اأي �سلع من T  اإلى S تدفقه غير �سفري. 
لذا، فاإن ƒ + (S) = cap (S, T) و ƒ – (S) = 0 . وبما اأن مح�سلة التدفق الخارج من اأي مجموعة تحوي المنبع 

ول تحوي الم�سبّ ت�ساوي val(ƒ)، فاإننا نكون قد اأثبتنا اأن:
■  .val(f) = f + (S) – f – (S) = f + (S) = cap(S, T)                                   

فاإن الخوارزمية وبعك�س ذلك،  ن�سبية،  اأعدادًا  ال�سمات  تكون  اأن   11.3.4 للنظرية  الإثبات   يتطلب هذا 
 9.3.4 تعطي عددًا ل نهائي من الم�سارات المو�سعة ! لقد اأعطى كلّ من Ford و Fulkerson مثالً على هذه الحالة 

)Papadimitriou – Steigletz, [1982, P126 – 128] على ع�سرة روؤو�س فقط. )انظر

ل�ستعمال العلامات  و�سع  خوارزمية   [1972] العام  في   Karp و   Edmonds من  كلّ  عدّل  حين  في    
 4/(n3 - n) تو�سعة على الأكثر، وذلك ل�سبكة لها n من الروؤو�س بحيث تعمل هذه الخوارزمية لل�سعات الحقيقية 
22( فاإنه يمكن   .2 جميعها )ال�سعة عدد حقيقي(. كما في م�ساألة المواءمة في البيانات الثنائية الفرع )النظرية 3. 
دائمًا عمل هذا من خلال البحث عن اأق�سر الم�سارات المو�سعة. الآن، توجد خوارزميات اأ�سرع. ومن اأجل الطلاع 

 .)Ahuja – Mananti – orlin [1993]( على معالجة هذا المو�سوع ب�سورة اأ�سمل يمكن الرجوع اإلى
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 )Integral flows( )التدفقات الصحيحة )المتتامة
نق�سد بالتدفقات ال�سحيحة )المتتامة( التدفقاتِ التي يكون فيها التدفق على كل �سلع عددًا �سحيحًا. في 
التطبيقات التوافقية )التركيبية( )combinatorial(، تكون ال�سعات اأعدادًا �سحيحة عادة. ونرغب في اإيجاد 

حلٍّ يكون فيه التدفق على كل �سلع عددًا �سحيحًا. 

 .)Integrality Theorem( )12.3.4. النتيجة: )نظرية التتام
د تدفقًا  اإذا كانت ال�سعاتُ في �سبكة معينة اأعدادًا �سحيحةً جميعَها ، فاإن تدفقًا ذا قيمة عظمى )اأكبر( يحدِّ
ا( لكل �سلع. وبالإ�سافة اإلى ذلك، يوجد تدفق اأعظم )اأكبر( يمكن تجزئته اإلى تدفقات قيمة كلّ  �سحيحًا )متتامًّ

منها واحد على م�سارات من المنبع اإلى الم�سبّ. 
الإثبات: في خوارزمية و�سع العلامات لكلٍّ من Ford وFulkerson ، اإن التغيرُّ في قيمة التدفق - عندما نجد 
م�سارًا مو�سّعًا – يكون م�ساويًا لقيمة التدفق دائمًا، اأو م�ساويًا للفرق بين قيمة التدفق وال�سعة، وعندما تكون هذه 
القيم اأعدادًا �سحيحة، فاإن الفرق يبقى عددًا �سحيحًا. وبالبدء من تدفق �سفري، نلاحظ عدم وجود مرة اأولى 
لظهور تدفق غير �سحيح. لذا، فاإن الخوارزمية تنتج تدفقًا اأكبر )ذا قيمة عظمى( له تدفق �سحيح على كل �سلع. 
التدفق الخارج من جهة  التدفق الداخل من جهة مع وحدات  وعند كل راأ�س داخلي، نعمل مواءمة بين وحدات 
اأخرى، حيث ي�سكل هذا م�سارات من s اإلى t، وربّما ي�سكل حلقات. اإذا ظهرت حلقة، فاإننا ننق�س التدفق على 
  ،t اإلى s من الم�سارات من val (ƒ) اأ�سلاعها بمقدار 1. وبهذا نحذفها دون اأن توؤثر في قيمة التدفق. وهذا يُبقي
■ كل منها يرتبط بوحدة من التدفق. 

12 4

3 2

اإن نظرية التتام تعطي م�سارات تدفقها فقط. وعند التطبيق، نبني �سبكات بحيث يكون هناك معنى لوحدات التدفق هذه. 
ال�سحيحة  ال�سعات  ذات  لل�سبكات  قاطع  واأ�سغر  تدفق   اأكبر  نظرية  اأن  تظهران  التاليتين  الملاحظتين  اإن 

)�سعتها عدد �سحيح( هي تقريبًا نظرية منجر نف�سها المتعلقة بالم�سارات المنف�سلة �سلعيًّا في البيانات الموجهة. 
13.3.4. ملاحظة: نظرية منجر من اأكبر تدفق واأ�سغر قاطع.

افتر�س اأن x و y راأ�سان في بيان موجّه D، اعتبر اأن D �سبكة منبعها x وم�سبها y، وب�سعة 1 لكل �سلع، 
D منف�سلة �سلعيًّا  y في  اإلى   x ترتبط بم�سارات من   y اإلى   x التدفق من  اأن وحدات  توؤكد   1 ال�سعة  اأن  لحظ 

زوجًا زوجًا. لذا، فاإن التدفق الذي قيمته k يعطي مجموعة موؤلفة  من k من هذه الم�سارات. 
اإن حذف هذه الأ�سلاع  S، T لمنبع / م�سب تعطي مجموعة من الأ�سلاع، بحيث  وبالمثل، فاإن كل تجزئةٍ 
يجعل y غير قابل للو�سول من x . هذه المجموعة هي [S, T] . وبما اأن كل �سعة ت�ساوي 1، فاإن حجم هذه المجموعة 

 .cap )S, T) ي�ساوي
من المحتمل األ تكون الم�سارات والقاطعة ال�سلعية التي ح�سلنا عليها هي الأمثل، اإل اأن نظرية اأكبر تدفق 

واأ�سغر قاطع تعطينا: 
λ'D (x, y) ≥ max val (ƒ) = min cap (S,T ) ≥ κ'D (x, y)

■ وبما اأن κ'(x, y) ≥ λ'(x , y) دائمًا، فاإن الم�ساواة تتحقق. 
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اأكبر  نظرية  تعطينا  نظرية منجر  اأن  لتبيان  نظرية منجر.  قاطع من  واأ�سغر  تدفق  اأكبر  ملاحظة:   .14.3.4
تدفق واأ�سغر قاطع حيث تكون ال�سعات اأعدادًا ن�سبية؛ خذ اأي �سبكة وحولها اإلى بيان موجه من اأجل تطبيق نظرية 
منجر. لحظ اأننا ن�ستطيع افترا�س اأن ال�سعات اأعداد �سحيحة من خلال �سرب مقامات ال�سعات في الم�ساعف 

الم�سترك الأ�سغر لهذه المقامات. 
j  من  اإلى   j �سعته  الذي  ال�سلع  �سطر  D من خلال  الموجه  البيان  �سكل  ب�سعات �سحيحة،  �سبكة   N اأن  افتر�س 
 max val(ƒ) ≤ min N( يعطي:  اأن مبداأ الزدواجية )لل�سبكة  الأ�سلاع لكل منها النقاط الطرفية نف�سها، لحظ 
بالملاحظة  وبالمقارنة  لذا،  المتباينة.  معكو�س  على  للح�سول   D على  منجر  نظرية  ن�ستخدم  والآن،   .cap(S, T)

13.3.4  فاإن ما نرغب في الو�سول اإليه هو: 
 max val(ƒ) ≥ λ' D (s, t) = κ′D (s, t) ≥ min cap (S , T)

اإن مجموعة  )λ' (s, t من الم�سارات من s  اإلى t المنف�سلة �سلعيًّا زوجًا زوجًا والموجودة في D تنهار اإلى تدفق قيمته
   max val(ƒ) ≥λ' (s, t( فاإن ،N ي�ساوي �سعة كل �سلع في D وبما اأن عدد الن�سخ من كل �سلع في ،N  في  λ' (s, t( 

 F  َغَر الآن، اجعل F مجموعة فيها)κ '(s, t �سلعًا تف�سل t عن s في D. اإذا كان e ∈ F، فاإن �سِ
(mimimality of F( يعطينا وجود م�سار P من s اإلى t في (D-)F – e وذلك من خلال e. واإذا وُجِدت ن�سخة 
ثانية 'e من ال�سلع  e = uv بحيث اإن e' ∉ F ، فيمكن اإعادة ال�سير على P من خلال 'e للح�سول على م�سار 
 :D تحوي الن�سخ جميعها، اأو اأنها ل تحوي اأيًّا من الن�سخ لأي �سلع مكرر في F لذا، فاإن .D – F في t اإلى s من
وبناءً عليه، فاإن  )κ '(s, t ت�ساوي مجموع ال�سعات على مجموعة من الأ�سلاع تف�سل t عن s في N. وبافترا�س اأنَّ 

 .cap (S, T) = κ'(s, t)  :فاإننا نح�سل على ،D – F في s مجموعةُ الروؤو�س التي يمكن الو�سول اإليها من S
اإن اأ�سغر قاطع له هذه ال�سعة على الأكثر. اإذن، min cap (S, T) ≤ κ'(s, t). وبذلك نكون قد اأثبتنا 
■ المتباينات المطلوبة اأعلاه جميعها. 
اأن نظرية منجر تعطي  التركيبية )الح�سابية( )Combinatorial( نجد  التطبيقات  اأنه في حالة  لحظ 
براهين اأب�سط من نظرية اأكبر تدفق واأ�سغر قاطع )مثال ذلك النظرية 25.2.4(. وعلى الرغم من ذلك، فاإن 
الإثبات الذي قدمناه في الجزء 2.4 لنظرية منجر يُعَدُّ غير ملائم )خطيًرا( لتنفيذه خوارزميًّا. لذا، من الأن�سب 
الكبيرة  الح�سابات  اإجراء  عند   Fulkerson و   ford لـ  العلامات  و�سع  وخوارزمية  ال�سبكات  تدفق  ا�ستخدام 
الموجهة  والبيانات  البيانات  في  الترابط   مقدار  تح�سب  التي  الخوارزميات  معظم  اإن  الحقيقة،  وفي  والكثيرة. 

ت�ستخدم طرقَ تدفق ال�سبكات. اإن )stoer – wager [1994]) يعالج الم�ساألة ب�سكل مختلف. 
�سنعر�س نماذج اأخرى من ال�سبكات لحلِّ الم�سائل التركيبية. فعلى �سبيل المثال، يمكن الح�سول على الن�سخ 

المو�سعية الأخرى لنظرية منجر مبا�سرة. 
15.3.4. ملاحظة: تحويلات اأخُرى. 

لكل ن�سخة من نظرية منجر، نحوّل م�ساألة الم�سار من خلال ا�ستعمال تدفق ال�سبكات التي �سعة اأ�سلاعها 
ويجب   ،D موجه  بيان  في  داخليًّا  المنف�سلة  الم�سارات  لم�ساألة  �سبكي  نموذج  على  للح�سول  �سحيحة؛  اأعداد 
براأ�سين  v راأٍ�س  ا�ستبدال كل  الروؤو�س. يمكن عمل ذلك من خلال  اأحد  التدفق من خلال   اأن نمنع وحدتين من 

 + v -،v يرثان من v الأ�سلاع الداخلة اإلى v والخارجة منها. وباإ�سافة �سلع �سعته وحدة من – v اإلى  +v ن�ستطيع 
عِ �سعاتٍ كبيرة )جوهريًّا ما ل نهاية( على الأ�سلاع التي  ح�سر التدفق من خلال v بوحدة واحدة. لحظ اأنه بِوَ�سْ

كانت في D، ن�ستطيع التاأكيد على اأن اأ�سغر قاطع �سيح�سب الأ�سلاع من ال�سكل + v – v فقط.
وللح�سول على نموذج �سبكي لم�ساألة الم�سارات المنف�سلة �سلعيًّا في بيان G، يجب اأن ن�سمح للتدفق بالمرور 
باأي من الطريقين على كل �سلع، ويمكن ذلك من خلال ا�ستبدال كل �سلع uv ب�سلعين موجهين uv و vu. وعندما 
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تر�سل ال�سبكةُ وحدةَ تدفق في التجاهين على �سلع معين، فاإن تاأثير ذلك يعني عدم ا�ستخدام هذا ال�سلع اإطلاقًا. 
في كل حالة، يزودنا التدفق في ال�سبكة بمجموعة من الم�سارات، واأن اأ�سغر قاطع يعطينا مجموعة فا�سلة من 
الروؤو�س اأو الأ�سلاع. وكما في الملاحظة 13.3.4، فاإن مبداأ الزوداجية يعطينا الم�ساواة المن�سودة في نظرية منجر. 
لحظ اأنه لإيجاد نموذج لم�ساألة الم�سارات المنف�سلة داخليًّا في بيان معين، فاإننا نحتاج اإلى التحويلين. في التمارين 
■ 7 نطلب تف�سيلات لهذه البراهين.   -  5

∞
∞

∞
∞

v v- v+1 u v u v

  )Schwartz [1996]( 16.3.4. تطبيق: م�صاألة حذف فرق كرة القاعدة
اأحيانًا، وخلال مو�سم المباريات، ربما نت�ساءل حول اإمكانية اأن يبقى فريق معين X قادرًا على اإحراز البطولة 
اأم ل. وبكلمات اأخرى، هل يمكن تحديد الرابحين للمباريات المتبقية بحيث ل يكون هناك فريق عدد مرات فوزه 
 X ؟ اإذا كان الأمر كذلك، فاإن مثل هذا التحديد يكون موجودًا بحيث يربحX اأكثر من عدد مرات فوز الفريق

المباريات المتبقية جميعها، حا�سلًا على W فوزًا. 
وهنا نرغب في معرفة ما اإذا كان باإمكاننا اختيار الرابحين للمباريات الأُخرى، بحيث ل يوجد اأيُّ فريق عدد 

مرات فوزه اأكثر من W. ولختبار هذا الأمر، نجد �سبكة ترتبط فيها وحدات التدفق بالمباريات المتبقية. 
افتر�س اأن الفرق الأخرى هي:  ,X1,… Xn، واإجعل x1, …, xn تمثل الروؤو�س )نقاط الت�سال( التي تمثل 
n زوجًا من الفرق، واجعل s تمثل المنبعَ، و t تمثل الم�سبَّ ار�سم �سلعًا من s اإلى كل راأ�س 

2(  ) الفرق. و yi,j تمثل 
 yi, j )لحظ اأنه يمكن الدخول اإلى كل راأ�س )نقطة ات�سال ،t يمثل فريقًا، و�سلعًا من كل راأ�س يمثل زوجًا اإلى xi

.xj اإلى xi بوا�سطة اأ�سلاع من
اإن ال�سعات تعطي نموذجًا للقيود. افتر�س اأن �سعة ال�سلع yi, j t  هي ai, j التي تمثل عدد المباريات الحقيقية 
 s xi  مباراة لغاية الآن، فاإن ال�سعة على ال�سلع wi قد ربح Xi اإذا علمت اأن الفريق .Xj و Xi المتبقية بين الفريقين

هي W – wi من اأجل اإبقاء x �سمن المناف�سة.
 xj من xi هي ∞ )لحظ اأنَّ عددَ المباريات التي يربحها xj yi,  j  و xi yi,  j وكذلك، فاإن ال�سعة على الأ�سلاع

 .)yi,j t مقيدٌ بال�سعة على ال�سلع
∞

∞
∞
∞

∞

∞

xj

xi

yi,j ai,js t

W - wi

W - wj

اأن التدفق الأكبر ينق�سم اإلى وحدات تدفق ترتبط كل وحدة فيها بمباراة واحدة  من نظرية التتام، نجد 
اإن قيمة التدفق  اأما ال�سلعُ الأخير فيحددُ زوجَ الفرق المتبارية.  فقط، حيث يحددُ ال�سلعُ الأول الفريقَ الرابح، 
∑ اإذا وفقط اإذا اأمكن لعب المباريات المتبقية جميعها على األ يتجاوز عدد 

i,j
ai,j لل�سبكة تكون م�ساوية للمجموع

مرات فوز اأي فريق W؛ وهذا هو ال�سرط اللازم لإبقاء X في المناف�سة. 
S,T قاطع له �سعة  اأن  من نظرية اأكبر تدفق واأ�سغر قاطع، هناك تدفق قيمته  ai,j∑على الأقل. افتر�س 
منتهية، وافتر�س اأن Z ={i : xi ∈ T} . بما اأن  ∞ =c(xi, yi, j) ، فلا يمكن اأن تكون  xi∈S و yi,j ∈ T. لذا، 
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الفصل 4     الترابط والمسارات184

فاإن yi,j ∈ Ss عندما i, j ∉ Z  . ولت�سغير ال�سعة؛ ن�سع yi,j ∈ T  عندما Z ⊇ {i, j}. الآن: 
 𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑇𝑇𝑇𝑇   𝑊𝑊𝑊𝑊 −𝑤𝑤𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖 

𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑍𝑍𝑍𝑍
 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑗𝑗𝑗𝑗
 𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑗𝑗𝑗𝑗  ⊈𝑍𝑍𝑍𝑍

 

 

  𝑊𝑊𝑊𝑊 −𝑤𝑤𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖 
𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑍𝑍𝑍𝑍

≥  𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑗𝑗𝑗𝑗
 𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑗𝑗𝑗𝑗  ⊆𝑍𝑍𝑍𝑍

⊆  𝑛𝑛𝑛𝑛  

اإن ال�سرط اللازم لتكون �سعة كل قطع ai.j∑ على الأقل ي�سبح ما ياأتي: 
Z ⊆ [n] لكل

 𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑇𝑇𝑇𝑇   𝑊𝑊𝑊𝑊 −𝑤𝑤𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖 
𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑍𝑍𝑍𝑍

 𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑗𝑗𝑗𝑗
 𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑗𝑗𝑗𝑗  ⊈𝑍𝑍𝑍𝑍

 

 

  𝑊𝑊𝑊𝑊 −𝑤𝑤𝑤𝑤𝑖𝑖𝑖𝑖 
𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝑍𝑍𝑍𝑍

≥  𝑎𝑎𝑎𝑎𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑗𝑗𝑗𝑗
 𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑗𝑗𝑗𝑗  ⊆𝑍𝑍𝑍𝑍

⊆  𝑛𝑛𝑛𝑛                                             
لحظ اأن هذا ال�سرط �سروري؛ لأنه ي�سير اإلى اأننا نحتاج اإلى تفاوت كاف في عدد مرات الفوز الكلي بين 
الفرق التي دليلها Z، وذلك من اأجل تجهيز )تثبيت( الفرق الفائزة في المباريات جميعها من بين هذه الفرق. 
■  .TONCAS وبذا، نكون قد اأثبتنا

اإن التطبيقات التركيبية لتدفق ال�سبكات عادة ما تت�سمن وجود �سكل معين )هـ( اإذا وفقط اإذا وُجِدَ لل�سبكة 
المرتبطة بذلك تدفقٌ كبيٌر كاف. وكما في التطبيق 16.3.4، فاإن نظرية اأكبر تدفق واأ�سغر قاطع تعطي �سروطًا 
�سرورية وكافية لوجود هذه ال�سبكة. وهناك اأمثلة اأخرى موجودة في التمارين 5 – 7، وتمرين 13، والنظريتين 

17.3.4 و 18.3.4. 
)Supplies and Demand (Optional)( )العر�ض والطلب )اختياري

نعتمد فيما ياأتي نموذجًا اأعمّ لل�سبكات، حيث ن�سمح بوجود م�سادر )ينابيع( متعددة وكذلك وجود مَ�سابّ 
متعددة، و�سنربط بكل منبع xi عر�س σ(xi)،  وبكلّ م�سبّ yj دالة طلب (yj)∂. بالإ�سافة اإلى قيود ال�سعة على 

الأ�سلاع وقيود المحافظة على الروؤو�س )نقاط اللتقاء( الداخلية ن�سيف قيود النتقال اإلى المنابع والم�ساب.   
   xi لكل منبع

yi لكل م�سب
ƒ+ (xi) – f – (xi) ≥ σ(xi)    

 ƒ – (yj) – ƒ+(yj) ≥ ∂(yj)  
ال�سفري غير  التدفقَ  فاإن  الطلب موجبةً  دالة  قيمُ  اإذا كانت  اأنه  تنقل. لحظ  �سبكة  الناتج هو  ال�سكل  اإن 
ملائم. نحن نبحث عن تدفق ملائم يحقق هذه القيود الإ�سافية، وهذا ما نجده في م�سطلح العر�س والطلب 
الذي يقترح هذه القيود، حيث يجب اأن نحقق الطلبات عند الم�سابّ دون اأن نتخطى العر�س المتوافر عند اأي منبع. 

وينا�سب هذا النموذج ال�سركات التي لها مراكز توزيع متعددة )منابع( ومخارج جزئية )مَ�سابّ(. 
  𝜎𝜎𝜎𝜎     𝜎𝜎𝜎𝜎                           

                

افتر�س اأن X و Y ترمزان اإلى مجموعتي المنابع والم�سابّ على الترتيب. وافتر�س اأن  
مجموعة اأو   A ⊆ X مجموعة  على  الكلي  الطلب  اأو  الكلي  المعرو�س  اإلى  ترمزان    𝜎𝜎𝜎𝜎     𝜎𝜎𝜎𝜎                           

                

 و
اأعطينا مجموعة T  من  اإذا   .  

 𝜎𝜎𝜎𝜎     𝜎𝜎𝜎𝜎                           

الأ�سلاع، فاجعل                  F مجموعة من  اإذا كانت   .B ⊆ Y  
الروؤو�س، فاإن مح�سلة الطلب σ(X ∩ T) – (Y ∩ T)�𝜕� يجب اأن تتحقق من التدفق من الروؤو�س المتبقية. لذا، 
يجب اأن تكون c [T،T] على الأقل بهذا المقدار، وتحقيق ذلك لكل مجموعة T يكون كافيًا للح�سول على تدفق 

 . )TONCAS( ملائم

 .)Gale [1957]( :17.3.4. نظرية
اأن تحقق  اإذا  وفقط  اإذا  يتمّ  ملائمًا  تدفقًا  فاإن   ،Y ها  ومَ�سابَّ  X منابعها  تنقل  �سبكة   N كانت   اإذا 

 .T و S اإلى المجموعتين Nلكل تجزئة لروؤو�س c([S, T]) ≥ 𝜕𝜕(Y ∩ T) - σ(X ∩ T) 
�سبكة  �سنبني  ال�سرط؛  هذا  كفاية  ولإثبات  الموجود،  ال�سرط  �سرورة  لحظنا  اأن  لنا  �سبق  لقد  الإثبات: 
 X في xi اإلى كل s لكل �سلع من σ(xi) وب�سعة ،t وم�سبٍّ كبير )super source) s باإ�سافة منبع كبير  N' جديدة
 وب�سعة (yj)�𝜕� من كل �سلع yj ∈ Y اإلى t. في هذه الحالة، يكون ل�سبكة النقل N تدفق ملائم اإذا وفقط اإذا وُجِدَ

 .)𝜕𝜕𝜕(Y) تدفق قيمته( t تدفقٌ ي�سبع كل �سلع اإلى N ' لـ
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185 مسائل تدفق الشبكات  3.4

 {)S ∪ s,T ∪ t) ≥ 𝜕𝜕(Y) اإذا وفقط اإذا كان 𝜕𝜕(Y) تدفقًا ي�ساوي N ' ِومن نظرية فورد و فولكر�سون نعلم اأن لـ
CAP لكل تجزئة S و T لروؤو�س (N )V(N). اإن القطع [S ∪ s,T ∪ t] في ' N يتاألف من [S, T] من N اإ�سافة 

اإلى الأ�سلاع من s اإلى T، ومن S اإلى t في ' N. لذا، فاإن:
.cap(S ∩ s, T ∪ t) = c(S,T) + σ(T ∩ X) + 𝜕𝜕(S ∩ Y)

وبناء عليه فاإن cap(S ∪ s, T ∪ t) ≥ 𝜕𝜕(Y)اإذا وفقط اإذا كان 
،c(S, T) + σ(X ∩ T) ≥ 𝜕𝜕(Y) – 𝜕𝜕(Y ∩ S) = 𝜕𝜕(Y ∩ T) 

■  وهذا هو ال�سرط المفرو�س. 
 N النقطةَ المفتاحية )الأ�سا�سية(؛ لأنه يمكن اإنتاج تدفق ملائم في ‹ N ُللاأمثلة وال�سواهد المحددة، يعدّ بناء

 .N ' عندما يكون موجودًا( من خلال تطبيق خوارزمية فورد وفولكر�سون على ال�سبكة(
عندما نربط التكلفة )لكل وحدة تدفق( بالأ�سلاع، نح�سل على م�ساألة تدفق لأقل تكلفة، والتي تعمم م�ساألة 
.14. لقد ظهرت الخوارزميات التي تعطي حلولً لم�سائل التدفق لأقل تكلفة في المرجعين   2 النقل في التطبيق 3. 

. Ahuja- Managent- Orlin [1993] و ،Ford –Fulkerson [1962]
و�سنناق�س عدة تطبيقات ل�سرط Gale. لتكن p= (p1, …,pm) و q = (q1, …, qn) قائمتين من الأعداد 
4. 31 ( اإذا وُجد بيانٌ ثنائي ب�سيط  X, Y بحيث اإن  ال�سحيحة، ويكون الزوجُ )p, q( بيانًا ثنائيًّا )التمرين 1. 
درجات روؤو�س X هي: P1, … ,Pm، ودرجات روؤو�س Y هي: q1, …, qn ، من الوا�سح اأن pi = ∑qj∑ �سرط 
�سروري، ولكنه غير كاف. لختبار ما اإذا كان الزوج )p, q( يمثل بيانًا ثنائيًا؛ جِدْ �سبكةً ترتبط فيها وحدات 
التدفق باأ�سلاع البيان المن�سود، حيث يكون الناتج نظيًرا للبيان ثنائي الفرع الذي نح�سل عليه من خلال �سرط 

 .)3  .3 اإيردوز وجالي )Erdos – Gallai( المتعلق بمتتالية البيان )التمرين 28. 

18.3.4. نظرية: )Gale [1957], Ryser [1957]( اإذا كانت كلّ من p و q قائمتين من الأعداد ال�سحيحة 
غير ال�سالبة، ولنقل اإن:

 ،∑pi = ∑qj واإذا تحقق اأن q1 ≥ ... ≥ qn و p1 ≥... ≥ pm  حيث  q = (q1, …, qn) و P = (p1,…,pm)
.1 ≤ k ≤ n حيث ،  

 
1 1

min ,
m k

ji jip k q
 

≥∑ ∑ 
 

1 1
min ,

m k
ji jip k q

 
≥∑ ∑

 
 

1 1
min ,

m k
ji jip k q

 
≥∑ ∑ 

 
1 1

min ,
m k

ji jip k q
 

≥∑ ∑
 

 
1 1

min ,
m k

ji jip k q
 

≥∑ ∑
 

 
1 1

min ,
m k

ji jip k q
 

≥∑ ∑ 
 

1 1
min ,

m k
ji jip k q

 
≥∑ ∑ ا اإذا وفقط اإذا تحقق اأن   لُ بيانًا ثنائيًّ ثِّ فاإن الزوج )p, q( يُمَ

الإثبات: ال�سرورة: افتر�س اأن G بيان ب�سيط ثنائي، راأ�ساه X و Y يحقق الزوج )p, q( . خذ في الح�سبان 
 الأ�سلاعَ الواقعة على k من الروؤو�س الموجودة في Y. بما اأن G بيان ب�سيط، فاإن   xi ∈ X جميعها تقع على k من 

 1
min ,

m

i ip k
∑ هذه الأ�سلاع على الأكثر. وكذلك، فاإن xi يقع على pi من هذه الأ�سلاع على الأكثر. لذا، فاإن 
  q1, … ,qk وذلك مثل الروؤو�س التي درجاتها ،Y من روؤو�س k ا اأعلى على الأ�سلاع الواقعة على اأي يمثل حدًّ

 .i, j 1 لكل  yj ت�ساوي  اإلى   xi اأن �سعة كل �سلع من  N، حيث  ال�سبكة  الكفاية: لديك الزوج )p, q(، جد 
وافتر�س اأن  σ (xi) = pi واإن qj = (yi)�𝜕𝜕�. تمنح وحدة ال�سعة ال�سلاع المتعددة ، وي�سبح الزوج  )p, q( اإذا 

وفقط اإذا كان تدفق N ممكنًا. 
الآن، يكفي اأن نثبت اأن ال�سرط المن�سو�س عليه في p و q يت�سمن ال�سرط الموجود في النظرية 17.3.4. اإذا 

 . { }( ) : jJ S j y S= ∈ } و  }( ) : iI S i x S= ∈ . اجعل  ( )S V N⊆ كانت 
.𝜕𝜕𝜕(Y ∩ T) = ∑j∈J(T) qj  و σ (X ∩ T) = ∑i∈I(T) pi نعلم اأن V(N) للمجموعة S، T الآن، لكل تجزئة 
ت�سبح الأخيرة  الكمية  فاإن   ،  K = |J(T)| وبجعل   ،c([S, T]) = |I(S)| . |J(T)| اأن:  على  نح�سل  لذا، 
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الفصل 4     الترابط والمسارات186

 𝑐𝑐𝑐𝑐  𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑇𝑇𝑇𝑇   𝐼𝐼𝐼𝐼 𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑘𝑘𝑘𝑘  𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥
𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝐼𝐼𝐼𝐼 𝑠𝑠𝑠𝑠 

  𝑝𝑝𝑝𝑝𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑘𝑘𝑘𝑘 
𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝐼𝐼𝐼𝐼 𝑠𝑠𝑠𝑠 

 

 

𝑐𝑐𝑐𝑐  𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑇𝑇𝑇𝑇   𝐼𝐼𝐼𝐼 𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑘𝑘𝑘𝑘  𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥
𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝐼𝐼𝐼𝐼 𝑠𝑠𝑠𝑠 

  𝑝𝑝𝑝𝑝𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑘𝑘𝑘𝑘 
𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝐼𝐼𝐼𝐼 𝑠𝑠𝑠𝑠 

 

 

𝑐𝑐𝑐𝑐  𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑇𝑇𝑇𝑇   𝐼𝐼𝐼𝐼 𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑘𝑘𝑘𝑘  𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥
𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝐼𝐼𝐼𝐼 𝑠𝑠𝑠𝑠 

  𝑝𝑝𝑝𝑝𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑘𝑘𝑘𝑘 
𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝐼𝐼𝐼𝐼 𝑠𝑠𝑠𝑠 

 

 

𝑐𝑐𝑐𝑐  𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑇𝑇𝑇𝑇   𝐼𝐼𝐼𝐼 𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑘𝑘𝑘𝑘  𝑘𝑘𝑘𝑘 ≥
𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝐼𝐼𝐼𝐼 𝑠𝑠𝑠𝑠 

  𝑝𝑝𝑝𝑝𝑖𝑖𝑖𝑖 𝑘𝑘𝑘𝑘 
𝑖𝑖𝑖𝑖∈𝐼𝐼𝐼𝐼 𝑠𝑠𝑠𝑠 

 

 وبربط هذه المتباينات، فاإن ال�سرط  يعطي  
 

 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑗𝑗𝑗𝑗∈𝐽𝐽𝐽𝐽 𝑇𝑇𝑇𝑇 

≤ 𝑞𝑞𝑞𝑞𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑗𝑗𝑗𝑗
 

 

 و 
 

 
( )       ( )

min ,i      i
i I T        i I T

P    p k
∈       ∈

≥∑    ∑ وكذلك 
 . وبما اأن هذا يتحقق لكل تجزئة S و T، اإذن، يوجد تدفق ملائم لل�سبكة 

 

𝑐𝑐𝑐𝑐  𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑇𝑇𝑇𝑇  ≥ 𝜕𝜕𝜕𝜕 𝑌𝑌𝑌𝑌 ∩ 𝑇𝑇𝑇𝑇 − 𝜎𝜎𝜎𝜎 𝑋𝑋𝑋𝑋 ∩ 𝑇𝑇𝑇𝑇  

  

اأن 
■ يعطي بدوره البيانَ ثنائي الفرع المن�سود. 
يمكن تعميم م�ساألة اأكبر تدفق بافترا�س حد اأدنى غير �سالب للتدفق الم�سموح في كل �سلع. اإن قيود ال�سعة 
زلنا  ما  باأننا  علمًا   .  L ( ) ( ) ( )L e f e u e≤ ≤ المتباينة:   ƒ(e) التدفق  يحقق  اأن  نطلب  لذا،  اأعلى.  ا  حدًّ تبقى 
تعديلًا  فاإن  ملائم،  تدفقٌ  لدينا  وُجِدَ  اإذا  الداخلية.  اللتقاء(  )نقاط  الروؤو�س  على  المحافظة  �سروط  نفتر�س 
ب�سيطًا لخوارزمية Ford و Fulkerson الخا�سة بو�سع العلامات ي�سمح لنا باإيجاد اأكبر )اأو اأ�سغر( تدفق ملائم 

)تمرين 4(. اإن ال�سعوبة تكمن في اإيجاد تدفق ابتدائي ملائم. و�سنعر�س التطبيق الآتي: 
 )Bacharach[1996]( 19.3.4.  تطبيق: تدوير الم�صفوفات

في بع�س الأحيان، نرغب في تدوير مدخلات م�سفوفة معينة لأقرب عدد �سحيح اأكبر من المدخلة اأو اأ�سغر منها. 
فِّ اأو العمود عددًا �سحيحًا. اإن مجموع كل �سفّ اأو عمود مدور  وكذلك نرغب في اأن يكون مجموع عنا�سر ال�سّ
فّ اأو العمود. وتُ�سمى م�سفوفةُ الأعداد ال�سحيحة  يجب اأن يكون تدويرًا لحا�سل الجمع الأ�سلي لمدخلات هذا ال�سّ

الناتجة )اإن وجدت( تدويرًا من�سجمًا. 
لُ ال�سفوفَ،  يمكن تمثيل م�ساألة التدوير المن�سجم بو�سفها م�ساألة تدفق ملائم. اجعل الروؤو�س x1, … ,xn تمثِّ
ا t، اأ�سف الأ�سلاع sxi و xiyi و yit لقيم  في حين تمثل الروؤو�سُ y1, … ,yn اأعمدةَ الم�سفوفة، اأ�سف منبعًا s، وم�سبًّ
i و j جميعها. اإذا كانت ai,j هي مدخلات الم�سفوفة، و r1, … , rn هي حا�سل جمع مدخلات ال�سفوف، و s1, … ,sn تمثل 

حا�سل جمع مدخلات الأعمدة، اجعل:
l ( ) ( ),( ) , , ,i i i i j i jiL sx r L x y a L y t c   = = =      𝑙𝑙𝑙𝑙 

𝑢𝑢𝑢𝑢 

( ) ( ),( ) , , ,i i i i j i jiL sx r L x y a L y t c   = = =      𝑙𝑙𝑙𝑙 

𝑢𝑢𝑢𝑢 

( ) ( ),( ) , , ,i i i i j i jiL sx r L x y a L y t c   = = =                                          

u( ) ( ) ( ),, ,   = = =      i i i i i j i jU sx r U x y a U y t c

𝑙𝑙𝑙𝑙 

𝑢𝑢𝑢𝑢 ( ) ( ) ( ),, ,   = = =      i i i i i j i jU sx r U x y a U y t c

𝑙𝑙𝑙𝑙 

𝑢𝑢𝑢𝑢 ( ) ( ) ( ),, ,   = = =      i i i i i j i jU sx r U x y a U y t c                                     

نجري اختبار التدفق الملائم من خلال تحويل الم�ساألة اإلى م�ساألة عادية عن اأكبر تدفق . ومن خلال هذا التحويل، 
                       ■ يمكننا ا�ستخدام �سبكة تدفق لختبار وجود تدوير من�سجم. 
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20.3.4. الحل. الدوران والتدفق اللذان لهما حدود دنيا )�سفلى(.
في م�ساألة اأكبر تدفق ذات الحدود العليا والحدود الدنيا على ال�سعة على الأ�سلاع، يكون التدفق ال�سفري غير 
على  يجب الح�سول  للبدء. حيث  مكانًا  ل تجد  العلامات  لو�سع  وفولكر�سون  فورد  خوارزمية  فاإن  لذا،  ملائم. 
تدفق ملائم اأولً. وبعد ذلك، ن�ستطيع تطبيق خوارزمية و�سع العلامات من خلال اإجراء تعديل ب�سيط على هذه 

الخوارزمية )التمرين 4(. 
في الخطوة الأولى، ن�سيف �سلعًا )�سعته ما لنهاية( من الم�سبِّ اإلى المنبع. يكون لل�سبكة الناتجة تدفقٌ ملائم 
يتَّ�سِمُ بالمحافظة عند كل )نقطة  التقاء( راأ�س )ت�سمى دورانًا( اإذا وفقط اإذا كان لل�سبكة الأ�سلية تدفقٌ ملائم. 
 N اإلى م�ساألة اأكبر تدفقًا C ل م�ساألة الدوران الملائم . بعد ذلك، نحوِّ في م�ساألة الدوران، ل يوجد منبعٌ ول م�سبٌّ
اأجل  اإ�سافة منبع وم�سبّ من  الروؤو�س )نقاط اللتقاء( ومن خلال  ا�ستحداث عرو�س وطلبات عند  من خلال 
 c(e) = u(e) - l(e) افتر�س اأن l(e) ≤ ƒ(e) ≤ u(e) :تحقيق فر�سيات م�ساألة العر�س والطلب. تحت قيد التدفق

 .v لكل راأ�س

𝑙𝑙𝑙𝑙− 𝑣𝑣𝑣𝑣  𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑒𝑒𝑒𝑒 
𝑒𝑒𝑒𝑒∈ 𝑉𝑉𝑉𝑉 𝐶𝐶𝐶𝐶 −𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣𝑣𝑣𝑣 

 

𝑙𝑙𝑙𝑙  𝑣𝑣𝑣𝑣  𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑒𝑒𝑒𝑒 
𝑒𝑒𝑒𝑒∈ 𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑉𝑉𝑉𝑉 𝐶𝐶𝐶𝐶 −𝑣𝑣𝑣𝑣 

 

𝑏𝑏𝑏𝑏 𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑙𝑙𝑙𝑙− 𝑣𝑣𝑣𝑣 − 𝑙𝑙𝑙𝑙  𝑣𝑣𝑣𝑣  

 

l l  l𝑙𝑙𝑙𝑙− 𝑣𝑣𝑣𝑣  𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑒𝑒𝑒𝑒 و 
𝑒𝑒𝑒𝑒∈ 𝑉𝑉𝑉𝑉 𝐶𝐶𝐶𝐶 −𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣𝑣𝑣𝑣 

 

𝑙𝑙𝑙𝑙  𝑣𝑣𝑣𝑣  𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑒𝑒𝑒𝑒 
𝑒𝑒𝑒𝑒∈ 𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑉𝑉𝑉𝑉 𝐶𝐶𝐶𝐶 −𝑣𝑣𝑣𝑣 

 

𝑏𝑏𝑏𝑏 𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑙𝑙𝑙𝑙− 𝑣𝑣𝑣𝑣 − 𝑙𝑙𝑙𝑙  𝑣𝑣𝑣𝑣  

 

𝑙𝑙𝑙𝑙− 𝑣𝑣𝑣𝑣  𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑒𝑒𝑒𝑒 
𝑒𝑒𝑒𝑒∈ 𝑉𝑉𝑉𝑉 𝐶𝐶𝐶𝐶 −𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣𝑣𝑣𝑣 

 

𝑙𝑙𝑙𝑙  𝑣𝑣𝑣𝑣  𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑒𝑒𝑒𝑒 
𝑒𝑒𝑒𝑒∈ 𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑉𝑉𝑉𝑉 𝐶𝐶𝐶𝐶 −𝑣𝑣𝑣𝑣 

 

𝑏𝑏𝑏𝑏 𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑙𝑙𝑙𝑙− 𝑣𝑣𝑣𝑣 − 𝑙𝑙𝑙𝑙  𝑣𝑣𝑣𝑣  

 

𝑙𝑙𝑙𝑙− 𝑣𝑣𝑣𝑣  𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑒𝑒𝑒𝑒 
𝑒𝑒𝑒𝑒∈ 𝑉𝑉𝑉𝑉 𝐶𝐶𝐶𝐶 −𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣𝑣𝑣𝑣 

 

𝑙𝑙𝑙𝑙  𝑣𝑣𝑣𝑣  𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑒𝑒𝑒𝑒 
𝑒𝑒𝑒𝑒∈ 𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑉𝑉𝑉𝑉 𝐶𝐶𝐶𝐶 −𝑣𝑣𝑣𝑣 

 

𝑏𝑏𝑏𝑏 𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑙𝑙𝑙𝑙− 𝑣𝑣𝑣𝑣 − 𝑙𝑙𝑙𝑙  𝑣𝑣𝑣𝑣  

 

l  l 𝑙𝑙𝑙𝑙− 𝑣𝑣𝑣𝑣  𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑒𝑒𝑒𝑒 و 
𝑒𝑒𝑒𝑒∈ 𝑉𝑉𝑉𝑉 𝐶𝐶𝐶𝐶 −𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣𝑣𝑣𝑣 

 

𝑙𝑙𝑙𝑙  𝑣𝑣𝑣𝑣  𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑒𝑒𝑒𝑒 
𝑒𝑒𝑒𝑒∈ 𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑉𝑉𝑉𝑉 𝐶𝐶𝐶𝐶 −𝑣𝑣𝑣𝑣 

 

𝑏𝑏𝑏𝑏 𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑙𝑙𝑙𝑙− 𝑣𝑣𝑣𝑣 − 𝑙𝑙𝑙𝑙  𝑣𝑣𝑣𝑣  

 

𝑙𝑙𝑙𝑙− 𝑣𝑣𝑣𝑣  𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑒𝑒𝑒𝑒 
𝑒𝑒𝑒𝑒∈ 𝑉𝑉𝑉𝑉 𝐶𝐶𝐶𝐶 −𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣𝑣𝑣𝑣 

 

𝑙𝑙𝑙𝑙  𝑣𝑣𝑣𝑣  𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑒𝑒𝑒𝑒 
𝑒𝑒𝑒𝑒∈ 𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑉𝑉𝑉𝑉 𝐶𝐶𝐶𝐶 −𝑣𝑣𝑣𝑣 

 

𝑏𝑏𝑏𝑏 𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑙𝑙𝑙𝑙− 𝑣𝑣𝑣𝑣 − 𝑙𝑙𝑙𝑙  𝑣𝑣𝑣𝑣  

 

l𝑙𝑙𝑙𝑙− 𝑣𝑣𝑣𝑣  𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑒𝑒𝑒𝑒 
𝑒𝑒𝑒𝑒∈ 𝑉𝑉𝑉𝑉 𝐶𝐶𝐶𝐶 −𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑣𝑣𝑣𝑣 

 

𝑙𝑙𝑙𝑙  𝑣𝑣𝑣𝑣  𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑒𝑒𝑒𝑒 
𝑒𝑒𝑒𝑒∈ 𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑉𝑉𝑉𝑉 𝐶𝐶𝐶𝐶 −𝑣𝑣𝑣𝑣 

 

𝑏𝑏𝑏𝑏 𝑣𝑣𝑣𝑣 𝑙𝑙𝑙𝑙− 𝑣𝑣𝑣𝑣 − 𝑙𝑙𝑙𝑙  𝑣𝑣𝑣𝑣  

 

لكل �سلع e، واأن

. لحظ اأن الدوران الملائم ƒ يجب اأن يحقق قيود  ( ) 0b v =∑ بما اأن l(uv) ت�سهم في l+(u) وفي l-(v) ، فاإن 
 ƒ' (e) عند كل راأ�س )نقطة التقاء(. وبجعل   ƒ +(v) - ƒ´-(v) = 0 :التدفق على كل �سلع، وكذلك يحقق اأن
ƒ(e) – l(e) =  ، نجد اأن ƒ تمثل دورانًا ملائمًا C اإذا وفقط كانت'ƒ  تحقق ƒ'(e) ≤ c(e) ≥ 0 على كل �سلع، 

واأن ƒ' + (v) – ƒ' –(v) = b(v)    عند كل راأ�س. 
لحظ اأن هذا ينقل م�ساألة الدوران الملائم اإلى م�ساألة تدفق بعرو�س وطلبات. اإذا كانت b(v) ≥ 0، فاإن 
v يزود ال�سبكة بتدفق مقداره |b(v)|، وبغير ذلك، فاإن v يطلب تدفقًا بمقدار |b(v)|. لتجديد قيود المحافظة، 
ا t تكون فيها  ن�سيف منبعًا s تكون فيه �سعة ال�سلع م�ساوية b(v) لكل راأ�س v حيث b(v)>0، وكذلك ن�سيف م�سبًّ

 .N وهذا يكمل بناء ال�سبكة ،b(v) < 0 حيث v من كل راأ�س – b(v) سعة ال�سلع م�ساوية�
، فاإن ال�سعة الكلية  ( ) 0b v =∑ افتر�س اأن α تمثل ال�سعة الكلية على الأ�سلاع المغادرة للمنبع s، بما اأن 
 α تدفقٌ قيمته N ِاإذا وفقط اإذا كان لـ ƒ دوران ملائم C الآن، يوجد لـ .α ت�ساوي t ِّللاأ�سلاع الداخلة اإلى الم�سب
 ■  .)t اأو الداخلة اإلى s  م�سبع بالأ�سلاع جميعها الخارجة من(

21.3.4. النتيجة: افتر�س اأن D �سبكة لها قيود محافظة عند كل راأ�س )نقطة التقاء(. يكون لهذه ال�سبكة 
 .S ⊆V(D) لكل  𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑒𝑒𝑒𝑒 

𝑒𝑒𝑒𝑒∈ 𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑆𝑆𝑆𝑆  
≤  𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑒𝑒𝑒𝑒 

𝑒𝑒𝑒𝑒∈ 𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑆𝑆𝑆𝑆 
 

 

 𝑆𝑆𝑆𝑆 ∪ 𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑆𝑆𝑆𝑆 ∪ 𝑇𝑇𝑇𝑇         𝑆𝑆𝑆𝑆 ∩ 𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑆𝑆𝑆𝑆 ∩ 𝑇𝑇𝑇𝑇        ≤  𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑆𝑆𝑆𝑆   𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑇𝑇𝑇𝑇   

 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑗𝑗𝑗𝑗
≥ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑖𝑖𝑖𝑖
 

 

 

 𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑒𝑒𝑒𝑒 
𝑒𝑒𝑒𝑒∈ 𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑆𝑆𝑆𝑆  

≤  𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑒𝑒𝑒𝑒 
𝑒𝑒𝑒𝑒∈ 𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑆𝑆𝑆𝑆 

 

 

 𝑆𝑆𝑆𝑆 ∪ 𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑆𝑆𝑆𝑆 ∪ 𝑇𝑇𝑇𝑇         𝑆𝑆𝑆𝑆 ∩ 𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑆𝑆𝑆𝑆 ∩ 𝑇𝑇𝑇𝑇        ≤  𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑆𝑆𝑆𝑆   𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑇𝑇𝑇𝑇   

 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑗𝑗𝑗𝑗
≥ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑖𝑖𝑖𝑖
 

 

 

 𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑒𝑒𝑒𝑒 
𝑒𝑒𝑒𝑒∈ 𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑆𝑆𝑆𝑆  

≤  𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑒𝑒𝑒𝑒 
𝑒𝑒𝑒𝑒∈ 𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑆𝑆𝑆𝑆 

 

 

 𝑆𝑆𝑆𝑆 ∪ 𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑆𝑆𝑆𝑆 ∪ 𝑇𝑇𝑇𝑇         𝑆𝑆𝑆𝑆 ∩ 𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑆𝑆𝑆𝑆 ∩ 𝑇𝑇𝑇𝑇        ≤  𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑆𝑆𝑆𝑆   𝑇𝑇𝑇𝑇 𝑇𝑇𝑇𝑇   

 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗
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𝑒𝑒𝑒𝑒∈ 𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑆𝑆𝑆𝑆  

≤  𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑒𝑒𝑒𝑒 
𝑒𝑒𝑒𝑒∈ 𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑆𝑆𝑆𝑆 
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l دوران ملائم اإذا وفقط اإذا تحقق اأن: 
الإثبات: يمكننا الوقوف قبل الخطوة الأخيرة في نقا�سنا للحل 20.3.4. وتو�سيح م�ساألتنا بو�سفها م�ساألة 
، فاإن الطريقة الفريدة لتلبية الطلبات جميعها هي  ( ) 0b v =∑ عر�س وطلب في نموذج النظرية 17.3.4. بما اأن 

ó( ) ( )v b v= ا�ستخدام المعرو�س كله. لذا، يوجد دوران اإذا وفقط اإذا وجد لم�ساألة العر�س والطلب التي عرو�سها 
 .{ }( ) : ( ) 0v V D b v∈ < ) لكل  )v∂ = –b(v) وطلباتها { }( ) : ( ) 0v V D b v∈ ≥ σ لكل 

لحظ اأن النظرية 17.3.4 تعطي تو�سيفًا للحالة التي يوجد فيها حلّ لهذه الم�ساألة. وباإرجاع الم�ساألة اإلى الحدود 
العليا والدنيا على التدفق في الم�ساألة الأ�سلية )التمرين 22(، فاإن المعيار الموجود في النظرية 17.3.4 ي�سبح :

■  .S ⊆ V (D) لكل  𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑒𝑒𝑒𝑒 
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الفصل 4     الترابط والمسارات188

)Exercises( تمارين

اأدناه. جد قائمة بالتدفقات الملائمة التي قيمها اأعداد �سحيحة، واختر تدفقًا  1.3.4. )-( في ال�سبكة المبينة 
ذا قيمة ق�سوى )عظمى(. )يو�سح هذا فائدة مبداأ الثنوية على البحث ال�سامل(. اأثبت اأن هذا التدفق هو اأكبر 
تدفق عن طريق اإيجاد قطع له القيمة نف�سها. حدد عدد القواطع من المنبع اإلى الم�سبِّ )تعليق: يوجد تدفق غير 

1�سفري قيمته �سفر(. 

3

ts 2

3

2

1

2

3

3

2.3.4. )-( في ال�سبكة المو�سحة اأدناه، اأوجد اأكبر تدفق من s اإلى t. اأثبت اأن جوابك هو الأمثل عن طريق ا�ستخدام 
الم�ساألة المرافقة التي تح�سل عليها من مبداأ الثنوية )الزدواجية(، وو�سح لماذا يعطينا هذا اإثباتًا للاأمثلية؟ 

4

4
5

3

123

6
3

2

6

13

5s

t

14

65

4

ال�سعات ذات  الأنابيب  �سبكة  بح�سب  خزانين  من  الماء  ي�سحب  مطبخ  مجلى  اأن  افتر�س   )-(  .3.3.4 
ا�ستخدام  الأمثل عن طريق  اأن جوابك هو  اأثبت  اأكبر تدفق.  اأدناه. جد  الر�سم  )لكل وحدة زمن( المو�سحة في 

ح لماذا يعطينا هذا اإثباتًا للاأمثلية.؟  الم�ساألة المرافقة التي تح�سل عليها من مبداأ الثنوية )الزدواجية(، وو�سِّ

253

5

40

Sink

Tank 2

Tank 1 7

25

5
12
3

3

12

12

9

4
10

●           ●           ●           ●           ●

4.3.4. افتر�س اأن N �سبكة لأ�سلاعها �سعات معينة، ولنقاط الت�سال قيود محافظة بالإ�سافة اإلى حدود دنيا 
L(e) على التدفق عبر الأ�سلاع، بمعنى اأننا ن�سترط اأن ƒ(e) ≥ L(e) . اإذا كان التدفق الملائم البتدائي معطى، 
فبين كيف يمكن تعديل خوارزمية فورد وفولكر�سون لو�سع العلامات من اأجل البحث عن اأكبر تدفق ملائم عبر 

هذه ال�سبكة. 
الموجهة:  للبيانات  داخليًّا  المنف�سلة  بالم�سارات  المتعلقة  منجر  نظرية  لإثبات  ال�سبكات  تدفق  ا�ستخدم   )!(  .5.3.4
) عندما ل يكون xy �سلعًا. )م�ساعدة: ا�ستخدم التحويل الأول المقترح في الملاحظة 15.3.4(.  , ) ( , )k x y x yλ=

للبيانات:  ا  �سلعيًّ المنف�سلة  بالم�سارات  المتعلقة  منجر  نظرية  لإثبات  ال�سبكات  تدفق  ا�ستخدم   )!(.6.3.4
κ
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189 مسائل تدفق الشبكات  3.4

)' )م�ساعدة: ا�ستخدم التحويل الثاني المقترح في الملاحظة 15.3.4(.  , ) '( , )k x y x yλ=

البيانات:  في  المتجاورة  غير  بالروؤو�س  المتعلقة  منجر  نظرية  لإثبات  ال�سبكات  تدفق  ا�ستخدم   )1(  .7.3.4
. )م�ساعدة: ا�ستخدم التحويلين المقترحين في الملاحظة 15.3.4(.  ( , ) ( , )k x y x yλ=

دَتْ على الروؤو�س  ا اأن ال�سعات قد حُدِّ , . وافتر�س اأي�سً ( )x y V G∈ 8.3.4. افتر�س اأن G بيان موجّه فيه 
المختلفة عن x و y بدلً من تحديدها على الأ�سلاع، وافتر�س وجود حدٍّ ثابت للتدفق الكلي عبر كل راأ�س، ول يوجد 
ح كيف يمكن ا�ستخدام نظرية تدفق ال�سبكات العادية لتحديد اأكبر قيمة  اأيُّ ح�سر على التدفق عبر الأ�سلاع، و�سِّ

دَتْ �سعات روؤو�سه.  لتدفق ملائم من x اإلى y في البيان G الذي حُدِّ
 V(G) لـِ  وُجِدَ لكل تجزئة  اإذا  اإذا وفقط  G يكون مترابطًا  البيان  اأن  ال�سبكات لإثبات  ا�ستخدم تدفق   .9.3.4
لمجموعتين غير خاليتين S و T �سلعٌ له نقطة طرفية في S، واأخرى في T. )تعليق: يوجد اإثبات مبا�سر لهذه الم�ساألة 

في الف�سل الأول. لذا، فهذا مثال على ا�ستخدام مطرقة �سخمة لقتل بعو�سة اأو ذبابة(. 
)König-Egervary( واإيجرفاري  كونج  نظرية  لإثبات  ال�سبكات  تدفق  ا�ستخدم   )!(  .10.3.4 

) اإذا كان البيان G ثنائي الفرع(.  ) ( )G Gα β′ = ( 
11.3.4. اأثبت اأن خوارزمية الم�سار المو�سّع للبيانات الثنائية الفرع )الخوارزمية 1.2.3( تمثل حالة خا�سة من 

خوارزمية فورد وفولكر�سون لو�سع العلامات. 
 :N قطعان من المنبع اإلى الم�سبِّ في �سبكة [T, T]و [S, S] 12.3.4 . افتر�س اأن

 (a 

 𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑒𝑒𝑒𝑒 
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 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑗𝑗𝑗𝑗
≥ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑖𝑖𝑖𝑖
 

 

 

اأثبت اأن 
)م�ساعدة: ار�سم ر�سمة، وخذ في الح�سبان الم�ساهمات من مختلف اأنواع الأ�سلاع(. 

 (b [S ∩ T, S ∩ T] و [S ∪ T, 

 𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑒𝑒𝑒𝑒 
𝑒𝑒𝑒𝑒∈ 𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑆𝑆𝑆𝑆  

≤  𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑒𝑒𝑒𝑒 
𝑒𝑒𝑒𝑒∈ 𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑆𝑆𝑆𝑆 
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 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑗𝑗𝑗𝑗
≥ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑖𝑖𝑖𝑖
 

 

 

افتر�س اأن [S, S] و[S, T] قطعان اأ�سغران، ا�ستنتج من فرع a اأن [
ا قطعان اأ�سغران، وا�ستنتج كذلك عدم وجود �سلع بين S – T و T – S له �سعة موجبة.  هما اأي�سً

 mi باإر�سال i 13.3.4. )!( افتر�س اأن عدة �سركات اأر�سلت ممثلين عنها اإلى اأحد الموؤتمرات؛ حيث تقوم ال�سركة
ممثلًا لها. يعقد منظمو الموؤتمر عدة ور�س عمل في الوقت نف�سه عن طريق تق�سيم الم�ساركين اإلى عدة مجموعات، 
الم�ساركين  توزيع  في  يرغبون  الموؤتمر  منظمي  اأن  وافتر�س  م�ساركًا.   nj ت�ستوعب  اأن  ت�ستطيع   j رقم  فالمجموعة 
جميعهم على مجموعات العمل بحيث ل ت�سم المجموعة اأكثر من ممثل واحد لكل �سركة م�ساركة، وافتر�س كذلك 

اأن اكتمال المجموعات لي�س �سروريًّا: 
 (a .حْ كيف يمكن ا�ستخدام تدفق ال�سبكات لختبار ما اإذا اأمكن تحقيق ال�سروط المفرو�سة اأعلاه اأم ل و�سِّ
 (b عَ دليل على هذه اإذا كان عدد ال�سركات ي�ساوي p، وعدد مجموعات العمل ي�ساوي q، وافتر�س اأنه وُ�سِ

المجموعات بحيث يحقق: 
m1 ≥ ... ≥ mp  و n1 ≤ ... ≤ nq. اأثبت اأنه يمكن توزيع الم�ساركين على مجموعات العمل على اأن تتحقق ال�سروط 

. 0 l q≤ ≤ 0 و  k p≤ ≤ +k(q-1) لكل 

 𝑙𝑙𝑙𝑙 𝑒𝑒𝑒𝑒 
𝑒𝑒𝑒𝑒∈ 𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑆𝑆𝑆𝑆  

≤  𝑢𝑢𝑢𝑢 𝑒𝑒𝑒𝑒 
𝑒𝑒𝑒𝑒∈ 𝑆𝑆𝑆𝑆 𝑆𝑆𝑆𝑆 
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 𝑛𝑛𝑛𝑛𝑗𝑗𝑗𝑗
𝑙𝑙𝑙𝑙

𝑗𝑗𝑗𝑗
≥ 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑖𝑖𝑖𝑖

𝑘𝑘𝑘𝑘

𝑖𝑖𝑖𝑖
 

 

 

المفرو�سة جميعها اإذا وفقط اإذا تحقق اأن 
ا اأننا نرغب  14.3.4. افتر�س اأنه يوجد k من الأق�سام الأكاديمية في اإحدى الجامعات الكبيرة. وافتر�س اأي�سً
في تعيين لجنة مهمة تختار اأ�ستاذًا من كل ق�سم، علمًا باأن بع�س الأ�ساتذة معينين تعيينًا م�ستركًا بين ق�سمين اأو 
ا اأن عدد الأ�ساتذة  اأكثر، وافتر�س كذلك اأنه ل يمكن تعيين اأي �سخ�س ليكون ممثلًا لأكثر من ق�سم، وافتر�س اأي�سً
الم�ساعدين ي�ساوي عدد الأ�ساتذة الم�ساركين وي�ساوي عدد الأ�ساتذة في هذه اللجنة )افر�س اأن k تقبل الق�سمة على 
ْ كيف يمكن اإيجاد مثل هذه اللجنة. )م�ساعدة: جد �سبكة بحيث ترتبط وحدات التدفق بالأ�ساتذة الذين  3(. بَينِّ
ح كيفية ا�ستخدام هذه ال�سبكة لختبار ما اإذا  تم اختيارهم لهذه اللجنة، واأن ال�سعات تمثل القيود المختلفة، ثمّ و�سّ
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الفصل 4     الترابط والمسارات190

 .)Hall [1956]( .)وُجدت مثل هذه اللجنة، واأوجدها اإن وُجدت
ا اأن قيمة ال�سجرة المولودة هي اأ�سغر وزن على اأ�سلاعها، واأن  15.3.4. افتر�س اأن G بيان موزون. وافتر�س اأي�سً
cap )ال�سعة( من قطع اأ�سلاع [S, S] هي اأكبر وزن على اأ�سلاع هذا القطع. اأثبت اأن اأكبر قيمة ل�سجرة مولدة 

 .)Ahuja – Magnanti- orlin [1993,p538]) .G سعة( لقطع اأ�سلاع في�( cap ت�ساوي اأ�سغر G للبيان
16.3.4. )+( افتر�س اأنَّ x راأ�سٌ، درجته الخارجية اأكبر ما يمكن في دوري T . اأثبت اأنه يوجد لـِ T �سجرة مولدة موجهة جذرها 
x بحيث يكون بُعْدُ كل راأ�س عن x ي�ساوي 2 على الأكثر، وبحيث ت�ساوي الدرجةُ الخارجة لأي راأ�س مختلف عن x   2 على الأكثر.

 )م�ساعدة: جد �سبكة بو�سفها نموذجًا للم�سارات المن�سودة للروؤو�س التي ل تكون خَلَفًا لـ x ، واأثبت اأن لكل قطع 
�سعة كافية. تعليق: هذا يقوي الق�سية 30.4.1 عن الملوك في دوريات الألعاب: ل يوجد اأي راأ�س بحاجة اإلى اأن 

.)Lu [1996] يكون راأ�سًا متو�سطًا لأكثر من راأ�سين اآخرين

x

ثنائي  ب�سيط  بيانٌ  وُجِدَ  اإذا  ما  لتحديد   )18.3.4 Ryser )نظرية  و   Gale ا�ستخدم نظرية   )- *( .17.3.4
الفرع تكون درجات روؤو�س اإحدى مجموعتي روؤو�سه هي: )5،4،4،2،1( وكذلك درجات روؤو�س المجموعة الثانية 

ا.  من روؤو�سه هي: )5،4،4،2،1( اأي�سً
18.3.4 )* -( افتر�س اأن r= (r1, …, rn) و s=(s1, …,sn) .  جد ال�سروط ال�سرورية والكافية للح�سول 
 على بيان موجه D روؤو�سه v1, … vn  بحيث يظهر كلُّ زوج مرتب مرة واحدة على الأكثر بو�سفه �سلعًا، وبحيث اإن

ا.   d + (vi) = ri  و d - (vi) = si لكل i اأي�سً
19.3.4. ) *- ( جد تدويرًا من�سجمًا للمعطيات الموجودة في الم�سفوفة اأدناه. هل هذا التدوير فريد؟ )يجب اأن 

تكون كلُّ مدخلةٍ �سفرًا اأو واحدًا(. 

 
.55
.55
.6

.6
.65
.65

.6

.7

.7

× 2 يمكن تدويرها تدويرًا من�سجمًا.  20.3.4. )*( اأثبت اأن كل م�سفوفة حجمها 2 
فِ  (. �سِ 1

n-1
1 و )

n
21.3.4 . )*( افتر�س اأن كل مدخلة من مدخلات الم�سفوفة التي حجمها n × n تقع بين 

التدويرات المن�سجمة لهذا الم�سفوفة جميعها. 
22.3.4. )*( اأكمل تفا�سيل اإثبات النتيجة 21.3.4، وذلك باإثبات ال�سروط ال�سرورية والكافية لوجود دوران 

في �سبكة لها حدود دنيا وعليا. 
23.3.4. ) *!( يقال للبيان المنتظم من الدرجة k + l  باأنه قابل للتوجيه )k, l( اإذا اأمكن توجيهه بحيث تكون 

 : l اأو k الدرجة الداخلة لكل راأ�س اإما
 (a بحيث يتحقق  V(G) لروؤو�سه X, Y اإذا وفقط اإذا وُجدت تجزئة )k, l( قابل للتوجيه G اأثبت اأن البيان

) ما يلي: |[S,S]|≥(|X ∩ S| - |Y ∩ S|)(k - l))م�ساعدة: ا�ستخدم النظرية 17.3.4(. )S V G⊆ لكل 
 (b قابلًا ا  اأي�سً يكون   G فاإن   ،k > 1 وكانت   ،)k, l( للتوجيه  قابلًا   G كان  اإذا   ا�ستنتج: 

.Bondy – Murty [1976, p.210- 211] ) )k -1, l + 1(للتوجيه
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