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الفصل الثالث 

 )Matchings and Factors( المواءمات والعوامل

)Matchings and Covers( 1.3 المواءمات والغطاءات
لأيّ مجموعة من الأ�صخا�ص، هنالك اأزواج منهم من�صجمون بو�صفهم رفقاء في غرف موجودين فيها؛ 
البيانات  العديد من تطبيقات  اإنَّ  اأزواج من�صجمة؟  لكي ن�صعهم جميعًا في  تتوافر  اأنْ  التي يجب  ماال�صروط 
موؤهّلين  اأخذنا في الح�صبان م�صاألة ملء وظائف بمتقدمين   9.1.1 المثال  الأزواج. ففي  ت�صتمل على مثل هذه 
للعمل. ونعلم اأنَّه توجد للبيانات الثنائيّة الفرع تجزئة طبيعيّة للرّوؤو�ص اإلى مجموعتين، ونريد معرفة ما اإذا 
روريّ اأنْ يكون  كان بالإمكان و�صع المجموعتين في �صورة اأزواج با�صتخدام الأ�صلاع. لحظ اأنّه لي�ص من ال�صّ

البيان ثنائيّ الفرع في م�صاألة رفقاء الغرف.

G هي مجموعة اأ�صلاع لي�صت اأن�صوطات، ول تت�صارك  1.1.3. تعريف: المواءمة )matching( في البيان 
في النّقاط الطّرفيّة. وتكون الرّوؤو�ص الواقعة على اأ�صلاع المواءمة M م�شبعة )saturated( من قبل M؛ 
 )M-saturated( M نقول م�صبعة من قبل( )unsaturated( اأمّا الرّوؤو�ص الأخرى فتكون غير م�شبعة
وغير م�صبعة من قبل M (M-unsaturated). والمواءمة الكاملة )perfect matching( في البيان هي 

المواءمة التي تكون روؤو�صها جميعها م�صبعة. 
  X = {x1, …, xn} المجزّاأة  المجموعات  مع   Kn,n خذ   .Kn,n في  الكاملة  المواءمات  مثال:   .2.1.3
لِـ  رفقاء  اإيجاد  واأنّ   .Y اإلى    X من  تناظر  دالة  تعرف  الكاملة  المواءمة  اأنّ   و Y = { y1,…, yn }  لحظ 
xi عندما تكون j  اإلى i حيث تُر�صَل ،[n] مواءمة كاملة. كلّ مواءمة تُثل بتبديل لـ n! بالتتابع يعطي x1, x2, … 
فوف والأعمدة، وذلك  تلائم yj. ون�صتطيع التعبير عن المواءمات، ويمكننا كذلك و�صع X وYبو�صفه دليلًا لل�صّ
بو�صع 1 في المواقع i، j لكلّ �صلع xi yj في المواءمة M لنح�صل على الم�صفوفة المقابلة؛ حيث اإنَّ العدد 1  يوجد 
■ مرة واحدة فقط في كلّ �صف وفي كلّ عمود. 

x1 x2 x3 x4

y1
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Y
y2 y3 y4

0
0
1
0

1
0
0
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0
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0
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0
0
1
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الفصل 3     المواءمات والعوامل108

مواءمة  له  يوجد  فلا  K2n+1 فرديّة،  رتبة  اأنَّ  بما  التامّة(.  البيانات  في  الكاملة  )المواءمات  مثال:   .3.1.3
ا مختلفًا في �صورة اأزواج. يوجد  كاملة. لحظ اأنَّ عدد المواءمات fn  في K2n هو عدد الطرق لو�صع 2n �صخ�صً
2n-1 طريقة لختيار �صريك للرّاأ�ص v2n ، وفي كل اختيار مماثل هناك fn-1 طريقة لإكمال المواءمة. لذلك، فاإنّ 

 fn = (2n-1) (2n-3)…(1). َّصنجد من ال�صتقراء اأن� ، fo=1 وبجعل .n ≥ 1 ّلكل fn=(2n-1) fn-1

ا، ن�صكل مواءمة بو�صع اأول �صخ�صين في زوج، ثم  ا طريقة عدّ لح�صاب fn . فمن ترتيب  2n�صخ�صً يوجد اأي�صً
الثنين التاليين، وهكذا. لذا، فاإنَّ كلّ ترتيب �صيوؤدي اإلى مواءمة واحدة. وبما اأنَّ تغيير التّتيب للاأزواج، اأو 
تغيير التّتيب داخل الزوج نف�صه ل يغير المواءمة الناتجة، فاإنَّ كلّ مواءمة �صتتولد بـ !2nn ترتيبًا. وعليه، يوجد 
■ fn = (2n)!/(2nn!)  مواءمة كاملة. 

ح�صاب  يحتاج  روؤو�ص.  خم�صة  على  وحلقتين  كاملة  مواءمة  يظهر  بيت�صون  لبيان  العتيادي  الر�صم 
المواءمات الكاملة اإلى بع�ص الجهد )التمرين 14(. لحظ اأنَّ البناء ال�صتقرائيّ للمكعّب الزائدي Qk يوؤدي 
اإلى العديد من المواءمات الكاملة )التمرين 16(، اإل اأنّ ح�صابها بدقة يعدّ �صعبًا. لحظ اأنَّ البيانات اأدناه ذات 

رتب زوجيّة ولكن لي�ص لها مواءمات كاملة. 

)Maximum Matchings( المواءمات العظمى
المواءمة هي مجموعة اأ�صلاع. لذا، فاإنَّ حجمها )size( هو عدد الأ�صلاع. ون�صتطيع البحث عن مواءمة 
التي اختيرت  الأ�صلاع  ت�صتخدم في  الطّرفيّة لم  نقاطها  اإنَّ  الآخر، بحيث  بعد  واحدًا  اأ�صلاع  باختيار  كبيرة 

�صابقًا، حتى ل تبقى اأيّ اأ�صلاع موجودة. وهذا يوؤدي اإلى مواءمة عظمى، ولكنّها قد ل تكون مواءمة كبرى. 

يمكن  ل  التي  المواءمة  هي  البيان  في   )maximal matching( العظمى  المواءمة  تعريف:   .4.1.3
تو�صيعها باإ�صافة �صلع. اأمّا المواءمة الق�شوى )maximum matching( فهي المواءمة التي لها اأكبر 

حجم من بين المواءمات جميعها في البيان. 
 .M  يقع على �صلع موجود اأ�صلًا في M عظمى اإذا تحقّق اأنَّ كلّ �صلع غير موجود في M تكون المواءمة

ولحظ اأنَّ كلّ مواءمة كبرى هي مواءمة عظمى، ولكن لي�ص بال�صرورة اأنْ يتحقق العك�ص. 
 .P4 5.1.3. مثال: عظمى ≠ كبرى. البيان الأ�صغر الذي له مواءمة عظمى ولكنها لي�صت مواءمة كبرى هو
الطرفيين  الآخرين  لعيّن  ال�صّ ولكن  اأخرى،  اأ�صلاع  اأيّ  اإ�صافة  ن�صتطيع  ل  فاإنَّنا  الأو�صط،  لع  ال�صّ اأخذنا  فاإذا 
 ■                                                       .P6 و P4  ي�صكلان مواءمة اأو�صع. و�صنبيّن اأدناه هذه الظاهرة في كل من
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109 المواءمات والغطاءات  1.3

يعطينا  وهذا  اأو�صع.  مواءمة  اإلى  الرّفيعة  بالأ�صلاع  الغامقة  الأ�صلاع  ا�صتبدال  يوؤدي   ،5.1.3 المثال  في 
طريقة للبحث عن مواءمات اأو�صع.

ف الم�شار المتناوب للمواءمة M و )M-alternating path( على اأنَّه  6.1.3. تعريف: لتكن M مواءمة، نعرِّ
الم�صارُ الذي يتناوب بين اأ�صلاع في M واأ�صلاع اأخرى لي�صت فيها. اأمّا الم�صار المتناوب للمواءمة الذي تكون 

. )M-alternating path( و M فهو الم�شار المو�شّع للمواءمة M نقاطه الطّرفيّة غير م�صبعة من
بقية  مع   P M في  المواءمة  اأ�صلاع  ا�صتبدال  ن�صتطيع  فاإنّنا   ،M للمواءمة  مو�صّعا   P م�صارًا  اأعطينا  اإذا 
الأ�صلاع لِـ P لنح�صل على مواءمة جديدة′ M  مع �صلع اإ�صافّيّ واحد. ولذلك، عندما تكون M مواءمة كبرى، 

.M فلا يوجد م�صار مو�صّع للمواءمة
�صنثبت فيما ياأتي اأنَّ المواءمات العظمى تُيّز بوا�صطة الم�صارات المو�صّعة المفقودة. فاإذا اأعطينا مواءمتين، 
العمليةُ  وت�صمّى هذه  المجموعتين.  اإحدى  اإلى  بال�صبط  تنتمي  التي  الأ�صلاع  ف�صناأخذ في الح�صبان مجموعة 

عمليةَ "الفرق التّماثليّ" للمجموعات )انظر الملحق A( التي من الممكن تو�صيعها اإلى البيانات. 
ف الفرق التّماثليّ  G ∆ H  (Symmetric difference)  على اأنَّه  7.1.3. تعريف: للبيانين G و H، نعرِّ
البيانُ الجزئيّ من G ∪ H الذي تكون اأ�صلاعه هي الأ�صلاع في G ∪ H والتي تظهر بال�صبط في واحد 
 M′و M ا هذا الرمز لمجموعات الأ�صلاع؛ ب�صورة خا�صة، اإذا كانت كلّ من من G اأو H. ون�صتخدم اأي�صً

  : مواءمتين، فاإنَّ
M ∆ M ′  = ( M  -  M ′ )   ∪  ( M ′  -  M )

M فهي مواءمة  8.1.3. مثال: في البيان اأدناه، لحظ اأنَّ M مواءمةٌ لج�صم له خم�صة اأ�صلاع رفيعة، اأمّا ′
لج�صم له �صتة اأ�صلاع �صميكة، والأ�صلاع المنقّطة ل تنتمي اإلى M ول اإلى ′M . ويوجد للمواءمتين �صلع م�صتك 
واحد هو e وهو ل ينتمي اإلى فرقهما التّماثليّ، اإ�صافة اإلى اأنَّ اأ�صلاع ′M ∆ M ت�صكّل حلقة طولها 6 وم�صارًا 

طوله 3. ■

e

 M′و M لتكن  الإثبات:  اأو حلقة زوجيّة.  التّماثليّ لمواءمتين هي م�صار  للفرق  9.1.3..تمهيدية: كلّ مركبة 
M مواءمتان، فاإنَّ كلّ راأ�ص يقع على �صلع واحد من كل منهما  مواءمتين، وليكن ′F = M∆M. بما اأنَّ M  و ′
على الأكثر. لذا، يوجد �صلعان لـ F عند كل راأ�ص على الأكثر. وبما اأنَّ 2 ≥ (F)∆، فاإنَّ كلّ مركبة لِـ F هي 
 . M′- M واأ�صلاع  M - M′ يتناوب بين اأ�صلاع F حلقة اأو م�صار. واأكثر من ذلك، فاإنَّ كلّ م�صار اأو حلقة في
■   M′ و M. لذا، فاإنَّ لكلّ حلقة طولً زوجيًّا مع عددٍ مت�صاوٍ من الأ�صلاع من

10.1.3. نظرية: )بيرج [1957] (Berge)(. تكون المواءمةُ M في البيان G مواءمةً كبرى اإذا وفقط اإذا 
.M من م�صار مو�صّع للمواءمة G خلا

كان اإذا  وفقط  اإذا   M من  اأو�صع  مواءمة   G لـ  اأنَّ  لحظ  اتجاه؛  لكلّ  العك�صيّ  المكافئ  �صنثبت   الإثبات: 
 لـ G م�صار مو�صّع للمواءمة  M. وقد لحظنا اأنَّه من الممكن ا�صتخدام الم�صار المو�صّع للمواءمة M لينتج مواءمة 
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اأو�صع من M. وبالن�صبة اإلى التجاه العك�صيّ، لتكن ′M مواءمة في G اأو�صع من M؛ �صوف نن�صئ م�صارًا مو�صّعًا 
للمواءمة M. ليكن ′F = M ∆ M. فبا�صتخدام التمهيدية 9.1.3، نجد اأنَّ F يتكون من م�صار وحلقة زوجيّة؛ 
لِـ F مركّبة عدد  اأنْ يكون  |M′| > |M|، فيجب  اأنَّ  ′M. وبما  و   M والحلقات لها عدد الأ�صلاع نف�صه من 
اأ�صلاعها من ′M اأكثر من عدد اأ�صلاعها من M. اإنَّ مثل هذه المركّبة يمكن اأنْ تكون فقط م�صارًا يبداأ وينتهي 
■   .G في M ؛ لذلك فهي م�صار مو�صّع للمواءمةM′ ب�صلع في

)Hall's Matching Condition( شرط هال للمواءمة
عندما ن�صغل الوظائف بالمتقدّمين للعمل، عادة ما يكون عدد المتقدمين اأكثر من عدد الوظائف؛ ف�صلًا 
اأنَّ تعبئة الوظائف ب�صورة متتابعة ل يوظّف المتقدمين للعمل جميعهم. لنمذجة هذه الم�صاألة، ناأخذ بيانًا ثنائيّ 

.X التعريف 17.2.1(، ونبحث عن مواءمة م�صبعة لِـ( X ،Y الفرع مع التّجزئة الثّنائيّة
في  جار  لها  راأ�صًا   |S| اأنْ يوجد على الأقلّ  S ⊆ X يجب  X، فاإنَّ لكل  لِـ  M م�صبعة  اإذا كانت المواءمة 
اإلى  لنرمز   N(S) اأو  NG(S) و�صن�صتخدم  المجموعة.  تلك  من  اختيارها  يجب   S لـ  المواءمة  الرّوؤو�ص  لأن  S؛ 
. ال�صرط "لكلّ S ⊆ X، فاإنّ  مجموعة الرّوؤو�ص التي لها جار في S. وعليه، فاإنَّ |N(S) ≥ |S �صرطٌ �صروريٌّ
روريّ الوا�صح هو  َ |N(S)| ≥ |S|" هو �صرط هال )Hall’s Condition(. ولقد اأثبت هال اأنَّ ال�صّرط ال�صّ

.)TONCAS( ٍا �صرطٌ كاف اأي�صً
الثّنائيّة وتجزئته  الفرع  ثنائيّ  بيانًا   G كان  اإذا   )P. Hall [1935]– هال  )نظرية  نظرية:   .11.1.3 

.S ⊆ X ّلكل |N(S)| ≥ |S| اإذا وفقط اإذا كان X فاإنَّ له مواءمة م�صبعة لـ ،X ، Y 
لإثبات  الكفاية.   .N(S) في  تقع  اأنْ  يجب   S مع  تتواءم  التي  راأ�صًا   |S| الـ  اأنَّ  لحظ  رورة.  ال�صّ الإثبات: 
  ،X اأنَّ �صرط هال كاف، فاإنّنا �صنثبت المكافئ العك�صيّ. اإذا كانت M مواءمة كبرى في G ولي�صت م�صبعة لـ 
ف�صنح�صل على مجموعة  S ⊆ X، بحيث يكون  |N(S)| < |S|. ليكن u راأ�صًا من X غير مُ�صبع من M. من 
بين كلّ الرّوؤو�ص التي يمكن الو�صول اإليها من u با�صتخدام م�صارات متناوبة للمواءمة  Mفي G، اجعل S تتكوّن 
من الرّوؤو�ص الماأخوذة من X، و T تتكوّن من الرّوؤو�ص الماأخوذة من Y )انظر الر�صم اأدناه حيث M هي الأ�صلاع 

.u ∈ S َّال�صّميكة(. لحظ اأن
uX

Y
T = N (S)

S

Y من  ت�صل   u الرّاأ�ص  من   M للمواءمة  المتناوبة  الم�صارات  اأنَّ  لحظ   .S-{u} توائم  Tمع   M اأنَّ  ندّعي 
للمواءمة  مو�صّع  م�صار  يوجد  ل  اأنَّه  وبما   .M في  اأ�صلاع  خلال  من   X اإلى  وتعود   ،M في  لي�صت  اأ�صلاع  خلال 
من  يو�صّع   y ∈ T ي�صل  الذي   M للمواءمة  المتناوب  الم�صار  فاإنَّ  لذلك،  م�صبع.  راأ�ص  هو   T في  راأ�ص  كلّ  فاإنَّ   ،M
|T|= |S- وعليه   ،S-{u} اإلى   T تناظر من  دالّة  تعطينا    M اأ�صلاع   فاإنَّ  لذا،   .S راأ�ص في  اإلى  لي�صل   M خلال 
 y ∈ لـ  اأنَّ  افت�ص   .T = N(S) الحقيقة،  في   .T ⊆ N(S) تعطينا   S-{u}  و  T بين  المواءمة  اأنَّ  لحظ   .{u}|
لع  اأنْ يكون ال�صّ M لذا، ل يمكن  T من خلال  u غير م�صبع، و S-{u} يتواءم مع  اأنَّ الرّاأ�ص  v ∈ S. بما  Y-T جار 
متناوبًا  م�صارًا  يعطينا   v اإلى  للو�صول   M للمواءمة  المتناوب  الم�صار  اإلى   vy لع  ال�صّ اإ�صافة  فاإنَّ  لذلك،   .M في   vy
وبا�صتخدام موجودًا.   vy لع  ال�صّ يكون  اأنْ  يمكن  ل  وعليه،   .y ∉ T يناق�ص  وهذا   .y اإلى  ي�صل   M  للمواءمة 
   T = N(S) هذا الخيار للمجموعة S، نكون قد اأثبتنا اأنَّ  |N(s)| = |T| = |S|-1 < |S| .  وهذا يكمل اإثبات
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المكافئ العك�صيّ.                                                                                                                                                                           ■
ا اإثبات الكفاية بفر�ص �صرط هال، وبافتا�ص عدم وجود مواءمة م�صبعة لِـ  X، والح�صول  من الممكن اأي�صً
اأنَّ  لحظ  هال.  �صرط  انتهاك  اإلى  يوؤدي   X لـ  م�صبعة  مواءمة  وجود  عدم  فاإنَّ  �صاهدنا،  وكما  تناق�ص.  على 
 نق�ص الفر�صيّة عادة ما يعني اأنَّ المكافئ العك�صيّ لل�صّرط المطلوب قد اأثبت. وعليه، نكون قد عر�صنا الإثبات

بذلك الأ�صلوب. 
اأنّه عندما ل توجد للبيان الثنائيّ الفرع مع التّجزئة الثّنائيّة  12.1.3. ملاحظة: تقت�صي النظرية 11.1.3 
نا ن�صتطيع التّحقّق من ذلك باإظهار مجموعة جزئيّة من X مع عدد قليل  X،Y مواءمة م�صبعة لِـ X، فاإنَّ
ا اأنَّ العبارة والإثبات ي�صمحان باأ�صلاع متكررة.                                             ■ ا من الجيران. لحظ اأي�صً جدًّ
 )Jacobs [1969]( و )Mirsky [1971], p38]( لقد ن�صر العديد من البراهين نظرية هال؛ انظر
للخلا�صات. لحظ اأنَّ اإثباتًا لهال )M. Hall [1948]( يقود اإلى الحدّ ال�صّفليّ على عدد المواءمات الم�صبعة لِـ 

X،  بو�صفها دالّة على درجات الرّوؤو�ص. و�صناأخذ في الح�صبان الخوارزميّات في الدّر�ص 2.3.
 ،)Marriage Theorem( عندما يكون لمجموعات ثنائيّة الحجمُ نف�صُه ؛ فاإنَّ نظرية هـال ت�صبح نظرية الزواج
التي اأثبتت اأ�صلًا من قِبَلِ فيربينيو�ص [1917] (Frobenius). وقد ظهر ال�صم من و�صع علاقة الن�صجام بين 
مجموعة فيها n رَجُلًا ومجموعة اأخرى فيها n امراأة. اإذا وجد k ∈ ℕ بحيث يكون كلّ رجل من�صجمًا بال�صبط 
مع k امراأة، وكلّ امراأة من�صجمة مع k رجلًا، فاإنَّه ل بدّ من وجود مواءمة كاملة. مرة اأخرى ن�صمع بوجود 

الأ�صلاع المتكرّرة التي تو�صّع مجال التّطبيقات )انظر المبرهنتين 9.3.3 و 7.1.7 على �صبيل المثال(.

13.1.3. نتيجة: لـ k > 0، يوجد لكلّ بيان ثنائيّ الفرع منتظم من الدّرجة k مواءمةٌ كاملة. 

الإثبات: ليكن G بيانًا ثنائيّ الفرع بالتّجزئة الثّنائيّة X،Y ومنتظمًا من الدّرجة k. اإنَّ عدد الأ�صلاع التي 
|k |X| = k |Y. وهكذا، فاإنَّ اأنَّ Y يظهر  X، وعدد الأ�صلاع التي نقاطها الطّرفيّة في   نقاطها الطّرفيّة في 

ا،  اأي�صً  Y ت�صبع  �صوف   X ت�صبع  التي  المواءمة  اأنَّ  �صرط هال؛ ولحظ  التّحقّق من  يكفي  لذلك،   .|X| = |Y  
 G َّبما اأن .N(S) اإلى S عدد الأ�صلاع من m في الح�صبان. ليكن S ⊆ X و�صوف تكون مواءمة كاملة. لناأخذ
 .m≤ k|N(S)| N(S). لذلك، فاإنَّ  m �صلعًا تقع على  |m= k|S. وهذه الـ  k، فاإنَّ   بيان منتظم من الدّرجة 
و |k|S| ≤ k |N(S) ، وهذا يوؤدي اإلى اأنَّ |N(S)| ≥ |S| عندما k > 0. وبما اأنَّ اختيار  S ⊆ X كان ع�صوائيًّا، 
■ فنكون قد اأثبتنا �صرط هال.  
لحظ هنا اأنَّه يمكن ا�صتخدام التّناق�ص. بافتا�ص اأنَّ G ل يملك مواءمة كاملة، فاإنَّ هذا يعطي مجموعة                   
ا يكافئ اإعادة �صياغة الإثبات المبا�صر المعطى  S ⊆ X بحيث |N(S)|<|S|. واأنَّ الإثبات الذي يعطي تناق�صً

في الأعلى.
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)Min - Max Theorems( نظريات أدنى أكبر
عندما ل يكون للبيان G مواءمة كاملة، فاإنَّ النظرية 3.1.10 ت�صمح لنا باإثبات اأنَّ M مواءمةٌ كبرى من 
خلال اإثبات اأنَّه ل يوجد لـ G م�صار مو�صّع للمواءمة M. اإنَّ ا�صتك�صاف الم�صارات المتناوبة جميعها للمواءمة 

M لحذف اإمكانيّة التّو�صيع قد ياأخذ وقتًا طويلًا.
التّجزئات  وبدلً من فح�ص  التّجزئة،  ثنائيّ  لي�ص  البيان  اأنَّ  اأثبتنا  م�صابهًا عندما  موقفًا  واجهنا  ولقد 
المحتملة، ن�صتطيع اإيجاد حلقة فردية. وهنا مجددًا، بدلً من ا�صتك�صاف الم�صارات المتناوبة جميعها للمواءمة 

.M يمنع وجود اأيّ مواءمة اأو�صع من G نا نف�صل اإيجاد بناء �صريح في M، فاإنَّ

14.1.3. تعريف: الغطاء الرّاأ�شيّ )vertex cover( للبيان G هو مجموعة جزئية Q من V(G) تحوي على 
الأقلّ نقطةً طرفيّة واحدة من كلّ �صلع؛ اأيْ اأنَّ الرّوؤو�ص في Q تغطي E(G). في البيان الذي يمثّل �صبكة 
راأ�صيّ،  اأ�صغر غطاء  باإيجاد  الم�صاألة  تف�صير  ن�صتطيع  روؤو�ص معزولة(،  يوجد  ول  طرق )طرق م�صتقيمة 
كم�صاألة و�صع اأقلّ عدد ممكن من رجال ال�صّرطة لحماية �صبكة الطّرق بكاملها. اإذن، وفي هذا ال�صياق، 
فاإنَّ "غطاء" تعني "مراقبة". بما اأنَّه ل يوجد راأ�ص يمكن اأنْ يغطي �صلعين لمواءمة، فاإنَّ حجم كلّ غطاء 
راأ�صيّ ي�صاوي حجم كلّ مواءمة على الأقلّ. لذلك، فاإنَّ الح�صول على مواءمة و غطاء راأ�ص بالحجم نف�صه 
الفرع، ولكنها  الثنائيّة  للبيانات  اأنَّ مثل هذه البراهين موجودة  الأمثل. لحظ  اأنَّ كلّا منهما هي  يثبت 

لي�صت موجودة للبيانات جميعها.

حجمه  راأ�صيًّا  غطاء  عَلمنا  اأدناه،  الي�صار  عن  البيان  في  الرّاأ�صيّة(.  والأغطية  )المواءمات  مثال:   .15.1.3
2 يمنع وجود  اإنَّ الغطاء الرّاأ�صيّ الذي حجمه  2 مر�صومة بخطّ �صميك.  2، وعر�صنا كذلك مواءمة حجمها 
مواءمات باأكثر من �صلعين، اإ�صافة اإلى اأنّ مواءمات حجمها 2 تنع وجود اأغطية الرّوؤو�ص التي روؤو�صها اأقلّ 
ح عن اليمين، فاإنَّ القيم المثلى تختلف عن الحلقات الفردية بـ 1. ومن الممكن اأنْ يكون  من 2. وكما هو مو�صّ
■ الختلاف كبيًرا ب�صورة ع�صوائيّة )التمرين 10.3.3(.  

16.1.3. نظرية: )كونج König [1931]، اإيجرفاري Egervary [1931]( اإذا كان G بيانًا ثنائيّ الفرع، 
 .G ي�صاوي اأ�صغر حجم لغطاء راأ�صيّ في G فاإنَّ اأكبر حجم لمواءمة في

الإثبات: ليكن G بيانًا ثنائيّ الفرع بالتّجزئة X،Y. بما اأنّه يجب ا�صتخدام روؤو�ص مختلفة لتغطية الأ�صلاع 
ا و M مواءمة في G. ليكن Q اأ�صغر غطاء راأ�صيّ  في المواءمة، فاإنَّ  |Q| ≥ |M|عندما يكون Q غطاءً راأ�صيًّ

نا ن�صتطيع تحقيق الم�صاواة دائمًا. للبيان G. �صوف نن�صئ مواءمة حجمها |Q|، ونثبت اأنَّ
=R و T= Q ∩ Y. ليكن H و ′H بيانين جزئيّين في G مُدثين بوا�صطة  Q ∩ X ئ Q بو�صع   جزِّ

 Y - T اإلى R له مواءمة ت�صبع H َّعلى الّتتيب. ن�صتعمل نظرية هال لنثبت اأن ،T ∪ (X - R) و R ⋃ (Y - T) 
 .|Q| حجمها G منف�صلان، فاإنَّ المواءمتين ت�صكّلان معًا مواءمة في H′ و H َّوبما اأن .T له مواءمة ت�صبع H′ و

بما اأنَّ R⋃T غطاءٌ راأ�صيّ، فاإنَّ G لي�ص له اأ�صلاع من Y - T اإلى X - R. فلكلّ S ⊆ R، ناأخذ في الح�صبان 
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NH (S) والمحتوى في Y - T. اإذا كان  ،|NH (S)| < |S|وبما اأنَّ NH (S) تغطي الأ�صلاع جميعها التي تتقاطع 
مع S، والتي لم تغطَّ بوا�صطة T، فن�صتطيع تعوي�ص NH (S) لأجل S في Q لنح�صل على اأ�صغر غطاء راأ�صيّ.

اإنّ الأ�صغريّة لـ Q توؤدي اإلى �صرط هال في H. لذا، يكون لـ H مواءمة م�صبعة لـ R. اإنّ تطبيق الحجة نف�صها 
■   .T تعطي مواءمة م�صبعة لِـ H′ على

X

Y
T NH (S)

R
S

HH’

كونج  نظرية  مثل  اأ�صا�صيّة  لنتائج  جديدة  براهين  ف�صتظهر  التّطور  في  م�صتمرّة  البيان  نظريّة  ولأن 
 [2000] (Rizzi). ؛ انظر ريزي)König – Egervary( واإيجرفاري

بين  الم�صاواة  على   )min – max relation( اأكبر   – اأ�شغر  علاقة  نظرية  تن�صّ  ملاحظة:   .17.1.3
الإجابات لم�صاألتي التّ�صغير و التّكبير على �صفّ من الأمثلة. لحظ اأنَّ نظرية كونج واإيجرفاري مثال على 

العلاقة بين اأغطية الرّاأ�ص والمواءمة في البيانات الثنائيّة الفرع. 
لم�صاألتي   )dual optimization problems(الثّنويّة الأمثليّة  نفكّر في زوج من م�صائل  ولمناق�شة ذلك؛ 
 M لِـ M معرفتين على الأمثلة نف�صها )مثل البيانات(، بحيث يكون كلّ حلّ مر�صحًا ،N و التّ�صغير M التّكبير
وكلّ حلّ مر�صحًا N لِـ  N)على المثال نف�صه(. اإنّ قيمة  M ت�صاوي قيمة N اأو اأقلّ منها. غالبًا ما تكون “القيمة” 

اأ�صا�صيّة )cardinality(. ومثال ذلك عندما تكون M مواءمة كبرى و N اأ�صغر غطاء راأ�صيّ.
عندما تكون M و N م�صاألتين ثنويّتين فاإنَّ الح�صول على الحلول المر�صحة  M و N التي لها القيمة نف�صها تثبت 
اأنَّ M و N هما حلّان مثليان لذلك المثال. �صوف نرى العديد من الأزواج من الم�صائل الثنوية في هذا الكتاب. 
لحظ اأنَّ علاقة اأ�صغر – اأكبر تن�صّ على اأنَّ البراهين الق�صيرة للاأمثلة موجودة على بع�ص �صفوف الأمثلة. 
واأنَّ هذه النظريات مرغوب فيها لأنها توفر الجهد! وهدفنا التالي هو نظرية اأخرى مماثلة تتعلق بالمجموعات 
■ الم�صتقلّة في البيانات الثنائيّة الفرع.  
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 )Independent Sets and Covers(المجموعات المستقلّة والأغطية
 ننتقل الآن من المواءمات اإلى المجموعات الم�صتقلّة. ونعرّف عدد ال�صتقلال للبيان على اأنَّه اأكبر حجم 

لمجموعة م�صتقلّة من الرّوؤو�ص. 
مجموعة  لحجم  م�صاويًا  الفرع  ثنائيّ  لبيان  ال�صتقلال  عدد  يكون  اأنْ  بال�صرورة  لي�ص  مثال:   .18.1.3
 مجزّاأة للبيان. في البيانات اأدناه، كلّ من المجموعات المجزّاأة حجمها 3، ولكننا اأ�صرنا اإلى مجموعة م�صتقلة
■  حجمها 4.  

لحظ اأنَّه ل يوجد راأ�ص يغطّي �صلعين في مواءمة. وبطريقة مماثلة، ل يوجد �صلع يحتوي على راأ�صين من 
مجموعة م�صتقلّة، وهذا يوؤدي اإلى م�صاألة غطائيّة ثنويّة اأخرى. 

لعيّ )edge cover( للبيان G هو مجموعة L من الأ�صلاع، بحيث يكون كلّ  19.1.3. تعريف: الغطاء ال�شّ
راأ�ص في G يقع على بع�ص الأ�صلاع في L. ونقول: اإنَّ الرّوؤو�ص في G مغطاة باأ�صلاع من L. ففي المثال 
الراأ�صان  ويكون  �صلعيًّا؛  غطاءً  ت�صكّل  المعلّمة  الرّوؤو�ص  على  الواقعة  الأربعة  الأ�صلاع  اأنَّ  نجد   ،18.1.3

."for free" ”المتبقيان قد غطّيا “ب�صورة حرّة
لعيّة فقط، ولحظ اأنَّ  اإنَّ البيانات التي لي�ص لها روؤو�ص معزولة هي البيانات التي تلك الغطاءات ال�صّ
n(G) من الأ�صلاع. وعمومًا، ن�صتطيع الح�صول على غطاء �صلعيّ 

2
المواءمة الكاملة ت�صكّل غطاء �صلعيًّا على 

باإ�صافة اأ�صلاع اإلى المواءمة العظمى. 
20.1.3. تعريف: للاأحجام المثلى للمجموعات في ال�صتقلال، وم�صائل الغطاءات التي عرّفت، ن�صتخدم الرّموز اأدناه. 

𝛼𝛼 (G) اأكبر حجم لمجموعة م�صتقلّة. 
𝛼𝛼 ′ (G) اأكبر حجم لمواءمة. 

β (G) اأ�صغر حجم لغطاء راأ�صيّ. 
β′ (G) اأ�صغر حجم لغطاء �صلعيّ.

للبيان العديدُ من المجموعات الم�صتقلّة التي حجمها هو الأكبر )C5 له خم�صة من  اأنّه قد يكون  لحظ 
هذه المجموعات(، ولكن عدد ال�صتقلال 𝛼𝛼 (G) هو عدد �صحيح )α (C5) = 2(. اإنَّ الرّموز تعامل الأعداد 
التي تجيب عن م�صائل الأمثليّة بو�صفها متغيّرات للبيان، كالتتيب، والحجم، واأكبر درجة، والقطر، اإلخ. اإنَّ 
ا�صتخدامنا للرّمز 𝛼𝛼′(G) لعدّ الأ�صلاع في مواءمة كبرى يقتح علاقة مع المتغيّر 𝛼𝛼 (G) الذي يعدّ الرّوؤو�ص في 

اأكبر مجموعة م�صتقلّة. و�صنكت�صف هذه العلاقة في در�ص 1.7. 
"الفتحة" ون�صتخدم  العظمى.  المواءمات  مع  تداخلاتها  اإلى  ا�صتنادًا  راأ�ص  غطاء  لأ�صغر   β(G)  ن�صتعمل 

)ePrim( على β′(G) بدلً من β(G)؛ لأن β(G)  تح�صب مجموعة الرّوؤو�ص، اأمّا β′(G)، فتح�صب مجموعة الأ�صلاع. 
وبا�صتعمال هذه الرّموز، فاإنَّ نظرية كونج واإيجرفاري تن�صّ على اأنَّ 𝛼𝛼′(G)= β (G) لكلّ بيان ثنائيّ 
ا اأنَّ 𝛼𝛼 (G ) = β′(G) للبيانات الثنائيّة الفرع التي لي�ص لها روؤو�ص معزولة. بما  الفرع مثل G. �صنثبت اأي�صً
اأنَّه ل يوجد �صلع قد يغطي راأ�صين في مجموعة م�صتقلّة واحدة، فاإنَّ المتباينة β′(G) ≥ 𝛼𝛼 (G)  تنتج مبا�صرة. 
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S للدّللة على مجموعة )V(G) - S(، الرّوؤو�ص المتبقيّة(. )عندما تكون S⊆V(G)، ن�صتخدم عادة
S غطاءً راأ�صيًّا.  21.1.3. تمهيدية: في البيان G، تكون المجموعةُ S ⊆ V(G) م�صتقلةً اإذا وفقط اإذا كانت

 .𝛼𝛼(G) + β(G)= n(G) َّوعليه، فاإن
S على الأقلّ. وعك�ص هذا، اإذا  الإثبات: اإذا كانت S مجموعة م�صتقلة، فاإنَّ كلّ �صلع يقع على راأ�ص واحد في
S تغطي الأ�صلاع جميعها، فاإنَّه ل يوجد اأ�صلاع تربط بين روؤو�ص S. لذا، فاإنّ كلّ مجموعة م�صتقلة كبرى  كانت
■   .𝛼𝛼 (G) + β (G)= n (G) هي المتممةُ للغطاء الراأ�صيّ الأ�صغر، و

اإنَّ العلاقةَ بين المواءمات وغطاءات الأ�صلاع علاقةٌ دقيقة بدرجة كبيرة. وعلى الرّغم من ذلك، فهناك 
�صيغة م�صابهة تتحقّق. 

22.1.3. نظرية: )جالي Gallai [1959]( اإذا كان G بيانًا دون روؤو�ص معزولة، فاإنَّ : 
.𝛼𝛼′(G ) + β′(G )= n(G)

الإثبات: من مواءمة كبرى M، �صنبني غطاءً �صلعيًّا من الحجم |n(G) - |M. وبما اأنَّ اأ�صغر غطاء �صلعيّ 
�صنبني   ،L اأ�صغريّ  �صلعيّ  غطاء  ومن   .β′(G) ≤  n(G )- 𝛼𝛼𝛼(G ) فاإنَّ  الغطاء،  اأكبر من هذا  يكون  ل 
 مواءمة حجمها |n(G) - |L. وبما اأنَّ اأكبر مواءمة ل تكون اأ�صغر من هذه المواءمة، فاإنَّ هذا �صيوؤدي اإلى اأنَّ

 𝛼𝛼𝛼(G) ≥ n (G) -  β𝛼(G). وهاتان المتباينتان تحققان الإثبات. 
ا لِـ G باإ�صافة �صلع واحد يقع على كل راأ�ص غير م�صبع  لتكن M مواءمة كبرى في G. نن�صئ غطاءً �صلعيًّ
راأ�صين.  ت�صتخدم  التي   M اأ�صلاع  ماعدا  راأ�ص،  لكلّ  واحدًا  �صلعًا  ا�صتخدمنا  قد  نكون  وبذلك   .M للمواءمة 

لعيّ هو |n(G)- |M، كما نريد.  لذلك، فاإنَّ الحجم الكلّيّ لهذا الغطاء ال�صّ
لع e تنتمي اإلى اأ�صلاع في L غير e، فاإنَّ ا. اإذا كانت النّقاط الطّرفيّة لل�صّ ا اأ�صغريًّ  الآن، ليكن L غطاءً �صلعيًّ

ا غطاء �صلعيّ. لذا، فاإنَّ كلّ مركّبة �صكّلت باأ�صلاع من L لها على   e ∉ L؛ نظرًا اإلى اأنَّ L - {e} هو اأي�صً
الأكثر راأ�ص واحد درجته تتجاوز 1 وهو نجمة )�صجرة لها على الأكثر راأ�ص واحد لي�ص ورقة(. ليكن k عددَ 
هذه المركّبات. بما اأنَّ L يملك �صلعًا واحدًا لكلّ راأ�ص غير مركزيّ في كلّ نجمة، فاإنَّ L|= n(G) - k|. الآن، 
■   .L باختيار �صلع واحد من كلّ نجمة في k = n(G)- |L| بحجم M نُ�صكّل مواءمة

23.1.3. مثال: البيان اأدناه له 13 راأ�صًا. ومواءمة حجمها 4 تظهر ب�صورة غامقة، واإ�صافة الأ�صلاع المفرّغة 
لعيّ فيتكون من  تعطي غطاءً �صلعيًّا حجمه 9. وفي هذا الغطاء، ل حاجة اإلى الأ�صلاع المنقطة. اأمّا الغطاء ال�صّ
■ اأربع نجوم؛ ن�صتخل�ص من كلّ نجمة �صلعًا واحدًا )غامق( لت�صكيل المواءمة.  

بيانًا ثنائيّ الفرع، ولي�ص فيه روؤو�ص معزولة، فاإنَّ   G اإذا كان   )König [1916] نتيجة: )كونج  .24.1.3
 .𝛼𝛼(G)= β𝛼(G)

والنظرية 22.1.3، نجد اأنَّ  𝛼𝛼(G) + β(G) = 𝛼𝛼𝛼(G)+ β𝛼(G). وبطرح  الإثبات: من التمهيدية 21.1.3 
■ علاقة كونج واإيجرفاري 𝛼𝛼𝛼(G) = β (G) يكتمل الإثبات.  

S

S

S

S
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الفصل 3     المواءمات والعوامل116

 Dominating Sets )Optional( )المجموعات المسيطرة )اختياري
اإنَّ الأ�صلاع التي غطّيت براأ�ص واحد في الغطاء الرّاأ�صيّ هي الأ�صلاع التي تقع عليه؛ فهي ت�صكّل نجمة. 
ونرغب  النّجوم.  باأقلّ عدد من  الأ�صلاع  تغطية لمجموعة  بو�صفها  الراأ�صيّ  الغطاء  م�صاألة  و�صف  لذا، يمكن 

اأحيانًا في تغطية مجموعة الرّوؤو�ص باأقلّ عدد ممكن من النّجوم. وهذا يكافئ و�صيط البيان التّالي. 
25.1.3. مثال: ترغب �صركة ببناء اأبراج اإر�صال في منطقة نائية. فحددت مواقع الأبراج على بنايات �صكنية، 
ه  بحيث يمكن و�صول الإر�صال اإلى كلّ مبنى �صكنيّ. فاإذا كان جهاز الإر�صال عند x يمكن اأنْ ي�صل اإلى y، فاإنَّ
يوجد جهاز اإر�صال عند y يمكن اأنْ ي�صل اإلى x. اإذا اأعطيتَ الأزواج التي يمكن اأنْ ي�صل اإر�صال كلّ منهما اإلى 

الآخر، فكم جهاز اإر�صال نحتاج لتغطية المباني كلّها؟
لحظ اأنّ م�صاألة م�صابهة موجودة الرّيا�صيّات الحديثة، وهي: كم وزيرًا نحتاج لمهاجمة المربعات جميعها 
■ على لوحة ال�صّطرنج؟ )التمرين 56(.  

26.1.3. تعريف: نقول في البيان G: اإنَّ المجموعة S ⊆ V(G) م�شيطرةٌ )dominating set( اإذا وُجد 
ه اأ�صغر  dominating number γ على اأنَّ  (G) ونعرّف عدد ال�شيطرة .S جار في S لكلّ راأ�ص خارج

 .G حجم لمجموعة م�صيطرة في
27.1.3. مثال: للبيان G اأدناه مجموعة م�صيطرة اأ�صغريّة حجمها 4 )الدّوائر( ومجموعة م�صيطرة �صغرى 
■   .γ(G) = 3 َّحجمها 3)المربّعات(. لذا، فاإن

قدّم بيرج [1962] (Berge) مفهوم ال�صّيطرة. وا�صتحدث اأور (Ore) [1962] هذا الم�صطلح، اأما 
�صَ كتاب كامل  التّميز γ (G) فقد ظهر في الم�صح المبكر )Cockayne – Hedetniemi [1977](. وقد خُ�صِّ

 .)Haynes- Hedetniemi- Slater [1998]( لمفهوم ال�صيّطرة و�صورها المختلفة
28.1.3. مثال: اإنَّ غطاء مجموعة الرّوؤو�ص بالنّجوم يمكن األّ يتطلّب الكثير منها كما يتطلّب غطاء مجموعة 
فاإنَّ                                                    لذا،  م�صيطرة.  مجموعة  يكون  راأ�صيّ  غطاء  كلّ  فاإنَّ  معزولة،  روؤو�ص  للبيان  يكون  ل  وعندما  الأ�صلاع. 
■   . β(Kn) = n-1ولكن ،γ(Kn) =1 وقد يكون الفرق بينهما كبيًرا. فمثلًا؛ .γ(G) ≤ β (G)
نا نحاول الح�صول على حدود بلغة متغيّرات البيان  عند درا�صة ال�صّيطرة بو�صفها م�صاألة قيم ق�صوى، فاإنَّ
ا.  الأخرى، مثل الرّتبة والدّرجة ال�صغرى. لحظ اأنَّ راأ�صًا درجته k ي�صيطر على نف�صه وعلىk  راأ�صًا غيره اأي�صً
اإذن، فاإنّ حجم كلّ مجموعة م�صيطرة في بيان منتظم G من الدّرجة  k ي�صاوي n(G)/(k+1) على الأقلّ. 
درجته  بيان  لكلّ  الحدّ  هذا  من  كثيًرا  اأكبر  لي�صت  م�صيطرة  مجموعة  تنتج  �صرهة   خوارزميّة  وجود  لحظ 

.k ال�صغرى
29.1.3. تعريف: الجوار المغلق N[v] (closed neighborhood) للرّاأ�ص v في بيان ما هو N(v)∪ {v}؛ 

 .v وهي مجموعة الرّوؤو�ص المُ�صيطَر عليها من
30.1.3. نظرية: )اأرناتوڤ Arnautov [1974]، بايان Payan [1975]( توجد مجموعة م�صيطرة حجمها 

 .k من الرّوؤو�ص ودرجته ال�صغرى n على الأكثر لكلّ بيان على n 1 + ln( +1)
+1
kn

k

γ
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117 المواءمات والغطاءات  1.3

الإثبات: )األون Alon [1990]( ليكن G بيانًا ذا درجة �صغرى k. ولتكنS ⊆ V(G) ، ولتكن U مجموعة 
الرّوؤو�ص التي ل ت�صيطر عليها S. ندّعي وجود راأ�ص y خارج S ي�صيطر على U|(k+1)/n| راأ�صًا على الأقلّ من 
. وبما اأنّ n جار لكلّ  [ ] ∈∑v U

N v  ≥ |U|(k+1)  َّعلى الأقلّ.  لذا، فاإن U جارًا لكلّ راأ�ص في k ّلحظ اأن .U
 y لذلك، فاإنَّ راأ�صًا مثل .|U| مرة على الأكثر من قِبَلِ المجموعات n على الأكثر، وعليه يُح�صبG  راأ�ص في

يظهر على الأقلّ U|(k+1)/n| مرة ويحقّق الدعاء. 
نختار -ب�صورة تكراريّة- راأ�صًا ي�صيطر على اأكثر الرّوؤو�ص المتبقية وغير الم�صيطر عليها. لقد اأثبتنا اأنَّه 
عندما يبقى r راأ�صًا غير م�صيطر عليها، فاإنَّه يبقى بعد الختيار التالي r(1 - (k + 1)/n) راأ�صًا على الأكثر 
)n ln خطوة تبداأ من S = Ø، وا�صتخدام المتباينة p < e-P- 1 يظهر اأنّ عدد  +1)

+1
kn

k
غير م�صيطر عليها. وبعد 

الرّوؤو�ص غير الم�صيطر عليها ي�صاوي على الأكثر

n ( 1 - 1k
n
+ ) n ln (k+ 1) /(k +1) <  n e –  ln (k+1) =  1

n
k +

 n  ln1 ( 1)
1

+ +
+
k

n
k

اإنَّ الرّوؤو�ص المختارة والرّوؤو�ص غير الم�صيطر عليها معًا ي�صكّلان مجموعة م�صيطرة حجمها 
■ على الأكثر.  

ا بطرق احتمالية، وذلك في النظرية .10.5.8 ولحظ اأنَّ كار،  31.1.3. ملاحظة: اإنَّ هذا الحدّ يثبت اأي�صً
ووير�صت، ووي�صت )Caro – Yuster- West( قد برهنوا اأنّ عدد ال�صّيطرة الكلّيّ لقيم k الكبيرة يقتب 
كثيًرا من هذا الحدّ. وقد ا�صتخدم األون [1990] (Alon) طرقًا احتمالية ليثبت اأنَّ تقارب هذا الحدّ 

حادٌّ ووا�صح عندما تكون k كبيرة.  
غيرة، تبقى الحدود الم�صبوطة �صمن الهتمام. ومن خلال البيانات المتابطة على n من الرّوؤو�ص،  ولقيم k ال�صّ
نجد اأنَّ δ(G) ≥ 2 تعطي γ(G) ≤ 2n/5 )ماكويج – �صيفرد McCuaig – Shepherd [1989]، مع وجود 
 .(Reed [1996]( ريد γ(G) ≤ 3n/8  ّتوؤدي اإلى اأن δ(G) ≥ 3  َّاإ�صافة اإلى اأن ،)صبعة ا�صتثناءات �صغيرة�
■ يُطلب في التمرين 53 اإيجاد بناءات تحقّق هذه الحدود.  

لقد دُر�صت العديد من التّغيّرات على مفهوم ال�صّيطرة. ففي المثال 25.1.3 على �صبيل المثال، ربما نريد اأنْ 
تكون اأجهزة الإر�صال قادرة على الت�صال معًا، وهذا يتطلّب حدوث بيان جزئيّ متابط. 

 )connected dominating set( مجموعة م�شيطرة مترابطة G في S 32.1.3. تعريف: تكون المجموعة الم�صيطرة
 G[S] اإذا كانت )independent dominating set( متابطة، وتكون مجموعة م�شيطرة م�شتقلّةG[S]  اإذا كانت
اإذا كانت G[S] ل تحوي  )total dominating set( مجموعة م�شيطرة كلّيّة  اأ�صلاعًا، في حين تكون   ل تحتوي 

 راأ�صًا معزولً.
اإنَّ كلّ تغيير ي�صيف قيدًا. لذلك، فاإنَّ مجموعات ال�صّيطرة لهذه الأنواع تكون كبيرة كَكِبَرِ γ(G). لحظ اأنّ 
ت�صتك�صف هذه التّغيّرات. واأنَّ درا�صة مجموعات ال�صّيطرة تعادل درا�صة المجموعات الم�صتقلّة  التمارين 60-54 

الأعظميّة. وهذا يوؤدي اإلى نتيجة دقيقة حول البيانات التي ل تحوي مخالب. 
كانت  اإذا  وفقط  اإذا  م�صتقلّة  م�صيطرة  مجموعة  ما  بيان  في  الرّوؤو�ص  مجموعة  تكون  تمهيدية:   .33.1.3

مجموعة م�صتقلّة اأعظميّة. 
الإثبات: فيما بين المجموعات الم�صتقلّة، تكون S اأعظميّة اإذا وفقط اإذا كان لكلّ راأ�ص خارج S جار في S؛ 
■ وهذا هو �صرط اأنْ تكون S مجموعة م�صيطرة. 
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34.1.3. نظرية: )Bollobás-Cockayne [1979] (توجد مجموعة م�صيطرة م�صتقلّة حجمها γ(G) لكلّ 
بيان ل يحوي مخلبًا. 

الإثبات: لتكن S مجموعة م�صيطرة �صغرى في البيان G الذي ل يحوي مخالب. ولتكن ′S مجموعة م�صتقلّة 
اأعظميّة جزئيّة من S. ولتكن T = V (G) - N (S′  )، حيث R مجموعة الرّوؤو�ص  ′N(S′) ∪ S الم�صيطر عليها 

 .T مجموعة م�صتقلة اأعظميّة جزئيّة من T′ ولتكن .S′ بوا�صطة
S′ تكون مجموعة م�صتقلّة. وبما اأنّ ′S مجموعةٌ جزئيّة م�صتقلّة  T′ َّفاإن ،S′ ل تحوي جارًا لِـ T′ ّبما اأن
 اأعظميّة جزئيّة من S، فاإنَّ لكلّ راأ�ص من روؤو�ص ′S-S جارًا في ′S. وبطريقة م�صابهة، فاإنَّ ′T  ت�صيطر على

S′  مجموعةٌ م�صيطرةٌ.  T′ َّوعليه، فاإن .T - T′ 
S′ |. لحظ اأنَّ لكلّ راأ�ص في ′S-S جارًا واحدًا على الأكثر في  ′T؛ لأنَّ له جارًا   T′ |≤ γ(G) َّبقي اأنْ نبين اأن
S′  مجموعةٌ م�صتقلة، و G يخلو من المخالب. وبما اأنَّ S م�صيطرة، فاإنَّ لكلّ راأ�ص جارًا على   T′ ّواأن ،S′ في
■   |S′   T′| ≤ |S| = γ(G) َّوهذا يوؤدي اإلى اأن ،|T′| ≤ |S-S′| َّوعليه، فاإن .S-S′ فيT′  الأقلّ لـ

R S SÕ TÕ T

)Exercise(  تمـارين
1.1.3. )-( جد مواءمة كبرى في كلّ من البيانات المر�صومة اأدناه. واأثبت اأنَّها مواءمة كبرى عن طريق اإيجاد 

الحلّ الأمثل للم�صاألة الثّنويّة )غطاء راأ�صيّ اأ�صغر(. وا�صرح لماذا يثبت هذا اأنَّ هذه المواءمة هي الأف�صل. 

 .Cn 2.1.3. )-( حدّد الحجم الأ�صغر لمواءمة اأعظميّة في الحلقة

3.1.3. )-( لتكن S مجموعةَ الرّوؤو�ص الم�صبعة بالمواءمة M في البيان G. اأثبت اأنَّ بع�ص المواءمات العظمى 
ا ت�صبع S. وهل هذه العبارة يجب اأنْ تكون �صحيحة لكلّ مواءمة كبرى؟ اأي�صً

4.1.3. )-( لكلّ من ′𝛼𝛼 , 𝛼𝛼′ , β , β، مَيّز البيانات الب�صيطة التي قيمة كلّ و�صيط من هذه الو�صائط ت�صاوي 1. 

 .G لكلّ بيان 𝛼𝛼 (G) ≥ ( )
( ) +1
n G
G 5.1.3. )-( اأثبت اأنَّ  

  .k و n بدللة 𝛼𝛼′(T) حدّد .T الحجمَ الأكبر لمجموعة م�صتقلّة في k من الرّوؤو�ص، وليكن n صجرة على� T 6.1.3. )-( لتكن

كان اإذا  وفقط  اإذا  الفرع  ثنائيّ  يكون   G البيان  اأنَّ  لإثبات   24.1.3 نتيحة  ا�صتخدم   )-(  .7.1.3 
 α(H) = β′(H) لكلّ بيان جزئيّ H من G خاليًا من النّقاط المعزولة. 

●           ●           ●           ●           ●

8.1.3. )!( اأثبت العبارة الآتية اأو انق�صها: كلّ �صجرة لها مواءمة مكتملة واحدة على الأكثر.

9.1.3. )!( اأثبت اأنّ كلّ مواءمة اأعظميّة في البيان G لها α′(G)/2 �صلعًا على الأقلّ. 

10.1.3.  افت�ص اأنَّ M و N موائمتان في البيان G، بحيث |M|>|N|. اأثبت وجود مواءمتين ′M و′N فـي G بحيث اإنَّ 
 .Nو M وبحيث يكون اتحادهما وتقاطعهما )كمجموعات اأ�صلاع( مثل ،|N′| = |N|+1و ،|M′| = |M|-1
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11.1.3. لتكن C و′C  حلقتين في البيان G. اأثبت اأنَّ ′C∆C يتفكّك اإلى حلقات. 
12.1.3. لتكن C و ′C حلقتين بطول k في بيان خ�صره k. اأثبت اأنَّ ′C∆C حلقةٌ اأحادية اإذا وفقط اإذا كان 

  )Jiang [2001]( .م�صربًا اأحاديًّا C∩C′
لــِ م�صبعة   M اأنَّ  افت�ص   .X، Y الثّنائيّة  بالتّجزئة   G الثنائيّ  البيان  مواءمتين في   M′ و   M  13.1.3. لتكن 
⊇ S  و  ′M م�صبعة لـT ⊆Y اأثبت اأنَّه توجد لـ G مواءمة م�صبعة لِـ S ∪T. وعلى �صبيل المثال، نعر�ص   X
اأدناه M باأ�صلاع �صميكة، و ′M باأ�صلاع رفيعة؛ ون�صتطيع اإ�صباع  S ⋃T با�صتخدام �صلعٍ واحدٍ من كلّ مواءمة 

منهما. 
S S

T T

 M كانت  اإذا  ه  اأنَّ لإثبات  ا�صتخدمت  التي  9.1.7، حلّلنا الحالت  المثال  بيت�صون. في  بيان   G 14.1.3. ليكن 
 : مواءمة كاملة في G، فاإنَّ G-M=C5+C5. افت�ص هذا، ثمَّ

 .G يقع في اأربع حلقات على خم�صة روؤو�ص. واح�صب الحلقات الخما�صية الموجودة في G مكتملة اأنَّ كلّ �صلع في )a
 .G حدّد عدد المواءمات مكتملة في )b

a  .15.1.3( لكلّ k ≥ 2؛ اأثبت اأنَّه لكلّ مواءمة كاملة M في  Qk ولكلّ اإحداثيّ i ∈ [k]، يوجد عدد زوجيّ من 
 .i ّتختلف نقاطها الطّرفيّة في الإحداثي M الأ�صلاع في

 .Q3 لعدّ المواءمات الكاملة في )a( ا�صتخدم فرع )b
16.1.3. لكلّ k ≥ 2، اأثبت اأنَّه يوجد (2k-2)2 مواءمة مكتملة لـ Qk على الأقلّ. 

17.1.3. الوزن لراأ�ص في  Qk هو عدد تكرار العدد 1 في و�صمه. اأثبت اأنَّه لكلّ مواءمة مكتملة في  Qk، فاإنَّ عدد 
.0≤ i ≤ k-1 ّلكل ،(k - 1

i الأ�صلاع التي توائم الكلمات التي وزنهاi  للكلمات التي وزنها i + 1 هو (
18.1.3.)!( �صخ�صان يلعبان لعبة على البيان G، ويتبادلن اختيار روؤو�ص مختلفة. يبداأ اللاعب الأوّل باختيار 
اأيّ راأ�ص، بحيث يكون كلّ اختيار لحق مجاورًا للاختيار ال�صّابق )للّاعب الآخر(. لذلك، فاإنَّهما ي�صلكان م�صارًا 

معًا. واللاعب الفائز هو الذي ي�صتطيع اأنْ يحرك اأخيًرا. 
اأثبت اأنَّ الّلاعب الثّاني لديه ا�صتاتيجيّة للفوز اإذا كان لـ G مواءمة مكتملة، وبخلاف ذلك فاإنّ اللاعب الأوّل هو 
الذي لديه هذه ال�صتاتيجيّة. )م�صاعدة: للفرع الثّاني، يجب اأنْ يبداأ اللاعب الأول براأ�ص مهمل من مواءمة عظمى(.
الممثلين  نظام  نعرّف   .Y اأو ح�صدًا لمجموعات جزئيّة من  لتكن  A = (A1 , …, Am) جمعًا   )!( .19.1.3
المختلفين )System of distinct representatives( )SDR(  لـA  على اأنَّه مجموعة العنا�صر المختلفة 
|لكلّ

 i ∈ S Ai | ≥ |S| اإذا كان لـ A SDR اإذا وفقط  اأنَّ  اأثبت   .ai ∈ Ai اإنَّ  Y ،بحيث   a1 , …, am في 

S ⊆ {1,…,m}. )م�صاعدة: حوّل هذا اإلى م�صاألة بيان(.   
�صعة  ولكن   ،t1,…,tn الرّحلات  لديهم  يتوافر  يفيّة، حيث  ال�صّ لق�صاء عطلتهم  نادٍ  اأع�صاء  20.1.3. يخطّط 
بدللة  منها.  واحدة  الأكثر في  �صي�صافر على  الرّحلات  بع�ص هذه  يرغب في  �صخ�ص  وكلّ   .ni ti هي  الرّحلة 
روريّ والكافي لملء الرحلات جميعها )ب�صعتها( من  اأيّ الأ�صخا�ص يرغب باأي الرحلات، ا�صتق ال�صّرط ال�صّ

الأ�صخا�ص الذين يرغبون فيها. 
21.1.3.)!( ليكن G بيانًا ثنائيًّا بالتّجزئة الثّنائيّة X، Y ،بحيث اإنَّ |N(S)| > |S| عندما Ø ≠ S ⊂ X. اأثبت 

 .X ينتمي اإلى مواءمة م�صبعة لِـ G اأنَّ كلّ �صلع في
 ،S ⊆ V(G) ّلكل |N(S)| ≥ |S| مواءمة مكتملة اإذا وفقط اإذا كان G 22.1.3. اأثبت اأنَّ للبيان الثنائيّ الفرع

ا ل نهائيًّا من الأمثلة لإثبات اأنَّ هذا التّمييز ل يتحقّق للبيانات جميعها.  وقدّم �صفًّ
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23.1.3.)+( اإثبات بديل لنظرية هال. خذ في الح�صبان بيانًا ثنائيّ الفرع G مع تجزئة ثنائيّة X، Y، ويحقّق 
 .X م�صبعة لِـ G لإثبات اأنَّه توجد مواءمة لِـ |X| ا�صتخدم ال�صتقراء على .S ⊆ X ّلكل |N(S)| ≥ |S| المتباينة
)م�صاعدة: خذ في الح�صبان  اأولً الحالة حيث |N(S)|> |S|  لكلّ مجموعة جزئيّة فعليّة S من X. وعندما ل 

.|N(T)|= |T| بحيث T ⊆ X  يتحقّق ذلك، خذ في الح�صبان مجموعة اأ�صغريّة جزئيّة غير خالية
 (M. Hall [1948], Halmos – Vaughan [1950])

1،0 فقط وتحوي  P: هي م�صفوفة، مدخلاتها   (permutation matrix) التّباديل )!( م�شفوفة   .24.1.3
في كلّ �صفّ وعمود العدد 1 بال�صبط مرّة واحدة. اأثبت اأنَّ اأيّ م�صفوفة مربّعة مدخلاتها اأعداد �صحيحة غير 
�صالبة يمكن كتابتها في �صورة حا�صل جمع k من م�صفوفات التّباديل، اإذا وفقط اإذا كانت مجاميع ال�صفوف 

.k جميعها ومجاميع الأعمدة جميعها كذلك ت�صاوي
الأعداد  م�صفوفة    :Q  (doubly stochastic matrix) التّ�شادفيّة  م�شاعف  م�شفوفة   )!(  .25.1.3
الحقيقيّة غير ال�صّالبة التي فيها مجموع اأيّ �صفّ ومجموع اأيّ عمود ي�صاوي 1. اأثبت اأنَّ م�صفوفة م�صاعف 
التّ�صادفيّة Q يمكن كتابتها على ال�صورة Q= c1P1+…+cmPm، حيث c1,…,cm اأعداد حقيقية غير �صالبة 

مجموعها 1 و  P1,…,Pm هي م�صفوفات تباديل. ومثال ذلك ما ياأتي: 
1
0
0

0
0
1

0
1
0

1/2
0

1/2

1/3
1/6
1/2

1/6
5/6
0

0
0
1

1
0
0

0
1
0

0
0
1

0
1
0

1
0
0

1
6+1

3+1
2=

  .)Q فريّة في )م�صاعدة: ا�صتخدم ال�صتقراء على عدد المدخلات غير ال�صّ
(Birkhoff [1946]، von Neumann [1953])

26.1.3. )!(تتكوّن مجموعة من اأوراق اللعب من mn بطاقة مع m و n نق�صًا عليها، بحيث يكون هنالك بطاقة 
 :m في n واحدة لكلّ قيمة في كلّ نق�ص. وزّعت البطاقات اإلى �صفيف

a) اأثبت اأنّ هناك مجموعة تتكوّن من m بطاقة، بواقع بطاقة واحدة في كلّ عمود، ذات قيم مختلفة. 
b)  ا�صتخدم فرع )a( لبرهنة اأنَّه بمتتالية من تبديلات البطاقات التي لها القيمة نف�صها ، يمكن اإعادة 

)Enchev [1997]( .بطاقة من النّقو�ص المختلفة n ترتيب البطاقات بحيث يتكون كلّ عمود من
لعبة المواقع من مجموعة  27.1.3. )!( تعميم تك- تاك- تو)Generalizing Tic- Tac – Toe(. تتكوّن 
و8  مواقع   9 لها  – تو  – تاك  )تك   W1,…,Wm رابحة  مواقع  مجموعات  وعائلة   X= x1,…, xn مواقع   
مجموعات رابحة(. حيث يختار اللاعبان المواقع ب�صورة متعاقبة؛ والفائز منهما من يجمّع مجموعة رابحة. 

افت�ص اأنَّ كلّ مجموعة رابحة حجمها a على الأقلّ، وكلّ موقع يظهر في b على الأكثر مجموعة رابحة 
 .a ≥ 2b اأثبت اأنَّ اللاعب 2 ي�صتطيع تحقيق التعادل بقوة اإذا كان .)b=4 و  a=3 ،في تك – تاك – تو(
 ، w w wm m X، Y ، حيث  الثّنائيّة  G بالتّجزئة  )م�صاعدة: �صكّل بيانًا ثنائيّ الفرع 
واأ�صلاعه هي  xiwj و xiw′j  عندما يكون xi ∈ Wj. كيف ي�صتطيع اللاعب 2 ا�صتخدام مواءمة في G؟ تعليق: 
هذه النتيجة توؤدّي اإلى اأن اللاعب 2 ي�صتطيع تحقيق التعادل بقوة في لعبة تك – تاك – تو ذات البعد d عندما 

يكون طول الجوانب كافيًا(. 
28.1.3. )!( جد مواءمة مكتملة في البيان اأدناه، اأو اأعطِ اإثباتًا ق�صيًرا تبيّن عدم وجود مواءمة مكتملة فيه.

 (Lova’sz- Plummer [1986,P7](
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29.1.3. )!( ا�صتخدم نظرية كونج واإيجرفاري لإثبات اأنّ كلّ بيان ثنائيّ الفرع G له مواءمة حجمه 
e(G)/∆(G) على الأقلّ. ا�صتخدم هذا لت�صتنتج اأنَّه توجد لكلّ بيان جزئيّ من Kn,n عدد اأ�صلاعه اأكثر من 

n(k - 1) مواءمةٌ حجمها k على الأقلّ. 
عدد  مواءمة  يحوي  ل  الذي  الب�صيط  الفرع  الثنائيّ  البيان  في  الأ�صلاع  من  عدد  اأكبر  حدّد   )!(  .30.1.3

 .(Isaak) l ول يحوي نجمًا عدد اأ�صلاعه k اأ�صلاعها
31.1.3. ا�صتخدم نظرية كونج واإيجرفاري لإثبات نظرية هال.

هو                             S للمجموعة   )deficiency( العجز  اإنَّ   ،X،Y الثّنائيّة  بالتّجزئة   G الثّنائيّ  البيان  في   )!(  .32.1.3
|def(S)=|S|-|N(S)  لحظ اأنَّ def(ϕ) = 0. اأثبت اأنَّ 𝛼𝛼𝛼(G)=|×|-maxS⊆x def(S). )م�صاعدة: �صكّل 
بيانًا ثنائيّ الفرع ′G بحيث يكون لـ ′G مواءمة م�صبعة لِـ X اإذا وفقط اإذا كان لـِ G مواءمة بالحجم المطلوب، 

(Ore[1955]) .)يحقق �صرط هال G′ َّوبرهن اأن
مواءمة  على  اح�صل  )م�صاعدة:  واإيجرفاري.  كونج  نظرية  لإثبات   32.1.3 التمرين  ا�صتخدم   )!(  .33.1.3

وغطاء راأ�صيّ لهما الحجم نف�صه من مجموعة لها عجز اأكبر(. 
34.1.3. )!( ليكن G بيانًا ثنائيًّا بالتّجزئة الثّنائيّة X،Y لي�ص فيه روؤو�ص معزولة. عرّف العجز كما عُرّف في 
X اإذا وفقط اإذا كان عجز كلّ مجموعة  لِـ  التمرين .32.1.3 اأثبت اأنَّ �صرط هال يتحقق للمواءمات الم�صبعة 

.|Y|-|X| على الأكثر Y جزئيّة من
35.1.3. ليكن G بيانًا ثنائيًّا بالتّجزئة الثّنائيّة X،Y. اأثبت اأنَّ G يخلو من -K2 (k  + 1) اإذا وفقط اإذا كانت  
 . (Liu- Zhou [1997]) N(S) على الأكثر، ولها جوار k تحتوي على مجموعة جزئيّة حجمها S ⊆ X مجموعة
36.1.3. ليكن G بيانًا ثنائيًّا بالتّجزئة الثّنائيّة X،Y وله مواءمة م�صبعة لِـ X. بو�صع|m=|X ، اأثبت اأنَّه يوجد لِـ 
 .m ّاأن�صئ اأمثلة لتبيّن اأنَّ هذا اأف�صل ما يمكن لكل .m ل تنتمي اإلى اأيّ مواءمة حجمها )m

G على الأكثر  �صلعًا ) 2
:X وله مواءمة م�صبعة لِـ X،Y بيانًا ثنائيًّا بالتّجزئة الثّنائيّة G 37.1.3. )+(ليكن

 .|N(S∩T)|= |S∩T| َّاأثبت اأن .|N(T)|= |T| و |N(S)|= |S| َّبحيث اإن X مجموعتين من T و S لتكن (a
 b) اأثبت اأنَّ X يحوي راأ�صًا x بحيث اإنَّ كلّ �صلع يقع على x ينتمي اإلى مواءمة كبرى.

 )م�صاعدة: خذ مجموعة اأ�صغريّة غير خالية  S ⊆ X بحيث |N(S)|= |S|، اإنْ وجدت مثل هذه المجموعة(. 
38.1.3. )+( جزيرة م�صاحتها n، وفيها n عائلة تتكون كلّ منها من زوجين، اأحدهما �صيّاد والآخر مزارع. وقد 
يد الجزيرة اإلى n منطقة �صيد مت�صاوية الم�صاحة، اأمّا وزارة الزّراعة فقد ق�صّمت الجزيرة  ق�صّمت وزارة ال�صّ
اإلى n منطقة زراعية مت�صاوية الم�صاحة. وتطلب وزارة الزواج اأنْ يح�صل كلّ زوجين على منطقتين متداخلتين. 
اأقوى: ا�صمن مزاوجة بحيث ت�صتك منطقتا  اأثبت نتيجة  اأنّ هذا ممكن دائمًا.  ومن التمرين 25.1.3، نعلم 
ا و بـ [n(n+2)] / 4 عندما يكون n زوجيًّا. و اأثبت  كلّ زوجين على الأقلّ بـ 2(n+1)/4 عندما يكون n فرديًّ
الم�صاواة عندما  اأدناه يحقق  المثال  اأنَّ  اأكبر من هذه؛ لحظ  اأنَّه ل يمكن �صمان وجود م�صاحة م�صتكة  ا   اأي�صً

.(Marcus- Ree [1959], Floyd [1990]) n = 3
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اأنَّ  وا�صتنتج   𝛼𝛼 (G) ≤ n(G)–e(G)/∆(G) اأنَّ  اأثبت  تافه.  غير  ب�صيطًا  بيانًا   G ليكن   .39.1.3 

 (P. Kwok) .منتظمًا G عندما يكون 𝛼𝛼 (G) ≤ n (G) / 2 
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40.1.3. ليكن G بيانًا ثنائيّ الفرع. اأثبت اأنَّ  𝛼𝛼 (G) = n(G)/2 اإذا وفقط اإذا وُجدت لـ G مواءمة مكتملة. 
 n له  كان  اإذا  وفقط  اإذا  بال�صبط  واحدة  حلقة  الرّوؤو�ص  من   n على  المتابط  للبيان  اأنَّ  نعلم   .41.1.3
اأنّ اأثبت   .C بال�صبط  واحدة  حلقة  وله  الفرع،  ثنائيّ  لي�ص  بيانًا   G ليكن   .)30.1.2 )التمرين  بال�صبط   �صلع 

 𝛼𝛼 (G) ≥ ⌊n(G) / 2⌋، مع الم�صاواة اإذا وفقط اإذا وُجدت لـ  G-V(C) مواءمة مكتملة.
ا  42.1.3. )!( لكي تبني خوارزميّة مجموعةً م�صتقلّةً كبيرةً S ب�صراهة، يجب عليها اختيار راأ�ص بعد الآخر تكراريًّ
من الرّوؤو�ص المتبقية، بحيث يكون هذا الرّاأ�ص ذا درجة �صغرى ت�صيفه اإلى S، وتحذفه مع جيرانه من البيان. 
.G على الأقلّ في البيان الب�صيط   

             
 اأثبت اأنَّ هذه الخوارزميّة تنتج مجموعة م�صتقلّة حجمها  

(Wei [1981] , Caro [1979])
ا اأ�صغريًّا في بيان لي�ص فيه روؤو�ص معزولة. اأثبت العبارتين  43.1.3. لتكن M مواءمة اأعظمية، و L غطاءً �صلعيًّ

 :)Norman – Rabin [1959], Gallai [1959]( .الآتيتين
a) تكون M مواءمة كبرى اإذا وفقط اإذا كانت  متواة في غطاء �صلعيّ اأ�صغر.

ا اأ�صغر اإذا وفقط اإذا احتوى على مواءمة كبرى.  b) يكون L غطاءً �صلعيًّ
44.1.3. )-( ليكن G بيانًا ب�صيطًا بحيث يكون مجموع درجات اأيّ k راأ�صًا من روؤو�صه اأقلّ من n - k. اأثبت اأنَّ 

)Mayer [1972]( .راأ�صًا k كلّ مجموعة م�صتقلّة اأعظميّة لها اأكثر من
لع e في البيان G حرجًا بالن�شبة اإلى 𝛼𝛼-critical( 𝛼𝛼( اإذا كان α(G - e) > α(G). افت�ص  45.1.3. يكون ال�صّ
اأنَّ  xy وxz �صلعان حرجان بالن�صبة اإلى α فـي G. اأثبت اأنَّ لـ G بيانًا جزئيًّا مُدثًا ، اأي اأنّ له حلقة فرديّة 
 تحوي xy و xz. )م�صاعدة: لتكن Y،Z مجموعتين م�صتقلّتين كبريين في G-xy و G-xz على التّتيب. ليكن
 y َّا�صتخدم هذا الإثبات لإثبات اأن .Z و Y عدد الرّوؤو�ص نف�صه من H  اأثبت اأنَّ لكلّ مركّبة في .H= G[YΔZ] 
 (Markossian – Karapetian مع تعميم �صعب في ،Berge[1970]( ).H ينتميان اإلى المركّبة نف�صها في z و

[1984])
46.1.3. )*-( اأعطِ تو�صيفًا مميّزًا للبيانات التي عدد �صيطرتها 1.

47.1.3. )*-( اأوجد اأ�صغر �صجرة ليت�صاوى فيها عدد كلّ من ال�صّيطرة والغطاء الرّاأ�صيّ.
 .γ(Pn) و γ(Cn) 48.1.3. )*-( حدّد

 S 49.1.3. (*) ليكن G بيانًا ل يحوي روؤو�صًا معزولة، ولتكن S مجموعة م�صيطرة اأ�صغريّة في G. اأثبت اأنَّ 
 )Ore [1962]( .γ(G) ≤ n(G)/2 َّمجموعة م�صيطرة، وا�صتنتج اأن

50.1.3. (*) اأثبت اأنَّ γ(G) ≤ n - β΄(G) ≤ n/2 عندما يكون G بيانًا على n من الرّوؤو�ص ول يحوي روؤو�صًا 
 .γ(G)=k من الرّوؤو�ص بحيث يكون n على G 1، اأنَّ�صئ بيانًا متابطًا ≤ k ≤ n/2 معزولة. لِـ

51.1.3. (*) ليكن G بيانًا متابطًا ب�صيطًا على n من الرّوؤو�ص: 
 .⌈n/(1 + ∆(G)⌉ ≤ γ (G) ≤ n - ∆ (G) َّاأثبت اأن (a

 .n ّبين اأنَّ هاتين المتباينتين هما اأف�صل ما يمكن لكل .(1 + diam G  ) /  3  ≤  γ (G ) ≤ n - ⌊diam G / 3⌋ َّاأثبت اأن (b
.γ(G) ≤ 2  َّعلى الأقلّ 3، فاإن G ه اإذا كان القطر للبيان 52.1.3. (*) اأثبت اأنَّ

53.1.3. (*) لكل k  ℕ  ، اأن�صئ بيانًا متابطًا له  5k راأ�صًا وعدد �صيطرة 2k. ثم اأن�صئ بيان G منتظمًا من 
 .γ(G) = 3n(G)/8 الدّرجة 3  منفردًا، بحيث

54.1.3. (*) حدّد عدد ال�صّيطرة لبيان بيت�صون، وحدّد الحجم الأ�صغر لمجموعة م�صيطرة كلّيّة في بيان بيت�صون كذلك.
غرى لكلّ من: مجموعة م�صيطرة، ومجموعة م�صيطرة  55.1.3. (*) في المكعّب الزّائد Q4، حدّد الأحجام ال�صّ

م�صتقلّة، ومجموعة م�صيطرة متابطة، ومجموعة م�صيطرة كلّيّة. 
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56.1.3. (*) اأوجد طريقة لو�صع خم�صة اأزواج من الملكات غير المهاجمة زوجًا زوجًا على لوح �صطرنج 8 في 8 
بحيث تهاجم هذه الملكات المربّعات الأخرى جميعها. 

57.1.3. (*) لكلّ n ∈ ℕ بحيث n ≥ 4، اأن�صئ �صجرة على n راأ�صًا مع عدد �صيطرة 2، بحيث يكون الحجم 
 .⌊n / 2⌋ الأ�صغر لمجموعة م�صيطرة م�صتقلّة هو

الأكثر                                                           على  حجمها  م�صتقلّة  م�صيطرة  مجموعةً   K1,r يحوي  ل  الذي   G للبيان  اأنَّ  اأثبت   (*)  .58.1.3
 )Bolloba’s- Cockayne [1979]( .)34.1.3 م�صاعدة: عمّم الإثبات في( .(r-2) γ(G) - (r-3)

 n اأثبت اأنَّ الحجم الأ�صغر لمجموعة م�صيطرة متابطة هو ،n الذي درجته G 59.1.3. (*) في البيان المتابط
ناق�ص اأكبر عدد للاأوراق في �صجرة مولّدة. 

60.1.3. (*) اإذا كان k ≤ 5، فاإنَّ كلّ بيان G حيث δ(G) ≤ k يملك مجموعة م�صيطرة متابطة حجمها على 
الأكثر Kleitman – West [1991], Griggs- Wu [1992]( )3n (G) / (k+1)(. اأثبت اأنَّ هذا الحدّ حادّ 
با�صتخدام بيان م�صكّل. من ترتيب حلقيّ لـ 3m من الع�صب المنف�صلة زوجًا زوجًا بجعل كلّ راأ�ص يجاور كلّ راأ�ص في 
. ...1 ، ⌊k / 2⌋،⌈k / 2⌉ ، 1، ⌊k / 2⌋،⌈k / 2⌉ الع�صبة التي قبله وفي الع�صبة التي بعده. ولتكن اأحجام الع�صب

 )ALgoritims and Applications( 2.3 الخوارزميّات والتّطبيقات

)Maximum Bipartite Matching( مواءمة ثنائيّ فرع كبرى
لإيجاد مواءمة كبرى؛ نبحث تكراريًّا عن الم�صارات المو�صّعة لتو�صعة المواءمة الحاليّة. فاإذا لم نجد م�صارًا 
مو�صّعًا في بيان ثنائيّ الفرع، ف�صنجد غطاء راأ�صيًّا حجمه هو حجم المواءمة الحاليّة نف�صه، وهذا يبرهن اأنَّ 
واإثبات خوارزميّ  العظمى،  المواءمة  م�صاألة  اإلى خوارزميّة لحلّ  يوؤدّي  مّما  اأكبر حجم.  لها  المواءمة الحاليّة 

لنظرية كونج واإيجرفاري. 
لتكن M مواءمة في البيان الثنائيّ G بالتّجزئة الثّنائيّة X،Y. نبحث عن م�صارات مو�صّعة للمواءمة M من بين 
الرّوؤو�ص غير الم�صبعة جميعها من M في X. لحظ اأنّنا نحتاج اإلى البحث في روؤو�ص X فقط؛ لأنَّ اأيّ م�صار مو�صّع 
له طول فرديّ. وعليه، فاإنَّ نهايته في كلّ من X و Y. �صنبحث  اآنيًّا في الرّوؤو�ص غير الم�صبعة في X. ونبداأ بمواءمة 
■ حجمها 0. اإنَّ تطبيق خوارزميّة الم�صار المو�صّع a′ (G) مرة تنتج مواءمة كبرى. 

1.2.3. خوارزميّة: )Algorithm(. )خوارزميّة الم�صار المو�صّع( 
المدخلات: بيان ثنائيّ G بالتّجزئة الثّنائيّة X، Y ومواءمة M في G و U مجموعة الرّوؤو�ص غير الم�صبعة من 

 .X والموجودة في M
الفكرة: ا�صتك�صف الم�صارات المتناوبة للمواءمة M من U، لتكن S ⊆ X و T ⊆ Y مجموعتي الرّوؤو�ص التي تّم 
الو�صول اإليها. �صع علامة على روؤو�ص S التي ا�صتك�صفت لتو�صيعات الم�صار كراأ�ص تّم الو�صول اإليه، و�صجّل من 

اأين تّم الو�صول. 
.T = Ø  و  S = U :البداية

مرات الحدوث: اإذا كانت S ل تحوي روؤو�صا غير مُعَلّمة، توقف وقدّم تقريرًا باأنَّ  T ∪ (X-s) هي غطاء اأ�صغر 
 واأنّ M مواءمة كبرى. وبخلاف ذلك، اخت راأ�صًا غير معلّم x  S. لت�صتك�صف x؛ خذ جميع y ∈ N(x) بحيث
 x y ∉ M. اإذا كانت y غير م�صبعة، توقف وقدّم تقريرًا بالم�صار المو�صّع للمواءمة M من U اإلى y. وبخلاف 
 S في w و�صع )x و�صلت من( T في y في هذه الحالة، �صع .M بوا�صطة w ∈ X توائم بع�ص y َّذلك، فاإن
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■ )و�صلت من y(. وبعد ا�صتك�صاف مثل هذه الأ�صلاع جميعها التي تقع على x، �صع علامة على x، وكرّر.  
X

Y
T

SU

عندما ن�صتك�صف x في خطوة مرات الحدوث، فربما ن�صل اإلى الرّاأ�ص y ∈ T الذي و�صلنا اإليه �صابقًا. 
تقريرًا  فيه  قدمنا   M للمواءمة  مو�صّع  م�صار  اأيّ  يغير  ربما  الم�صار،  على  ال�صّابق  الرّاأ�ص  لأنه   x وبت�صجيل 

)اختناه(، ولكنه ل يغير ما اإذا كان مثل هذا الم�صار موجودًا. 
2.2.3. نظرية: اإنّ تطبيق خوارزميّة الم�صار المو�صّع تكراريًّا على بيان ثنائيّ الفرع ينتج مواءمة وغطاءً راأ�صيًّا 

لهما الحجم نف�صه. 
الإثبات: نحتاج فقط اإلى التّحقّق من اأنَّ خوارزميّة الم�صار المو�صّع تنتج م�صارًا مو�صّعًا للمواءمة M اأو غطاءً 
اأنهينا الإثبات. وبخلاف  M، فنكون قد  اأنتجت الخوارزميّة م�صارًا مو�صّعًا للمواءمة  اإذا   .|M| راأ�صيًّا حجمه 
 .|M| هو غطاء راأ�صيّ حجمه R = T∪(X-S) َّجميعها، وتدّعي اأن S ذلك، تنتهي بو�صع علامات على روؤو�ص

.|M| غطاءٌ راأ�صيٌّ حجمهR  َّو�صنبرهن اأن
، يكفي اأنْ نبرهن اأنَّه ل يوجد �صلع ي�صل S بـِ Y-T. لحظ اأنَّ الم�صار المتناوب  لبرهنة اأنّ R غطاءٌ راأ�صيٌّ
 T يتواءم مع راأ�ص في  S-U  في x لذا، فاإنَّ كلّ راأ�ص .M فقط من خلال �صلع في X يدخل U من M للمواءمة
لع خارج M. عندما  من خلال M. وعليه، ل يوجد �صلع في M من S اإلى Y-T. وكذلك، ل يوجد مثل هذا ال�صّ
ي�صل الم�صار x ∈ S، ي�صتطيع ال�صتمرار خلال اأيّ �صلع ل ينتمي اإلى M، وا�صتك�صاف x ي�صع الجيران الأخرى 
 .T جميعها تذهب اإلى S كلّها قبل النتهاء، فاإنَّ اأ�صلاع S وبما اأنَّ الخوارزميّة علّمت روؤو�ص .T جميعهم في  x لـ
الآن، ندر�ص حجم R. لحظ اأنَّ الخوارزميّة ت�صع الرّوؤو�ص الم�صبعة في T فقط. وكلّ y ∈ T يوائم راأ�صًا في S من 
خلال M. وبما اأنَّ U ⊆ S، وكلّ راأ�ص في  X-S م�صبع، والأ�صلاع لِـ M التي تقع على X-S ل يمكن اأنْ ت�صتخدم 
T. فاإنّها تختلف عن الأ�صلاع الم�صبعة لِـ T. ونجد اأنَّ M لها  |T|+|X - S|�صلعًا على الأقلّ. وبما اأنَّه ل توجد 
■  .|M|= |T|+|X-S|=|R| َّمواءمة اأكبر من هذا الغطاء الراأ�صيّ، فاإن

يّة التّ�صحيح للخوارزميّات، فاإنّنا �صنهتم بالزّمن )عدد خطوات الح�صاب(  بالإ�صافة اإلى درا�صة خا�صّ
 n(G) نا ن�صتخدم الرتبة  الذي ا�صتخدم؛ حيث نقي�ص هذا بو�صفه  دالّة لحجم المدخلات. واأمّا لم�صائل البيان فاإنَّ

و/اأو حجم e(G) لقيا�ص حجم المدخلات عادة. 
الأكبر لخطوات الح�صابات  العدد  للخوارزميّة هو   )running time( التّ�شغيل زمن  اإنَّ  تعريف:   .3.2.3
 )good algorithm( الم�صتخدمة، ويُعبّر عنه  بو�صفه دالّة لحجم المدخلات. اأمّا الخوارزميّة الح�شنة

فهي الخوارزميّة التي يكون زمن ت�صغيلها دالّة كثير حدود. 
اإلى مجموعة   O(f) بـ يرمز  المدخلات.  دالّة لحجم   f ”O(f)“، حيث  بـِ  الت�صغيل عادة  يُعبرَّ عن زمن 
الكفاية  فيه  بما  كبيًرا   x يكون  عندما   |f(x)| في م�صروبًا  بثابت  مدودًا   |g(x)| يكون  بحيث   g  الدّوال 

. (|x| ≥ a عندما |g(x)| ≤ c|f(x)|  بحيث a،c بمعنى اأنَّه يوجد(
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فاإنَّ  ذلك،  على  وعلاوة  ح�صنةٌ.  خوارزمياتٌ   4-1 الف�صول  في  �صندر�صها  التي  الم�صائل  من  العديدَ  اإنَّ 
المفاهيم الأخرى للتّعقيد )الملحق B( لي�ص �صرطًا اأنْ يكون مزعجًا لنا. بما اأنَّنا ل نعرف مقدار الوقت الذي 
تحتاج اإليه عملية معينة على حا�صوب معين، فاإنَّ العوامل الثّابتة في زمن الت�صغيل لها معنى قليل. ولهذا ال�صبب 
يكون الرمز O(f) ملائمًا. نموذجيًّا، ن�صيء ا�صتعمال الرمز بكتابة O(n2) بدلً من O(f) لو�صف الدّوال التي 

 .n تنمو على الأكثر تربيعيًّا بدللة
اأنَّ بما  �صلعًا،   m و  راأ�صًا   n فيه   ،X،Y الثّنائيّة  بالتّجزئة  ثنائيًّا  بيانًا   G ليكن  ملاحظة:   .4.2.3 

 𝛼𝛼𝛼(G)≤ n/2،  فاإنَّنا نجد مواءمة كبرى في G من خلال تطبيق الخوارزميّة 1.2.3 على الأكثر n/2 مرة. وكلّ 
تطبيق للخوارزميّة 1.2.3 ي�صتك�صف راأ�صًا واحدًا من X على الأكثر قبل و�صع علامة عليه. لذلك، فهي تاأخذ 
في الح�صبان كلّ �صلع مرة واحدة على الأكثر. اإذا كان الزّمن ل�صتك�صاف �صلع واحد مدودًا بثابت، فاإنَّ هذه 
الخوارزميّة تحتاج اإلى زمن ت�صغيلي O(nm) لإيجاد مواءمة كبرى. تقدم النظرية 22.2.3 خوارزميّة اأ�صرع 
■ مع زمن ت�صغيل       . ويناق�ص الجزء 3.3 خوارزميّة ح�صنة لمواءمة كبرى في البيانات العامّة.  

  )Weighted Bipartite Matching( مواءمة ثنائيّ فرع موزونة
تعمّم نتائجنا حول المواءمة العظمى اإلى البيانات الثّنائيّة بالتّجزئة الثّنائيّة X،Y والموزونة، حيث نبحث 
نا ندخل الأ�صلاع الناق�صة مع وزن 0. وهذا ل يوؤثر  عن مواءمة باأكبر وزن كلّيّ. اإذا لم يكن البيان كلّ Kn,n ، فاإنَّ
فيما ن�صتطيع الح�صول عليه مثل وزن مواءمة. لذلك، ن�صتطيع افتا�ص اأنّ البيان هو  Kn,n. وكذلك 0 ن�صتطيع 
الناتجة، واحذف  الم�صاألة  0. حلّ  بـ  ال�صالبة  نا ن�صتطيع تغيير الأوزان  اعتبار الأوزان جميعها غير �صالبة؛ لأنَّ

الأ�صلاع التي  وزنها لتح�صل على حلّ الم�صاألة الأ�صليّة.
نا اأخذنا في الح�صبان الأ�صلاع التي وزنها غير �صالب فقط، فاإنَّ بع�صَ المواءمات الموزونة العظمى  بما اأنَّ

موائماتٌ مكتملة. لذا، فاإنّنا نبحث عن مواءمة مكتملة. و�صنحلّ م�صاألتي المواءمة الموزونة الكبرى وثنويّتها.
5.2.3. مثال:  المواءمة ثنائيّة الفرع الموزونة وثنويّتها. تلك �صركة زراعية n مزرعة و n م�صنعًا للمعالجة. وكلّ 
 j اإلى الم�صنع i مزرعة ت�صتطيع اإنتاج ذُرَةٍ ب�صعة م�صنع واحد. اإنَّ الرّبح الذي يتحقّق من اإر�صال منتجات المزرعة
  X = {x1,…,xn} يعطينا بيانًا ثنائيّ الفرع موزونًا مع مجموعات مجزّاأة  xiyi لع  هو wi,j. واأنَّ وزن wi,j على ال�صّ

و Y = {y1,…,yn}. وتريد ال�صّركة اختيار اأ�صلاع ت�صكّل مواءمة لم�صاعفة الربح الكلّيّ. 
اإنتاج الكثير من الذّرة. لذا، فاإنّها �صتدفع لل�صّركة لكي ل تقوم هذه ال�صّركة بمعالجة الذّرة  تدّعي الحكومة 
وت�صنيعها، حيث �صتدفع الحكومة ui  اإذا وافقت ال�صّركة على عدم ا�صتخدام المزرعة i في حين تدفع vj اإذا 
 xiyj لع وافقت ال�صّركة على عدم ا�صتخدام الم�صنع j. اإذا كان ui+vj < wi,j فاإنَّ ال�صّركة تربح با�صتخدام ال�صّ
ا بحيث  اأكثر مما تدفعه الحكومة لهذه الرّوؤو�ص. ولكي يتمّ توقف الإنتاج كلّه؛ يجب اأنْ تقدم الحكومة عر�صً
■   ∑ui + ∑vj وتريد الحكومة اإيجاد قيم لت�صغير . i, jّلكل u i+ vj ≥ wi,j  يكون
n موقعًا، بحيث يكون  يتكون من   n n في  المربّعة  للم�صفوفة   )transversal( الم�شتعر�ض تعريف:   .6.2.3
الواجب                                                                 م�شاألةَ  مجموع  باأكبر  م�صتعر�ص  اإيجاد  يُ�صمّى  عمود.  كلّ  وفي  �صفّ  كلّ  في  واحد  موقع  هناك 
ياغة بلغة الم�صفوفات لم�صاألة المواءمة الموزونة العظمى، حيث  )Assignment Problem(. وهذه هي ال�صّ

 .w(M) ّلتكبير الوزن الكلّي M ونبحث عن مواءمة مكتملة ،Kn,n في xiyj  لع يُعيّن وزن غير �صالب wi,j لل�صّ
وبهذه الأوزان، فاإنّ الغطاء )الموزون( )cover (weighted)( هو اختيار اأو�صمة ui ,…,un و  vj ,…,vnبحيث 
 ui + vj ≥ wi,j لكلّ i, j. اأمّا التّكلفة c(u,v) (cost) للغطاء (u,v) فهي ui + ∑vi∑. و اأنّ م�صاألة الغطاء 

الموزون الأ�شغر )minimum weighted cover( هي اإيجاد غطاء بتكلفة �صغرى.
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لحظ اأنَّ م�صاألة اإيجاد مواءمة مكتملة مع اأ�صغر وزن، يمكن حلّها بو�صع كلّ وزن  wi,j مع M-wi,j حيث 
M عدد كبير، ومن ثمّ اإيجاد مواءمة موزونة كبرى.

7.2.3. تمهيدية: )م�صائل ثنويّة المواءمات الموزونة والأغطية الموزونة( للمواءمة المكتملة M والغطاء الموزون 
(u,v) في البيان ثنائيّ الفرع الموزون G، يتحقّق اأنَّ c(u,v) ≥ w(M). وكذلك، c(u,v) = w(M) اإذا 
وفقط اإذا تكوّنت M من الأ�صلاع xiyj بحيث ui+vj=wi,j. في هذه الحالة، تكون M و (u,v) هما المثليين. 
يعطي                                           اأ�صلاعها  من  تظهر  التي   ui+vj ≥ wi,j القيود  جمع  فاإنَّ  راأ�ص،  لكلّ  م�صبعة   M اأنَّ  بما  الإثبات: 
c(u,v) ≥ w(M) لكلّ غطاء (u,v). ف�صلًا عن ذلك، اإذا كان c(u,v)=w(M)، فاإنَّ الم�صاواة يجب اأنْ تتحقّق 
مواءمة  لكلّ   c(u,v) ≥ w(M) اأنَّ   بما  اأخيًرا،  جمعت.  والتي   n عددها  التي  المتباينات  من  واحدة  كلّ   في 
وغطاء، فاإنَّ  c(u,v)=w(M) توؤدي اإلى عدم وجود مواءمة مع وزن اأكبر من c(u,v) وكذلك عدم وجود غطاء 
■  .w(M) مع تكلفة اأقلّ من

مع  غطيت  قد  المواءمة  في  الأ�صلاع  تكون  عندما  فقط  نف�صها  القيمة  لهما  وغطاء  مواءمة  اأنَّ  لحظ 
الم�صاواة. وهذا يقودنا اإلى خوارزميّة. 

8.2.3. تعريف: البيان الجزئيّ للم�شاواة Gu,v (equality subgraph) للغطاء الموزون (u,v) هو البيان 
 iلـ  )excess( اإنّ الزيادة .ui + vj =  wi,j حيث xiyj الذي تكون اأ�صلاعه هي الأزواج Kn,n الجزئيّ المولّد لـ

.ui + vj - wi,j  في الغطاء هي j،
اإذا وُجدت لـِ Gu,v مواءمة مكتملة فاإنَّ وزنه يكون ui + ∑vj∑. ومن التمهيدية 7.2.3 نح�صل على حلّ 
ا Q بالحجم نف�صه في Gu,v )كخوارزميّة الم�صار المو�صّع(. ليكن  اأمثل. وبخلاف ذلك، نجد مواءمة M وغطاءً راأ�صيًّ
 R = Q ∩ X و T = Q ∩ Y. تتكوّن مواءمتنا من الحجم |Q| من |R| �صلعًا من R اإلى Y - T، و |T| �صلعًا 

من T اإلى X - R كما هو مبين اأدناه. 
 ،Y - T اإلى X - R لنعرف �صلعًا من (u,v) للبحث عن مواءمة اأكبر في البيان الجزئيّ للم�صاواة؛ نغيّر
في حين تحفظ الم�صاواة على الأ�صلاع جميعها في M. لحظ اأنَّ الأ�صلاع التي ت�صل  X - R و Y - T لي�صت 
 ui اإنَّ اخت�صار .Y - T اإلى X - R ولها زيادة موجبة. لتكن ∋ الزيادةَ ال�صغرى على الأ�صلاع من ،Gu,v في
بمقدار ∋ لكلّ xi ∈  X - R يحفظ �صرط الغطاء لهذه الأ�صلاع، ولكنّه يجلب واحدًا من هذه الأ�صلاع اإلى 
البيان الجزئيّ للم�صاواة على الأقلّ. ولنحافظَ على �صرط الغطاء للاأ�صلاع من  X - R اإلى T؛ نزيد vj بمقدار 

 .yj ∈ T ّلكل 
نعيد الإجراء مع البيان الجزئيّ الجديد للم�صاواة. وفي النّهاية، �صنح�صل على غطاء يملك بيانُه الجزئيُّ 
Hungarian Algo-( الهنجاريّة  الخوارزميّةَ  الناتجة الخوارزميّةُ  يت  �صُمِّ وقد  كاملةً.  مواءمةً   للم�صاواة 
rithm( من قِبَلِ كهن )Kuhn( عرفانًا لجهود كلّ من كونج واإيجرفاري حيث ا�صتندت هذه الخوارزميّة اإلى 

جهودهما.

X

Y
T
+

S RU
-

.Munkres [1957], Kuhn- [1955]( – 9.2.3. خوارزميّة: )الخوارزميّة الهنجاريّة
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127 الخوارزميات  والتطبيقات  2.3

 .X،Y مع التّجزئة الثّنائيّة Kn,n المدخلات: م�صفوفة الأوزان على الأ�صلاع لـ
الفكرة: �صبط الغطاء (u,v) تكراريًّا حتى يملك البيان الجزئيّ للم�صاواة مواءمة كاملة. 

 .vj=0 و ui = maxj wi,j غطاءً مثل (u,v) البداية: ليكن
 M باإنَّ  M مواءمة كاملة، توقف، وقدّم تقريرًا  اإذا كانت   .Gu,v M في  مرات الحدوث: جد مواءمة كبرى 
 R = X ∩ Q لتكن .Gu,v في |M| ليكن غطاءً راأ�صيًّا من الحجم Q مواءمةُ وزن كبرى. وبخلاف ذلك، �صع

و T = Y ∩ Q. وليكن:
 = min {ui + vj - wi,j : xi ∈ X -R, yi ∈ Y - T}

اأنق�ص ∋ من ui لكلّ x i ∈ X - R، واأ�صف ∋ اإلى vj لكلّ yj ∈ T. �صكّل البيان الجزئيّ الجديد للم�صاواة، ثمّ كرّر. ■
قدّمنا الخوارزميّة التي ت�صتخدم البيانات الثنائيّة الفرع، اإلّ اأنّ ر�صمَ تغيّرات البيان الجزئيّ للم�صاواة 
تكراريّا غيُر ملائم. لذا، نح�صب با�صتخدام الم�صفوفات. لحظ اأنَّ الأوزان البتدائية ت�صكّل م�صفوفة A مع 
wi,j في الموقع i,j. نرفق الرّوؤو�ص والأو�صمة (u,v) مع ال�صفوف والأعمدة التي تخدم مثل X و Y على التتيب. 

c i , j = ui + vj - wi,j (excess matrix): لحظ  م�شفوفة الزيادة   ui+vj لنح�صل على  wi,j من  نطرح 
اأنَّ الأ�صلاع للبيان الجزئيّ للم�صاواة تقابل اأ�صفارًا في م�صفوفة الزيادة. 

10.2.3. مثال: حلّ م�صاألة الواجب. اإنَّ الم�صفوفة الأولى اأدناه هي م�صفوفة الأوزان. اأمّا باقي الم�صفوفات 
لتمييز  الزيادة  ا تحت بع�ص مدخلات م�صفوفة  المقابلة. ن�صع خطًّ الزيادة  فتظهر غطاءً (u,v) وم�صفوفة 
مواءمة كبرى M في Gu,v، والتي تظهر في �صورة اأ�صلاع �صميكة في البيانات الجزئيّة للم�صاواة التي ر�صمت 
لأول م�صفوفتي زيادة. )ر�صم البيانات الجزئيّة للم�صاواة لي�ص �صروريًّا(. لحظ اأنَّ اأي مواءمة في Gu,v تقابل 
هو  هذا  عمود؛  اأيّ  اأو  �صف  اأيّ  في  �صفران  هناك  يكون  ل  بحيث  الزيادة  م�صفوفة  في  الأ�صفار  من  مجموعة 

 .)partial transversal( الم�شتعر�ض الجزئي
اإنَّ المجموعة المغطاة هي مجموعة من ال�صفوف والأعمدة تغطي الأ�صفار في م�صفوفة الزّيادة؛ و تقابل 
غطاءً راأ�صيًّا في Gu,v. اإ�صافة اإلى اأنّ اأيّ مجموعة غطاء بحجم اأقلّ من n توؤدي اإلى تقدّم نحو الحلّ، وبما اأنَّ 
ا جزئيًّا ومجموعة  تكلفة الغطاء الموزون قليلة، فاإنَّنا �صندر�ص الأ�صفار في مجموعة الزّيادة، ونجد م�صتعر�صً

نا ن�صتطيع عمل ذلك بالمعاينة. غطاء بالحجم نف�صه. واإذا كانت لدينا م�صفوفة �صغيرة، فاإنَّ
فوف والأعمدة في  ا تحت الأ�صفار في م�صتعر�ص جزئيّ. ون�صتعمل الحرفين R و T لو�صم ال�صّ ن�صع خطًّ
اأو عمود مغطى  �صفّ  لي�صت في  التي  المواقع  على  ال�صغرى  الزّيادة  نح�صب  تكرار،  كلّ  الغطاء. في   مجموعة 
)في �صفوف X-R واأعمدة Y-T(. اإنَّ لهذه المواقع غير المغطّاة زيادة موجبة )الأ�صلاع المقابلة لي�صت في البيان 
الجزئيّ للم�صاواة(. لحظ اأنَّ القيمة  والتي عرّفت في الخوارزميّة 9.2.3 هي الأ�صغر من بين هذه الزّيادات. 

 .T على اأعمدة  بمقدار vj ونزيد الو�صم R فوف التي لي�صت في لذا، نطرح  من الو�صم  ui على ال�صّ
في المثال الآتي، لحظ اأنَّ مجموعة الغطاء التي ا�صتعملت في التّكرار الأوّل قد خفّ�صت تكلفة الغطاء، ولكنها 
لا عن  لم  تو�صّع المواءمة العظمى في البيان الجزئيّ للم�صاواة، اأمّا التّكرار الثّاني فاإنَّه ينتج مواءمة كاملة، ف�صً

اأنَّ ا�صتخدام الأعمدة الثّلاثة الأخيرة بو�صفها مجموعة غطاء في التّكرار الأوّل يو�صّع المواءمة مبا�صرة.
اإنَّ الم�صتعر�ص للاأ�صفار بعد التّكرار الأخير يحدّد مواءمة كاملة وزنها الكلّيّ ي�صاوي تكلفة الغطاء النّهائيّ. 
لحظ اأنَّ اأوزان الأ�صلاع المقابلة )المرتبطة( ي�صاوي 5 ، 4 ، 6 ، 8 ، 8 وذلك في المعطيات الأ�صليّة، بالإ�صافة اإلى 
1 الموجودة   ، اأنَّ مجموع هذه الأوزان ي�صاوي 31. اأمّا الأو�صمة )العلامات الدّالّة( 4 ، 5 ، 7 ، 4 ،6 ، و 0 ، 0 ، 2 ، 2 
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ا ي�صاوي 31. اإنَّ قيمةَ الحلّ الأمثل وحيدةٌ، ولكن  في الغطاء النّهائيّ فتحقّق تامًا كلّ �صلع، ومجموعها اأي�صً
الحلّ نف�صه لي�ص �صرطًا اأنْ يكون وحيدًا؛ ويوجد لهذا المثال مواءمات وزن كبرى عديدة، وكذلك غطاءات تكلفة 
■ �صغرى عديدة، ولكن جميعها لها الوزن الكلّيّ 31.  
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11.2.3. نظرية: تجد الخوارزميّة الهنجاريّة مواءمة وزن كبرى وغطاء تكلفة اأ�صغر. 

الإثبات: تبداأ الخوارزميّة بغطاء، وتنتهي فقط عندما يكون للبيان الجزئيّ للم�صاواة مواءمة كاملة، ت�صمن 
الجزئيّ  للبيان  توجد  ل  واأنَّه  الحالي،  اأنَّ (u,v)الغطاءُ  افت�ص  وللغطاء.  الحاليّة  للمواءمة  مت�صاوية  قيمة 
العددُ    اأنَّ  وبما  للرّوؤو�ص.  تعينَّ  التي  الجديدة  الأعداد  قوائم  اإلى   (u′,v′) ليرمز  كاملة.  مواءمة  للم�صاواة 

 . > 0 َّالأ�صغرُ لمجموعة منتهية غير خالية من الأعداد الموجبة، فاإن
يعطي  T و   X - R روؤو�ص  على  الأو�صمة  تغيير  اإنَّ  باأنَّ (′u′,v) غطاءٌ.  اأولً   نتحقّق 
 u′i+v′j = ui + vj للاأ�صلاع xiyj من X - R اإلى T، اأو من R اإلى Y - T. اإذا كان xi ∈ R، و yj ∈ T، فاإنَّ

  u′i + v′j = ui+ vj + ، ويبقى الوزن مغطى. اإذا كان ،xi ∈ X - R و yj ∈Y - T، فاإنَّ u′i+v′j ي�صاوي
 .wi,j ّيكون على الأقل   ِوبح�صب الختيار لـ ،ui + v j -   

اأنَّ  نبرهن  اأنْ  يكفي  لذا،  كاملة.  مواءمة  للم�صاواة  الجزئيّ  للبيان  يكون  عندما  فقط  الخوارزميّة  تنتهي 
الم�صتك  الم�صاعف  في  الأوزان  �صرب  فاإنَّ  لذا،  ن�صبيةٌ.  اأعدادٌ   wi,j الأوزانَ  اأنَّ  افت�ص  تنتهي.  الخوارزميّة 
الأ�صغر لمقاماتها يوؤدي اإلى م�صاألة مكافئة مع اأوزان �صحيحة. والآن، ن�صتطيع افتا�ص اأنّ الأو�صمة في الغطاء 
الغطاء  تكلفة  �صنخفّ�ص  تكرار،  كلّ  وعند  ا.  اأي�صً زيادة عددٌ �صحيحٌ  كلَّ  فاإنَّ  لذلك،  ا.  اأي�صً الحالّي �صحيحة 
نا نح�صل على  بمقدار �صحيح. وبما اأنَّ التكلفة تبداأ بقيمة ما وهي مدودة من اأ�صفل بوزن مواءمة كاملة، فاإنَّ
■ الم�صاواة بعد عدد منتهٍ من التّكرارات للاأوزان ذات القيم الحقيقية عمومًا، انظر الملاحظة 12.2.3.  

اإذا  تبقى �صالحة  اأنْ  للخوارزميّة  فاإنَّه يمكن  اأعدادًا حقيقيةً،  الأوزان  تكون  ملاحظة: عندما    *.12.2.3
عملنا بعناية كبيرة للح�صول على اأغطية راأ�صيّة في البيان الجزئيّ للم�صاواة. ن�صتطيع اأنْ نبرهن اأنَّ الخوارزميّة 
تنتهي من خلال اإجراء n2 تكرارًا. اإنَّ حجم المواءمة الحاليّة ل يمكن اأنْ ينق�ص لأنّ الأ�صلاع في M تبقى في 
اأنْ  n مرة على الأكثر، فاإنَّه يكفي  اأنْ يزداد  اأنَّ حجم المواءمة يمكن  البيان الجزئيّ للم�صاواة الجديد. وبما 

نبرهن اأنّها �صوف تزداد �صمن n تكرارًا. 
اإذا وجدنا المواءمة العظمى M بتكرار خوارزميّة الم�صار المو�صّع، فاإنَّ التّكرار الأخير يقدّم لنا غطاءً راأ�صيًّا نجده 
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با�صتك�صاف الم�صارات المتناوبة للمواءمة M من مجموعة الرّوؤو�ص غير الم�صبعة من M في X. وبجعل S و T يدلّن على 
.R = X - S حيث ،R ∪ T ّفاإنّنا نح�صل على الغطاء الراأ�صي ،T و X مجموعتي الرّوؤو�ص التي يمكن الو�صول اإليها في

اإنَّ تطبيق خطوة من الخوارزميّة الهنجاريّة با�صتخدام الغطاء الراأ�صيّ R ∪T يحفظ الم�صاواة على M وعلى 
التي تكون  U. ل نعير اهتمامًا للاأ�صلاع  M من المجموعة  للمواءمة  المتناوبة  الم�صارات  الأ�صلاع جميعها في 
من T اإلى R والتي تختفي من البيان الجزئيّ للم�صاواة لأنّها ل تظهر في الم�صارات المتناوبة للمواءمة M من 
المجموعة U. اإنَّ و�صع �صلع من S اإلى Y-T اإمّا اأنْ يعيّن م�صارًا مو�صّعًا لِـ M اأو يزيد T، في حين يتك U دون 
البيان الجزئيّ  اأكبر في  فاإنّنا نح�صل على مواءمة  n مرة،  T على الأكثر  با�صتطاعتنا زيادة  اأنّ  تغيير. وبما 
■ للم�صاواة �صمن اإجراء n تكرارًا. 
13.2.3.* ملاحظة: المواءمة العظمى وم�صائل الغطاء الراأ�صيّ في البيانات الثنائيّة الفرع هما حالت خا�صة 
من الم�صائل الموزونة. ليكن G بيانًا ثنائيّ الفرع. �صكّل بيانًا موزونًا مع وزن 1 على الأ�صلاع في G، والوزن 0 على 

 .𝛼𝛼′(G) ولحظ اأنَّ الوزن الأكبر لمواءمة هو .Kn,n الأ�صلاع في
اأو�صمة �صحيحة في  على  دائمًا  الهنجاريّة تحافظ  الخوارزميّة  فاإنَّ  اأعدادًا �صحيحة  الأوزان  كانت  اإذا 
الغطاء الموزون. لذا، ن�صتطيع تقييد القيم )الو�صوم( الم�صتخدمة بالأعداد ال�صحيحة في م�صاألة الغطاء الموزون 

هذه. ف�صلًا عن ذلك، فاإنَّ هذه الأعداد ال�صحيحة �صوف تكون 0 اأو 1 دائمًا. 
 .G ا لـ اإنَّ الرّوؤو�ص التي ت�صتقبل الو�صم 1 يجب اأنْ تغطي الوزن على الأ�صلاع في G. لذا، فهي ت�صكّل غطاءً راأ�صيًّ
بالإ�صافة اإلى اأنَّ ت�صغير مجموع الو�صوم تحت قيد الأعداد ال�صحيحة يكافئ اإيجاد اأ�صغر عدد من الرّوؤو�ص في 
■   .β(G) لذلك، فاإنَّ جواب م�صاألة الغطاء الموزون .G غطاء راأ�صيّ لـ

14.2.3.* تطبيق. م�صاألة كنْ�ص ال�صّوارع والنقل. اإنَّ اتجاه حركة اآلة كن�ص الحاجز الحجريّ للطّريق يجب 
اأنْ تكون في اتجاه حركة المرور. وهذا يعطي بيانًا موجّهًا. اإذن، اإذا كان الطّريق ذا اتجاهين فاإنَّه يولّد �صلعين 
في اتجاهين متعاك�صين. في حين يولّد الطّريق ذو التجاه الواحد �صلعين في التجاه نف�صه. �صناأخذ في الح�صبان 
الم�صاألة  هذه  نوق�صت  وقد   .)problem street sweeping( ال�شّوارع  كنْ�ض  م�شاألة  من  ب�صيطة  ن�صخة 

 .)Tucker- Bodin [1976]( بالعتماد على (Roberts) [1978] بتف�صيل اأكثر في روبرت�ص
في مدينة نيويورك، يمنع ال�صطفاف على بع�ص جوانب الطّرق يوميًّا لكنْ�صها. ولكلّ يوم، فاإنَّ هذا يعرّف بيانًا 
جزئيًّا للكن�ض G (sweep subgraph) من البيان الكلّيّ الموجّه H لحواجز ال�صّوارع الحجرية، حيث يتكوّن 
G من الحواجز القابلة للكنْ�ص. ولكلّ e ∈ E(H) زمن مخفي t(e) (deadheading time) وهو الزمن الذي 

نحتاج اإليه لجتياز e دون كن�ص. 
وال�صوؤال هو كيف نكنُ�ص G مع تقليل الزّمن الكلّيّ المخفي الذي ليكون فيه كن�ص. ويعدّ هذا تعميمًا لن�صخة 
ينيّ. اإذا ت�صاوت درجتا الدخول والخروج عند كلّ راأ�ص في G، فلا حاجة  موجّهة من م�صاألة �صاعي البريد ال�صّ
اإلى الزّمن المخفي. وبخلاف ذلك، ن�صتخرج ن�صخة ثانية من اأ�صلاع G، اأو ن�صيف اأ�صلاعًا من H لنح�صل 

 .G يحوي G′ ّعلى بيان موجّه اأويلري
 . ( ) ( ) ( )G Gx d x d xσ − += − لتكن X مجموعةَ الرّوؤو�ص مع زيادة في درجة الدخول؛ لكلّ x ∈ X �صع 
. لحظ  ( ) ( ) ( )G Gy d x d x− +∂ = − )ولتكن Y مجموعةَ الرّوؤو�ص مع زيادة في درجة الخروج؛ لكلّ y ∈ Y �صع  ) ( ) ( )G Gy d x d x− +∂ = −( ) ( ) ( )G Gy d x d x− +∂ = −

HE_Graph_CH03_6th_Draft_01.indd   129 2/19/2014   9:53:08 AM



الفصل 3     المواءمات والعوامل130

،x σ(x) �صلعًا مع ذيول عند  اإ�صافة  G؛ يجب  ′G من  . لنح�صل على  ( ) ( )x X y Y
x yσ

∈ ∈
= ∂∑ ∑  اأنَّ 

و(y)∂ �صلعًا مع مقدمات عند y. بما اأنَّ ′G يحتاج اإلى م�صلة درجة خروج 0 عند كلّ راأ�ص، فاإنَّ الإ�صافات 
ت�صكّل م�صارات من X اإلى Y. اإنَّ التّكلفة c(xy) لم�صار من x اإلى y هي الم�صافة من x اإلى y في البيان الموجّه 

 .)Dijkstra( والذي ن�صتطيع اإيجاده با�صتخدام خوارزميّة ديجك�صتا ،H الموزون
  ∂(y)و  ،x لـ  العر�ص  هو   σ (x) ليكن   .)Transportation Problem( النّقل  م�شاألة  اإلى  يوؤدي  وهذا 
هو الطّلب لـ y، و c(xy) هي التكلفة لكلّ وحدة مر�صلة من x اإلى y، و σ(x)=∑∂(y) ∑، ونريد تحقيق الطّلبات 
قِبَلِ كانتوروفيت�ص [1939] (Kantorovich)؛ وظهر  باأقل تكلفة كلّيّة. وقد قدّمت ن�صخة من هذه الم�صاألة من 
 ) .Koopmans [1947] ا ال�صّكل في الأعلى )مع حلّ بنائيّ( في هيت�صكوك [1941] (Hitchcock) )انظر اأي�صً

 .[031-39p ,2691] (nosrekluF – droF) وقد نوق�صت الم�صاألة في فورد – فلكر�صون
ل قيم العرو�ص  عندما تكون العرو�ص والطّلبات اأعدادًا ن�صبية، فاإنّ بالإمكان تطبيق م�صاألة الوظيفة. اأوّلً عدِّ
σ (x) عيّن ،x ∈ X ّا وعمودًا. ولكل والطّلبات لتح�صل على قيم �صحيحة، ثمّ عرف م�صفوفة على σ (x) ∑ �صفًّ
فّ i والعمود j يمثّلان x و y، �صع wi,j=M - c(xy)، حيث ا. ولكلّ y ∈ Y، عيّن δ(y) عمودًا. وعندما يكون ال�صّ  �صفًّ
M = maxx,y c(x,y) لحظ الآن اأنّ مواءمة وزن كبرى توؤدي اإلى حلّ ذي تكلفة �صغرى لم�صاألة النقل. ويظهر 
■ تعميم لم�صاألة النقل في الجزء 3.4.                                                        

)Stable Matching )Optional(( )المواءمات المستقرةّ )اختياري

بدلً من جعل الوزن الكلّيّ لمواءمة مثاليًّا، فلربما نحاول جعله مثاليًّا با�صتخدام حقّ الأف�صلية اأو الختيار. 
ا". اإذا و�صع الرّجل x والمراأة a في  نا نريد اأنْ نوؤ�صّ�ص n زواجًا "م�صتقرًّ فاإذا اأُعطينا n رجلًا و n امراأة؛ فاإنَّ
ل a على �صريكته الحالية، و a تف�صل x على �صريكها الحالّي، فاإنَّهما ي�صتطيعان  زوجين مختلفين، ولكن x يف�صّ
ترك �صريكيهما الحاليّين وتبديل كلّ منهما مع الآخر. في هذا الو�صع، نقول اإنَّ الزوجَ غير المتوائم (x,a) زوجٌ 

  .)unstable pair( ٍّغيُر م�شتقر

اأزواجًا  تعط  لم  اإذا   )stable matching( م�شتقرّة  مواءمةً  الكاملة  المواءمةُ  تكون  تعريف:   .15.2.3
غير متوائمة ول م�صتقرة. 

 16.2.3. مثال: اإذا اأعطيــت الرّجال x,y,z,w والنّ�صاء a,b,c,d، وقــــائمة التف�صـيل اأدناه، فـــاإنَّ المـــــواءمةَ
■ {xa, yb,zd,wc} م�صتقرّةٌ.  

 {a, b, c, d} نساء{x, y, z, w} رجال

 a : z > x > y > w x : a > b > c > d
 b : y > w > x > zy : a > c > b > d
 c : w > x > y > z            z : c > d > a > b
 d : x > y > z > ww : c > b > a > d

لقد اأثبت كلّ من جيل )Gale( و�صابلي )Shapley( في بحثهما "قبولت الكلّيّة وال�صتقرار في الزّواج" 
وجود مواءمة م�صتقرة دائمًا، ويمكن اإيجادها با�صتخدام خوارزميّة ب�صيطة ن�صبيًّا. في هذه الخوارزميّة، لحظ 
اأنَّ الرّجال والنّ�صاء ل يقومون بدور متماثل؛ �صوف نناق�ص اأهمية هذا الفرق لحقًا. والخوارزميّة اأدناه تولّد 

المواءمة لمثال 16.2.3. 
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131 الخوارزميات  والتطبيقات  2.3

17.2.3. خوارزميّة: )خوارزميّة اقتاح الزّواج لجيل و�صابلي(
المدخلات: ترتيب الأولويّة لكلّ رجل من n رجلًا، ولكلّ امراأة من n امراأة. 

الزّواج مع المحافظة على المعلومات حول مَن اقتح  الفكرة: تقديم مواءمة م�صتقرّة با�صتخدام مقتحات 
مَن؟ ومَن رف�ص مَن؟ 

ترف�صه  لم  اأنَّها  افتا�ص  على  قائمته  في  تف�صيلًا  الأكثر  المراأة  رجل  كلّ  يقتح  الحدوث:  مرات  خطوات 
�صابقًا. اإذا ت�صلمت كلّ امراأة طلبًا واحدًا بال�صبط للزّواج، توقفْ وا�صتخدم المواءمة الناتجة. بخلاف ذلك، 
فاإنَّ كلّ امراأة و�صلها اأكثر من طلب للزواج ترف�ص الطّلبات التي و�صلتها جميعها ما عدا الطّلب الأكثر تف�صيلًا 
■ على قائمة اأولويّاتها. وكلّ امراأة و�صلها طلب زواج تقول "ربما" لأكثر الطّلبات التي ت�صلّمتها جاذبيّة.  

18.2.3. نظرية: )Gale- Shapley [1962]( خوارزميّة مقتحات الزّواج تنتج مواءمة م�صتقرّة.

فقط  تتوقف  الخوارزميّة  فاإنَّ   )14 )التمرين  الن�صاء جميعهنّ  من  رجل  رف�ص  ل يمكن  اأنَّه  الإثبات: بما 
يتناق�ص، القائمة  على  المتبقيّة  للطّلبات  الكلّيّ  الطّول  تكرار تجعل  كلّ خطوة  ولأنّ  مواءمة.  على   بالح�صول 

فلا بدّ من توقّف الخوارزميّة.
اأولوياته، واأنّ  اإنَّ متتالية الطّلبات التي قدّمت من كلّ رجل لي�صت متزايدة في قائمة  اأ�صا�صيّة:  ملاحظ 
متتالية الرّجال الذين قيل لهم "ربما" من قِبَلِ امراأة غير متناق�صة في قائمة اأولويّاتها  تنتهي بالرّجل الم�صار 
اإليه. وهذا يتحقّق لأنّ الرّجال يكرّرون الطّلب لمراأة بعينها حتى يتمّ رف�صهم، وتقول المراأة "ربما" للرّجل 

نف�صه حتى ي�صلها عر�ص اأف�صل. 
 y اأمّا   ،b x من�صجم مع  النتيجة غير م�صتقرّة، فيوجد زوج )x,a( غير متوائم ول م�صتقرّ؛ حيث  اإذا كانت 
فمن�صجم مع a. ومن الملاحظة الأ�صا�صيّة، فاإنَّ x لم يقتح a خلال الخوارزميّة؛ لأنّ a ا�صتقبلت رفيقًا رغبتُها 
 .a دون اقتاح مبكر لِـ b غير راغب في طلب x َّوتوؤدّي الملاحظة الأ�صا�صيّة اإلى اأن .x فيه اأقلّ من رغبتها في
■ وهذا التّناق�ص يوؤكّد ا�صتقرار النتيجة.  
الخيارات  تكون  وعندما  �صعادة.  اأكثر  الجن�صين  اأيّ  عن  ي�صاأل  القتاح  خوارزميّة  في  التّماثل  عدم  اإنَّ 
فعليهنّ  الن�صاء  اأمّا  الأول،  على خيارهم  �صيح�صلون  الرّجال جميعهم  فاإنَّ  للرّجال جميعها مختلفة،  الأولى 
اللتزام بهذا ب�صرف النّظر عما اقتحنه. وعندما تطبق الخوارزميّة بمقتحات الن�صاء، فاإنَّ كلّ امراأة تكون 
على الأقلّ �صعيدة بمقدار �صعادتها عندما يقوم الرّجال بالختيار اأو القتاح، بالإ�صافة اإلى اأنَّ كلّ رجل على 
الأقلّ غير �صعيد بالمقدار نف�صه. وفي المثال 16.2.3، نجد اأنَّ تطبيق الخوارزميّة بح�صب مقتحات النّ�صاء يوؤدّي 
الأولى  متوائمات مع الخيارات  النّ�صاء جميعهنّ  فيها  تكون  التي   {xd, yb, za, wc} المواءمة  اإلى  مبا�صرة 
لهنّ. في الحقيقة، ومن بين المواءمات الم�صتقرة جميعها، فاإنَّ كلّ رجل هو الأكثر �صعادة في المواءمة الناتجة 
عن خوارزميّة اقتاح الرّجال، وكلّ امراأة هي الأكثر �صعادة في خوارزميّة اقتاح النّ�صاء )التمرين 11(. وفي 

العرْف الجتماعي تكون الأف�صلية ل�صالح الرّجال. 
وهناك ا�صتخدام اآخر لهذه الخوارزميّة. ففي كلّ عام، نجد اأنَّ خرّيجي الكلّيّات الطّبّيّة ي�صعون قائمة 
اأيّ  ننمذج  ونحن  خياراتها؛  لها  كذلك  والم�صت�صفيات  فيها.  الإقامة  يف�صلون  التي  بالم�صت�صفيات  اأولويات 
م�صت�صفى فيه عدة اأماكن �صاغرة كالعديد من الم�صت�صفيات التي لها قائمة الأولويّات نف�صها. اإنَّ الفو�صى في 
توزيع المقيمين قد اأجبرت الم�صت�صفيات على تنفيذ الخوارزميّة قبل ع�صر �صنوات من تعريف الم�صاألة وحلّها في 
بحث جيل و�صابلي. وكانت النتيجة برنامج مواءمة المقيمين الوطني، ففي العام 1952م اأن�صئت موؤ�ص�صة غير 

ربحية للتزويد بتواريخ تعيينات موحّدة واإجراءات مواءمة موجودة.
الطّبّيّة قامت بتطبيق الخوارزميّة، فمن غير الم�صتهجن  اأنَّ المنظمات  بالنتيجة؟ بما  الأكثر �صعادة  مَنِ 
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اآخر؛  مكان  في  و�صوحًا  اأكثر  الختلاف  اأنّ  اإلّ  �صعادة.  الأكثر  فهم  لذا  المقتحات؛  بتنفيذ  قيامهم  مبدئيا 
"عرو�ص  اأولويات، في حين يعدّ اأ�صحاب العمل مقتحات تدعى  حيث لدى الطّلبة الذين يتقدّمون لوظائف 
1998م  العام  في  النّظام  تغيير  في  ال�صّبب  كان   NRMP مع  بال�صّعادة  ال�صّعور  عدم  اأنَّ  اإلّ  الوظيفة". 
ويمكن  وظيفة.   22,451 لـ  طلبًا   35,823 مع  النّظام  تعامل  1998م  العام  ففي  الطالب.  مقتح  لخوارزميّة 
الإلكتونّي: العنوان  على  الوا�صعة  العالميّة  ال�صّبكة  موقع  على  النّظام  لهذا  اإ�صافية  تف�صيلات   اإيجاد 

. nrmp. aamc.org/ nrmp/ mainguid 
يمكن اأنْ توجد مواءمات م�صتقرّة غير الموجودة في ن�صختي خوارزميّة المقتحات. وللبحث عن مواءمة 
م�صتقرّة "عادلة" فاإنّنا ن�صتطيع اإعطاء كلّ �صخ�ص عددًا من النقاط لت�صنيف الأولويّات. فوزن الزّوج xa هو 
مجموع النّقاط التي يعطيها كلّ من x اإلى a و a اإلى x. لحظ اأنَّ الخوارزميّة الهنجاريّة يمكن اأنْ تعطي مواءمة 
ذات وزن كلّيّ اأكبر، ولكن قد ل تكون هذه المواءمة م�صتقرّة )التمرين 10(. وهناك طرق حلّ اأخرى تظهر في 
كتب Knuth [1976] و Gusfield – Irving [1989]، تبحث في حالت زواج م�صتقرّة وموا�صيع متعلقة بها.

)Faster Bipartite Matching( )optional( )مواءمة ثنائيّ الفرع الأسرع )اختياري

نبداأ هذا الجزء بخوارزميّة لإيجاد مواءمات كبرى في البيانات الثنائيّة الفرع. من الممكن تح�صين زمن 
الت�صغيل بالبحث عن م�صارات مو�صّعة بتتيب فريد؛ وعندما تتوافر م�صارات مو�صّعة ق�صيرة فلا نحتاج اإلى 
اأولً للرّوؤو�ص غير  ا�صتك�صاف الكثير من الأ�صلاع لإيجاد م�صار مو�صّع. وبا�صتخدام خوارزميّة البحث الأفقيّ 
واحد  فح�ص  مع  نف�صه،  الطول  لها  التي  الم�صارات  من  العديد  اإيجاد  ن�صتطيع  نا  فاإنَّ  ،X في  جميعها  الم�صبعة 
لمجموعة الأ�صلاع. اأثبت كلّ من هوبكروفت وكارب [1973] (Hopcroft and Karp) باأنَّ المو�صّعات اللاحقة 
يجب اأنْ ت�صتخدم م�صارات اأطول. لذا، فبالإمكان جمع البحوث على حالت لإيجاد م�صارات لها الطول نف�صه، 
حا اأنّ بع�ص الحالت تكون �صرورية؛ لكي ت�صاعد في اإيجاد المواءمات العظمى في  وقد وحّدا هذه الأفكار ليو�صّ

.O(n2.5)  من الرّوؤو�ص في زمن n البيانات الثنائيّة الفرع على

19.2.3. ملاحظة: اإذا كانت M مواءمة بحجم r، و *M مواءمة بحجم s، حيث s > r، فيوجد على الأقلّ 
s - r من مثل هذه الم�صارات المو�صّعة للمواءمة M منف�صلة الرّوؤو�ص. ويوجد كذلك على الأقلّ مثل هذا 
■                                                                                                          .M ∆ M* العدد من الم�صارات في

غير  متتالية  هي  الأق�صر  المو�صّعات  تعاقب  في  الم�صارات  لأطوال  المتتالية  اأنَّ  الآتية  التمهيدية  تعطي 
cardinal- )تتناق�صة. وهنا، �صنعالج الم�صارات بو�صفها مجموعات اأ�صلاع. في حين ي�صير العدد الكاردينالّي 

ity( اإلى عدد الأ�صلاع. 

M∆P، فاإنَّ M، و′P هو المو�صّع للمواءمة  P الم�صارَ الأق�صرَ المو�صّع للمواءمة  اإذا كان  تمهيدية:   .20.2.3 
 |′P′| ≥ |P| + 2|P ∩ P| )بمعاملة P بو�صفها مجموعات اأ�صلاع(. 

 الإثبات: لحظ اأنَّ M ∆ P هي المواءمة التي تّم الح�صول عليها با�صتخدام P لتو�صيع M. لتكن N هي المواءمة
ل عليها با�صتخدام ′P لتو�صيع  M ∆ P. بما اأنَّ N| = |M| + 2|، فاإنَّ الملحوظة   ′P ∆ (M ∆ P) التي حُ�صِ
19.2.3 ت�صمن اأنّ M∆N تحوي P1 و P2 بو�صفهما م�صارين منف�صلين مو�صّعين للمواءمة M. وبما اأنَّ P هو 

الم�صار الأق�صر المو�صّع للمواءمة M، فاإنَّ طول كلّ من P1 و P2  كطول P على الأقلّ.
وبما اأنَّ N التي حُ�صل عليها من M بتبديل الأ�صلاع في P، ومن ثمّ تبديل الأ�صلاع في ′P، فاإنَّ �صلعًا ما 
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يكون منتميًا اإلى اإحدى المواءمتين M،N اإذا وفقط اإذا انتمى اإلى اأحد الم�صارين P و ′P. وعليه، فاإنَّ 
′M ∆ N = P ∆ P. وهذا يوؤدي اإلى اأنَّ |P ∆ P′| ≥ |P1|+ |P2| ≥ 2|P|. اإذن، 

 2|P| ≤ |P ∆ P′| = |P| + |P′| -2|P ∩ P′|

■  .|P′| ≥ |P|+2 |P ∩ P′| َّون�صتنتج اأن

21.2.3. تمهيدية: اإذا كانت ... ،Pl،P2 هي قائمة من المو�صّعات الأق�صر المتعاقبة، فاإنَّ المو�صّعات التي لها 
الطول نف�صه هي م�صارات منف�صلة الرّاأ�ص. 

الإثبات: �صن�صتخدم اأ�صلوب التناق�ص. لتكن P1 ، Pk حيث l > k هما اأقرب زوج في القائمة لهما الحجم 
الأق�صر  المو�صّعة  الم�صارات  اأطول  متتالية  فاإنَّ   ،20.2.3 الرّاأ�ص. من تهيدية  منف�صلي  لي�صا  ولكنهما  نف�صه، 
 Pk ،Pl َّجميعها لها الطول نف�صه. وبما اأن Pk ,… Pl المتعاقبة هي متتالية غير متناق�صة. لذا، فاإنَّ المو�صّعات

هما اأقرب زوج متقاطع لهما الطول نف�صه ، فاإنَّ الم�صارات  Pk+1,… Pl هي م�صارات منف�صلة زوجًا زوجًا. 
 Pl َّمنف�صلة زوجًا زوجًا، فاإن Pk+1,… Pl َّبما اأن . P1,…, Pk  هي المواءمة المعطاة بالمو�صّعات M′ لتكن
 ،|Pl|= |Pk| َّوبما اأن .|Pl| ≥  |Pk| + |Pl ∩ Pk| َّومن تهيدية 20.2.3 نجد اأن .M′ م�صارٌ مو�صّع للمواءمة

فلا وجود ل�صلع م�صتك بينهما. 
من جهة اأخُرى، يجب اأنْ يكون هناك �صلعٌ م�صتكٌ، ف�صلًا عن اأنَّ كلّ راأ�ص لـ Pk يكون م�صبعًا في ′M با�صتخدام 
�صلع في Pk، وكلّ راأ�ص للم�صار المو�صّع للمواءمة ′M م�صبع في ′M )كراأ�ص م�صتك لـِ Pl و Pk( يجب اأنْ ي�صهم 
■   .Pk،Pl  اإنَّ هذا التناق�ص يوؤدي اإلى عدم وجود مثل هذا الزّوج  .Pl باإ�صباع �صلع في

المواءمة  خوارزميّة  تتحرّك   (Hopcroft – Karp) [1973] كارب)   - (هوبكروفت  نظرية:   .22.2.3
العظمى المنفذة على المراحل الأولى للات�صاع �صمن زمن  على البيانات الثنائيّة الفرع التي 

لها n راأ�صًا و m �صلعًا. 
الإثبات: من التمهيديّتين 20.2.3 و 21.2.3، البحث الآنّي عن اأق�صر المو�صّعات من بين الرّوؤو�ص غير الم�صبعة 
اأطول.  المو�صّعة الأخرى كلّها  الم�صارات  الرّاأ�ص، والتي بعدها تكون  اإلى م�صارات منف�صلة  يوؤدّي  X جميعها  لـِ 
لذلك، وبفح�ص واحد لمجموعة الأ�صلاع يمكن اإيجاد المو�صّعات بالأطوال جميعها، و�صمن زمن O(m). ويكفي 

⌋2 حالة على الأكثر.  لإثبات ذلك اأنْ نبيّن اأنَّه يوجد 2+⌊     
 .s = 𝛼𝛼 ′(G) ≤ n/2 حيث ،P1,…, PS صع الم�صارات المو�صّعة في قائمة مرتّبة بح�صب الطّول على ال�صّكل�
بما اأنَّ الم�صارات التي لها الطول نف�صه منف�صلةُ الرّاأ�ص، فاإنَّ كلّ Pi+1 م�صارٌ مو�صع لمواءمة Mi م�صكّلة با�صتخدام 
P1,…,Pi. ويكفي اأنْ نبرهن العبارة الأعمّ وهي اأنَّه عندما تكون P1,…,PS اأق�صرَ الم�صارات المو�صّعة المتعاقبة 

التي تبني مواءمة كبرى، فاإنَّ عدد الأطوال المختلفة خلال هذه الم�صارات يكون 2+⌊   ⌋2 على الأكثر. 
تعطي  19.2.3 الملاحظة  فاإنَّ   ،s هو  العظمى  المواءمة  وحجم   |Mr| = r لأنَّ   .r = ⌊s -    ⌋  ليكن 
الم�صارات هذه  اأق�صر  وي�صتخدم  الراأ�ص.  منف�صل   Mr للمواءمة  الأقلّ  على  مو�صّعًا  م�صارًا   s - r   

اأنَّ  وبما   .|Pr+1| ≤ 2 ⌊r/(s - r)⌋ + 1 فاإنَّ  لذا،   .Mr من  الأكثر  على  �صلعًا   ⌊r / (s - r)⌋   
التو�صيعات  تعطي   Pr حتى  ت�صل  التي  الم�صارات  فاإنَّ   ،⌊r/(s - r)⌋ < ⌊s/⌈   ⌉⌋≤ ⌊   ⌋
وهناك الأكثر.  على   2⌊   ⌋+1 ي�صاوي  طول  با�صتخدام  تو�صيعًا،   ⌈   ⌉ اآخر  عدا  ما   جميعها 
 ⌈   ⌉ اآخر  كان  لو  وحتى  الأكثر.  على  القيمة  هذه  حتى  مختلفًا  فرديًّا  �صحيحًا  عددًا   ⌊   ⌋+1  
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الفصل 3     المواءمات والعوامل134

ن�صتخدم نا  فاإنَّ لذا،  الأكثر.  على  اإ�صافية  1+⌊   ⌋ اأطوالً  بــ  تزوّد  فاإنَّها  مختلفة،  اأطوال  لها   م�صارًا 
■  2+⌊   ⌋ 2 طولً مختلفًا على الأكثر.  

 لقد و�صّع اإيفن وتارجان  [1975] هذا لحلّ م�صاألة اأكثر عموميّة تحتوي على مواءمة ثنائيّة الفرع كبرى 
خلال زمن        .

 )Exercises( تمـارين
1.2.3. )-( با�صتعمال اأوزان غير �صالبة للاأ�صلاع، اأن�صئ بيانًا موزونًا على اأربعة روؤو�ص بحيث ل تكون المواءمةُ 

ذات الوزن الأكبر مواءمةً ذات حجم اأكبر. 
2.2.3. )-( بيّن كيفية ا�صتعمال الخوارزميّة الهنجاريّة لفح�ص اإمكانيّة وجود مواءمة كاملة في البيان الثنائيّ 

الفرع. 
3.2.3 )*-( اأعطِ مثالً على م�صاألة المواءمة الم�صتقرّة يتكوّن من رجلين وامراأتين، بحيث يكون هناك اأكثر من 

مواءمة م�صتقرّة. 
4.2.3.. )*-( حدّد المواءمات الم�صتقرّة النّاتجة من خوارزميّة الأولويّات مع مقتحات كلّ من الرجال والن�صاء 

المعطاة بح�صب قائمة الأولويّات الآتية: 

{u, v, w, x, y, z}  رجال {a, b, c, d, e, f}  نساء 
a :  z > x > y > u > v > wu :  a > b > d > c > f > e
b :  y > z > w > x > v > uv :  a > b > c > f > e > d
c :  v > x > w > y > u > zw :  c > b > d < a > f > e
d :  w > y > u > x > z > vx :  c > a > d > b > e > f
e :  u > v > x > w > y > zy :  c > d > a > b > f > e
f :  u > w > x > v > z > yz :  d > e > f > c > b > a

●           ●           ●           ●           ●
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135 الخوارزميات  والتطبيقات  2.3

ا باأكبر مجموع كلّيّ )كَوزن( في الم�صفوفات الآتية جميعها، وبرهن اأنَّه ل يوجد م�صتعر�ص  5.2.3. جد م�صتعر�صً
بوزن اأكبر باإعطاء حلّ للم�صاألة الثّنويّة، وف�صّر لماذا يبرهن هذا عدم وجود م�صتعر�ص اأكبر. 

(a)(b)(c)
4  4  4  3  67  8  9  8  7   1  2  3  4  5
1  1  4  3  4 8  7  6  7  6 6  7  8  7  2
1  4  5  3  5 9  6  5  4  6 1  3  4  4  5

 5  6  4  7  9 8  5  7  6  4 3  6  2  8  7
 5  3  6  8  3 7  6  5  5  5 4  1  3  5  4

ا باأقلّ وزن في الم�صفوفة اأدناه، وا�صتخدم الثّنويّة لبرهنة اأنَّ هذا الحلّ هو الحلّ الأمثل.  6.2.3. جد م�صتعر�صً
)م�صاعدة: ا�صتخدم تحويلًا للم�صاألة(. 

4
7
8
6
4

5
6
5
6
5

8
5
12
13
7

10
7
9
10
9

11
4
6
7
8

اأوقاتًا ال�صائق  فيها  يق�صي  �صباحيًّا  م�صلكًا   n و  �صائقًا   n هناك  اأنَّ  افت�ص  الحافلة.  �صائق  م�صاألة   .7.2.3 
 x1,…,xn، و n م�صلكًا م�صائيًّا يق�صي فيها اأوقاتًا y1,…,yn . ويُدفع لل�صّائق اأجر اإ�صافي عندما يتجاوز الم�صلكين 
ا t. والهدف هو تعيين �صوطين؛ �صباحيّ وم�صائيّ لكلّ �صائق من اأجل تخفي�ص قيمة  ال�صباحي والم�صائي زمنًا كليًّ
اإعطاء  اأنَّ  وبرهن  بو�صفها م�صاألة مواءمة موزونة،  الأدنى. عبّر عن هذه  اإلى الحدّ  الكلّيّة  الإ�صافيّة  الأجور 
اأطول م�صلك �صباحيّ رقمه i واأق�صر م�صلك م�صائيّ رقمه  iلل�صّائق نف�صه لكلّ i يعطي حلاًّ مثاليًّا. )م�صاعدة: 

 )R.B. Potts( .)ل ت�صتخدم الخوارزميّة الهنجاريّة؛ خذ التّكيب الخا�ص للم�صفوفة
فوف،  ،wi , j = aibj حيث a1,…,an اأعداد مرافقة لل�صّ A لها ال�صورة   8.2.3. لتكن المدخلات في الم�صفوفة 
يكون عندما  يحدث  ماذا   .A للم�صفوفة  لم�صتعر�ص  وزن  اأكبر  حدّد  للاأعمدة.  مرافقة  اأعداد   b1,…,bn  و 

                       .)n=2 ؟ )م�صاعدة: في كلّ حالة، خمّن النّمط العام بفح�ص الحلّ عندماwi , j = ai + bj 
9.2.3. (*) افت�ص اأنَّ ق�صم ريا�صيات يقدّم k ندوة في مو�صوعات مختلفة لطلبته البالغ عددهم n، بحيث 
يح�صر كلّ طالب ندوة واحدة؛ فالندوة رقم i يجب اأنْ يكون فيها ki طالبًا، حيث ki = n∑. و بحيث يقدم كلّ 
ا اإذا لم يكن هناك طالبان ي�صتطيع  طالب قائمة اأولوية مرتّبة لـ k ندوة. ويكون تعيين الطّلبة للندوات م�صتقرًّ
كلّ منهما الح�صول على ندوات مف�صلة اأكثر من خلال تبادل النّدوات المعينة لكلّ منهما. بيّن كيف تجد تعيينًا 

 )Isaak( .ا م�صتخدمًا مواءمة ثنائيّة الفرع موزونة م�صتقرًّ
�ص كلّ منهم n - i نقطة اإلى ال�صّخ�ص i في قائمة  10.2.3. (*) افت�ص اأنَّ لديك n رجلًا و n امراأة. وقد خ�صّ
الأ�صخا�ص.  الزّوج من  النّقاط المخ�ص�صة من ذلك  الأ�صخا�ص هو مجموع  الوزن لزوج من  وليكن  اأولويّاته، 

اأن�صئ مثالً ل تكون فيه اأيّ مواءمة وزن كبرى مواءمةً م�صتقرّةً. 
x في  a لم ترف�ص  فاإنَّ  a في مواءمة م�صتقرّة،  امراأة  وُ�صع رجل x في زوج مع  اإذا  ه  اأنَّ اأثبت   )!*( .11.2.3
خوارزميّة مقتحات جيل و�صابلي. ا�صتنتج اأنَّه من بين المواءمات الم�صتقرّة جميعها، فاإنَّ كلّ رجل يكون اأكثر 
�صعادةً في المواءمة النّاتجة عن هذه الخوارزميّة. )م�صاعدة: خذ في الح�صبان الحدوث الأول لمثل هذا الرف�ص(. 
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الفصل 3     المواءمات والعوامل136

 )2n-1(ا له ترتيب اأولويّات على الـ 12.2.3. (*) في م�صاألة رفقاء الغرف الم�صتقرّة، كلّ �صخ�ص من 2n �صخ�صً
ا الآخرين. والمواءمة الم�صتقرة هي مواءمة كاملة ل يوجد فيها زوج غير متوائم يف�صل فيه كلّ منهما  �صخ�صً
ا اآخر على رفقاء غرفهم الحاليين. اأثبت اأنّه ل توجد مواءمة م�صتقرّة عندما تكون الأولويّات على النحو  �صخ�صً

 (Gale- Shapley [1962]) .الآتي اأدناه
   a :  b >  c >  d   b :  c >  a >  d  c :  a >  b >  d  d :  a >  b >  c

قائمة  من  العلويّ  بالق�صم  ي�صرّح  �صخ�ص  كلّ  اأنَّ  افت�ص  الم�صتقرّة،  الغرف  رفقاء  م�صاألة  في   (*)  .13.2.3
الأولويّات بو�صفه جزءًا "مقبول". عرف بيان المقبوليّة على اأنَّه البيان الذي تكون روؤو�صُه النا�صَ واأ�صلاعه هي 
الأزواج من النّا�ص الذين افت�صوا اأنَّ كلاًّ منهما مقبول للاآخر. اأثبت اأنَّ المجموعات العالية المنزلة في المقبوليّة 

 G كلّها توؤدي اإلى مواءمة م�صتقرّة اإذا وفقط اإذا كان G ثنائيّ الفرع. 

14.2.3. )!(في خوارزميّة المقتحات حيث يقتح الرّجل، اأثبت اأنَّه ل يوجد رجل مرفو�ص دائمًا من الن�صاء 
جميعهنّ. )م�صاعدة: ماذا يحدث بعد اأنْ يُرف�ص x من النّ�صاء جميعهنّ ما عدا امراأة واحدة(.

  )Matching in General Graphs( 3.3 المواءمات في البيانات العامة
عند مناق�صة المواءمات الكاملة في البيانات، من الطّبيعيّ اأنْ ناأخذ في الح�صبان البيانات الجزئيّة الأكثر عمومًا. 
الدّرجة من  والمعامل   .G لـ  مولّد  جزئيّ  بيان  هو   G للبيان   )factor( المعامل  تعريف:   .1.3.3 
 )odd component( اأمّا المركّبة الفرديّة .k هو بيان جزئيّ مولّد منتظم من الدّرجة (k- factor) k

 .o(H) هو H لبيان ما فهي مركّبة ذات رتبة فرديّة، وعدد المركّبات الفرديّة للبيان
2.3.3. ملاحظة: المعامل من الدّرجة 1 والمواءمة الكاملة هما ال�صّيء نف�صه تقريبًا. والفرق الدقيق بينهما 
هو اأنَّ "المعامل من الدّرجة 1بيانٌ جزئيّ منتظم من الدّرجة 1 مولّد للبيان G، اأمّا "المواءمة الكاملة" فهي 

مجموعة الأ�صلاع في هذا البيان الجزئيّ. 
اإنّ البيان المنتظم من الدّرجة 3 الذي له مواءمة كاملة يتفكّك اإلى معاملين من الدّرجتين 1 و 2.    

)Tutte's 1- Factor Theorem( 1 نظرية توت للمعامل من الدّرجة
 G روريّ والكافي للبيان الذي لديه معامل من الدّرجة 1. اإذا كان للبيان وجد توت )Tutte( ال�صّرط ال�صّ
معامل من الدّرجة 1، واأخذنا في الح�صبان المجموعة S ⊆ V(G)، فاإنَّه يوجد لكلّ مركّبة فرديّة لِـ G-S راأ�صٌ 
.o(G - S) ≤ |S| َّيجب اأنْ تكون مختلفة، فاإن S فقط، وبما اأنَّ روؤو�ص S يتواءم مع راأ�ص ما خارجها يوجد في

S

eveneven

ال�صّرط " لكلّ S ⊆ V(G) فاإنَّ |o(G - S) ≤ |S"  هو �صرط توت )Tutte’s Condition(. وقد اأثبت 
ا )TONCAS(. هناك الكثير من البراهين المعروفة  روريّ الوا�صح �صرطٌ كافٍ اأي�صً توت اأنَّ هذا ال�صّرطَ ال�صّ
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137 المواءمات في البيانات العامة  3.3

كما في التمرينين 13 و27. وهنا نقدّم اإثبات لوفاز )Lov’asz( با�صتخدام اأفكار الفرق التّماثليّ ومبداأ التّطرّفيّة. 
3.3.3. نظرية: )توت Tutte [1947]( يوجد للبيان G معامل من الدّرجة 1 اإذا وفقط اإذا كان

 .S ⊆ V(G)  ّلكل o(G-S) ≤ |S|

رورة. لحظ اأنَّ المركّبات الفرديّة لـ G - S يجب اأنْ تتلك روؤو�صًا  الإثبات: )لوفاز Lova’sz [1975]). ال�صّ
 .S متوائمة مع روؤو�ص مختلفة في

الكفاية. عندما ن�صيف �صلعًا ي�صل مركّبتين في G - S، فاإنَّ عدد المركّبات الفرديّة ل يزداد )مركّبتان؛ 
النّوع نف�صه فت�صبحان  اأمّا المركّبتان من  الأولى فرديّة والأخرى زوجيّة ت�صبحان معًا مركّبة فرديّة واحدة. 
مركّبة زوجيّة واحدة(. لهذا، فاإنَّ �صرط توت يُحافظ عليه من خلال اإ�صافة اأ�صلاع: اإذا كان G′ = G + e و 
S ⊆ V(G)، فاإنَّ |o(G′- S) ≤ o(G - S) ≤ |S. وكذلك، اإذا كان G′= G + e ل يمتلك معاملًا من الدّرجة 

1، فاإنَّ G ل يمتلك معاملًا من الدّرجة 1. 
بناءً على ذلك، فاإنَّ النظرية تتحقّق اإل اإذا وُجد بيان ب�صيط G يحقّق �صرط توت، اأي اأنَّ G ل يمتلك 
معاملًا من الدّرجة 1. واأنَّ اإ�صافة اأيّ �صلع غير موجود لِـ G يعطي بيانًا له معامل من الدّرجة 1. وليكن G مثل 

هذا البيان. �صوف نح�صل على تناق�ص باإظهار اأنَّ G يحتوي بالفعل على معامل من الدّرجة 1. 
 .n(G)-1 والتي درجتها G مجموعة الرّوؤو�ص في U لتكن

 G - U مكوّنة من بيانات تامّة منف�صلة، فيمكن و�صع الرّوؤو�ص في كلّ مركّبة لِـ G - U الحالة 1: اإذا كانت
في �صورة اأزواج باأيّ طريقة، مع و�صع راأ�ص اآخر في كلّ مركّبة فرديّة. وبما اأنَّ |o(G - U) ≤  |U، واأنَّ كلّ راأ�ص 

.U جميعها، فبا�صتطاعتنا مواءمة الرّوؤو�ص المتبقيّة مع روؤو�ص في G-U مجاور لروؤو�ص U في
تكون الرّوؤو�ص المتبقيّة في U كع�صبة. ولإكمال المعامل من الدّرجة 1؛ نحتاج اإلى اأنْ نبيّن اأنَّه يبقى عدد 
 n(G) باأنَّ  نبيّن  اأنْ  يكفي  فاإنه  الرّوؤو�ص،  من  زوجيًّا  عددًا  واءمنا  نا  اأنَّ بما   .U في  الرّوؤو�ص  من  فقط  زوجيّ 
 عددٌ زوجيّ. وهذا يتبع با�صتح�صار �صرط توت مع S = Ø؛ لأنّ بيانًا درجته فرديّة يجب اأنْ يكون له مركبة

درجتها فرديّة. 

U

G - U

الحالة G - U :2 لي�صت اتحادًا منف�صلًا لع�صب. في هذه الحالة، يكون لـ G - U راأ�صان على م�صافة 2، وهما 
w ترين23.2.1اأ(. علاوة على ذلك، هناك راأ�صٌ اآخر( y ∉ U ولهما جار م�صتك x,z راأ�صان غير متجاورين 
لـ G – U غير متجاور مع y؛ لأنّ y ∉ U. من اختيار G، فاإنَّ اإ�صافة �صلع اإلى G يعيّن معاملًا من الدّرجة 1؛ ليكن 
M1، M2 معاملين من الدّرجة 1 في G + xz و G + yw على التّتيب. ويكفي اأنْ نبرهن اأنّ M1 ∆ M2 يحتوي 

 .G ؛ لأنّ هذا �صيكون معاملًا من الدّرجة 1 فيyw و xz على معامل من الدّرجة 1 متجنبًا
�صع F=M1∆M2. بما اأنَّ xz ∈ M1 - M2، وyw ∈ M2-M1، فاإنّ كلاًّ من xz و yw في F. وبما اأنَّ 

HE_Graph_CH03_6th_Draft_01.indd   137 2/19/2014   9:53:10 AM



الفصل 3     المواءمات والعوامل138

F. ولهذا،  2  في  اأو   0 G ت�صاوي  1 في كلّ من M1 و M2، فاإنَّ درجة كلّ راأ�ص في  G درجته  كلّ راأ�ص للبيان 
 F في  الحلقةَ   C لتكن   .)9.1.3 التمهيدية  )انظر  معزولة  وروؤو�ص  زوجيّة  حلقات  في F هي  المركّبات   فاإنَّ 

 .xz التي تحوي
 ،C M2 من  الأ�صلاع في  يتكون من  نريده  الذي   1 الدّرجة  المعامل من  فاإنَّ   ،yw C تحوي  تكن  اإذا لم 

 .C وغير موجودة في M1 والأ�صلاع جميعها الموجودة في
 C اأمّا في جزء  yz لتجنبهما.  اأو   yx اأدناه، فن�صتخدم  xz كما هو مبين  yw و  C كلاًّ من  اإذا احتوت الحلقة 
نا  الذي يبداأ من y خلال yw، ن�صتخدم اأ�صلاعًا لِـ M1 لنتجنب ا�صتخدام yw. ولكن عندما ن�صل {x,z}، فاإنَّ
ن�صتخدم zy اإذا و�صلنا عند z )كما هو معرو�ص(. وبخلاف ذلك، ن�صتخدم xy. وفيما يتبقى من C ن�صتخدم 
الأ�صلاع في M2. وهكذا نكون قد اأنتجنا معاملًا من الدّرجة 1 لِـ C + {xy,yz} ل ي�صتخدم xz اأو yw. وب�صمه 
■   .G ي�صبح لدينا معامل من الدّرجة 1 في ،V(C) خارج M2 اأو M1 مع 

M1

M1 M1

M2 x z

y w

M2

M1M2 M2                                 

4.3.3. ملاحظة: مثل بقيّة نظريات التو�صيف )كالنظريتين 18.2.1 و11.1.3(، فاإنَّ النظرية 3.3.3 توؤدّي 
يّة وعدم تحقّقها. نبرهن اأنَّ G يملك معاملًا من الدّرجة 1 بعر�ص  اإلى اإثباتات ق�صيرة في حالتي تحقّق الخا�صّ
اأحدها. عندما يكون هذا المعامل غير موجود، فاإنَّ النظرية 3.3.3 ت�صمن اأنّنا ن�صتطيع اإيجاد مجموعة يخلّف 
■ حذفها الكثير من المركّبات الفرديّة. 
5.3.3. ملاحظة: للبيان G، ولأيّ S ⊆ V(G)، فاإنَّ عدّ الرّوؤو�ص بمقيا�ص 2 يبيّن اأنَّ S| + o(G - S)| يمتلك 
ه اإذا  النوعية نف�صها مثل n(G). لذا، فاإنَّ الفرق |o(G - S) - |S يمتلك النوعية نف�صها مثل n(G). ن�صتنتج اأنَّ
كانت n(G) زوجيّة وG ل يمتلك معاملًا من الدّرجة 1، فاإنَّه يوجد S بحيث تزيد o(G - S) على |S| بـ 2 على 
■ الأقلّ. 

للبيانات التي ل تكون ثنائيّة الفرع )كالحلقات الفرديّة(، ربما تكون هناك فجوة بين 𝛼𝛼𝛼(G) و β (G) )انظر 
 𝛼𝛼𝛼(G) ا(. وعلى الرّغم من ذلك، فاإنَّ م�صاألة التّ�صغير الأخرى تعطي علاقة اأ�صغر - اأكبر لـ التمرين 10اأي�صً
في البيانات العامّة. وهذه العلاقة تعمّم الملاحظة .5.3.3 ي�صتخدم الإثبات تحويلًا لبيان؛ حيث يت�صمّن هذا 

التحويل عملية بيان عام. 
6.3.3. تعريف: اإنّ الرّبط )join( لبيانين ب�صيطين G و H، يكتب G ∨ H، هو البيان الناتج عن التحاد 

 .{xy: x ∈ V(G), y ∈ V(H)} باإ�صافة الأ�صلاع G+H المنف�صل

P4        K3

7.3.3. نتيجة: )�صيغة بيرج وتوت – [1958]( اإنَّ اأكبر عدد من الرّوؤو�ص الم�صبعة من مواءمة في G هو

 .d(S) = o(G-S) -|S| حيث ،minS ⊆V(G) {n(G) - d(S)}
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الإثبات: لتكن S ⊆ V(G). يوجد |S| �صلعًا على الأكثر يمكن اأنْ توائم روؤو�صًا في S مع روؤو�ص في مركّبات 
|o(G - S) - |S راأ�صًا غير م�صبع على الأقلّ. والمطلوب بلوغ G - S. لذا، فاإنَّ كلّ مواءمة تتلك  لِـ   فرديّة 

هذا الحدّ. 
 .G′ = G ∨ Kd  لتــــكن .d ≥ 0 تعـــطي S = Ø الحـــالة d=max{o(G-S)-|S|:S⊆V(G)} :.صـــع�
. واإذا حقّق ′G �صرط توت فاإنَّنا نح�صل  بما اأنَّ d(S) له النوعية نف�صها مثل n(G) لكلّ S، فاإنَّ n(G′) زوجيٌّ
على مواءمة بالحجم المطلوب في G من المواءمة الكاملة في ′G؛ لأنّ حذف الـ d راأ�صًا الم�صافة يزيل الأ�صلاع 

 .G راأ�صًا في d التي ت�صبع على الأكثر
اإذا كانت ′S غير خالية ولكنّها ل تحوي   . n(G′) زوجيٌّ لِـ S′= Ø؛ لأنّ  |′o(G′- S′) ≤ |S يتحقّق  ال�صّرط 
ن�صع  ،Kd ⊆ S′ تكون  عندما  اأخيًرا،   .1 ≤ |S′| و  فقط،  واحدة  مركّبة  تتلك   G′ - S′ فاإنَّ  كاملة،   Kd 

 S = S′- V(Kd). وبما اأنَّ G′- S′=G - S، فاإنَّ  |′o(G′ – S′ ) = o (G- S ) ≤ |S| + d= |S. وهكذا 
■ نكون قد اأثبتنا اأنَّ ′G يحقّق �صرط توت.  

G Kd

باإيجاد  اأكبر  حجمًا  العظمى  المواءمة  تتلك  للعبارة:  ق�صير  اإثبات  يوجد  اأنَّه   .7.3.3 النتيجة  ت�صمن 
مجموعة روؤو�ص S، حيث يخلّف حذفها عددًا ملائمًا من المركّبات الفرديّة. 

تنطوي معظم التّطبيقات على نظرية توت على عر�ص بع�ص ال�صّروط الأخرى التي تعطي �صرط توت،  
ومن ثم ت�صمن معاملًا من الدّرجة 1. وهناك براهين اأخرى متوافرة قبل نظرية توت ولكن ب�صيغ مختلفة.

8.3.3. نتيجة: )بيت�صون [1891]( يمتلك كلّ بيان منتظم من الدّرجة 3 لي�ص له �صلع قطع معاملًا من الدّرجة 1. 

الإثبات: ليكن G بيانًا منتظمًا من الدّرجة 3 لي�ص له �صلع قطع. �صوف نبرهن اأنَّ G يحقق �صرط توت. ليكن                   
S ⊆ V(G)، نعدّ الأ�صلاع بين S والمركّبات الفرديّة لـِ  G -S. بما اأنَّ G منتظم من الدّرجة 3، فاإنَّ كل راأ�ص في 
S يقع على ثلاثة اأ�صلاع على الأكثر. اإذا كانت كلّ مركّبة فرديّة G-S ـ H تقع على الأقلّ على ثلاثة من مثل 

هذه الأ�صلاع، فاإنَّ  |3o(G - S) ≤ 3|S ومن ثمّ |o(G - S) ≤ |S، كما نريد. 
ليكن m عددَ الأ�صلاع من S اإلى H. اإذن، فاإنّ مجموع درجات الرّوؤو�ص في H هو 3n(H) - m. وبما اأنَّ 
نا ن�صتنتج اأنّ m يجب  H بيان، فاإنَّ مجموع درجات روؤو�صه يجب اأنْ يكون زوجيًّا. وبما اأنَّ n(H) فرديّ، فاإنَّ
ا، وبما اأنَّ G ل يمتلك �صلع قطع، فاإنَّ m ل يمكن اأنْ ي�صاوي 1. ون�صتنتج اأنَّه يوجد ثلاثة  ا اأي�صً اأنْ يكون فرديًّ
■ اأ�صلاع على الأقلّ من S اإلى H كما نريد.  

 ،o(G - S) ≤ |S| اإلى  يوؤدي   o(G-S)>|S| اأنّ  ا. فالفتا�ص  اأي�صً بالتّناق�ص طبيعيّ هنا  الإثبات  اإنّ 
وهكذا نعيد كتابة الإثبات مبا�صرة. لحظ اأنَّ النتيجة 8.3.3 هي اأف�صل ما يمكن؛ واأنَّ بيان بيت�صون يحقّق 

 .)Petersen [1898]( لع الفر�صيّة، ولكنه ل يملك معاملين من الدّرجة 1 منف�صلة ال�صّ
الذي درجات  المتابط  البيان  يكون   .2 الدّرجة  للمعاملات من  كافيًا  �صرطًا  ا  اأي�صً بيت�صون  اأثبت  لقد 
لع )الق�صيّة 27.2.1(. وللبيانات  روؤو�صه زوجيّة اأويلريًّا )النظرية )26.2.1 ويتفكّك اإلى حلقات منف�صلة ال�صّ
المنتظمة التي درجاتها زوجيّة، يمكن تجميع الحلقات الناتجة عن تفكيك ما لت�صكيل معاملات من الدّرجة 2. 
9.3.3. نظرية: )بيت�صون [1891]( كلّ بيان منتظم له درجة زوجيّة موجبة يمتلك معاملًا من الدّرجة 2. 
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الفصل 3     المواءمات والعوامل140

لـِ  G هي مركبة  اأنَّ كلّ مركّبة  v1,…,vn، لحظ  2k روؤو�صه  الدّرجة  بيانًا منتظمًا من   G الإثبات: ليكن 
اأويلريّة مع حلقة اأويلريّة C. ولكلّ مركبة، عرف بيانًا ثنائيّ الفرع H مع الرّوؤو�ص u1,…,un و w1,…,wn بو�صع 
ui ↔wj اإذا كان vj يتبع vi مبا�صرة في مكان ما على C. لحظ اأنّ H منتظم من الدّرجة k؛ لأنّ C يدخل 

 .C بان�صجام معG  هو �صطر البيان الموجّه الناتج عن توجيه H ،مرة واحدة. )في الحقيقة k ويخرج كل راأ�ص
انظر التعريف 20.4.1.(

لع  بما اأنَّ البيان H ثنائيّ الفرع منتظم، فاإنَّه يمتلك معاملًا M من الدّرجة 1 )النتيجة 13.1.3(. اإنَّ ال�صّ
لع  لع الذي يقع على ui في H فيقابل ال�صّ لع الذي يدخل vi في C. اأمّا ال�صّ الذي يقع على wi في H يقابل ال�صّ
الذي يخرج من vi. لذا، فاإنَّ المعامل من الدّرجة 1 في H يتحول اإلى بيان جزئي مولد منتظم من الدّرجة 2 
■   .G يعطي معاملًا من الدّرجة 2 للبيان G اإنّ اإجراء هذا لكلّ مركبة في .G لهذه المركبة في
10.3.3. مثال: اإن�صاء معامل من الدّرجة 2. خذ في الح�صبان الحلقة الأويلرية في G=K5 التي تر بالتتابع 
على 1231425435. اإنَّ البيان الثنائيّ الفرع H المقابل )المرتبط( بـ C5 موجود عن اليمين اأدناه. وللمعامل 
2 الناتج هو  اأنَّ المعامل من الدّرجة  12،43،25،31،54، نجد  w هي:  u اإلى  1 الذي اأزواجه من  من الدّرجة 
 الحلقة )1،2،5،4،3(. اأما الأ�صلاع المتبقية فاإنَّها ت�صكّل معاملًا اآخر من الدّرجة 1 يقابل المعامل من الدّرجة
■   G 2 )1،4،2،3،5( الباقي في 
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)f-factors of Graphs )optional(( )للبيانات )اختياري f المعاملات التي درجتها
معامل البيان G هو بيان جزئيّ مولّد له؛ ون�صاأل عن وجود معاملات باأنواع خا�صة. والمعامل من الدّرجة 
و 2، ن�صتطيع ماولة تحديد الدّرجة  k هو معامل منتظم من الدّرجة k؛ وقد در�صنا معاملات من الدّرجتين 1 

عند كلّ راأ�ص. 
11.3.3. تعريف: لتكن f:V(G) → ℕ ∪ {0} دالة. اإنَّ المعامل من الدّرجة f (f-Factor) للبيان G هو 

 .v ∈ V(G) ّلكل dH(v) = f(v) َّبحيث اإن H بيان جزئيّ مولد
 f الدّرجة  من  معاملًا   G البيان  ليملك  والكافي  روريّ  ال�صّ ال�صّرط   [1952] توت  اأثبت   لقد 
)انظر التمرين 29(. ولحقًا، �صنختزل الم�صاألة لختبار وجود معاملات من الدّرجة 1 في البيانات الب�صيطة 

ذات العلاقة. و�صن�صف هذا الخت�صار باأنّه مثال جيد لتحويل م�صاألة بيان اإلى م�صاألة ملولة �صابقًا. 
 G w. وخلاف ذلك، فاإنَّ  f(w) ≤ d(w) لكلّ  اأنَّ  مثال: تحويل بيان )توت [1954a](. نفت�ص   .12.3.3
ا من الأ�صلاع عند w ليمتلك معاملًا من الدّرجة f. لذا، نن�صئ بيان H يمتلك معاملًا  يمتلك عددًا قليلًا جدًّ
من الدّرجة 1 اإذا وفقط اإذا كان G يمتلك معاملًا من الدّرجة f. �صع e(w) = d(w) -f(w)؛ وهذه هي درجة 

الزيادة عند w وهي غير �صالبة. 
d(v) درجتها   A(v) مجزاأة  مجموعات  Kd(v), e(v) مع  ثنائيّة  ع�صبة   v راأ�ص  كلّ  مكان  �صع   ،H  لإن�صاء 
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و B(v) درجتها e(v). لكلّ vw ∈ E(G)، اأ�صف �صلعًا ي�صل راأ�صًا في A(v) اإلى راأ�صٍ في A(w). اإنَّ كلّ راأ�ص 
لع.  في A(v) ي�صتك في �صلع واحد من مثل هذا ال�صّ

يعر�ص الر�صم اأدناه بيان G؛ حيث اإنَّ اأو�صمة روؤو�صه معطاة من خلال f، والبيان الب�صيط الناتج H. اإنَّ 
الأ�صلاع ال�صميكة في G ت�صكّل معاملًا من الدّرجة 1، والذي يقابل معاملًا من الدّرجة f لـ G. في هذا المثال، 
■ لحظ اأنَّ المعامل من الدّرجة f لي�ص وحيدًا.  

 
1

vG H

B (v)

A (v)

1

3

2

23

من اأن�صئ  الذي   H للبيان  كان  اإذا  وفقط  اإذا   f الدّرجة  من  معاملًا   G البيان  يمتلك  نظرية:   .13.3.3 
 G و f في المثال 12.3.3 معامل من الدّرجة 1. 

الإثبات: ال�صرورة. اإذا كان G يمتلك معاملًا من الدّرجة f ، فاإنَّ الأ�صلاع المقابلة في H تتك e(v) راأ�صًا 
لتح�صل على معامل من   B(v) الرّوؤو�ص في  الرّوؤو�ص ب�صورة ع�صوائية مع  وائم هذه  A(v) غير متوائم.  من 

 .H الدّرجة 1 لـ
 الكفاية. من معامل من الدّرجة 1 لـ H، فاإنَّ حذف B(v) والرّوؤو�ص في A(v) التي تتواءم مع B(v) يخلف   
 A(v) المتبقية من كلّ مجموعة f(v) ودمج الرّوؤو�ص ،v اإنَّ عمل هذا لكلّ راأ�ص .v راأ�صًا درجتها 1 وتقابل f(v) 
■   .G لـ f ويكون هذا معاملًا من الدّرجة .f(v) فيه هي v وتكون درجة G يعطي بيانا جزئيًّا من
�صروري  �صرط  اإلى  يتحول   12.3.3 مثال  من  الم�صتمد   H البيان  في   1 الدّرجة  من  لمعامل  توت  �صرط 
الب�صيطة ليردوز وجالي                                                                        للبيانات  المتتاليات  لتمييز درجة  الإثبات  G. يكون  f في  الدّرجة  وكافٍ لمعامل من 

[1960] (Erdos- Gallai) في التّطبيقات)ترين 29(. 
باختبار  يزودنا   13.3.3 النظرية  الت�صابه في  فاإنَّ   ،1 الدّرجة  لإيجاد معامل من  اأعطينا خوارزميّة  اإذا 
ا عن البحث فقط عن معامل من الدّرجة 1 )يعني مواءمة كاملة(، ناأخذ في  وجود معامل من الدّرجة f. عو�صً

الح�صبان لحقًا الم�صاألة الأعم لإيجاد مواءمة كبرى في بيان ما. 
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الفصل 3     المواءمات والعوامل142

)Edmond's  Blossom Algorithm)optional(( )خوارزميّة البراعم لادموند )اختياري

تن�صّ نظرية بيرج )النظرية 10.1.3( على اأنَّ مواءمة M في G لها حجم اأكبر اإذا وفقط اإذا كان G ل 
M. لذا، ن�صتطيع اإيجاد مواءمة كبرى با�صتخدام م�صارات مو�صعة متتالية.  يمتلك م�صارًا مو�صّعًا للمواءمة 
n/2 مرّة على الأكثر، فاإنَّنا نح�صل على خوارزميّة ملائمة اإذا كان البحث عن م�صارٍ مو�صّع  نا نو�صّع  بما اأنَّ
[1965a] اأول خوارزميّة من هذا النوع في بحثه ال�صهير "م�صارات  ل ياأخذ وقتًا طويلًا. وقد قدم اإدموند 

. (Paths, trees, and flowers) "واأ�صجار واأزهار
لأننا   )1.2.3 )الخوارزميّة  المو�صّعة  الم�صارات  عن  �صريعًا  البحث  ن�صتطيع  الفرع،  الثنائيّة  البيانات  في 
ن�صتك�صف من كل راأ�ص م�صارًا واحدًا على الأكثر. اإنَّ الم�صار المتناوب للمواءمة M من u يمكن اأنْ ي�صل اإلى راأ�ص 
x في المجموعة المجزاأة نف�صها مثل u فقط من خلال �صلع م�صبع. لذا، ن�صتطيع اأنْ ن�صل ون�صتك�صف x فقط 
مرة واحدة. وهذه الخا�صية تف�صل في البيانات التي فيها حلقات فردية؛ لأنّ الم�صارات المتناوبة للمواءمة M من 
راأ�ص غير م�صبع يمكن اأنْ ت�صل x من خلال �صلع م�صبع، وكذلك من خلال اأ�صلاعٍ غير م�صبعة في الوقت نف�صه.

14.3.3. مثال: في البيان اأدناه، ومع M الم�صار اإليها بخط �صميك، فاإنَّ البحث عن الم�صارات المو�صّعة للمواءمة 
 x اأطول ي�صل  ناأخذ في الح�صبان م�صارًا  اإذا لم   .ax الم�صبع  لع غير  ال�صّ بوا�صطة   x u ت�صل  الأق�صر من   M
■  u,v,a,b,c,d,x,y ا، فاإنَّنا نحذف الم�صار المو�صّع بوا�صطة �صلع م�صبع اأي�صً

avu

dx

cb

y

u ت�صل  M من  اإذا كان ا�صتك�صاف الم�صارات المتناوبة للمواءمة  اإدموند لهذه العقبة.  ف حلّ  ياأتي نَ�صِ وفيما 
الراأ�ص x من خلال �صلع غير م�صبع في م�صار، و�صلع م�صبع في م�صار اآخر، فاإنَّ x ينتمي اإلى حلقة فرديّة. لحظ 
لع التالي غير م�صبع )تغادر من الرّاأ�ص a في  اأنَّ الم�صارات المتناوبة من u تكون متباعدة فقط عندما يكون ال�صّ
لع التالي م�صبعًا، فهناك خيار واحد فقط لهذا الم�صار. ومن الرّاأ�ص حيث  المثال 14.3.3(؛ وعندما يكون ال�صّ
تكون الم�صارات متباعدة، فاإنَّ الم�صار الذي ي�صل x على �صلع غير م�صبع له طول فرديّ، اأمّا الم�صار الذي ي�صل 

x على �صلع م�صبع فله طول زوجيّ. وي�صكّلان معًا حلقة فرديّة. 

ف  نعرِّ  .M للمواءمة  م�صبع  غير  راأ�صًا   u وليكن   ،G البيان  في  مواءمة   M لتكن  تعريف:   .15.3.3
خطوات  على   x الرّاأ�ص  ي�صلان   u من   M للمواءمة  متناوبين  م�صارين  اتحاد  اأنَّها  على   (flower) الزّهرة 
ال�صّائع البتدائيّ  الأعظم  الم�صار  فهو  الزهرة   (Stem) �شاق  اأمّا  �صابقًا(.  ت�صتخدم  )لم  النّوعية   متعاك�صة 

)بطول زوجيّ غير �صالب(. وبرعم (blossom) الزهرة هو الحلقة الفرديّة الناتجة عن حذف ال�صّاق. 
في المثال 14.3.3، لحظ اأنَّ الزّهرة هي البيان كلّه ما عدا y. وال�صّاق هو الم�صار u,v,a، اأمّا البرعم فهو 
الحلقة التي درجتها 5. يرجّح م�صطلح الب�صتنة ا�صتخدام م�صطلح �صجرة للدللة على التّاكيب المعطاة من 

قبل معظم الإجراءات البحثية. 
اإنَّ البراعم ل تعيق بحثنا. لكلّ راأ�ص z في برعم يوجد م�صار من u اإلى z متناوب للمواءمة M ، وي�صل 
z على �صلع م�صبع، وقد وجد بالتحرك في التجاه المنا�صب حول البرعم لي�صل z من ال�صّاق. لذلك، ن�صتطيع 
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143 المواءمات في البيانات العامة  3.3

متابعة بحثنا على طول اأيّ �صلع غير م�صبع من البرعم اإلى راأ�ص لم يو�صل اإليه بعد. يعر�ص المثال 14.3.3 مثل 
 .M هذا التو�صّع الذي ي�صل مبا�صرة اإلى راأ�ص غير م�صبع، ويكمل م�صارًا مو�صّعًا للمواءمة

اأنَّ كلَّ راأ�ص في البرعم م�صبعٌ بوا�صطة �صلع على هذه الم�صارات، فلا وجود ل�صلع م�صبع يخرج من  بما 
نا ن�صتطيع افتا�ص البرعم برمّته بو�صفه  البرعم )با�صتثناء ال�صّاق(. لحظ اأنَّ تاأثير هاتين الملاحظتين هو اأنَّ
الرّوؤو�ص جميعها عند  ال�صّاق. ونبحث من  لع الم�صبع عند نهاية  اإليه من خلال ال�صّ ا يو�صل  اأحاديًّ اأعلى  راأ�صًا 

الرّاأ�ص الأعلى الذي يمثل البرعم على طول الأ�صلاع غير الم�صبعة. 
ون�صمن هذا الدمج من خلال تقلي�ص اأ�صلاع البرعم B عندما نجده. ويكون الناتُج راأ�صًا م�صبعًا جديدًا يقع 
على اآخر �صلع )م�صبع(  في ال�صّاق. اأمّا اأ�صلاعه الأخرى التي يقع عليها فهي الأ�صلاع غير الم�صبعة التي تربط 
روؤو�ص B بروؤو�ص خارج B. ن�صتك�صف من b بالطريقة العادية لكي نو�صّع بحثنا. وقد نجد لحقًا برعمًا اآخر يحوي 
b؛ ونقلّ�صه مرة اأخرى. واإذا وجدنا م�صارًا متناوبًا للمواءمة M في البيان النهائي من الرّاأ�ص u اإلى الرّاأ�ص غير 

نا ن�صتطيع فكّ التّقلي�صات لنح�صل على م�صار مو�صّع للمواءمة M اإلى الرّاأ�ص x في البيان الأ�صليّ. الم�صبع x، فاإنَّ
المتناوبة  الم�صارات  ل�صتك�صاف   1.2.3 الخوارزميّة  هو  الحلّ  طريق  فاإنَّ  البراعم،  معالجة  عدا  وما 
للبيان الحالّي المو�صولة من خلال الأ�صلاع  الرّوؤو�ص  T هي مجموعة  فاإنَّ  M. وفي الجهة المقابلة،  للمواءمة 
غير الم�صبعة، اأمّا S فهي مجموعة الرّوؤو�ص من خلال الأ�صلاع الم�صبعة. والرّوؤو�ص التي تظهر ب�صبب تقلي�ص 

.S البراعم تنتمي اإلى
اأدناه. نبحث من  M المواءمةَ المو�صومة بالخط الغامق في البيان الموجود على الي�صار  مثال: لتكن   .16.3.3
 ،u اأوّلً، ن�صتك�صف الأ�صلاع غير الم�صبعة التي تقع على   .M u عن م�صار مو�صّع للمواءمة  الرّاأ�ص غير الم�صبع 
نا نو�صّع الم�صارات على طول الأ�صلاع ac و bd مبا�صرة.  والوا�صلة من a اإلى b. وبما اأنَّ a و b م�صبعان، فاإنَّ
الآن، S = {u, c, d}. واإذا ا�صتك�صفنا بعد ذلك من c، فنجد اأنَّ e و f هما جاراها على طول اأ�صلاع غير 
م�صبعة. بما اأنَّ ef ∈ M، فن�صتك�صف البرعم الذي تكون مجموعة روؤو�صه {c, e, f}. ونقلّ�ص البرعم لنح�صل 

على الرّاأ�ص الجديد C، الذي يغيّر S اإلى {u,C,d}. وهذا يعطي البيان الذي عن اليمين.
 f g

a c

b d

eu

x

a C

b d

u

x

h
g

h

 .d اإلى كلّ من g و  اإنّ الأ�صلاع غير الم�صبعة �صتقودنا   .C ∈ S نا �صن�صتك�صف من الراأ�ص  اأنَّ لنفت�ص 
وجدنا  قد  فنكون   ،S في  اأ�صلًا  موجود   d اأنَّ  وبما   .S في   h فن�صع   ،gh لع  ال�صّ خلال  من  م�صبع   g اأنَّ  وبما 
برعمًا اآخر. اإنَّ الم�صارات التي ت�صل d هي: u, b, d و u,a,C,d. الآن، نقلّ�ص البرعم، لنح�صل على الرّاأ�ص 
 الجديد U والبيان الذي عن اليمين في الأ�صفل حيث S= {U, h}، ثمّ ن�صتك�صف من h، فلا نجد �صيئًا جديدًا 
 .)u من M دون الو�صول اإلى راأ�ص غير م�صبع، فهذا يعني عدم وجود م�صار مو�صّع للمواءمة S اإذا ا�صتنفدنا(
■   .x لن�صل الرّاأ�ص غير الم�صبع U واأخيًرا ن�صتك�صف من

f

a c

b d

eu

x

U g

x

h
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 u من  م�صارٍ  ا�صتخلا�ص  ن�صتطيع  جميعها،  الرّوؤو�ص  اإلى  و�صلنا  خلاله  من  الذي  لع  ال�صّ بت�صجيل 
 ،{u, a,C, d, b} اإلى  رجوعًا  البرعم  نو�صّع  لذا،   .U من   x اإلى  و�صلنا  لقد   .M للمواءمة  مو�صّع   x اإلى 
b على �صلع م�صبع ينتهي U الذي ي�صل  اإنَّ الم�صار في البرعم   .bx U من خلال  اإليه من  x و�صل  اأنَّ   ونجد 
d مو�صول من  اأنَّ  {c, f, e}. لحظ  اإلى  C رجوعًا  الأ�صليّ، فنو�صّع  البيان  C برعمٌ في  اأنَّ  C,d,b. وبما  بـ 
C الذي ي�صل e على طول �صلع م�صبع هو  لع غير الم�صبع ed. الم�صار من الأ�صا�ص "base" لـِ  C بو�صاطة ال�صّ
u، وهكذا نح�صل على م�صار مو�صّع ممتلئ للمواءمة a مو�صولة من  a و  c مو�صولة من  اأخيًرا، فاإنَّ   .c,f,e 
■  .M u, a, c, f, e, d, b, x 
اأو  التّقلي�صات  معالجة  ا  وخ�صو�صً التفا�صيل،  على  يحتوي  م�صهب  ب�صرح  الخوارزميّة  خطوات  نلخّ�ص 

النقبا�صات.
 (Sketch- Edmond’s Blossom Algorithm [1965a] 17.3.3. خوارزميّة: )خوارزميّة برعم اإدموند

.M غير م�صبع للمواءمة u وراأ�ص ،G في M ومواءمة ،G المدخلات: بيان
الفكرة: ا�صتك�صف الم�صارات المتناوبة للمواءمة M من u، م�صجّلًا لكلّ راأ�صٍ الراأ�صَ الذي و�صل منه، وقلّ�ص 
1.2.3، حيث  T مماثلة لتلك المجموعات في الخوارزميّة  و   S اأينما وجدتها، وحافظ على مجموعات  البراعم 
تتكون S من u والرّوؤو�ص التي و�صلت من خلال الأ�صلاع الم�صبعة. اإنّ الو�صول اإلى راأ�ص غير م�صبع يوؤدي اإلى تو�صعة. 

. T = Ø و  S = {u}:البداية
مرات الحدوث: اإذا كانت S ل تلك راأ�صًا غير معلم، فتوقف؛ لأنّه ل يوجد م�صار مو�صّع للمواءمة M من u. وبخلاف 

 .y ∉ T َّكلّها على التوالي، بحيث اإن y ∈ N(v) خذ في الح�صبان .v غير معلم. لت�صتك�صف من v ∈S ذلك، اخت
اإذا كان y غير م�صبع بوا�صطة M، فارجع اإلى الخلف اإلى ما قبل y )وو�صّع البراعم كما تحتاج( لتقرر 

 y. اإلى u من M م�صارًا مو�صّعًا للمواءمة
اإذا كان y ∈ S، فنكون قد وجدنا برعمًا. لذا، اأوقف ال�صتك�صاف لـ v، وقلّ�ص البرعم، وا�صتبدل روؤو�صها 
 y َّثم تابع البحث من هذا الرّاأ�ص في البيان الأ�صغر. وبخلاف ذلك، فاإن ،S براأ�ص جديد واحد في T و S في

.)y مو�صولة من( S ف�صعها في w اأمّا ،)v مو�صولة من( T في y صع� .w وليكن M متوائمة مع راأ�ص ما في
■ بعد ا�صتك�صاف الجيران المماثلين لـِ v جميعهم، عَلّم v وكرّر العملية. 
1.2.3؛ لأنّ ع�صوية الرّوؤو�ص في  اآنيًّا كما في الخوارزميّة  ل ت�صتطيع ا�صتك�صاف الرّوؤو�ص غير الم�صبعة جميعها 
البراعم تعتمد على اختيار الرّاأ�ص غير الم�صبع الأولّي. وعلى الرغم من ذلك، فاإنْ لم نجد م�صارًا مو�صّعًا للمواءمة 
■ M من u، فاإنا ن�صتطيع حذف u من البيان ونتجاهله في البحث التّالي للمواءمة العظمى )التمرين 26(. 
Ahuja –Mag- اأما تطبيقها في .O(n4) 18.3.3. ملاحظة: تحتاج خوارزميّة اإدموند الأ�صلية اإلى زمن
nati – orlin [1993, p483- 493] فاإنه يحتاج اإلى زمن O(n3). وهذا يتطلب ما ياأتي: )1( قواعد بيانات 
منا�صبة لتمثّل البراعم وتعالج التقلي�صات. )2( تحليلًا دقيقًا لعدد التّقلي�صات التي يمكن اإنجازها، والزمن 
■ الذي احتجنا اإليه في كلّ من: ا�صتك�صاف الأ�صلاع، و التقلي�صات، وتو�صعة البراعم. 

تعدّ خوارزميّة اإيفن وكاريف [1975] (Even – Kariv) اأوّلَ خوارزميّة حلّت م�صاألة المواءمة العظمى في 
زمن اأقلّ من مكعب الزّمن حيث احتاجت اإلى O(n5/2). ف�صلًا عن اأنَّ اأف�صل خوارزميّة معروفة الآن تحتاج اإلى 
زمن O(n1/  2m) لبيان عدد روؤو�صه n وعدد اأ�صلاعه m )هذا اأ�صرع من  O(n5/2) للبيانات المتناثرة(. تظهر 

.Vazirani [1994] مع اإثبات كامل في ،Micali- Vazirani [1980] الخوارزميّة ب�صورة معقدة اأكثر في
الم�صاألة  لهذه  خوارزميّة   [1965d] اإدموند  وجد  وقد  العامة.  للبيانات  الموزونة  المواءمات  م�صاألة  نناق�ص  لم 
تت�صارك في زمن O(n3) مع كلّ من Gabow [1975] و .Lawler [1976] وهناك خوارزميات اأ�صرع تظهر 
■   .Gabow -Tarjan [1989] وفي Gabow [1990] في
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)Exercises(  تمـارين
1.3.3. )-( حدّد ما اإذا كان البيان اأدناه يمتلك معاملًا من الدّرجة 1.

2.3.3. )-( اأظهر مواءمة كبرى في البيان اأدناه، وا�صتخدم نتيجة في هذا الدر�ص لإعطاء اإثبات ق�صير على 
■ عدم وجود مواءمة اأو�صع.  

■ 3.3.3.)-( في البيان اأدناه، اأظهر معاملًا من الدّرجة k لكلّ k في {0،1،2،3،4}.  

من  معاملات  اإلى  تفكيكه  يمكن  اأنَّه  اأثبت   .k الدّرجة  من  منتظمًا  الفرع  ثنائيّ  بيانًا   G ليكن   )-(  .4.3.3
■   .k تق�صم r اإذا وفقط اإذا كانت r الدّرجة
 .H و G بدللة متغيرات G ⋁ H ِبيانين. حدّد عدد المركّبات والدّرجة العظمى لـ H و G 5.3.3. )-( ليكن 

●           ●           ●           ●           ● 

 .(Chungphaisan) v∈V(T) ّلكل o(T-v)=1 تلك مواءمة كاملة اإذا وفقط اإذا كان T 6.3.3. )!( اأثبت اأنَّ ال�صّجرة

■  7.3.3. )!( لكلّ k >1، اأن�صئ بيانًا ب�صيطًا منتظمًا من الدّرجة k ل يمتلك معاملًا من الدّرجة 1.  
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ه اإذا كان البيان G يتفكك اإلى معاملات من الدّرجة 1، فاإنَّه ل يملك راأ�ص قطع. ثم ار�صم بيانًا  8.3.3. اأثبت اأنَّ
ب�صيطًا منتظمًا من الدّرجة 3 ومتابطًا، ويملك معاملًا من الدّرجة 1، ويملك راأ�ص قطع. 

الأقلّ.  n(G)/(1 + Δ (G))) على  له روؤو�ص معزولة يملك مواءمة حجمها  لي�ص  بيان  اأنَّ كلّ  اأثبت   .9.3.3
(Weinstein [1963]) (e(G) م�صاعدة: طبّق ال�صتقراء على(

فيه  G ب�صيطًا  بيانًا  واأن�صئ   ،k ∈ ℕ لكلّ   .β(G) ≤ 2𝛼𝛼𝛼(G) اأنَّ  اأثبت   ،G بيان  لكلّ   )!(  .10.3.3 
 .β (G)=2k و 𝛼𝛼𝛼(G) = k  

T اإذا وفقط اإذا كان لكلّ  11.3.3. لتكن T مجموعة روؤو�ص في بيان G. اأثبت اأنَّ G يملك مواءمة م�صبعة لـِ 
S ⊆ V(G)، فاإنَّ عدد المركّبات الفرديّة لـِ G-S المحتواة في G[T] هي |S|على الأكثر. 

 T ولتكن  S1,…,Sk و  بيانًا.   G ليكن  العامة.  البيانات  اإلى  واإيجرفاري  كونج  نظرية  تعميم   )!(  .12.3.3
ا. اإنَّ هذه المجموعة ت�صكّل غطاءً معمّماً  مجموعات جزئية من V(G) بحيث يكون حجم كلّ مجموعة Si فرديًّ
تكون  بحيث   i يوجد  اأو   T في  طرفيّة  نقطة  يملك   G في  �صلع  كلّ  كان  اإذا   G  (generalized cover)لـِ 
  β*(G) لتكن .|T|+ ∑⌊|Si|/2⌋ الغطاء المعُمّم هو (weight) اإنَّ  وزن .Si لع في النّقطتان الطّرفيتان لل�صّ
α′(G)= β*(G). )م�صاعدة: طبّق النتيجة .3.3.7 تعليق: كلّ غطاء  اأنَّ  اأثبت  الأ�صغر لغطاء معمّم.  الوزنَ 

 .)β*(G) ≤ β(G) َّراأ�صيّ هو غطاء معمّم. لذا، فاإن
13.3.3. )+(  نظرية توت من نظرية هال. ليكن G بيانًا، بحيث اإنَّ |o(G - S) ≤ |S لكلّ S ⊆ V(G). ولتكن 

 :o(G - T)= |T| َّمجموعة راأ�ص اأعظميّة جزئيّة بحيث اإن T
 .T ≠ Ø َّهي فردية، وا�صتنتج اأن G-T ِاأثبت اأنَّ كلّ مركبة  لـ (a

b) لتكن C مركبة لـ G-T. اأثبت اأنَّ �صرط توت يتحقّق لكلّ بيان جزئيّ من C ناتج عن حذف راأ�ص واحد. 
 .o(C - x - S) ≥ |S|+2 ذو رتبة زوجيّة، فاإنَّ النتهاك يتطلّب تحقّق C-x َّم�صاعدة: بما اأن(

 c) ليكن H بيانًا ثنائيّ الفرع مع مجموعات مجزاأة  T و C، حيث C هي مجموعة المركّبات لـِ G - T. لكلّ
 t ∈ T و لكلّ C ∈ C �صع tC ∈ E(H) اإذا وفقط اإذا كان NG(t) يحتوي على راأ�ص من C. اأثبت اأنَّ H يحقّق 

 .C ِصرط هال لمواءمة م�صبعة لـ�
ا لتبرهن نظرية توت للمعامل من الدّرجة 1  d) ا�صتخدم الفروع )a( و )b( و )c(، ونظرية هال اأي�صً

.(Anderson [1971],Mader [1973]) n(G) بال�صتقراء على
اأنَّ اأثبت   .  n(G) ≥ 2k و   δ(G) ≥ k اإنَّ  بحيث  ب�صيطًا  بيانًا   G ليكن   ،k ∈ ℕ لكلّ   )+(  .14.3.3 

(Brandt [1994]) )7.3.3. م�صاعدة: طبّق النتيجة( .𝛼𝛼𝛼(G) ≥ k

15.3.3. ليكن G بيانًا منتظمًا من الدّرجة 3 وله �صلعا قطع على الأكثر. اأثبت اأنَّ G يملك معاملًا من الدّرجة 
 )Petersen [1891]( .1

 16.3.3. )!( ليكن G بيانًا زوجيًّا منتظمًا من الدّرجة k )درجته زوجيّة( بحيث يبقى متابطًا بعد حذف اأيّ
(k - 2) �صلعًا. اأثبت اأنَّ G يملك معاملًا من الدّرجة 1. 

17.3.3. ليكن G كما في ترين 16.3.3، ا�صتخدم الملاحظة 5.3.3 لإثبات اأنَّ كلّ �صلع فيه ينتمي اإلى معامل من 
)Berge [1973, p162], k = 3 ِلـSchonberge r  [1934]( )16.3.3 الدّرجة 1. )تعليق: هذا يقوي التمرينين

18.3.3. )+( لكلّ عدد فردي k اأكبر من 1، اأن�صئ بيانًا ل يوجد فيه معامل من الدّرجة 1، بمعنى اأنْ يكون 
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147 المواءمات في البيانات العامة  3.3

منتظمًا من الدّرجة k، ويبقى متابطًا عند حذف اأيّ (k-3) �صلعًا. )تعليق: لهذا فاإنَّ التمرينين 16.3.3 هو اأف�صل ما 
يمكن(. 

19.3.3. )!( ليكن G بيانًا ب�صيطًا منتظمًا من الدّرجة 3 لي�ص فيه �صلع قطع. اأثبت اأنَّ G يتفكّك اإلى ن�صخ من 
P4. )م�صاعدة: ا�صتخدم النتيجة .9.3.3(.

20.3.3. )!( اأثبت اأنَّ البيان الب�صيط المنتظم من الدّرجة 3 يملك معاملًا من الدّرجة 1 اإذا وفقط اإذا كان 
 .P4 يتفكّك اإلى ن�صخ من

ه اإذا كان القطر  21.3.3. )+( ليكن G بيانًا منتظمًا من الدّرجة 2m، ولتكن T �صجرة لها m �صلعًا. اأثبت اأنَّ
G، فاإنَّ G يتفكك اإلى ن�صخ من T. )م�صاعدة: ا�صتخدم اأثبت 9.3.3 لإعطاء اإثبات  لـ T اأقلّ من الخ�صر لـِ 
ا�صتقرائيّ للنتيجة الأقوى، وهي اأنَّ G له مثل هذا التفكك، ويكون كلّ راأ�ص فيه م�صتخدمًا مرّة واحدة بو�صفه 

  .(Haggkvist) T صورة لكل راأ�ص في�
G باإ�صافة راأ�ص  H هو البيان الناتج عن  X،Y، وليكن  G بيانًا ثنائيًّا بالتّجزئة الثّنائيّة  22.3.3. )!( ليكن 

واحد اإلى Y اإذا كان n(G) فرديًّا، ثم اإ�صافة اأ�صلاع لجعل Y ع�صبة: 
a) اأثبت اأنَّ G يملك مواءمة حجمها |X| اإذا وفقط اإذا امتلك H معاملًا من الدّرجة 1. 

توت �صرط  يحقّق   H فاإنَّ   ،(S ⊆ X لكل   N(S)| ≥ |S|( هال  �صرط   G حقّق  اإذا  ه  اأنَّ اأثبت   (b 
 .(T ⊆ V(H) لكل o(H-T) ≤ |T|) 

c) ا�صتعن بـ )a( و )b( لتح�صل على نظرية هال من نظرية توت. 
23.3.3. ليكن G بيانًا متابطًا خاليًا من المخالب ذا درجة زوجيّة:

a) لتكن T �صجرة مُولّدة للبيان G بالبحث الأفقي اأولً )الخوارزميّة 8.3.2(. وليكن x و y راأ�صيّن لهما 
والد م�صتك في T غير الجذر. اأثبت اأنَّ x و y يجب اأنْ يكونا متجاورين.

بفرع  ال�صتعانة  دون  )تعليق:   .1 الدّرجة  من  معاملًا  يملك   G اأنَّ  لتثبت   )a( فرع  ا�صتخدم   (b
من  معامل  اإلى  ينتمي  الأطول  الم�صار  في  الأخير  لع  ال�صّ اأنَّ  وهي  الأقوى،  النتيجة  اإثبات  يمكن   )a(

.(Las Vergnas [1975], Sumner [1974a]) )1 الدّرجة
اإنَّ بحيث   k حجمها   S مجموعة  ويملك   ،n درجته  ب�صيطًا  زوجيًّا  بيانًا   G ليكن   )!(  .24.3.3 

�صلعًا على الأكثر؛ وهذا الحدّ هو اأف�صل ما   o(G - S) > k. اأثبت اأنَّ G يملك                     
.1 الدّرجة  من  معاملًا  يملك  ل  الرّوؤو�ص  من   n على  ب�صيط  لبيان  حجم  اأكبر  لتحدّد  هذا  ا�صتخدم   يمكن. 

.(Erdös – Gallai [1961]) 
25.3.3. يعدّ البيانُ G حرجَ المعامل (factor – critical) اإذا كان كلّ بيان جزئيّ G - v ناتج عن حذف 
فرديًّا  n(G) كان  اإذا  وفقط  اإذا  المعامل  حرجُ   G اأنَّ  اأثبت   .1 الدّرجة  من  معاملًا  يملك  واحد   راأ�ص 

.(Gallai [1963a]) S ⊆ V(G) لكلّ مجموعة غير خالية o(G - S) ≤ |S| و
ه اإذا كان G ل  26.3.3. )!( لتكن M مواءمة في البيان G، وليكن u راأ�صًا غير م�صبع للمواءمة M. اأثبت اأنَّ

 .G غير م�صبع في مواءمة كبرى ما في u َّفاإن ،u يبداأ عند M يملك م�صارًا مو�صّعًا للمواءمة
27.3.3. (*) افت�ص اأنَّ الخوارزميّة 17.3.3 �صحيحة. �صنطوّر اإثباتًا خوارزميًّا لنظرية توت )النظرية 3.3.3(: 

a) ليكن G بيانًا ل توجد فيه مواءمة كاملة، ولتكن M مواءمة كبرى في G. ولتكن S و T هما المجموعتين 
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 .|T|< |S|≤ o(G-T) َّاأثبت اأن .u المولدتين عند تطبيق خوارزميّة 17.3.3 من
■ b) ا�صتخدم فرع )a( لتثبت النظرية .3.3.3  

 (Soluble) قابلًا للذّوبان G يكون البيان ،f: V(G) → ℕ0 ولتكن ، ℕ0 = ℕ ⋃{0}28.3.3. (*) ليكن
.v ∈ V(G) ّلكل ∑uv∈E(G)w(uv)= f(v) بحيثw: E(G) → ℕ0 اإذا وجد f من الدّرجة

a) اأثبت اأنَّ G يملك معاملًا من الدّرجة f اإذا وفقط اإذا كان البيان H الناتج عن G بتق�صيم جزئيّ لكلّ 
f. )هذا يختزل الختبار  1 على الرّوؤو�ص الجديدة قابلًا للذّوبان من الدّرجة  f لتكون  �صلع مرتين، وتعريف 
■   .)f اإلى اختبار قابلية الذّوبان من الدّرجة f لمعامل من الدّرجة
b) اإذا اأعطيت G و f: V(G) → ℕ0 ، اأن�صئ بيانًا H )مع الإثبات( بحيث يكون G قابلًا للذّوبان من 

.(Tutte [1954a])  1 يملك معاملًا من الدّرجة H اإذا وفقط اإذا كان f الدّرجة
f: V(G) → ℕ0 ، عرّف                                       ليكن  البيانيّة.  والمتتاليات   f الدّرجة  للمعاملات من  توت  �صرط   )+*( .29.3.3
=f (s) لكلّ S ⊆ V(G). ولكلّ مجموعتين منف�صلتين S،T من V(G)، اجعل q(S, T) ترمز اإلى  ( )

∈∑v S
f v f (v)

عدد مركّبات Q في G - S - T بحيث يكون e(Q, T) + f (V(Q)) فرديًّا، حيث e(Q,T) هو عدد الأ�صلاع 
:  من Q اإلى T. لقد اأثبت توت [1954a ,1952] اأنَّ G يملك معاملًا من الدّرجة f اإذا وفقط اإذا تحقّق اأنَّ

q(S,T) + f (T) - ( )  ( )−∈
≤∑ G Sv T

d v f S

لختيارات المجموعات الجزئيّة المنف�صلة S, T ⊂ V جميعها. 
:)The Parity Lemma( تمهيدية النّوعيّة

+δ(S, T) = f(S) - f(T) اأثبت اأنَّ δ(S,T) يملك النوعية نف�صها  ( )G Sv T
d v−∈∑ -q(S, T) ليكن (a)

.)|T| م�صاعدة: ا�صتخدم ال�صتقراء على( .S,T ⊆ V(G) لكلّ مجموعتين منف�صلتين f (V) مثل
ا�صتخدم   .d1≥ … ≥dn و  ا  زوجيًّ  ∑di يكون  بحيث   ،f(vi)=di و   G=Kn اأنَّ  افت�ص   (b)

كان اإذا  وفقط  اإذا   f الدّرجة  من  معاملًا  يملك   G اأنَّ  لتثبت   )a( وفرع   f الدّرجة  من  المعامل  �صرط 
 .k + s ≤ nحيث k،s  ّلكل ( ) 11

1
k n

i ii n si
d n s k d

= + −=
≤ − − +∑ ∑

زوجيًّا  ∑di
كان  اإذا  وفقط  اإذا  ب�صيط  لبيان  الرّوؤو�ص  درجات  تكون   d1,…,dn ≥ 0 اأنَّ  ا�صتنتج   (c) 

.(Erdös – Gallai [1960]) 1ف≤ k ≤ n ّلكل ( )
1 1

1 min{ , }
= = +

≤ − +∑ ∑
k n

i ii i k
d k k k d و 

k

nk
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