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الفصل الأوّل

)Fundamental Concepts( مفاهيم أساسية

)What is a Graph( 1.1. ما البيان؟
�أيّ  كيف ن�صتطيع مدّ �أ�صلاك ل�صبكة من �لهو�تف باأقلّ تكلفة ممكنة، بحيث يمكن �لو�صول لأيّ هاتف من 
هاتف �آخر؟ ما �أ�صرع م�صلك يربط �لعا�صمة �لوطنية ببقية عو��صم �لوليات �لأخرى؟ كيف ن�صتطيع ملء n من 
�لأنابيب؟ كم  لغمر �صبكة من  �أكبر معدّل تدفّق من �لم�صدر  �لموؤهلين؟ ما  �لأ�صخا�ص  n من  بـِ  �لوظائف  �صو�غر 
تحتاج �صريحة �لحا�صوب من حزم �لأ�صلاك؛ بحيث ل تتقاطع هذه �لأ�صلاك معًا في �لحزمة نف�صها؟ كيف ن�صتطيع 
دْوَل �لمو�صم �لريا�صي في �أقلّ عدد ممكن من �لأ�صابيع؟ ما �لترتيب �لمنا�صب للمدن بحيث ي�صتطيع مندوب  �أن نُج
�لمبيعات زيارتها في �أق�صر وقت ممكن؟ هل يمكن تلوين �لمناطق �لمختلفة في �أيّ خريطة با�صتعمال �أربعة �ألو�ن، 

على �أن تكون �ألو�ن �لمناطق �لمتجاورة مختلفة؟
�لكتاب، طوّرنا  �لأخرى، وفي هذ�  �لعملية  �لم�صائل  �لكثير من  �لم�صائل، وغيرها  �لبيان هذه  تت�صمّن نظرية 
نظرية �لبيان وطبّقناها على مثل هذه �لم�صائل، ومنذ �لبد�ية، فاإننا نفتر�ص �لإلمام بالخلفية �لريا�صية �لموجودة في 

�لملحق A، حيث �إنّ هذ� �لملحق يناق�ص �لمفاهيم �لأ�صا�صية، ولغة �لريا�صيات �لم�صتخدمة. 

)The Definition( التعريف

�إنّ �لم�صاألة �لتي غالبًا ما يُجقال �إنها ولدّت نظرية �لبيان �صوف تقترح تعريفنا �لأ�صا�صي للبيان.
1.1.1. مثال. م�صاألة ج�صور كونزبرج (The Königsberg Bridge Problem). تقع مدينة كونزبرج 
على نهر بريجل (Pregel) في برو�صيا، وتتكوّن هذه �لمدينة من جزيرة نيفوف (Kneiphopf)، وم�صاحات على 
عما  �لمدينة  مو�طنو  وت�صاءل  �أدناه،  �لي�صار  على  هو  كما  ب�صبعة ج�صور،  �لمناطق  هذه  �صلت  وُج وقد  �لنهر.  �صفتي 
�إلى  ثمّ �لعودة  �إذ� كان يمكنهم مغادرة منازلهم، و�ل�صير على كل ج�صر من �لج�صور �ل�صبعة مرة و�حدة فقط، 
 منازلهم، وقد �ختزلت �لم�صاألة على تتبُّع �ل�صكل �لأيمن، حيث تمثّل �لنقاطُج �لكثيفة �لكتلَ �لياب�صةَ، �أما �لمنحنيات،

فتمثل �لج�صور. 
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�صهل تعليل عدم وجود مثل هذ� �لطريق، حيث نحتاج في كل مرة ندخل �لياب�صة  �لنموذج �لذي عن �ليمين يُج
ونخرج منها �إلى ��صتخد�م ج�صرين ينتهيان بهذه �لياب�صة، وكذلك ن�صتطيع �أن نقرن �لج�صر �لأول بالج�صر �لأخير، 
حيث بد�أنا و�نتهينا؛ لذلك، فاإنّ وجود مثل هذ� �لم�صار �لمتعرّج، يتطلب �أن يكون عدد زوجي من �لج�صور على كل 
■ كتلة ياب�صة، وهذ� �ل�صرط �ل�صروري غير متحقّق في مدينة كونزبرج.  

�أيًّا من �لأ�صكال لها م�صار�ت   2.1 �أكثر متعة عندما نثبت في �لدر�ص  �إنّ م�صاألة ج�صور كونزبرج ت�صبح 
ا لمناق�صة مثل هذه �لق�صايا.  ا عامًّ م�صتعر�صة، وفي غ�صون ذلك، فاإنّ هذه �لم�صاألة تقترح نموذجًّ

2.1.1. تعريف. �لبيان (G graph): ثلاثية تتكوّن من مجموعة روؤو�ص V(G) (vertex set)، ومجموعة  
E(G) (edge set)، وعلاقة تُجر�فِق كلّ �صلع مع ر�أ�صين )لي�ص بال�صرورة �أن يكونا مختلفين( ي�صمّيان  �أ�صلاع 

.(endpoints) نقاطًا طرفية

نر�صم �لبيان على ورقة بو�صع كل ر�أ�ص على نقطة، ونمثّل كلَّ �صلع بمنحنى يربط بين نقاطه �لطرفية. 

 3.1.1. مثال. في �لبيان في �لمثال 1.1.1، مجموعة �لروؤو�ص هي: {x , y , z , w} ، ومجموعة �لأ�صلاع هي:
{e1 , e2 , e3 , e4 , e5 , e6 , e7}، ويمكن قر�ءة تعيين �لنقاط �لطرفية للاأ�صلاع من �ل�صورة.

لحظ �أنّ �ل�صلعين e1، وe2 لهما �لنقاط �لطرفية نف�صها وكذلك e3، و e4. و�إذ� كان هنالك ج�صر فوق مدخل، فاإنّ 
نهايتيه �صوف تكونان في �لكتلة �لياب�صة نف�صها، ونر�صمه بو�صفه منحنى يبد�أ بالنقطة نف�صها وينتهي بها، وتوجد 
■ لدينا مفرد�ت ملائمة لمثل هذه �لأنو�ع من �لأ�صلاع في �لبيانات. 

4.1.1. تعريف. نعرّف �لأن�صوطة )loop( على �أنها �صلع، نقاطه �لطرفية مت�صاوية. ونعرّف �لأ�صلاع �لمكررة  
)multiple edges( على �أنها �أ�صلاع لها �لزوج نف�صه من �لنقاط �لطرفية. 

رى ول �أ�صلاعًا مكررة، ونُجحدد �لبيان  ونعرّف �لبيان �لب�صيط )Simple graph( على �أنه بيان ل عُج
من  مجموعة  بو�صفها  �لأ�صلاع  مجموعة  بافتر��ص  وذلك  �أ�صلاعه،  ومجموعة  روؤو�صه  بمجموعة  �لب�صيط 
�لأزو�ج غير �لمرتبة من �لروؤو�ص، وكتابة  e = uv )�أو e = vu( للدللة على �ل�صلع e �لذي تكون نقاطه 
 ،)adjacent( نقاطًا طرفية ل�صلع ما، فاإنها تدعى متجاورة v و ،u وعندما تكون كل من .v و ،u لطرفية�

.“v متجاور مع u” بدلً من u ↔ v ونكتب ،)neighbors( وتكونان جير�نًا

بالبيانات  �هتمامنا  نح�صر  لهذ�  �لمهمة؛  �لتطبيقات  من  �لعديد  في  �لمتكررة  �لأ�صلاع  ول  رى  �لعُج تظهر  ل 
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3 ما البيان ؟  1.1

�لب�صيطة. في هذه �لحالة، يحدّد �ل�صلع بنقاطه �لطرفية. لذ�، ن�صتطيع �أن ن�صمي �ل�صلع بنقاطه �لطرفية، كما في 
�لتعريف 4.1.1. وهكذ�، وفي �لبيان �لب�صيط، فاإننا ننظر �إلى �ل�صلع بو�صفه زوج من �لروؤو�ص غير �لمرتبة. ن�صتطيع 

�أن نهمل �لعلاقة �لتي تُجر�فق �لنقاط �لطرفية مع �لأ�صلاع �صوريًّا. ويركز هذ� �لكتاب على �لبيانات �لب�صيطة. 

5.1.1. مثال. عن �لي�صار �أدناه، تجد ر�صمين لبيان ب�صيط، حيث مجموعة �لروؤو�ص هي{u,v,w,x,y}، ومجموعة 
.{uv, uw, vx, vw, xw, xy} :لأ�صلاع هي�

ظهرت �لمفردتان ”ر�أ�ص“ و ”�صلع“ من �لهند�صة �لفر�غية، �أو هند�صة �لمج�صمات، حيث �إنّ للمكعب روؤو�صًا 
ذفت  �صم �لمكعب عن �ليمين �أدناه، وحُج و�أ�صلاعًا، وهي ت�صكل مجموعة كلّ من �لروؤو�ص و�لأ�صلاع لبيان ما، وقد رُج
■ �أ�صماء �لروؤو�ص و�لأ�صلاع. 

v w
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يكون �لبيان محددً� )Finite( �إذ� كانت مجموعة كلّ من روؤو�صه و�أ�صلاعه منتهيتين. وعليه �صنتبنىّ �ل�صطلاح 
كِرَ خلاف ذلك ب�صورة �صريحة.  �لآتي: كلّ بيان يُذكَرُ في هذا الكتاب هو بيان منتهٍ، �إل �إذ� ذُج

6.1.1. *ملاحظة. �لبيان �لخالي )null graph( هو �لبيان �لذي تكون مجموعة كلّ من �لروؤو�ص و�لأ�صلاع 
فيه خاليتين، لحظ �أنّ تمديد �لمثبتات �أو تعميمها لتنطبق على �لبيان �لخالي، يقود �إلى �إرباك ل د�عي له، لذلك 
من خالية  غير  مجموعة  لها  �لتي  �لبيانات  �لح�صبان  في  ناأخذ  �صوف  كلّها  و�لتمارين  �لعبار�ت  وفي   �صتهمله. 
■ �لروؤو�ص فقط.  

 )Graphs as Models( البيانات بوصفها نماذج
تظهر �لبيانات في �أو�صاع كثيرة، وتوحي �لتطبيقات لنا باأفكار وم�صطلحات مفيدة حول بناء �لبيانات. 

7.1.1. مثال. علاقات �لمعارف �ل�صخ�صية و�لبيانات �لجزئية. هل كلّ مجموعة مكونّة من �صتة �أ�صخا�ص تحوي 
ثلاثة �أ�صخا�ص بع�صهم على معرفة �صخ�صية م�صبقة ببع�ص، �أو ثلاثة �أ�صخا�ص غرباء غير متعارفين؟ بما �أنّ علاقة 
ا، وكلّ �صلع يمثّل  �لمعرفة ”�ل�صخ�صية“ متماثلة، فاإننا ننمذجها با�صتعمال بيانٍ ب�صيطٍ، حيث يمثّل كلّ ر�أ�ص �صخ�صً
�صخ�صين يعرف �أحدهما �لآخر، بالإ�صافة �إلى �أنّ ”علاقة عدم �لمعرفة �ل�صخ�صية“ على مجموعة �لروؤو�ص نف�صها 
■ تعطي بيانًا �آخر، �أ�صلاعه ”متممة“ مجموعة �لأ�صلاع �لأ�صلية. و�صنعطي م�صطلحات لهذه �لمفاهيم. 

u

G

vy

x w

u

G

vy

x w

HE_Graph_CH01_8th_Draft_01.indd   3 2/18/2014   5:12:18 PM



الفصل 1     مفاهيم أساسية4

8.1.1. تعريف. �لمتّممة )G )complement للبيان �لب�صيط G، هي �لبيان �لب�صيط �لذي مجموعة روؤو�صه: 
�لبيان هي مجموعة  (clique) في  و�لع�صبة   .uv  ∉  E(G) �إذ� كان  و  uv ∈ E(G) �إذ� وفقط   ،V(G)
�لم�صتقرة  �لمجموعة  �أو   (independent set) �لم�صتقلة  �لمجموعة  �أما  زوجًا،  زوجًا  �لمتجاورة  �لروؤو�ص   من 

)stable set( في �لبيان، فهي مجموعة روؤو�ص غير متجاورة زوجًا زوجًا. 
ند في �لبيان G �لموجود في �لمثال7.1.1  �أن {u, x, y} ع�صبة حجمها 3 و{u, w}، هي مجموعة م�صتقلة 
حجمها 2، وهما �أكبر مجموعتين بهذه �ل�صفات، لحظ �أنّ هذه �لقيم تنعك�ص في �لمتممة G؛ لأنّ �لع�صب ت�صبح 
كان  �إذ�  ما   7.1.1 �لمثال  �ل�صوؤ�ل في  يت�صمن  �لتتام.  تاأثير  وذلك تحت  بالعك�ص(  )و�لعك�ص  م�صتقلة  مجموعات 
�صحيحًا، �إنّ كلّ بيان على 6 روؤو�ص يمتلك ع�صبة حجمها 3، �أو مجموعة م�صتقلة حجمها 3 )�لتمرين 29(. لحظ 

�إنّ حذف �ل�صلع  ux من G يعطي بيانًا بـ 5 روؤو�ص لي�ص له ع�صبة �أو مجموعة م�صتقلة حجمها 3. 
ا، ولكن �لأ�صخا�ص  9.1.1. مثال. �لتعيين في �لوظائف و�لبيانات ثنائية �لفرع، يوجد لدينا m وظيفة و n �صخ�صً
�لموؤهلين؟ ننمذج هذ�  �ل�صاغرة بالأ�صخا�ص  لي�صو� موؤهلين جميعهم للوظائف كلّها، فهل ن�صتطيع ملء �لوظائف 
مجاورة   j �لوظيفة  تكون  و�لأ�صخا�ص؛  �ل�صاغرة  �لوظائف  روؤو�صه  تمثل  حيث   ،H مثل  ب�صيط  بيان  با�صتخد�م 

لل�صخ�ص p �إذ� كان هذ� �ل�صخ�ص ي�صتطيع �أن يوؤدي هذه �لوظيفة.
�إنّ كلّ وظيفة يجب �أن ي�صغلها �صخ�ص و�حد فقط، وكلّ �صخ�ص يمكنه �أن يعمل في وظيفة و�حدة على �لأكثر. 
لذلك، نبحث عن m من �لأ�صلاع �لمنف�صلة زوجًا زوجًا في H )ننظر �إلى �لأ�صلاع بو�صفها �أزو�جًا من �لروؤو�ص(. 

و�صنبين في �لف�صل 3 كيفية �ختبار هذ� �لأمر؛ لحظ �أنه ل يمكن عمل هذ� في �لبيان �أدناه.
�إن ل�صتخد�م �لبيانات لنمذجة �لعلاقات بين مجموعتين منف�صلتين �لكثير من �لتطبيقات، وهذه هي �لبيانات 
 �لتي تكون مجموعات روؤو�صها قابلة للتجزئة �إلى مجموعتين من �لمجموعات �لم�صتقلة؛ وحيث نحتاج �إلى ت�صمية
هذه �لبيانات.                                                                                                                                                       ■





10.1.1. تعريف. نقول: �إن �لبيان G ثنائي �لفرع (bipartite) �إذ� كانت مجموعة روؤو�صه V(G) �تحادً� 
G للبيان  تجزئة  مجموعات  ت�صمّيان  م�صتقلتين،  خالية(  �إحد�هما  تكون  )قد  منف�صلتين   لمجموعتين 

.)G أو مجموعات مجز�أة للبيان�(
�أن  �أننا نريد  �لبيانات (Scheduling and graph coloring). �فتر�ص  وتلوين  مثال. �لجدولة   .11.1.1
ندول �جتماعات لجان مجل�ص �ل�صيوخ ب�صورة دورية في كل �أ�صبوع، حيث ل ن�صتطيع �أن ندول لجنتين في 

�لوقت نف�صه �إذ� كان فيهما ع�صو م�صترك. فكم دورة زمنية مختلفة نحتاج �إليها؟
�للجنتين  في  م�صترك  ع�صو  هنالك  يكون  عندما  متجاورين  �لر�أ�صان  يكون  بحيث  لجنة،  لكل  ر�أ�صًا  ن�صع 
�لمقابلتين لهذين �لر�أ�صين، ون�صع عناوين )للفتر�ت �لزمنية( للروؤو�ص، بحيث يكون للنهايات �لطرفية للاأ�صلاع 
عناوين مختلفة. وفي �لبيان �أدناه، ن�صتطيع �أن ن�صتعمل عنو�نًا و�حدً� لكلّ مجموعة من �لمجموعات �لثلاث �لم�صتقلة 
ذو�ت �لروؤو�ص �لمجمّعة بع�صها بالقرب من بع�ص، ويجب �أن يعطى �لأع�صاء في �لع�صبة عناوين مختلفة، لذلك 

وفي هذ� �لمثال يكون �أقلّ عدد ممكن من �لفتر�ت �لزمنية هو ثلاث. 
 وبما �أننا مهتمون بتجزئة �لروؤو�ص فقط، و�أنّ �لعناوين ل تحمل قيمًا عددية، فاإنه من �لمنا�صب �أن ن�صمّيها

  ■                                                                                                                                                         .(Colors)  ألو�نًا� 
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12.1.1. تعريف. نعرّف �لعدد �للوني (Chromatic number) للبيان G، يرمز �إليه بالرمز χ(G) على 
مختلفة.  �لمتجاورة  �لروؤو�ص  �ألو�ن  تكون  بحيث  �لروؤو�ص،  لتلوين  �إليه  نحتاج  �لألو�ن  من  ممكن  عدد  �أقلّ  �أنه 
على   V(G) كتابة  بالإمكان  كان  �إذ�   (k-partite) لدرجة� من  )مجز�أ(  �لفروع  متعدد   G �لبيان  وي�صمّى 

بع�صها خالٍ(.  �لم�صتقلة )ربما  �لمجموعات  k من  �تحاد  �صورة 
يجب �أن ت�صكل. �إن �لروؤو�ص �لتي �أعطيت �للون  هذ� يعمم فكرة �لبيانات �لثنائية �لفرع، وهي مجز�أة من �لدرجة 2 
نف�صه مجموعة م�صتقلة. لذلك، فاإنّ )G(χ هو �أقلّ عدد ممكن من �لمجموعات �لم�صتقلة نحتاج �إليه لتجزئة )V)G، ويكون 
�لبيان متعدد �لفروع )مجز�أ( من �لدرجة k �إذ� وفقط �إذ� كان عدده �للوني ي�صاوي k على �لأكثر، وقد ��صتخدمنا �لم�صطلح 

”مجموعة مجز�أة“ عندما نتحدث عن مجموعة في تجزئة لمجموعة معينة �إلى مجموعات م�صتقلة. 
�صندر�ص �لعدد �للوني وتلوين �لبيانات في �لف�صل 5. لحظ �أنّ �لم�صاألة �لأكثر �صهرة في نظرية �لبيان هي تلوين ”�لخر�ئط“. 

13.1.1. مثال. �لخر�ئط و�لتلوين )Maps and coloring(. بكلام غير دقيق، الخريطة هي تجزئة للم�صتوى 
�إلى مناطق متر�بطة، فهل بالإمكان تلوين �لمناطق في �أي خريطة با�صتخد�م �أربعة �ألو�ن على �لأكثر، بحيث يكون للمناطق 

�لمتجاورة �ألو�ن مختلفة؟
تت�صارك  �لتي  �لمناطق  لتمثيل  و�صلعًا  منطقة،  كلّ  يمثّل  ر�أ�صًا  ن�صع  �لبيانات،  بتلوين  �لخر�ئط  تلوين  لربط 
�لأكثر،  على   4 ي�صاوي  �لناتج  للبيان  �للوني  �لعدد  كان  �إذ�  عما  �لخريطة  م�صاألة  في  ونت�صاءل  بالحدود، 
ت�صمّى  �لبيانات  هذه  مثل  �أ�صلاعها؛  تتقاطع  �أن  دون  �لم�صتوى  في  �لبيانات  بع�ص  ر�صم  يمكن  �أنه  لحظ 
وجود  كذلك  لحظ  �صوي؛  بيان  هو   12.1.1 �لتعريف  ي�صبق  �لذي  و�لبيان   )planar( م�صتوية  بيانات 
في  �لم�صتوية  �لبيانات  �صندر�ص  تقاطعات.  فيه  لي�ص  �آخر  ر�صمًا  هنالك  ولكن  �لر�صم،  هذ�  في   تقاطعات 
�لف�صل �ل�صاد�ص.                                                                                                                                                 ■

14.1.1. مثال. �لم�صالك في �صبكات �لطرق )Routes in road networks(. ن�صتطيع �أن ننمذج �صبكة �لطرق 
ا �أن نعيّن �أوز�نًا للاأ�صلاع لقيا�ص  با�صتخد�م بيان �أ�صلاعه �لتي تقابل قِطَع �لطرق بين �لتقاطعات، ون�صتطيع �أي�صً
�لم�صافة �أو زمن �لرحلة، وفي هذ� �ل�صياق، لحظ �أنّ �لأ�صلاع تمثّل �لرو�بط �لفيزيائية )�لطبيعية(. فكيف ن�صتطيع 

�أن ند �أق�صر م�صلك من x �إلى y؟ �صنبين كيفية ح�صاب هذ� في �لف�صل �لثاني.

�إذ� كانت �لروؤو�ص في �لبيان تمثّل منزلنا و�لأماكن �لأخرى �لمر�د زيارتها، فلربما نريد �أن نتبع م�صلكًا نزور من خلاله 
�لروؤو�ص جميعها مرة و�حدة بال�صبط ، كزيارة كل �صخ�ص دون �لمكوث عنده. و�صناأخذ في �لح�صبان وجود مثل هذ� �لم�صلك 

في �لف�صل �ل�صابع. 
لحظ �أننا نحتاج �إلى م�صطلحات لو�صف هذين �لنوعين من �لم�صالك في �لبيانات.                                                ■ 

15.1.1. تعريف. �لم�صار )path( هو بيان ب�صيط يمكن ترتيب روؤو�صه، بحيث يكون �لر�أ�صان متجاورين �إذ� وفقط 
�إذ� كانا متتاليين في �لقائمة. �أمّا �لحلقة )cycle(، فهي بيان يت�صاوى فيه عدد كلّ من �لروؤو�ص و�لأ�صلاع، ومن 

�لممكن و�صع روؤو�صه حول د�ئرة بحيث يكون �لر�أ�صان متجاورين �إذ� وفقط �إذ� ظهر� متتالين على �لد�ئرة.
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الفصل 1     مفاهيم أساسية6
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�لترتيب: بح�صب  �لروؤو�ص  جدولة  من  ح  مو�صّ هو  كما  وحلقة،  م�صارً�  يظهر  �أعلاه  �ل�صكل  �أن   لحظ 
 x, b, a, z, y، ف�صلًا عن �أنّ �إهمال �صلع و�حد من �لحلقة ينتج م�صارً�. وفي در��صة �لم�صالك في �صبكات �لطرق، 
نفكر في �لم�صار�ت و�لحلقات �لمحتو�ة في �لبيان. كذلك ناأمل في �لو�صول �إلى كلّ ر�أ�ص في �ل�صبكة من �أيّ ر�أ�ص �آخر، 

و�لتعريف �لآتي يجعل هذه �لمفاهيم دقيقة.
يكون بحيث   ،H �لبيان  �أنه  على   G �لبيان  من   )subgraph( �لجزئي  �لبيان  نعرّف  تعريف.   .16.1.1 
 )H( ⊆ V)G(V و)E)H( ⊆ E)G، و�لنقاط �لطرفية للاأ�صلاع في H  هي نف�صها في G؛ لذلك، نكتب

 .“H يحوي G” ّونقول: �إن ،H ⊆ G 
G ينتمي �إلى م�صار؛ وبخلاف  G متر�بطًا )connected( �إذ� كان كلّ زوج من �لروؤو�ص في  يكون �لبيان 

.)disconnected( غير متر�بط G ذلك، يكون �لبيان
يوجد للبيان �لموجود قبل �لتعريف 12.1.1 ثلاثة بيانات جزئية تعدّ حلقات، وهو بيان متر�بط، ولكن �لبيان 

في �لمثال 9.1.1 لي�ص كذلك.

 )Matrices and Isomorphisms( المصفوفات والتشاكل

كيف نحدّد بيانًا ما؟ ن�صتطيع و�صع �لروؤو�ص و�لأ�صلاع في قائمة )مع �لنقاط �لطرفية(، ولكن هناك تمثيلات 
مفيدة �أخرى. ي�صاف �إلى ذلك �أنّ قولنا �إنّ �لبيان عديم �أ�صو�ط �أو خالٍ منها (loopless) يعني �أن �لأ�صلاع �لمكررة 

م�صموحة، ولكن �أ�صو�طًا غير م�صموحة. 
17.1.1. تعريف. ليكن G بيانًا عديم �أ�صو�ط، بحيث �إن مّجموعة روؤو�صه هي: V(G) ={v1، …,vn} ومجموعة 
�أ�صلاعه هي: E(G) = {e1, …, em}. نعرّف م�صفوفة �لتجاور (adjacency matrix) للبيان G، وتكتب 
A(G) على �أنها هي �لم�صفوفة من �لحجم n×n، حيث تكون �لمدخلة  ai , j هي عدد �لأ�صلاع في G �لتي نقاطها 
�لطرفية {vi, vj}. �أمّا م�صفوفة �لوقوع M(G) (incidence matrix) فنعرفها على �أنها �لم�صفوفة من 

�لحجم n × m بحيث تكون �لمدخلة mi , j هي 1 �إذ� كانت vi نقطة طرفية لل�صلع ej  وبخلاف ذلك تكون 0. 

�إذ� كان �لر�أ�ص v نقطة طرفية لل�صلع e، فاإنّ v، و e تقع �إحد�هما على �لأخرى (incident)، ونعرّف درجة 
(degree) �لر�أ�ص v ) في �لبيان عديم �لعرى( على �أنها عدد �لأ�صلاع �لو�قعة على هذ� �لر�أ�ص.  تعتمد �لطريقة �لمنا�صبة 
لتعريف م�صفوفة كلّ من �لتجاور و�لوقوع، �أو درجات �لروؤو�ص للبيان �لذي يحوي عرًى على �لتطبيق؛ لحظ �أنّ �لدر�صين 

2.1 و 3.1 يناق�صان ذلك.
متماثلـة م�صـفوفـة  كـلّ  وتجاور  �لـروؤو�ص،  بترتيـب  �لتجــاور  م�صـفوفـة  تـحـدّد  ملاحظة.   .18.1.1 
)symmetric( )ai , j = aj,i لكل i ، j(، لحظ �أنّ مدخلات م�صفوفة �لتجاور للبيان �لب�صيط G تكون 0 �أو 1، مع 
■                          .M(G) أو� A(G) إما في�  vهي مجموع �لمدخلات في �ل�صف ل ِـ v أ�صفار على �لقطر، �إن درجة �لر�أ�ص�

19.1.1. مثال. للبيان G �أدناه �لخالي من �لعرى، ند م�صفوفة كلّ من �لتجاور و�لوقوع �لناتجتين عن ترتيب 
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7 ما البيان ؟  1.1

�لروؤو�ص: w، وx، وy، وz وترتيب �لأ�صلاع: a و b و c و d و e ، حيث �إنّ درجة �لر�أ�ص y هي 4، وذلك من �لنظر 
■  �إلى �لبيان، �أو من جمع �ل�صف لـِ y في �أي من �لم�صفوفتين. 

  

يقابل   i فالر�أ�ص  �ل�صفوف؛  ترتيب  بح�صب  للروؤو�ص  ت�صمية  ا  �صمنيًّ يعطي  ما  لبيان  �لتجاور  �إيجاد م�صفوفة  �إن 
�ل�صف و�لعمود i؛ �إذ تخزين بيان في �لحا�صوب يتطلب ت�صمية �لروؤو�ص. 

�إن  �لأ�صماء. حد�صيًّا،  على هذه  تعتمد  ل  �لتي  �لتر�بط(  )مثل خا�صية  ندر�ص �لخ�صائ�ص  �أن  نريد  ذلك،  ومع 
�لخ�صائ�ص �لبنيوية لـِ G وH �صتكون هي نف�صها �إذ� ��صتطعنا �إعادة ت�صمية �لروؤو�ص في G با�صتخد�م �لروؤو�ص 
في H. وهكذ�، فاإن G �صوف ي�صبح H. ونعل �لتعريف م�صبوطًا للبيانات �لب�صيطة، لحظ �أنّ �إعادة �لت�صمية 
هي د�لة من G(V) �إلى )V(H، بحيث يحدّد كلّ عن�صر في )V(H لعن�صر و�حد في )V(G. لذلك نقرنهما 
 في �صورة �أزو�ج، وتكون مثل هذه �لد�لة مقابلة و�حدً� لو�حد (one-to-one correspondence)، �أو تناظرً�

 (bijection) )�نظر �لملحق A(. وعندما نقول: نقلب �إعادة �لت�صمية  G �إلى H، فاإنّ هذ� يماثل قولنا �إنّ 
تناظر �لروؤو�ص يحافظ على علاقة �لتجاور. 

تناظر هو   H �لب�صيط  �لبيان  �إلى   G �لب�صيط  �لبيان  من   (isomorphism) �لت�صاكل  تعريف.   .20.1.1 
�إنّ ونقول   ،f(u) f(v) ∈ E (H) �إذ�  وفقط  �إذ�   uv ∈ E(G) بحيث   f : V(G) → V(H)    

 .H إلى� G جِدَ ت�صاكل من  ” G ي�صاكل ” isomorphic to H . ونكتب G ≅ H، �إذ� وُج

�لد�لةّ عرّف  روؤو�ص،  �أربعة  على  م�صار�ن  هما  �أدناه  �لمر�صومان   H و   G �لبيانان  مثال.   .21.1.1 
 f : V(G) → V(H)  كما ياأتي: f (w) = a ، f (x) = d ، f (y) = b ، f (z) = c. لنبين �أنّ f  هو ت�صاكل، نفح�ص 
�لترتيب  �ل�صفوف في  بو�صع   A(G) �إعادة كتابة  �أنّ  �لأ�صلاع. لحظ  �لأ�صلاع وغير  �إذ� كان f يحافظ على   ما 

ح �أدناه، وهذ� يوؤكد �أن f ت�صاكل. w, y, z, x، وكذلك �لأعمدة بهذ� �لترتيب، يعطي A(H) كما هو مو�صّ

■ ت�صاكل �آخر ير�صل  w, x, y, z �إلى c, b, d, a على �لترتيب.   
                 

w
x
y
z

w
0
1
0
0

x
1
0
1
0

y
0
1
0
1

z
0
0
1
0

a
b
c
d

a
0
0
0
1

b
0
0
1
1

c
0
1
0
0

d
1
1
0
0

w
x
y
z

w
0
0
0
1

y
0
0
1
1

z
0
1
0
0

x
1
1
0
0

w y

x z

c d

a

HG

b

             
 
 

  
       

 

w
x
y
z

x

y ze

d
c

w

a

b
w
0
1
1
0

x
1
0
2
0

y
1
2
0
1

z
0
0
1
0

w
x
y
z

a
1
1
0
0

b
1
0
1
0

c
0
1
1
0

d
0
1
1
0

e
0
0
1
1

G M(G)A(G)

HE_Graph_CH01_8th_Draft_01.indd   7 2/18/2014   5:12:19 PM



الفصل 1     مفاهيم أساسية8

22.1.1. ملاحظة: �إيجاد �لت�صاكلات. كما �قترح في �لمثال 21.1.1، فاإن عر�ص م�صفوفتي �لتجاور مع ترتيب 
�لروؤو�ص بحيث تتطابق �لم�صفوفتان، هي طريقة لثبات �أنّ �لبيانين مت�صاكلان، �إ�صافة �إلى �أنّ تطبيق �لتبديلة σ على 
كل من �صفوف �لم�صفوفة )A(G و�أعمدتها له تاأثير �إعادة ترتيب روؤو�ص G. و�إذ� كانت �لم�صفوفة �لجديدة ت�صاوي 
)A(H، فاإن �لتبديلة تعطي ت�صاكلًا، ومن �لممكن �لتحقق من �لمحافظة على علاقة �لتجاور دون كتابة �لم�صفوفات. 
  vيجب �أن تمتلك خو��ص G من v للر�أ�ص H فاإن �ل�صورة في ،H إلى� G لكي يكون تناظر �لروؤو�ص ت�صاكلًا من
نف�صها في G. فعلى �صبيل �لمثال، يجب �أن تكون لهما �لدرجة نف�صها.                                                                   ■

�أن يعمم تعريف �لت�صاكل �إلى بيانات لها عرى  *ملاحظة: ت�صاكل للبيانات غير �لب�صيطة، يمكن   .23.1.1
و�أ�صلاع متكررة، ولكن �لتعبير �لدقيق يحتاج �إلى لغة �لتعريف 2.1.1.

 ،E)H( إلى� E)G(و V)H( إلى� V)G( تر�صل f د�لة تناظر H إلى� G من )isomorphism( لت�صاكل�
 .f)v( و f)u( نقطتاه �لطرفيتان H إلى �صلع في� v و u نقطتيه �لطرفيتين G بحيث يُجر�صل كل �صلع في

لحظ �أنّ هذه �ل�صفة �لتقنية ل تهمنا؛ لأننا �صندر�ص �لت�صاكلات في �صياق �لبيانات �لب�صيطة فقط.                      ■ 
بما �أنّ H مت�صاكل مع G عندما يكون G مت�صاكلًا مع H، فغالبًا ما نقول �إن ”G و H مت�صاكلان“ )نعني 
�أحدهما للاآخر(؛ حيث  �إنّ �ل�صفة ”ت�صاكل” تطبق فقط على �أزو�ج من �لبيانات؛ فقولنا ”G مت�صاكل“  ل معنى 
له؛ )لأننا �صن�صاأل بعد ذلك: ”مت�صاكل مع ماذ�؟“(. وبالمثل، فمن �لممكن �أن نقول �إن مجموعة من �لبيانات تكون 
“هذه �لمجموعة من �لبيانات  “)ماأخوذة �ثنين �ثنين في �لوقت نف�صه(، ولكنّ �لقول باأن  “مت�صاكلة زوجًا زوجًا 

مت�صاكلة” لي�ص له معنى. 
�لتكافوؤ  وعلاقة   ،S من  �لمرتبة  �لأزو�ج  �أنّها جمع من  على   S �لمجموعة  على   )relation( لعلاقة� تعرّف 
)equivalence relation( علاقة منعك�صة، ومتماثلة، ومتعدية )�نظر �لملحق A(، فعلى �صبيل �لمثال: علاقة 
�لتجاور على مجموعة �لروؤو�ص لبيان ما متماثلة، ولكنها لي�صت منعك�صة، ونادرً� ما تكون متعدية. من جانب �آخر، 
فاإن علاقة �لت�صاكل )isomorphism relation(، من �لأزو�ج �لمرتّبة )G, H(، بحيث يكون G مت�صاكلًا مع 

H، ويحقق �لخو��ص �لثلاث جميعها. 

24.1.1. ق�ضية: علاقة �لت�صاكل على �أيّ مجموعة من �لبيانات )�لب�صيطة(، تكون علاقة تكافوؤ. 
 .G ≅ G  ّإلى نف�صها. وعليه فاإن� G هو ت�صاكل من V(G) الإثبات: خا�صية �لنعكا�ص. �لتبديل �لمحايد على

 ،G إلى� H هو ت�صاكل من  f -1 ّفاإن ،H إلى� G ت�صاكلًا من f : V)G( → V)H(  خا�صية �لتماثل �إذ� كان
لأنّ �لعبارة ”)G(uv ∈ E �إذ� وفقط �إذ� )u( f )v(∈ E)H( f“ توؤدي �إلى �أنّ  ”)xy ∈ E)H �إذ� وفقط 

.H ≅ G يوؤدي �إلى G ≅ H ،�وهكذ .“f  -1)x( f  -1)y(∈ E)H( �إذ�
�أنّ لحظ  ت�صاكلان،   g: V)G( → V)H( و    f: V)F( → V)G( �أنّ  �فّر�ص  �لتعدي.  خا�صية    
�إذ� وفقط  �إذ�   xy ∈ E)G(ا و�أي�صً  ،”f)u( f)v(∈ E)G(�إذ� وفقط  �إذ�   uv ∈ E)F(   
بحيث  ،uv ∈ E)F(أن ند� ن�صتطيع   xy ∈ E )G( ّفلكل ت�صاكل،    f �أنّ  "“)g)x(g)y(∈ E )H، بما 

  u(=x(f و y=)v(f، وهذ� يوؤدي �إلى �أنّ )F(uv ∈ E �إذ� وفقط �إذ� )g)f)u(( g)f)v(( ∈ E )H”(؛ 
معًا  G ≅ H و   ،F ≅ G �أنّ  �أثبتنا  نكون  وهكذ�   ،H �إلى   F من  ت�صاكل  هو   g o f �لتركيب  فاإنَّ  لذ�،    
■                                                                                                                                             .F ≅ H يوؤديان �إلى

علاقة �لتكافوؤ  تجزئ �لمجموعة �إلى �صفوف تكافوؤ؛ يحقق �لعن�صر�ن �لعلاقة �إذ� وفقط �إذ� كانا ينتميان �إلى 
�ل�صف  نف�صه.
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9 ما البيان ؟  1.1

25.1.1. تعريف. �صف �لت�صاكل  )Isomorphism class( للبيان، هو �صف تكافوؤ للبيانات تحت علاقة 
n من  �لم�صار�ت على  فاإن مجموعة  لذ�  �لروؤو�ص زوجًا زوجًا؛  n من  �لم�صار�ت على  �لت�صاكل، وتت�صاكل 

ت�صاكل.  �صف  ت�صكل  �لروؤو�ص 

لدينا  يكون   ،G �لبيان  مناق�صة  عند  �لت�صاكل.  و�صفوف  �لمو�صومة“  ”غير  �لبيانات  26.1.1. ملاحظة: 
وتكون   ،G مع  مت�صاكل  بيان  كل  على  ا  �أي�صً تُجطبّق  �لبنيوية  تعليقاتنا  لكن  �لروؤو�ص،  من  ثابتة  مجموعة 
”�لبيانات غير  �لر�صمي  �لتعبير غير  ن�صتخدم  وهكذ�،  �لروؤو�ص.  )�أو�صمة(  �أ�صماء  عن  م�صتقلة  ��صتنتاجاتنا 
�لمو�صومة“ ليعني �صف �لت�صاكل للبيانات. عندما نر�صم بيانًا، فاإنّ روؤو�صه ت�صمى بمو�قعها �لفيزيائية، حتى لو 
لم نعطها �أ�صماء �أخرى. لذ� فاإنّ ر�صم �لبيان يكون ع�صوً� في �صفه �لت�صاكلي، وندعوه بيانًا فقط، وعندما نعيد ر�صم 
بيان لإظهار بع�ص �أوجهه �لبنيوية فاإننا نختار �أن�صب ع�صو في �صف �لت�صاكل، ونبقى نناق�ص ”�لبيان غير �لمو�صوم“ 
■ نف�صه.  

�لمهمّة، وحيث  �لت�صاكلات  �أ�صماء ورموزً� ل�صفوف  ن�صتعمل  �أن  �لبيانات، فمن �لمنا�صب  بنية  نناق�ص  حينما 
يجب �أن تكون هنالك مرونة في �لرجوع �إلى �صف �لت�صاكل �أو لأيّ عن�صر يمثّله.

 ،Cn و   Pn بالرمزين  �لروؤو�ص  n من  �أو �لحلقة على  �لمو�صوم(  �لم�صار )غير  �إلى  27.1.1. تعريف. يرمز 
 (complete graph) من �لروؤو�ص. ونعرّف �لبيان �لتام n n هي حلقة على  على �لترتيب؛ و�لحلقة- 
 n على  �لمو�صوم(  )غير  �لتام  �لبيان  �إلى  ويرمز  زوجًا؛  زوجًا  متجاورة  روؤو�صه  ب�صيط،  بيان  �أنه  على 
�لتام (complete bipartite graph) �أو �لثنائي  �لثنائي �لفرع  �لبيان  �لروؤو�ص بالرمز Kn، �أمّا  من 
متجاورين  فيه  ر�أ�صين  �أيّ  يكون  بحيث  ب�صيط،  �لفرع  ثنائي  �أنه بيان  �لع�صبة (biclique) فيعرّف على 
 ،s و   r �لمجموعتين  حجم  يكون  وعندما  مختلفة.  )جزئية(  مجز�أة  مجموعات  في  كانا  �إذ�  وفقط  �إذ� 

�لثنائية )غير �لمو�صومة(. �لرمز Kr,s للع�صبة  ن�صتخدم  فاإننا 

K5 K2,3

28.1.1. *ملاحظة: عّرفنا �لبيان �لتام بو�صفه بيانًا روؤو�صه متجاورة زوجًا زوجًا، �أمّا �لع�صبة فهي مجموعة 
�لموؤلفين �لم�صطلحين ب�صورة متبادلة، ولكن  �لكثير من  ي�صتعمل  �لبيان. حيث  �لروؤو�ص �لمتجاورة زوجًا زوجًا في 

�لختلاف ي�صمح لنا بمناق�صة �لع�صب با�صتخد�م لغة �لمجموعات �لم�صتقلة نف�صها. 

�لبديل  �ل�صم  �إن  �لتام“.  �لفرع  �لثنائي  ”�لبيان  لنخت�صر  ”ع�صبة“  بب�صاطة  ن�صتخدم  �لفرع،  ثنائي  �إطار  في 
■ ا بوجه عام )�لتمرين 1(.  ”ثنائي �لع�صبة“ هو تذكير باأن �لبيان �لثنائي �لفرع �لتام ل يكون بيانًا تامًّ
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الفصل 1     مفاهيم أساسية10

29.1.1. ملاحظة. بيان باأيّ ��صم �آخر ... عندما ن�صمي بيانًا دون ت�صمية روؤو�صه فاإننا نعني �صفة �لت�صاكل 
 G” ونقول( H مت�صاكلة مع G وهذ� يعني �أنّ بع�ص �لبيانات �لجزئية من “G بيان جزئي من H” ،غالبًا. تقنيًّا
يحوي ن�صخة من H“(. وهكذ�، فاإنّ C3 بيان جزئي من K5 )كلّ بيان تام على 5 روؤو�ص له 10 بيانات جزئية 

                                                                       .K2, 3 لكن لي�ص مع )C3 مت�صاكلة مع
م�صاكلًا لحلقة على   G كان  �إذ�  فيما  �ل�صوؤ�ل  يعني   ،Cn ”هو“   G كان  �إذ�  فيما  �ل�صوؤ�ل  فاإنّ  م�صابهة،   ب�صورة 
n من �لروؤو�ص.                                                                                                                                                       ■

دد بعلاقة �لتجاور. وعليه، تحفظ بالت�صاكل. لحظ �أننا ن�صتطيع �إثبات  �إنّ �لخ�صائ�ص �لبنيوية لبيان ما تحُج
�أن G و H غير مت�صاكلين باإيجاد خا�صية بنيوية يختلفان فيها. فاإذ� �ختلفا في عدد �لأ�صلاع، �أو �لبيانات �لجزئية، 

�أو �لمتممات، �إلخ، فلا يمكن �أن يكونا مت�صاكلين.
 من جهة �أخرى، فح�ص بع�ص �لخ�صائ�ص �لبنيوية وت�صابهها ل يوؤدي �إلى �أنّ  G مت�صاكل مع H. لإثبات �أن

 G ≅ H، يجب �أن ند د�لة تناظر f: V(G) → V(H) بحيث تحافظ على علاقة �لتجاور. 

لي�صت  �لبيانات  ولكن  متر�بطة،  �أ�صلاع  وت�صعة  روؤو�ص،  �صتة  �أدناه  بيان  لكل  ل؟  �أم  مت�صاكلة  مثال.   .30.1.1
مت�صاكلة زوجًا زوجًا. 

لإثبات �أنّ  G1 ≅ G2، نعطي �أ�صماء للروؤو�ص، ونعيّن د�لة تناظر، ونختبر محافظتها على علاقة �لتجاور. كما 
 G1 إلى 1،3،5،2،4،6 على �لترتيب، هو ت�صاكل من� u, v, w, x, y, z هو مو�صوم �أدناه، فاإنّ �لتناظر �لذي ير�صل

�إلى G2. و�لد�لة �لتي تر�صل u, v, w, x, y, z �إلى 6،4،2،1،3،5، على �لترتيب، هي ت�صاكل �آخر.
 ،K3 كذلك يحوي G3 لبيان� ،)G4 كما في( K3،3 لثنائي �لفرع هما ر�صمان لـ� G2 و G1 لحظ �أنّ كلاًّ من

لذلك فاإنّ روؤو�صه ل تتجّز�أ �إلى مجموعتين م�صتقلتين. وعليه، فاإنّ G3 ل يكون مت�صاكلًا مع �لبقية. 
 H و G ن�صتطيع في بع�ص �لأحيان �أن نفح�ص �لت�صاكل �صريعًا با�صتخد�م �لمتممات، ويكون �لبيانان �لب�صيطان
مت�صاكلين �إذ� وفقط �إذ� كانت متمّماتهما مت�صاكلة )�لتمرين 4(. هنا G4، G2، G1، جميعها تتكوّن من حلقتين 

منف�صلتين على 3 روؤو�ص، وهي غير متر�بطة، �أمّا G3 فهي حلقة على 6  روؤو�ص، وهي متر�بطة.

G1 G2 G3 G4

1

25

6

34

u v w

x y z

من   n حجمها  مجموعة  من  ر�أ�صين  نختار  عندما  �لروؤو�ص،  من   n ذو�ت  �لأ�صكال  عدد  مثال.   .31.1.1
�أن نختار و�حدً� ثم نختار �لآخر ولكن ل تهتم بالترتيب، وهكذ� يكون عدد طرق �لختيار هو  �لروؤو�ص ن�صتطيع 
 .)n choose k( “ k فوق n” ويقر�أ ،)n

k( عن�صر هو n من �لعنا�صر من k لرمز لعدد طرق �ختيار�( (n(n-1)/2(
.A ؛ وللمزيد من �لمعلومات؛ �نظر �لملحق)binomial coefficients( وت�صمى هذه �لأعد�د معاملات ذ�ت �لحدين
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11 ما البيان ؟  1.1

في �لبيان �لب�صيط على مجموعة �لروؤو�ص X ذ�ت �لحجم n، لحظ �أنّ كلّ زوج من �لروؤو�ص يمكن �أن ي�صكل �أو ل ي�صكل 
 .2 ()n

2 �صلعًا، ف�صلًا عن �أنّ �ختيار كل زوج يعطي و�صفًا للبيان. لذلك فاإنّ عدد �لبيانات �لب�صيطة مع مجموعة �لروؤو�ص X هو
فعلى �صبيل �لمثال، يوجد 64 بيانًا ب�صيطًا على مجموعة ثابتة تحوي �أربعة روؤو�ص، وت�صكل هذه �لبيانات 11 �صف 
ت�صاكل فقط. وفي �لر�صم �أدناه، تظهر �ل�صفوف في �صورة �أزو�ج متتامة؛ لحظ �أن P4 فقط يت�صاكل مع متممته، 
و�أنّ ل�صفوف �لت�صاكلات �أحجامًا مختلفة، لذلك ل ن�صتطيع عدّ �صفوف �لت�صاكلات للبيانات �لب�صيطة على n ر�أ�صًا 
■ بتق�صيم على حجم �ل�صف. 

 )Decomposition and Special Graphs( التفكيك والبيانات الخاصة

�لمثال  p4 ≅ p4 يقترح عائلة من م�صائل �لبيانات. 
�إذ� كان مت�صاكلًا مع متممته.   )self – complementary( 32.1.1. تعريف. يكون �لبيان ذ�تي �لتتام
ويعرف تفكيك )decomposition( �لبيان على �أنه قائمة من �لبيانات �لجزئية، بحيث يظهر كل �صلع 

مرة و�حدة بال�صبط في �إحدى �لبيانات �لجزئية في �لقائمة. 

.H تفكيك يتكوّن من ن�صختين من Kn ِجد لـ يكون �لبيان H على n ر�أ�صًا ذ�تي �لتتام �إذ� وفقط �إذ� وُج

33.1.1. مثال. ن�صتطيع �أن نحلل K5 �إلى حلقتين من �لدرجة 5. وعليه، تكون �لحلقة من �لدرجة 5 ذ�تية �لتتام. 
وكل بيان له n ر�أ�صًا، ومتممته يفككان Kn. وكذلك فاإنّ K1،n-1 و Kn-1 يفككان Kn، وذلك على �لرغم من �أنّ �أحد 
P3. وتاأخذ  K4 با�صتخد�م ثلاث ن�صخ من  لِـ  �أدناه تفكيكًا  �لبيانين �لجزئيين يحذف ر�أ�صًا. ونعر�ص في �ليمين في 
■ �لتمارين 31 – 39 تفكيك �لبيانات في �لح�صبان. 

                                             

             
                      

نظرية  في  �أ�صا�صيًّا  �صوؤ�لً   K3 من  ن�صخ  �إلى  تتفكك  �لتامة  �لبيانات  �أي  حول  �ل�صوؤ�ل  يعدّ  *مثال.   .34.1.1
�لت�صاميم �لتو�فقية )theory of combinatorial designs(. ونقترح على �لي�صار �أدناه تفكيكًا لـِ K7، حيث �إنّ 

تدوير �لمثلث على �صبعة مو�قع ي�صتخدم كل �صلع مرة و�حدة بال�صبط. 
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الفصل 1     مفاهيم أساسية12

�إنّ و�صع ر�أ�ص و�حد في �لمركز ي�صنف �لأ�صلاع �إلى ثلاثة   .P4 K6 �إلى ن�صخ من  لـِ  ونقترح على �ليمين تفكيكًا 
و�لأ�صلاع  �لروؤو�ص،  هذه  من  روؤو�ص   5 على  �لد�خلية  و�لحلقة  روؤو�ص،   5 على  �لخارجية  �لحلقة  هي:  �أنو�ع 
نوع؛  و�حدً� من كل  ي�صتخدم �صلعًا  �لتفكيك  روؤو�ص في   4 �أنّ كل م�صار على  �لمركزي. لحظ  بالر�أ�ص  �لمرتبطة 
■ وندور �ل�صورة لنح�صل على �لم�صار �لتالي. 

 ننظر �إلى �أيّ ن�صخة من K3 ب�صفتها مثلثًا، ومن �لمنا�صب �إعطاء �أ�صماء مخت�صرة للبيانات �لتي تتكرر في مناق�صاتنا 
كثيًر�. 

35.1.1. مثال. بيان معر�ص �لوحو�ص )The graph menagerie(. �إن ��صم )�ل�صم �لجذ�ب( �لبيان عادة 
ا مثل هذه �لأ�صماء لأيّ ر�صوم �أخرى للبيان، وعليه تكون �أف�صل روؤية  ما ياأتي من ر�صم �لبيان؛ حيث ن�صتخدم �أي�صً

كا�صم ل�صف �لت�صاكل. وقد �أعطينا �ل�صكل �أدناه �أ�صماءً لبع�ص �لبيانات �لتي لها على �لأكثر خم�صة روؤو�ص. 

وفي   ،(K1,3) (claw) و�لمخلب   ،(K3) (triangle) �لمثلث  هي  �لبيانات  هذه  بين  من  �أهمية  �لأكثر  �لبيانات 
�لأخرى  �لبيانات  �أما  (kite) (K4 – e)؛  �لورقية  و�لطائرة   (paw) (K1,3+e) �لكف  نناق�ص  �لأحيان  بع�ص 
 ،P5 تمّمة  �لمنزل هي فتظهر بتكر�ر �أقل، لحظ �أنّ متممات �لبيانات �لموجودة في �ل�صف �لأول غير متر�بطة، فمُج
■ ومتمّمة �لثور (bull) هي نف�صها، وي�صاأل �لتمرين 39:  �أيّ هذه �لبيانات يمكن ��صتخد�مه لتفكيك K6؟ 

triangle claw paw kite

house bull bowtie dart

مثلث

بيت

مخلب �لكف طائرة ورقية

ر�أ�ص ثورربطة عنق�صهم

لكي نفكّك H �إلى ن�صخ من G، يجب �أن يكون عدد �لأ�صلاع في G يق�صم عدد �لأ�صلاع في H. وهذ� غير 
.(K4–e) ل تتفكك �إلى ن�صختين من �لطائرة �لورقية K5 ّكافٍ؛ لأن
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13 ما البيان ؟  1.1

روؤو�صه مجموعات  تكون  �لذي  �لب�صيط  �لبيان  36.1.1. تعريف. بيان بيتر�صون (Petersen graph) هو 
�لمجموعات  �أزو�ج  �أ�صلاعه  تكون  حين  في  �لعنا�صر،  خما�صية  مجموعة  من  �لعنا�صر  ثنائية  جزئية 

�لمنف�صلة. �لعنا�صر  �لثنائية  �لجزئية 
12

3445 13
35

52

24
41

5123

� في كثير من �لأحيان لدرجة �أنه  ر�صمنا في �لأعلى بيان بيتر�صون بثلاث طرق، �إذ �إنّ هذ� �لبيان مفيد جدًّ
�صَ كتابٌ باأكمله له (Holton-Sheehan [1993])، وعلاوة على �أنّ خ�صائ�صه ت�صتنبط من علاقة �لتجاور  ّ �صِ خُج

�لتي ��صتخدمت بو�صفها تعريفًا له.

مجموعة  ب�صفتها   {1، 2، 3، 4، 5} = [5] با�صتخد�منا  بيتر�صون.  بيان  )بنية(  تركيب  مثال.   .37.1.1
34 منف�صلان، لهذ� تكون هذه  و   12 �أنّ  �أو ba، وبما   ،ab خما�صية �لعنا�صر، نكتب �لزوج {a, b} في �صورة 
�لروؤو�ص متجاورة عند ت�صكيل �لبيان، �أمّا 12 و23 فلي�صا كذلك. لحظ �أنه لكل مجموعة ثنائية ab، هنالك ثلاث 

طرق لختيار مجموعة ثنائية �لعنا�صر من �لعنا�صر �لثلاثة �لمتبقية في [5]. لذلك فاإنّ درجة كل ر�أ�ص 3. 
هاتين  في  �لروؤو�ص  لربط  �أ�صلاع  �إلى  �إ�صافة  روؤو�ص   5 على  منف�صلتين  حلقتين  من  بيتر�صون  بيان  يتكوّن 
�لحلقتين. ومن تعريف خا�صية �لنف�صال، ند �أنّ 12، 34، 51، 23، 45 على �لترتيب، هي روؤو�ص لحلقة على 
ا �أن 13 يكون متجاورً� مع  5 روؤو�ص، وبطريقة م�صابهة ت�صبط بقية �لروؤو�ص 13، 52، 41، 35، 24. لحظ �أي�صً

45 في حين يكون 52 متجاورً� مع 34، وهكذ� دو�ليك، كما هو مبيّن على �لي�صار في �لأعلى. 

ن�صتخدم هذ� �ل�صم حتى عندما ل نعيّن عناوين �لروؤو�ص؛ وفي �لأ�صا�ص، ن�صتخدم ”بيان بيتر�صون“ بو�صفه ��صمًا 
بيان  كل  في  �لروؤو�ص  ن�صمي  �أن  فيكفي  زوجًا،  زوجًا  معًا  مت�صاكلة  �لأعلى  في  �لبيانات  �أنّ  ولنبيّن  ت�صاكل.  ل�صف 
 با�صتخد�م مجموعات فرعية ثنائية �لعنا�صر من [5]، وحيث تكون علاقة �لتجاور في كل حالة هي خا�صية �لنف�صال

                  ■  )تمرين 24(. 

38.1.1. ق�ضية. �إذ� كان هنالك ر�أ�صان غير متجاورين في بيان بيتر�صون فاإنه يوجد لهما بال�صبط جار م�صترك و�حد 
فقط. 

 ،3 S ي�صاوي  الإثبات: �لروؤو�ص غير �لمتجاورة مجموعات ثنائية تت�صارك في عن�صر و�حد؛ وحجم �تحادهما 
�إ�صافة �إلى �أنّ �لر�أ�ص �لمجاور لهما هو مجموعة ثنائية منف�صلة عن كليهما، وبما �أننا نختار �لمجموعات �لثنائية 
■  .S من { 5 ،4 ،3 ،2 ،1}، فتوجد مجموعة ثنائية و�حدة بال�صبط منف�صلة عن
39.1.1. تعريف. نُجعرّف �لخ�صر (girth) للبيان �لذي يمتلك حلقة على �أنه طول �أق�صر حلقة في هذ� �لبيان، 

�أما �لبيان �لذي لي�ص فيه حلقات فيكون خ�صره ل نهائيًّا. 

40.1.1. نتيجة. خ�صر بيان بيتر�صون ي�صاوي 5.
�أن لحظ  ر�أ�صين،  على  حلقة  ول  و�حد  ر�أ�ص  على  حلقة  له  لي�ص  ولذلك،  ب�صيط.  �لبيان  هذ�   الثبات: 
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الفصل 1     مفاهيم أساسية14

يمكن  ل  وهذ�  زوجًا،  زوجًا  �لمنف�صلة  �لثنائية  �لمجموعات  من  �أزو�ج  ثلاثة  تتطلب  روؤو�ص  ثلاثة  على  �لحلقة 
روؤو�صًا  تتطلب  روؤو�ص  ثلاثة  على  حلقة  غياب  في  روؤو�ص  �أربعة  على  �لحلقة  �أنّ  لحظ  عنا�صر،   5 بين  حدوثه 
�أنّ �لروؤو�ص: 38.1.1. وفي �لنهاية، ند   غير متجاورة مع ر�أ�صين جارين م�صتركين، وهذ� ما تمنعه �لق�صية 
 12، 34، 51، 23، 45 تعطينا حلقة خما�صية، وبذلك يكون �لخ�صر 5.                                                                                    ■
تولّد تبديلة على �لمجموعات  �إنّ كلّ تبديلة من {5 ،4 ،3 ،2 ،1}  �إن بيان بيتر�صون متماثل ب�صدة؛ حيث 
�لجزئية �لثنائية، وتحافظ على علاقة خا�صية �لنف�صال. وعليه، فيوجد على �لأقل 5! = 120 ت�صاكلًا من بيان 

بيتر�صون �إلى نف�صه، ويوؤكد �لتمرين 43 �أنه ل يوجد غيرها.

41.1.1.* تعريف. �لت�صاكل �لذ�تي )Automorphism( للبيان G، هو ت�صاكل من G �إلى G. يكون �لبيان 
 .v إلى� u ت�صاكل ذ�تي ير�صل u,v ∈ V)G( إذ� وُججد لكلّ زوج� )Vertex–transitive( متعدّي �لروؤو�ص G
 A)G( لتي يمكن تطبيقها على كلّ من �صفوف� V)G( ِهي �لتباديل لـ G لحظ �أنّ �لت�صاكلات �لذ�تية لـِ 

 .A)G( و�أعمدتها دون �أن تغيّر

 42.1.1.* مثال. �لت�صاكلات �لذ�تية. ليكن G هو �لم�صار على مجموعة �لروؤو�ص {1،2،3،4} ومجموعة �لأ�صلاع
{34 ،23 ،12}. يوجد لهذ� �لبيان ت�صاكلان ذ�تيان، هما: �لتبديل �لمحايد و�لتبديل �لذي يبدل 1 مع 4 ويبدل 2 
ا لـِ G، وذلك على �لرغم من �أنّ G يت�صاكل مع �لبيان  مع 3، ولحظ �أنّ تبادل �لروؤو�ص 1 و 2 ل ي�صكل ت�صاكلًا ذ�تيًّ
�لذي تكون مجموعة روؤو�صه  {4 ،3 ،2 ،1} ومجموعة �أ�صلاعه {34 ،13 ،21}.  ولحظ في �لبيان Kr,s، �أنّ 
 تبديل �لروؤو�ص في �إحدى �لمجموعات �لمجز�أة، ل يغيّر م�صفوفة �لتجاور؛ وهذ� يعطي r!s! ت�صاكلًا، وعندما يكون

 .Kt,t  ِ2   ت�صاكلًا لـ)t !(2 فاإننا ن�صتطيع �أن نُجبادل �لمجموعات �لمجز�أة؛ ولحظ �أنه يوجد ،r = s 
يكون �لبيان �لثنائي �لع�صبة Kr,s متعدّي �لروؤو�ص �إذ� وفقط �إذ� كان r=s. و�إذ� كان n > 2، فاإن Pn ل يكون متعدي 
ا �أنّ بيان بيتر�صون متعدّي �لروؤو�ص.                        ■ �لروؤو�ص، ولكن كل حلقة تكون متعدية �لروؤو�ص. لحظ �أي�صً

في �لبيان متعدّي �لروؤو�ص، ن�صتطيع �أن نثبت عبارة ما حول كلّ ر�أ�ص باإثبات تلك �لعبارة لر�أ�ص و�حد؛ لأن هذه 
ا“ عند كل ر�أ�صّ. �لخا�صية ت�صمن �أنّ �لبيان ”ي�صبه بع�صه بع�صً

)Exercises( تمارين
عمومًا، لحظ �أنّ حلول �لم�صائل يتطلب كتابة تعليل و��صح في جمل مفيدة، ولحظ كذلك �أنّ �لعلامات على 

�لم�صائل لها �لمعاني �لآتية: 
”)-(“ = �لأ�صهل �أو �لأق�صر من �لمعظم. 
”)+(“ = �لأ�صعب �أو �لأطول من �لمعظم.

”)!(“  = لها فائدة خا�صة �أو تمرين تثقيفي وتعليمي. 
”)*(“ = ي�صمل مفاهيم معينة �ختيارية في �ل�صياق. 

تبد�أ تمارين �لدرو�ص من �لم�صائل �لأب�صط لفح�ص �لفهم، وتنتهي مع خط من �لنقاط. �أما �لم�صائل �لمتبقية، فتتبع 
�لترتيب �لموجود في �لن�ص.

1.1.1. )-( حدّد �أيّ �لبيانات �لثنائية �لفرع �لتامة هي بيانات تامة. 

HE_Graph_CH01_8th_Draft_01.indd   14 2/18/2014   5:12:21 PM



15 ما البيان ؟  1.1

2.1.1. )-( �كتب �لحتمالت �لممكنة جميعها لم�صفوفات �لتجاور، وم�صفوفات �لوقوع للم�صار�ت �لتي لها ثلاثة 
روؤو�ص. و�كتب كذلك م�صفوفة تجاور لم�صار له �صتة روؤو�ص، ولحلقة لها �صتة روؤو�ص. 

 .Km,n ِ3.1.1. )-( با�صتخد�م �لقو�لب �لم�صتطيلة �لتي تكون مدخلاتها جميعها مت�صاوية، �كتب م�صفوفة �لتجاور لـ
.G ≅ H  إذ� وفقط �إذ� كان� G ≅ H ّ4.1.1. )-( من تعريف �لت�صاكل، �أثبت �أن

5.1.1. )-( �أثبت �أو �نق�ص ما ياأتي: �إذ� كانت درجة كلّ ر�أ�ص في بيان ب�صيط G ت�صاوي 2، فاإنّ G يكون حلقة. 
.P4 6.1.1. )-( بين ما �إذ� كان �لبيان �لمر�صوم �أدناه يتفكّك �إلى ن�صخ من

7.1.1. )-( �أثبت �أنّ �لبيان �لذي له �أكثر من �صتة روؤو�ص ذ�ت درجة فردية، ل يمكن �أن يتفكك �إلى ثلاثة م�صار�ت.
8.1.1. )-( �أثبت �أنّ �لبيان على 8 من �لروؤو�ص �لموجود على �لي�صار �أدناه، يتفكك �إلى ن�صخ من K1،3، وكذلك 

.P4 إلى ن�صخ من�

9.1.1. )-( �أثبت �أن �لبيان عن �ليمين �أعلاه مت�صاكل مع متمّمة �لبيان عن �لي�صار.

10.1.1. )-( �أثبت �أو �نق�ص ما ياأتي: يجب �أن تكون متمّمة �لبيان �لب�صيط غير �لمتر�بط بيانًا متر�بطًا. 
●           ●           ●           ●           ●

11.1.1. حدّد �أكبر حجم لكلّ من ع�صبة وحجم لمجموعة م�صتقلة في �لبيان �أدناه.

12.1.1. حدّد ما �إذ� كان بيان بيتر�صون ثنائي �لفرع، وجد حجم �أكبر مجموعة م�صتقلة لهذ� �لبيان. 

13.1.1. ليكن G �لبيان �لذي تكون مجموعة روؤو�صه هي �لمرتّبات من �لدرجة k و�إحد�ثياتها ماأخوذة من �لمجموعة 
{0،1}، بحيث �إنّ x يجاور y عندما يختلفان في موقع و�حد بال�صبط. حدّد ما �إذ� كان G بيانًا ثنائي �لفرع. 

14.1.1. )!( �أثبت �أنّ �إز�لة �لزو�يا �لمربّعة �لمائلة من لوحة �لفاح�ص �لتي حجمها 8 في 8 تترك لوحة جزئية، ل يمكن 
تجزئتها �إلى م�صتطيلات من �لحجم 1×2 و 2×1. وبا�صتخد�م �لتعليل نف�صه، جد عبارة عامة حول �لبيانات 

�لثنائية �لفرع جميعها.
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الفصل 1     مفاهيم أساسية16

15.1.1. خذ �لعائلات �لأربع للبيانات �لآتية في �لح�صبان:

زوج من هذه  D = {بيانات ثنائية �لفرع}. لكلّ   A = {م�صار�ت}،  B ={حلقات}،  C = {بيانات تامة}  
عائلتين.  �إلى  تنتمي  �لتي  للبيانات  جميعها  �لت�صاكلات  �صفوف  حدّد  �لعائلات، 

16.1.1. حدّد ما �إذ� كان �لبيانان �أدناه مت�صاكلين.

17.1.1. حدّد عدد �صفوف �لت�صاكل للبيانات �لب�صيطة �لتي لها �صبعة روؤو�ص، بحيث تكون درجة كل ر�أ�ص 4.
18.1.1. حدّد �أيّ �أزو�ج �لبيانات �لمر�صومة �أدناه مت�صاكلة؟

d c v z θ α

ε δ

β

γ

η

ζ

u y

t x

s wa b

f

g

e

h

19.1.1. حدد �أيّ �أزو�ج �لبيانات �أدناه مت�صاكلة؟ 

20.1.1. حدد �أيّ �أزو�ج �لبيانات �لمر�صومة �أدناه مت�صاكلة؟ 

21.1.1. حدّد ما �إذ� كان �لبيانان �أدناه ثنائيي �لفرع، وما �إذ� كانا مت�صاكلين. )�لبيان �لموجود على �لي�صار يظهر 
.)[1990] Wilson – Watkins على غلاف
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17 ما البيان ؟  1.1

22.1.1. )!( حدّد �أيّ �أزو�ج �لبيانات �لمر�صومة �أدناه تكون مت�صاكلة، و�عر�ص �لإثبات باختبار �أقل عدد ممكن من �لأزو�ج.

23.1.1. في كلّ �صف �أدناه، حدّد �أقلّ عدد ممكن n بحيث توجد بيانات غير مت�صاكلة لها n من �لرووؤ�ص، ولها 
�لقائمة نف�صها من درجات �لروؤو�ص: 

�أ( �لبيانات جميعها.                ب( �لبيانات �لتي ل تحوي عرًى.                ج( �لبيانات �لب�صيطة.
للفرع )ج(،  ت�صكل ثلاثية غير متناق�صة.  �لإجابات  فاإنّ  يليه،  �لذي  �ل�صف  كلّ �صف يحوي  �أنّ  )م�صاعدة: بما 

��صتخدم قائمة �صفوف �لت�صاكلات في �لمثال 31.1.1(
24.1.1. )!( �أثبت �أنّ �لبيانات �لمر�صومة �أدناه جميعها ر�صوم لبيان بيتر�صون )�لتعريف 36.1.1(. )م�صاعدة: 

��صتخدم تعريف خا�صية �لنف�صال للتجاور(

25.1.1. )!( �أثبت �أنه ل توجد لبيان بيتر�صون حلقة طولها 7.
26.1.1. )!( ليكن G بيانًا خ�صره 4، بحيث تكون درجة كلّ ر�أ�ص من روؤو�صه k. �أثبت �أنه يوجد لـِ G على �لأقل 

2k ر�أ�صًا، وحدّد مثل هذه �لبيانات جميعها �لتي لها 2k ر�أ�صًا بال�صبط.
27.1.1. )!( ليكن G بيانًا خ�صره 5. �أثبت �أنه �إذ� كانت درجة كلّ ر�أ�ص في G ت�صاوي k على �لأقل، فاإن لـِ G على 

�لأقلّ k2 + 1 ر�أ�صًا. وعندما k = 2 و k = 3، جد بيانًا و�حدً� له k2 + 1  ر�أ�صًا بال�صبط. 
 k تحوي {2،… ،2 ،1k+1} هي مجموعات جزئية من ،Ok إ نّ روؤو�ص �لبيان� .Ok 28.1.1. )+( �لبيان �لفردي
عن�صرً�، ويكون �لر�أ�صان متجاورين �إذ� وفقط �إذ� كانا مجموعتين منف�صلتين. لذلك، فاإنّ O2 هو بيان بيتر�صون. 

.k ≥ 3 هو 6 �إذ� كان Ok أثبت �أنّ خ�صر�
29.1.1. �أثبت �أنّ كل مجموعة من �صتة �أ�صخا�ص تحوي )على �لأقلّ( ثلاثة �أ�صخا�ص متعارفين تمامًا �أو ثلاثة �أ�صخا�ص 

غرباء تمامًا. 
30.1.1. ليكن G بيانًا ب�صيطًا له م�صفوفة �لتجاور A ، وم�صفوفة �لوقوع M. �أثبت �أنّ درجة Vi هي �لمدخلة i في 

قطر A2 وفي MMT. ماذ� تقول �لمدخلات في �لموقع )i , j( في A2 و MMT  عن G؟
31.1.1. )!( �أثبت �أنه يوجد بيان ذ�تي �لتتام على n من �لروؤو�ص، �إذ� وفقط �إذ� كانت n �أو n-1 تقبل �لق�صمة 
على 4. )م�صاعدة: عندما تقبل n �لق�صمة على 4، عمم بنية P4 بتق�صيم �لروؤو�ص �إلى �أربع مجموعات، و�إذ� كانت 

n ≡ 1 mod 4، فاأ�صف ر�أ�صًا للبيان �لمن�صاأ على  n – 1 من �لروؤو�ص(.
32.1.1. حدد �أي ثنائي �لع�صب يتفكك �إلى بيانين جزئيين مت�صاكلين؟
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.Cn إلى ن�صخ من� Kn فكّك ، n = 9 و ، n = 5 ، n = 7 ِ33.1.1. لـ
34.1.1. )!( فكّك بيان بيتر�صون �إلى ثلاثة بيانات جزئية متر�بطة بحيث تكون مت�صاكلة زوجًا زوجًا، وكذلك 

.P4 فكّكه �إلى ن�صخ من
35.1.1. )!( �أثبت �أنّ Kn يتفكّك �إلى ثلاثة بيانات جزئية مت�صاكلة زوجًا زوجًا، �إذ� وفقط �إذ� كان n+1 ل يقبل 
�لق�صمة على 3. )م�صاعدة: للحالة حيث n تقبل �لق�صمة على 3، ق�صم �لروؤو�ص �إلى ثلاث مجموعات مت�صاوية �لحجم(.

36.1.1. �أثبت �أنه �إذ� كان Kn يتفكك �إلى مثلثات، فاإنّ n – 1 �أو n – 3 تقبل �لق�صمة على 6.
37.1.1.  ليكن  G بيانًا بحيث تكون درجة كل ر�أ�ص فيه 3. �أثبت �أنّ G ل يتفكك �إلى م�صار�ت لكل منها خم�صة روؤو�ص على �لأقل. 
38.1.1. )!( ليكن G بيانًا ب�صيطًا، بحيث تكون درجة كل ر�أ�ص فيه ت�صاوي 3. �أثبت �أن G يتفكك �إلى مخالب �إذ� 

وفقط �إذ� كان G ثنائي �لفرع. 
K6 �إلى بيانات جزئية  35.1.1 يمكن �أن ي�صتخدم لي�صكل تفكيكًا لـ  �أيّ �لبيانات في �لمثال  39.1.1. )+( حدّد 

مت�صاكلة زوجًا زوجًا. )م�صاعدة: كلّ بيان غير م�صتثنًى ب�صرطٍ ما على قابلية �لق�صمة ي�صلُجح.(
40.1.1. )*( ما عدد �لت�صاكلات �لذ�تية لـِ Pn، وCn، وKn؟

41.1.1. )*( �أن�صئ بيانًا ب�صيطًا على �صتة روؤو�ص له ت�صاكل ذ�تي و�حد فقط، و�أن�صئ بيانًا ب�صيطًا له ثلاثة ت�صاكلات 
ذ�تية تمامًا. )م�صاعدة: �أ�صف م�صار�ت �إلى حلقة لتح�صل على دور�ن ثلاثي �لطية دون تقلبات )�صقلبات(. 

42.1.1. )*( تحقّق من �أنّ مجموعات �لت�صاكلات �لذ�تية للبيان G  تملك �لخ�صائ�ص �لآتية: 
 a( تركيب ت�صاكلين ذ�تيين هو ت�صاكل ذ�تي. 

b( �لتبديل �لمحايد ت�صاكل ذ�تي. 
ا ت�صاكل ذ�تي.         c( معكو�ص �لت�صاكل �لذ�تي �أي�صً

d( تركيب �لت�صاكلات �لذ�تية يحّقق �لخا�صية �لتجميعية.
     )تعليق: لذلك فاإنّ مجموعة �لت�صاكلات �لذ�تية تحقق خ�صائ�ص �لزمرة(.

�لنف�صال  بخا�صية  عرّف  كما  بيتر�صون  بيان  لناأخذ  بيتر�صون.  لبيان  �لذ�تية  �لت�صاكلات   )*(  .43.1.1
�لروؤو�ص ذ�ت  �لحلقة  ير�صل  ذ�تي  ت�صاكل  كلّ  �أنّ  �أثبت   .{1، 2، 3، 4، 5} من  �لثنائية   للمجموعات 
 45، 23، 51، 34، 12 �إلى �لحلقة ذ�ت �لروؤو�ص ab, cd, ea, bc, de يُجحددّ بتبديل للمجموعة {5 ،4 ،3 ،2 ،1} 
و�لذي ياأخذ 5، 4، 3، 2، 1 �إلى a, b, c, d, e على �لترتيب. )تعليق: هذ� يوؤدي �إلى �أنه يوجد 120 ت�صاكلًا ذ�تيًا(.
 P = )u0, u1, u2, u3( ليكن  روؤو�ص،  تعدّي  مجرد  من  �أكثر  تماثلات  بيتر�صون  لبيان  يوجد   )*(  .44.1.1 
و)Q = )v0، v1, v2, v5 م�صارين بثلاثة �أ�صلاع في بيان بيتر�صون. �أثبت �أنه يوجد بال�صبط ت�صاكل ذ�تي و�حد لبيان 

بيتر�صون، بحيث ير�صل ui �إلى vi  لكل i = 0، 1، 2، 3. )م�صاعدة: ��صتخدم و�صف خا�صية �لنف�صال.(
45.1.1. )*( �أن�صئ بيانًا على 12 ر�أ�صًا، بحيث تكون درجة كل ر�أ�ص 3، و�لت�صاكل �لذ�تي �لفريد عليه هو �لت�صاكل �لمحايد.

46.1.1. )*( تعدّي �لأ�صلاع. يكون �لبيان G متعدّي �لأ�صلاع �إذ� وُججد لكل e, f ∈ E(G)  ت�صاكل ذ�تي على G ير�صل 
�لنقاط �لطرفية لل�صلع e �إلى �لنقاط �لطرفية لل�صلع f )في �أي ترتيب(. �أثبت �أنّ �لبيانات في �لتمرين 21.1.1 متعدية 

�لروؤو�ص ومتعدّية �لأ�صلاع كذلك. )تعليق: �لبيانات �لتامة، وثنائية �لع�صبة، وبيان بيتر�صون متعدية �لأ�صلاع.(
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19 المسارات والحلقات والمسارب  2.1

47.1.1. )*( متعدّي �لأ�صلاع مقابل متعدّي �لروؤو�ص: 
a( �فتر�ص �أنه يمكن �لح�صول على �لبيان G من )Kn )n ≥ 4 باأن يحل محل كلّ �صلع في Kn م�صار يتكون 

من �صلعين؛ وذلك باإ�صافة ر�أ�ص جديد درجته 2. �أثبت �أنّ G متعدّي �لأ�صلاع ولكنه غير متعدّي �لروؤو�ص. 
 b( �فتر�ص �أنّ G متعدي �لأ�صلاع، ولكنه غير متعدّي �لروؤو�ص، ولي�ص له روؤو�ص درجتها 0، �أثبت �أنّ G ثنائي �لفرع. 

 c( �أثبت �أنّ �لبيان في �لتمرين 6.1.1 هو متعّدي �لروؤو�ص، ولكنه لي�ص متعدي �لأ�صلاع.

)Paths,Cycles, and Trails( 2.1 المسارات، والحلقات، والمسارب
�لبيان جميعها.  �أ�صلاع  �ل�صير على  �إمكانية  لتحديد  م�صاألة ج�صور كونزبرج،  �إلى  نعود  �لدر�ص،  في هذ� 

ا بع�ص �لخ�صائ�ص �لمفيدة للربط و�لم�صار�ت و�لحلقات.  و�صوف نطوّر �أي�صً
قبل �أن نبد�أ بهذ�، دعنا ن�صتذكر �إحدى طر�ئق �لإثبات �لمهمة، حيث يمكن �أن نثبت �لعديد من �لعبار�ت في 
نظرية �لبيان با�صتخد�م مبد�أ �ل�صتقر�ء. وبالن�صبة �إلى �لقر�ء �لذين لي�ص لديهم �إلمام بال�صتقر�ء، فعليهم قر�ءة 
�لمادة حول هذ� �لأ�صلوب من �لإثبات في ملحق A، و�صوف ن�صف هنا �صورة �ل�صتقر�ء �لذي �صن�صتخدمه كثيًر�، 

وذلك لكي ياألف �لقارئ �لإثبات. 
1.2.1. نظرية. )مبد�أ �ل�صتقر�ء �لقوي(  (Strong Principle of lnduction). لتكن P(n) عبارة حول �لعدد 

�ل�صحيح n. �إذ� تحقق �ل�صرطان �لتاليان، فاإنّ �لعبارة P(n) تكون �صحيحة لكل عدد �صحيح موجب: 
P(1) )1 �صحيحة. 

2( لكل  P(k)” ،n > 1  �صحيحة لكل k < n ≥ 1“  توؤدي �إلى �أن ”P(n) �صحيحة“. 
�لموجبة  �ل�صحيحة  للاأعد�د   (Well Ordering Property) �لترتيب  �صن  حُج خا�صية  لنفتر�ص  الإثبات. 
)كل مجموعة غير خالية من �لأعد�د �ل�صحيحة �لموجبة تحوي عن�صرً� �أدنى(. �لآن، �فتر�ص �أن )P)n غير 
)P)n غير �صحيحة.  n بحيث تكون  �أدنى  �صن �لترتيب، يوجد عن�صر  n. من خا�صية حُج �صحيحة لبع�ص قيم 
�لقيمة ل يمكن  �أنّ هذه  �لعبارة )2(، فت�صمن  �أمّا   .1 �أن تكون  �لقيمة ل يمكن  �أنّ هذه  )1( ت�صمن  �لعبارة 
■ .n )P)n متحققة للاأعد�د �ل�صحيحة �لموجبة  �لعبارة  �أنّ  �إلى  يوؤدي  �لتناق�ص  1، وهذ�  �أكبر من  �أن تكون 
�إنّ  ولكي نطبق �ل�صتقر�ء، يتعين علينا �لتحقّق من �لعبارتين )1( و)2( لمتتالية �لعبار�ت خا�صتنا؛ حيث 
 تحقيق �لعبارة )1( هو �لخطوة �لأ�صا�ص )basis Step( في �لإثبات؛ �أما تحقيق �لعبارة )2( فهو خطوة �ل�صتقر�ء
�ل�صتقر�ء فر�صية  فهي   ،”k < n لكل “)P)k �صحيحة  �لعبارة  �أنّ  حين  في   .)induction step( 

 )induction hypothesis(؛ وذلك لأنها فر�صية �لقت�صاء، و�لتي تثبت في خطوة �ل�صتقر�ء، وي�صمى �لمتغيّر 
 .)induction parameter( لذي ي�صير �إلى متتالية �لعبار�ت بو�صيط �ل�صتقر�ء�

�أو عدد �لأ�صلاع في بيان ما  �لروؤو�ص  �أن يكون د�لة �صحيحة، مثل عدد  �أنّ و�صيط �ل�صتقر�ء يمكن  لحظ 
 .n عندما يكون و�صيط �ل�صتقر�ء هو “n وذلك بح�صب م�صاألتنا، ونقول �إننا ن�صتخدم ”��صتقر�ءً على

حول  عبارة  لإثبات  �ل�صفر  عند  نبد�أ  �أن  فن�صتطيع  �ل�صتقر�ء،  بر�هين  عن  للتعبير  طرق  عدة  هناك 
 P)n – 1( با�صتعمال  �ل�صتقر�ء  خطوة  في   P)n( �إثبات  يكون  وعندما  �ل�صالبة.  غير  �ل�صحيحة  �لأعد�د 
�ل�صابقة  �لعبار�ت  ��صتعمال  �أما  ”�لعادي“؛  بال�صتقر�ء  يدعى  �لأ�صلوب  هذ�  فاإنّ  �ل�صتقر�ء،  فر�صية  من 
جميعها فيدعى �ل�صتقر�ء ”�لقوي“، لحظ �أنه من �لنادر �أن نميّز بين �ل�صتقر�ءين �لقوي و�لعادي؛ وهذ�ن 

 .)A لنوعان متكافئان )�نظر �لملحق�
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الفصل 1     مفاهيم أساسية20

يتعلم معظم �لطلبة �ل�صتقر�ء �لعادي �أولً بالأ�صلوب �لآتي: 1( تحقق �أنّ )P)n �صحيحة عندما ، n = 1 و 2(، 
ا �صحيحة عندما n ت�صاوي k + 1. �إثبات  �أثبت �أنه �إذ� كانت )n(P �صحيحة عندما n ت�صاوي k، فاإنّ )P)n هي �أي�صً

.n > 1 لكل P)n-1( من  P)n( يكافئ �إثبات  k ≥ 1لكل  P)k(من P)k+1(
عندما نركّز على �إثبات �لعبارة لقيمة �لو�صيط n في خطوة �ل�صتقر�ء، فاإننا ل نحتاج �أن نقرر في �لبد�ية ما 
ا؛ لأننا نتجنّب ��صتحد�ث  �إذ� كنا �صن�صتخدم �ل�صتقر�ء �لقوي �أو �ل�صتقر�ء �لعادي، ف�صلًا عن �أن �للغة �أب�صط �أي�صً

ر�صةً للخطاأ في �لجزء 3.1. ��صم جديد للو�صيط. و�صوف ن�صرح لماذ� يكون هذ� �لأ�صلوب �أقل عُج

)Connection in Graphs( الربط في البيانات
G هو  �أنّ �لم�صار في �لبيان  15، فاإن �لم�صار و�لحلقة هما بيانان؛ ف�صلًا عن   .1.1 كما عرفنا في �لتعريف 
بيان جزئي من G، بحيث يكون م�صارً� )م�صابهًا لذلك �لحلقات(، و�صوف نقدم تعريفات �إ�صافية لنمذجة بقية 
�أن تتكرر  يتجّول في مدينة )�أو ر�جل في مدينة كونزبرج(  �لبيانات. فمثلًا، ربما يريد �صائح  �لخ�صائ�ص في 
�لروؤو�ص، ولكنه يتجنب تكر�ر �لأ�صلاع. وكذلك فاإنّ �صاعي �لبريد يريد �أن ينقل �لبريد �إلى �لمنازل على جانبي 

�لطريق، وعليه يتعيّن �أن يقطع كلّ �صلع مرتين. 
 vi – 1 و vi ّبحيث �إن ،v0، e1، v1,…, ek, vk قائمة من �لروؤو�ص و�لأ�صلاع )walk( 2.2.1. تعريف. �لممر
�لنقاط �لطرفية لل�صلع ei ، لكل  i ≤k ≥1، ونعرّف �لم�صرب )trail( على �أنه ممرّ دون تكر�ر �أ�صلاع. �إن 
�لممر من u �إلى u,v-walk( v(  �أو �لم�صرب من u �إلى v )u,v-trail(  يبد�أ بالر�أ�ص u وينتهي بالر�أ�ص 
v؛ وهذه هي نقاطه �لطرفية )endpoints(. لحظ �أن �لم�صار من u �إلى v هو م�صار درجة روؤو�صه )نقاطه 

 .)internal vertices( ت�صاوي 1؛ �أمّا باقي �لروؤو�ص، فهي روؤو�ص د�خلية  u، v )لطرفية�
�أما طول )length( �لممر و�لم�صرب و�لم�صار �أو �لحلقة فهو عدد �أ�صلاعه )�أ�صلاعها(، ويكون �لممر �أو 

�لم�صرب مغلقًا )closed( �إذ� كانت نقاطه �لطرفية هي �لر�أ�ص نف�صه. 
3.2.1. مثال. في بيان كونزبرج )�لمثال 1.1.1(، �لقائمة x, e2, w, e5, y, e6, x,e1, w, e2, x هي ممر 
مغلق طوله 5؛ وبما �أنه يكرر �ل�صلع e2، فاإنه لي�ص م�صربًا، لحظ �أنّ حذف �آخر �صلع و�آخر ر�أ�ص يعطي م�صربًا 
 e1, بطول 4؛ وهذ� �لم�صرب يكرر �لروؤو�ص، ولكنه ل يكرر �لأ�صلاع، �أمّا �لبيان �لجزئي �لذي يتكوّن من �لأ�صلاع
e5, e6، و�لروؤو�ص x, w, y فهو حلقة طولها 3، وحذف �أحد �أ�صلاعها يعطي م�صارً�، لحظ �أنّ �صلعين لهما �لنقاط 

�لطرفية نف�صها )مثل e1 و e2( ي�صكلان حلقة طولها 2. و�لأن�صوطة هي حلقة طولها 1.                                           ■
�ل�صبب في �إدر�ج قائمة �لأ�صلاع في ممرّ هو للتمييز بين �لأ�صلاع �لمتكررة، ويحدث هذ� عندما ل يكون �لبيان ب�صيطًا. 
�أمّا في �لبيان �لب�صيط، فاإنّ �لممرّ )�لم�صرب( يتحدد تمامًا بترتيب قائمة روؤو�صه. عادة ما ن�صمي �لم�صار و�لدورة و�لم�صرب 
�أو �لممرّ في �لبيان �لب�صيط فقط باإدر�ج روؤو�صه مرتبة، على �لرغم من �أنه يتاألف من روؤو�ص و�أ�صلاع. وعند �لنقا�ص حول 
�لحلقة، ن�صتطيع �أن نبد�أ باأيّ ر�أ�ص ول نكرره في �لنهاية، ف�صلًا عن �أننا ن�صتطيع ��صتخد�م �لأقو��ص لتو�صيح �أنها حلقة ولي�ص 

م�صارً�.
  a, x, a, x, u, y, c, ّح �لرموز �لمُجب�صطة في بيان ب�صيط. في �لبيان �لمر�صوم �أدناه، ند �أن 4.2.1. مثال. �صنو�صّ

� مغلقًا بطول 12، و�أنّ حذف �أول خطوتين يعطي م�صربًا مغلقًا.  d, y, v, x, b, a تعين ممرًّ
لحظ �أنّ لهذ� �لبيان خم�ص حلقات، هي:)a,b,x(،)c,y,d(،)u,x,y(،)x,y,v(،)u,x,v,y(، و�أنّ �لم�صرب 
  u, y, v ول يحوي �لم�صار ، v إلى� u من u, y, x, v  يحوي �أ�صلاع �لم�صار v  u, y, c, d, y, x, :v إلى� u من 
■                                                                                                                                                         .v إلى� u من
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a u c

b v

yx

d

�فتر�ص �أننا تتبّعنا م�صارً� من u �إلى v في بيان ما، ثّم تتبّعنا م�صارً� من v �إلى w، فلي�ص �صرطًا هنا �أن يكون 
�لناتج م�صارً� من u �إلى w؛ لأن �لم�صار من u �إلى v، و�لم�صار من v �إلى w ربما يكون لهما ر�أ�ص د�خلي م�صترك. 
ح  � من u �إلى w. وفي �لبيان �لمو�صّ وعلى �لرغم من ذلك، فاإنّ قائمة �لروؤو�ص و�لأ�صلاع �لتي نمر بها ت�صكل ممرًّ
 (contains) يحوي W لحظ �أنّ �لقول باأن �لممر .w إلى� u يحوي م�صارً� من w إلى� u أدناه، ند �أنّ �لممرّ من�
�لم�صار P يعني �أنّ �لروؤو�ص و�لأ�صلاع في P تظهر بو�صفها قائمة جزئية من روؤو�ص و�أ�صلاع W، مع �لترتيب نف�صه 

.W ولكن لي�ص بال�صرورة �أن تكون متتالية في ،P في
w

v

u

 .v إلى� u يحوي م�صارً� من v إلى� u 5.2.1. تمهيدية. كلّ ممرّ من
 .v إلى� u من W للممر l الإثبات: نثبت �لعبارة بال�صتقر�ء على �لطول

خطوة �لأ�صا�ص: l = 0. يتكونّ W من ر�أ�ص و�حد (u = v) فقط دون �أ�صلاع. وهذ� �لر�أ�ص هو م�صار من u �إلى v بطول 0.  

خطوة �ل�صتقر�ء: l ≥ 1. لنفتر�ص �أنّ �لدعاء متحقق لكلّ ممر طوله �أقلّ من l، فاإذ� كان W ل يحوي ر�أ�صًا متكررً�، 
فاإن روؤو�صه و�أ�صلاعه ت�صكل م�صارً� من u �إلى v، و�إذ� كان w ر�أ�صًا متكررً� لـ W، فاإن حذف �لروؤو�ص و�لأ�صلاع بين 
 .W محتوى في  v إلى� u من  w أق�صر� � �أماكن ظهور �لر�أ�ص w �لمتكرر )تاركين ن�صخة و�حدة من w( يعطينا ممرًّ
■  .W محتوًى في P وهذ� �لم�صار ،v إلى� u من P �ًيحوي م�صار W′  ّومن فر�صية �ل�صتقر�ء، نعلم �أن

�لتمرين 13b يطور �إثباتًا �أق�صر، و�صنطبق �لبديهية على خ�صائ�ص �لربط.

u

v
P
w

�إلى v لكل   u من  م�صار  على  �حتوى  �إذ�   (connected) متر�بطًا   G �لبيان  يكون  تعريف.   .6.2.1 
  u,v ∈ V(G))غير ذلك، فاإنّ G غير متر�بط (disconnected)). �إذ� كان G م�صارً� من u �إلى v، فاإن 
u متر�بط مع v (connected to) في G، ف�صلًا عن �أنّ علاقة �لربط (connection relation) على 

 .v متر�بط مع u بحيث ،(u,v) تتكونّ من �لأزو�ج �لمرتبة V(G)
  vلحظ �أنّ ”متر�بط“ �صفة نطبقها على �لبيانات وعلى �لأزو�ج من �لروؤو�ص فقط )قطعًا ل نقول ”يكون
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الفصل 1     مفاهيم أساسية22

متر�بطًا“ عندما يكون v ر�أ�صًا(. �إن �لعبارة u ”متر�بط مع v “ ملائمة لكتابة �لبر�هين، ولكن يجب �أن نفرق 
بين �لربط و�لتجاور:

v إلى� u م�صار من G يوجد لـu v ∈ E(G)
u  و v متجاور�نu  و v متر�بطان
 v مرتبطة بـ  uv متجاور مع  u

7.2.1. ملاحظة. من �لبديهية 5.2.1، ن�صتطيع �أن نثبت �أن بيانًا ما يكون متر�بطًا باإثبات �أنه يوجد من كل 
ر�أ�ص ممر �إلى �أي ر�أ�ص محدد �آخر. 

من �لبديهية 5.2.1، تكون علاقة �لتر�بط متعدية: حيث �إنه �إذ� كان لـِ G م�صار من u �إلى v وم�صار من v �إلى 
w، فاإن لـِ G م�صارً� من u �إلى w. وكذلك تكون منعك�صة )م�صار�ت بطول 0( ومتماثلة )�لم�صار�ت قابلة للعك�ص(، 
      ■ لذلك فهي علاقة تكافوؤ. 
 G يقودنا تعريفنا �لآتي �إلى �صفوف �لتكافوؤ لعلاقة �لربط، ونعرف �أكبر �أو �أعظم بيان جزئي متر�بط من 

.G على �أنه بيان جزئي متر�بط وغير محتوى في �أي بيان جزئي �آخر متر�بط �آخر في
8.2.1. تعريف. مركبات )components( �لبيان G هي �أعظم بياناته �لجزئية �لمتر�بطة، وتكون �لمركبة 
 .)nontrivial( تافهة تكون غير  �أ�صلاعًا؛ غير ذلك  كانت ل تحوي  �إذ�   )trivial( تافهة �لبيان(  )�أو 

و�لر�أ�ص �لمعزول )isolated vertex( هو ر�أ�ص درجته 0.
ي�صكل  �لمعزول  و�لر�أ�ص   .G لمركبات  �لروؤو�ص  على )V)G، هي مجموعات  �لربط  لعلاقة  �لتكافوؤ  �صفوف 

مركبة تافهة، تتكوّن من ر�أ�ص و�حد دون �أ�صلاع. 
9.2.1. مثال. �لبيان �أدناه له �أربع مركبات، �إحد�ها ر�أ�ص معزول، ومجموعات �لروؤو�ص للمركبات، هي:

                                                                                              ■   {x, y, z} {s, t, u, v, w} { q, r} {p} وهذه هي �صفوف تكافوؤ علاقة �لربط. 
wvsr u y

xptq

z

10.2.1. ملاحظة. تكون �لمركبات منف�صلة زوجًا زوجًا بع�صها عن بع�ص؛ حيث �إنه ل تت�صارك مركبتان في 
ر�أ�ص، و�إ�صافة �صلع نقاطه �لطرفية في مركبتين مختلفتين يجمعهما يجعلهما مركبة و�حدة. لذلك فاإنّ �إ�صافة 
       ■ �صلع تنق�ص عدد �لمركبات بـ 0 �أو 1، في حين يزيد حذف �صلع عدد �لمركبات بـِ 0 �أو 1. 

11.2.1. قضية: يوجد لكل بيان على n من �لروؤو�ص و k من �لأ�صلاع n – k مركبة على �لأقل. 
الإثبات: لحظ �أنه يوجد n مركبة للبيان �لذي له n من �لرووؤ�ص ولي�ص له �أيّ �أ�صلاع، ومن �لملاحظة 10.2.1، فاإنّ كلّ 
■  .n – k صلعًا، فاإنّ عدد �لمركبات يبقى على �لأقل� k صلع يُج�صاف، ينق�ص هذ� �لعدد على �لأكثر بـ 1، لذلك عندما ي�صاف�
�إن حذف ر�أ�ص �أو �صلع يمكن �أن يزيد عدد �لمركبات، وعلى �لرغم من �أنّ حذف �صلع من �لممكن �أن يزيد 
عدد �لمركبات فقط بـ 1، �إل �أنّ حذف ر�أ�ص يمكن �أن يزيد عدد �لمركبات باأكثر من 1 )خذ ثنائي �لع�صبة K1،m في 
�لح�صبان(. وعندما نح�صل على بيان جزئي ناتج عن حذف ر�أ�ص، يجب �أن يكون بيانًا. لذلك، فاإن حذف �لر�أ�ص 

يتبعه حذف �لأ�صلاع �لو�قعة عليه جميعها. 
12.2.1. تعريف. نعرّف �صلع �لقطع )cut – edge( �أو ر�أ�ص �لقطع )cut – vertex( لبيانٍ ما على �أنه 
�صلع �أو ر�أ�ص بحذفه يزيد عدد �لمركبات، ونكتب G – e �أو G – M للبيان �لجزئي من G، و�لذي نح�صل 
عليه بحذف �ل�صلع e �أو مجموعة �لأ�صلاع M. نكتب  G – v�أو G – S للبيان �لجزئي �لناتج عن حذف 
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23 المسارات والحلقات والمسارب  2.1

�لر�أ�ص v �أو مجموعة �لروؤو�ص S. ونعرّف �لبيان �لجزئي �لمُجحدث )induced subgraph( على �أنه بيان 
جزئي ناتج عن حذف مجموعة من �لروؤو�ص، ونكتب G[T] للدللة على G - T، حيث T = V)G( – T؛ 

.T و�لمُجحدث من G وهذ� هو �لبيان �لجزئي لـ
عندما يكون،)T ⊆ V)G  فاإن �لبيان �لجزئي �لمُجحدّث G[T] يتكوّن من T و�لأ�صلاع �لتي نقاطها �لطرفية 
دّثًا لنف�صه، كما هي �لحال في حالة �لروؤو�ص �لمنفردة،  محتو�ة في  T جميعها. �أمّا �لبيان �لكلي فاإنه يكون بيانًا جزئيًّا محُج

وتكون مجموعة من �لروؤو�ص S مجموعة م�صتقلة �إذ� وفقط �إذ� كان �لبيان �لجزئي �لمُجحدث منها ل يمتلك �أ�صلاعًا. 
 .yz و   qr, vw, xy، هي  قطع،  �أ�صلاع  وله   .y قطع v و  ر�أ�صَا  له   9.2.1 �لمثال  في  �لبيان  مثال.   .13.2.1 

)عندما نحذف �صلعًا فاإن نقاطه �لطرفية تبقى(.
�لبيان  و�أنّ  دّثة،  محُج جزئية  كبيانات  لي�صا  ولكنهما  �لبيان،  لهذ�  جزئيان  بيانان  هما   P5 و   C4 �أنّ  لحظ 
لي�صت  �لأربعة  �لروؤو�ص  ورقية (kite) و�لم�صار�ت على هذه  طائرة  {s, t, u, v} هو  قبل  من  �لمُجحدث  �لجزئي 
�لبيان �لجزئي �لمُجحدّث من قبل دثًا؛ وهو  �لبيان P4 فيظهر بو�صفه بيانًا جزئيًّا محُج �أما  دّثة،   بيانات جزئية محُج

                                                                  ■  .){s, u, v, w} وكذلك من قبل( {s, t, v, w}
�صنميّز لحقًا �أ�صلاع �لقطع بلغة �لحلقات.

14.2.1. نظرية. يكون �صلع ما �صلع قطع �إذ� وفقط �إذ� كان ل ينتمي �إلى �أيّ حلقة.
e بما �أنّ حذف .e هي �لمركبة �لتي تحوي H ولتكن ،)x ، y مع نقاط طرفية( G صلعًا في �لبيان� e الإثبات: ليكن 

 ل يوؤثر في بقية �لمركبات، فيكفي �أن نثبت �أنّ H – e تكون متر�بطة �إذ� وفقط �إذ� كان e ينتمي �إلى حلقة. 
�أولً، �فتر�ص �أنّ H – e متر�بطة، هذ� يوؤدي �إلى �أنّ H – e تحوي م�صارً� من x �إلى y ، وهذ� �لم�صار مع e يكمل حلقة. 
�لآن، �فتر�ص �أنّ e يقع في �لحلقة C. �ختر u, v ∈ V(H)، وبما �أنّ H متر�بطة، فاإنّ لـِ H م�صارً� من u �إلى v مثل 
P، و�إذ� كانّ P ل يحوي e، فاإنّ P موجود في H – e، و�إذ� كان P يحوي e، فافتر�ص من �لتماثل �أنّ x بين u و y في 
P. وبما �أنّ H–e يحوي م�صارً� من x �إلى u على طول P، وم�صارً� من x �إلى y على طول C، وم�صارً� من y �إلى v على 
 طول P، فاإنّ خا�صية �لتعدّي لعلاقة �لتر�بط توؤدي �إلى �أنه يوجد لِـ H–e م�صار من u �إلى v، وبما �أننا عملنا هذ� لكلّ
■ u,v ∈ V(H)، فاإنّ H–e يكون متر�بطًا. 

                                    

u vx e y
p

C

)Bipartite Graphs( البيانات الثنائية الفرع
وهذه  �لحلقات،  با�صتخد�م  �لفرع  �لثنائية  للبيانات  مميّزة  تو�صيفات  �إعطاء  �لتالي  هدفنا 
فاإن  متكافئان،  �صرطان  هنالك  يكون  وعندما   .14.2.1 �لنظرية  مثل  متكافئة،  عبار�ت  �لتو�صيفات 
�لتكافوؤ  �إثبات  يعني   P �ل�صرط  بو��صطة   G �ل�صف  تمييز  �إنّ  �لآخر،  �ختبار  عن  يغني  �أحدهما   �ختبار 
.G صروري وكافٍ للع�صوية في� P وبكلمات �أخرى، فاإنّ �ل�صرط ،“P يحقق G إذ� وفقط �إذ� كان� G ∈ G ” 

�لكفاية�ل�صرورة
P يحقق G فقط �إذ� كان G ∈ GP يحقق G إذ� كان� G  ∈ G

P  يحقق G ∈ G ⇒ GP ⇒ G ∈ G يحقق G
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نذكّر �أنّ �لأن�صوطة هي حلقة طولها 1، وكذلك فاإنّ �أيّ �صلعين مختلفين لهما �لنقاط �لطرفية نف�صها ي�صكلان 
ا �أو زوجيًّا. كما في �لبديهية 5.2.1، فاإنّ  ا �أو زوجيًّا بح�صب طوله �إذ� كان فرديًّ حلقة بطول 2، ويكون �لممرّ فرديًّ
W، بترتيب  و�أ�صلاعه تظهر بو�صفها قائمة جزئية من   C �إذ� كانت روؤو�ص   C �لمغلق يحوي حلقة ما مثل  �لممرّ 
ا �أن تكون بترتيب متعاقب. ون�صتطيع �أن نعدَّ كلاًّ من �لممرّ �لمغلق �أو �لحلقة يبد�أ �أو تبد�أ  د�ئري، ولكن لي�ص �صروريًّ

باأيّ ر�أ�ص من روؤو�صه و�لبديهية �لتالية تتطلب وجهة �لنظر هذه.      
15.2.1 تمهيدية. كلّ ممرّ فردي مغلق يحوي حلقة فردية. 

 .W لممر فردي مغلق l الإثبات: ن�صتخدم �ل�صتقر�ء على �لطول
خطوة �لأ�صا�ص: l = 1. ممرّ مغلق طوله 1 يعبر حلقة طولها 1. 

خطوة �ل�صتقر�ء: l > 1. �فتر�ص �أنّ �لدعاء متحقّق لكلّ ممرّ فردي مغلق �أق�صر من W. �إذ� كان W ل يحوي 
 ،W ر�أ�صًا متكررً� في v نف�صه �صكل حلقة بطول فردي، ولكن �إذ� كان W ّروؤو�صًا متكررة )غير �لأول = �لأخير(، فاإن
فاإننا نعدّ �أنّ W يبد�أ عندv، ويق�صم W �إلى ممرّين من u �إلى v، وبما �أنّ طول W فردي، �إذن، فاإنّ �أحد �لممرين 
فردي و�لآخر زوجي، بالإ�صافى �إلى �أنّ طول �لممرّ �لفردي �أق�صر من W. وند من فر�صية �ل�صتقر�ء، �أنه يحوي 
■    .W حلقة فردية تظهر بالترتيب �لذي في

v فرديزوجي

16.2.1. ملاحظة. لي�ص من �ل�صروري �أن يحوي �لممر �لزوجي �لمغلق حلقة؛ بب�صاطة ربّما تتكرّر. وعلى �لرغم 
من  ذلك، �إذ� ظهر �صلع ما مثل e بال�صبط مرة و�حدة في ممرّ مغلق مثل W، فاإنّ W يحوي حلقة من خلال e. لتكن 
� من x �إلى y متفاديًا e. ومن �لبديهية 5.2.1،  x, y �لنقطتين �لطرفيتين لـِ e، لحظ �أنّ حذف e من W يترك ممرًّ
■ ند �أنّ هذ� �لممرّ يحوي م�صارً� من x �إلى y، وهذ� �لم�صار يكمل حلقة مع e. )�نظر �لتمرينين 15 – 16(. 

�لبديهية 15.2.1 �صوف ت�صاعدنا على تمييز �لبيانات �لثنائية �لفرع. 
17.2.1. تعريف. �لتجزئة �لثنائية )bipartition( للبيان G هي تحديد مجموعتين م�صتقلتين منف�صلتين من 
روؤو�ص G، ويكون �تحادهما )V)G. �إنّ �لعبارة ”ليكن G بيانًا ثنائي �لفرع مع �لتجزئة �لثنائية X, Y “ تحدد 
مثل هذه �لتجزئة، ونعني ببيان ثنائي بالتجزئة �لثنائية )X, Y )X, Y – bigraph بيانًا ثنائي �لفرع وله 

�لتجزئة �لثنائية X, Y لمجموعة روؤو�صه.
لحظ �أنّ مجموعات �لتجزئة �لثنائية هي مجموعات مجز�أة )�لتعريف 10.1.1(، و�أنّ للبيان �لثنائي �لفرع 
غير �لمتر�بط �أكثر من تجزئة ثنائية و�حدة، في حين �أنّ �لبيان �لثنائي �لفرع �لمتر�بط له تجزئة ثنائية و�حدة فقط 

ما عد� تبادل مجموعتي �لتجزئة )�لتمرين 7(. 
18.2.1. نظرية. )كونج  König( [1936](( يكون �لبيان ثنائي �لفرع �إذ� وفقط �إذ� خلا من �لحلقات �لفردية. 

الإثبات: �ل�صرورة. ليكن G بيانًا ثنائي �لفرع، وحيث �إنّ كل ممر في G يتناوب بين مجموعتي �لتجزئة؛ لذلك فاإنّ 
كل عودة �إلى مجموعة �لتجزئة �لأ�صلية تحدث بعد عدد زوجي من �لخطو�ت، ومن هنا، ل توجد في G حلقات فردية. 
ثنائية لكلّ  باإن�صاء تجزئة  �لفرع  G ثنائي  �أنّ  �لفردية. �صنثبت  بيانًا خاليًا من �لحلقات   G �لكفاية. ليكن 
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25 المسارات والحلقات والمسارب  2.1

مركبة تافهة من مركبات G. ليكن u ر�أ�صًا في مركبة غير تافهة مثل H. لكلّ)H(v ∈ V، �جعل )f)v تمثّل �أقلّ 
.v ∈ V)H(معرفة لكل f)v( ّمتر�بط، فاإن H ّوبما �أن ،v إلى� u طول لم�صار من

 G صلعًا في �لبيان�  v v′فاإذ� كان .Y= {v ∈ V)H( :فرديًّا   f)v(} و   X = {v ∈ V)H(:زوجيًّا    f)v(}  ليكن
 u فاإنه يوجدُج ممرّ فردي مغلق با�صتخد�م �أق�صر م�صار من ،Y أو في �لمجموعة� X ر�أ�صين في �لمجموعة  v ، v′بحيث يكون
�إلى v ، وهذ� �لممرّ هو �ل�صلع′v v ، ومعكو�ص �أق�صر م�صار من u �إلى ′v. ولكن با�صتخد�م �لبديهية 15.2.1 ، فاإنّ مثل 
 هذ� �لممرّ �صوف يحتوي على حلقة فردية، وهذ� يناق�ص �فتر��صنا. لذلك، فاإنّ X و Y مجموعتان م�صتقلتان. كذلك
■  .X ، Y بيان ثنائي بالتجزئة �لثنائية H ّوعليه، فاإن ،X ∪Y = V)H(

u
v

vÕ

19.2.1. ملاحظة. �ختبار �لبيان ما �إذ� كان ثنائي �لفرع. لحظ �أنّ �لنظرية 18.2.1 تعطينا �لحالة �لتي 
�إيجاد حلقة  �أنّ �لبيان لي�ص ثنائي �لفرع عن طريق  �أن نثبت  يكون فيها �لبيان لي�ص ثنائي �لفرع؛ حيث ن�صتطيع 
�أنّ �لبيان لي�ص  �أ�صهل كثيًر� من �ختبار �لحتمالت جميعها للتجزئات �لثنائية، و�لتاأكد من  G، وهذ�  فردية في 
�أنّ هاتين  نثبت  ثمّ  ثنائية،  �لفرع، ف�صوف نعرّف تجزئة  ثنائي   G �لبيان  �أنّ  نثبت  �أن  �لفرع. عندما نريد  ثنائي 
    ■ �لمجموعتين م�صتقلتان، وهذ� �أ�صهل كثيًر� من �ختبار �لحلقات في �لبيان G جميعها. 

�صناأخذ في �لح�صبان تطبيقًا و�حدً�، وقبل ذلك لناأخذ �لتعريف �لآتي: 
20.2.1. تعريف. �تحاد )union( �لبيانات G1، …، Gk يكتب على �ل�صورة G1 ∪…∪ Gk، ويعرف 

. k⋃ i=1  E)Gi( ومجموعة �أ�صلاعه ، k⋃ i=1  V)Gi( على �أنّه �لبيان �لذي تكون مجموعة روؤو�صه
21.2.1. مثال. في �ل�صكل �أدناه، نبيّن كيف �أنّ K4  �تحاد حلقتين لكلّ منهما �أربعة روؤو�ص، لحظ �أنه عندما نعبّر عن 
�لبيان G بو�صفه �تحادً� لبيانين جزئيين �أو �أكثر، فاإنّ �أي �صلعّ في G يمكن �أن ينتمي �إلى �أكثر من بيان جزئي، وهذ� 
■ يميز �لتحاد عن �لتفكيك؛ حيث �إنّ �ل�صلع في حال �لتفكيك ينتمي �إلى بيان جزئي و�حد فقط في �لقائمة. 

01 11

00 10

22.2.1. مثال. لناأخذ في �لح�صبان نظام حركة مرور �لطائر�ت لـِ k من �لخطوط �لجوية، و�فتر�ص �أنّ: 
.)round trip( خدمة مبا�صرة بين مدينتين تعني رحلة مبا�صرة ذهابًا و�إيابًا )1

2( لكل زوج من �لمدن توجد خدمة مبا�صرة على �لأقل من خط جوي و�حد. 
�أكبر عدد  �أوجد  �أن ي�صع في جدوله حلقة فردية من �لمدن.  �أيّ خط طير�ن ي�صتطيع  ا عدم وجود  �أي�صً و�فتر�ص 

.k ممكن من �لمدن في هذ� �لنظام بدللة
لحظ من �لنظرية 18.2.1، �أننا نبحث عن �أكبر عدد n، بحيث يمكن كتابة Kn في �صورة �تحاد k من �لبيانات 
 ■  .2k لثنائية �لفرع، بيان ثنائي �لفرع لكلّ خط جوي، و�لجو�ب هو�
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الفصل 1     مفاهيم أساسية26

 .n ≤ 2k من �لبيانات �لثنائية �لفرع �إذ� وفقط �إذ� كان k كاتحاد Kn 23.2.1. نظرية. يمكن �لتعبير عن �لبيان �لتام
الإثبات. �صوف ن�صتخدم �ل�صتقر�ء على k. خطوة �لأ�صا�ص: k = 1. بما �أنّ K3 يحوي حلقة فردية، و K2 ل 

 .n ≤ 2 نف�صه بيان ثنائي �لفرع �إذ� وفقط �إذ� كان Kn ّيحوي حلقة فردية، فاإن
خطوة �ل�صتقر�ء: k > 1. �صوف نثبت كلّ �تجاه با�صتخد�م فر�صية �ل�صتقر�ء.

�أولً: �فتر�ص �أنّ Kn = G1 ∪ … ∪ Gk ، حيث Gi ثنائي �لفرع لكل i. نقوم بتجزئة مجموعة �لروؤو�ص 
�إلى �لمجموعتين X و Y، بحيث ل يكون لـِ Gk �صلعًا د�خل X �أو د�خل Y، لحظ �أنّ �تحاد �لبيانات �لجزئية �لثنائية 
X وY، وبتطبيق فر�صية  �أن يغطي �لبيان �لجزئي �لتام �لمُجحدث من كلّ من  k-1  يجب  �لفرع �لمتبقية وعددها 

 .n ≤ 2k – 1 + 2k-1 = 2k ّلذ� فاإن ، |Y| ≤ 2k-1 و |X| ≤ 2k-1 ّل�صتقر�ء على كل مجموعة، ن�صتنتج �أن�
وبالعك�ص، �فتر�ص �أنّ n ≤ 2k. جزّئ مجموعة �لروؤو�ص �إلى �لمجموعتين X ،Y، بحيث ي�صاوي حجم كلّ مجموعة 
منهما 2k-1 على �لأكثر. ون�صتطيع �لآن، من فر�صية �ل�صتقر�ء، �أن نغطي �لبيان �لجزئي �لتام �لناتج عن �أيّ من 
�لمجموعتين X و Y بـِ k-1 من �لبيانات �لجزئية �لثنائية �لفرع، لحظ �أنّ �تحاد �لبيان �لجزئي رقم i على X مع 
�لبيان �لجزئي رقم i على Y ي�صكل بيانًا ثنائي �لفرع. لذلك، نح�صل على k-1 من �لبيانات �لثنائية �لفرع �لتي 
يتكوّن �تحادها من �لبيانات �لجزئية �لتامة �لمُجحدّثة من X و Y. �أمّا �لأ�صلاع �لمتبقية، فهي �أ�صلاع ثنائية �لع�صبة 
                                                                      ■ وتجزئتها �لثنائية X، Y. وبجعل هذ� �لبيان هو �لبيان �لجزئي �لثنائي �لفرع، يكتمل �لبناء. 
بو�صفها  �لروؤو�ص  بت�صفير  وذلك  �ل�صتقر�ء،  ��صتخد�م  دون  �لنظرية  هذه  نثبت  �أن  �لممكن  من  �أنه  لحظ 

مرتباتٍ ثنائية من �لدرجة k )�لتمرين 31(.

)Eulerian Circuits( حلقات أويلر
يريدون م�صربًا مغلقًا  �لمدينة  �لنا�ص في هذه  �إنّ  لم�صاألة ج�صور كونزبرج، حيث  �ل�صابق  �إلى تحليلنا  نعود 
�أن تكون  �لبيان. وكما لحظنا، فاإنّ �ل�صرط �ل�صروري لوجود مثل هذ� �لم�صرب، هو  يحوي �لأ�صلاع جميعها في 

درجة كل ر�أ�ص زوجية، و�أن تنتمي �لأ�صلاع جميعها �إلى �لمركبة نف�صها في �لبيان.
في عام [1736م] بيّن �لعالم �لريا�صي �ل�صوي�صري ليونارد �أويلر )Leanhard Euler( )تلفظ “�أويلر”( �أنّ 
ا، وتكريًما لإ�صهاماته، فاإننا ن�صع ��صمه على مثل هذه �لبيانات، �إل �أنّ بحث �أويلر �لذي  هذه �ل�صروط كافية �أي�صً
ظهر في �لعام 1741م لم يقدم �إثباتا و��صحًا �أن �ل�صروط �ل�صرورية هي كافية لهذه �لم�صاألة. وفي �لعام 1873م 
�صم في  قدّم هيرهولز )Hierholzer( �أول �إثبات كامل ومن�صور لهذه �لم�صاألة. ومن �لجدير بالذكر �أنّ �لبيان �لذي رُج
 [1986] )Wilson لمثال 1.1.1 لنمذجة �لمدينة لم يظهر ب�صورة مطبوعة �إل في �لعام 1894م )�نظر ويل�صون�

)لمناق�صة �ل�صجل �لتاريخي لهذه �لم�صالة(. 
�لأ�صلاع جميعها.  وُججد فيه م�صرب مغلق يحوي  �إذ�   )Eulerian( أويلريًّا� �لبيان  يكون  24.2.1. تعريف. 
يحافظ  ولكن  و�لأ�صلاع،  �لروؤو�ص  قائمة  �لأول في  �لر�أ�ص  فيه  يُجحدّد  ل  مغلق  م�صرب   )circuit( و�لحلقة
فيه على ترتيب �لقائمة ب�صورة د�ئرية. �أمّا �لحلقة �لأويلرية )Eulerian circuit( �أو �لم�صرب �لأويلري 
ف �لبيان �لزوجي  )Eulerian trail( في �لبيان فهي حلقة �أو م�صرب تحوي �أو يحوي �لأ�صلاع جميعها.  يعرَّ
 )odd( على �أنه �لبيان �لذي تكون درجة كل ر�أ�ص من روؤو�صه زوجية، ويكون �لر�أ�ص فرديًّا )even graph(

ا [even] �إذ� كانت درجته فردية �أو زوجية. �أو زوجيًّ

ا على �لبيانات �لتي تملك عرًى؛ ويمكن تعميم فكرة درجة �لر�أ�ص �إلى  ينطبق نِقا�صنا حول �لحلقات �لأويلرية �أي�صً
�لبيانات �لتي فيها عرًى باإ�صافة 2 �إلى درجة كلّ ر�أ�ص يملك �أن�صوطة، وهذ� ل يغيّر �لنوعية )parity( للدرجة.
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27 المسارات والحلقات والمسارب  2.1

 ووجود �لاأن�شوطة لا يوؤثر في �لبيانات فيما �إذ� كان �لبيان يملك حلقة �أم لا، �إلا �إذ� كانت �أن�شوطة في مركبة لها 
ر�أ�س و�حد.

ف �لم�شار �لاأعظم )maximal path( في �لبيان  �إن �إثباتنا لتمييز �لبيانات �لاأويلرية يحتاج �إلى بديهية، ونعرِّ
G على �أنه �لم�شار �لذي لا يمكن �حتو�وؤه في م�شار �أطول، ولاحظ �أنه عندما يكون �لبيان محددً�، فاإنه لا يوجد فيه م�شار 

يمكن �أن ي�شتمر �إلى ما لا نهاية، وعليه، فاإن �لم�شار�ت �لعظمى )غير �لقابلة للتو�شيع( موجودة. 
25.2.1. تمهيدية. �إذ� كانت درجة كلّ ر�أ�س في �لبيان G ت�شاوي 2 على �لاأقل، فاإنّ G يحوي حلقة. 

الإثبات: ليكن P  م�شارً�  �أعظم في G، ولتكن u نقطة طرفية للم�شار P، بما �أنّ P غير قابل للتو�شيع، فاإنّ كل 
u يجب �أن يكون في P، وبما �أنّ درجة u هي 2 على �لاأقل ، فاإنه يملك جارً� v في )V)P من خلال �شلع  جار لـِ 
■ لي�س في P، ولاحظ �أنّ  �لجزء من v �إلى u و�لمحتوى في P يكمل مع �ل�شلع uv حلقة. 

u v

  E)G( = {ij: | i - j| = و | V)G( =ℤ ولملاحظة �أهمّية �أن يكون �لبيان محددً�، ناأخذ �لمثال �لاآتي: �إذ� كانت
{1، فاإنّ درجة كلّ ر�أ�س في G ت�شاوي 2، �إلا �أنّ G لا يحوي �أيّ حلقة )وعليه لا يوجد م�شار غير قابل للتمدد(، ويمكننا 
 .� �أن نتجنّب مثل هذه �لاأمثلة بافتر��س �أنّ �لبيانات جميعها في هذ� �لكتاب هي بيانات منتهية، مع ��شتثناء�ت نادرة جدًّ
�لاأقل  ودرجة  �إذ� كان يملك مركبة و�حدة غير تافهة على  �إذ� وفقط  ا  �أويلريًّ �لبيان  26.2.1. نظرية.يكون 

روؤو�شه جميعها زوجية. 

الإثبات: �ل�شرورة. �فتر�س �أنّ G يملك حلقة �أويلرية C، لاحظ �أنّ كلّ مرور للحلقة C على ر�أ�س �شوف ي�شتخدم �شلعين 
متقاطعين في هذ� �لر�أ�س، و�ل�شلع �لاأول يقرن مع �ل�شلع �لاأخير عند �لر�أ�س �لاأول. وعليه، فاإنّ درجة �لروؤو�س جميعها زوجية. 

ا في �لم�شرب نف�شه �إذ� وقعا في �لمركبة نف�شها، لذلك يوجد على �لاأكثر مركبة و�حدة غير تافهة.  ويكون �ل�شلعان �أي�شً

 .m لكفاية. �إذ� �فتر�شنا �أنّ �ل�شروط متحققة، ف�شنح�شل على حلقة �أويلرية با�شتخد�م �لا�شتقر�ء على عدد �لاأ�شلاع�
خطوة �لاأ�شا�س: m = 0. يكفي �أن ناأخذ ر�أ�شًا و�حدً� ليمثّل م�شربًا مغلقًا. 

خطوة �لا�شتقر�ء: m > 0. درجة كل ر�أ�س في �لمركبة غير �لتافهة ت�شاوي 2 على �لاأقل، ونجد من �لبديهية 
.E)C( بحذف G هو �لبيان �لذي نح�شل عليه من G′ ليكن .C أنّ للمركبة غير �لتافهة حلقة�  25.2.1

ا بيان زوجي، ولاأنّ كلّ مركبة  بما �أنه يوجد لـِ C �شلعان، �أو لي�س لها �أ�شلاع عند كل رّ�أ�س، فاإنّ كلّ مركبة في ′G  هي �أي�شً
هي مركبة متر�بطة وعدد �أ�شلاعها �أقلّ من m، فاإنا ن�شتطيع �أن نطبق فر�شية �لا�شتقر�ء لا�شتنتاج �أنّ لكلّ مركبة 
للبيان ′G حلقة �أويلرية، وللح�شول على حلقة �أويلرية في �لبيان G، فاإننا نم�شي على �لحلقة C، وعندما ندخل مركبة 
من ′G للمرة �لاأولى، فاإننا نعمل تحويلة عبر حلقة �أويلرية للمركبة نف�شها، ومثل هذه �لحلقة تنتهي عند �لر�أ�س حيث 
■  .G نكون قد ح�شلنا على حلقة �أويلرية للبيان ،C بد�أنا �لتحويلة. وعندما ننهي م�شيرنا على

C

ا كاأهمّية خا�شية تو�شيف �لبيانات �لاأويلرية.  ربما يكون ما تقوله طريقة �لاإثبات عن �لبيانات �لزوجية مهمًّ
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الفصل 1     مفاهيم أساسية28

27.2.1. ق�ضية. كلّ بيان زوجي يتفكك �إلى حلقات. 
الإثبات: في �إثبات �لنظرية 26.2.1، لحظنا �أنّ لكلّ بيان زوجي غير تافه حلقة، و�أنّ حذف هذه �لحلقة يبقيه 

    ■ هَنُج بال�صتقر�ء على عدد �لأ�صلاع.                                            بَرْ بيانًا زوجيًّا، وعليه، فاإنّ هذه �لق�صية تُج
لتو�صيف  ا  �أي�صً متحقّق  وهذ�  �لأويلرية،  �لحلقات  تو�صيف  في  �ل�صرورة  �صرط  تحقق  نرى  �أن  �ل�صهل  من 
�لبيانات �لثنائية �لفرع في غياب �لحلقات �لفردية، ومتحقق للكثير من �لتمييز�ت �لأخرى كذلك، ول�صهولة تَذكّر 
مثل هذه �لمثبتات؛ ��صتعمل نا�ص ووليامز )Nash – Williams( و�آخرون: ”TONCAS“ لتعني ”�ل�صروط 

ا كافية“.  �ل�صرورية �لو��صحة هي �أي�صً
�إثبات �لبديهية 25.2.1 مثال على �أ�صلوب �إثبات مهم في نظرية �لبيان يدعى مبد�أ �لقيم �لق�صوى �أو مبد�أ 
�لتطرفية )extremality(. لحظ �أنّه عند �لحديث عن �لبنى من نوع معيّن معطًى، فاإنّ �ختيار مثال ذي قيمة 
تطرّفية من جانب معيّن، يمكن �أن يوؤدي �إلى معلومات �إ�صافية مفيدة. فعلى �صبيل �لمثال، بما �أنه ل يمكن تو�صيع 
�أيّ م�صار �أعظمي P، فاإننا نح�صل على �لمعلومات �لإ�صافية، وهي �أنّ كل ّجار للنقطة �لطرفية للم�صار P تنتمي 

.V)P( إلى مجموعة �لروؤو�ص�
لحظ �أنه من جانب معين، ند �أنّ عمل �ختيار متطرّف يذهب بنا مبا�صرة �إلى �لحالة �لمهمة في �لبديهية 
25.2.1، حيث يمكننا �لبدء باأيّ م�صار، فاإذ� كان هذ� �لم�صار قابلًا للتو�صع، فاإننا نو�صعه، و�إذ� لم ن�صتطع تو�صيعه، 
ا مبد�أ �لقيم  ا يكون قد حدث، ونو�صح هذ� �لأ�صلوب بعدّة �أمثلة. و�لتمارين 42 – 37 ت�صتخدم �أي�صً فاإن �صيئًا مهمًّ

�لق�صوى. و�صنبد�أ بتقوية �لبديهية 25.2.1 للبيانات �لب�صيطة. 

28.2.1. ق�ضية. �إذ� كان G بيانًا ب�صيطًا درجة كل ر�أ�ص فيه k على �لأقل، فاإنّ G يحوي م�صارً� طوله k على 
ا يحوي حلقة طولها k + 1 على �لأقل. �لأقل. و�إذ� كان k ≥ 2، فاإنّ G �أي�صً

الإثبات: لتكن u نقطة طرفية لم�صار �أعظم مثل P في �لبيان G، بما �أنه ل يمكن تو�صيع P، فاإنّ كلّ ر�أ�ص مجاور 
فاإن  ب�صيط،  بيان   G �أن  �لأقل، وبما  k على  ي�صاوي   u لـِ  �لمجاورة  �لروؤو�ص  �أنّ عدد  �إلى )V)P، وبما  ينتمي   u لـ 
�لم�صار P يمتلك على �لأقل k ر�أ�صًا غير u، وطوله ي�صاوي k على �لأقل، و�إذ� كان k ≥ 2، فاإنّ �ل�صلع من u �إلى 
 �أبعد جير�نه v �لموجود على P بالإ�صافة �إلى �لجزء من �لممر P �لممتد من �لر�أ�ص v �إلى �لر�أ�ص u يكمل حلقة
 بطول كافٍ.                                                                                                                                                         ■

u v

29.2.1. ق�ضية. كلّ بيان خالٍ من �لعرى يمتلك على �لأقل ر�أ�صين لي�صا ر�أ�صي قطع. 
 .P تقع في u فاإنّ �لروؤو�ص �لمجاورة للر�أ�ص ،G في �لبيان P نقطة طرفية لم�صار �أعظمي u الإثبات: �إذ� كانت
u تنتمي �إلى مركبة و�حدة في G – u ، وعليه، فاإنّ  وبما �أنّ P – u متر�بط في G-u، فاإنّ �لروؤو�ص �لمجاورة لـِ 
u لي�ص ر�أ�ص – قطع.                                                                                                                                            ■

بو�صفها   .)maximum( “لأكبر�” و    )maximal( “أعظمي�” بين  �لفرق  30.2.1. ملاحظة. لحظ 
�صفات، �لأكبر تعني ”�لحجم – �لأكبر“ )maximum –sized(، و�أعظمي تعني ”ل يوجد �أكبر منه يحويه“. 
يكون �لم�صار �لأكبر م�صارً� �أعظميًّا د�ئمًا، ولكن �لم�صار�ت �لأعظمية لي�صت بال�صرورة ذ�ت طول �أكبر. وبالمثل، فاإن 
r ≠ s، فاإنّ له مجموعة م�صتقلة كبرى  لثنائي �لع�صبة Kr,s مجموعتين م�صتقلتين �أعظميين، ولكن عندما يكون 
و�حدة فقط. وعندما تو�صف �لأعد�د بدلً من �لحتو�ء، فاإن �لمعنى يكون هو نف�صه، وهو: درجة �لر�أ�ص �لق�صوى 

= درجة �لر�أ�ص �لعظمى. 
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29 المسارات والحلقات والمسارب  2.1

بجانب �لم�صار�ت �لعظمى، �أو �لق�صوى، �أو �لمجموعات �لم�صتقلة، توجد وجوه تطرّفية �أخرى ت�صتمل على روؤو�ص ذ�ت 
درجات �صغرى �أو كبرى، وعلى �أول ر�أ�صٍ يتباعد عنده م�صار�ن وبيانات جزئية متر�بطة �أعظمية �إلخ. لحظ �أنه 
 T إلى� S مجموعتان منف�صلتان، ن�صتطيع �أن نح�صل على م�صار من S ،T ⊂ V)G( حيث G في �لبيان �لمتر�بط
نقاطه �لطرفية فقط في S ∪ T، وذلك باختيار �أق�صر م�صار من S �إلىT؛  و�لتمرين )40( يطبق هذ�، وي�صتخدم 
■ �لتمرين )37( مبد�أ �لقيم �لق�صوى للح�صول على �إثبات ق�صير لخا�صية �لتعدي لعلاقة �لربط. 

لحظ �أنّ �لعديد من �لبر�هين با�صتخد�م �ل�صتقر�ء يمكن �أن يُج�صتخدم فيها مبد�أ �لقيم �لق�صوى، ويمكن �أن 
تثبت �لعديد من �لبر�هين بمبد�أ �لقيم �لق�صوى بال�صتقر�ء، ولنوؤكدّ هذ� �لتفاعل؛ �صنعيد �إثبات ت�صنيف �لبيانات 

�لأويلرية با�صتخد�م مبد�أ �لقيم �لق�صوى. 
31.2.1. تمهيدية. في �لبيان �لزوجي؛ كلّ م�صار غير قابل للتو�صيع يكون مغلقًا. 

الإثبات. ليكن T م�صارً� غير قابل للتو�صيع، يبد�أ عند �لر�أ�ص u في بيان زوجي. في كل مرةّ يمرّ T خلال �لر�أ�ص 
 v �لمختلف عن �لر�أ�ص u، يَ�صْتَخْدِمُج �صلعين �إ�صافيين عند v، لذلك، فان كلّ و�صول عند ر�أ�ص ما مثلv،يبين لنا �أنّ 
T يكون قد ��صتخدم عددً� فرديًّا من �لأ�صلاع �لتي تقع على v، وبما �أنّ درجة v زوجية، فاإن هناك �صلعًا و�حدً� 

ي�صتطيع T �أن ي�صتمر خلاله. 
     ■ وعليه، يتوقف T فقط عند u. وفي �لبيان �لمنتهي، يجب �أن يتوقف T. لذ�، ن�صتنتج �أنّ T مغلق. 
�صروط  يحقق  �لذي   G �لبيان  في   .TONCAS نثبت  الثاني.  الإثبات   –  26.2.1 النظرية   .32.2.1

�لنظرية، ليكن T م�صربًا باأكبر طول؛ لذلك فاإن T غير قابل للتو�صع. ومن �لبديهية 31.2.1، يكون T مغلقًا. 
�فتر�ص �أنّ T يهمل �ل�صلع e في G. بما �أنّ �لبيان G له مركبة و�حدة غير تافهة، فيوجد في G �أق�صر م�صار 

.T للم�صرب v يقع على ر�أ�ص مثل T لي�ص في e′ ولذلك يوجد �صلع مثل .T إلى مجموعة �لروؤو�ص في� e من
�لآن،  نف�صه.   T مثل  �لأ�صلاع  وي�صتخدم  به،  �لر�أ�ص v وينتهي  عند  يبد�أ   T′ م�صرب  فيوجد  مغلق،   T �أنّ  وبما 
على ي�صير   T فاإنّ  وعليه   ،T �ختيار  يناق�ص  وهذ�   ،T من  �أطول  م�صرب  على  لنح�صل   e′  نو�صع  ′Tبا�صتخد�م 
■  �أ�صلاع G جميعها. 
 .)Hierholzer( [1873] م�صابهان لما هو موجود عند هيرهولزر )هذ� �لإثبات وطريقة �لبناء �لناتجة )تمرين 12

و�لتمرين )35( يطورّ �إثباتًا �آخر. 
�لف�صول �لقادمة تحوي �لعديد من �لتطبيقات حول �لعبارة باأنّ كلّ بيان زوجي متر�بط له حلقة �أويلرية. وهنا 
نعطي تطبيقًا ب�صيطًا: حينما نر�صم �صكلًا على ورقة، كم مرة يجب �أن نتوقف ونحرك �لقلم؟ غير م�صموح لنا �أن نعيد 
مقاطع �لر�صم، لذلك كلّ عودة �إلى �لورقة ت�صهم في م�صرب. وهكذ� نبحث عن تفكيك لـِ G باأقل عدد من �لم�صارب. 
لحظ �أننا ن�صتطيع �أن نختزل �لم�صاألة �إلى �لبيانات �لمتر�بطة؛ لأن عدد �لم�صارب �لذي نحتاج �إليه لر�صم G هو مجموع 
�أربعة روؤو�ص فردية، وهو يتفكك �إلى  �أدناه   G �إليه لر�صم كل مركبة. فعلى �صبيل �لمثال، للبيان  �لعدد �لذي نحتاج 

م�صربين، و�أنّ �إ�صافة �لأ�صلاع �لمنقطة في �لر�صم �لأيمن يجعله �أويلريًّا.

G GÕ
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الفصل 1     مفاهيم أساسية30

33.2.1. نظرية. �إذ� كان G بيانًا متر�بطًا غير تافه له 2k ر�أ�صًا فرديًّا، فاإنّ �أ�صغر عدد من �لم�صارب لتفكيك 
 .max{k،1}:لبيان هو�

الإثبات: ي�صهم �لم�صرب بدرجة زوجية لكلّ ر�أ�ص ما عد� �لم�صرب غير �لمغلق �لذي ي�صهم بدرجات فردية لنقاطه 
�لطرفية. لذ� فاإنّ تجزئة �لأ�صلاع لم�صارب يجب �أن تحوي م�صارب غير مغلقة تنتهي عند كل ر�أ�ص فردي، وبما �أنّ كلّ 
ا �إلى  م�صرب له نقطتان طرفيّتان فقط، لذلك يجب �أن ن�صتخدم k م�صربًا على �لأقل لتحقق 2k ر�أ�صًا فرديًّا. ونحتاج �أي�صً

.k = 0 صلعًا. و�لنظرية 26.2.1 تعطينا �أنّ م�صربًا و�حدً� كافيًا عندما تكون� G ِم�صرب و�حد على �لأقل لأن لـ

بقي �أن نثبت �أنّ k م�صربًا تكون كافية عندما k > 0. لناأخذ �لبيان G، ن�صع �لروؤو�ص �لفردية في G في �صورة �أزو�ج 
ح في  )باأيّ طريقة(، ثمّ ن�صكل �لبيان ′G باإ�صافة �صلع �إلى كل زوج من �لروؤو�ص يربط ر�أ�صي �لزوج كما هو مو�صّ
�لأعلى. وبذلك، ي�صبح �لبيان �لناتج ′G بيانًا متر�بطًا وزوجيًّا، وهكذ� يملك حلقة �أويلرية C. وبناءً على �لنظرية 
 G′ – E)G( في كلّ مرة نعبر من خلال �صلع في G فاإننا نبد�أ بم�صرب جديد في ،G′ في C 26.2.1، فاإنه عند عبور
                                    ■                                                                                                                     .G م�صربًا تفكك k ّوهذ� يوؤدي �إلى �أن

ح ذلك؛ وذلك بتحويل  عادة ما نثبت �لمثبتات في �ل�صياق �لعام لنتجنب �لجهد، �إنّ �إثبات �لنظرية 33.2.1 يو�صّ
للنظرية  �لأ�صا�صي  �لتعليل  تكر�ر  نتجنّب  وبذلك  عليه،   26.2.1 �لنظرية  تطبيق  من  يمكننا  بيان  �إلى   G �لبيان 

26.2.1. ويطلب �لتمرين )33( �إثبات �لنظرية 33.2.1 مبا�صرة با�صتخد�م �ل�صتقر�ء. 

لحظ �أنّ �لنظرية 33.2.1 تاأخذ في �لح�صبان �لبيانات �لتي لها عدد زوجي من �لروؤو�ص �لتي درجتها فردية 
ح لماذ� يكون ذلك. فقط، و�أول نتيجة لنا في �لدر�ص �لتالي تو�صّ

)Exercises( تمارين

معظم �لأ�صئلة في هذ� �لكتاب تتطلب بر�هين، فالكلمات مثل ”�أن�صئ“، ”�عر�ص“، ”�ح�صل“، ”حدّد“، 
�إلخ، تن�صّ �صر�حة على �أنّ �لإثبات مطلوب، علاوة على �أنّ �إثبات بطلان �لعبارة يتطلّب �إعطاء مثال معاك�ص لها، 

و�لتاأكيد على �أنّ هذ� �لمثال هو �لمثال �لمعاك�ص. 

1.2.1. )-( �كتب ”�صو�ب“ �أو ”خطاأ“ بجانب كل عبارة من �لعبار�ت �لآتية: 
جِدَ ر�أ�صٌ مربوطٌ   a( يوجد لكل بيان غير متر�بط ر�أ�ص معزول.       b( يكون �لبيان متر�بطًا �إذ� وفقط �إذ� وُج

مع �لروؤو�ص �لأخرى جميعها.              c( يمكن تجزئة �أ�صلاع كل م�صرب مغلق �إلى مجموعات �أ�صلاع لحلقات. 
 d( �إذ� كان هنالك م�صرب �أعظمي غير مغلق في بيان ما، فاإن درجة نقاطه �لطرفية تكون فردية.  

2.2.1. )-( حدّد ما �إذ� كان K4 يحوي �لتالي )�أعطِ مثالً �أو �أثبت عدم �لوجود(: 
� لي�ص م�صربًا.          b( م�صربًا غير مغلق ولي�ص م�صارً�.               c( م�صربًا مغلقًا ولكنه لي�ص حلقة.  a( ممرًّ

3.2.1. )-( ليكن G �لبيان �لذي مجموعة روؤو�صه {15,…,1}، بحيث يكون i و j متجاورين �إذ� وفقط �إذ� كان 
.G وحدّد �أكبر طول لم�صار في ،G أكبر عامل م�صترك لهما يتجاوز �لعدد 1. �ح�صب عدد مركبات�
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4.2.1. )-( ليكن G بيانًا ل يحوي عرىً. لكل )G(v ∈ V و)e ∈ E)G ، مجموعة  م�صفوفتي �لتجاور و�لوقوع 
 .G بدللة �لم�صفوفات �لمقابلة لِـ G – e وG – v  ِلـ

 ،G – v لـِ  لـِ v جارٌ في كل مركبة  �أنه يوجد  G. �أثبت  )-( ليكن v ر�أ�صًا في �لبيان �لب�صيط �لمتر�بط   .5.2.1
و��صتنتج �أنه ل يوجد بيان له ر�أ�ص قطع من �لدرجة 1.

6.2.1. )-( في �لبيان �أدناه )�لكف(، جد �لم�صار�ت �لأعظمية و�لع�صب �لأعظمية و�لمجموعات �لم�صتقلة �لأعظمية 
جميعها، وجد كذلك �لم�صار�ت �لق�صوى و�لع�صب �لق�صوى و�لمجموعات �لم�صتقلة �لق�صوى جميعها. 

7.2.1. )-( �أثبت �أنه يوجد للبيان �لثنائي �لفرع تجزئة ثنائية فريدة )ما عد� تبديل مجموعتي �لتجزئة( �إذ� وفقط �إذ� 
كان متر�بطًا. 

8.2.1. )-( حدّد قيم m و n بحيث يكون Km,n  �أويلريًّا. 

9.2.1. )-( ما �أقلّ عدد ممكن من �لم�صارب نحتاج �إليه لتفكيك بيان بيتر�صون؟ هل يوجد تفكيك لهذه �لم�صارب با�صتخد�م 
م�صار�ت فقط؟

� زوجيًّا من �لأ�صلاع.  10.2.1. )-( �أثبت �أو �نق�ص:    a( يمتلك كلّ بيان �أويلري ثنائي �لفرع عددًّ
� زوجيًّا من �لأ�صلاع.                                               b( يمتلك كلّ بيان �أويلري ب�صيط عدد روؤو�صه زوجي عددًّ

ا ي�صترك فيه �ل�صلعان e ، f  بر�أ�ص، فتوجد في G حلقة  11.2.1. )-( �أثبت �أو �نق�ص: �إذ� كان G بيانًا �أويلريًّ
�أويلرية يظهر فيها �ل�صلعان e ، f ب�صورة متتابعة. 

�أويلرية في �لبيان �لزوجي �لمتر�بط. 1.2.32 �إلى طريقة لإيجاد حلقة  )-( حوّل �لإثبات �لمعطى في �لمفردة   .12.2.1 

●           ●           ●           ●           ● 

13.2.1. بر�هين بديلة لإثبات �أنّ كلّ ممر من u �إلى v يحوي م�صارً� من u �إلى v )�لبديهية 5.2.1(:
a( )��صتقر�ء عادي( �إذ� �أعطيت �أنّ كلّ ممرّ طوله l - 1 يحوي م�صارً� من ر�أ�صه �لأول �إلى ر�أ�صه �لأخير، 

ا.  فاأثبت �أنّ كلّ ممر طوله l يحقق هذ� �أي�صً
.W محتوى في v إلى� u فخذ �أ�صغر ممر من ،v إلى� u من W مبد�أ �لقيم �لق�صوى( �إذ� �أعطيت �لممر( )b

14.2.1. �أثبت �أو �نق�ص �لعبار�ت �لآتية حول �لبيانات �لب�صيطة: ) تعليق: ”مختلفة“ ل تعني”منف�صلة“(.
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الفصل 1     مفاهيم أساسية32

a ( �تحاد مجموعات �لأ�صلاع لممر�ت مختلفة من u �إلى v يجب �أن يحوي حلقة. 
b ( �تحاد مجموعات �لأ�صلاع لم�صار�ت مختلفة من u �إلى v يجب �أن يحوي حلقة.

مبا�صرة تتكرر   W �أ�صلاع  بع�ص  �أنّ  �أثبت  حلقة.  يحوي  ول  �لأقل  على   1 طوله  مغلقًا   � ممرًّ  W ليكن   )!(  .15.2.1 
 )مرة و�حدة في كل �تجاه(.

 .e يحتوي على �أ�صلاع لحلقة ما خلال W ّأثبت �أن� .W ظْهِرُج عددً� فرديًّا من �لمر�ت في �لممر �لمغلق 16.2.1. ليكن e �صلعًا يُج

17.2.1. )!( ليكن Gn هو �لبيان �لذي تتكونّ روؤو�صه من تباديل {n,…,1}، بحيث يكون �لتبديلان a1، …،an، و 
b1,…,bn متجاورين �إذ� �ختلفا بتبديل زوج متجاور من �لمدخلات )�نظر G3 �أدناه(. �أثبت �أن Gn متر�بط.

123

132 231

213

312 321

18.2.1. )!( ليكن G هو �لبيان �لذي تتكوّن فيه مجموعة �لروؤو�ص من �لمرتّبات من �لدرجة k �لتي مدخلاتها 
من �لمجموعة {0،1}، بحيث يكون x مجاورً� لـِ y �إذ� كان كلّ من x و y يختلفان بال�صبط في موقعين فقط. حدّد 

.G ِعدد �لمركبات لـ

�لتطابق، روؤو�صه من �صفوف  تتكونّ  �لذي  �لب�صيط  �لبيان  G هو  s و r عددين طبيعيين. وليكن  ليكن   .19.2.1 
v0 , ... ,vn -1 حيث يكون vi و vj متجاورين �إذ� وفقط �إذ� كان. �أثبت �أنّ S له k مركبة تمامًا، حيث k هو �لقا�صم 

 .{n، r، s} لم�صترك �لأكبر للاأعد�د�
20.2.1. )!( ليكن v ر�أ�ص قطع للبيان �لب�صيط G. �أثبت �أنّ  G-v   يكون متر�بطًا.

درجته ر�أ�ص   G لـِ  كان  �إذ�  وفقط  �إذ�  قطع  ر�أ�ص   G لـِ  �أنّ  �أثبت  �لتتام.  ذ�تيّ  بيانًا   G ليكن   .21.2.1 
)Akiyama – Harary [1981]).1 

22.2.1. �أثبت �أنّ �لبيان يكون متر�بطًا �إذ� وفقط �إذ� وُججد لكلّ تجزئة لروؤو�صه �إلى مجموعتين غير خاليتين �صلع 
نقاطه �لطرفية في كلتا �لمجموعتين.

.G 23.2.1. لكل عبارة �أدناه، حدّد ما �إذ� كانت �لعبارة �صحيحة لكل بيان ب�صيط متر�بط غير تام
.P3 دّث مت�صاكل مع a ( كلّ ر�أ�ص في G ينتمي �إلى بيان جزئي محُج
.P3 دّث مت�صاكل مع b ( كلّ �صلع في G ينتمي �إلى بيان جزئي محُج

24.2.1. ليكن G بيانًا ب�صيطًا لي�ص فيه ر�أ�ص معزول، ولي�ص فيه بيان جزئي محدّث ب�صلعين فقط. �أثبت �أنّ G بيان تام. 
25.2.1. )!( ��صتخد�م �ل�صتقر�ء �لعادي على عدد �لأ�صلاع �أو �لروؤو�ص لإثبات �أنّ غياب �لحلقات �لفردية يكون 

�صرطًا كافيًا ليكون �لبيان ثنائي �لفرع. 
26.2.1. )!( �أثبت �أنّ �لبيان G يكون ثنائي �لفرع �إذ� وفقط �إذ� وُججد لكلّ بيان جزئي H من G مجموعة م�صتقلة 

.V)H( تتكوّن على �لأقلّ من ن�صف

�لتبديلان يــكــون  بحيث   ،{1,…,n} تــبــاديــل  مــن  روؤو�ـــصـــه  تــتــكــوّن  ـــذي  �ل �لــبــيــان  هــو   Gn ليكن   .27.2.1 
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33 المسارات والحلقات والمسارب  2.1

  a1,…,an و b1,…,bn متجاورين �إذ� �ختلفا بتبديل مدخلتين. �أثبت �أنّ Gn ثنائي �لفرع )G3 معرو�ص �أدناه(. 
.)inversions( هذه تدعى �نعكا�صات ai > aj و ،i < j بحيث ،i ، j ح�صب عدد �لأزو�ج� ،a م�صاعدة: لكلّ تبديل(

321312

231132

213123

28.2.1. )!( في كلّ بيان �أدناه، جد بيانًا جزئيًّا ثنائي �لفرع له �أكبر عدد من �لأ�صلاع، و�أثبت �أنّ هذ� هو �لأكبر، 
وحدّد ما �إذ� كان هذ� هو �لبيان �لجزئي �لثنائي �لفرع �لفريد �لذي له هذ� �لعدد �لكبير من �لأ�صلاع.

دث. �أثبت �أنّ G هو ع�صبة ثنائية  )بيان ثنائي �لفرع تام(. 29.2.1. )!( ليكن G بيانًا ب�صيطًا ل يحوي P4 �أو C3 كبيان جزئي محُج

30.2.1. ليكن G بيانًا ب�صيطًا روؤو�صه v1,…,vn، ولتكن Ak  ترمز �إلى �لقوّة k لم�صفوفة �لتجاور لـِ G تحت عملية 
 G ّو�أثبت �أن .G في k لتي طولها� vj إلى� vi هي عدد �لممر�ت من Ak في i، j صرب �لم�صفوفات. �أثبت �أنّ �لمدخلة�
� من n، فاإنّ مدخلات �لقطر جميعها تكون  ثنائي �لفرع �إذ� وفقط �إذ� تحقق �أنه لكلّ عدد �صحيح فردي r قريب جدًّ

�أ�صفارً� في Ar. )تذكير: �لممر هو قائمة مرتبة من �لروؤو�ص و�لأ�صلاع(.
31.2.1. )!( �ثبات �لنظرية 23.2.1 دون ��صتخد�م �ل�صتقر�ء: )�نظر �لمثال 21.2.1(. 

رْ روؤو�ص Kn بو�صفها مرتبات ثنائية مختلفة من �لدرجة k. ��صتخدم هذه لبناء k من  a ( ليكن n ≤ 2k ، �صَفِّ
.Kn لبيانات �لثنائية �لفرع �لتي �تحادها ي�صاوي�

رِ �لروؤو�ص في Kn بو�صفها مرتبات  b ( �إذ� �أعطيت Kn ب�صفتها �تحاد بيانات ثنائية �لفرع G1,…,Gk، �صَفِّ
.n ≤ 2k صتخدم هذ� لإثبات �أن�� .k ثنائية مختلفة من �لدرجة

32.2.1. �لعبارة �لآتية غير �صحيحة. �أ�صف فر�صية لت�صحيحها، و�أثبت �لعبارة �لم�صحّحة. 
”كلّ م�صرب �أعظمي في بيان زوجي هو حلقة �أويلرية“.

 2k أو على عدد �لأ�صلاع )و�حدً� بعد �لآخر(؛ لإثبات �أنّ �لبيان �لمتر�بط على� k 33.2.1. ��صتخدم �ل�صتقر�ء �لعادي على
من �لروؤو�ص �لفردية يتفكك �إلى k م�صربًا �إذ� كان k > 0. هل هذه �لنتيجة تبقى �صحيحة دون فر�صية خا�صية �لتر�بط؟

�لمتتالية،  �لأ�صلاع  نف�صها من  �لمرتبة  �لأزو�ج غير  لهما  �إذ� كان  �لأويلريتان متكافئتين  تكون �لحلقتان   .34.2.1
�أو د�ئرية )نقطتا �لبد�ية و�لتجاه غير مهمتين(. فاإنّ �لحلقة، على �صبيل �لمثال، لها �صف تكافوؤ  بنظرة حلقية 
و�حد فقط من �لحلقات �لأويلرية. ما عدد �صفوف �لتكافوؤ من �لحلقات �لأويلرية �لموجودة للبيان �لمر�صوم �أدناه؟
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الفصل 1     مفاهيم أساسية34

�أن G بيان زوجي متر�بط. عند كل ر�أ�ص، �عمل  خو�رزمية توكر .)Tucker’s algorithm( �فتر�ص   .35.2.1
تجزئة للاأ�صلاع �لمرتبطة بهذ� �لر�أ�ص �إلى �أزو�ج )كلّ �صلع يظهر في زوج لكلّ نقطة طرفية فيه(، �بد�أ مع �صلع e لت�صكل 
م�صربًا )Trail( بمغادرة كلّ ر�أ�ص على �ل�صلع �لذي ي�صكل زوجًا مع �ل�صلع �لم�صتخدم لدخول هذ� �ل�صلع، منتهيًا بال�صلع 
�لذي ي�صكل زوجًا مع e، وهذ� يحلل G �إلى م�صارب مغلقة، ما د�م يوجد �أكثر من م�صرب في هذ� �لتحليل، جد م�صربين 
لهما ر�أ�ص م�صترك، ثمّ �صمّهما �أحدهما �إلى �لآخر لتح�صل على م�صرب و�حد �أطول بتغيير �لمز�وجة )Pairing( عند 

 .)Tucker [1976]( ر�أ�ص م�صترك. و�أثبت �أنّ هذه �لخطو�ت تعمل وتعطي حلقة �أويلرية كم�صربها �لنهائي
36.2.1. )+( تو�صيف بديل لبيانات �أويلر: 

 u يحوي عددً� فرديًّا من �لم�صارب من G′ ّفاإن ،G′ = G-uv بيانًا �أويلريًّا، وكانت G أثبت �أنه �إذ� كان� )a
�إلى v. و�أثبت كذلك �أنّ عدد �لم�صارب في هذه �لقائمة �لتي ل ت�صكل م�صار�ت هو عدد زوجي.

�أنّ )c)e تمثّل عدد  v، �فتر�ص  بـِ  يرتبط   e فلكلّ �صلع  بيان معين،  ر�أ�صًا درجته فردية في   v �إذ� كان   ) b
 .)Mckee [1984] ـv ِلمرتبط بـ� e يكون زوجيًّا لبع�ص c)e( ّلإثبات �أن                             

     
                 

           

  
                 

                     
                

   

   
     

     
     

              
              

     
    

                
      

    
   
                        

 
    

     
      

     
              

           

    
     

       
           

    
    

   
    

        
                   

                 
        

 
   

       
   

   
         

        
       

         
     

 
     

  
    

      
    

        
   

     
      

�لحلقات �لتي تحوي e. ��صتخدم 
ا �إذ�  c ( ��صتخدم �لفرعين )a( و )b( لت�صتنتج �أنّ �لبيان غير �لتافة )nontrivial( �لمتر�بط يكون �أويلريًّ

وفقط �إذ� كان كل �صلع ينتمي �إلى عدد فردي من �لحلقات.
تعدٍّ  علاقة  هي  �لربط  علاقة  �أن  لإثبات   )extremality( �لق�صوى  �لدرجة  مفهوم  ��صتخدم   )!(  .37.2.1

 .)Q في P فخذ في �لح�صبان �أول ر�أ�ص من ،w إلى� v من Q و ،v إلى� u من p م�صاعدة: �إذ� �أعطيت ممرين(
38.2.1. )!( �أثبت �أن كلّ بيان على n من �لروؤو�ص، وعدد �أ�صلاعه ي�صاوي n على �لأقل يجب �أن يحوي حلقة. 

39.2.1. �فتر�ص �أن G بيان خالٍ من �لعرى، درجة كلّ ر�أ�ص من روؤو�صه على �لأقل 3. �أثبت �أنه يوجد في G حلقة 
.)P.Kwok( )طولها زوجي. )م�صاعدة: خذ في �لح�صبان �أكبر م�صار

40.2.1. )!( �فتر�ص �أن p و Q م�صار�ن في بيان متر�بط G، بحيث �إنّ طوليهما �أكبر ما يمكن، �أثبت �أنه يوجد 
ر�أ�ص م�صترك بينهما.

 41.2.1. �فتر�ص �أنّ G بيان متر�بط له ثلاثة روؤو�ص على �لأقل، �أثبت �أنهّ يوجد لـ G ر�أ�صان x و y بحيث �إنّ:
�أو يوجد لهما جار م�صترك. )م�صاعدة: �فتر�ص �أطول م�صار(   y متجاور�ن  1( G- {x،y} متر�بط. )x)2 و   

 .)chung [1978a](
42.2.1. �فتر�ص �أنّ G بيان ب�صيط متر�بط ل ن�صتطيع �أن ن�صتحدث منه p4 ول C4. �أثبت �أنه يوجد لـ G ر�أ�ص 

.)wolk [1965]( .)م�صاعدة: �فتر�ص ر�أ�صًا له �أكبر درجة( G يجاور باقي روؤو�ص
43.2.1.)+( ��صتخدم �ل�صتقر�ء على k لتثبت �أن كلّ بيان ب�صيط متر�بط له عدد زوجي من �لأ�صلاع يتفكك �إلى 

ذِفَ �صرط �لتر�بط؟ م�صار�ت طول كلّ منها 2. هل تبقى �لنتيجة �صحيحة �إذ� حُج

)Vertes Degress and Counting( ّ3.1. درجات الرؤوس والعد
بع�ص  تعريف  �أجل  من  �لتعريف  �صنعيد  لذ�  للبيانات.  و�صائط  بو�صفها  خا�صة  باأهمّية  �لروؤو�ص  درجات  تتمتع 

�لرموز �لمهمة. 
ويرمز  لها،  ر�أ�صًا   v يكون  �لتي  �لأ�صلاع  �أنّها عدد  G على  بيان  v في  �لر�أ�ص  تعرّف درجة  تعريف.   .1.3.1
 .d)v( حت�صاب� فتح�صب عروتين عند  �أن�صوطة،   v �لر�أ�ص  و�إذ� وجد عند   ،dG)v( أو�  d)v( بالرمز �إلى ذلك 
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35 درجات الرؤوس والعد  3.1

ون�صتخدم �لرمز (G(Δ للتدليل على �أكبر درجة من بين درجات روؤو�ص G، و )δ)G للتدليل على �أ�صغر درجة 
من بين هذه �لدرجات، ونقول: �إن G منتظم في حال كانت )Δ)G( = δ)G، ونقول: �إن G منتظم من �لدرجة 
)K-regular( K. �إذ� كانت  K =)Δ)G(= δ)G، ثمّ نعرف جو�ر �لر�أ�ص v على �أنه مجموعة �لروؤو�ص �لتي 

 .N)v( ونرمز �إلى ذلك بالرمز ،v تجاور
2.3.1. تعريف. نعرف رتبة �لبيان G على �أنها عدد روؤو�ص G، ونرمز �إلى ذلك بالرمز )n)G ونعرف حجم 
G على �أنه عدد �أ�صلاع G، ونرمز �إلى ذلك بالرمز )e)G. في حين ن�صتخدم �لرمز n ∈ ℕ للتدليل على 

 .{1,2,…,n} لمجموعة�
وبما �أنّ �لبيانات �لتي نتعامل معها منتهية )finite(، فاإنّ )G(n و )e)G عدد�ن �صحيحان غير �صالبين 
ل لب�ص فيهما )well defined(، وكذلك ن�صتخدم �لرمز e للتدليل على �صلع معين، و�صوف يتّ�صح من �ل�صياق ما 
�لمق�صود عند ��صتخد�م �لحرف e. ون�صتخدم �لرمز حلقة من �لرتبة )n )n- cycle للتدليل على حلقة لها n من 

�لروؤو�ص، وهذ� ين�صجم مع تعريف �لبيان على n من �لروؤو�ص )n- vertex graph( �أو �لذي له n من �لروؤو�ص. 

)Counting and Bijections( العدّ والتناظر
�صنبد�أ بالحديث عن م�صائل �لعدّ �لمتعلقة ببيانات جزئية لبيان معين، و�أول هذه �لم�صائل هي عملية ح�صاب 
عدد �لأ�صلاع �أو عدّها؛ حيث نقوم بذلك من خلال ��صتخد�م درجات �لروؤو�ص، و�ل�صيغة �لتي نح�صل عليها هي 
من �لأدو�ت �لمهمة في نظرية �لبيانات، وفي بع�ص �لأحيان يطلق عليها ��صم �أول نظرية في نظرية �لر�صوم، ف�صلًا 

)Hand Shaking Lemma( عن �أنّها ت�صمى بديهية �لت�صافح بالأيدي
 G إذ� كان� )Degree Sum Formula( صيغة مجموعة �لدرجات� )Proposition( .3.3.1. ق�ضية

بيانًا فاإن: 
                            

     
                 

           

  
                 

                     
                

   

   
     

     
     

              
              

     
    

                
      

    
   
                        

 
    

     
      

     
              

           

    
     

       
           

    
    

   
    

        
                   

                 
        

 
   

       
   

   
         

        
       

         
     

 
     

  
    

      
    

        
   

     
      

نّ كلّ �صلـــع ي�صهم باثنـــين في �لمجموع. لذ� نح�صل علـــى �ل�صيغة  الإثب��ات: بمـــا �أنه لـــكلّ �صلع طرفان، فاإ
■ �أعـــلاه. 
لحظ �أنّ �لإثبات يبقى �صحيحًا عندما تحتوي G على عرى؛ وذلك لأنّ كلّ �أن�صوطة ت�صهم باثنين في هذ� �لمجموع، 
،)e هي طرف من �أطر�ف v حيث( )v،e( و�إذ� خلا �لبيان من �لعرى، فاإنّ �ل�صيغة �أعلاه تح�صب عدد �لأزو�ج 
 مجمعة بح�صب �لروؤو�ص، �أو بح�صب �لأ�صلاع، ومن �لجدير بالذكر �أن مبد�أ �لعدّ في �تجاهين )لمتغيرين( يعطي 

 .)A طريقة ر�ئعة )�أنيقة( لإثبات �لمتطابقات �لمتعلقة بالأعد�د �ل�صحيحة. )�نظر �لتمرين 31 في �لملحق
وهنا، ل بدّ من �لإ�صارة �إلى �أنّ ل�صيغة مجموع �لدرجات تطبيقات متعددة تاأتي فيما بعد، ويمكن ��صتنباط 

عدّة نتائج منها مبا�صرة )�نظر �لنتيجة 5.3.1، و�لتمارين من 9 �إلى 13(. 
                            وبناءً عليه، فاإنّ

     
                 

           

  
                 

                     
                

   

   
     

     
     

              
              

     
    

                
      

    
   
                        

 
    

     
      

     
              

           

    
     

       
           

    
    

   
    

        
                   

                 
        

 
   

       
   

   
         

        
       

         
     

 
     

  
    

      
    

        
   

     
      

4.3.1. نتيجة. )Corollary( �إذ� كان G بيانًا، فاإنّ معّدل درجة روؤو�صه هو:
■  δ)G(  ≤                            

     
                 

           

  
                 

                     
                

   

   
     

     
     

              
              

     
    

                
      

    
   
                        

 
    

     
      

     
              

           

    
     

       
           

    
    

   
    

        
                   

                 
        

 
   

       
   

   
         

        
       

         
     

 
     

  
    

      
    

        
   

     
      

≤ Δ (G)                                                                    
5.3.1. نتيجة. �إذ� كان G بيانًا، فاإنّ عدد روؤو�صه ذو�ت �لدرجة �لفردية يكون زوجيًّا. لحظ �أنه ل يوجد بيان 
■ منتظم فردي �لدرجة ذو رتبة فردية. 
■  nk/2.من �لروؤو�ص، فاإنّ عدد �أ�صلاعه ي�صاوي n له K بيانًا منتظمًا من �لدرجة G 6.3.1. نتيجة. �إذ� كان

وفيما يلي نعرف عائلة مهمة من �لبيانات.
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الفصل 1     مفاهيم أساسية36

نعرف �لمكعب �لز�ئدي hypercube( Qk(، �أو �لمكعب ذ� �لبعد K على �أنه بيان ب�صيط،  7.3.1. تعريف. 
بحيث �إن كلّ ر�أ�ص من روؤو�صه هو ترتيبة )عديد( تحوي K من �لإحد�ثيات )K- tuple(، و�أنّ كلّ �إحد�ثي 
و�حد فقط.  �إحد�ثي  �لترتيبات تختلف في  �أ�صلاعه هو زوج من هذه  وكلّ �صلع من   ،0 �أو   1 يكون  �أن  �إما 

.Qj ي�صاكل Qk على �أنه ر�صم جزئي من j ذو �لبعد Qk ويعرف �لمكعّب �لجزئي من

110010

100000

111011

101001

عَدُّ �لمكعب �لز�ئدي مهند�صًا معماريًّا طبيعيًّا للحا�صوب، حيث يمكن للمعالجات  يظهر �ل�صكل �أعلاه Q3، يُج
�لتو��صل مبا�صرة �إذ� �رتبطت بروؤو�ص متجاورة في Qk، علمًا باأنّ �لترتيبات �لتي لها K من �لإحد�ثيات و�لتي تمثل 

�لروؤو�ص �لتي تعمل بو�صفها عناوين للمعالجات. 
8.3.1.  مثال: بنْية )تركيب( �لمكعبات �لز�ئدية. )Structure of hypercubes( تُجعرف )Parity( نوعية 
ا،  ا �أم فرديًّ �أيّ ر�أ�ص في Qk على �أنها نوعية عدد �لوحد�ت نف�صها في تمثيل هذ� �لر�أ�ص، �صو�ء �أكان �لعدد زوجيًّ
لحظ �أنّ لكلّ �صلع في Qk ر�أ�صين؛ �لأول زوجي و�لآخر فردي. لذ�، فاإنّ �لروؤو�ص �لزوجية تمثل مجموعة م�صتقلة، 

 .)bipartite( يكون بيانًا ثنائي �لفرع Qk ّوكذلك �لأمر بالن�صبة �إلى مجموعة �لروؤو�ص �لفردية. لذ�، فاإن
وبما �أنه يمكن تحديد كل موقع في �لترتيبة �لتي عدد �إحد�ثياتها K بطريقتين، فاإن n)Qk(=2k ، ويمكن 
 �لح�صول على جو�ر لأيّ ر�أ�ص بتغيير قيمة �أحد �لمو�قع في ترتيبة هذ� �لر�أ�ص، �إما من 1 �إلى �صفر، �أو من �صفر �إلى 1،

 .)Qk(=K2k-1 e ّند �أن )وبا�صتخد�م �لنتيجة )6.3.1 ،K منتظم من �لدرجة Qk وهذ� يعني �أن 
تُجظهر �لأ�صلاع �لم�صللة في بيان Q3 �أعلاه بيانين جزئيين من Q3، كل منهما ي�صاكل Q2. وقد تّم �لح�صول 
عليهما بتثبيت �لإحد�ثي �لأخير عند �لقيمة 0 �أو 1. وعمومًا، يمكن �لح�صول على مكعب جزئي ذي بعد j  وذلك 
بتثبيت k-j من �لإحد�ثيات، وترك قيم ما تبقى من �إحد�ثيات تتغير على �لـ 2j من �لترتيبات �لممكنة �لتي عدد 
�إحد�ثياتها j. �إن �لبيان �لذي نح�صل عليه بهذه �لطريقة ي�صاكل Qj، وبما �أنه توجد طريقة لختيار j  من 
من هذه �لمكعبات. 

                            
     
                 

           

  
                 

                     
                

   

   
     

     
     

              
              

     
    

                
      

    
   
                        

 
    

     
      

     
              

           

    
     

       
           

    
    

   
    

        
                   

                 
        

 
   

       
   

   
         

        
       

         
     

 
     

  
    

      
    

        
   

     
      

2k-j 2 طريقة لتحديد قيم �لإحد�ثيات �لمثبتة، فاإن هذ� يحددk-j لإحد�ثيات �لمتغيّرة و�
ويظهر �لتمرين )29( �أنّ هذ� هو كلّ ما نح�صل عليه من هذه �لمكعبات. 

لذ� نح�صل على   ،j=1 K2k-1 عندما  �لتي ح�صلنا عليها ت�صبح  و�ل�صيغة   ،Qk �أ�صلاع  بب�صاطة  Q1 هي  ن�صخ  �إن 
دورية  �أو  متكررة  بطريقة   Qk و�صف  يقترح  �أعلاه  نقا�صنا  فاإن   ،j=k-1 عندما   .e)Qk( لإيجاد  �أخرى  طريقة 
 .Qk-1 و�ألحق 1 با�صم كل ر�أ�ص في ن�صخة �أُجخرى من ،Qk-1 ألحق 0 با�صم كل ر�أ�ص في ن�صخة من�( .)recursive(
�أ�صف �أ�صلاعًا تربط بين روؤو�ص �لن�صختين �لتي تكون �أول K-1 من �إحد�ثياتها مت�صاوية، تح�صل على Qk. �إن �لخطوة 
�لأ�صا�صية في هذ� �لبناء هي Qo �لتي تمثل بيانًا له ر�أ�ص و�حد فقط. لذ� فاإن هذ� �لو�صف يقود �إلى �إثبات ��صتقر�ئي 
■                    .e)Qk( = k2k-1 )23 للعديد من خ�صائ�ص �لمكعبات �لز�ئدية بما في ذلك عدد �لأ�صلاع )�لتمرين

�لمكعب �لز�ئدي بيان منتظم ثنائي �لفرع )bipartite(. وبا�صتخد�م تعليل )argument( ح�صابي ب�صيط، 
ن�صتطيع �إثبات ملاحظة �أ�صا�صية ومهمة عن هذه �لبيانات.

9.3.1. ق�ضية. �إذ� كانت k > 0، فاإنّ كلّ بيان ثنائي �لفرع منتظمًا من �لدرجة k يحوي عدد �لروؤو�ص نف�صه في كل 
من مجموعتي روؤو�صه. 
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37 درجات الرؤوس والعد  3.1

وبح�صاب   .Y و   X هما  روؤو�صه  �لفرع، ومجموعتا  ثنائي   k �لدرجة  من  منتظم  بيان   G �أنّ  �فتر�ص  الإثبات: 
 e)G( وبح�صاب e)G( = k |X |  ند �أنّ عدد �لأ�صلاع ،x عدد �لأ�صلاع بح�صب نقاطها �لطرفية �لموجودة في
 |X|= |Y| ومنها |x| = k|Y|:ّوهذ� يعطي �أن e)G(= k|Y| ّأن�  بح�صب �لنقاط �لطرفية �لموجودة في y، ند 
                               ■  .k  > o عندما
من   )bijection( تناظر د�لة  �إيجاد  معينة عن طريق  عنا�صر مجموعة  عدد  �حت�صاب  �أنه يمكن  لحظ 
�لمجموعة �إلى مجموعة حجمها معروف. ومثالنا �لآتي ي�صتخدم هذه �لطريقة �إ�صافة �إلى �أنّ هناك �أمثلة �أخرى على 
 تعليلات تركيبية لبع�ص م�صائل �لعد �لح�صابية تظهر في �لملحق A ، وكذلك تت�صمّن �لتمارين 18-35 م�صائل تتعلق 

بالعدّ و�لح�صاب. 
10.3.1. مثال يوجد 6 حلقات لبيان بيتر�صون. �فتر�ص �أن G هو بيان بيتر�صون �لثلاثي �لمنتظم �لذي له ع�صرة مخالب 

)claws(، حيث نق�صد بالمخلب ن�صخةً من k1،3، و�صنجد �رتباط و�حد لو�حد بين �لحلقات �ل�صت وهذه �لمخالب. 
بما �أن طول �أ�صغر حلقة في G هو 5، فاإنّ كلّ حلقة �صد��صية F تمثل بيانًا جزئيًّا، وكلّ ر�أ�ص في F له جار و�حد 
خارج F. وبما �أنه يوجد جار م�صترك و�حد فقط للروؤو�ص غير �لمتجاورة )�لفر�صية 38.1.1(، فاإنّ هناك جارً� 
م�صتركًا خارج F للرووؤ�ص �لمت�صادة �لموجودة في F، وبما �أنّ G بيان منتظم ثلاثي، فاإنّ �لروؤو�ص �لثلاثة �لناتجة 
ا له ثلاثة روؤو�ص درجة كل منها و�حد، ور�أ�ص ر�بع  خارج F تكون مختلفة. لذ� فاإنّ حذف )V)F ينتج بيانًا جزئيًّ

درجته ثلاث، لذ� فهو مخلب.

تّمثل مجموعة   S �أنّ  �فتر�ص  �لطريقة.  بهذه  و�حدة فقط  مرة  يظهر   G H في  �أنّ كل مخلب  ياأتي  فيما  �صنرى 
�لروؤو�ص في H �لتي درجة كل منها و�حد، لحظ �أنّ S مجموعة م�صتقلة، �لر�أ�ص �لمركزي في H يمثل جارً� م�صتركًا. 
لذ� فاإن �لأ�صلاع �ل�صتة �لأخرى من S ت�صل �إلى روؤو�ص مختلفة، وبناءً على ذلك، فاإنّ )G- V)H بيان منتظم 
ثلاثي. وبما �أن طول �أق�صر حلقة في G ي�صاوي 5، فاإنّ )H(G-V يجب �أن يكون حلقة �صد��صية )طولها 6(، وهذه 
■ �لحلقة �ل�صد��صية تعطي H عندما نحذف روؤو�صها. 

ــان �لجـــزئـــي �لـــذي  ــي ــب �ــصــنــعــطــي طــريــقــة �أخـــــرى لــلــعــدد تــتــ�ــصــل بمــخــمّــنــة طــويــلــة �لأمــــــد، ونــ�ــصــمــي �ل
ــا محــــذوف �لـــر�أ�ـــص  ــيًّ ــا جــزئ ــانً ــي ـــه ب ـــص ــحــذف ر�أ�ـــــص و�حــــد فــقــط مـــن روؤو� ــيّن ب ــان مــع ــي  نــحــ�ــصــل عــلــيــه مـــن ب
)vertex deleted subgraph(، وهذه �لبيانات �لجزئية �لتي نح�صل عليها بهذه �لطريقة يمكن �أل تكون 
مختلفة جميعها، فمثلًا، عند حذف �أيّ ر�أ�ص من روؤو�ص �لحلقة Cn، فاإننا  نح�صل على بيانات جزئية كل منها 

 .Pn-1 ي�صاكل �لم�صار
11.3.1. *ق�ضية. �إذ� كان G بيانًا ب�صيطًا روؤو�صه V1،...Vn حيث n ≥ 3 ، فاإنّ.
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الإثبات: لحظ �أنه �إذ� كان e �صلعًا في G، فاإنّ e يظهر في G-vi �إذ� وفقط �إذ� لم تكن vi نقطة طرفية لهذ� 
�ل�صلع. لذ�، فاإنّ )G-vi(∑ تح�صب كلّ �صلع n-2 مرة.

■  .G- vj من vj تح�صب بعدد �لأ�صلاع �لمفقودة عند حذف vj فاإنّ درجة ،e)G( إذن، عندما تُجعرف�
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الفصل 1     مفاهيم أساسية38

ر�صم  �أو  ت�صمية )و�صع علامات  دون  بيانات  بو�صفها  �لر�أ�ص  �لمحذوفة  �لبيانات �لجزئية  نُجعطى  نموذجيًّا، 
على �لأ�صلاع �أو �لروؤو�ص(، �إذ� �إننا نعرف فقط ما يُج�صمى �صفوفَ �لت�صاكل )isomorphism classes( لهذه 
 ،G وهذ� يجعل من �ل�صعب معرفة ماهية �لبيان ،G يرتبط باأيّ ر�أ�ص في G- vi لبيانات، ول نعلم �أيّ ر�أ�ص في�
وعلى �صبيل �لمثال: فاإن K2 ومتممة K2 لهما �لقائمة نف�صها من �لبيانات �لجزئية محذوفة �لر�أ�ص، وللبيانات ذ�ت 
�لتي �صيغت من قبل   )Reconstruction Conjecture( لبناء� �إعادة  �لحجم �لأكبر، يوجد لدينا مخمنة 

كيلي و�أولم  )Kelly and Ulam( في �لعام 1942م.                                                
له  ب�صيطًا  بيانًا   G كان  �إذ�   )Reconstruction Conjecture( لبناء� �إعادة  مخمنة  *مخمّنة.   .12.3.1
دُج تمامًا وب�صورة فريدة بو��صطة قائمة من بياناته )�صفوف �لت�صاكل( �لجزئية  ثلاثة روؤو�ص على �لأقل، فاإنه يُجحدَّ

                 ■ �لمحذوفة �لر�أ�ص.                                                                                                                                                   
قائمة �لبيانات �لجزئية �لمحذوفة �لر�أ�ص لبيان G تحوي )n)G من �لمفرد�ت، وتبيّن �لق�صية 11.3.1 �أنه 
يمكن �إعادة بناء )e)G ومجموعة درجات �لروؤو�ص، وتبيّن قائمة درجات �لروؤو�ص �أنه يمكن �إعادة بناء �لبيانات 
38(، وبا�صتخد�م هذ�،  G متر�بطًا )�لتمرين  37(، وكذلك ن�صتطيع �أن نحدّد ما �إذ� كان  �لمنتظمة )�لتمرين 
ا بع�ص �ل�صروط �لكافية �لمعروفة �لتي  فاإنه يمكن �إعادة بناء �لبيانات غير �لمتر�بطة )�لتمرين 39(، وهناك �أي�صً

ت�صمن �إعادة �لبناء، لكن �لمخمّنة �لعامة تبقى م�صاألة دون حلّ.

)Extermal Problems( )مسائل القيم القصوى )أو القيم التطرّفية
تتعلق هذه �لم�صائل باإيجاد �لقيم �لعظمى و�ل�صغرى لد�لّة معروفة على مجموعة من �لأ�صياء، فمثلًا، �إن �أكبر 

.

                            
     
                 

           

  
                 

                     
                

   

   
     

     
     

              
              

     
    

                
      

    
   
                        

 
    

     
      

     
              

           

    
     

       
           

    
    

   
    

        
                   

                 
        

 
   

       
   

   
         

        
       

         
     

 
     

  
    

      
    

        
   

     
      

عدد من �لأ�صلاع لبيان ب�صيط له n من �لروؤو�ص هو 
.n-1 من �لروؤو�ص هو n 13.3.1. ق�ضية. �أ�صغر عدد من �لأ�صلاع لبيان متر�بط على

 n-k له  K من �لأ�صلاع  و  �لروؤو�ص،  n من  له  �لبيان �لذي  �أنّ  الإثبات: با�صتخد�م �لق�صية )11.2.1( ند 
ركبة على �لأقل، لذ� فاإنّ كلّ بيان له n من �لروؤو�ص، وعدد �أ�صلاعه �أقلّ من n-1 يمتلك مركبتين. وعليه، فهو غير  مُج
متر�بط. ونقي�ص هذ� هو �أنّ لكلّ بيان متر�بط على n من �لروؤو�ص n-1 �صلعًا على �لأقل، وهذ� �لحدّ �لأدنى متحقق 
■                                                                                                                                                              .Pn في �لم�صار

14.3.1. ملاحظة. لإثبات �أنّ B �أ�صغر قيمة في )f)G لبيانات في �صف G؛ يتطلب �إثبات �أن:
. G ∈ G لكل  f)G( ≥ β  (1

.G ∈ G لبع�ص  f)G(= β  (2
�لقيمة  �أن ند مثالً و�حدً� في G يحقق  لكلّ  G ∈ G، وللم�صاو�ة؛ يكفي  �إثبات �لحدّ �صالًحا  �أن يكون  يجب 
■                                  .f)G( أكبر قيمة في� B ّوبتغيير ≥ بـ ≤، نح�صل على طريقة لإثبات �أن ،f لمطلوبة للد�لة�

�صنحل فيما ياأتي م�صاألة قيم ق�صوى لم تكن معطاة �أ�صلًا كذلك.
15.3.1. ق�ضية. �إذ� كان G بيانًا ب�صيطًا على n من �لروؤو�ص، بحيث �إن δ(G) ≥ (n - 1)/2 ، فاإن G يكون بيانًا متر�بطًا. 

يكونان  عندما  لكليهما  م�صترك  جار  يوجد  �أنه  نثبت  �أن  يكفي  لذ�،   .V)G( في   v و   u نختار  الإثبات: 
فاإنّ  ،u ↮ v وعندما   .v �لر�أ�ص  �إلى  بالن�صبة  �لأمر  �إذن:  وكذلك  ب�صيط،  بيان   G �أنّ  وبما  متجاورين،    غير 
 N)u(∪ N)v(| ≤ n - 2| وبما �أنّ u،v لي�صا في �لتحاد، وبا�صتخد�م �لملاحظة A.13 في �لملحق A، فاإننا نح�صب:              ■
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39 درجات الرؤوس والعد  3.1

 |N(u) ∩ N(v)| = |N(u)| + |N(v)| - |N(u) ∪ N(v)| ≥ 

                            
     
                 

           

  
                 

                     
                

   

   
     

     
     

              
              

     
    

                
      

    
   
                        

 
    

     
      

     
              

           

    
     

       
           

    
    

   
    

        
                   

                 
        

 
   

       
   

   
         

        
       

         
     

 
     

  
    

      
    

        
   

     
      

 - (n - 2) = 1.
ونقول: �إنّ �لنتيجة �لتي تّم �لح�صول عليها هي �أف�صل ما يمكن، �أو �أنها حادة )Sharp( عندما ل يمكن تقوية �أحد 
�أجز�ئها �أو م�صامينها دون �أن ت�صبح عبارة غير �صحيحة، وتو�صح �لق�صية 15.3.1 ذلك بجلاء؛ فعندما 

تكون )δ)G �أ�صغر من 2/(n(G)-1)، ل يمكننا �ل�صتنتاج �أن �لبيان δ متر�بط.

16.3.1. مثال. �فتر�ص �أنّ G بيان على n من �لروؤو�ص، بحيث �إنّ مركباته ت�صاكل k⌈n/2⌉ و k⌈n/2⌉ حيث ⌊x⌋ هي 
 د�لةّ �أكبر عدد �صحيح �أقلّ من x �أو ت�صاويها، و�أنّ  ⌈x⌉هي د�لة �أكبر عدد �صحيح �أكبر من x �أو ت�صاويها،  وبما �أنّ

 .)Sharp( غير متر�بط، فاإن �لمتباينة �لموجودة في 15.3.1 حادة G و δ)G(= ⌊n/2⌋ -1 

ت�صمّى �لد�لة ⌊x⌋ د�لة �أر�صية x، �أمّا �لد�لة ⌈x⌉ فت�صمّى د�لة �صقف x، ون�صتخدم هاتين �لد�لتين هنا من �أجل 
■  .n إعطاء و�صف لعائلة و�حدة من �لبيانات، وذلك باإعطاء مثال لكل�

K[n/2] K[n/2]

باإعطاء مجموعة من �لأمثلة �لتي تمثل �أنّ �لحدّ �لذي ح�صلنا عليه هو �أف�صل ما يمكن، نكون قد حللنا م�صاألة 
�لتي ت�صمن تر�بط   δ)G( لـ ”�أقل قيمة  �أنّ  يثبتان   16.3.1 و�لمثال   ،15.3.1 �لق�صية  �أنّ  قيم ق�صوى. لحظ 
�لبيان �لب�صيط G هي ⌊n/2⌋، “ �أو �أنّ ”�أكبر قيمة لـ )δ)G تجعل �لبيان غير متر�بط هي 1- ⌊n/2⌋، وذلك 

 .G من �لروؤو�ص للبيان n ّعلى �فتر��ص �أن
17.3.1. تعريف: �لبيان �لذي تّم �لح�صول عليه من �تحاد بيانين G و H منف�صلي �لروؤو�ص ي�صمى �لتحاد 
للتدليل   mG �لرمز  ن�صتخدم  عام،  وبوجه   .G + H بالرمز  �إليه  ويرمز  للبيانين،  �لمجموع  �أو  �لمنف�صل، 
 على �لبيان �لموؤلف من m ن�صخة من بيان G، حيث �إنّ �أ�صلاع �أيّ ن�صختين من هذه �لن�صخ تكون منف�صلة 

)Pairwise disjoint edges( زوجًا زوجًا. 
18.3.1. مثال: �إذ� كان كلّ من G و H متر�بطًا، فاإنّ للبيان G + H مركبتين هما: G و H، لذ�، فاإنّ �لبيان �لموجود 
 في �لمثال )16.3.1( هو K ⌊n/2⌋ + K ⌊n/2⌋، ويذكر �أن هذه �لرموز منا�صبة عندما ل نعطي �أ�صماء للروؤو�ص. لحظ �أن
■ Km  + Kn = Km،n، ولحظ كذلك �أنّ �لبيان mK2 يتاألف من m من �لأ�صلاع �لمنف�صلة زوجًا زوجًا. 

ن�صتخدم م�صائل �لقيم �لق�صوى في نظرية �لبيانات لإيجاد �لبيان �لأمثل �لذي يحقق خا�صية معينة �صمن 
مجموعة )class( �أو مجموعة من �لبيانات، وعندما نبحث عن �لقيم �لق�صوى لبيان و�حد، فالم�صاألة مختلفة من 
بيان �إلى �آخر. فمثلًا، يمكن �أن ن�صاأل عن حجم �أكبر مجموعة م�صتقلة، �أو حجم �أكبر بيان جزئي ثنائي �لفرع، 
optimization prob- )تتمييز هذه �لم�صائل من �لم�صائل �لتي ناق�صناها �صابقًا، فاإننا ن�صميها م�صائل �لأمثلية 
lems(. بما �أنه يوجد مثل �أو �صاهد لم�صائل �لأمثلية في كلّ بيان، فلا ن�صتطيع و�صع قائمة لحلول �لم�صاألة جميعها. لذ� 
نلجاأ �إلى �إيجاد طريقة حلّ، �أو لو�صع حدود على �لإجابة بدللة �صمات �أخرى للبيان. وفي �صوء ذلك، ناأخذ في �لح�صبان 
م�صاألة �إيجاد �أكبر بيان جزئي ثنائي �لفرع لبيان معين، وهذ� ي�صمح لنا با�صتخد�م �أ�صلوب �لبناء، �أو �إيجاد خو�رزمية 

تعطي �لحلّ �أو �لإثبات )�لخو�رزمية: طريقة منظمة تت�صمن عددً� من �لخطو�ت لتحقيق هدف معين(. 
�لإثبات  من  �لنوع  هذ�  �فتر��ص  ويمكن  �ل�صيء،  هذ�  ببناء  �لقيام  هو  �صيء  وجود  �إثبات  طرق  �إحدى  �إن   
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خو�رزمية. ولإكمال �لإثبات؛ لبدّ من �إثبات �أنّ �لخو�رزمية تنتهي بعد �إجر�ء عدد من �لعمليات لإعطاء �لنتيجة 
 �لمطلوبة. وربّما يت�صمّن هذ� �لنوع من �لبر�هين ��صتخد�م �ل�صتقر�ء �لريا�صي، و�لتناق�ص، و�لمحدودية �أو �لنتهائية 

)finiteness( ..... �إلخ. 
�صنثبت �أنه يوجد لكلّ بيان �أكبرُج بيان جزئي ثنائي �لفرع من خلال �إعطاء خو�رزمية ت�صمن وجود مثل هذ� 

�لبيان �لجزئي. �لتمارين )45 - 49( تتعلق باإيجاد �أكبر بيان جزئي ثنائي �لفرع لبع�ص �لبيانات. 
19.3.1. نظرية. يوجد لكل بيان G خالٍ من �لعرى بيانٌ جزئي ثنائي �لفرع عدد �أ�صلاعه e)G(/2 على �لأقل. 
 ،X في  طرفيها  �أحد  �لتي  فالأ�صلاع   ،Y و   X مجموعتين  �إلى   V)G( للمجموعة  تجزئة  باأي  �بد�أ  الإثبات: 
و�لطرف �لآخر في Y ت�صكل بيانًا جزئيًّا ثنائي �لفرع H، وتمثل كلّ من X و Y تجزئة ثنائية لروؤو�صه، و�إذ� كان 
 v ِطرفًا له، فاإنّ عدد �لروؤو�ص �لتي ترتبط بـ v لذي يكون �لر�أ�ص� G أقلّ من ن�صف عدد �أ�صلاع� H عدد �أ�صلاع
 v باأ�صلاع، و�لخا�صة بالمجموعة �لتي تنتمي �إليها v، يكون �أكثر من عدد روؤو�ص �لمجموعة �لثانية �لتي ترتبط بـِ 
باأ�صلاع، كما هو مو�صح في �ل�صكل �أدناه. وبتحويل v من مجموعتها �إلى �لمجموعة �لأخرى، فاإنها تك�صب عددً� من 

�لأ�صلاع �أكثر من �لعدد �لذي تخ�صره. 
وبتكر�ر عملية تحريك �لروؤو�ص هذه، مع ملاحظة �أنّ هذه �لعملية تزيد حجم �لبيان �لجزئي �لثنائي �لفرع �لذي 
تح�صل عليه، فلا بد لهذه �لعملية من �لنتهاء عند حدّ معين. وعندئذ نح�صل على dH)v( ≥ dG)v(/2 لكل 
■  .e)H( ≥ e)G(/2 وباأخذ مجموع �لطرفين، وبا�صتخد�م �صيغة جمع �لدرجات ند �أن .v∈V)G(

YX

v

لحظ �أنّ �لبر�هين با�صتخد�م �لخو�رزميات ترتبط بالإثبات �ل�صتقر�ئي غالبًا ، �أو باإثبات يتعلق بالدرجات 
�إنّ هذه �لبر�هين تكون ق�صيرة و�صهلة �لإيجاد. لذ� فغالبًا ما نبحث عن مثل هذ� �لإثبات،  �أو �لقيم �لق�صوى. 
�إثباتًا للنظرية )19.3.1( بلغة �لقيم �لق�صوى و�لتناق�ص.  له �إلى خو�رزمية، فعلى �صبيل �لمثال: نعطي  ثم نحوِّ

وبالمح�صلة، فاإنّ �ختيار قيمة ق�صوى لـ H يتجه مبا�صرة �إلى نهاية �لخو�رزمية. 
�فتر�ص �أنّ H بيان جزئي ثنائي �لفرع للبيان G، بحيث �إنّ عدد �أ�صلاع H هو �أكبر ما يمكـــن، 
�لمجموعة  �إلى  �لثنائية من مجموعتها  �لتجزئة  v في  وبتحريك   ،v∈V)G( لبع�ص كــانت  �إذ�  

 .H لأخرى، نح�صل على تناق�ص لختيار�
20.3.1. مثال: قيمة عظمى محلية. ل ت�صمن �لخو�رزمية في �لنظرية )19.3.1( �إنتاج بيان جزئي ثنائي �لفرع 
�أ�صلاع  عدد  ن�صف  من  �أكبر  �أ�صلاعه  عدد  �لفرع  ثنائي  جزئي  بيان  هو  تعطيه  ما  لكن  �لأ�صلاع،  من  عدد  �أكبر   له 
�لثنائية و�لتجزئة  �صلعًا،   20 و  روؤو�ص   8 له   ،5 �لدرجة  من  منتظم  �أدناه  �لبيان  �إن  ي�صاويه.  �أو  �لكلي   �لبيان 

 X = {a،b،c،d} و Y = {e،f،g،h} تعطي بيانًا جزئيًّا ثنائي �لفرع، وهذ� �لبيان �لجزئي منتظم من �لدرجة 3 له 12 
�صلعًا، حيث تنتهي �لخو�رزمية هنا، علمًا باأن تغيير )قلب( موقع �أحد �لروؤو�ص يك�صبنا �صلعين، �إل �أننا نخ�صر ثلاثة �أ�صلاع. 
ثنائي  بيانًا جزئيًّا  و Y = {c،d،e،f} تعطينا    X = {a،b،g،h} لثنائية� �لتجزئة  فاإن  وعلى �لرغم من ذلك، 
�لفرع منتظمًا من �لدرجة 4 وله 16 �صلعًا، وهنا ل بدّ من �لإ�صارة �إلى �أنّ �لخو�رزمية �لتي تبحث عن قيمة عظمى 
باإجر�ء تغيير�ت مو�صعية )محلية( ربّما تح�صل على قيمة عظمى محلية فقط، ولي�صت قيمة عظمى كلية �أو مطلقة.          ■
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41 درجات الرؤوس والعد  3.1
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ا �أقل  21.3.1. ملاحظة: في �لبيان G، �أكبر عدد كلي للاأ�صلاع في بيان جزئي ثنائي �لفرع هو )e)G ناق�صً
■ عدد ممكن من �لأ�صلاع �لتي تلزم للح�صول على �صلع و�حد على �لأقل من كل حلقة فردية. 
م�صاألتنا �لتالية �لمتعلقة بالقيم �لق�صوى ل تبد�أ بالبيانات �لثنائية �لفرع، ولكنها تنتهي هناك؛ �إذ يندر �أنْ تجد 
في  �ل�صيا�صة و�لحروب عدوين لهما عدو م�صترك، وعادة ما يتعاون �ثنان �صد �لثالث، و�لم�صاألة �لآن �إذ� �أعطينا n من 

�لجماعات، فكم زوجًا من �لأعد�ء يمكن �أن يكون هناك، علمًا باأنه ل يوجد عدو م�صترك لأي عدوين؟   
بلغة �لبيانات ن�صاأل عن �أكبر عدد ممكن من �لأ�صلاع يمكن �أن يكون لبيان ب�صيط على n من �لروؤو�ص �إذ� 
علم عدم وجود مثلثات )حلقات ثلاثية( لهذ� �لبيان. لحظ �أنه ل توجد مثلثات في �لبيانات �لثنائية �لفرع. ولكن 
ا، وبا�صتخد�م �لقيم �لق�صوى  كثير من �لر�صوم غير ثنائي �لفرع )مثل بيان بيتر�صون( ل يوجد فيها مثلثات �أي�صً
)باختيار ر�أ�ص له �أكبر درجة( �صنثبت وجود ر�صوم تحقق هذه �لقيم، ومثال ذلك �لبيانات �لثنائية �لفرع �لتامة 

.)Complete bipartite graphs(

 .H إذ� كان يخلو من �أي بيان جزئي ي�صاكل� )H( )H-free أو خالٍ من�( H متحرر من G 22.3.1. تعريف. نقول: �إنّ �لبيان

 n أكبر عدد ممكن من �لأ�صلاع لبيان ب�صيط يخلو من �لمثلثات على� )Mantel [1907]) :23.3.1. نظرية
 .⌊n2/4⌋ من �لروؤو�ص هو

الإثبات: �فتر�ص �أنّ G بيان ب�صيط خالٍ من �لمثلثات له n من �لروؤو�ص، و�فتر�ص �أن x ر�أ�ص له �أكبر درجة، �صع 
)k = d)x، بما �أنّ G تخلو من �لمثلثات، فلا توجد �أ�صلاع تربط بين �لروؤو�ص �لموجودة في جو�ر x. لذ�، فاإنّ جمع 
درجة x، ودرجة كل عن�صر غير مجاور لها ي�صهم باحت�صاب نقطة طرفية و�حدة على �لأقل لكلّ �صلع، لذ�، ند �أنّ: 
، وباإيجاد �لمجموع على n-k من �لروؤو�ص درجة كل منها �أقل من k �أو ي�صاويها ، ند 

                            
     
                 

           

  
                 

                     
                

   

   
     

     
     

              
              

     
    

                
      

    
   
                        

 
    

     
      

     
              

           

    
     

       
           

    
    

   
    

        
                   

                 
        

 
   

       
   

   
         

        
       

         
     

 
     

  
    

      
    

        
   

     
      

.e)G( ≤ )n-k(k أن�
x

N (x)

x

N (x)

بما �أنّ n-k(k( تُجعدّ عدد �لأ�صلاع في Kn-k،k، فنكون قد �أثبتنا �أنّ )G(e مح�صورة )محدودة( بحجم ع�صبة 
ثنائية )biclique( لها n من �لروؤو�ص. وبتحريك ر�أ�ص من روؤو�ص kn-k،k من �لمجموعة �لتي حجمها k �إلى �لمجموعة �لتي 
حجمها n-k، نربح k-1 �صلعًا، ونخ�صر n-k �صلعًا. لذ� فاإن مح�صلة ما نربح هو 2k-1-n �صلعًا. وهذ� يكون موجبًا عندما 
2k > n + 1، و�صالبًا عندما 2k < n + 1. وبناءً عليه، فاإن )e)Kn-k،k تكون �أكبر ما يمكن عندما K = ⌈n/2⌉  ، �أو 
 .e)G( ≤ ⌊n2/4⌋ ،فردية، �إذن n زوجية، وي�صاوي  عندما تكون n لذ� فاإنّ حا�صل �ل�صرب ي�صاوي عندما تكون .⌊n/2⌋
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�لمثلثات  من  يخلو  �لذي   K⌊n/2⌋،⌈ n/2⌉ �لبيان  �لح�صبان  في  ناأخذ  يمكن؛  ما  �أف�صل  هو  �لحدّ  هذ�  �أنّ  لإثبات 
■  .K⌊n/2⌋،⌈ n/2⌉ ⌊n2/4⌋ وعدد �أ�صلاعه
وعلى �لرغم من �أنه يمكن تكبير )تعظيمn-k(k )( با�صتخد�م �لتفا�صل، �إل �أن ��صتخد�م طريق متقطع 
)غير مت�صل( �أف�صل �أحيانًا؛ لأن ذلك ي�صمن �أن تكون K عددً� �صحيحًا مبا�صرة، ويمكن تعميمها ب�صهولة لعدد 
�لنظرية )19.3.1( قد  وردت في  �لتي  �لمجموعة  �إلى  �لروؤو�ص من مجموعة  نقل  �إنّ فكرة  �لمتغير�ت.  �أكبر من 
��صتخدمت لإيجاد �أكبر بيان جزئي ثنائي �لفرع للبيان kn في �لنظرية .)9.2.5( �صنعمّم �لنظرية )23.3.1( 
بر�هين  ل�صياغة  �آخر  �صبب  �إلى   )Mantel’s( مانتيل  نتيجة  تقودنا   .kr +1 من  تخلو  �لتي  �لبيانات  لت�صمل 

�ل�صتقر�ء بالطريقة �لتي �أوردناها، و�ل�صبب هو �لأمان. 
24.3.1. مثال. )�إثبات غير �صحيح(. لنحاول �إثبات �لنظرية )23.3.1( با�صتخد�م �ل�صتقر�ء �لريا�صي على 

n. �لخطوة �لأ�صا�صية: n ≤ 2، لحظ �أن �لبيان �لتام kn له �أكبر عدد من �لأ�صلاع، ويخلو من �لمثلثات.
خطوة �ل�صتقر�ء: n > 2. �فتر�ص �أن �دعاءنا �صحيح عندما n = k. �إذن، فاإنّ K⌊k/2⌋ ⌈k/2⌉، هو �أكبر بيان 
k + 1 من  على  �لمثلثات  بيان خالٍ من  على  للح�صول   x ر�أ�صًا  �أ�صف  �لمثلثات،  يخلو من  �لروؤو�ص  k من  على 
مثلثًا.  ينتج  ذلك  فاإن  �لمنف�صلتين،  �لروؤو�ص  مجموعتي  من  روؤو�صًا  تجاور   x كانت  �إذ�  �أنه  لحظ  �لروؤو�ص، 
x تجاور كل ر�أ�ص في �لمجموعة  لذ�، ومن �أجل �لح�صول على �أكبر عدد ممكن من �لأ�صلاع �لإ�صافية، �جعل 
وهذ�   K⌊(k+1(/2⌋ ⌈(k+1)/2⌉ على  نح�صل  وبذلك،   .K⌊k/2⌋ ⌈k/2⌉ روؤو�ص،  مجموعتي  من  �أكثر  روؤو�صها  عدد  �لتي 

�لإثبات. ينهي 
�إن هذ� �لإثبات غير �صحيح؛ لأننا لم ناأخذ في �لح�صبان �لبيانات جميعها �لتي تخلو من �لمثلثات �لتي لها k + 1 من 
�لروؤو�ص؛ لأننا عالجنا حالة �لبيانات �لتي لها �أكبر بيان جزئي )من حيث عدد �لأ�صلاع( على k من �لروؤو�ص فقط، 
وهذ� �لبيان يظهر في �أكبر بيان له k + 1 من �لروؤو�ص، ولكن ل يمكن ��صتخد�م هذه �لحقيقة قبل �إثباتها، لحظ �أنه 
من �لممكن �لح�صول على مثال ذي قيمة عظمى على k + 1 من �لروؤو�ص باإ�صافة ر�أ�ص له �أكبر درجة لبيان لي�ص له قيمة 
■  .n من �لروؤو�ص. يطور �لتمرين )51( �إثباتًا �صحيحًا با�صتخد�م �ل�صتقر�ء على k عظمى على
�لممكنة جميعها  �ل�صو�هد  تاأخذ في �لح�صبان  �ل�صتقر�ء لم  �أن خطوة  هو  �لمثال )24.3.1(  �إن �لخطاأ في 
خطوة  كانت  �إذ�  �ل�صتقر�ء.  م�صيدةَ  �لخطاأ  هذ�  ون�صمي  للو�صيط،  و�لجديدة  �لكبرى  بالقيمة  �لمتعلقة  للعبارة 
�أن �ل�صو�هد و�لأمثلة  �أن نثبت  �أ�صغر، فيجب علينا  �ل�صتقر�ء تنمي �صاهدً� للقيمة �لجديدة للو�صيط من �صاهد 

للقيمة �لجديدة جميعها قد �أُجخذت في �لح�صبان. 
عندما يكون هناك مثل و�حد لكل قيمة من قيم و�صيط �ل�صتقر�ء )كما في حالة �صيغ �لجمع( عند ذلك ل 
توجد م�صكلة. وعندما يكون هناك �أكثر من �صاهد، فمن �لأ�صهل �أن نبد�أ ب�صاهد �ختياري لقيمة �لو�صيط �لأكبر؛ 
لأن هذ� – وبو�صوح- ياأخذ في �لح�صبان �صو�هد G جميعها للقيمة �لق�صوى. لذ�، فمن غير �ل�صروري �أن نثبت 

�أننا قد قمنا بتوليدها جميعًا. 
على �أي حال، عندما نح�صل من G على �صاهد �أ�صغر، فعلينا �أن نوؤكد على �أن فر�صيات �ل�صتقر�ء تنطبق عليها. 
فعلى �صبيل �لمثال، في �إثبات �ل�صتقر�ء �لخا�ص بحلقات �أويلر )�لنظرية 62.2.1(، يجب علينا تطبيق فر�صيات �ل�صتقر�ء 

على كل مركبة من مركبات �لبيان نح�صل عليها بحذف �أ�صلاع حلقة معينة، ولي�ص على �لبيان كله دفعة و�حدة. 
25.3.1. ملاحظة: في هذه �لملاحظة، نعطي هيكلًا للا�صتقر�ء )A template for induction( غالبًا ما تكون 
 Gحيث يجب �أنّ نثبت �أنّ كلّ �صاهد ، A)n( ⇒ B)n( ت�صمينًا مثل n لعبارة �لتي نرغب في �إثباتها بال�صتقر�ء على�
ا. �إن خطوتنا �ل�صتقر�ئية تتبع �صكلًا نمطيًّا معينًا، حيث نح�صل من G على �صيء  يحقق )n(A ، ويحقق )B)n �أي�صً
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43 درجات الرؤوس والعد  3.1

�أ�صغر ′G، �إذ� �أثبتنا �أن ′G تحقق )n-1(A )للا�صتقر�ء �لعادي(. و�إذ� �أدت خطو�ت )فر�صيات( �ل�صتقر�ء �إلى �أن  
.B)n( تحقق G لإثبات �أن B)n-1( تحقق G′ ّفاإننا ن�صتخدم حينها حقيقة �أن ،B)n-1( تحقق G′

 G satisfies A(n)                       G satisfies B(n)
⇓                                               ⇑

  G′ satisfies A)n-1(                       G′ satisfies B)n - 1(
�لخطوة �لأ�صا�صية هنا خطوة �ل�صتقر�ء، و�أما باقي �إجر�ء �لخطو�ت، فعلينا نحن �لقيام بها، لحظ �أن بر�هين 
■ �ل�صتقر�ء تتبع هذ� �ل�صورة �أو �لنمط. 
26.3.1. *مثال: م�صيدة �ل�صتقر�ء قد توؤدي م�صيدة �ل�صتقر�ء �إلى ��صتنتاج غير �صحيح، لنحاول ��صتخد�م 

.)cut – edge( ل�صتقر�ء على عدد �لروؤو�ص لإثبات �أن كل بيان متر�بط منتظم ثلاثي يخلو من �صلع قطع�
 وبا�صتخد�م �صيغة جمع �لدرجات، نعلم �أن كل بيان منتظم درجة روؤو�صه فردية يجب �أن يكون زوجي �لرتبة. 
لذ� نفتر�ص �أن لدينا بيانًا له 2m من �لروؤو�ص، �إن �أ�صغر بيان منتظم ثلاثي هو k4، وهو متر�بط، ولي�ص له �صلع 

 .m=2 قطع. وهذ� يثبت خطوة �ل�صتقر�ء �لأ�صا�صية، حيث
خطوة �ل�صتقر�ء: �فتر�ص �أن �لنتيجة �صحيحة لكل بيان G منتظم ثلاثي له 2k من �لروؤو�ص. �لآن يمكننا 
�لح�صول على بيان  ′G منتظم ثلاثي له )k+1(2 من �لروؤو�ص )هذ� يمثل �أول بيان له رتبة �أكبر( وذلك با�صتخد�م 
عملية “تو�صعة للبيان G” على �ل�صورة �لتالية: خذ �صلعين من G، و��صتبدلهما بم�صارين طول كل منهما 2 من 
خلال �إ�صافة ر�أ�صين جديدين على هذين �ل�صلعين وربطهما ب�صلع جديد. يو�صح �ل�صكل �أدناه كيفية �لح�صول على 

k3.3 من k4 بتو�صعة �صلعين منف�صلين )غير متجاورين(.

expansion

erasure

)تو�صيع(
)محو(

ا. ولحظ �أنه باإ�صافة ر�أ�صين  لحظ �أنه �إذ� كان �لبيان G متر�بطًا فاإن �لبيان �لمو�صع  ′G يكون متر�بطًا �أي�صً
جديدين ل�صلعين غير متجاورين، فاإننا نكون قد زدنا طول �لم�صار�ت بين �لروؤو�ص �لقديمة، و�أنه يمكن �لح�صول 

على م�صار �إلى �أحد �لروؤو�ص �لجديدة في ′G من م�صار في G �إلى �أحد جير�ن هذ� �لر�أ�ص. 
�إذ� خلت G من �صلع قطع، فاإن كل �صلع يقع في حلقة )�لنظرية 14.2.1(، وتبقى هذه �لحلقات موجودة في  

′G)�لحلقات �لتي تحوي �لأ�صلاع �لم�صتبدلة ت�صبح �أطول(. 
G بين  ′G يقع كذلك في حلقة ت�صتخدم م�صارً� في  �أنّ �ل�صلع �لذي يربط بين �لروؤو�ص �لجديدة في  لحظ 

�لأ�صلاع �لم�صتبدلة، وبا�صتخد�م �لنظرية 14.2.1 ند �أنه ل يوجد لـ ′G �صلع قطع )�أو ف�صل(.
ا يكون متر�بطًا وخاليًا من �صلع قطع.  لقد �أثبتنا �أنه �إذ� كان �لبيان G متر�بطًا ويخلو من �صلع قطع، فاإنّ ′G �أي�صً
 2m قد �أثبتنا �أن كلّ بيان ب�صيط متر�بط منتظم ثلاثي له m لحظ �أنه ربما يُجعتقد �أننا وبا�صتخد�م �ل�صتقر�ء على
من �لأ�صلاع يخلو من �صلع قطع، لكن �لبيان �لمو�صح في �ل�صكل �أدناه يعطينا مثالً يناق�ص هذ�. ويعدّ هذ� �لإثبات 
غير �صحيح لأنه ل يمكن بناء كل بيان ب�صيط متر�بط منتظم ثلاثي بعمل تو�صعة للبيان k4، علمًا باأنه ل يمكننا 
■ �لح�صول على �لبيانات �لتي تخلو من �صلع قطع جميعها كما يُجظهر تمرين 66. 

تنويه: يوجد في �لمحلق A مثال �آخر على م�صيدة �ل�صتقر�ء كذلك. 

→

←
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الفصل 1     مفاهيم أساسية44

)Graphic Sequences( المتتاليات البيانية
�صنتحدث عن درجات �لروؤو�ص في ما ياأتي: 

 27.3.1. تعريف: نعرف متتالية �لدرجات لبيان على �أنها قائمة بدرجات �لروؤو�ص مرتبة تنازليًّا على �ل�صكل
 .Vi تمثل درجة �لر�أ�ص di حيث ، d1 ≥ d2 ≥….≥ dn

يوجد لكل بيان متتالية درجات، و�ل�صوؤ�ل هو ما �إذ� كان لدينا مجموعة من �لأعد�د �ل�صحيحة غير �ل�صالبة                                 
d1، … dn، فهل يوجد بيان تكون هذه �لأعد�د هي درجات روؤو�صه.

�إن �صيغة جمع �لدرجات تعطي �أن di∑ يجب �أن يكون زوجيًّا، وعندما ن�صمح بوجود �لعرى و�لأ�صلاع �لمكررة، 
 .)TONCAS( فاإن �ل�صروط �ل�صرورية تكون كافية

28.3.1. ق�ضية: �إذ� كانت d1,…., dn �أعد�دً� �صحيحةً غير �صالبةٍ، فاإن هذه �لأعد�د ت�صلح �أن تكون روؤو�صًا 
لبيان �إذ� وفقط �إذ� كان di∑ زوجيًّا. 

 الإثبات: �ل�صرورة: �إذ� وجد بيان G بحيث �إن d1,…., dn هي روؤو�صه، فاإن �صيغة جمع �لدرجات ت�صمن �أن
)di= 2e)G∑ وهذ� عدد زوجي. 

ا. لذ� �صنجد بيانًا روؤو�صه  �لكفاية: �فتر�ص �أن di∑ زوجي، وبما �أنه كذلك، فاإنّ عدد �لقيم �لفردية عدد زوجي �أي�صً
v1, ….,vn، بحيث �إن .d)vi(= di في �لبد�ية، �ختر �أزو�جًا من �لروؤو�ص vi �لتي درجاتها فردية، ثم �ربط كل زوج 
 ⌊di/2⌋ يمكن �إ�صافة i من هذه �لروؤو�ص ب�صلع، �إن ما تبقى من درجة كل ر�أ�ص هو عدد زوجي غير �صالب. لذ� ولكل
■ �أن�صوطة على كل ر�أ�ص vi، وهذ� يعطينا �لبيان �لمطلوب. 

يعتمد �لإثبات �ل�صابق على بناء �لبيان؛ لذ� فاإنه ي�صمى �إثباتًا بنائيًّا. وقد كان باإمكاننا ��صتخد�م �ل�صتقر�ء )تمرين 
56(. �إن عملية �لبناء �ل�صابقة �صهلة بوجود �لعرى، وغير �صهلة فيما عد� ذلك؛ فمثلًا ل يوجد بيان درجات روؤو�صه 
)2،0،0(، وعليه فاإنّ �صرط �لمجموع �لزوجي غير كاف. �إن �لتمرين 63 يعطي و�صفًا لمتتاليات درجات �لبيانات 
�لخالية من �لعرى. وفيما ياأتي، �صنعطي و�صفًا لمتتاليات �لدرجات لبيانات ب�صيطة با�صتخد�م �صرط مكرر يقودنا 
 �إلى خو�رزمية، ول بد من �لإ�صارة �إلى وجود تو�صيفات �أخرى معروفة؛ حيث �أعطى �لعالمان �صيرك�صما وهوجيفين

)Sierksma – Hoogeveen( في �لعام 1991 قائمة موؤلفة من �صبعة تو�صيفات لمتتالية �لدرجات.

29.3.1. تعريف: نعرّف �لمتتالية �لبيانية على �أنها قائمة من �لأعد�د �ل�صحيحة غير �ل�صالبة �لتي تمثل متتالية 
درجات لبيان ب�صيط. ونقول: �إن �لبيان �لب�صيط يحقق d �إذ� كانت �لمتتالية d هي متتالية درجات هذ� �لبيان. 

 1،0،1 و   2،2،1،1 �أن كلاًّ من  �صرط دوري )مكرر( .)A recursive condition( لحظ  30.3.1. مثال: 
متتاليتا بيان، حيث يحقق �لبيان k2 + k1 �لمتتالية 1،0،1، وباإ�صافة ر�أ�ص جديد يجاور ر�أ�صًا درجته 1، ور�أ�ص �آخر درجته 
0 نح�صل على بيان متتالية درجاته هي: 2،2،1،1 كما في �ل�صكل �أدناه. وبالعك�ص، �إذ� حقق بيان �لمتتالية 2،2،1،1، فاإن 

له ر�أ�صا w، وله جار�ن �أحدهما درجته 1، و�لآخر درجته 2، وبحذف w، نح�صل على بيان درجاته: 1،0،1.
w

�أم ل، فاإننا نبحث عن بيان له ر�أ�ص  33333221 تحقق بيانًا  �إذ� كانت �لمتتالية  �أردنا �ختبار ما  �إذ�  وبالمثل، 
w درجته 3، وله ثلاثة جير�ن درجة كل منها 3، وهذ� يكون موجودً� �إذ� وفقط �إذ� كانت �لمتتالية 2223221 بيانية 
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45 درجات الرؤوس والعد  3.1

)يحققها بيان معين(، نعيد ترتيب هذه ونختبر 3222221، ثمّ ن�صتمر بالحذف و�إعادة  �لترتيب حتى ن�صتطيع �أن 
نتبين ما �إذ� كانت �لمتتالية �لباقية قابلة للتحقيق �أم ل، و�إذ� كانت قابلة للتحقيق، فنعمل رجوعًا على �إ�صافة روؤو�ص لها 
�لجير�ن �لمطلوبة حتى ن�صل �إلى بيان يحقق قائمة �لدرجات �لأ�صلية. لحظ �أن هذ� �لتحقيق غير فريد، و�لنظرية 

�لتالية تبين عمل هذ� �لختبار �لمكرر.
11110221111

10111
3222221

111221
33333221

2223221

u

vv w

w v u

u u

31.3.1. نظرية )Havel [1955] Hakimi [1962]( بكل n > 1، �إذ� كانت d مجموعة )قائمة( موؤلفة من 
n من �لأعد�د �ل�صحيحة، فاإن d تكون بيانية )تحقق بيانًا معينًا( �إذ� وفقط �إذ� كانت ′d بيانية، حيث نح�صل 
 Δ لعن�صر �لذي هو �أقل من�( Δ وطرح 1 من �لعن�صر �لذي ي�صبق ،Δ بحذف عن�صرها �لأكبر d من d′  على

 .d1 = 0 :مبا�صرة(، لحظ �أن �لمتتالية �لفريدة �لتي تتاألف من عن�صر و�حد وتكون بيانية في �لوقت نف�صه هي
الإثبات: �إذ� كانت n = 1، فاإن �لعبارة متحققة تلقائيًّا. لذ� �فتر�ص �أن n > 1 . �صنثبت �أولً �أن �ل�صرط �لموجود 
 ،d′  بيان له متتالية درجات G′ و�أن ،  d1 ≥ d2 ≥ ...≥ dn معطاة بحيث �إن d في �لنظرية كافٍ. �إذ� كانت �لقائمة
فاأ�صف ر�أ�صًا جديدً� للبيان ′G يجاور روؤو�ص ′G �لتي درجاتها d2 – 1,…,dΔ+1- 1. تمثل هذه �لقيم لـ di �أكبر 
�لعنا�صر Δ لعنا�صر d بعد )ن�صخة من( Δ نف�صها، لكن d2 - 1, … , dΔ+1-1 لي�صت بال�صرورة م�صاوية لأكبر 

d′ لعنا�صر م في�
لإثبات �أن �ل�صروط �صرورية، نبد�أ ببيان ب�صيط G يحقق d، ونح�صل منه على بيان ′G يحقق ′d. �فتر�ص �أن 
w ر�أ�ص في G درجته Δ. و�فتر�ص كذلك �أن S تمثل مجموعة موؤلفة من Δ من �لروؤو�ص في G لها �لدرجات �لمن�صودة 

.G′ لنح�صل على w فاإننا نحذف ،N)w( = S إذ� كان� .d2,…,dΔ+1

 G)modify( وفي هذه �لحالة، نعدّل .N)w( غير موجودة في S وعلى �لنقي�ص من ذلك، بع�ص �لروؤو�ص �لموجودة في
لزيادة |w(∩S(N| دون تغيير درجة �أي ر�أ�ص. بما �أنه يمكن زيادة |S∩)N)w| بـ Δ مرة على �لأكثر، وباإعادة 
هذه �لعملية، يتحول G �إلى بيان �آخر *G يحقق d، وتمثل فيه S جو�رً� للر�أ�ص w. وبحذف w من *G نح�صل على 
 w ↔ z بحيث �إن ، z ∉Sو  x ∈ S؛ نختارN)w( ≠ S ولإيجاد هذ� �لتعديل عندما .d′ لذي يحقق� G′ لبيان �لمطلوب� 
و w ↮ x ونرغب باإ�صافة wx وحذف wz، مع �لمحافظة على درجات �لروؤو�ص. بما �أنّ )d)x( ≥ d)z، و w تجاور 
 |N)w(∩S|لزيادة {wx، yz} و�أ�صف ،{wz، xy} لآن �حذف� ،z ول يجاور x يجاور y فيوجد ر�أ�ص ،x ول تجاور z
■ )�نظر �ل�صكل �أدناه(. 

z

w y

x
S

�لنظرية )31.3.1( تعطي �ختبارً� لقائمة من n من �لأعد�د باختبار قائمة موؤلفة من n-1 من �لأعد�د، 
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الفصل 1     مفاهيم أساسية46

ا  ققة بيانيًّ في �لحقيقة تعطينا خو�رزمية مكررة �لخطو�ت )recursive algorithm( لختبار ما �إذ� كانت d محُج
)بيانية(. �إن �ل�صرط �ل�صروري باأن يكون Σdi زوجيًّا متحقق �صمنيًّا لأنّ: 

 Σd ′ i =  ) Σd i (  - 2 Δ
Σdi لهما �لنوعية نف�صها، يوؤدي �لإثبات �لخو�رزمي )با�صتخد�م خو�رزمية( �لذي  Σd′i و  �أنّ  وهذ� يعطي 
ي�صتخدم تغييًر� محليًّا )مو�صعيًّا( )Local change( �إلى �ل�صرط �لمطلوب، ويمكن �صياغة ذلك بو�صفه �إثباتًا 
��صتقر�ئيًّا )�لإثبات با�صتخد�م �ل�صتقر�ء( حيث �إنّ متغيّر )و�صيط( �ل�صتقر�ء هو �لبعد عن �ل�صرط �لمطلوب، 

.N)w( غير �لموجودة في S كان �لبعد هو عدد روؤو�ص )وفي �لإثبات )31.3.1

لقد ��صتخدمنا تبديل �لأ�صلاع )edge Switches( لتحويل بيان له متتالية درجات d �إلى بيان يحقق �ل�صرط �لمطلوب. 
و�صنرى فيما ياأتي، �صنرى �أنّ كل بيان ب�صيط له متتالية درجات d يمكن تحويله بمثل هذ� �لتبديل )�لتغيير( �إلى �أي بيان �آخر.

ف �لتبديل �لثنائي على �أنه تبديل �ل�صلعين xy و zw في  عرِّ 32.3.1. تعريف: �لتبديل �لثنائي )switch-2(. نُج
بيان ب�صيط بال�صلعين yz و wx ب�صرط عدم ظهور yz و wx بو�صفهما �صلعين في �لبيان �لأ�صلي.

z

w

y

x

z

w

y

x

ت�صير �لخطوط �لمنقطة �أعلاه �إلى �أن �لر�أ�صين غير متجاورين. �إذ� كان y ↔ z �أو  w ↔ x، فاإنه ل يمكن 
عمل تبديل ثنائي؛ لأن �لبيان �لناتج ل يكون ب�صيطًا. لحظ �أن �لتبديل �لثنائي يحافظ على درجات �لروؤو�ص، و�إذ� 
 ،H إلى� H* فاإن عمل تبديل ثنائي �آخر على �لروؤو�ص �لأربعة نف�صها يحول ، H*، إلى� H كان �لتبديل �لثنائي يحول

و�لر�صم �أدناه يو�صح تبديلين ثنائيين متتابعين.
u v w

x y z

u v w

x y z

u v w

x y z

H بيانين ب�صيطين لهما مجموعة  G و  �إذ� كان   )[ 154 – 153 p ، 1973] Berge( .33.3.1.* نظرية
جِدَت متتالية تبديلات )تغيير�ت( ثنائية  �لروؤو�ص V نف�صها، فاإن )dG)v( = dH)V لكل v ∈ V �إذ� وفقط �إذ� وُج

.H إلى� G تنقل
عندما وبالعك�ص  كافٍ.  �ل�صرط  هذ�  فاإنّ  �لروؤو�ص،  درجة  على  يحافظ  ثنائي  تبديل  كل  �أنّ  بما   الإثبات: 
منا�صبة  ثنائية  )تبديلات(  تغيير�ت  متتالية  على  نح�صل  فاإننا   ،v ∈ V لكل   dG)v( = dH)v(
�لأكثر  على  يوجد   d1,…,dn فلكل   n ≤ 3 كانت  �إذ�  �لروؤو�ص،  عدد  تمثل  �لتي   n على  بال�صتقر�ء 
في  �لأ�صا�ص  خطوة  بو�صفها    n = 3 ن�صتخدم  لذ�،   .d)vi( = di �أن  يحقق  و�حد  ب�صيط  بيان 
�أن �فتر�ص  يمكن،  ما  �أكبر   Δ درجته  ر�أ�صًا   w و�جعل   ،n ≥ 4 خذ  �لأولى(.  )�لخطوة   �ل�صتقر�ء 
S = {V1,…,VΔ} هي مجموعة �لروؤو�ص �لمختلفة عن w و�لتي درجة كل منها Δ، كما في �لإثبات )31.3.1( 
فاإن هناك متتالية  تغيير�ت )تبديلات( ثنائية تنقل G �إلى بيان *G، بحيث �إن S = )NG*)w. ولذلك، توجد 

.NH
*)w( = S بحيث �إن H* إلى بيان� H متتالية تغيير�ت ثنائية تنقل
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w

G

S

w

G*

S

w

H*

S

w

H

S

 dG′ )v( حيث H′= H* - w و G′= G* - w يعطينا بيانين ب�صيطين w فاإن حذف ، NG
*)w( = NH

*)w( بما �أن
)dH′ )v = لكل ر�أ�ص v. وبا�صتخد�م فر�صيات �ل�صتقر�ء، توجد متتالية تغيير�ت ثنائية تنقل ′G �إلى ′H، لحظ �أن 
هذه �لتغيير�ت ل ت�صمل w. وبما �أنّ جير�ن w في *G هي نف�صها في *H، فاإنّ تطبيق متتالية �لتغيير�ت نف�صها تنقل 
*G �إلى *H. لذ�، فاإننا ن�صتطيع تحويل G �إلى H بتحويل G �إلى *G، ثم �إلى *H، وعليه )بعك�ص �لترتيب( نحوّل 
■  .H* إلى� H
 G لحظ �أنه كان باإمكاننا ��صتخد�م �ل�صتقر�ء على عدد �لأ�صلاع �لتي تظهر في بيان و�حد فقط من �لبيانين
ا �أن هذ� �لعدد ي�صاوي �صفرً� �إذ� وفقط �إذ� كان G = H، و�إذ� �تبعنا هذ� �لطريق لحل �لم�صاألة،  و H، ولحظ �أي�صً

.G قريبة من H أو متتالية تغيير�ت ثنائية تجعل� ،H قريبة من G فيكفي �أن ند متتالية تغيير�ت ثنائية تجعل

)Exercises( تمـارين
جِدت عبارة فيها متغير )و�صيط( )parameter(، فيجب �إثباتها لقيم هذ� �لو�صيط جميعها، ول يمكن  �إذ� وُج

�لإثبات باإعطاء �أمثلة. و�أن عملية عدّ مجموعة ت�صمل �إعطاء �إثبات لذلك. 
1.3.1. )-(�أثبت �أو �نق�ص �لعبارة �لآتية: في �لبيان G، �إذ� كان كل من u و v هما �لر�أ�صين �لفريدين �للذين درجتهما 

.v إلى� u يحوي م�صارً� من G ّفردية، فاإن
في  زملائه  من  لثلاثة  معايدة  بطاقات  ثلاث  طالب  كلّ  �أر�صل  �إذ�  طلاب،  ت�صعة  مجموعة  ت�صمل   )-(  .2.3.1

�ل�صف، بيِنّ �إمكانية ح�صول كل منهم على بطاقات من �لأ�صخا�ص �أنف�صهم �لذين �أر�صل لهم بطاقاته. 
�إلى ينتمي   uv �ل�صلع  �أنّ  و�أثبت   ،G ب�صيط  بيان  في  متجاور�ن  ر�أ�صان   v و   u �أنّ  �فتر�ص   )-(  .3.3.1 

 )d)u( + d)v(– n)G من �لمثلثات على �لأقل. 
.Q4  4.3.1. )-( �أثبت �أن �لبيان �أدناه ي�صاكل

.Qk في C4 و P3 5.3.1. )-( �ح�صب عدد �لن�صخ من
6.3.1. )-( �إذ� كان لديك �لبيانان G و H، فحدّد عدد مركبات �لبيان G + H و�أكبر درجاته بدللة �لأعد�د 

 .H و G لخا�صة لكل من�
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.Kn و   ،Cn و ، Pn 7.3.1. )-( حدّد �أكبر عدد ممكن من �لأ�صلاع لبيان جزئي ثنائي �لفرع لكل من
 8.3.1. )-( �أيّ �لمتتاليات �لآتية  تحقّق بيانًا؟ �أعطِ بيانًا يحقق ذلك، �أو �أثبت عدم �إمكانية وجود مثل هذ� �لبيان:

 c) (5,5,5,3,2,2,1,1),a) (5,5,4,3,2,2,2,1),
  d) (5,5,5,4,2,1,1,1). b) (5,5,4,4,2,2,1,1),

●           ●           ●           ●           ●

م كل منهما 13 فريقًا. بيّن �إمكانية ترتيب مباريات  مَتِ �لفرق �إلى مجموعتين ت�صّ �صِّ 9.3.1. في �تحاد للعبة معينة، قُج
لهذه �لفرق بحيث يلعب كل فريق ت�صع مباريات �صمن مجموعته، و�أربع مباريات �صمن �لمجموعة �لثانية. 

10.3.1. �فتر�ص �أن l،m،n ثلاثة �أعد�د �صحيحة غير �صالبة، بحيث �إن l + m = n، جد �ل�صروط �ل�صرورية 
و�للازمة �لتي تحققها l،m،n ،بحيث يوجد بيان ب�صيط متر�بط له n من �لروؤو�ص، وبحيث يكون l منها روؤو�صًا 

زوجية و m روؤو�صًا فردية. 
ا �أن H هو �لبيان �لجزئي من G �لذي يتكوّن من �لأ�صلاع  11.3.1. �فتر�ص �أن w ممر مغلق في بيان G، و�فتر�ص �أي�صً

 .v ∊V)G( زوجية لكل dH)v( عددً� فرديًّا من �لممر�ت. �أثبت �أن W لتي ظهرت في�
 2k + 1 12.3.1. )!( �أثبت �أنه ل يوجد �صلع قطع للبيان �لزوجي. و�بنِ بيانًا ب�صيطًا منتظمًا بيان ب�صيط منتظم من �لدرجة

 .k ≥ 1 له �صلع قطع لكل
13.3.1. )+( نعرف �صل�صلة �لجبال على �أنها منحنى م�صلع ) متعدد �لأ�صلاع( من )a ، 0( �إلى )b ، 0( في �لن�صف 
�لعلوي من �لم�صتوى. يبد�أ �لمتنزهان A و B م�صيرهما عند  )a ، 0( و )b ، 0( على �لترتيب، �أثبت �أن A و B �صيلتقيان 
ف بيانًا بو�صفه  �إذ� �صار� بطريقة معينة بحيث يبقيان طو�ل �لوقت على �لرتفاع نف�صه فوق �لمحور �لأفقي. )م�صاعدة: عرِّ

.)D.G. Hoffman نموذجًا للحركة، و��صتخدم �لنتيجة 5.3.1( ) تم و�صع �ل�صوؤ�ل بالتو��صل مع

14.3.1. �أثبت �أن كلَّ بيان ب�صيط له ر�أ�صان على �لأقل يمتلك ر�أ�صين لهما �لدرجة نف�صها. هل �لنتيجة �صحيحة 
للبيانات �لخالية من �لعرى؟

15.3.1. لكل k ≥ 3، حدّد �أ�صغر عدد n بحيث:
a( يوجد بيان ب�صيط منتظم من �لدرجة k على n من �لروؤو�ص. 

b( توجد بيانات ب�صيطة منتظمة من �لدرجة k غير مت�صاكلة على n من �لروؤو�ص. 
16.3.1. )+( بر هن �أنه يوجد لكل k ≥ 2 و g ≥ 2 بيان منتظم من �لدرجة k وخ�صره ي�صاوي g. ) م�صاعدة: لبناء 
هذ� �لبيان ��صتقر�ئيًّا؛ ��صتخدم H ب�صفته بيانًا منتظمًا من �لدرجة  k – 1 له خ�صر girth( g(، وبيانًا له خ�صر 
 .)k،g( )Erdös – sachs [1963](ا من نوع ⌈g / 2⌉ ومنتظمة من �لدرجة )n)H. ي�صمّى مثل هذ� �لبيان قف�صً
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17.3.1. )!( �فتر�ص �أن G بيان له ر�أ�صان على �لأقل، �أثبت �أو �نق�ص كلاًّ مّما ياأتي: 
 a( حذف ر�أ�ص درجته )G(Δ ل يمكن �أن يزيد معدل )متو�صط( �لدرجة. 

 b( حذف ر�أ�ص درجته )G(δ ل يمكن �أن ينق�ص معدل )متو�صط( �لدرجة. 
.k ≥ 2 لكل k 18.3.1. )!( �أثبت �أنه ل يوجد �صلع قاطع ) فا�صل( لكلّ بيان ثنائي �لفرع منتظم من �لدرجة

 G فاإن ،Δ)G( ≥ 5 أثبت �أنه �إذ� كانت� ،)claw – free( بيان ب�صيط يخلو من �لمخالب G ّ19.3.1. �فتر�ص �أن
 n ثم جد بيانًا منتظمًا من �لدرجة 4 يخلو من �لمخالب، بحيث يكون عدد روؤو�صه ،n ∈ N تحوي حلقة رباعية لكل

على �لأقل، ويخلو من �لحلقات �لرباعية. 
Kn،n 2 فيn وعدد �لحلقات �لتي طولها ،Kn في n 20.3.1. )!( �ح�صب عدد �لحلقات �لتي طولها

.Km،n 21.3.1. �ح�صب عدد �لحلقات �ل�صد��صية
22.3.1. )!( �فتر�ص �أن G بيان ب�صيط لي�ص ثنائي �لفرع، يخلو من �لمثلثات، له n من �لروؤو�ص ودرجته �ل�صغرى 

:G تمثل �أ�صغر طول لحلقة فردية في L ا �أن k، و�فتر�ص �أي�صً
 .V)C( فله على �لأكثر جو�ر�ن في V)G( ر�أ�صًا ل ينتمي �إلى u أثبت �أنه �إذ� كان� ،l طولها G حلقة في C فتر�ص �أن� )a 
 b( بح�صاب عدد �لأ�صلاع �لتي تربط )C(V مع )V)G( – V )C بطريقتين، �أثبت �أن  n  ≥  k L /2. وبناء 

)Campbell – Staton [1991]( عليه، فاإن
 k/2 م�صاعدة: جد بيانًا له( هي �أف�صل ما يمكن b عددً� زوجيًّا، فاأثبت �أنّ �لمتباينة في فرع K إذ� كان� )c 

حلقة طول كل منها L بحيث تكون منف�صلة زوجًا زوجًا(. 
 e)Qk( = k2k – 1 8.3.1  لإثبات �أن)مثال( Qk 23.3.1. ��صتخدم �لو�صف �لتكر�ري للبيان

.Qk غير محتوًى في �أيّ مكعّب ز�ئدي K2،3 24.3.1. �أثبت �أن
ه على �لأكثر r. هل  عْدُج 25.3.1. )!( �أثبت �أن كل حلقة طولها 2r في مكعب ز�ئدي تكون محتو�ة في مكعب جزئي بُج

يمكن لحلقة طولها 2r �أن تكون محتو�ة في مكعب جزئي بُجعده �أقل من r؟
26.3.1. )!( �ح�صب عدد �لحلقات �ل�صد��صية في Q3. �أثبت �أنّ كل حلقة �صد��صية في Qk تقع في مكعب جزئي 

.k ≥ 3 لكل Qk عْد، ��صتخدم هذ� لح�صاب عدد �لحلقات �ل�صد��صية في و�حد فقط ثلاثي �لبُج
27.3.1. لتكن k  ∈ ℕ، �فتر�ص �أن G هو �لبيان �لجزئي من Q2k+1 �لذي تولده �لروؤو�ص �لتي يختلف فيها عدد 

.G وخ�صر n)G( ، e)G( منتظم، و�ح�صب G لو�حد�ت عن عدد �لأ�صفار بو�حد، �أثبت �أن�
28.3.1. �فتر�ص �أن V مجموعة ثنائية للترتيبات �لتي عدد عنا�صرها )k )binary k – tuples، عرف بيانًا 
ب�صيطًا  Qk   روؤو�صه �لمجموعة V، بحيث �إن u ↔ v �إذ� وفقط �إذ� �تفق كل من u و v في �إحد�ثي و�حد فقط. �أثبت 

 .)D.G.Hoffman( زوجيًّا k إذ� وفقط �إذ� كان� Qk ي�صاكل �لمكعب �لز�ئدي Qk أن�
:Qk 29.3.1. )*+( في �لت�صاكلات �لذ�تية للمكعب �لز�ئدي

ددت قيمها على مجموعة بها   a( �أثبت �أن كل ن�صخة من Qj في Qk هي بيان جزئي تولده مجموعة بها 2j من �لروؤو�ص حُج
k – j من �لإحد�ثيات.  )م�صاعدة: �أثبت �أن كل ن�صخة من Qj يجب �أن تحوي ر�أ�صين يختلفان في j من �لإحد�ثيات(. 

.Qk لح�صاب عدد �لت�صاكلات �لذ�تية للبيان a صتخدم فرع�� )b 
30.3.1. �أثبت �أن كل �صلع في بيان بيتر�صون ينتمي �إلى �أربع حلقات خما�صية فقط، و��صتخدم ذلك لإثبات �أن 
عْ كل �صلع للح�صول على  �صاعدة: لإثبات �لجزء �لأول و�صِّ 12 حلقة خما�صية بال�صبط. )مُج بيان بيتر�صون يحوي 

ن�صخة من P4، و��صتخدم �لق�صية 38.1.1.(
31.3.1. )!( ��صتخدم �لبيانات �لتامة، و�أ�صلوب عدٍّ معينًا ) طريقة غير جبرية( لإثبات �أن:

.0 ≤ k ≤ n لكل  
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b) �إذ� كان 
)2. )م�صاعدة: جد د�لة 

n -1
32.3.1.)!( �أثبت �أن عدد �لبيانات �لزوجية �لب�صيطة �لتي روؤو�صها �لمجموعة [n] هو )

 .)[n-1] تناظر مع مجموعة �لبيانات �لب�صيطة �لتي روؤو�صها
33.3.1. )+( �فتر�ص �أن G بيان ب�صيط يخلو من �لمثلثات على n من �لروؤو�ص، بحيث يوجد لكلّ زوج من �لروؤو�ص 

غير �لمتجاورة جار�ن م�صتركان فقط: 
 + n(G) = 1 حيث )x ∈ V)G ، ��صتنتج �أن G منتظم.

                            
     
                 

           

  
                 

                     
                

   

   
     

     
     

              
              

     
    

                
      

    
   
                        

 
    

     
      

     
              

           

    
     

       
           

    
    

   
    

        
                   

                 
        

 
   

       
   

   
         

        
       

         
     

 
     

  
    

      
    

        
   

     
      

 a( �أثبت �أن 
هذه  في  )تعليق:  بيتر�صون  بيان  يُجبقي   G من  وجو�رها    x حذف  فاإن   ،k = 5 كانت  �إذ�  �أنه  �أثبت    )b
�لمتتامة  �لروؤو�ص  بين  تربط  �أ�صلاع  باإ�صافة   Q4 من  عليه  نح�صل  �لذي  �لبيان  هو   G �لبيان  �أنّ  ند   �لحالة، 

 )complementary vertices(
34.3.1. )+( �فتر�ص �أن G بيان ب�صيط على n من �لروؤو�ص يخلو من طائرة ورقية  )k4-e(، بحيث يوجد لكلّ 

.)Calvin( يكون منتظمًا G زوج من �لروؤو�ص غير �لمتجاورة جار�ن م�صتركان فقط، �أثبت �أن
ا �أن G بيان ب�صيط  35.3.1. )+( �فتر�ص �أن n و k عد�دن �صحيحان، بحيث �إنّ k < n – 1 > 1، و�فتر�ص �أي�صً

على n من �لروؤو�ص بحيث يمكن تكوين كلّ بيان جزئي على k من �لروؤو�ص يحوي m من �لأ�صلاع:
.e)G′( = m 

                            
     
                 

           

  
                 

                     
                

   

   
     

     
     

              
              

     
    

                
      

    
   
                        

 
    

     
      

     
              

           

    
     

       
           

    
    

   
    

        
                   

                 
        

 
   

       
   

   
         

        
       

         
     

 
     

  
    

      
    

        
   

     
      

 a( �فتر�ص �أن ′G بيان جزئي من G له L من �لروؤو�ص حيث L > k، �أثبت �أن 
 b( ��صتخدم �لفرع a لإثبات �أن  G ∈ (Kn, Kn).) م�صاعدة: ��صتخدم فرع a لإثبات �أنّ عدد �لأ�صلاع �لتي 

عْتَمَدُج عليه(.  تربط بين u و v ل يُج
36.3.1. �فتر�ص �أن G بيان على �أربعة روؤو�ص، و�أن �لبيانات �لجزئية �لتي يمكن تح�صيلها من G بحذف �أحد 

.G )دْ ) جد �لروؤو�ص هي كما في �ل�صكل �أدناه، حَدِّ

، حيث  G روؤو�ص  �أحد  G بحذف  �لعرى  �لمنتظم خالي   �لبيان  H من  �لبيان  ت�صكيل  تّم  �أنه  �فتر�ص   .37.3.1 
 .H من G فْ )علّل( كيفية �لح�صول على  n)G( ≥ 3، �صِ

جِدَ بيانان جزئيان  38.3.1. �فتر�ص �أن G بيان له ثلاثة روؤو�ص على �لأقل، �أثبت �أن G متر�بط �إذ� وفقط �إذ� وُج
متر�بطان على �لأقل من �لبيانات �لمُجح�صلّة من G يحذف �أحد روؤو�صها )م�صاعدة: ��صتخدم �لق�صية 29.2.1(.

39.3.1. )*+( �أثبت �أنه يمكن �إعادة بناء كل بيان غير متر�بط G �إذ� كان لهذ� �لبيان ثلاثة روؤو�ص على �لأقل. )م�صاعدة: 
با�صتخد�مك لتمرين 38.3.1، تكون قد حدّدت �أن G غير متر�بط. ��صتخدم G1،…Gn لإيجاد مركبة M من مركبات 
G �لتي تتكرر �أكثر عدد من �لمر�ت من بين �لمركبات �لتي عدد روؤو�صها �أكبر ما يمكن، ثمّ ��صتخدم �لق�صية 29.2.1 لختيار 

.)L ن�صخة من M لتي ت�صبح فيها �لن�صخة من� G – vi ؛ باإيجادG يكون متر�بطًا، ثمّ �أعد بناء L = M – v بحيث �إن v
40.3.1. )!( �فتر�ص �أن G بيان ب�صيط على n من �لروؤو�ص ، حيث n ≥ 2، وحدّد �أكبر عدد ممكن من �لأ�صلاع 

في G تحت كل �صرط من �ل�صروط �لآتية: 
.a مجموعة م�صتقلة من �لحجم G يوجد لـ  )a

 b( يوجد لـ Gبال�صبط K مركبة.
G  )c غير متر�بط. 

41.3.1. )!( �أثبت �أو �نق�ص: �إذ� كان G بيانًا ب�صيطًا على  n من �لروؤو�ص ، بحيث �إن �أكبر درجة فيه ⌈n / 2⌉ ، و�أقل 
درجة 1 – ⌊ n / 2 ⌋، فاإنه يكون متر�بطًا. 

غير   S في  ر�أ�صين  �أيّ  يكون  بحيث   ،k �لدرجة  من   G منتظم  بيان  في  روؤو�ص  مجموعة   S �أن  �فتر�ص   .42.3.1
�أن لإثبات   .)eigeonhole pricipte( �لحمام  �صناديق  مبد�أ  ��صتخدم  م�صترك.  جار  لهما  ولي�ص   متجاورين، 

2
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51 درجات الرؤوس والعد  3.1

 ⌊)G( / )K+1( S| ≤ ⌊ n|.�أثبت �أن هذ� �لحدّ هو �أف�صل ما يمكن للمكعب Q3 ) تعليق: هذ� �لحدّ لي�ص �أف�صل 
.)Q4 ما يمكن للمكعب

 a = 2e)G( / n)G( أن� ا  �أي�صً G بيان ب�صيط لي�ص له روؤو�ص معزولة، و�فتر�ص  �أن  43.3.1. )+( �فتر�ص 
لبع�ص  t)v( ≥ a �أن  �أثبت   .v جير�ن  لروؤو�ص  �لدرجة  معدل  تمثل   t)v( لتكن   .G روؤو�ص  درجة  معدل   هي 
ر�أ�ص  لكل   t)v( > a �أن  تحقق  �لتي  �لمتر�بطة  �لبيانات  من  منتهية  غير  عائلة  �بنِ  ثم   .v ∈ V)G(  
عندها  x/y + y/x ≥ 2 �لمتباينة  با�صتخد�م   t)v( معدّل  �ح�صب  �لأول؛  للجزء  م�صاعدة   (  .v 

 .)Ajtai – komlo’s – Szemer’di [1980] (   .0 <  x،y(
: .a = 2e)G( / n)G( بيان خالٍ من �لعرى، ومعدل درجة روؤو�صه G فتر�ص �أن� )+( .44.3.1

.d)x( ≤ a /2 إذ� وفقط �إذ� كان� a هو على �لأقل G – x أثبت �أن معدّل درجة� )a 
 b( ��صتخدم فرع a لإعطاء �إثبات خو�رزمي للعبارة: �إذ� كانت a > 0 ، فيوجد بيان جزئي لـ G حيث �أقل 

 .a/2 درجة لروؤو�صه �أكبر من
 c( �أثبت �أنه ل يوجد ثابت c �أكبر من 1/2 ، بحيث يجب وجود بيان جزئي من G تكون �أقل درجة لروؤو�صه 

 .)k1,n-1 ( هو �أف�صل ما يمكن. )م�صاعدة: ��صتخدمb( إن هذ� يثبت �أنّ �لحدّ �لموجود في �لفرع� .ca أكبر من�
45.3.1. جد �أكبر عدد من �لأ�صلاع لبيان جزئي ثنائي �لفرع من بيان بيتر�صون.

46.3.1. �أثبت �أو �نق�ص: عندما نطبق �لخو�رزمية �لموجودة في �لنظرية 19.3.1. على بيان ثنائي �لفرع، فاإننا 
نح�صل على بيان جزئي ثنائي �لفرع له �أكبر عدد من �لأ�صلاع )�لبيان كلّه(. 

47.3.1. ��صتخدم �ل�صتقر�ء على )G(n لإثبات �أنه يوجد لكل بيان غير تافه )nontrivial( خالٍ من �لعرى 
 .  e)G(/2  عدد �أ�صلاعه يزيد على H بيانٌ جزئيٌّ ثنائي �لفرع

 fn حيث  n → ∞ fn = 1/2 2، وبحيث �إنn ي�صاوي Gn بحيث �إن عدد روؤو�ص G1،G2،…، 48.3.1. �بنِ بيانات
.Gn لذي ينتمي �إلى �أكبر بيان جزئي ثنائي �لفرع من� E)Gn( تمثل �لجزء من

49.3.1. لكل k ∈ ℕ ، ولكل بيان  G خالٍ من �لعرى، �أثبت �أنه يوجد للبيان G بيانٌ جزئيٌّ H له k من �لفروع 
e(H) ≥ (1-1/k)e(G)  ّلتعريف 12.1.1، بحيث �إن�(

50.3.1. )+( لكل n ≥ 3، حدّد �أقل عدد ممكن من �لأ�صلاع لبيان متر�بط على n من �لروؤو�ص، بحيث ينتمي 
 .)Erdös [1988]( كل �صلع منها �إلى مثلث

 :n > 3 من �لروؤو�ص، حيث n بيان ب�صيط على G ّ51.3.1. )+( �فتر�ص �أن
a( ��صتخدم 11.3.1  لإثبات �أنه �إذ� كان G يحوي �أكثر من  n2/4 �صلعًا، فاإنه يحوي ر�أ�صًا نح�صل بحذفه  

على بيان له �أكثر من 2/4(n-1) �صلعًا. ) م�صاعدة: عدد �لأ�صلاع في كل بيان هو عدد �صحيح(. 
 .e)G( > n2/4 يحوي مثلثًا �إذ� كانت G و�ل�صتقر�ء �لريا�صي لإثبات �أن a صتخدم فرع��  )b

ي�صاكل يمكن،  ما  �أكبر  �أ�صلاعه  وعدد  �لروؤو�ص،  من   n له  لمثلث  ب�صيط  بيان  كلّ  �أنّ  �أثبت   .52.3.1 
  k ⌊n/2⌋ ، ⌈n/2⌉. )م�صاعدة: قم بتقوية �لإثبات 23.3.1(. 

53.3.1. )!( ي�صارك فريقان في لعبة �لبريدج ) نوع من لعب �لورق(. كل فريق موؤلف من لعِبَيْن. �فتر�ص �أن 
�لليلة،  تلك  لعبة �صابقة  �ثنين منهما في  �أيّ  ت�صارك  �أن  �إذ� �صدف  �للعب  �لأربعة من  ناديًا يمنع �للاعبين  لدينا 
�فتر�ص و�صول خم�صة ع�صر لعبًا �إلى �لنادي في تلك �لليلة، �إل �أن �أحدهم قرر �أن يدر�ص نظرية �لبيانات، �أما 
ا �لباقون ، فلعبو� بحيث لعب كل منهم �أربع مر�ت. بعد ذلك، ت�صمح لهم قو�عد �للعبة بلعب  �لأربعة ع�صر �صخ�صً
�صتة �أدو�ر �إ�صافية )12 م�صاركة(. �أثبت �أنه �إذ� و�فق �لآن د�ر�صُج نظرية �لبيانات على �للعب، فاإنه يمكن لعب لعبة 

Bondy – murty  [1976] p111( أخرى على �لأقل. )�أخذ بت�صرف من كتاب�
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الفصل 1     مفاهيم أساسية52

:G  و G ترمز �إلى عدد �لمثلثات �لكلي في t)G( ا �أن 54.3.1. )+( �فتر�ص �أن G بيان ب�صيط له n من �لروؤو�ص، و�فتر�ص �أي�صً
  م�صاعدة )خذ م�صاهمة كل ثلاثة روؤو�ص 

                            
     
                 

           

  
                 

                     
                

   

   
     

     
     

              
              

     
    

                
      

    
   
                        

 
    

     
      

     
              

           

    
     

       
           

    
    

   
    

        
                   

                 
        

 
   

       
   

   
         

        
       

         
     

 
     

  
    

      
    

        
   

     
      

 a( �أثبت �أن 
في كل من طرفي �لم�صاو�ة(.

 بدللة 

                            
     
                 

           

  
                 

                     
                

   

   
     

     
     

              
              

     
    

                
      

    
   
                        

 
    

     
      

     
              

           

    
     

       
           

    
    

   
    

        
                   

                 
        

 
   

       
   

   
         

        
       

         
     

 
     

  
    

      
    

        
   

     
      

� �أدنى على  b( �أثبت �أن  24 / )G( ≥ n)n-1( )n-5(t. م�صاعدة )��صتخدم حدًّ
معدل �لدرجة(. 

 .)Goodman [1959]( أعلاه� b تقبل �لق�صمة على 4، فجد بيانًا يحقق �لم�صاو�ة في فرع n – 1 إذ� كانت� )c 
:P4 55.3.1. )+( لأكبر حجم دون �إحد�ث

  a( �فتر�ص �أن G متممة بيان ب�صيط غير متر�بط. �أثبت �أن: 2)eG ≤ Δ)G، و�أن �لم�صاو�ة تتحقق عندما
.kΔ)G(، Δ)G( 

�أن �أثبت   ،k هي  للروؤو�ص  درجة  �أكبر  �إن  بحيث   ،  P4 من  يخلو  متر�بط  ب�صيط  بيان   G �أن  �فتر�ص   )b  
 .e)G( ≤ k2 )Seinsohe [1974]، chung – west [1993]( 

56.3.1. ��صتخدم �ل�صتقر�ء �لريا�صي ) على n �أو على Σdi( لإثبات �أنه �إذ� كانت  d1، …،dn �أعد�دً� �صحيحةً 
  .d1,…,dn :من �لروؤو�ص، ودرجات هذه �لروؤو�ص هي n عدد زوجي، فاإنّ هناك بيانًا له Σdi غير �صالبة ، بحيث �إن

)تعليق: هذ� يتطلب �إعطاء �إثبات بديل للق�صية 28.3.1(.
57.3.1. )!( �فتر�ص �أن n عدد �صحيح، و�أن d تتكوّن من قائمة من �لأعد�د �ل�صحيحة غير �ل�صالبة ذ�ت مجموعٍ 
 زوجي ، بحيث �إن �أكبر عدد منها �أقل من n، ويختلف عن �أ�صغر عدد بمقد�ر و�حد على �لأكثر. �أثبت �أن d قابلة للر�صم

)geraphic(؛ �أي �أنها متحققة بيانيًّا )بيانية( )م�صاعدة: ��صتخدم نظرية هافل وحكيمي(.
58.3.1. تعميم نظرية هافل وحكيمي. 

و�فتر�ص  �ل�صالبة.  غير  �ل�صحيحة  �لأعد�د  من  متز�يدة  غير  )مجموعة(  قائمة  لديك  �أن  �فتر�ص 
�لقائمة  في  �لمتبقية  �لق�صوى  عن�صرً�   k �لـ  من   1 وبطرح   ،dk بحذف   d′ تح�صيل  يمكن  �أنه  ا  �أي�صً
نظرية �إثبات  خطو�ت  تتبع  )م�صاعدة:  بيانية.   d′ كانت  �إذ�  وفقط  �إذ�  بيانية  تكون   d �أن  �أثبت   )�لمجموعة(. 

.)wang – kleitman [1973]( 31.3.1 
بيانية.   d �أن  �أثبت   ،1 ≤ i ≤ k لكل     d2i = d2i – 1= i �ل�صكل   على   d = ) d1,…,d2k( ف  عرِّ  .59.3.1 

)م�صاعدة: ل ت�صتخدم نظرية هافل وحكيمي(. 
60.3.1. )+( �فتر�ص �أن d قائمة )مجموعة( من �لأعد�د �ل�صحيحة تتاألف من k ن�صخة من a و n – k ن�صخة 

من b، حيث a ≥ b ≥ 0 ، جد �ل�صروط �للازمة حتى تكون d بيانية. 
G يمتلك ر�أ�صًا و�حدً� من �لدرجة n )G( ≡ 1 mod 4. �ثبت �أن  G ≅ G،  و�أن    61.3.1. )!( �فتر�ص �أن 

n)G( -1( / 2( على �لأقل. 
 من �لأ�صلاع 

                            
     
                 

           

  
                 

                     
                

   

   
     

     
     

              
              

     
    

                
      

    
   
                        

 
    

     
      

     
              

           

    
     

       
           

    
    

   
    

        
                   

                 
        

 
   

       
   

   
         

        
       

         
     

 
     

  
    

      
    

        
   

     
      

62.3.1. �فتر�ص �أن n ≡ 0 mod 4، �أو n ≡ 1 mod 4، جد بيانًا ب�صيطًا له n من �لروؤو�ص و
.Δ)G( – δ)G( ≤ 1 بحيث �إن

63.3.1. )!( �فتر�ص �أن d1، …، dn �أعد�د �صحيحة تحقق �أن   d1 ≥ d2 ≥ … ≥ dn ≥ 0، �أثبت �أنه يوجد 
 بيان دون عرى ، بحيث تكون متتالية درجات روؤو�ص هذ� �لبيان d1,...,dn �إذ� وفقط �إذ� كان Σdi عددً� زوجيًا،

 .)Hakimi [1962]( d1≤ d2 + …+ dn و
 64.3.1. )!( �فتر�ص �أن d1 ≤ d2 ≤ … ≤ dn هي درجات روؤو�ص بيان ب�صيط G، �أثبت �أن G متر�بط �إذ� كانت
 dj ≥ j عندما j ≤ n– 1– dn. )م�صاعدة: خذ في �لح�صبان  �أحد مركبات G �لتي تحذف ر�أ�صًا ذ� درجة كبرى(.

 ak + 1 أعد�د �صحيحة مختلفة، �أثبت �أنه يوجد بيان ب�صيط له� a1 < a2 < …< ak 65.3.1. )+( �فتر�ص �أن
من �لروؤو�ص بحيث �إن درجات هذ� �لروؤو�ص هي a1، …، ak. )م�صاعدة: ��صتخدم �ل�صتقر�ء على k لبناء مثل هذ� 

.)Kapoor – polimeni – wall [1977]( ،)لبيان�
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53 البيانات الموجّهة  4.1

حيث  n = 4k �أن  �فتر�ص   )26.3.1 �لمثال  )�نظر  ثلاثية.  منتظمة  بيانات  )تمديد(  تو�صيع   )*(  .66.3.1 
ا له n من �لروؤو�ص ل يحوي �صلع ف�صل )قطع( ولكن ل يمكن تح�صيله من   k ≥ 2، جد بيانًا ب�صيطًا متر�بطًا ثلاثيًّ
بيان ثلاثي ب�صيط عن طريق �لتمديد لهذ� �لبيان. )م�صاعدة: ل يوجد في هذ� �لبيان �أي �صلع يمكن �أن نطبق عليه 

�لعملية �لعك�صية للح�صول على بيان ب�صيط �أ�صغر(. 
67.3.1. )*( بناء بيانات ب�صيطة منتظمة ثلاثية: 

�لعك�صية  )�لعملية  و�لمحو  �لتو�صعة  عمليات  من  مجموعة  خلال  من  ثنائي  مفتاح  عمل  يمكن  �أنه  �أثبت   )a 
للتو�صعة(. هذه �لعمليات معرفة في �لمثال 26.3.1. )تنويه: عملية �لمحو �لتي تولد �صلعًا مكررً� غير م�صموحة(. 

 b( ��صتخدم فرع a �أعلاه لإثبات �أن كلّ بيان ب�صيط منتظم ثلاثي يمكن �لح�صول عليه من k4 بمجموعة من 
.)Batageli [1984]( .و�لمحو )عمليات �لتمديد )�لتو�صعة

�أن �أثبت   .X ، Y تجزئتان  منهما  لكل  ثنائيان،  ب�صيطان  بيانان   H و   G �أنّ  �فتر�ص   )*(  .68.3.1 
جِدَت متتاليةٌ من �لمفاتيح �لثنائية �لتي تنقل G �إلى H دون   )dG )v( = dH )v  لكل v ∈ X  Y �إذ� وفقط �إذ� وُج

تغيير على �لتجزئتين )كلّ مفتاح ثنائي ي�صتبدل �صلعين يربطان X و Y ب�صلعين �آخرين يربطان بينهما(.
)Directed Graphs( 4.1 البيانات الموجّهة

لقد ��صتخدمنا �لبيانات بو�صفها نماذج لعلاقات �لتماثل، ومن �لمعلوم �أن �لعلاقات عمومًا ل تكون متماثلة؛ لأن 
�لعلاقة على مجموعة S هي مجموعة جزئية من S × S )�نظر ملحق A(. لذ� فاإننا بحاجة �إلى نموذج �أكثر عمومًا 

لمثل هذه �لعلاقات.

)Definitions and Examples( تعريفات وأمثلة
�إن �لبحث عن تمثيل بياني للمعلومات �لمتعلقة بعلاقة عامة على مجموعة S يقود �إلى نموذج �لبيانات �لموجهة. 

1.4.1. مثال: �إذ� كان كل من x و y عددين طبيعيين، فاإننا نقول �إن x هي �أكبر قا�صم لـ y �إذ� كان y/x عددً� 
 .S تمثل علاقة على Y: R {)x،y( ∈ S2 = S × S أكبر قا�صم لـ� x} فاإن �لمجموعة ،S ⊆ ℕ أوليًّا. و�إذ� كانت�
 ولتمثيل هذه �لعلاقة بيانيًّا؛ فاإننا نحدد نقطة في �لم�صتوى لكل عن�صر من عنا�صر S، ثم نر�صم �صهمًا من x �إلى y لكل
■  . S = [12] لحظ �أن �لبيان �أدناه يمثل �لنتيجة عندما .)x،y( ∈R 

1
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�لروؤو�ص   مجموعة   =V)G( :من تتاألف  ثلاثية  �أنه  على   G الموجه  البيان  يعرف  تعريف:   .2.4.1 
ى �لإحد�ثيّ �لأول ذيلَ  �صَمَّ و)E)G= مجموعة �لأ�صلاع، ود�لة تحدد لكل �صلع زوجًا مرتبًا من �لروؤو�ص، يُج
�ل�صلع، و�لإحد�ثيّ �لثاني ر�أ�صَ �ل�صلع، ويطلق عليهما معًا طرفا �ل�صلع �أو ر�أ�صا �ل�صلع. ونقول �إن �ل�صلع هو 
�صلع من �لذيل �إلى �لر�أ�ص، لحظ �أن كلمتي ر�أ�ص وذيل تاأتيان من �لأ�صهم �لم�صتخدمة للتدليل على �لبيان 
�لموجه. وكما في حال �لبيانات، فاإننا نحدّد لكل ر�أ�ص نقطة في �لم�صتوى، ولكل �صلع منحنى يربط بين طرفيه. 

وعند ر�صم بيان موجه، فاإننا نعطي �تجاهًا للمنحنى من �لذيل �إلى �لر�أ�ص. 
�صْتخدمُج �لبيان �لموجه نموذجًا لتمثيل علاقة، فاإنّ كل زوج مرتب يمثل )ذيلًا/ ر�أ�صًا( ل�صلع و�حد  عندما يُج
على �لأكثر. في مثل هذه �لحالة، وكما في حال �لبيانات �لب�صيطة، فاإننا نهمل حرفية وجود د�لة تحدد طرفين لكل 
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الفصل 1     مفاهيم أساسية54

�صلع. وبب�صاطة، فاإننا نتعامل مع �ل�صلع بو�صفه زوجًا مرتبًا من �لروؤو�ص. 
�أنها �صلع يبد�أ بالر�أ�ص نف�صه ،وينتهي به، وتعرّف  في �لبيان �لموجه، نعرّف �لأن�صوطة على  3.4.1. تعريف: 
�لأ�صلاع �لمكررة على �أنها �لأ�صلاع �لتي يمثل طرفاها �لزوج �لمرتّب نف�صه، �أي �أنها �لأ�صلاع جميعها �لتي 
تبد�أ كلها بر�أ�ص معين، وتنتهي كذلك بر�أ�ص معين �آخر، ونقول �إنّ �لبيان �لموجّه ب�صيط �إذ� خلا من �لعرى 
و�لأ�صلاع �لمكررة، وهذ� يعني �أنّ كلّ زوج مرتب يمثل ر�أ�صًا وذيلًا ل�صلع و�حدٍ على �لأكثر، ولحظ �أنه يمكن 

ر�صم �أن�صوطة عند كل ر�أ�ص من روؤو�ص �لبيان �لموجود لدينا. 
في �لبيان �لموجّه �لب�صيط، ن�صتخدم �لرمز uv للتدليل على �ل�صلع �لذي ذيله u ور�أ�صه v، وفي حال وجود �صلع 
 .u → v على �ل�صكل v إلى� u ونرمز �إلى ذلك بر�صم �صهم من u )ب�صابق )�صلف v ون�صمي ، u بخلف v فن�صمّي ،uv

4.4.1. تطبيق:�لآلة ذ�ت �لعدد �لمحدود �أو �لمنتهي من �لحالت. )نظام متقطع، �أو نظام �آلي ذو عدد محدود 
ثِّلُج �لروؤو�صُج  َ من �لحالت �لممكنة(. يمكن ��صتخد�م �لبيانات �لموجهة لو�صع نماذج لمثل هذ� �لنظام، حيث تمُج

�لحالتِ، في حين تمثل �لأ�صلاعُج �لنتقالَ من حالة �إلى �أخرى. 
يكون �لنتقال من حالة �إلى �أُجخرى عادة في �تجاه و�حد. لذ� فاإن �لبيان �لموجّه يعطي �لنموذج �لمنا�صب. ويمكن 
و�صع علامات على �لأ�صلاع لر�صد �لأحد�ث �لتي ت�صبب عملية �لنتقال. فيمكن تمثيل �لحدث �لذي يمثل �لحالة 

ر.  نف�صها باأن�صوطة. �أما �إذ� وُججد حدثان يمثلان �لنتقال نف�صه من حالة �إلى �أخرى فاإننا نمثل ذلك ب�صلع مكرَّ
�إلى  �أو  �لأعلى  �إلى  �لتحويل بثلاثة طرق(، يكونان  يُجد�ر بمفتاحين )غالبًا، ي�صمى مفتاح  تاأمل �صوءً�  �لآن، 
�لأ�صفل، وبناءً على ذلك يمكن �إ�صاءة �ل�صوء )+( �أو �إطفائه )-(. لذ�، هناك حالت ثمانية، لحظ �أن �لنتقال 
من حالة �إلى �أُجخرى يمثل �إنتقالً بين هذه �لمفاتيح. وفي �لر�صم �أدناه، يمثل �ل�صلع �لأفقي �نتقالً ناتًجا عن قلب 
�لمفتاح �لأول، في حين يمثل �ل�صلع �لعمودي �نتقالً ناتًجا عن قلب �لمفتاح �لثاني، �أما �لد�ئرة �لكبيرة، فتمثل ر�أ�صًا، 
■ في حين يمثل حرف U حالة �لمفتاح �إلى �أعلى، �أما �لحرف D فيمثل حالة �لمفتاح �إلى �لأ�صفل.  

DD- UD+

DU+ UU-

DD+ UD-

DU- UU+

5.4.1. تطبيق: عندما يعمل نظام معين ب�صورة ع�صو�ئية، فيمكن عندئذ ��صتخد�م �لعلامات �لموجودة على 
�لأ�صلاع لت�صجيل �لتغير في �لحتمال. �إن مجموع �لحتمالت �لم�صجلة على �لأ�صلاع �لخارجة �أو �لمغادرة لر�أ�ص 

معين ي�صاوي و�حدً� �صحيحًا. 
ى مثل هذ� �لنظام �صل�صلة �أو �ضلا�ضل ماركوف، لحظ �أنه يمكن ��صتخد�م طرق �لجبر �لخطي لح�صاب  �صَمَّ ويُج
�لزمن �للازم للانتقال من حالة �إلى �أخرى، فعلى �صبيل �لمثال، �فتر�ص �أنّ هناك حالتين لحالة �لطق�ص هما: جيد 
ليوم غد هي كالحالة  �أنّ �لحالة �لجوية  �لهو�ئية تتحرك ببطء لدرجة  �لكتل )�لجبهات(  �أنّ  ورديء، و�فتر�ص 
�أن �لعو��صف ل تلبث طويلًا في معظم �لمناطق. لذ�، وفي مثل هذه �لظروف، فاإنه  �لجوية لهذ� �ليوم، و�فتر�ص 
■ ح في �ل�صكل �أدناه.  يمكننا �لح�صول على تغيّر )�نتقال( �أو تبديل في �لحتمالين، كما هو مو�صّ

لحظ �أنه �إذ� �صجّلنا �لحالة كل �صاعة بدلً من ت�صجيلها ب�صورة يومية، فاإن �حتمالية �لبقاء في �لحالة نف�صها 
تكون �أكبر كثيًر�. 

.8 G B
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.3
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55 البيانات الموجّهة  4.1

6.4.1. تعريف: يعرف �لم�صار على �أنه بيان موجه ب�صيط يمكن ترتيب روؤو�صه )على خط م�صتقيم( خطيًّا، 
بحيث يكون uv �صلعًا في هذ� �لبيان �إذ� وفقط �إذ� كان ترتيب �لر�أ�ص v ياأتي مبا�صرة بعد ترتيب �لر�أ�ص 

u. وتعرف �لحلقة بالأ�صلوب نف�صه، ولكن ترتيب �لروؤو�ص يكون في �صورة د�ئرة بدلً من خط م�صتقيم. 
ــــة ــــد�ل �ل در��ـــــصـــــة  يمـــكـــن  ــــــة(.  ــــــي ــــــتر�ن )�لق ــــة  ــــي ــــد�ل �ل �لمــــوجــــهــــة  �لــــبــــيــــانــــات  م����ث����ال:   .7.4.1 
�أنــــه  عـــلـــى   f ـــة  ـــد�ل ـــل ل �لمــــوجــــه  ــان  ـــ ـــ ـــ ــي ــب �ل ويــــعــــرف  �لمـــوجـــهـــة.  �لـــبـــيـــانـــات  بـــا�ـــصـــتـــخـــد�م   f: A → A  
ــــل �لمــجــمــوعــة ــــل �لمـــجـــمـــوعـــة A مجـــمـــوعـــة �لـــــروؤو�ـــــص، في حــــين تمــــثِّ ــط؛ حـــيـــث تمــــثِّ ــي ــص ــ� ـــيـــان مـــوجـــه ب  ب
x، وينطلق  x نح�صل على �ل�صلع �لذي يبد�أ بـ  �أنه لكل ر�أ�ص  {x،f )x((: x ∈ A (}مجموعة �لأ�صلاع. لحظ 

 .)f تحت x هي �صورة f)x(( f)x( ك�صهم في �تجاه
�إن تتبع م�صار في بيان موجّه لد�لة يمثل عملية تكر�ر )�إعادة( لهذه �لد�لة. فمثلًا، �إذ� كانت �لد�لة تمثل تبديلة، 
فاإن كل عن�صر يمثل �صورة لعن�صر و�حد فقط. لذ� فاإن للبيان �لموجه لهذه �لد�لة ذيلًا و�حدً� ور�أ�صًا و�حدً� عند 
كل ر�أ�ص. لذلك؛ فاإن �لبيان �لموجه لد�لة �لتبديلة يتاألف من مجموعة من �لحلقات غير �لمتر�بطة )�لمنف�صلة(. 
■  .S7=[7] ويمثِّل �ل�صكل �أدناه �لبيان �لموجه لد�لة �لتبديلة )7( )365 ( )124( �لموجودة في

3 5

6

7

عن  �لحديث  عند  �لمتناظرة  للمفاهيم  نف�صها  �لأ�صماء  �لأحيان  من  كثير  في  ن�صتخدم  *ملاحظة:   .8.4.1
نماذج �لبيانات، �أو �لبيانات �لموجّهة، علمًا باأن كثيًر� من �لموؤلفين ي�صتخدمون كلمتي )عقدة وقو�ص( بدلً من ر�أ�ص 
و�صلع عند �لحديث عن �لبيانات �لموجهة، ولكن هذ� - من وجهة نظرنا - يجعل بع�ص �لمفاهيم مبهمة. وحيث 
�إن بع�ص �لمفاهيم و�لمثبتات لها �لن�ص و�لإثبات نف�صاهما، فاإننا نرى �أنّ �إعادة هذه �لمفاهيم من �أجل ��صتخد�م 

ا في �لف�صل �لر�بع(.  م�صطلحات جديدة فقط تعدُّ م�صيعة للوقت و�لجهد )وخ�صو�صً
 uv G حيث ن�صتبدل  D لعمل نموذج للبيان  �أنه يمكن ��صتخد�م �لبيان �لموجه  بالإ�صافة �إلى ذلك، لحظ 
�لموجودة في )G(E لـِ vu �أو uv �لموجودة في )E)D، وبهذه �لطريقة يمكن ��صتخد�م �لنتائج �لخا�صة بالبيانات 
�لموجّهة لتكون نتائج خا�صة بالبيانات، وبما �أن كلمة �صلع في �لبيان �لموجه تبقى �صلعًا في �لبيان، فاإن ��صتخد�م 

�ل�صم نف�صه له معنى. 
ي�صتخدم بع�ص �لموؤلفين كلمة )م�صار موجه �أو حلقة موجهة( للتعبير عن مفاهيمنا �لخا�صة بالم�صار و�لحلقة في �لبيان 
�لموجّه �لتي عرفناها �صابقًا، ولكن من وجهة نظرنا فاإنّ هذ� غير �صروري. وللن�صخة �ل�صعيفة من تعريف �لبيان 
■ �لتي ل تتبع �لأ�صهم، فاإننا ن�صتخدم م�صارً� وحلقة في �لبيان مع �إهمال �لتجاه. وهذ� ما �صنعرفه فيما ياأتي. 

9.4.1. تعريف: يعرف )البيان( المتَُ�ضمن في بيان موجه D على �أنه بيان يمكن �لح�صول عليه من D بمعاملة 
�أ�صلاع D على �أنها �أ�صلاع غير مرتبة. لذ�، فاإن مجموعة كلّ من �لروؤو�ص و�لأ�صلاع تبقى كما هي، و�أطر�ف �أي 
�صلع في G هي �أطر�ف هذ� �ل�صلع نف�صها في D، ولكنها ت�صبح �أزو�جًا غير مرتبة في G. )�نظر �ل�صكل �أدناه(.

GD
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2
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الفصل 1     مفاهيم أساسية56

�إن معظم �لأفكار و�لطرق و�لمفاهيم �لم�صتخدمة في نظرية �لبيانات تظهر من خلال در��صة �لبيانات. لذ� 
�لتطبيقات.  ا في  للفهم، وخ�صو�صً �أد�ة م�صاعدة  بو�صفها  ت�صتخدم  �لموجهة  �لبيانات  فاإن  نبين،  �أن  وكما حاولنا 
�لمفاهيم.  تو�صيح هذه  �لموجهة على  و�لبيانات  �لبيانات  بين  و�لختلاف  �لت�صابه  �أوجه  در��صة  ت�صاعد  �أن  وناأمل 
عندما نقارن بيانًا موجهًا ببيان، فاإننا ن�صتخدم �لرمز G للبيان، و�لرمز D للبيان �لموجه، وعندما نتكلم عن بيان 

موجه و�حد فاإننا ن�صتخدم �لرمز G غالبًا للتدليل على ذلك. 
10.4.1. تعريف: �إن تعريفات البيان الجزئي، والت�ضاكل، والتفكيك، و�لتحاد للبيانات، ل تختلف 
�أنها �لم�صفوفة �لتي تمثل  G على  عنها للبيانات �لموجهة، ونعرف م�صفوفة �لتجاور )A)G للبيان �لموجّه 
 M)G( )وكذلك نعرّف م�صفوفة �لتقاطع )�لوقوع ،vj و vi عدد �لأ�صلاع �لتي ت�صل i،j مدخلتها في �لموقع
للبيان �لموجه G �لخالي من �لعرى على �أنها �لم�صفوفة �لتي تكون مدخلتها mij ت�صاوي 1 ، �إذ� كانت vi هي 

.ej تمثل ر�أ�ص �ل�صلع vi و 1- ، و�إذ� كانت ej ذيل �ل�صلع
( �لمت�صمّن في �لبيان �لموجّه �لمر�صوم �أدناه �لبيانَ �لموجودَ في مثال 19.1.1، لحظ  11.4.1. مثال: يمثِّلُج )�لبيانُج
�أوجه �لت�صابه و�لختلاف في �لم�صفوفات.                                                                                                             ■
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فيما ياأتي نعرف �لبيان �لموجّه �لمتر�بط. و�إحدى �لطرق للتعريف �أن يكون �لبيان �لمت�صمن في هذ� �لبيان 
�لموجه متر�بطًا، �إل �أنّ ذلك ل يكفي لأخذ �لفائدة �لكامنة في تعريف �لتر�بط للبيانات �لموجهة. 

�إنه  ونقول  �لمت�صمن فيه متر�بطًا.  �لبيان  �إذ� كان  تر�بطًا �صعيفًا  �لموجّه متر�بط  �لبيان  12.4.1. تعريف: 
جِدَ فيه م�صار يربط بين �أيّ ر�أ�صين من روؤو�صه �أو ي�صل بينهما.  ا، �أو �أنه متر�بط قوي �إذ� وُج متر�بط تر�بطًا قويًّ
ا. �أو �أننا نقول:  وتعرف �لمركبة �لقوية للبيان �لموجه على �أنها �أكبر )�أ�صخم( بيان جزئي متر�بط تر�بطًا قويًّ

متر�بط بقوة بدلً من متر�بط تر�بطًا قويًّا(. 
13.4.1. مثال: يمتلك �لبيان �لموجه ذو �لر�أ�صين و�لموؤلف من �ل�صلع xy م�صارً� من x �إلى y ،ولكنه ل يمتلك م�صارً� 
ا. �أما �إذ� �أخذنا بيانًا موجهًا له n من �لروؤو�ص فاإنه يمتلك n مركبة قوية.  من y �إلى x. لذ�، فهو غير متر�بط تر�بطًا قويًّ
و�إذ� �أخذنا حلقة، فلها مركبة قوية و�حدة. �نظر �لبيان �لموجّه �أدناه، ولحظ �أنّ �لبيانات �لجزئية �لمحاطة بالدو�ئر � 

لثلاثة تمثل مركبات قوية. تنويه: �صندر�ص خ�صائ�ص �لمركبات �لقوية في �لتمارين من 10 �إلى 13.   ■

)finite state ma- 14.4.1.* تطبيق: �لألعاب. يمكن و�صف �لكثير من �لألعاب �لتي يلعب بها لعبان على �أنها

x
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57 البيانات الموجّهة  4.1

ثل مجموعةُج �لروؤو�ص مجموعةَ مر�حل )حالت(  )chines �آلت ذ�ت عدد منتهٍ من �لحالت )�لمر�حل(. حيث تمُج
�للعبة، وعليه يكون هناك �صلع من �لحالة x �إلى �لحالة y �إذ� قام �للاعب )�صاحب دور �للعب( بحركة تنقله من 

.y إلى �لحالة� x لحالة�
�إليها. وعليه، ل يوجد �صلع  �لو�صول  ر�بحًا عند  �لتي يكون فيها �للاعب  �لروؤو�ص  W تمثل مجموعة  لتكن 
ل �للعبة �إلى �لمرحلة �لتي يف�صله فيها �صلع و�حد فقط عن W يخ�صر؛  يخرج من W. لحظ �أن �للاعب �لذي يُجو�صِ
ولأن �للاعب �لآخر ي�صل W. �إن �إحدى �لطرق لتحليل هذه �للعبة  �إيجاد مجموعة S من �لروؤو�ص تحوي W بحيث 
�إنه �إذ� �أخذنا �أي ر�أ�صين في S فاإنهما يكونان غير متجاورين )ل يوجد �صلع ي�صل بينهما(، وبحيث �إنّ كل ر�أ�ص ل 
ينتمي �إلى �لمجموعة S يرتبط ب�صلع مع �أحد �لروؤو�ص �لموجودة في S. لحظ �أن �للاعب �لذي ي�صل بلعبة �إلى موقع 

في S يربح، �أما �للاعب �لذي عليه �لبتعاد عن موقع في S فاإنه يخ�صر. 
على �صبيل �لمثال، �فتر�ص �أن لديك كومتين من �لقطع �لنقدية، و�أن �للاعب �لذي له دور �للعب ي�صتطيع �أن 
يُجزيح �أي جزء من �لقطع �لنقدية من �إحدى �لكومتين، ويعدُّ �للاعب ر�بحًا �إذ� �أز�ح �آخر قطعة من �لقطع �لنقدية 
�لموجودة. لحظ �أن �لمو�قع �لمختلفة لهذه �للعبة هي مجموعة �لأزو�ج �لمرتبة )r،s( من �لأعد�د �ل�صحيحة حيث 
r، s ≥ o. لذ� فاإن �لموقع �لر�بح �لفريد في هذه �للعبة هو )0،0(، و��صتنادً� �إلى ذلك، فاإن �لمجموعة S �لتي تمثل 
�أحد  �إنقا�ص  �أنه يمكن  {r،r(: r ≥ 0 (} وبما  �للاعبون في �لح�صول عليها هي:  �لتي يرغب  �لمو�قع  مجموعة 
 S ل ينتمي �إلى �لمجموعة )r ، s( ولكل ر�أ�ص .S لإحد�ثيين خلال �لحركة �لو�حدة، فاإنه ل يوجد �أ�صلاع د�خل�

 .S من �لكومة �لق�صوى للو�صول �إلى |r - s|  يمكن للاعب �صاحب �لدور في �للعب �إز�حة
عمومًا، تبد�أ هذه �لألعاب )�ألعاب نم Nim( بعدد �ختياري من �لأكو�م ذ�ت �لأحجام �لختيارية، وتبقى قو�عد 
ربح  مجموعة  د�ئمًا   )Nim( لدى  �أن   )18( �لتمرين  في  و�صنرى  تغيير.  دون  �ل�صابق  في  كما  �لأخرى  �للعب 
��صتر�تيجية S، وبما �أن �لبيان �لموجه لهذه �للعبة ل يحوي حلقات، لذ� فاإن �للاعب �لثاني يربح عندما يكون موقع 
■ �لبد�ية لهذه �للعبة في S )على �فتر��ص لعب مثالي( وبعك�ص ذلك، فاإن �للاعب �لأول هو �لر�بح. 
15.4.1.* تعريف. تعرف �لنو�ة في �لبيان �لموجه D على �أنها مجموعة جزئية S من )V)D بحيث �إن كل ر�أ�ص 
خارج S له ر�أ�ص تابع في S، وكل ر�أ�ص في S لي�ص له تابع خارج S، وهذ� يعني �أنه �إذ� كان v ر�أ�صًا خارج S، فاإنه يوجد 
 .S وينتهي بر�أ�ص خارج u صلع في هذ� �لبيان، وكذلك ل يوجد �أي �صلع ينطلق من� v → u بحيث �إن ،S في u ر�أ�ص
 عدم وجود نو�ة للحلقة �لفردية �لموجهة )�لتمرين 17( وعليه، تكون للبيان �لموجه نو�ة �إذ� لم تكن له حلقة 
جزئية فردية، ولإثبات هذ�؛ فاإن �لم�صار�ت، و�لحلقات، و�لممر�ت �لم�صتخدمة جميعها تكون موجهة. وعند �لحديث 
عن �لبيانات �لموجهة، فاإننا بحاجة �إلى ��صتخد�م بع�ص �لعبار�ت �لخا�صة بالبيانات �لتي تبقى �صحيحة )بالإثبات 
 v إلى� u في بيان موجه يحوي م�صارً� من v إلى� u نف�صه( عند �لحديث عن �لبيانات �لموجهة. مثال: كل ممر من

)تمرين 3(، وكل ممر فردي مغلق في بيان موجه يحوي حلقة فردية )�لتمرين 4(. 
ف على �أنها �أقل  �صن�صرح مفهوم �لم�صافة )distance( من x �إلىy  بتف�صيل �أكثر في �لجزء 2.1. وهي تعرَّ

. y إلى� x طول ممكن لم�صار من

16.4.1. نظرية: Richardson [1953]((. توجد نو�ة لكل بيان موجه خالٍ من �لحلقات �لفردية. 

بقوة  متر�بط   D �أن  نفر�ص  �لأولى،  حالتين:  نعالج  �لإثبات  هذ�  في  موجه.  بيان   D �أن  �فتر�ص   الإثبات: 
S تمثل  و�جعل   y ∈ V)D( أن� �فتر�ص  �أدناه.  �لأي�صر  �ل�صكل )على �لجانب(  �نظر   )Strongly Connected(
عْدٍ فردي عن y له تابع )Successor( في S كما هو مطلوب.  ها عن  y  زوجي. لحظ �أن كل ر�أ�ص ذي بُج عْدُج �لروؤو�ص �لتي بُج
حيث  uv �صلعًا  هناك  فاإن  زوجًا،  زوجًا  متجاورة  غير   S في  �لموجودة  �لروؤو�ص  تكن  لم  �إذ�  �أنه   لحظ 
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الفصل 1     مفاهيم أساسية58

 u، v ∈ S. ومن تعريف S يوجد م�صار P طوله زوجي من u �إلى y، ويوجد م�صار زوجي ′P من v �إلى y. وباإ�صافة 
� فرديًّا )طوله فردي( W من u �إلى y، وبما �أن D متر�بط بقوة،  �ل�صلع uv �إلى بد�ية �لم�صار ′P، فاإنه يعطينا ممرًّ
� فرديًّا مغلقًا في D. وهذ� م�صتحيل؛  ل ممرًّ فاإنه يوجد في D م�صار Q من y �إلى u، وب�صم Q مع P �أو مع W نُجح�صِّ

.D نو�ة في S لأن �لممر �لفردي �لمغلق يحوي حلقة فردية )ذ�ت طول فردي(، لذ� فاإن

S

S”

D” D’

S’
S

S

v

u
y

.D لتي تمثل عدد روؤو�ص� n )D( أما �لثانية فهي للحالة �لعامة؛ حيث ن�صتخدم �ل�صتقر�ء على�
�إذ� كانت n )D( = 1، فاإن �لمثال �لفريد على ذلك هو بيان بر�أ�ص و�حد دون عرى. وهذ� �لر�أ�ص يمثل نو�ة. 
خطوة �ل�صتقر�ء: �فتر�ص �أن D( > 1( n، و�فتر�ص �أن D غير متر�بط بقوة )�لحالة �لأولى تعالج حالة 
�لتر�بط بقوة(. �فتر�ص �أن ′D هي �إحدى مركبات D �لمتر�بطة بقوة؛ حيث ل يوجد �صلع يربط ر�أ�صًا من ′D مع 

.D′ للمركبة S′ لتمرين 11(، لذ� وكما بيّنّا �صابقًا، فاإنه توجد نو�ة�( D′ ر�أ�ص خارج
  D′وذلك بحذف  ،D �لموجه  �لبيان  عليه من  �لذي يمكن �لح�صول  �لموجه �لجزئي  �لبيان  ′′D هي  �أن  �فتر�ص 
�أ�صلاف )′ predecessors)S جميعها، �إذن، وبا�صتخد�م خطوة �ل�صتقر�ء، فاإن هناك نو�ة ′′S لـ ′′D. و�لآن 
   S′′  فاإنه ل يوجد �صلع في S′ ل تحوي �أيًّا من �أ�صلاف D′′وبما �أن .D هي نو�ة للبيان �لموجه S′   S′′ ندعي �أن
■                            S′′ .S′ للروؤو�ص جميعها غير �لموجودة في S′ ويوجد تابع في S′′ تابع في D′′ - S′′ ولكل ر�أ�ص في .S′

)Vertex Degrees( درجات الرؤوس
ن�صتخدم في �لبيان �لموجّه �لرموز �لم�صتخدمة نف�صها في حالة �لبيان للدللة على عدد كلّ من �لروؤو�ص و�لأ�صلاع، 

�صد )incorporates( �لرموز �لم�صتخدمة للتدليل على درجة �لر�أ�ص �لتمييز بين ر�أ�ص ذلك �ل�صلع وذيله. وتجُج
على   d +)v( )outdegree( �لخروج  درجة  نعرّف  موجّه،  بيان  في  ر�أ�صًا   v ليكن  تعريف:   .17.4.1
 )indegree( d -)v( �لدخول  درجة  نعرف  حين  في  لها.  ذيلًا   v يكون  �لتي  �لأ�صلاع  عدد  �أنها 
�أو  �لخروج  جو�ر   )out – neighborhood( ونعرّف  لها،  ر�أ�صًا   v تكون  �لتي  �لأ�صلاع  عدد  �أنها   على 
 )successor set( مجموعة �لتو�بع )�لخلف( )N+)v         على �أنها {x ∈ V)G(: v → x} ،       ونعرّف كذلك  مجموعة
 )in – neighborhood( جو�ر �لدخول �أو )predecessorset( مجموعة �ل�صلف )N - )v على �أنها
 .Δ-)G( ولأكبر درجة دخول بالرمز δ-)G( ونرمز �إلى �أقل درجة دخول بالرمز ،{ x ∈ V)G(: × → v}

في حين ن�صتخدم �لرمزين )G(+Δ و )δ+)G للاإ�صارة �إلى �أقل و�أكبر درجة خروج على �لتو�لي. 
نعطي فيما ياأتي �صيغة جمع �لدرجات �لموجهة �لتي تقابل �صيغة جمع �لدرجات للبيانات.

  Σv∈V)G( d +)v( = e)G( = Σv∈V)G( d-)v( يكون ،G 18.4.1. ق�ضية. في �لبيان �لموجّه
■ الإثبات: كل �صلع له ذيل و�حد ور�أ�ص و�حد. لذ� نح�صل على هذه �لنتيجة. 
لقد عرّفنا متتالية �لدرجات )متتالية درجات �لروؤو�ص( لبيان معين �صابقًا، وفي حال �لبيان �لموجه، ند �أن 
قائمة �لأزو�ج ))d +)vi( ، d -)vi( هي �لتي تقابل هذه �لمتتالية، وت�صمى عنا�صر هذه �لقائمة باأزو�ج �لدرجات. 
و�لق�صية )19.4.1( �لآتية تعطي �ل�صرط �للازم و�ل�صروري لكي تكون هذه �لقائمةُج قائمةَ �أزو�ج درجات لبيان 

موجه معين، حيث يكون �لأمر �صهلًا عند �ل�صماح بوجود �أ�صلاع مكررة. 
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59 البيانات الموجّهة  4.1

19.4.1. *ق�ضية: �إذ� كانت لدينا قائمة من �أزو�ج �لأعد�د �ل�صحيحة غير �ل�صالبة، فاإن هذه �لقائمة ت�صلح 
لأن تكون قائمة �أزو�ج درجات لبيان موجه �إذ� وفقط �إذ� كان حا�صل جمع عنا�صر �لإحد�ثي �لأول م�صاويًا 

لحا�صل جمع عنا�صر �لإحد�ثي �لثاني.
الإثبات: �إن �صرورة هذ� �ل�صرط تنبع من �أن كل �صلع له ذيل و�حد ور�أ�ص و�حد فقط. لذ�، فاإن كل �صلع ي�صهم بو�حد 
di(}، و�لروؤو�ص v1,…,vn، و�فتر�ص �أن

+ ، di
-(: 1 ≤ i ≤ n} لكل مجموع. ولروؤية كفاية هذ� �ل�صرط؛ خذ �لأزو�ج 

 .m = Σdi
+ = Σdj

- 
di منها لها �لعلامة i، وكذلك 

خذ m من �لنقاط و�أعطِها علامات د�لة )ت�صميات( )Labels( موجبة بحيث �إن +
dj منها لها �لعلامة –j. لكل نقطة لها �لعلامات i و –j �صع �صلعًا 

�أعطِ �لنقاط علامات د�لة �صالبة ، بحيث �إن -
■ d +(vi)=di و - d -(vi) = di. وهذ� ينهي �لإثبات. 

من vi �إلى vj، ولحظ �أن هذ� يبني بيانًا موجهًا فيه +
�ل�صوؤ�ل بدللة  �إعادة �صياغة  �أ�صعب، ولكن يمكن  �لب�صيط يكون  �لبيان �لموجّه  �ل�صوؤ�ل �لمناظر في حال  �إنّ 
من  للعديد  مفيدً�  يكون  معين   )transformation( تحويل  طريق  عن   )bipartite( �لفرع  �لثنائية  �لبيانات 

�لم�صائل �لمتعلقة بالبيانات �لموجّهة. 
حيث   G �لفرع  ثنائي  بيان  �أنه  على   )split( D �صطر  نعرف  موجهًا،  بيانًا   D ليكن  *تعريف:   .20.4.1
 v)D( x+ في x حيث يوجد لكل ر�أ�ص ،x-∈ V - وكل منهما تمثل ن�صخة من ،V +،V - :مجموعتا روؤو�صه هما

في + V ر�أ�ص -x في - V. ولكل �صلع uv في D يوجد �صلع في G طرفاه هما: +u و -v )�نظر �ل�صكل �أدناه(.
w u+ v+ w+ x+

u- v- w- x-v

u x

 .D هي درجات كلّ من �لدخول و�لخروج لروؤو�ص D 21.4.1. *ملاحظة: �إنّ درجات روؤو�ص م�صطور
،حيث  �لروؤو�ص  من   n على  موجّه  بيان  �إلى   X،Y �لثنائي  �لبيان  )نقل(  تحويل  يمكن  ذلك،  �إلى   بالإ�صافة 
 )split( م�صطور G في هذه �لحالة، تكون .G في xi yj لكل �صلع D في vivj وذلك بر�صم �صلع |X| = |Y| = n

مِحَ باإ�صافة �لعرى �إلى �لبيانات �لموجّهة �لب�صيطة(. D.)لهذ� �ل�صبب، �صُج
جِدَ بيان ثنائي  di(} �إذ� وفقط �إذ� وُج

+ ، di
-(: 1 ≤ i ≤ n} بناءً على ما �صبق، يوجد بيان ب�صيط له �أزو�ج �لدرجات

d1 لإحدى مجموعتي �لروؤو�ص، و  -d1- ،...، dn لمجموعة �لروؤو�ص 
+ ،...، dn

�لفرع ب�صيط G، درجات روؤو�صه هي  +
ي�صبهان  و�لإثبات  �لن�ص  باأن  �لثنائي، علمًا  �لبيان  �لتمرين )32(طريقة لختبار وجود مثل هذ�  �لثانية. يقدم 
■ نظرية هافل وحكيمي. و�صيو�صح ذلك من خلال �لتمارين. 

بيانات أويلر الموجّهة 
للبيانات  تعريفاتها  هي  �لموجهة  للبيانات  �لربط  وعلاقة  و�لحلقة،  و�لممر،  �لم�صرب،  من  كل  تعريفات  �إن 
نف�صها، وذلك عندما ن�صع قائمة �لأ�صلاع في  �صورة �أزو�ج مرتبة من �لروؤو�ص في �لبيان �لموجه، لحظ �أن �لأ�صلاع 

�لمتتابعة ”تتبع �لأ�صهم“ وفي �لممر v0, e1, v1, ………, ek, vk يكون vi-1 ذيلًا لل�صلع ei، ويكون vi ر�أ�صًا له. 
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22.4.1. تعريف: يعرف م�صرب �أويلر في �لبيان )�لموجه( على �أنه م�صرب يحوي �لأ�صلاع جميعها، وتعرف 
جِدَت فيه  حلقة �أويلر على �أنها م�صرب مغلق يحوي �لأ�صلاع جميعها، وي�صمى �لبيان �أويلريًّا )ن�صبة �إلى �أويلر( �إذ� وُج
حلقة �أويلرية، حيث �إن تو�صيف بيانات �أويلر �لموجهة يماثل تو�صيف بيانات �أويلر، ف�صلًا عن �لإثبات يماثل �لإثبات 
■ حُج ذلك من خلال �لتمارين.  في حالة �لبيانات. لذ�، �صيُجو�صَّ

G يحوي حلقة، وكذلك تكون  δ+)G( ≥ 1، فاإن  �إنّ  G بيانًا موجّهًا، بحيث  23.4.1. تمهيدية: �إذ� كان 
.δ-)G( ≥ 1 لنتيجة نف�صها �صحيحة عندما�

�أو   P �أنه ل يمكن تكبير  P، وبما  u هي �آخر ر�أ�ص في  G، ولتكن  P تمثل �أكبر م�صار في  �أنّ  الإثبات: �فتر�ص 
تو�صيعها، فاإن كل تابع لـ u يجب �أن يكون ر�أ�صًا في P، وبما �أن δ+)G( ≥ 1  فاإنه يوجد تابع v > u في P، و�ل�صلع 
■  .u إلى� v لممتد من� P يكمل �لحلقة مع جزء uv

uv
ا �إذ� وفقط �إذ� كان )d+)v( = d-)v لكل ر�أ�ص v ، وبحيث تكون  24.4.1. نظرية: يكون �لبيان �لموجه �أويلريًّ

للبيان �لمت�صمن في �لبيان �لموجه مركبة و�حدة غير )تافهة( بديهية على �لأكثر.
■ الإثبات: �نظر �لتمرين )19( �أو �لتمرين )20(. 

كل بيان موجه �أويلري ل يحوي روؤو�صًا معزولة يكون متر�بط بقوة، على �لرغم من �أن �لتو�صيف ي�صير �إلى 
�أن �لتر�بط �ل�صعيف كافٍ. 

25.4.1. تطبيق: لحلقات ديبروجن )de Bruijn( يوجد 2n �صف )strings( ثنائي، طول كل منها n. هل 
توجد ترتيبة حلقية لـ 2n رقم ثنائي، بحيث �إن �لـ 2n �صف �لموؤلفين من n من �لأرقام �لمتتابعة تكون مختلفة؟ �إذ� 

كانت n=4، فاإن �لترتيب )1 0 1 00 11 0 1111 0000( يفي بالغر�ص. 
يمكن ��صتخد�م مثل هذه �لترتيبة لمتابعة موقع طبل يتحرك ب�صورة دور�نية )Good [1946](. حيث يوجد 
لهذ� �لطبل 2n موقع دور�ني. تنق�صم �لفرقة حول �لمحيط �إلى 2n جزء يمكن ت�صفيرها بـ 0 �أو 1. ي�صتطيع جهاز 
�لإح�صا�ص �أن يقر�أ n جزءً� متتابعًا. �إذ� تمتع �لت�صفير بالخا�صية �لمحددة �أعلاه، فاإن موقع �لطبل يتحدد بال�صف 

�لذي تقر�أُجه �أجهزة �لإح�صا�ص. 
تحوي �لتي  �لثنائيات  هي  روؤو�صه  تكون  بحيث   Dn موجهًا  بيانًا  ف  عرِّ �لدور�نية؛  �لترتيبة  هذه  على   للح�صول 
 )n – 1( من �لإحد�ثيات )binary ) n – 1( tuples(، �صع �صلعًا من a �إلى b �إذ� كانت �آخر n – 2 من 
مدخلات a تتو�فق مع �أول n – 2 من مدخلات b. �صَمِِّ )علِّم �أو �أعطِ علامة( �ل�صلع �لذي يحوي �آخر مدخلة من 
b. يظهر �ل�صكل �أدناه D4. �صنثبت فيما ياأتي �أن Dn �أويلري. وكذلك �صنرى كيف نح�صل على �لترتيبة �لد�ئرية 
■ �لمطلوبة من حلقة �أويلرية. 
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61 البيانات الموجّهة  4.1

26.4.1. نظرية: �إن �لبيان �لموجه Dn �لموجود في �لتطبيق )25.4.1( هو بيان �أويلري. وعلامات )ت�صميات( 
 .n 2 قطعة متتابعة مختلفة طول كل منهاn ت�صكل ترتيبة حلقية )د�ئرية( ويوجد فيها Dn لأ�صلاع في �أي حلقة �أويلرية من�
�أويلري. كل ر�أ�ص له درجة خارجة out degree( 2(؛ وذلك لأنه يمكن �إلحاق   Dn �أن  �أولً، �صنثبت  الإثبات: 
)تذييل( 0 �أو 1 ل�صم �لر�أ�ص من �أجل �لح�صول على ��صم �لر�أ�ص �لتابع. وبالمثل، فاإن �لدرجة �لد�خلة لكل ر�أ�ص هي 2 
ا؛ لأن �لتعليل )argument( نف�صه ينطبق عندما نتحرك عك�ص �لتجاه �ل�صابق، وذلك بو�صع 0 �أو 1 على مقدمة  �أي�صً
�ل�صم. �إ�صافة �إلى �أن Dn متر�بط بقوة؛ لأنه يمكننا �لو�صول �إلى �لر�أ�صل )b = )b1،…bn-1 من �أي ر�أ�ص �آخر بتتبع 

�لأ�صلاع �لم�صماة b1,…,bn-1 بالتتابع. لذ�، فاإن Dn تحقق فر�صيات �لنظرية )24.4.1(. لذ�، فاإن Dn �أويلري. 
�فتر�ص �أن C حلقة �أويلرية في Dn. �إن �لو�صول �إلى �لر�أ�ص )a = ) a1,…,an-1 يجب �أن يتمّ من خلال �صلع 
�إحد�ثي  �آخر  an-1؛ لأن �لعلامة )�ل�صم( على �ل�صلع �لذي يدخل على ر�أ�ص معين تتطابق مع  علامته )��صمه( 

)مدخلة( من ��صم �لر�أ�ص.
فاإن  �لر�أ�ص،  عند  �ل�صم  باقي  على  للح�صول  �لإحد�ثيات  باقي  مو�قع  وننقل  �لمقدمة،  نحذف  �أننا  وبما 

�لت�صميات )�لعلامات( �لمتتابعة �ل�صابقة )بالنظر �إلى �لخلف( يجب �أن تكون an-2,…,a1 على �لترتيب. 
وقت هي:   باأقرب  �لم�صماة  �لأ�صلاع  n من  �لموؤلفة من  �لقائمة  فاإنّ   ،an ��صم  له  C �صلعًا  ��صتخدمت  �إذ�  وعليه، 
�أ�صماء  لهما  ر�أ�ص  كل  )ينطلقان من(  يغادر�ن  �صلعين  وكلّ  للروؤو�ص مختلفة،  ��صم   2n-1 �لـ  �أن  وبما   ،a1,…,an

 2n �لـ  �أن  �أثبتنا  قد  نكون  عندها،   ،C خلال  من  و�حدة  مرة  ر�أ�ص  كلّ  من  �صلع  كلّ  نتتبع  �أننا  وبما  مختلفة، 
C مختلفةٌ  �ل�صلع من خلال  با�صم )بعلامة(  �لد�ئرية �لمعطاة  �لترتيبة  n في  �لتي طول كل منها   �صف )خط( 
■ )يختلف كل منهما عن �لآخر(. 
�إنّ �لبيان �لموجه Dn هو بيان ديبروجن )de bruijn( من �لرتبة n على حرفين هجائيين، وهي مفيدة 
لأغر��ص �أخرى؛ ولأن فيها �لعديد من �لروؤو�ص، و�لقليل من �لأ�صلاع )�صعف عدد �لروؤو�ص فقط(. ومع ذلك، 
ن�صتطيع �لو�صول �إلى �أيّ ر�أ�ص من �أيّ ر�أ�ص �آخر بم�صار ق�صير، حيث يمكننا �لو�صول �إلى �أيّ ر�أ�ص نريده من خلال 
n – 1 خطوة وذلك من خلال �إدخال )introducing( قو�طع )bits( على ��صم ذلك �لر�أ�ص بترتيب معين وبدءً� 

من �لر�أ�ص �لحالي.

 :)Orientations and Tournaments( التوجيهات والتدويرات
يوجد n2 زوجًا مرتبًا من �لعنا�صر �لتي يمكن تكوينها ) ت�صكيلها( من مجموعة �لروؤو�ص �لتي عددها n. �إن �لبيان 
�لب�صيط ي�صمح بوجود �لعرى، ولكنه ي�صمح با�صتخد�م كل زوج مرتب بو�صفه �صلعًا مرة و�حدة على �لأكثر. لذ�، 
هناك n2 زوجًا مرتبًا يمكن �أن تكون �أو ل تكون �أ�صلاعًا، ويوجد 2n بيان موجه ب�صيط روؤو�صه v1,…,vn. �أحيانًا، 

نرغب في منع وجود �لعرى. 
27.4.1. تعريف. نعرف �لتوجيه لبيان G على �أنه �لبيان �لموجه D �لذي نح�صل عليه من G باختيار �تجاه 
)توجيه( )�إما x →y �أو y → x( لكل �صلع xy في )E)G. وتوجيه البيان يعني �إعطاء �تجاه لهذ� �لبيان، 

ويعرف الدوري )تدوير �لبيان( على �أنه �إعطاء �تجاه لبيان تام. 
�أ�صياء  �أ�صلاع �لبيان مقارنة بين  �أن توجيه �لبيان يعني بيانًا موجهًا خاليًا من �لعرى. عندما تمثل  لحظ 
ثَّل( بالروؤو�ص، فباإمكاننا ت�صجيل �لنتائج بو�صع x → y للتدليل على �أن و�صع x �أف�صل من و�صع y خلال  ترتبط )تمُج

 .G لمقارنة، و�لناتج من هذ� هو توجيه للبيان�
.2( n

2 )3، و�أنّ عدد �لتدوير�ت )�لدوريات( هو ( n
2 لحظ �أنّ عدد �لبيانات �لمعطاة �إتجاها على �لروؤو�ص v1,…,vn هو (

28.4.1. مثال: �إن �إعطاء �تجاهات )توجيه( للبيانات �لتامة يعطي نموذجًا لدورة �لمباريات �لم�صتديرة. �فتر�ص 
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 u v ُّنعد v و u من �لفرق، وكل فريق يلعب مع كل فريق �آخر مبار�ة و�حدة فقط. لكل زوج n ّأن لديك �تحادً� ي�صم�
عَدُّ v u �صلعًا �إذ� كان �لر�بح هو فريق v، ومع نهاية �لمو�صم، يكون لدينا توجيه للبيان  �صلعًا �إذ� ربح �لفريق u، ويُج
Kn. وتكون علامة �لفريق هي �لدرجة �لخارجة للر�أ�ص )cutdegree( وهي ت�صاوي عدد �لمر�ت �لتي ربحها �لفريق 

�لذي يمثله �لر�أ�ص u. لذ�، نطلق على متتالية �لدرجات �لخارجة متتاليةَ �لدرجات )�لعلامات(. لحظ �أن �لدرجات 
�لخارجة تحدد �لدرجات �لد�خلة، وبما �أن d +)v( + d  -)v( = n – 1 لكل ر�أ�ص v، فاإن �لتعامل مع متتالية علامات 
)درجات( �لدوري �أ�صهل من �لتعامل مع متتالية درجات �لروؤو�ص للبيانات �لب�صيطة )�لتمرين 35(.                           ■

لحظ �أنه من �لممكن )خلال دوري معين( �لح�صول على �أكثر من ر�أ�ص له �لدرجة �لق�صوى نف�صها، وفي مثل 
هذه �لحالة، ل يكون هنالك ر�بح و��صح )في �لمثال �أدناه كل ر�أ�ص له درجة خارجة 2 ودرجة د�خلة 2(. �إن �ختيار 
�لبطل ل يكون �صهلًا عادة في حال ت�صاوي �لعلامات )�لدرجات( �لق�صوى لبع�ص �لفرق، وعلى �لرغم من �أنه لي�ص 
هناك حاجة لأن يكون هنالك ر�بح و��صح، �إل �أننا �صنرى فيما ياأتي وجود فريق x د�ئمًا، بحيث يكون x قد فاز على 

.z قد فاز على فريق �آخر كان قد فاز على x أو �أن� ،z كل فريق

ف الملك على �أنه ر�أ�ص يمكن �لو�صول منه �إلى �أي ر�أ�ص �آخر من خلال  29.4.1. تعريف: في �لبيان �لموجه، نعرِّ
م�صار طوله 2 على �لأكثر. 

30.4.1. ق�ضية: )Landau [1953]( كل دوري له ملك. 
�إليه  �لو�صول  y ل يمكن  ر�أ�ص  فيوجد عندها  ملكًا،   x يكن  �إذ� لم   ،T دوري  ر�أ�ص في   x �أن  �فتر�ص  الإثبات: 
وبما   .y )�صو�بق(  �أ�صلاف  من  تابع )خلف(   x للر�أ�ص  يوجد  ل  لذ�،  ي�صاويه.  �أو   2 من  �أقل  x بم�صار طوله  من 
y → x. و��صتنادً� �إلى ذلك، فاإن y، وكذلك  x يكون خلفًا للر�أ�ص  T توجيهٌ لبيان تام، فاإن كل خلف للر�أ�ص   �أن 

 )d+)y( > d+)x. �إذ� لم يكن y ملكًا،  فاإننا نعيد �لتعليل �ل�صابق من �أجل �إيجاد ر�أ�ص z درجته �لخارجة �أكبر. 
وبما �أن T منتهية، فاإن هذه �لعملية يجب �أن تنتهي، وبانتهائها نح�صل على �لر�أ�ص �لملك.                                        ■

N-(x) N+(x)

x

y

�لتمارين في  ملكًا.  يكون  كبرى  خارجة  درجة  ذ�  معينًا  دوريًّا  يمثل  �لذي  �لبيان  في  ر�أ�ص  كل  �أن  �أثبتنا   لقد 
 )38 – 36( ند �أ�صئلة �أخرى تتعلق بالملوك )�نظر Maurer [1980](. يعمم �لتمرين 39 �لنتيجة لبيانات موجهة 

�ختيارية.
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)Exercise(تمــارين
1.4.1. )-( جد علاقة و�قعية ل توجد حلقات لبيانها �لموجه، وجد علاقة �أخرى ذ�ت حلقات �إل �أنها غير تماثلية. 

2.4.1. )-( في �لتطبيق )4.4.1( �لمتعلق بمفتاح �ل�صوء، �فتر�ص �أن �لمفتاح �لأول مف�صول من �ل�صلك، �ر�صم 
�لبيان �لموجه �لذي يمثل �لنظام �لناتج. 

 .v إلى� u في بيانٍ موجه يحوي م�صارً� من v إلى� u 3.4.1. )-( �أثبت �أنّ كلّ ممرّ من
4.4.1. )-( �أثبت �أن كلّ ممرّ مغلق فردي �لطول في بيانٍ موجه يحتوي على �صلع لحلقة فردية )م�صاعدة: تتبع 

�لبديهية 15.2.1(. 
5.4.1. )-( �فتر�ص �أنّ G بيان موجه، فيه �لدرجة �لخارجة لكلّ ر�أ�ص ت�صاوي �لدرجة �لد�خلة لذلك �لر�أ�ص، 

�أثبت �أنه يمكن تحليل ) تفكيك( G �إلى حلقات. 
6.4.1. )-( �ر�صم D2 و D3 من بيانات ديبروجن.

7.4.1. )-( �أثبت �لعبارة �لآتية �أو �نق�صها: �إذ� كان D توجيهًا لبيان ب�صيط له ع�صرة روؤو�ص، فاإنه ل يمكن �أن 
تكون �لدرجات �لخارجة لروؤو�ص D مختلفة. 

8.4.1. )-( �أثبت �أنه يوجد دوري له n من �لروؤو�ص، بحيث �إن �لدرجة �لد�خلة ت�صاوي �لدرجة �لخارجة لكل ر�أ�ص 
ا.  �إذ� وفقط �إذ� كان  n عددً� فرديًّ

●           ●           ●           ●           ●

9.4.1. �أثبت n ≥ 1 �لعبارة �لآتية �أو �نق�صها: يوجد في كل بيان موجه ب�صيط ر�أ�صان لهما �لدرجة �لخارجة 
نف�صها �أو �لدرجة �لد�خلة نف�صها.

10.4.1. )!( �أثبت �أن �لبيان �لموجه يكون متر�بطًا بقوة �إذ� وفقط �إذ� تحقق �أنه لكل تجزئة لمجموعة روؤو�صه �إلى 
 .T و S يوجد �صلع من �أ�صلاعه يربط بين T و S مجموعتين غير خاليتين

11.4.1. )!( �أثبت �أنه في كل بيان موجه، توجد مركبة قوية )متر�بطة بقوة( لي�ص لها �أ�صلاع د�خلة )ل يدخلها 
�أ�صلاع( كما توجد مركبة قوية لي�ص لها �أ�صلاع خارجة )ل يخرج منها �أ�صلاع(. 

ف علاقة R على )D(V على �ل�صورة �لآتية: )x،y( �إذ� وجد م�صار من x �إلى  12.4.1. للبيان �لموجه D، عرِّ
y، وم�صار �آخر من y �إلى x في D، فاأثبت �أن R علاقة تكافوؤ، و�أن �صفوف �لتكافوؤ هي مجموعات روؤو�ص �لمركبات 

 .D لقوية للبيان �لموجه�
 a  .13.4.1( �أثبت �أن �لمركبات �لقوية لبيان موجه D تكون منف�صلة زوجًا زوجًا. 

b( �فتر�ص �أن D1,…,Dk هي �لمركبات �لقوية للبيان �لموجه D، و�فتر�ص �أي�صا �أن *D هي  �لبيان �لموجه 
�لخالي �لعرى �لذي روؤو�صه v1،…vk، بحيث �إن vi → vj �إذ� وفقط �إذ� كانت i ≠ j ويوجد في D �صلع من Di �إلى 

.D* أثبت �أنه ل توجد حلقات في� .Dj

D*D

14.4.1. )!( �فتر�ص �أن G بيان موجه له n من �لروؤو�ص دون حلقات. �أثبت �أنه يمكن ترتيب روؤو�ص D على �ل�صورة 
 .i < j فاإن ،vivj ∈ E)G( بحيث �إنه �إذ� كان ، v1,…,vn
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15.4.1. �فتر�ص �أن G بيان موجه ب�صيط مجموعة روؤو�صه هي {i ، j( ∈ ℤ2 : 0 ≤ i ≤ m ( و n ≥ 0}: ويوجد 
�صلع من )i،j( �إلى ) ′i′, j( �إذ� وفقط �إذ� �أمكن �لح�صول على  ) ′i′ ، j(من )i ، j( باإ�صافة �لعدد 1 �إلى �أحد 

 .) m+n
n �إحد�ثيي )i،j(. �أثبت �أن عدد �لم�صار�ت في G من )0.0 ( �إلى )m،n( هو )

16.4.1. )+( نظرية فيرمات �ل�صغيرة: )Fermat’s Little theorem(. �فتر�ص �أن n عدد �أولي. عرف علاقة 
 )A نظر �لملحق�( n يقبل �لق�صمة على a – b إذ� وفقط �إذ� كان� a ≡ b modn  على �ل�صورة  ℤ   لتكافوؤ ≡ على�
�جعل  ℤ ℤ   تمثل �صفوف تكافوؤ هذه �لعلاقة. �فتر�ص �أن a عدد طبيعي لي�ص له عو�مل �أولية م�صتركة مع �لعو�مل 

:a1 ≡ a :هي �أقل عدد طبيعي يحقق �أن l و�فتر�ص �أن .  ℤ  يمثل تبديلة لعنا�صر a إن �ل�صرب في� .n لأولية للعدد�
 .a وذلك للتبديلة �لمعرفة بدللة �ل�صرب في   ℤn  هي �لبيان �لموجه �لد�لي �لذي روؤو�صه G فتر�ص �أن� )a

.l – 1 ي�صاوي )n ما عد� �لأن�صوطة على �لر�أ�ص( G أثبت �أن طول كل حلقة في�
.an-1 ≡ 1  mod n أن� a صتنتج من �لفرع�� )b 

17.4.1. )*( �أثبت �أن �لحلقة �لفردية )�لموجهة( تمثل بيانًا موجهًا لي�ص له نو�ة.  جد مثالً لبيان موجه له حلقة 
فردية م�صتحدثة بو�صفها بيانًا جزئيًّا، ولكن له نو�ة. 

18.4.1. )*( �أثبت �أنه توجد نو�ة و�حدة للبيان �لموجه �لذي لي�ص فيه حلقات. 
19.4.1. ��صتخدم �لبديهية )23.4.1( و�ل�صتقر�ء على عدد �لأ�صلاع لإثبات �لخا�صية �لمميزة للبيانات �لموجهة 

�لأويلرية )�لنظرية )24.4.1(. )م�صاعدة: تتبع �لنظرية 26.2.1(
20.4.1. �أثبت �صحة �ل�صفة �لمميزة للبيانات �لموجهة �لأويلرية )�لنظرية 24.4.1( با�صتخد�م مفهوم �لم�صارب 

�لق�صوى )م�صاعدة: �تبع 32.2.1( و�لإثبات �لثاني للنظرية 26.2.1(. 
21.4.1. تعطي �لنظرية  24.4.1 �ل�صروط �ل�صرورية و�لكافية لكي يكون للبيان �لموجه )حلقة( �أويلرية، حدد )مثبتًا( 

.)Good [1946](  ،)22.4.1 ل�صروط �ل�صرورية و�لكافية لكي يكون للبيان �لموجه م�صربٌ �أويلريّ . )�لتعريف�
 d 

+)x( – d 
-)x( = k = d 

-)y( – d+)y( �ما عد v لكل ر�أ�ص d 
-)v( = d 

+)v( بيان موجه فيه D 22.4.1. �فتر�ص �أن
�إنّ هذه  ، بحيث   y �إلى   x K ممرً� من  D تحوي  �أن  لتثبت  �لأويلرية  �لموجهة  للبيانات  �لمميزة  �ل�صفة  ��صتخدم 
�لممر�ت منف�صلة �لأ�صلاع  )pairwise edge disjoint( زوجًا زوجًا )�أي �أنّ مجموعة تقاطع �أ�صلاع �أيّ ممرين 

من هذه �لممر�ت تكون مجموعة خالية(. 
23.4.1. �أثبت �أنّ لكلّ بيان G توجيه D )بيان موجه D( موزون عند كل ر�أ�ص؛ بمعنى �أن                    

v ∈ V(G) لكل
S مجموعة جزئية من �إذ� كانت  �إنه  G توجيه بحيث  �أو �نق�صها: يوجد لكل بيان  �أثبت �لعبارة �لآتية   .24.4.1 

)S ⊆  V)G، فاإنّ عدد �لأ�صلاع �لتي تدخل S وتخرج منها تختلف عن بع�صها بمقد�ر 1 على �لأكثر. 
:P3 25.4.1. )!( �لتوجيهات و�لتفكيك �إلى

�أنّ لكل بيان متر�بط توجيهًا فيه عدد �لروؤو�ص �لتي درجتها �لخارجة فردية على �لأكثر ي�صاوي 1   a( �أثبت 
 )Rotman [1991]( 

حَلَّلَ )يفكك( �إلى   b( ��صتخدم فرع )a( لت�صتنتج �أن كلّ بيان ب�صيط متر�بط عدد �أ�صلاعه زوجي يمكن �أن يُج
م�صار�ت طول كل منها 2.

ا �لمكون كل منها من �أربعة حدود ثنائية متتابعة،  26.4.1. رتّب 7 �أ�صفار و 7 �آحاد حلقيًّا، بحيث يكون 14 �صفًّ
هي كل ما يمكن تكوينه من �صفوف رباعية )با�صتخد�م هذين �لرقمين( مختلفة عن 0101 و 1010.
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65 البيانات الموجّهة  4.1

مجموعة  �فتر�ص  طولها.  كان  مهما   )al phapet( هجائية  لأيّ  ديبروجن   )De Bruijn( متتالية   .27.4.1
تكون بحيث   ،A من  �لمختارة  �لحروف  من   k l من  موؤلفة  حلقية  ترتيبة  وجود  �أثبت   .k حجمها  هجائية   حروف 

ا �لتي طول كل منها l في هذه �لمتتالية مختلفة بع�صها عن بع�ص، �أي �أن يكون كلّ منها مختلفًا عن �لآخر   �لـ k l  �صفًّ
 )Good [1966]، Rees [1946] (

 m4 – m ح كيف يمكن �لح�صول على ترتيبة حلقية موؤلفة من 28.4.1. �فتر�ص �أن S هجائية حجمها m. و�صّ
حرفًا من S بحيث �إنّ �ل�صفوف �لموؤلفة من �أربعة �أحرف من �لحروف �لمتتابعة جميعها تكون مختلفة بع�صها عن 

بع�ص، وتحوي حرفين مختلفين على �لأقل.
29.4.1. )!( �فتر�ص �أن G بيان، و�أن D توجيه )�إعطاء �تجاه( للبيان G ، بحيث �إن D متر�بط بقوة. �أثبت �أنه 
جِدَت حلقه فردية في G، فاإنه توجد حلقة فردية في D. ) م�صاعدة: خد في �لح�صبان �لأزو�ج {vi،vj+1} في  �إذ� وُج

.)G في ) v1،….،vk( حلقة فردية
30.4.1. )+( �إذ� كان D بيانًا موجهًا قويًّا، �فتر�ص �أن )f)D هو طول �أق�صر ممر مغلق يمر بكل ر�أ�ص. �أثبت �أن 
�أكبر قيمة لـ )f)D على �لبيانات جميعها �لموجهة �لقوية �لتي لها n من �لروؤو�ص هي [n + 1(2/ 4(] على �فتر��ص 

.n ≥ 2 )cull [1980]( أن�
31.4.1. حدّد �أ�صغر عدد n بحيث توجد بيانات لدورين غير مت�صاكلين لكل منهما n من �لروؤو�ص، ولهما قائمة 

�لدرجات �لخارجة نف�صها.
32.4.1. �فتر�ص �أنّ P = P1,…,Pm و q = q1,…,qn قائمتان من �لأعد�د �ل�صحيحة غير �ل�صالبة. نقول: �إن 
ا �إذ� وجد بيان ب�صيط ثنائي �لفرع ، بحيث تمثل P1,…,Pm �إحدى  �لزوج )P،q( قابل للتمثيل بو�صفه بيانًا ثنائيًّ
مجموعتي روؤو�صه،في حين تمثل q1,…,qn �لمجموعة �لثانية من �لروؤو�ص. عندما يكون مجموع p موجبًا، �أثبت �أن 
)p،q( قابل للتمثيل بو�صفه بيانًا ثنائيًّا �إذ� وفقط �إذ� كان )′p′،q( قابلًا لهذ� �لتمثيل ، حيث يمكن �لح�صول 
على )′p′،q( من )p،q( بحذف �أكبر عن�صر Δ من P، وبطرح 1 من كل عن�صر Δ من عنا�صر q �لق�صوى. 

)م�صاعدة: �تبع طريق �إثبات �لنظرية 31.3.1(. 
33.4.1. )*( �فتر�ص �أن A و B م�صفوفتان من �لحجم m × n، وبحيث �إن مدخلاتهما من {1 ، 0}تعو�ص عملية 
10( �أو بالعك�ص . �أثبت �أنه �إذ� كان حا�صل جمع عنا�صر �أي �صف 

01( بم�صفوفة من �لنوع )01
�لتبادل م�صفوفة من �لنوع )10

10( �لذي يناظره في B، فاإنه يمكن تحويل A �إلى B بعدد محدود من 
01( في A يماثل حا�صل جمع عنا�صر �ل�صف )01

10(
.)Ryser [1957]( ،)ح هذه �لنتيجة في حال �لبيانات �لثنائية )�لثنائية �لفرع عمليات �لتبادل. و�صّ

d لكل  +
G(v) = d +

H(v) أثبت �أن� .V بيانان دوريان على مجموعة من �لروؤو�ص H و G 34.4.1. )!( �فتر�ص �أن
v ∈ V �إذ� وفقط �إذ� �أمكن تحويل G �إلى H عن طريق عمل مجموعة من عك�ص �لتجاهات على حلقات ثلاثية 
�لطول. )م�صاعدة: خذ في �لح�صبان ر�أ�صًا له درجة خارجة كبرى في �لبيان �لجزئي من G �لذي يتاألف من �أ�صلاع 

 .H.)Ryser [1964] ( أعطيت �تجاهًا معاك�صًا في�

                            
     
                 

           

  
                 

                     
                

   

   
     

     
     

              
              

     
    

                
      

    
   
                        

 
    

     
      

     
              

           

    
     

       
           

    
    

   
    

        
                   

                 
        

 
   

       
   

   
         

        
       

         
     

 
     

  
    

      
    

        
   

     
      

35.4.1. )+( �فتر�ص �أن p1,…,pr �أعد�د �صحيحة غير �صالبة، بحيث �إن  p1 ≤ … ≤ pn. �فتر�ص �أن 
،1 ≤ K < n . لكل 

                            
     
                 

           

  
                 

                     
                

   

   
     

     
     

              
              

     
    

                
      

    
   
                        

 
    

     
      

     
              

           

    
     

       
           

    
    

   
    

        
                   

                 
        

 
   

       
   

   
         

        
       

         
     

 
     

  
    

      
    

        
   

     
�إذ� كان        �إذ� وفقط   p1,…,pn �أنه يوجد بيان يمثل دوريًّا درجاته �لخارجة   �أثبت 

.)Landau [1953] ( 

                            
     
                 

           

  
                 

                     
                

   

   
     

     
     

              
              

     
    

                
      

    
   
                        

 
    

     
      

     
              

           

    
     

       
           

    
    

   
    

        
                   

                 
        

 
   

       
   

   
         

        
       

         
     

 
     

  
    

      
    

        
   

     
. )م�صاعدة: ��صتخدم �ل�صتقر�ء على       
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T بيان يمثل دوريًّا لي�ص له ر�أ�ص درجته  �أن  �أنه يوجد ملك لكل دوري. �فتر�ص  30.4.1، نعلم  من �لق�صية   .36.4.1
�لد�خلة �صفر: 

 .N -)x( في T فاإن ملكًا �آخر يوجد لـ ،T ملكًا في x أثبت �أنه �إذ� كان�  (a
.T لتثبت وجود ثلاثة ملوك على �لأقل للدوري )a( صتخدم فرع�� (b 

c)  لكل n ≥ 3، جد دوري T يحقق �أنهδ-)T( > 0، وله ثلاثة ملوك فقط. 
وعندما  k = 2 عندما  عد�  ما   n ≥ k ≥ 1 عندما  �لملوك  من   k له  �لروؤو�ص  من   n على  دوري  يوجد   )تعليق: 
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.)(n = k = 4(Maurer [1980]( 
 :T 37.4.1. خذ في �لح�صبان �لخو�رزمية �لآتية �لتي مدخلها دوري

.T في x 1- �ختبر ر�أ�صًا  
  2- �إذ� كانت درجة x �لد�خلة م�صاوية لل�صفر، ف�صَمّ x ملكًا لـ T وتوقف.

.T′ لتح�صل على T من {x} ∪ N+(x) 3- بعك�ص ذلك، �حذف  
  4- طبق �لخطو�ت �ل�صابقة على′T ، و�صمِّ �لمخرج ملكًا لـ T وتوقف. 

 .T أثبت �أن هذه �لخو�رزمية تنتهي وتنتج ملكًا في�   
38.4.1. )+( لكل n ∈ ℕ، �أثبت �أنه يوجد دوري له n من �لروؤو�ص، بحيث �إن كل ر�أ�ص يكون ملكًا �إذ� وفقط �إذ� 

 .n ∉ {2،4} كانت
39.4.1. )+( �أثبت �أنه يوجد لكل بيان موجه خالٍ من �لعرى D مجموعة S من �لروؤو�ص غير �لمتجاورة زوجًا 
زوجًا، بحيث يمكن �لو�صول �إلى �أيّ ر�أ�ص خارج S من S بم�صار طوله 2 على �لأكثر. )م�صاعدة: ��صتخدم �ل�صتقر�ء 

 .)chvatal – Lovaz [1974](  .)30.4.1  تعليق: هذ� يعمم �لق�صية .n)D( لقوي على�
 x 40.4.1. نقول: �إن �لبيان �لموجه فريد �لم�صار �إذ� وجد على �لأكثر م�صار و�حد )موجه( يربط بين �أي ر�أ�صين 
و y . �فتر�ص �أن Tn دوري على n من �لروؤو�ص، حيث �إن �ل�صلع �لذي يربط vi بـ vj يكون موجهًا في �تجاه �لر�أ�ص 
�لذي دليله �أكبر. ما �أكبر عدد للاأ�صلاع �لموجودة في بيان جزئي فريد �لم�صار من Tn؟ كم بيانًا جزئيًّا فريد �لم�صار 
عدد �أ�صلاعه �أكبر ما يمكن موجودً� في مثل هذ� �لبيان؟ )م�صاعدة: �أثبت �أن �لبيان �لمت�صمن في هذ� �لبيان �لموجه 

.)Maurer – Rabinovitch – Trotter [1980] )ل يحوي �أي مثلثات
 x يتبع y بترتيب معين. �إذ� كان V)G( هي قائمة بعنا�صر L0 دوري، و�فتر�ص كذلك �أن G 41.4.1. �فتر�ص �أن
مبا�صرة في L0، ولكن y → x في G، فاإن yx �صلع معكو�ص )عك�صي(. يمكننا تبديل x مع y في �لترتيب عندما يكون 
yx �صلعًا معكو�صًا )هذ� يمكن �أن يزيد عدد �لأ�صلاع �لمعكو�صة(. �فتر�ص �أن متتالية. .… ،L0، L1 تنتج ب�صبب 
عمليات تبديل �لأ�صلاع �لمعكو�صة في �لترتيب �لحالي �صلعًا و�حدً� في كل مرة وبالتتابع. �أثبت �أن هذ� يعطي قائمة 
من �لأ�صلاع خالية من �لأ�صلاع �لمعكو�صة د�ئمًا، وحدّد عدد �لخطو�ت �للازمة للانتهاء من هذه �لعملية )تعليق: في 
�لحالة �لخا�صة، عندما تمثل �لروؤو�ص باأعد�د، وي�صير كل �صلع في �تجاه �لعدد �لأعلى، فاإنّ �لنتيجة ت�صير �إلى �أن تبديل 

.) Locke [1995] ( )لأعد�د �لمتجاورة بالتتابع وغير �لمرتبة د�ئمًا وبالنهاية يعطي ت�صنيفًا للقائمة�
42.4.1. )!( �فتر�ص �أن σ = v1,…,vn تمثل ترتيبًا لروؤو�ص دوري )بيان يمثل دوريًّا(. �جعل )f )σ تمثل مجموع 
�أطو�ل �لأ�صلاع �لر�جعة )feedback edges(، ونعني بذلك مجموع j – i على �لأ�صلاع vj vi حيث j > i. �أثبت �أن كل 
ترتيب يجعل لـ )σ(f قيمة �صغرى يرتب �لروؤو�ص ترتيبًا غير متز�يد بح�صب �لدرجة �لخارجة. )م�صاعدة: حدد كيف 
Kano – Sakamoto [ 1983]، Isaak – Tes-(و)σ(  عندما نبدل عن�صرين متتابعين من عنا�صر f)σ(  تتغير

.)man [1991]
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