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التاسعالفصل

243

لخطيةاالتطوريةالمسائل

ونبينالخطيةالتطوريةالمسائلىبعضمناقشةنوذالفصلىهذا!

التحليلنطريةمنالحديثةالوسائلىبعضباستعمالوذلصحلها،حيفية

فضاءنعتبريليفيماوالائواج.الحرارةمعادلتيعلىهناونرخز.الدالي

A:خطياوموثرا+هيلبرتيا D(A) ! -H H

للضرب).،.(يرمزحيث(A،ولول)!5فإن-ولA)D)لكلأيرتيبا،4(

الحقيقي،الداخلي

ول.+Au-لمبحيث-ول)يهـ(ءيوجد،-لم+لكلأيأعطميا،2(

Hille2)يوشيداهيلى-مبرهنة-أ -Yosidal)

4.4توطئة

4)لي!ن ! + لدينا:وأعظميا.رتيباخطيامؤثرأH:4(ء-

مفلق.4و،+في!ثيف)4(ء(ي)41تعريفمجالأ(

I+4()--المؤثر,A<0عددل!لب( AA: Dثغومن،تقابلي

.لم(+AA)أأ!ؤمحدودالم(+AA)اي!ون

البرهان

75-ء4()يوجد،لم--ل!لفإنهأعظميارتيبا4!انلماأ(

ل!أ.45+ل!أ5لم-يحقق

ياباني.رياضي(5991-أ)959يوشيدا!وماتسوا

أمري!ي.رياضي(49180891-)هيلإينر2
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:أننفرض

الغطيلأيلأالتطوالمسالل:9الفصل

5،.)4(ء- `dvت)ل!أ،كأ

ئذ:عنك

هتكال!أ،5)تال!اااه-ا+(4ل!أل!أ،55)،

ومنه5-75.أنيستلزممما5!.5-نستتتج5!)07،047(أنوحيث

.+في!ثيفء4()أنيبينماوهو،لم-5

لولأنهوذلكوحيداحلا4u+دالم-للمعادلةأنأولأنلاحظب(

لدينا:يصبحفإنهول2واولحلانلها!ان

)1(اول-ول42+اول(-ول2)ت5

على:نحصلسلميا()ضريأاول-ول2ب)1(المعادلةويضرب

،الا-22+4(الا(لا-2الا،)لا-2)=5

اول.-ول2ومنه.ا،دا-22-5إلىنصل4رتابةوياستعمال

Auالمعادلةأن!ما - f+إلى:تؤدىدا

يستلروهذا

إلى+منمحدودلم(4+)+المؤثرأنيبينماوهوا،ا.!حماأنأي

أ-)4+لم(.أ!)4(ء،مع

بحيث:(*ول-))4(ءنعتبرمتتاليةمفلق.4أننبين،الآن

ولا-،ول

شولفى!-!

*ول.4+*ول-ول+g:مباشرةيعطيمما

ن!تب:الفرضولهذا!.4-ولوول-4D()أنإثباتنود

!4Au+أ-)ول(+g)-ء(4) ) - (I+.)ولت(لم4+أ-)ول*
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:إذنلم(.4+)امحدوديةمنوذلك

ولتI(4+ا-)ول(-)!+ء4(.)

إلى:بدورهيؤديوهذا

,u+g=(ولI+)A

245

مفلق.4فإنومنه!.4-داويالتالي

)نطاق(صورةت!ونبحيث5ءولعدديوجدأنهلنفرضب(

:أننبينسوف.وللم(+4!ر)--بذلكنعبرعن،+هيلم+ول4

A2+I()H(=R`,2)*ءه*0

بحيثدا-ء4()وحيدعنصريوجدلم.،-+ل!ل،أنهنعلم

إنبحيثمحدود(Iه*+)4االع!سيالمؤثروأناد4!ر+دالم-

المعادلةالآنلنعتبر.(I+ه*4)أ!أ

)3(لا4*+لالم=،*ء5

الش!ل:على!تابتهانستطيع

)*)4(
5-بر f +*i=لا+ول4لا

نستخدمثغومن.-أئرأممهأنملاحظةالسهلفمن*ء!لأ!انتإذا

وحيدأحلأ)4(للمعادلةأنيبينماوهذا،لبناخالثابتةالنقطةمبرهنة

(A)لا.-ء

أننستتتجومنهغامرلم(4+)فإنأعظميارتيبا4!انولما

نأإلىنصلسبقماوياستعمال.*ء2ل!لأيضاغامرلم(+4*)

غامرلم(+4*)فإنثغومن.دواليكوه!ذا،*ء4ل!لغامرلم(+4*)

!.*ء5ل!ل
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4.2تعريف

:نعزفأعظميأ.رتيبأمؤثرأ4لي!ن

Resolvantof)4حائةأ( )Aممه.-لم(+4*ا-):ب*

4*)يوشيداصاقلةب( )Yosida Regularizationب:

*ء0.*4تئزلم(-*ممه.)

4.3مبرهنة

عندئذ:.أعظميأرتيبأمؤثرأ4لي!ن

ل!أ42.ت4ل!أ2ممه(ل!أ!،)-*!،-ء15(

,(Av(`,)2*0ء2( `dvE DممهA(42.ل!أت

.42ل!أ!4ل!أ،-ل!أ!D(,`(A*0ء3(

.ز27ممهل!أ،ل!أ-ل!أ!-4(

)5(A)42،ل!أ-ل!أ!ء =v Aثه!ز.

)ل!أ،ل!أ42(.يرل!أ!،5-*!،-0ء6(

.4ل!أ!إل!أ،-ل!أ!*!،-0ء7(

2*

البرهان

أ(لدينا:

2(لدينا:

)ل!أ*ممه(4=ل!أ*ممه!-ل!أ*ممه!+)ل!أ*ممه(4

**

(ئزتIل!أ*ممه!-)ل!أ*ممه()4*+

ل!أ*ممه!-ل!أ!ت

(ئزتI-*ممهjل!أت.ل!أ*4
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*ممه4()ل!أت*ممه4(ل!أ)+*ممهئز(-)ل!أ*ممهئز()ل!أ

247

ئز=*ممه(لم+4*)-ل!أ*ممهئز()ل!أ

ئزت(I-*ممهل!أ)=.ل!أ*4

على:نحصلالسابقة2(والقضية101التوطئةباستعمال3(

4(لنأخذ

ومنه:

ء-ل!أ!(4).

فإن+في!ثيفاء4()!انولما

:4(مننستخلص5(

47.-+لأن

6(لدينا

)!5لأنوذلك

منا7(

+-7.ل!ل،صحيحة

2-
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ملاحظة

متقاريةمحدودةمؤثراتمتتالية42(2)هأننستتتج5(القضيةمن

.4المؤثرنحو

(Cauchy-Lipschitz3-Picard4بي!ارليبشيتز--)!وشي44.قضية

تطبيقايحقق:-ى:!ىفضاءبناخياوىلي!ن

بحيث:ل!5ءثابتيوجد

(أ(-ل))ول(--!ل!ط!ول-،-ل!أ،ول!.ى

للمسألة:ول-اح)ىز)!،15(وحيدحليوجد،ول-5ىل!ل،عندئذ

بالمأ،)ول(-=لم-،)!،5(

11ول)5(=ول05

يهز،طبيعيوعددكابناخيفضاء،ول!لالمواليةالمبرهنةتقديمقبل

من-)!،15:لمكاالدوالمجموعةبأنه)كاز)"+،15(*حالفضاءنعزف

*ح.الصنف

يوشيدا(هيل)4.5مبرهنة

ل!ل،عندئذ+.هيلبرتيفضاءعلىأعظميأرتيبأمؤثرأ4لي!ن

:وحيدةدالةتوجد،دا5-ء4()

)5(لا-اح+)-ز)م!+،15(حءز)م!+،15(4())

للمسألة:حل

ألماني.رياضي(18323091-)ليبشيتزرودولف3

فرنسي.رياضي4191(-1856)بي!ارشارل4
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-)5،!(،،5 Vtت(tول)+4(cبأ)!ا

11)5(ولولت05

924

)6(

لدينا:،ذلكعنفضلا

يرلم!،5(ول!)لمول5

(بالم!رت)لم(ول)لم

ا!4ول5ا0

البرهان

)7(

عندئذ.ول2واولحلينهناكأنلنفرض.الحلوحدانيةبإثباتنبدأ

2()فيسلميابالضربيتضح tول(-tاول)أن:

تم((اول-ولt(2)")اول(t)-ولt(2))ت-(4(اول(t)-ول2))لم(،اول)لم(-ول2))لم(كه05

دالةأث!اول-)1(ول2)1(2أنأي،2لمال!لم(ول-)2)لم(2!5:أنيعنيوهذا

يستلزبم:ممامتتاقصة.

أ!ير،5اول-)1(ول)1(22!اول-)5(ول2(0)

ت0،

.المطلوبوهو،اول-ول2فإنثغومن

ضمننعرضهاوسوفدقيقةقضيةهذهالوجود.إثباتإلىننتقل،الآن

.خطواتعدة

4.6توطئة

*ول:-اح،15())4(ءز)!وحيدحلالتاليةالمصقولة"11للمسألة

اdu,*ول*4+ت"ه

di)

(.)4D-ا*ولا)5(تول

)8(
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نأمن)تأ!د!-)4(ءو-Aلم=Fوباعتبار1.4القضيةباستعمالوذلك

ليبشيتز(.شرطيحقق-Aلم

1.7توطئة

يحقق:)8(المسطكةحلإن

لمممر*لم(لم)=14+ول+(لما1!114ول116.

البرهان

نستنتج:(8Yمن

فإن4لمالمؤثروخطيةاستمراروبمراعاة

فالدالةوبالتالي

ثغ:.ومن

:1.3المبرهنةمن

1.8توطئة

الصفر.إلى2يؤولعندماتتقارب(وللم)الحلولمتتاليةإن

31015.محدودةفترة!لعلىمنتظمالتقاربفإن،ذلكإلىبالإضافة

البرهان

لدينا:/.ولمالموجبانالعددانيعطى

ولي!
لأ+4لموللم-يرلأوللأ

di

ول*لم

di
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على:نحصلومنه

لانوذلك

علىنحصل

وبم!ا

الغطيلأيلأالتطوالمسالل:9الفصل
251

1---ثم--*--تز"-،ثمقي

1.7التوطئةا!ستخدويا

ثغومن

)أنأي

فيبمآل

)9(

ول.

ا--ا*-1/---111/--،---ا-ا---لاا01

3015.!امحدودةفترةىعلىمنتظمالتقاربأنيبينماوهو

4.9توطئة

متقارية*الم"()المتتاليةت!ونعندئذدا.5-ء42()أننفرض

31015.فترةىعلىمنتظمالتقاربوهذاالصفر.إلى*تؤولعندما
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البرهان

الغطيلأيلأالتطوالمسالل:9الفصل

4.ول-5)4(ءو!ذلك،ول-5)4(ءفإنول-5!ان)42(ءلما

du

*ل!أ.-*لملمنضع

تحقق:*7فإنثغومن

*ل!الما+*ل!أ*4=،5

)1 di

*17)5(تالملم5()تول*4-5-.)4(ء

ينتج:السابقةالتوطئةبرهانبمحا!اة

)01(2تم*ل!أثمل!أ-2!1*ل!أ*4+ثمل!أثم4أ*أ*ل!أ*4/+4ثمل!أثمأ0

إلى:نصلفإننا،tث!4272الدالةتتاقصوياستخدام

*ل!أ*4(t)+ثمل!أثم4()لم!*ل!أ*4(5)+4ثمل!أثم)0(

ولثر754يهـ+ول05

إلى:تؤدي1.3فالمبرهنة4ول5-ء4()إنوحيث

ثر4ول5ت4*ممه4*ممهول5تثرممه24ول5،

:اولذ

ولكه(ثر4ول0،ثم4ول5)!24ول05

الش!ل:تأخذ)15(فإنوعليه

لم2*أل!أ-ثم2!*(2+)/42ول2.0

على:نحصلويالم!املة

121(ل!أ-)ثم1()!2)/بم*(42لا5

الصفر،إلى*تؤولعندما7نحومتقارية72-2لملم"أنسبق!ماونستتتج

3015.!امحدودةفترةىعلىمنتظمالتقاربوهذا
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401.توطئة

حلا.)6(للمسألةفإنلا5-ء42()!انإذا

253

البرهان

:أنبما

،31015علىبانتظامول2)1()1(ولث

31015،علىبانتظامثململم)لم()لم(ل!أث

لالم.7-ؤ-ول)!مز)!،15(اح:فإن5ء3ل!ل

:إنوحيث.*لملم"+A*ول*!ه()-5:!الآتي)8(المعادلة!تابةلئيد

(t)وللم()+ول*!هلم(-)ول*J-(لم)ول*!هلم(-)وللم()!*ول*!ه*

:ي!ونأنبدفلا

31015.علىبانتظام)لم(ول-)لم(*ول*!هث5

و!ذلك،ول1(-)ء4():يأتيولذا،مفلق4بيانأننعلم،أخرىجهةومن

=0.Au+"ول

لملم

الصنفمنلم-4(ولt)--دلى)لم(فالدالةول-اح)-ز)"+،5((!انولما

.!-ول))4(ءز)!،15(ح:ومنه.ز)!،5((ح)كلم

:أنمنبسهولةالتحققيم!ننا!ما

لاا.)لم(!لاا5ؤبالم)لم(!4ول5

4.44توطئة

57-ء4(2)يوجد،ىء5ل!ل،عندئذ.دا5-ء4()أنلنفرض
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)11(

البرهان

لك!ذيناولد،57-ء(A)ئذعند.57-ول*ممه5لت!ن

ثر-ول(755--)ء4()أنيستلزممما

ا-5:ولذا،4د!أ5=24ممه(ول5)-24ممهول5

-!ب!؟2ممه4(ول45-)ول5-5:و!ذلك

العلاقةتتحققحتىجداصفيرا*اختيار

إنثمل!أ.5-ءا

يم!نيكليه

4.5المبرهنةإثباتتتمة

نضع،البرهانلإتمام

للمسألةأننعرف،السابق

يحقق:*ولوحيداحلا

التحليلعلىاعتمادا.*هول-أممهول-5ء

)12(

ت،5
ت05

نستتتج:ومنه
(*ول-)لم(ول،)لم

(ئململم-)لم(بالم!)لم

!.المطلوبإلىنصل)12(فيلانهايةغلى+تؤولوعندما.31015علىبانتظام
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Regularity(لملوسة)الصقالةا-2

أ!ثرالمعطياتت!ونعندماالحلولصقالةالبندهذافينناقش

الابتدائيةالقيمةأننفرضدعنا.)5(بالمعطىوحلها)6(المسألةلنعتبر.صقالة

الحل.علىتأثيرذلكولنناقش،صقالةأ!ثردا5

2.4قضية

الفضاءإن

ء()ء4=:ا-ل!أا-ء4(ء):Aveا-ء4(ءا)

بالنظيمتزويدهعندبناخيفضاء،?2طبيعيعددل!لالمعزف

لاا)"4(ءس!(=4لاز!ر.آ

م!حظة

الداخلي:للضرببالنسبةهيلبرتيافضاءأيضأء"4()يمثل

ول(ل!أ،)-س!(4زول،4ل!أز!ر).

2.2مبرهنة

:الشرطيحقق)6(المسألةحلفإنول5-ء"4()!انإذا

-ولءحز)!،15(+)كلمز-ءح4(ءز)!،15(زز!،))-1،....2..ح!لم

البرهان

الفضاءلنعتبر.ء-2بالحالةولنبدأبالاستقراء.البرهاني!ون

الداخليبالضربالمزودأ-ء=4()اليهلبرتي

لر،لا(ا!ر)=لر،لا()4H(+،لاAv.!ر)

المؤثرولنعزف

14:ء4(1)!أكلم-أكلم
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النحو:على

الغطيلأيلأالتطوالمسالل:9الفصل

(ءا!يهـ)ءت(42،)

ايهـاv=Av,!ل!أ-ء(42).

أنو!لما

(4اول-74ا،ول-7)71لم-بر(4زول-4ز4،7زا-ول-4ز7ا-)!5

فالمعادلة،لم-ا-ل!ل:أنإذأعظميأنه!ماا-.علىرتيب41فإن

وليهـ+ولتلم

ول!ن.ول-ء(4)حللها

4ولألمت-ول-ء4().

:ا-فيالمعطاة،التاليةفالمسألةثغومن.ول-ء41()أي،ول-ء42()ومنه

وللما+4ولا=!،5لمير5

)13((لملم

11ول)5(تول5-ء41()

وحيدحللها

ول-اح،15()!زكلم)+ح،15()!+زءا4())

نأأى

ول-أح،15(+))4(ءز)!،15(ح)!42(ءز.))

ول.-ح2[(-ز)"+،0)إثباتيبقى

:فإنول-أحأ-ز)"+،15()ؤمحدودAأ-:--أنبما

"4(ول)ت4بالمأ.)

على:نحصل)13(وياشتقاق

ل!الما4+ل!أ=لم!،5ير5

di)

)5(ل!4111-تول)4(ء-5

)14(
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يحقق7حلا(14)للمسألةأننعرفسبقومما7.-لملمإنحيث

.المطلوبوهو،لا-ح2-ز)!،01()أي،7-اح-ز)"+،15()

نتيجةأنلنفرضالاستقراء.ونستخدم،?3الحالةإلىننتقل،الآن

أننلاحظعندئذدا.-5ء"4()لي!نء(.)1-الرتبةحتىصحيحةالمبرهنة

لم
ل!أ.-اح،15()!زكلم)+ح،15()!+ءز4()):يحققل!أ-لملم

و!ذلك

ا*+4ل!أتأ!،5ير،5

di)

اا)5(ل!أت4-0(ءا-ء4،)

أننستتتجالاستقراءفرضيةوياستعمال

,1-[,...,2 k=((،!زز)ل!أا-ءحز)!،15(+)كلمز-ا-ءح4(ءز)!+،15-

أنيستلزممما

،2,...1.أ-. k-((،!زز)لاءحز)!،15(+)كلمز-ءح4(ءز)!+،15-

نأنلاحظ،لا-ح،15()!ءز4("))أنو!ثبات

:أننرى،13()ولاستخدام،ل!أ-لملم-ح،15()!ءز4(ا-ء))

لا4--لملم-ح،15()!ءز4(ا-ء))

.!المطلوبوهودا.-ح،15(ءز)!4("))فإنويالتالي

Selfالقرينذاتيةحالة-3 Adjoint

ولنبدأالقرينذاتيالمؤثرفيهاي!ونالتيالحالةالبندهذافينناقش

.التعريفاتببعض
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القرين()المؤثر3.4تمريف

A(المؤثريعطى GH- H):ء4()--ي!ونبحيث4ء،

!الآتي:48القرينالمؤثرنعزفا-.=-أي،الممويبفضائه+ونطابق

-)لر،لا(!4(ء)ءك!(،)448()لر،لات48،لا(.)لر

القرين(الذاتيالمتتاظر،)المؤثر3.2تمريف

حقق:إذامتتاظرإنه4مؤثرعننقولأ(

(.Av)7)-،)4(4()7،ولت،ول D (A)!)ول،Dx

:!انإذا(الذاتقرينو)1القرينذاتىإنه4مؤثرعننقول2(

.A`ت4ؤء(4)تء(48)

ملاحظة

4!انإذا،ذلكإلىبالإضافةمتتاظرالقرينذاتيمؤثر!ل

القرين.ذاتيفإنهومتتاظرأمحدودأ

3.3قضية

ومتتاظرأأعظميأرتيبأمؤثرأ4!انإذا

.الذاتقرينفإنه

البرهان

متتاظر.ممهأنمنولنتحقق!هلم(-)4+انضع

اول.4+اول-ولؤ47171+7-:عندئذ7.ا-كهؤاول-دألهلي!ن

على:نحصل4للمؤثرالتتاظرخاصيةوياستعمال

أول(4،أل!أ)ت4(أولأل!أ،)

يستلزموهذا،أول(7،)-71،ول():أنأي
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925

(ت)ل!أ،ولممه(،ول.)كه

يؤديوهذامحدود.لأنه،القرينذاتيفهوثغومنمتتاظر،ممهأنيبينماوهو

.48-4أنأي،(I+84)-لم+4إلىبدوره

ول-ء48()نأخذالفرضلهذاء.48()-ء4()أنالآنلنبين

ول48+ول-لم.لدينا:ونضع

)4(.(15 )f,=)v (u,+vvd`,)vA E)D
إلى:تؤدي)15(فإنولذا،أعظمي4إنثم

-لمالمأ!H,(،لم)لما!ممهت(،ول)لمالمأ..

فإنالذاتقرين!هأنوبما

-لمالمأ!،-(،لمممه)لمالمأت(،ول)لمالمأ

.!المطلوبيأتيثغومن.ء48()-ء4()إذن.ول-لمممه-ء4()أنأي

3.4توطئة

إذادا.5-ء42()و،القرينوذاتيورتيبأأعظميأمؤثرأ4لي!ن

!ان:

ول-ح2ز-،15(!)ءز(ز-42))+ح،15(!+)ز)كلم،ز-105

فإن)6(لةللمسأحلأ

)16(!!بالملاا5!،05ءلم

البرهان

ل!ل،اعتبرناإذاوأننا،ئرممه-*ممهؤ4ئر-*4بأنبالتذ!يرنبدأ

)8(التقريبيةالمسألة،*ء5

*وللما)كا(+*ول*4)كا(ت،5

الم(

=(0(uoE D(A)اا*ول
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لدينا:ل!انا1105علىو!املنا،*ولبسلمياوضرينا

)17(2*ل!)لم(2*ول*4(أ+*ول،)كا())كا(كالمت2ل!05

نحصلعندئذ.11015علىون!املكا3(لمول")بالقيمةا!نلنضرب

.أكالم*كا()2كالم+أكا*،،*4(كا(إلمول"!)كا)كا!-5:على

ي!ون،4ثر-*4المساواةوبمراعاة

"*ول"*ول*4()ت*4(*الم"(*ول")+)*الم""*ول*4()ت*الم""*ول*4(2)

إلى:فنصلبالتجزئةن!املثم

*ول*4(كاأ!)كا(*الملمكاإ)كا(

)18(ت2أكالم))كا(*ول،)كا(*ول*4(كالم

ت2-))1(*ول،)1(*ول*4(21.كالم))كا(*ول،)كا(*ول*4(أ

ولذا،متتاقصةلمث!*ول")لم(2فالدالة،أخرىجهةومن

di

!91!أكا*وللم)كا(2كالم!!لم2*وللم)لم(.2

ه211dtلملم

:أنيتضح()91ؤ()17ويدمج

)02(2*لاا1()2+2*ول*4(1(*ول،)1())+ث*وللم1()2!!20.

22 dt

إلى:خاصبوجهتؤدي()02فإنرتيبا*4!انولما

1(الموللم)!!لاا5أ،*!،ء05
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)16(.!إلىنضلالصفرإلى*تؤولوعندما

261

3.5مبرهنة

توجد،ول5--ل!ل،عندئذ.الذاتقرينأعظميأمؤثرأ4لي!ن

وحيدةدالة

((5،-ز)م1+)حo((ءز)م5،+4()) + o02(ول-ح-ز)م!+،15(+)ح(

)6(.للمسألةحل

:-أ،15)!ل!ل،لدينا،ذلكإلىبالإضافة

!ااالم/ا1!اا-!ااا-

البرهان

،توج!ول--5ل!ل

التقريببالمسألةحل*وللي!ن

105-5ء

نحص!()16ؤ()7امستخدويا

ء،،+!أير،5

05<Vm, ,n Vt،

:فإنوعليه

،)!،15علىبانتظام*ول1()-ول1()

)21(

ول.-*5ول5

)22(
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كا.ء5ل!ل،)!،كاأعلىلانتظاملم*)لم(-لم)لم(

dt di.

لا-اح،5((+!)زكلم)+ح،15(!)زكلم).

دا.-ء4()أنيتضح،مفلقامؤثرا4و!ون*دا-ء4()!ونوياستفلال

ومنه:

t(=ء0 td`,O)لمإ")4+لا

يحقق:*لابأنتبين()16أننلاحظ

لم1(الم)!!لاا5أ!،ء05

على:نحصل،لانهايةإلى+يؤولوعندما

لمأإلم)!!ل!5أ!،ء5

1.5.!للمبرهنةنتيجةفهيالحلوحدانيةأما

3.6مبرهنة

يحقق:لاالحلفإن2.2المبرهنةتتوفرشروطعندما

(()4., Vk, lE+،5(ءز)مNءح))oلا-

الحرارةمعادلة4-

الوسائلباستخداموذلك،المسائلبعضبحلالبندهذافينقوم

المسألةلنعتبر.السابقةالثلاثةالبنودفيقدمتالتيالتحليلية
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،*!ولة5-)لم،*(ول،3-بو،5=)لم،5ءلم

،5<_0,xEaQ, tب(tول)*لم،

=)5،م!(ول3-بو،)بو(ول

263

)23(

يؤخذماعادة7لم!منمجالا3و،لابلاسمؤثره=!ينصةكا2يمئلحيث

الفضائي،المتغيرفيمئل*أماهنا.سنفترضهماوهذا!كاpملساءبحدود

وهي،الحرارةمعادلة()23فيالمعادلةتسمى.الزمنيالمتغيرلميمثلبينما

درجةعنقى*(،لم)الدالةتعترإذ3الجسمفيالحرارةدرجةتوزيعتعطي

لم.ء5اللحظةفي*-3نقطةأيةعندالحرارة

نأعلىيدلوهو،ديرشلتشرطوللم،*()=5الحديالشرطيسمى

لم.ء5!انكامهما3الحدودنقاط!لعلىومنعدمةمثئتةالحرارةدرجة

ي!تبالذينيومانشرطمثلآخر،بشرطالشرطهذااستبدالويم!ن

الش!ل:على

)لم،ص!(لأكات،5ص!كا!،3لمجير5

تبادليوجدلاأنهيعنيالشرطفهذا.الخارجيالناظملمتجهلملميشيرحيث

نأالحالةهذهفيويقال.معدومالتدفقأنأي،الخارجيالوسطمعحرارة

.معزولالجسم

فيعطي(!وشيفعمقى)أوول)5،*(=لمك!*(5)الابتدائيالشرطأما

لم.=5)الابتدائية(اللحظةعندالحرارةتوزيع

'Fourier)فورييينموذجتمئلالحرارةمعادلةأننلاحظ s model)،

Parabolic)الم!افئيةالمعادلاتأبسطوهي equations).لةالمسطبحلسنقوم

يجبالغرضولهذا1.5(.)المبرهنةيوشيداهيل-مبرهنةبتطبيقوذلك()23

بدقة.+هيلبرتوفضاء4المؤثرتحديد
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4.4مبرهنة

وحيدحل)23(للمسألةي!ونعندئذ.ول-5ص!2)3(أننفرض

بحيث:-ولز)"+،15(ح2ل!))3(

)24(-ول2-ز)!،5((حه-+)3()3()+ح1ز)"+،5((2ل!))3(

لدينا:،ذلكإلىبالإضافة

)25(!-ول"حكا!،))م!+،كاأك!!(ء،5

اولا-2ل!((،0م!+)زه-(3))،

ول2،.()لم)3(2غ+أ!ولكا،*()كا2كةكالمت2ول5،)3(2غ!لمء05

البرهان

)26(

:ب4المؤثرونعزف--ص!)3(2نضع

5،14-ت

4).)3(ة-+)3( 2H(ءأ=

.الذاتوقرينأعظميرتيبمؤثر4أنمنلنتحققملساء.3أننفرض!ما

لدينا:دا.-ء4()لي!نأ(

4()لا،لاتلا)لاه(-!

ت!لاكا2ير05

رتيب.!رفإنثغومن

للمعادلةإنلم.-!ص2)3(لي!نب(

-Auلا+لمت

أعظمي.4فإنوعليهدا.-2-0-+)3()3(وحيداحلا

عندئذ:7،دا.-ء4()لي!نب(
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4(5-(!ت)ل!أ،لال!أ)لا

ت!ل!أكا.لاكا

ت!-(ل!أه)لا

ت(،لا4ل!أ).

وأعظمي.رتيبلأنه،الذاتقرينويالتاليمتتاظر،4فإنوعليه

وحيداحلا)23(للمسألةأنيتضح3.5المبرهنةباستخدام

)24(.يحقق-لاز)"+،15(ح2د!))3(

نضع:)26(ؤ)25(لإثبات

31.5ة on-4(ء)-ا-لا"2-)3(:لا-لاه-20لا-...-ا-"هلا"

:أنتستلزم(3.6)مبرهنةالصقالةمبرهنةفإنالحالةهذهفي

.Nلا*ح،يهم!،))(4(ءز)!،5((-لم-

إلى:يؤديسويلاففضاءاتغمسفإنومنه

-لاءح،5((ز)!ءح-ح!لم!،))3(*

:وهومايستلزم

ءكا!،))م!+،كاأك!!("ح-ول.0

:بالمعرفةمم!الدالةفإنول-احل!ز)!،5(())3(2!انولما

لم-2إ،*(ول2)لمول

لم:ء5ل!ل،يعطيواشتقاقها،أح))!،5((الصنفمن

!/1()تول،ةول!*(1،ول)

ت!ولوله(بر!1)ول

تكاإ-ول*(،1)2ول.
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ومنه:
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(!)كا(/!أت)كاا!-)لمكالم

تأ-!ولكا،*(كا)2ول.كالم

على:نحصلالصفرالى8يؤولوعندما

ول2،.()لم(22)+أ!ولكا،*()كا2كةكالمت!ول5)3(2غ

ء2303

)26(.!أثبتتان!ونويهذا.ول-ح،15(ز)!ل!2))3(لأنوذلك

علىالوقوفهنانوذواحد.بعدفيالحرارةمعادلةنناقشالآندعنا

المسألةنعتبرذلكأجلمن1(.4.)المبرهنةأعلاهالمذ!ورةالصقالةنتائج

الابتدائية:

،ولا،*(لم)-*ل!لم،*(لم)ت،5-!!*!،!لمء،5

27()أا)5،*(ولتول،)*(!هـ!*!!-

ثابت.ء!هحيث

،*الفضائيالمتفيرعلىفورييتحويلنستعملالمسألةهذهلحل

على:فنحصل

)28(،كا(باكا+)لم2،كا(تاحلأت)لم،!-كا،55ءلم

:نعزفحيث

كا(لمأكأ-ءآ-)1)1!بر(7.)!(ي-)1!0(7!ول

هوالعاموحلها،لمللمتفيرعاديةتفاضليةمعادلة)28(المعادلةإن

الابتدائيالشرطإلىبالرجوعءنعينحيثول)لم،كا(-ك-ءح"2

:إذن.ول)5،كا(-ول5كا():يعطيالذيول*()5،-ول5*()

،كا(تا)لمتات5د-ء.)كا(.ء
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:()27المسألةحلعلىنحصلالعكسيفورييتحويلويتطبيق

،*(!ا)لم=ءأ2آ،3(ء!ة!3كاالم

=ءأ2!3!)3(-*كناء،2"-ع

:أنعلما

!؟؟-ءآ=)كا(حىلاول)ع(5.؟ي!

لا*(،لم)=ءآأآ/2"لم!-ء3")؟-ء(ثمأ!أالا5(ععلم)

:ي!ونأنبدفلاحقيقيحلهوالمطلوبالحلأنوبما

ى*(1،)تء22آأآثم!-!ا2ح30(ع*-كل!)3لم5!اذا؟لم)؟(.

المدروفةالعلاقةوياستغلال

2ء-ء%حoممءdr(3)=4/2ء!يم

للحل:الصريحةال!تابةإلىنصل

)92(=)1،*(لابم2)كا!؟(-ءآلا،؟")؟(5لمصح0

كا.=*()؟-لملمبمؤء-ك!بمبأخذوذلك

غيرL1Zدا5!انتلوحتىفا-+حمهR())!،5(ك!أننلاحظهناومن

مصقولJam-علىللحصولاف-5أول)!(ي!ونأني!فيأنهوالواقع.مستمرة

،)92(بالملاقةمدطى

الم!اكئيةبالمعادلاتيتدلقمهفامبدأالبنداهتآخرفيندرضدعنا

الأعظمية.مبدأانهخصوصأ.الحرارةوبمعادلة،عمومأ
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4.2مبرهنة

عندئذ:)24(.فيالوارد()23المسألةحلداودا-5ص!)3(2لي!ن

)03(أ،5(!أولملا51يمه،*(لا!)لملاءلماك!،5(كهول.ء.ء،51-*،3!لمء05

البرهان

)03(منالأيمنالطرف!انإذاالبترلستتبا!يا.طريقةنستخدم

محدودالطرفهذاأنلنفرضتلقائيا.محققةاليمنىفالمتباينةمحدودغير

.ء-ولكه(5،ك!ءلمالا15ونضع

:+G]8دالةذلكبعدنعزف 8[l - lمن،،5()!على)تماما(متزايدة

:بالمعرفتانالدالتانولت!ن-كا.+8ل!ل)كا(ح!-5تحققاح)!(الصنف

-كا!R,)كا(-تأ(ح!)ع،علم

لم!يركاره()لم=لا(-!،*(-)لم)ح!لم.ول

من:التحققالصعبمنليس

-كاااح+))م!+،5((،))م!+،15(ح

)5(كاا،5=

)1(كااير،5أ!ير05

إن:ثم

(/كا=)t(ح!أ،*(ول)حلأ-)لم،*(،ول)لمول

تأح!(ول،*()لم-)حلأوله،*(لم)ول

أتحع(ول،*(لم)-حلأ)وله،*(لم)2ول

!05

وعليه:.كا=5أننستتتجوعليه
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Vt>O,(-حلأ-)1،*(ول)ت5

نأيبينح!الدالةتعريفبأنعلما

-(كا)ت5حماك!05

926

ولذلك:

a.,0,أ!>05 .e xE SZحلأ-)1،*(ول!

وملاحظةu=ول7وضعفي!في()03مناليسرىالمتباينةلإثباتأما

ل!أيحقق:أن

-,v,Av= Oا

)5،*أل!أ!ول-ت!.)*(

الامواجمعادلة5-

لةلمسأانعتبر

،*(،،ولا-)لم،*(وله)لمت،3،5-*لم،5ء

)31((،*(ول)لم,0=-*،3ةلمير،5

اولا،*()5تول)*(،،ول،*()5تاول)*(،-*،3

*!.منومترابطأمفتوحأمجالأ3بافتراض،لابلاسمؤثرعن5يعئرحيث

تتمذجإنها.الأمواجمعادلة)31(فيالواردةالجزئيةالتفاضليةالمعادلةتسمى

المعادلةتعئرقي(-)1الأحاديالبعدوفي3.متجانسجسمفيالأمواجانتقال

وفي.خارجيةقوةأومؤثرأيويدونتأثيروزنهتحتمتجانسخيطحر!ةعن

الش!ل:منالمعادلةتصيرخارجيةقوةوجودحالة

f<0.،)1،*( -* ،3 tول-)1،*()1،*(ولهت،،

العلاقةأما
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)1،*(ول,0=!-*

تثبيت)بمعنىمثبتةتبقىالمجالهذاحدودأنيبينالذيديرشلتشرطفهي

الابتدائيالوضعاول،ول5يمثلبينما(،الأحاديالبعدحالةفيالخيططرفي

معينة.فضاءاتفيمعطياندالتانوهما،التواليعلىالابتدائيةوالسرعة

والوحدانية()الوجود5.4مبرهنة

ي!ونعندئذ)3(0--أول.وول)3(0-+)3(2--5أننفرض

بحيث:-ولح2ا!،01(ز2ل!))3(وحيدحل)31(للمسألة

)32(-ولا!،15(ح2-زه-+)3(+))3(احا"+،15(ه-ز.))3(

لم:!5ل!ل،لدينا،ذلكإلىبالإضافة

)33(!،ول!بر(1)2ول+!ولكا!بر(1)2ولإتاول()بر2+!ولكا5()بر2.ول

ملاحظة

الطاقةأنعلىيدلوهو،الطاقةحفظقانون()33العلاقةتمثل

الطاقةيمثلك!2)1،*(،دا!فالحد.لحظةىفيمحفوظةتبقىال!لية

ال!امنة.الطاقة!داكاك!2)1،*(الحديمثلبينماالحر!ية

البرهان

.محدودةغير3ومحدودة3:الحالتينفيالنتيجةنناقش

محدودة13(

الجملة:علىفنحصل7=،ولنضع:!الآتي)31(المسألةصياغةنعيد

Cutت،5 -v

،ل!أ!-ولهت.0
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،ئ+AV=5الش!لعلىالنظامهذا!تابةيم!نئ-7()ويوضع

وء4()2-(-!))3(0-+)3()3(0-ك:ب4المؤثريعطىحيث

اليهلبرتيالفضاءنأخذيوشيداهيل-مبرهنةولتطبيق.4-(هه)أه

الداخليبالضربمزودأ-0-=ك!)3(ص!2)3(

)34(حم،ئ()-أل!أكاهـاكاا)!كاه

حم.كاأ-)ؤئ=ل!أ()حيث

يوشيدا.هيل-مبرهنةشروطمنلنتحقق،والآن

لدينا7(-)ء4()ل!ل:4رتابةأ(

U(,AU)=ب!+ث((،)ل!أ())

-ا-Vل!أكاهـا+أل!ألاه-()

=ل!أكاهـاكاا-+ل!أكاالاكا.

يأ،4ئ-لم()المعادلةحلنوذ.لمأ-)-تعطى:4أعظميةب(

.)لم(ت)ولة=(

وله-.-!يحققول-2-0-+)3()3(وجودمنالتأ!دالسهلمنإنه

مبرهنةويتطبيق.أعظميمؤثر4أنإلىنصلومنه.7لم-نأخذبينما

وحيدأحلأ31()للمسألةأننستتتجيوشيداهيل-
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لا-ح،15(ا!زء4())+ح15،1(ا!زكلم)،

)-ح،15(أ!ز-(2)3(+0-))3(ك!3-0())،

لا(-)ح،15(أ"+ز0-)3(ك!ص!2.))3(

.)32(يحققماوهو

محدودةغير23(

هذهولتجاوز.34()الداخليالضربأخذيم!نلاالحالةهذهفي

للمسألة:المنشودالحلهوكآحيثكاء-ممآ"نضع،العقبة

,0=Ut+AUا

)35(ا)5(ئائت5.)؟ئا(ت

المسألةعلىنحصلوعندئذ

،حما!+حمت،5

)36(حم"1)5(تحم5ت؟ئا(.)

للمسألةيوشيدهيل-مبرهنةشروطمنالآنلنتحقق!.4-+لمحيث

)36(.

لدينا:ي!ونكا-كاأ)بوضع:!رتابةأ(
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B(حم،حم)=V(,AV)+حم(،حم)

تكاث!-((،)كاأ+))كاأ(،)كاأ))

ت!(كاى!!كا!.!)+!!(كاى)+!كا!2كاه2+2!

ت!(!كاى+كا!2كاه2+2!)

ير!(!كاىكاه2+2!)

ير05

.المطلوبوهو

المعادلةحلنود-.-لم(-)0-ك!)3(ص!2)3(يعطى:!أعظميةب(

:أي!.حم-!

371!-كا!+=لم،
-!)(.!ت!2+كاه

على:نحصلالثانيةإلىوجمعها2فيالأولىالمعادلةويضرب

O=لم2!+-ص!2.)3( + b-38(ه(

(Elliptictheory)الناقصيةوالنظريةميلفرام-لا!سمبرهنةوياستخدام

37)فيويالتعويض38(.)يحقق-كاوحيد2-0-+)3()3(وجودنثبت

هيل-مبرهنةويمراعاة!.أعظميةأثبتتاقدن!ونثغومن.مم!علىنحصل

)35(.المسألةتحققممآكا"ء-إن)36(.للمسألةوحيدحليوجدفإنهيوشيدا

.)32(يحققئ=دا()أنمنالتأ!دمهمةللقارئنترك

علىن!املثم،داب)31(فيالمعادلةنضرب)33(ولإثبات

105(ك!3.!)
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ملاحظة

نأرؤيةالسهلمنبل.الذاتقرينليس4المؤثرأنإلىنشير

48 - -.Aفيالشأن!ان!ماللحلإضافيةصقالةأيعلىنحصلفلنإذن

.الحرارةمعادلة

البعدفيالأمواجلمعادلةالابتدائيةالمسألةهذهنوردالف!رةولتوضيح

:الأحادي

,0<0,* - ،!=t(لم،)*-لاا*(،لم)**لا،،

)93(إا*(،)5تلا*()،،لا*(،)5تالا*()،*-.!

'SDدالمبير)بصيفةالمسألةهذهحليعطى Alembert):

)04(لا)لم،*(تلاأ2*(5لا+)لم+*(5+ا)لم-أ:2الا)كا(كالم

ملوسةدرجةعنأبدأتزيدلنالحلصقالةدرجةأنتوضح()04فالصيفة

الابتدائية.المعطيات

ملاحظة

لمسائلخلافأالأمواجلمسائلأعظميةمبدأأيعمومأيوجدلانشيرأنه

:المثالهذانأخذذلكولتوضيح.الحرارةانتشار

،،لاا*(لم،**لا-)*(،لم),0=5!*,»لمء،5

)41((لا،5(لم)لات،ء(لم)ت،5لمير،5

االا*(،sinx=,5)،لا*()5،-،5ه!*!.ء

1)أنمنبسهولةالتحققيم!ن = sinx.cost،*)الوحيدالحلهودا

علىالا-5ؤدا5!5أنمنبالرغمداء(،ء23-)-2وأن،)41(للمسألة

ل!!انإذاغيرسالبحلهاي!ونالتي)93(للمسألةخلافاوهذاأء،15.

.04(()العلاقة)انظرغيرسالبتيندالتينالاؤدا5من

فرنسي.رياضي1783(أ-دالمبير)717لوروندجون3
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تمارين6

275

تمرين4

بينأعظميأ.رتيبأمؤثرأ4ء:4(--)ؤهيلبرتيافضاء+لي!ن

البيانبنظيمالمزود،ء4()أن

D،)ولا8=،!ر+4ول!ر (A-!ول

بناخي.فضاء

تمرين2

:Bلي!ن H - Hقرين!!انإذاأنهبينوتقابليأ.خطيأمؤثرا

أيضأ.الذاتقرينا-!فإنالذات

تمرين3

من،أنهنفرضأعظميأ.ورتيبأخطيأمؤثرا4ء:4()--لي!ن

المسألةتقبل،ولء5ثابتأجل

ول+!ولوللمت--

المسألةونعتبر-ول.(ءA)حلا

ول!هلأ+ول=لم!لأ-أ(+!لأإ.

أنلتثبتلبناخ(الثابتةالنقطة)مبرهنةالتقلصراسممبرهنةاستخدم

.(-أئرأ!يستلزم*ءزأنالاحظوحيدأحلأالمسألةلهذه

تمرين4

تحققومتتاظراأعظميأورتيبأخطيأمؤثرأ4:ء4()--!انإذا

4.ثرت*4ؤثرممه=*ممهأنمن
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تمرين5

ول:-5ا-)*!(!انتإذاوحيذاحلأالتاليةللمسألةأنأثبت

،ولا*(،لم)-وله*(،لم)+ول*(،لم)ت،5*-*!،لمء،5

11ول*(،)5تول*()،*-*!.

تمرين6

نأنفرضملساء.حدوده!*منمحدودأمجالأ3لي!ن

ءز-"ص!،)3(!ز،.-+،00001

بحيث5ءءهيوجدوأنه

ي!زء)*(زعج!5ءع2،-ع!،ش!.3

:ول(اول،5-)0-+)3(2-أأ)3(!انإذاوحيدأحلأالتاليةللمسألةأنبين

س!-)لم،*(،،ولاز؟ةزء()*(،5-))لم،.*(ةولة-*،3لم،5ء

)لم،*(ول(,0=-*،3ةلمير،5

)لم،*(ولولت،)*(3،5-*

،ولا*()5،تاول*(،)*-.3

تمرين7

الدالتانتعطىملساء.حدوده*!منمحدودأمجالأ3لي!ن

:وحيدأحلأالتاليةللمسألةأنبين.أول-0-)3(ؤول-05-+)3(2-)3(

+)لم،*(وله-)لم،*(،،ولا)لم،*(،ولت،5-*،3لمء0،

)لم،*(ول(ت،5-*،3ةلمير،5

11ول،*()لمتول5،)*(،ول)5،*(تاول،)*(-*.3

تمرين8

!الآتي:)105(الفترةعلىTimoshenkoتيموشن!وجملةتعطى
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0,!,1لم*5، 5 ! x=*((ص!،لم)ولقي(*،لم)+ل!أ)-(لم،*)لملم،،

لململ!أ،*()لم-ككللم،*()لم+*لممم!(،*(لم)+ل!أ،*(لم))،ه!صلا!،1لمحى،5

ولt()5،ب،5(ل!أ)لمبء،1()لمب،1(لر)لمب،5لمجير،5

،(*)5>1,>0 x5،يو(لم،بول،)*(5)5،*(،لم،بول(

.1>x),<0 x)5،*(ل!أ)-هل!أ،)*(،ول5،صلا()بالم

نأنضرضا

ول5،ل!أ5!ول2((.0))1++ة((05))1،

ول!1،لما-+ة((05))1.

وحيدآ.حلأتيموشن!ولجملةأنأثبت

277

تمرين9

الدوالتعطىملساء.حدوده"!منمحدودآمجالأ3لي!ن

المع!.-ة+)3(ؤلمع!5هـ،5-2+ة+6)3()3(

وحيدآ.حلأالحراراية()المرونةالتاليةللمسألةأنبئن

وللملم(بو،لم)-هأير(بر،لم)+هـم!كاه!(بو،لم)=5،بو!3،لمء5،

،5ء5، x - 3، t=(بو،لم)كا(بو،لم)-5لمممر(بر،لم)+كلأ!لم،2

؟م!كاا-ل!لمة

لم،(*،لم)-هـ(*،لم)ب5،*-3ة،لمجير5،

قى*(،)5بقى5*(،)لمول*(،)5بولا*()،*(هـ،)55هـب(*,)*-.3

04تمرين

الدالتانتعطىملساء.حدوده7لم!منمحدودآمجالأ3لي!ن

لم،.ل!ا،2-55!)3(

:وحيدآحلأالتاليةللمسألةأنبئنأ(
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,0<0,* - ،3 =t(لم،)*-ولا*(،لم)-وله*(،لم)+ول*(،لم)7،

,0,x - ،3 >t=O(لم،)*+ل!أ*(،لم)-ل!أه*(،لم)-ول*(،لم)ل!أ،

ول(*(،لم)ل!أت*(،لم),0=*-،!لمير،5

ولا*(،)5تول5*()،7*(،)5ت57*()،*-.3

التالية:التقديراتيحققالحلأنأثبتب(

!أير،5ول(21ل!أ+)1،*()2ول!ةول(1ةل!أ+)*()،ول

!كاأول2كاه27-(ول-27)1(،*1)ك!!!كاأول20كاهه27-(ول5-ه27)1(*).ك!

:فإنول5*()ل!أ+5*()-5!انإذاأنهبينب(

1))1،*(ت05 !أير،v5،*(ول+

41تمرين

للمسألة:حلأ)24(العلاقةفيالموضحوللي!ن

3,، >0 <t T-*،(لم،)*ولا،*(،لم)-وله*(،لم)+ول*(،لم)تلم

ول(*(،5)تول5*()،*-،3

11ول*(،لم)=,0*-،!

لم.-س!2(3ك!(305))ؤول5-س!2(3)حيث

1اإكهبر؟(با9،33ولول51:*(1،-)305(ك!3)ل!لأنبينأ( ( ! ،m)*.ول

:!انإذاأنهأثبتب(

3،*-5..aeول5)*(ير

،*(لم)لميرae..5-*،3-لم.)3.5(

ف!ن:

0.aR. xESZ, <0 <t Tير)1،*(ول

.:..:..:..:..:..:..:..:..:..:..:..:..:..:..:.

o b e i k a n d l . c o m




