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الثامنالفصل

702

خطيةغيرناقصيةمسائل

ويعضغيرالخطيةالناقصيةالمسائلبعضالفصلهذا!نتناول

غيرالمحدؤةالرتيبةالمؤثراتإلىنتطرقالإطارسوفهذاو!.حلهاطرق

.التراصطريقةإلىوحذل!

Monotonociyالرتابةطريقةأ-

انع!اسيةفضاءاتالفصلهذافيالمعتبرةالبناخيةالفضاءات!ل

(reflexive)صراحة.ذلكإلىنشرلمإنحتى

الرتيب()المؤثر4.4تعريف

المؤثرإننقولالمموي.فضاءهو/كا،بناخيافضاءكالي!ن

:A-حم/ Vانإذارتيب!:

V,(-)ول)ل!أ(4،ول)ل!أ-ير5، (A!ل!أ،ول-

حقق:إذاتمامأرتيب4إنونقول

4-)ول(4((ل)،ولل!أ-)>d`,Oول2ل!أ

الاستمرار()نصف4.2تعريف

نصف4إننقولمؤثرأ.4كا:/كا-ؤبناخيافضاءكالي!ن

الدالة:!انتإذا(0hemicontin)3مستمر

-!

ث!*ول(v2(+)4)لمالمأ،

u,v,-كا!انمهمامستمرة w.
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ودية(لمحدا)1.3تعريف

بناخيا.فضاءكالي!ن

كا!فيمحدودة34()!انتإذامحدودAكا:+-V'المؤثرإننقول

كه.كا!محدودةمجموعةل!ل

الرتابة()شبه1.4تعريف

إنع!اسيا.بناخيافضاءكالي!ن

!انإذا(pseudo-monotone)رتيبشبهAكا:-V!المؤثرإننقول

الآتي:يحققو!انمحدودآ

in،أأول4sup(ول(/),ولز-ول)!5 Vوللمورول

(1)تصشلزم

.(-7u(،)ول)4!(v-،ول(،،)ول)4infأ)+أ,Vv - V

1.5مبرهنة

Aكا-!ؤبناخيافضاءكالي!ن : V.محدودآ4!انإذامؤثرآ

رتيب.شبه4فإنورتيبامستمرونصف

البرهان

زلملم()أنلنفرض(.1)الخاصيةنحققأنيبقىمحدود4أنبما

limدلممم!،)ز5!)لممم!-وأندلممم!،لم4-تحققكامنمتتالية sup? A (u.باستعمال

على:نحصل4المؤثررتابة

(4لم،(ل،)ولز-ول)!يهـ(ول(،)ولز-ول)-05

:نإذ

أأ،ولأولم4(ول(/)،ول،-ول)!5

إلى:يؤديمما

ه!)أ،،أأولم4(ول(ل)،ولز-ي!)!)أ+أ3!يا4(ول(ل)،ولز-ول)ى05
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ومنه:

902

)2(ولت!4(زول(،)زول-ول)-05

لدينا:!ثا.!-"هـ-أ(+نضع.ههـكهكهأؤ7-كالي!ن

زول(w-()4،)4(زول-)لمالم!!5

على:نحصل!ثاقيمةعنويالتعويض

هـزول(4(،)ول-)7!-زول(4(،)زول-)ول+(4(،)ليزول-)ولهـ+((4،)ليول-7)

إلى:نصل)2(وياستعمال

هـاولأ4inf(ول(ز،)ول7-)هـ!4(((ل،)ول7-).

ومنه:

اولأinf(4ول(ز)،ول-7)!(4(لي)،ول-7).

نأبدفلا4(زول(زول،)7-)-4(زول(زول،)-)ول4(+زول(ول،)7-):إنوحيث

:ي!ون

أولأinf(4ول(ز)،ولز-7)!أولأinf(4ول(ز)،ول-7)

()4،ول-!أل). w)ير

يؤولللافإنالصفرإلىهـيؤولوجعلالاستمرارنصفخاصيةوياستعمال

ول.ومنه:إلى

V7,اولأinf(4ول(1)،ولز-7)!(4ول()،ول-7). - V

.!رتيبشبه4أنيثبتماوهو

ملاحظة

منالتحققدونمباشرةالرتابةمنالرتابةشبهاستتتاجمناحذر

ولاأقوىليستالرتابةفخاصية.استمرارهنصفمنو!ذلكالمؤثرمحدودية

المرجعينإلىالقارئنحيلالمعلوماتمنولمزيد.الرتابةشبهخاصيةمنأضعف

[.]02ا،]91إلى
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4.6توطئة

مؤثرامستمرايحقق:P*!-*!:لي!ن

5،،ش!-عء=ع d)!)ير)ع،)ع

.ءموجبحقيقيعددأجلمن

)ه5(كل.-5يحققاء!اه5،-ه5*!يوجدعندئذ

)3(

البرهان

والمحدبة:المتراصةالمجموعةلنعزف

ح!--كعا1*:كع!اء

:أنولنفرض

-كع!K,.02)كع(كل

:بوالمعطاةKإلى،منالمعرفةالدالةإن

PPW-ث!ع

)ع(!

علىنحصل،'Brouwerلبراورالثابتةالنقطةمبرهنةوياستخدام.مستمرة

PP(S)ع=يحقق-كعكل
:عوأنء=أنالواضحمن.-)ع(!

(،)ع(!)ع=ء-)ع(!!05

.!)ه5(!-5بحيث-ه5كليوجدفإنهثغومن)3(.يناقضماوهو

4.7مبرهنة

المؤثرأنلنفرض.للفصلوقابلاانع!اسيابناخيافضاءكالي!ن

:A V - Vيلي:مايحقق

مستمر.ونصف،محدود،رتيب14(

.هولنديرياضي6691(-1881)براورلويتزنا

o b e i k a n d l . c o m



خمطيلأكرناثمميلأسطلل:8لفصلا

.!-!+2عندما(؟4ال!أ،)ل!أ-!+(ب

211

لم-)ول(4.أنبحيثكا-وليوجد!كا-لم،ل!لعندئذ،

وحيد.ولالعنصرفإنتمامأرتيبأ4!انإذا،ذلكعنفضلا

البرهان

أ...،3ء،2ء،أء(للعذقابلأساسيوجدفإنهللفصلقابلفضاءكاأنبما

المتجهاتبمجموعةوالمولدالبعدالمنتهي*كاالفضاءلنعزفكا.في!ثيف

*كم.93-أ*ء،...،2ء،أء(،لهأنأي،أ*ء،...،2ء،!ء(

تحقق:*ول-*كادالةعنلنبحث

)4(()زء،)*ول(4ز،)زء،لم(-،....2.1-يهم

المؤثرنعزف،*ول-ي5ززءولإيجاد

ء!:!ء!-

PW!عت،000،اع()شعث

يلي:!ما

P)?(=((-)*ول(4-)*ول(4(،)!ء،لم-)*ول(4(،...،)2ء،لم.))*ء،لم

لدينا:

-)ع(كل)+(كل،ا-.ثم،000،ا+(كل(س!-،.ع،000،اهـبم-)*ع،.ثم،ا-.ثم،000،ا+(كل،000،اهـ.ع))*ع

هي:العبارةلهذهءالدليلذاتوالمر!بة

4(س!زءز+س!(+زءزعاس!+.ءبملم-)?،)

4(س!-زءز+س!(+زءزعاس!،+.ء.ثملم-)?،)

*القسرية*.شرطالشرطهذاأحيانايسمى2
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بلأ=4(بلأ(،7،!+اب!،،عر،!+2!2عر)-4بلأ(،!،7+اس!،،!،عر+2!72،)"!)

بلأ=4(لم(2+2!2عر)-4لم(2+2!72،)"!)

با.-ي7بلأ+زءززءز5وضعئاحيث

بحيث?5يوجدثغومنمستمر،نصف4أننعلم.ى0>لي!ن

5افتراضيؤدي 7- > a:إلى

!أ-أ-...-*-الم4.ل!أ،+ع.ء.ا-4.ل!أ،++..ءا--ء11!

ومنه(.؟5؟7-<ءإلىيؤدي75-<ءالأن

استمرارومنه.!دءال!يفيالدليلذاتالمر!بةاستمراريعنيوهذا

.!

?5وجود،?5ل!ل،يستلزمب(الشرطفإنذلكإلىبالإضافة

بحيث:

Iلاا*!ءير * ، V!ول،)ول(4يرءل(

يحقق:?5يوجدفإنهء!ك!،!اوياختيار

ول!،ءيرءير)ول،لم-)ول(4(ول!م-لمء2ولكمير،5

)*ول(4.لم=بحيث*ول-*كاوجوديتضح1.6التوطئةوياستخدام

تعطى:()4ول!ن

فإنومنه

)5(
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ب(.الشرطبمراعاة*،!!!حيستلزممما

:فإنمحدودامؤثرا4!انولما

...2,=1,,C ! m!!ول(4ء*(

بحيث:)ءول(جزئيةمتتاليةتوجدانع!اسيكاأنويما

ءول-ول-حم،

-!-)ءول(4./حم

:فإن)4(ولاستخدام

i))زء،لم(-،ز!-1.حلأ،....2. ء،)ءول(4

على:نحصلء-!ونأخذزنثئتوحينما

زء،مم!()-زء،لم()،ز!-1....2.

مم!.لمتفإنومنه

:تستلزم)4(العلاقةأن!ما

(4ءول،)ءول()ت؟ءول،)-؟)ول،

:فإنولالتالي

،)ءول(4(!ه!أ،؟-)ءول)ول

أو

،)ءول(4(!ه!لى،!(-)ءول)ول

على:للحصول4رتابةنستخدمالبرهانولإتمام

(4ءول(4-)((ل)،ءولل!أ-)ير5،ل!أ!-حم

ومنه:

(،)ءول(4ءول)-(-)7،)ءول(4(،)7(4-ءولvير)05

إلىنصل)6(واستعمالء-!النهايةويأخذ

ول،!(ل!أ،!(-)-)(4((لول،)-ل!أ)ير05

لدينا:ثغومن

213

)6(
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eV!(4-!(ير)ل!أ-لا،)ل0,ل!أ)

v=نأخذ w2-uعلى:لنحصلء*هو-!ثاكا)7(حيثفي

V)لمي!،)ير,0لمي!!-حم. (4- -*w)*

)7(

ولذا:

A<0.ير)لمي!،)!لا2-(4-!(-لمي!!،5،حم

علىنحصل4للمؤثرالاستمرارنصفخاصيةوياستعمال52-وبجعل

ير)لمي!،)ول(4-!(-لمي!!،5.حم

إلى:نصلالسابقةالخطوات!عادة)7(في7-ول!ثا*+ويأخذ

(!4-لمي!،)ول()!،5لمي!!-حم.

لدينا:ي!ون)9(ؤ)8(ويدمج

(4r-ول(لمي!،)),0=لمي!!-حم.

A-كا!فإنوعليه =)u( r - f.البرهانينهيوهذا!.

)8(

)9(

4.8تطبيق

حلإيجادنودملساء.حدودذا*!منمحدودأمجالأ3لي!ن

للمسألة:اضعيف"1

)15(ا!.؟ةس!--)لا(4.؟ة(2-ء*ة-)،لمأول،3

لاات،5وله3ت،!

.أ+أأ-أنعلماf-ا))3("كم(-)3(ا"ا-كمؤ!أ!!كلحيث

كلكل

البناخيالفضاءنعتبر،1.7المبرهنةشروطمنوللتحقق

بالنظيم:مزوداكا-كم"5)3(

o b e i k a n d l . c o m



خمطيلأكرناثمميلأسطلل:8لفصلا

ط!-ل!أ!،)3(?ل!أكات.حم

215

.4المؤثرمحدودية:أولأ

لدينا:،كا-7،ولل!ل

*ولة2-ءولةل!أة

)ل!أ،)ول(4-س!أبرة.*ة.*ة

-3ولةا-ءل!أة

اسر!.*ةبرة.

إلى:نصل?"اةولهولدرمتباينةوياستعمال

ول(4،))ل!أ!كاعولةءاVل!أ?

!ولكاعا-كمل!أكم.

:أنيستلزموهذا

)ول(l4،!حلاا-،

.4مؤثرمحدوديةإلىيؤديماوهو

لرتابة.ا:نيأثا

7ل!ل -،Vلدينا:،ول

(4ول()-!ر7(،)لرل!أ-)-أبرأولبرة"2ولبرة-برة"2؟؟أةأ-ةلا.

:)أثبتها(التاليةالبسيطةالمتباينةوياستعمال

)11(2-?(-ء"2-ء"))"-ء(ير5"،ء!،-!

على:نحصل

،)ل!(4-)ول(4(ولير)ل!أ-05

رتيب.مؤثر4أنيثبتماوهو
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القشرية.:ثالثأ

كا-7.لدينا:لي!ن

يؤديوهذا

-+!!

قسري4فالمؤثرومنه.كلأءلأن

الاستمرارنصف:رابعأ

لميأ،-حملي!ن

.aw+لمول(

*؟؟*ة

مستمربنصف4أنلإثبات

متتالية)نأخذالفرضولهذا

ءلمkل)لم8أة

ولاستعما

يو

مستمرةدالة

نج!تب:

ثغ:

)12
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فإنه)3(اص!الفضاءمندالة()12فيالأيمنالطرف!انولما

علىنحصلومنه.المسقوف)التقاربلوييغمبرهنةتطبيقالآنيم!ننا

نصف4المؤثرفإنويالتالي.مستمرةدالة!أنيثبتماوهو)ءأ(!.-)أ(!

مستمر

ضعيفاحلا)15(للمسألةأنإلىنصل1.7المبرهنةويتطبيق

ول.-ح!ةء،3()

لاالمتباينةهذهفيالمساواةأنحيث1()1منمباشرةنتيجةهي:الوحدانية

.ء"=!انإذاإلاتتحقق

ولهذاأساسيأ.دورأالمؤثررتابةفيهاتؤديمختلفةطريقةإلىالآنلنتطرق

مهمة.بتوطئةنبدأالفرض

4.9توطئة

5،ء5لثابتين،تحققمستمرةدالة4:*!-*!لت!ن aحء:

.44-)ع()/ع(!عح-/ع،،ع!-/عش!أ(

4(.4-)كع(كع(.))/كع(-)/كعء!كع-/كع2،،كع!-/كع!*(ب

:)النظام(للجملةوحيدحليوجد،"-*!ل!لفإنه،عندئذ

(13.A =)f()b
البرهان

الجملة:ت!افئ)13(أنالواضحمن

di,...,2,1=̀nكع-حط)كع(4+"حط=،كع

الت!راريةالمتتاليةلنعتبرمناسبأ.اختيارأيختارسوفعددى>0حيث

معطىؤ!يفي-05*!:يلي!ماالمعزفة5()عأ !ع!)

)ا+عأع=)عأع-حطA+))ء(ع("حط.
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لدينا:

)14()اهـعأكع-)عأكعت)عأكع-)ا-عأكع-حط4())عأكع(4-)))ا-عأكع(.

إلى:نصل(14)وياستعمال5)ا+عأ5-)عأللمتجهالإقليديالنظيموياعتبار

)اهـء(كع-)ء(كع2ت)ء(كع-)ا-ء(كع22-(كع(4(حط)2))ء(كع(.)))ا-ء(-))ا-ء(كع

حط+2-))ء(كع(4))ا-ء(كع(4.

يأتي:التوطئةمنب(ؤأ(الشرطينباستخدام

عر(هـ،ا)-عر(،)2!"-ىص!+ى2ح2)عر(،)-عر(،-ا).

:فإنثغومن2ء.-أ-ىع!+ى2ح2أممهي!ونبحيثموجبأىالآننختار

)عأكع-)اهـعأكعحلأ!)ا-عأكع-)عأكعحلأ،.أ!

تحقق:5(بلها)نرمزنهايةنحومتقارية5())عأالمتتاليةوتصبح

=?EA +)R( Eb?-

.A)?("-:أي

.ه-4)5(4-)/5(عندئذ.حلان/5ؤ5أنهب،الوحدانيةلإثبات

:يستلزموهذا

هت-كع(.))/كع(4-)كع(4()/كعءير-كع/كع.2

.!كعت/كعفإنومنه

أنلاحظ.A)5(=5أن،التوطئةشرطيإلىبالإضافة،الآننفرض

A)(استبدالالأمراقتضىولودومأمحققلأنهمحضتقنيشرطهذا

للمسألةحلإيجادنوذالشروطهذهتحت4.4-)5()0(بالقيمة

-ا!7؟لم(4ك!ول))-لم،ولأ3،

u.3ة =،5 on
)15(
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4.04مبرهنة

لم.-)3(ا--ولت!ن،*!منمحدودأمجالأ3لي!ن

يحقق:دا-)3(0-وحيدضعيفحل)15(للمسألةي!ونعندئذ

16)=،)ل!أ،؟Vل!أ-.)3(ة- 4!)vV.)uD)

البرهان

لدينا.ول،أول2-)3(0-حلينللمسألةأننفرض.الوحدانيةبإثباتلنبدأ

ئذ:عنك

1-ة-3(). -( A VV.])2UV( = ,0 Vvك!14ول!

إلى:نصل7-أولول-2ويأخذ

هت!41ك!أول)-4ك!ول2)ا.كااكاأولول2)يرء!كاأولكاول22.

فيالحلوحدانيةيثبتماوهذاول-أول.-2)3(0-لأنأولول-2-5فإنومنه

.وجودهحال

للعدقابلانعتبرأساساالفرضولهذاالوجود.قضيةنتتاولالآن

للضرببالنسبةومتجانسامتعامدا)3(0-للفضاء!ثا(يثا،...،2!ثاأ...،

المنتهية:الأبعادذاتالفضاءاتونعزف،)3(2ص!فيالداخلي

...3,2,1,=m،*حمت93لمي!(،لهلمي!،المي!،...،2أ*

التقريبية:للمسألة*ول-ز!ثازءيحلعنونبحث

)17(أ*ل!أكا!*ول!4،)*ل!أ،؟--*ل!أ!*حم

ت!افئ:التي

f!4زلمالمأكا!*ول-(،لم1w،)ز!-1،...،2،يهم.

Bنعزفذلكأجلمن : lEr W1-الآتي!:(...،!,)-Bحيث

)18(
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ز!()ع-أ4كاأس!(بمبرالمأزلمالمأكا.))،ز-1..2...،يهم.

للجملةحلإيجادإلى)18(المسألةترذثغومنز".-،لم()زليونضع

()91)ء(ز,-،ز"ز-000،1..يهم

(1الشرطأن!ما،)5(!-5إلىيؤدي)0(4-5الشرطأننلاحظ

!أنمنلنتأ!د.ذاتهالشرطيحقق!أنيستلزم(109)التوطئةAللدالة

لدينا:أيضا.ب(الشرطيحقق

ع(.))/ع(!-)ع(!(-)/ع

ز!(س!-ز!-)ع(زع())/ع(-زع)

أس!-14برالمأ.عس!(كاأ4-))إعس!(كاأبرالمأل)).زلمالمأكازع(-زع)

على:نحصل،4علىأ(والشرطبوان!ريهمتباينةوياستعمال،ولذلك

(!(!-)ع((.))/عع-)/ع

-أأ4كاألميأ.عس!(.-))كاأ42س!(بهعلميأ.ل)).كاس!((زع-زعلميأ)ز)

!!زع(2س!(كا-زعلمأز!2ء3

يرعلم-/ع.()

وتجانستعامدعنناتجةالأخيرةالمساواةأنعلما،ثابتءحيث

109.للتوطئةب(الشرطيحقق!فإنويالتالي.!ثا(،...،2!ثايثاأ...،الأساس

ت!ونبحيث-ء*!وحيدحلوجوديتبينالتوطئةنفسوياستخدام

ب(،ؤأ(الشرطينواستخدام)17(العلاقةفي*7-*ولويأخذ.محققة)17(

على:نحصل،A)0(=0والفرضية
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aV*ول)3(2غ!*ولكا.)*ول!4!!حلم!!ر*ولكا)3(2ء

إلى:نصلومنه.ثابتححيث

،3)ت،2,1... *ولكا)3(2ء!حلمm(ا-!ر!

توجدومنه)3(0-.الفضاءفيمحدودة*ول()التقريبيةالحلولمتتاليةأنأي

ماوهو،)3(0-فيالتقاربضعيفة)*ول((بأيضالها)نرمزجزئيةمتتالية

:بإليهنرمز

.)3(ة--ول!ث*ول

)3(ه-!!لembedding()2(3)الفمسفإنمحدودامجالا3!انولما

)*ول((بأيضألها)نرمزجزئيةمتتاليةاستخراجيم!نناثغومن،متراص

بحيث:

*ول--ول.)3(2ل!

)*ول((بأخرىمرةلها)نرمزجزئيةمتتاليةوجودإلىأخرىمرةيؤديوهذا

بحيث:

*-3..a.eول-*ول

الآتي:تحققكامنمتتالية)*7(ولت!ن)3(0--7،لي!ن

*ل!أ)3(ة--ل!أ-

Vv, .a .e XE0-ي!أكا

)17(وياستخدام.جزئيةمتتاليةاستخراجالأمراقتضىولو،مم!نوهذا

على:نحصل

أ14*لاكاا-)4ل!أكااا).*لا(كا-ل!أ-)أ4ل!أكااكا!ل!أ(*لا-)

ت*لا،لم(-ي!أ.)
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نجد:4للدالةب(الرتابةخاصيةوياستفلال

)91(4!*ل!أكاأ*ل!أ(كا.)*لا-)ير؟*ل!أ،*لا-،)...

على:نحصل(91)فيالنهايةويأخذ

)02(4!اVل!أ((كا.)للا-)ير؟ل!أ،،)لا-ل!أ!-)3(ة-

حقيقي،عددأو)3(ه-في!يفي!ثاحيث،-7+ولوضعأن!ما

العلاقة:)02(مننستتتجيجعلنا

41لا(لم8"+لمالمإكا!!؟لمالمإ،،)لمالمإ!-)3(0-.

لدينا:ي!ونالصفرإلىيؤوللموجعل4استمراروياستخدام

(21)14لا(لمالمإكا!!؟لمالمإ،)،لمالمإ!-0-)3(.

على:نحصل21()في!ث!!ثابويتعويض

--0)3(.Vw!لمالمإكاإلا(14،)لمالمإ،؟)22(

:)22(ؤ)21(العلاقتينمنينتجوه!ذا

!4لا().Vw=؟لمالمإ،)،لمالمإ!-ة-)3(

.!المطلوبوهو

بمسائلالمتعلقةوالتطبيقاتالمبرهناتبعضنوردالفائدةولتعميم

.(Variationalinequalities)التفيراتيةالمتراجحات

(محدودةمجموعة)حالة4.44:مبرهنة

منوغيرخاليةومحدودةومحدبةمفلقةجزئيةمجموعةكالت!ن

رتيب.شبهمؤثر4:كلكا-!أننفرضكا.بناخيفضاء

بحيث:-ولكليوجد!كا-لم،ل!لعندئذ،

.dvEK`,-ل!أ،)ول(4)ول-ل!أ،؟ير)ول
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البرهان

223

المبرهناتبعضإثباتفيجاء!ماتقريبيةمسائلحلعلىيعتمد

!247.245-ص،]15[المرجعإلىالقارئنحيلولذلك.السابقة

(محدودةغيرمجموعة)حالة4.42مبرهنة

منوغيرخاليةمحدودةوغيرومحدبةمفلقةجزئيةمجموعة،لت!ن

:4كا-!أننفرضكا.بناخيفضاء Kأجلمن،يحققرتيبشبهمؤثر

التالية:القسريةخاصية-75،كلعنصر

أولأ(4)ل!أ(،ل!أ-5ل!أ )=!هـ

بحيث:-ولكليوجد!كا-لم،ل!لعندئذ،

u)ول4،!أل)ول-،)ل!أ،؟ير.ح!-ل!أ!

العلاقة4حققإذا،ذلكعنوفضلا

(4أول()-4ول()2،أول-ول2)ء،5!أول2ول2

)23(

وحيد.الحلفإن

البرهان

ولماولح!.ح!-ول!+ؤول!د!أ(--حم:!!)ولوولء5لي!ن

المبرهنةحسب،يوجدفإنهومحدودةومفلقةمحذبةمجموعةولكا!انت

يحقق:-ولولولح!،1015

)24(4(ول(ولل!أ،)-ولول)ير؟ل!أ،-ولول),!ل!أ-Kول.

24()في757=ول.بأخذول!5ولنختر،5!!ول5بحيثول5لت!ن

على:نحصل

(4ول(ول7،)5-ولول)ير؟5،7-ولول)

أو
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(5v-(4ول(ول،)ولولل!أ-5)!؟،ولول

يأتي:!ب!!ول،-!ويفرض،القسريةخاصيةوياستعمال

ولأأوللاولVلولول(4(ولولئا)-هل!أ)!لمء2.

بحيثحموجبثابتيوجدغيرصحيح.ومنه.وهذالمكا"+=فإنولذلك

،ول!ول،!ح.

يم!نناإذنكا.!فيمحدودةمتتاليةأيضأت!ون4((ولول))فإنلذلكونتيجة

بحيث:(ول(ول)أيضألها)نرمزجزئيةمتتاليةاستخراج

ولول-ول-حم،4ول(ول)-!-حم/.

.(Weaklyclosed)بضعفمفلقأي!ونفإنهومفلقامحدباكل!انولما

يأتي:)23(وياستخدام.ول-كلفإنويالتالي

4ول(ول،)ولول-ول)!؟،ولول-ول)،VRيرلاا.

إلى:نصلومنه

!ه!ثأ93ول(4(ولول،)ولول-ول)!05

:أنفيتبين4للمؤثرالرتابةشبهخاصيةنستعملثم

,V-م(4(ولول)،ولول-)ل!أ!(4ول()،ول-ل!أ)،!ل!أin25(!ه!ثأ(

فإنثغومن.ول!!ل!ل7-ولكلأنالواضحمن7.-كللي!ن

تعطينا:()24

(4ول(ول)،ولول-7)!(لم،ولول-7)،!7-كا.

على:نحصللانهايةإلىيؤولولوبجعل

لى!ه!مولأ4(ول(ول،)ولول-7)!؟،ول-7)

:أنيتضح()25العلاقةإلىويالعودة

ول،)ول(74-)!؟ول،7-)
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.)23(وهومايعطي

عندئذ:.-*ول،ولكلحلينوجودنفرضالحلوحدانيةلإثبات

,dvEK`,-7،)ول(4)ول-ير7،لم()ول

7،)*ول(4ول-7،؟!)*ول-)*,`dvE.كا

:أنيتبين27()في7-ولؤ()26في7-ولأخذ*عند

)u(-ول،)*ولAول-)*!5 Au)

.!ول-ول*أنيثبتماوهو

225

)26(

)27(

تطبيقي4مثال

كاؤ)3(0-=لي!ن

ح!-كاا-5!)*(كا.كم،-*.ء.ء.31

.54-=لت!نمحدود.وغيرومفلقمحذبكلأنمنالتحققالسهلمنإنه

uكلوجودإثباتنوذ E:يحقق

ل!أ،)ول(4)ول-ير!(ل!أ،،)ول-ل!أ!-ح!.

محدود4أنإثباتبسهولةيم!نناآنفاالمفصلةالخطواتبإعادة

75.=5نأخذالقسريةولإثبات.رتيبشبهفإنهويالتالي.ورتيبمستمرونصف

:فإنثغومن

أولأ(4ل!()،ل!أ)-أولأ!2=!هـ

ا،-!ط!أ"مى،

يحقق:)3(0--وليوجد--لم،)3(1ل!ل.ولذا،!كا!-72حيث

(Au,-v-ول)تل!أ!.ولكا!ولكاى)ير؟ل!أ،-ول)،ل!أ!-ح!.

وحيد.الحلفإنتمامأرتيبا4!انولما

تطبيقي2مثال
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ؤمن*!،محدودامجالا3وءكلأحيث-كا)3("كملي!ن

-كاا=ح!:حمكا!أ!-*.ء.ء،.31

وهو:،()8.01فيالمعزفالمؤثر4ولي!ن

شة(ولة2-ءولة ول4=س!-برة.*ةبرة

رتيب.شبهفإنهورتيبمستمرونصفمحدود4أنبما

ذإكافيومحدودةمفلقةجزئيةمجموعةكلأنمنالتحققالسهلمن

3التذ!يرأن)معول-كل!انمهماوذلك،د!"!-!ولكا"!3:إن

المبرهنةويتطبيق(.-هكلالأنوغيرخاليةمحدبةأيضاوهي3(لقياسيرمز

يحقق:ول-كليوجدلم،-!كال!ل،فإنهأ101

شولة2-ءولة(ل!أة-ولة
-ل!أ!،ح!4(-ل!أ،ول)ولأس!=.*ة.*ة.*ةبرة

-ل!أ،لم(ير.)ول

Compactnessالتراصطريقة-2

حلتقنياتمنالمزيدلتوضيحغيرخطيتينلمسألتينالبندهذافينتعرض

رأيناعماتختلفطريقةإلىباللجوءوذلك،الجزئيةالتفاضليةالمعادلاتمسائل

.المتراصالفمسنستعملسوف.السابقالبندفي

2.4لمسألةا

حلدإيجانوذ.ملساء*حدودها!!منأمحدودمجالأ3لي!ن

لةللمسأ"اضعيف1
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،*(ء(.؟ةس!-أ-)ول*ة)ول3-*،لم

11تول،5*-!

227

)28(

رأينامابإعادةلاحقأ.نذ!رهاالشروطبعضتحققاندالتانؤءلمحيث

:)28(للمسألةالضعيفةالصيفةت!ون،السابقالبندضمن

)92(*(ءأس!)ول،ول*ة*ة.=ل!أ،؟،)ل!أ!-.)3(0-

)92(.تحققول-)3(0-دالةهوالحالةهذهفيالضعيفالحلوي!ون

(3ثل!مءح+ه"!ه!رثيودوريئلةاد)2.2تعريف

:الشرطانتحققإذا،!رثيودوريةإنهاءx:3!-!الدالةعننقول

3الدالةأ( - R:لم،-!ل!ل)قيوسة(للقياسقابلة،.(ء)لم

.3فيتقريباحيثما*ل!لمستمرة-!:).،*(ء!الدالةب(

2.3توطئة

إذا.كل+كلأ-حيث-)*!("ص!ؤلم(-ا)3("ص!متتاليتانتعطى

:فإن*!!!فولملم!ف:!انت

*!لم!.!لمإ!ث

البرهان

.(g-ش!)!لم+-fلم!ش!ش!لم-!!!شك!ش

ألماني.رياضي0591()1873-!رثيودوريكستنطين3
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3!فإن*!ث!!انولما

)3(?الم-

ء4)3(-05

ث!ؤلم-"ص!)3(أنوبما

)3("ء!ء-05

ولالتالي:

!.!لم!!ثش!لم!

منتهيفضاءفيتقريبيةمسألةبحلأولأنقومسوف)92(المسألةلحل

البعد.

المنتهيالفضاءنعتبرأ......،3ء،2ء،أء(.أساسا)3(0-دأننعلم

حلات!ون-*ولزءزءيدالةإيجادنوذكا.93-ء،......،2ء،أء(،دهالبعدأ

التالية:الخطيةالتقريبيةللمسألة

-*ل!أ!،)*ل!أ،؟ت*حم

*كا.فيمثبتةدالة*!ثاحيث

ة)*لمالمأ،*(ءأسلأ*ل!أة*ول

13-؟؟*ة؟*ة

)03(

2.4مبرهنة

مملؤءموجبانثابتانيوجدأنهنفرض!رثيودورية.دالةءلت!ن

ه<-*.ء.ء،!!)1،*(ء!ءfl,!-أ!

)03(.يحققوحيد*ول*كا-يوجدلم،-)3(ا-+ل!ل،عندئذ

)31(
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البرهان

922

*د!،!!كاى*7!3!2ءبالنظيمالمزؤد*كاالتامالفضاءعلىنعرف

الخطية:الممائيالش!ل

*ل!أ،*ول(")-*(ءأس!*لمالمأ،)**ة**ة

*7(!)-؟*7،)الخطيوالش!ل

:إنحيثوقسريمحدود"أنبسهولةنجد()31الشرطباستخدام

"(*ول،ي!أ)!كاه!*ول2ء3(!كاي!أ2ء3()،

ي!أ("ي!أ،!ير)ي!أكا.)3(2غ

:إنإذمحدودش!ل!أن!ما

*ل!أ(-)!لماH((O-.*،.)3(إ!ر

فإننا(7الفصلمن2.2الازمةميلفراملا!س-توطئةويتطبيق

)03(.يحققوحيد*ول*كا-علىنحصل

!الآتي:T*كا:-V.التطبيقالآننعزف

)03(.للمسألةالضعيفالحلهو*ولبحيث*ول-T)*!ثا(نرفقثا*!ل!ل

لدينا:ي!ون)03(في*7-*ولبأخذ

كا*ولغ2)3(!لما-!ر!3(كا*ول2!)3(.

وهومايعطي

لاكا!االما-!را)3(،

!2)3(*

ولهذا*!ثا.للدالةاختيارنا!انمهمامحدودةتبقى()03المسائلحلولأنأي

فإن

،5(!:5،3(!-)ول)ول
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القطرونصف5المر!زذاتالمغلقةلل!رة!،5(ول)يرمزحيث

لهت!ونفسوفمستمرتطبيق3أنإثباتأم!ننافإذا.!ح!+-)3(ا

براور.مبرهنةحمسب3ول(يهم)=لممم!يهمثابتةنقطة

2.5مبرهنة

مستمر.علاهأالمعزف3التطبيق

البرهان

)،فى(المتتاليةإنءكا.في!أك!ء*-بحيثك!لها(-)،المتتاليةلت!ن

استخراجيم!نناومنه"لمإ.!!إ)3(1تحقق"لمك!(3=)ك!ليبالمعرفة

بحيث:،!ول()بأيضالهانرمز،جزئيةمتتالية)ك!ول(من

ك!ك!،ءولث

!"،*ولث

3..a .e xeول،*-"!

البعد.منتهيبناخيفضاءهوييكاأننذ!ر

:أنعلمآ،6/ول=(3ك!لي)أي،المرفقة"ددأ()المتتاليةلت!ن

لمي!7ث.ءل!7
بحيث:،دلا(بأيضآلها)نرمزجزئيةمتتاليةاستخراجفيم!ننا

.a..e xEQ7!لمي!7-ءل

من:التحققالسهلمنفإنه!رثيودوريةدالةء!انتولما

ص/ي!7،بر(ء(x))-))*(ىل!7،بو(ء.ع.ءبو-.3

:إنثم

ء(بو،*لمل!7)ءلميم!!رلءلميم

!بوكا/بوكا
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ثغ:ومن،محققةالمسقوفالتقاربمبرهنةشروطأننلاحظ

ءلميم2!1لميم

ء(*،ءلملم7؟صلاكااثء(*،ءلما")ا*ة0

:يستلزممما*،كا.في"ول-+وللدينافإنهأخرىجهةومن

كاسلميمولك!1/!!مكاول

ء(*،ءلملم7)/صلاةتورةثء(صلا،*لما")تورةتورة،

231

)32(

ولذلك:

كلأءأ(،**لملم7)ءلمث!خ*ص!لميبم-كلأءأ(،*ءلما"ءولكااءلميم،ل!أ!-حم.

13,ax,!ل!ا؟13-ل-xa
أنوبما

(=ءم!ةءلمم!ة)*،لما"،بو(ءأس!-ءل!ا!،)ءل!أ،لمحم

على:نحصل!-"+النهايةفبأخذ

ك!ءأ(،برءل!7*،بوكاا*،بولميم=(،لم*،ل!أ)،*،ل!أ!!ءحم.

مستمر.تطبيق3أنيثبتماوهو

2.6نتيجة

يحقق:ءلم،ءكا-يوجدلم)3(ا-+-ل!لفإنه31()الشرطتحت

)33(ي!ءأ*(*لم،،ءصلاكااءصلالميم-؟ءلر،)،ءلر!-ءحم.

البرهان

شروطيحققعلاهأالمعزف3:!،5(ول)-!،5(ول)التطبيقإن

وبالتعويض.لمءول3=ول(يى)بحيث*ولثابتةنقطةلهفإنوبالتاليبراور.مبرهنة

.)33(.وهوالمطلوبعلى)03(نحصلفيلمك!بديعن
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بحلتزؤدنا)*ول(التقريبيةالحلولمتتاليةنهايةأنإثباتالآننوذ

نأإذ)3(0-فيمحدودة*ول()المتتاليةأننرى)33(باستخدام)92(.للمسألة

!لك!)3(ا-!ر.

)3(ة!ر*!

يم!نناص!)3(2في)3(0-للفضاءالمتراصالفمسخاصيةوياستفلال

بحيث:(*ولبأيضألها)نرمزجزئيةمتتاليةاستخراج

)3(ه-في*ولول-

*ول،ولث

*ول-ول.!.4-*.3

:فإنلذلكونتيجة

-3.,))x .a .e)x(ء)*(*ول)،*(ء-ول*،

في*77-بحيث)*7(ومتتالية7-)3(0-لت!نأخرىجهةومن

:إثباتنوذ.)3(0-الفضاء

،*(ء))*(*ولي!أة،*(ءث))*(ولل!أة.

x*؟*ة؟

4مين!وفس!يمتباينةفباستعمال Minkowskiعلى:نحصل

)*ول،*(ءأ(برة)ول،*(ء-برة2)*ول،*(ءأ(!آبرة)*ول،*(ء-برة2آ

)*ول،*(ءأ(+*ة)ول،*(ء-*ة2.آ

يحقق:الأيمنالطرفمنالأولالحدأننلاحظ

ألماني.رياضي(9591-)!18مين!وفس!يهرمن4

o b e i k a n d l . c o m



خمطيلأكرناثمميلأسطلل:8لفصلا

،*(ءأ(2!.*ة-**ة()*ول5-)3(ه!رل!أ-*!!!آ

:أنإلىنشير،الأيمنالطرفمنالثانيالحدولمعالجة

،*(ء)*ول7ة،*(ء-)ول7ة-0.!.4-*،3

ax;؟*ة

،*(ء)*ولبرة،*(ء-)ولبرة!2ملأبرة-.)3(2ص!

إلى:نصلالمسقوفالتقاربمبرهنةوياستخدام

أ،*(ء*ول)ل!أة،*(ء-)ولةل!أ2ت،5

؟*ة؟*ة

.)34(أثبتتاقدن!ونويهذا

:أنوملاحظة()34والعلاقة،2.3التوطئةوياستعمال

*ولةثولة،!؟1....,2,1=
؟*ة؟*ة

النهاية:إلىالمرورعندتعطى(33)أنيتضح

*(ءأس!)ول،ول*ة*ة.؟-ل!أ،)،!ل!أ-.)3(0-

.!المطلوبوهو
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2.7لمسألةا

إيجادنوذ.لابلاس-كلنوعمنمؤثراتتماولمسألةإلىالآننتطرق

للمسألة:حل

،*(ء(؟ةبر-ا!أ+)ولبرة2"ولبرة)ولول،3

!،u = 5 on

)35(
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كلؤ،معطياندالتانلمؤءبينما،*!منوأملسمحدودمجال3حيث

)35(للمسألةالضعيفةالصيفةفإنسبقمابإعادة.كل!2يحققحقيقيعدد

التالي:الش!لتأخذ

بحيث:ول-كا=هكم")3(أوجد

)36(س!أ،*(ء)ول*ة2-ء*ة*ة-(،لم)ل!أ،-ل!أ!م.ح

ب41كا:!كا-غيرالخطيالمؤثرونعزفw-كانثئت،المسألةهذهولحل

)ول(41س!--.؟ةلمالمأ،*(ء()ول*ة2-ء*ة.)

2.8توطئة

1)تحقق!رثيودوريةدالةءأننفرض

يحققأي،وقسريامستمرونصفورتيبامحدودا

.Ilul)-+ oإ!)ول،

البرهان

14المؤثري!ونعندئذ(.

)41
)37(

إلىنصل1.8التطبيقخطوات!عادةءعلىالشروطبمراعاة

ذلك(.!)وضئحالمطلويةالنتيجة

2.9نتيجة

دالةءأننفرض.!!منوأملسمحدودأمجالأ3لي!ن

ضعيف"ووحيدحليوجد،لم-!كال!لعندئذ،)31(.تحقق!رثيودورية

للمسألة:

)38()ول(41لمت
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البرهان

235

.المطلوبإلىنصل1.7المبرهنةوتطبيق2.8التوطئةباستخدام

دا-كادالةوجودأي)35(،للمسألةحلوجودعلىالبرهانلإتمام

ب!ليرفق3كا:كا-تطبيقانعزف)36(،الضعيفةالصيفةتحقق

مننلاحظ)38(.للمسألةالوحيدالحليمثلدا-كاعنصرا!ثا-كاعنصر

يحقق:لاالحل(أن38)خلال

(41()لا،؟=)لا،)

:أي

)لا،*(ءأس!؟ء)لا،لم(-

ءالم!لا.كم

على:نحصل()31وياستخدام

د!ء،!كل!،!د!!.

:يسثالزممما

ل!L!(،إءلماإ!ا

للا.-كا!انمهمامحققوهذا

-w)اخترنافإذاوعليه B,0( R،فإن،ول-"إءكا(111حيث

:أنأيول3-لما!(-)!،5(ول)

T(.: B (O,.-)R B (O,R

نأخذالفرضولهذامستمر.3أنإثباتيجببراورمبرهنةلتطبيق

الحلولمتتالية)ءول(ولت!نكا.الفضاءللافينحوتتقارب)ءللا(متتالية

o b e i k a n d l . c o m



236
خمطيلأكرناثمميلأسطلل:8لفصلا

الفضاءفيمحدودةءول()المتتاليةإن.ءول=T!(لهk)أنأي،المرفقة

!يجاد)(ول(جزئيةمتتاليةاستخراجيم!ننافإنهثغومنكا.الإنع!اسي

،ول.ولثبحيث-ولكاعنصر

)3("س!.فيو!ذلك،كا!ثافينحوتتقارب!()،لهالمتتاليةأن!ما

بحيث:(ا()3!جزئيةمتتاليةاستخراجيم!نويالتالي

3.-.a .e x-!لما!3لما

لدينا:ي!ون،2-كال!لفإنهوعليه

،*(ء)3لمالمأ*ة-ء*ة-،*(ء)لمالمأ*ة2-ء*ة-*3.

ذلك:عنوفضلا

ا-ء
حطة

a*؟

حطة

a*؟

2-ء
حطة

؟*ة
لمالمأ،*(ء)3

إلى:يؤدىالمسقوفالتقار!صرهنةفتطميق2ة"ا-)3("ل!أنوبما

...*ة؟

حطة2-ءحطةلمء3حطةء2-حطة

ء(*،لمالمأ)!ثء(*،لمالمأ 3*ة*ة
؟)؟*ة؟*ة

.أ+أأ-إنحيث

كلكل

لدينا:7،-كال!ل،إذن

2ل!أة za3-ء azحطة2-ءحطةل!أةاء
ء(*،لمالمأث!ء(*،لمالمأ )؟*ةax,؟*ة

)برةبرةبرة

ثغ:ومن

ل!أةحطة2-ءحطةش
س!-أ،*(ءلمالمأ

1-.3)برةبرة.*ة

التالي:4المؤثرعزفنافإذا

za-ء2ل!أة

*برة

حطة

؟*ة
()93س!أ*(ء،)3لمالمأ
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(7يهـ)*ة2-ء*ة)3لمالمأ،*(ء(.ة*س!--)حط

تعطي:)93(ف!ن

V!(7يهـ((-)ل!أ،)ح!(يهـ-ل!أ!،)ل!أ،)ح

ثغ:ومنول(43.لم-)3يحقق،3!لابالمرفقول3والحل

ول(4(،)ل!أ،لم(=)ل!أ،)3-ل!أ!.حم

:يستلزمول3ولتالضعيفالتقاربأن!ما

!ه!!ول(43(ول،)33).)ول،؟-

:نذ!رأن

237

)04(

)41(

av

؟*ة

وأن:

2-ء
ل!أة

؟*ة

ل!أة)لمالمأ،*(ءعت

2-ء
ل!أة

*

)3لمالمأ،*(ء

هءولةة3ول
.-!ث3

؟*ة؟*كا

على:نحصمليفإننا2.3التوطئةوياستخدام

،)ل!أ(7يهـ(ول)3-)3لمالمأ،*(ءأس!*ة*ة3*ة،)ل!أ(ا4(-)ول.

:43المؤثررتابةمنينتجأخرىجهةومن

ه!ول(43(ول،)3و(-)3ول(3ول،)7(43(-)7،)3.)7،)7(43(+)3

إلى:نصل()42-04()العلاقاتواستفلالء-!النهايةويأخذ

؟؟-)ول،ل!أ،-)ل!(41()ول،)+((41(لل!أ،))ير05

:أنيستلزممما

)42(

)43(((41(لل!أ،)-ول)ك!ير،v-ول).

vالآننأخذ = +u Azعلى:نحصلويالتالي*.ء5ؤ2-كاحيث،)43(في
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ول(41(+2z،)حط)ير؟،حط).

يتبين:41استمرارنصفواستعمال،*-5النهايةويأخذ

)44(،)ول(41(ح!)ير؟،ح!،)!ح!-حم.

نجد:ول2*-بالمقدارول2*+واستبدال،نفسهاالخطواتويإعادة

)45(،)ول(41(ح!)!؟،ح!،)!ح!-حم.

ى:إل(45)ؤ)44(المتباينتانتؤدي

eV!ول(41(ح!)ت؟،ح!)،!ح(،

مستمرتطبيق3فإنثغومن.ول-T!ثا()إذن.!ثابالمرفقالحلهوولأنأي

نقطة3للتطبيقأنيتضحبراورمبرهنةويتطبيق!.،5(ول)إلى!،5(ول)من

:أنأي-)ول(3،ولتحققثابتة

،*(ءأس!)ول*ة*ة*ة)ل!أ،لم(-،-ل!أ!.حم

.!إثباتهالمطلوبوهو

تمايلن3

تمرفي4

نإبحيث109التوطئةشروطيحققمؤثرA:*!-*!أننفرض

*!.منوأملسمحدودمجال3أنعلمالم-Hا-)3(تعطى4.)0(=5

حلا:التاليةالمعادلةتقبلحتىءللقيمأدنىحدأأوجد

ل!أ؟"-4(لاكاأ)+cVلا)لم=.
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تمرين2

ال!راثيودوريةالدوالنعزف.*!منوأملسمحدودأمجالأ3لي!ن

-!l]8:3!5،5ءيوجدبحيثزءك :يحققان5ءMء

,R!2-*،3-ول.، .a؟e!برز؟.؟)ول،*(زء5ء

ء)ول،*(ز!M,.ء.ء-*،3-ول!.!

ول:-0H)3(وحيداحلاالحديةللمسألةأنبينلم.-H-أ)3(لت!ن

ا!ي!-.؟ةزء(،*()ول*ة-)،لم-*3

3،5ة on11ولت

تمرين3

المستمرتانالدالتانتعطى.*!منوأملسمحدودأمجالأ3لي!ن

,a :b SZxRxR-+1Rتحققاناللتان

v]8- l,!7)،-*!،3ول هءممههa،ول،*(ء!!

)7،ول،*("!5"ممهه،l3،!*-!"1،ول!8[7-

الحديةللمسألةأنبينلم.!،-ا--)3(أننفرض

س!-.؟ة()*ة-)،لم-*،3

اس!-.؟ة،*("()ل!أ،ول*ة-)،!-*،3

!.,0=v on=ولا

-)7،ول(.2))3(0-(وحيداحلا
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تصرين4

نإبحيث109التوطئةشروطيحققمؤثر4:*!-*!أننفرض

للمعادلة:أنبين.-لما--*!()الدالةئعطى4.)0(-5

u،-*ش! = f(+4(ل!أ؟لم-)لاكاأ

-لا.ا-!!()وحيداحلا

تصرين5

لم-كم""أ-)3(تعطى.*!منوأملسمحدودأمجالأ3لي!ن

i=2,1,...,والدوال nء5و?5ثابتينأجلمنتحققالتي،؟ء":

.di=،....2.1،+ .a .e xÈ Q"،!)*(ه!ء!؟ء

الحديةللمسألةأنبين

ا!س!-.؟ة.ء()*(*ة2-ء*ة-)،لم-*،3

ول=،5-*!,

.أ+أ-أأننذ!ر.ول-"هكم)3(وحيدأحلأ

كلكل

تمرين6

!وشيلمسألةأنبينلم.-كم""ا)3(تعطى

بر-؟ة(برة"2برة+)لم،2-"ول-لم

ول.-"اكم!!()وحيدأحلأ

تصرين7

المجموعةنعزف.وأملسمحدودأمجالأ3لي!ن
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ح!-كاا-1-(3):كاا-51

241

ونعتبر)3(1---لم.

.وغيرمحدودةومفلقة،ومحدبة،غيرخاليةمجموعةكلأنبينأ(

التفيراتيةللمتباينةأنبينب(

K-!ل!أ،وله-(-)ولير؟!أ،ل،)ول-ل!أ

ول.-كلوحيداحلا

تمرين8

المجموعةنعزف

-كاا-ح!:)*!(1-)*(كا!أ!.ء.ء-*01*!

.محدودةوغيرومفلقة،ومحدبة،غيرخاليةمجموعةكلأنبينأ(

يلي!ما*!(ا-:4)ا---)*!(المؤثرنعزفب(

ول54-=ولول+.

يحققول-كلوحيدعنصريوجدأنهبين.-لمH-ا)*!(لت!ن

.K-!وله-(ل!أ،ول+)ول-يرل!أ،؟،)ول-ل!أ

تمرين9

المجموعةنعزف.وأملسمحدودأمجالأ3لي!ن

31*-5..ae!.كا")3()*(كا-o-كلا

:ب4المؤثرؤكلأءحيث

.2;-xس!--ول4(.*ة.*ة
ةشauءولة

.وغيرمحدودةومفلقة،ومحدبة،غيرخاليةمجموعةكلأنبينأ(
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عرحطيةلاهمميةس!الللأا!مصل

ول-كلوحيدعنصريوجدأنهبين.f-كم""أ-)3(أننفرضب(
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