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الرابعالفصل

79

Convolutionالتزواججداء Product

يتيححيثالداليالتحليل!بارزادورا)اللف(التزاوججداءيودي

سيئةي)1حثيرةتحليليةبخواصتتمتعلادوالتقريبخاص،بوجه

هذاتعميميمكنحيفهناويهمنا.السلوكحسنةدوالبمتتالية(السلوك

!ز5.محأو!زيعتوزيعمعدالةتزاوجليشملالمفهوم

أساسيتاقمبرهنتاق1-

منالعديدإثباتفيسيما،التحليلفيمهفادوراالتزاوججداءيؤدي

هناويهمنا.2.3()المبرهنةالأولالفصلفيإليهأشرناأنسبقوقد.النتائج

بخصائصهملغالقارئأنباعتبار،التوزيعاتعلىالمعرفالتزاوججداءدراسة

العادية.الدوالحالةفي

المتعلقالتزاوجمفهومتقديمفيالشروعقبل،يستحسنذلكورغم

بالدوال.الأمريتعلقعندماخواصهالتذ!يرببعض،بالتوزيعات

نسمي،*!علىمحلياللم!املةقابلتيندالتين!ولم!انتإذا

المعرفةالقيمة،*لم)ء(!بلهنرمزالذي،ءعند!ولمتزاوججداء

تقاريه(:حالة)فيبالت!امل

*g)ء(=لم!*(ء(!)*-*
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ل!التزاءجدا:4لفصلا

الجداء:هذاخاصياتبعضالتاليةالقضيةفينجفع

4.4قضية

تبديلي.التزاوججداء(أ

ملاصقةفيمحتوىحاملهفإنموجودا*لم!الجداء!انإذا2(

لم(ءدالهك!.)!!لم?ولك!+!?ولك!:أي،!ولمحامليمجموع

ورمزنا1!كل!"+حيث!-!*!(ا"ص)ولم-!"ص*!()!انإذا3(

ظن:(11=أأني)1دكلالمرافقللعدداكلب

كلءكل

بانتظامومستمرمحدودوهونقطةىعندمعرف*لمgأ(

*!.على

!*لم.كهلمب(لدينا:اء!

يأ،اللانهايةعندمنعدم*لم!فإنأىكلى+"!انإذاب(

بحيث:*!كا!متراصيوجدهىىل!لأنه

*-!*9ححمك!)*(!*!حط

منعنصر!*لمفإن)*!(اص!منعنصرين!و!انلمإذا4(

)2(f):ولدينا،)*!(اص! 2d*أ()!للم(Y)ك=أ(*لمf*g )*())d*أ.

أ!،!"+وأ!كل!"+بحيثحقيقيينعددين،وكللي!ن5(

عندئذ:.!-"ص!)*!(ولم-"ص!)*!(ولي!ن.أ+أ-أ!5و

كل،

*f)ء(أ( gتقريبا.-ء*!ل!لمعرف

فان:أ+أ-1=أيحقق3العدد!انإذاب(

كلء،مم

-!*لمص!،)ش!(3!*لم3!!لمء!!."!
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99

و!انتعلى*!محلياللم!املةقابلةدالةلم!انتإذا6(

الصنفمن!*لمالدالةفإنمتراصاالدالتينإحدىوحامل،-!)*!("ح

*(Rح").القاعدةوفق*لم(كاة)!الجزئيةالمشتقاتعلىونحصل:

!ء-ء*:اءا<،حلأ4ء*لم()!=*لم!4ء.

خاصةوثانيتهمابالاشتقاقخاصةأولاهمامبرهنتينالآننقذم

E)"التذ!يربأنمع،بالم!املة (nd) =°°c (mo1وأن)!"(لمموييرمزول

الحامل.المتراصةالتوزيعاتفضاءيطابقالممويوهذا،)"!(ول

()الاشتقاق4.2مبرهنة

الدالة:إن30-ول)"!(1والتوزيع-ء)"+"!(ولالدالةنعتبر

لم:!-س!
لمرلم-لملأ)=3(*(*(ء،)،لمر))

ولدينا:،)"!("حالصنفمن

،I`4لملأ)=3(*(ئرء،)*(ء،لمر.)) Daf!ء-

البرهان

المبرهنة.إثباتخطواتبوصفهنان!تفي

الدالةاستمرارعلىالبرهانيتم:الأولىالمرحلة

مم!:!-)ء!(ول

لمر-لرء=.(ءلمر)

استمرارنستتتجثممثبتا.-ءباعتبار)"+"!(ولوذلك،ح)"!(5إلى"!من

التر!يب:أننستخلصوه!ذا.)"+"!(ولإلى"!منالدالةهذه

لم:!ور)ء!(ول-ص!
لمر-لرء-لرء،3()
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مستمرتين.دالتينتر!يببوصفهمستمزالتطبيق

)حيثن!تب.لمللدالةجزئيامشتقانحسب:الثانيةالمرحلة

{i.,1=.,. n)8دالقانونيالأساسيمثل،؟ء":)

لمر(لم+؟ء")--،3(؟لمرةل!ء)=،3(-يزء،+ل!ءل!ء-؟لمرةل!ء).

ونضع:

ةل!ء-ء،+ل!ء
.ل!ء-="ول

"am؟

النحو:على"ول!تابةبعدوذلك)"!(ولفي"ولجمأ!=5أننثبتثم

)*("ول=،*(ء-)؟ء"+لمر،*(ءy)-ة.)لمر،*(ء

"am؟

وهذا)"ول،3(!ه!أإ.=)503(على:ول)"!(1إلى3انتماءبفضل،نحصلويالتالي

.لمةY()=)لرء،3(:أنيعني

ثملم.-)"!(احت!ونويذلكمستمر،لمةأننثبت:الثالثةالمرحلة

am؟

،f-ا+*حيستلزمf-*حالانتماءأنفيتبين(induction)بالتراجعنواصل

لم.!-)"!("حأنيبينماوهو

)الم!املة(4.3مبرهنة

منمتراصةلبلاطة!بنرمز3.-ولو)"!(1-ء)"+"!(وللي!ن

،.(ء!أ،3(.)!للم)!ل=،.(ء،3(!أ!للم))!ل:عندئذ"!.

البرهان

نحصلأنناذلك،ا"،ءا=!أي،،=أأجلمنالمبرهنةإثباتي!في

ذلك(.)وضئح!ل،...،ا!لدبالنسبةالمتواليةبالم!املةالعامةالحالةعلى
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(t) dt(=)3،!ر،.(ءلرy)F

على:فنحصلالسابقةالمبرهنةنطئقثم

)لمر(ا-=،.(ءلرإ(،3()لم))لملم

=ء،3(,.(.))لمر

ثغ:ومن

(F(b)= F (b)- F(a

=y!8-1(لمرلم)

T,)8(لمرلم) q,.(!y=

:أي

yإ،co,.()3)8)لمرلم=o?,T,.(!y)8(.لمرلم)

.!المطلوبوهو

ملاحظة

151

:وزاتجا،ناحياأ،ن!تب(1

)f)،،*(ء))لمرلمرلم T(x3(!أ،*(ء)لمر)لمرلم=أ)*(،

بدل

)لمرلم)لمر،.(ء!أ،3(=.لمرلم))لمر،.(ء،3(!أ

لهاليسأخرىبمجموعة!استبدالالمبرهنةهذهفييم!ننا2(

البلاطة.ش!ل

المتزاوجة.المجموعاتمفهومالآنندخل
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التزال!ءجدا:4لفصلا

المتزاوجة()المجموعات4.4تعريف

و)1متزاوجتانإنهما*!منح!و!مفلقتينمجموعتينعننقول

:!انإذا(مقبولتانإنهما

:VR>,O 3p> O

(.8 yll< pولحم*(ءى(8لمر+*ىGلمر-FA)*-

متزاوجةإنها+(!محز)المفلقاتمنمنتهيةجماعةعننقولعامةويصفة

يوجدء،هىولو!ل!ممهلمجزئيةمجموعةل!ل:!انإذا(ومقبولة)1

بحيث:

:ه?3.0ءول!--،عأ)؟*((8؟*س!)ولىحم(بر،ءى-أ.)لم

التالية:الخواصإثباتمهمةللقارئنترك

(A,)!الجماعةفإن!!فيمتراصا!ومفلقا4!انإذاأ(

متزاوجة.

حقيقية(أعدادأ=؟)؟ء(*)حيثأ"+،؟ءاالفتراتتمثل،في!(2

متزاوجة.جماعة

مهماوذلك،متزاوجتينليستاا"،"!و!+،ءاالفترتينأنلاحظ(3

."وaالحقيقيانالعددان!ان

4.5قضية

F+ك!مجموعهمافإن!!منومتزاوجينمفلقينك!و!!انإذا

!!.منمفلق
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البرهان

301

إثباتنريد*!.من*عنصرإلىتؤول+!ح!منمتتالية)ز*(لت!ن

x;+;y;=-*.لنضعF+ح!أن zحيثF؟2.ح!و-؟!ل-

يوجد،إذن.الأعلىمنمحدودةفهيمتقارية)ز*(المتتالية!انتلما

متزاوجان.ومنهك!و.ل!ن!ز!ل2+زىولأي،ز*ىولبحيثهىول

جزئيةتوجدمتتاليةثغ،.ومن2زءىوز!لءىبحيثءىهيوجد

.(!لنهايتها)نسميمتقارية؟!ل()منز!ل()

فيالنهايةإلىبالمرورينتجوه!ذا.-!ل!وعليه،مفلق(z,)إنثم

المفلقإلىينتمي2عنصرنحومتقارية2زالمتتاليةأن*=1ز!ل2+زالمساواة

x=+y+ح!:ومنه.ح! zE F?.

المتزاوجة.المجموعاتمنالاستفادةيم!ن!يفالآنلنوضئح

4.6مبرهنة

مستقرينء)*!(1منجزئيينخطيينفضاءين!و4لي!ن

فإن-7و!-دا4و-ء)*!(ءل!ل،ي)1)*!(ءفيللضرببالنسبة

.(gp.uEو!-لا.ء4

ولي!ن:

4!))*!(1كB(+ول-))*!(1ول)*!(1 +:)Eلم

يحقق:الخطيةثمائيتطبيقا

.u,)7 c supp u+ supp)Vلمsupp):.(
ئذ:عنك
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التزال!ءجدا:4لفصلا

-)7،دا(!ك!4الممائياتمجموعةإلىلمالتطبيقتمديديم!نأ(

(.ول)*!(1بدلء)*!(1ست!ونالتمديد)صورةالمتزاوجةالحواملذات

آنفا.ذ!رهاالواردالممائياتأجلمنقائمة().:العلاقةتظل(2

البرهان

منعنصرا)7،ول(الممائية!انتإذاأنهنلاحظ

+))4ك!B(+ول*!(1)) 'E(1r)لافإنsuppوvلأنهمامتزاوجان3?ول

متراصان.

التالية:بالطريقةلمدلمالتمديدنعزف:الأولىالمرحلة

الأجزاءت!ونبحيث)*!(ءمندوالمتتاليةز)زء(لت!ن

)انظرالمتراصاتمنمعفقةمتتالية*!منزكل*(=-*!:زء*()=)1

:-!D)*!(ل!لنضعثم(.الأولالفصلمن2.4البند

لم(ول(،،)ل!أ!)=ا!-!(لمزء(ول،زء)ل!أ،!).

!ما.زء-7!وزءول-4إلىيؤديBو4دالاستقرارفرضيةأنلاحظ

وولزء-4+ول!!(1)ولذا،متراصانزء7وزءولحامليأن

ز!.=:،زء،ولزء(7،))مم!:)ز!(المتتاليةيعزفوهذا،زء7-!+ول)!!(1

الواقع،في،هي)ز!(المتتاليةأنعلىالبرهانفيهايتغ:الثانيةالمرحلة

!انإذابحيث*طبيعيعدديوجدأنهأي،معينةرتبةمنابتداةثابتة

ن!تب:ذلكعلىوللحصول.ز!-ء!فإن*ىءو*ىز

(1)ز!-ء!-لازء(لم(-زء،لا?،)7)مم!+زء،لازء(لم(7-،)7?)مم!

ءوزي!ونعندمامنعدم1()فيالأيمنالطرفمنحدىأنونثبت

(:الخلفطريق)عنالعلاقةبإثباتالنتيجةهذهنستخلص.ب!فاية!بيرين
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(2)?ولك!(زء(ول-?ول)+?ولك!زء("ل!أ7?ولك!مم!كاى.

أن:علىينمنلمالتطبيقحولالفرضأنوبما

v(زء(ول-?ول)+suppزء(7) c suppولك!ء(لمزول-?ول،ءز?

:أن)2(منيتضحفإنه

q$.=!زء(ول-?ول،زءل!أ)7?ولك!ممsuppf

:أن(الثالث)الفصل5.3القضيةمنينتجوعندئذ

زء(لم(ول-?،ولزءيل!أ)مم!=05

العلاقة:نتبينالطريقةوينفس

ل!أزء،ول?(لم-إل!أ?)مم!=05

معينة.رتبةمنابتداةثابتة)ز!(أنعلىالبرهانينتهيويذلك

معينةرتبةمنابتداة)ز!(المتتاليةثبوتأننلاحظ:الثالثةالمرحلة

،البرهانبدايةفيورد!ما،لمالتمديدأننرىومنهتقاريها.إلىيؤدي

إن:حيثجيدامعركث

)!يل!أ،ول(لم(=ا!ت!ز

عنمستقلأنهإثباتأيضاينبفيسليمالمالتمديدتعريفي!ونوحتى

.زء()المتتاليةاختيار

:أي،المبرهنةفيالواردةالثانيةالقضيةنثبت:الرابعةالمرحلة

.c supp u + supp v،ل!أ()uتمsupp

العلاقةأنأولانبين

suppu+ suppv)f suppyr=)o
:أنويما7،ول(تم(.4!)5=تستلزم

supp v+ولsupp!أزءل!u + suppزءsupp

)3(

o b e i k a n d l . c o m



601
التزال!ءجدا:4لفصلا

إلى:تؤدي)3(العلاقةفإن

7مم!=كا supp(زءل!أsupp+زءولsupp)

:أنالعلممع

?ولك!لمء(زول،ءز!أل)c?ءولك!زu+?ءولك!زل!أ.

:إذن

7مم!=كا. suppزء(ول،زء)ل!أsupp f

.زء(لم(،ولزءيل!أ)مم!=5:ومنه

!بيرزأجلمنزء،ولزء(لم(77،ول(لم(=)!ي)!يأننعلمل!ننا

r،ول(لم(.,?7=ه)3(:العلاقةمنيأتيوه!ذا.ب!فاية

supp+3?لاvفإنأخرىجهةومن u1.5(.القضية)حسبمفلق

أثبتتا:قدن!ونويالتالي

D)حم)!،)ل!أ،ول(تم(=05 ,)W( (suppu+ suppv) f supp =v 5q!-!)

ثغ:ومن

(9*،)))!،)ل!أ،ول(تم(=5 suppu+suppv)ء!!-

.!المطلوبوهو.3?ول)7،ول(لم!3?ولول+3?لا7:أنيعنيوهذا

دالةمحتوزيحتزاوج2-

ء-)*!(ءودالةلم-)*!(اص!لدالةالتزاوججداءنعزفأننانذ!ر

يلي:!ما

*(ء*"أ=)*(ء*لمرم!لملأك!لمر-*ء،لم(=)غ
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)لمر-*(ء=)*-لمر(غ=)لمر(غ*ء.حيث

!تابة:يم!ننا،وتجاوزا

*)*(ء=*(ء،)لمر(لم(-))لمر.

يعفمالذيالتاليالتعريف،الأولىالمرحلةفي،نقذمذلكضوءوعلى

الحامل.متراصتوزيعمعدالةتزاوججداءإلىدالتينتزاوججداء

الحامل(متراصتوزيعمعدالة)تزاوج2.4تعريف

T)*!(1لي!ن - Eو)!*(D.عندئقزف*3ءالتزاوججداء-ء

.*3)بر(ء=،3(بربم)غ:ب*-*!نقطةى

دالة.معتوزيعتزاوججداءخاصياتبعضإليك

2.2مبرهنة

لدينا:.-ء*!(ءو)3-ى*!(1)لي!ن

.3*-ء*!(ء)أ(

-ء!.ICY'،!ه!4ء*)ء3=*ء4ء=43ء*ء(2

cء3( supp T + suppء(*supp( T.

البرهان

3(.و2(القضيتينمنتأتيأ(

:أن!ما3.*-ء)*!(ى:بأن1.2المبرهنةمنيتبين2(

-ء!،**3(كا!**()ء)=كا!3(*ء،)غ

=3(*ءكا!،)غ
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ل!التزاءجدا:4لفصلا

=-(41ء*ء،3(4))غ

)ءةء*ء،3(=

=T.)*(ء4ء*

أيضا:لدينا،أخرىجهةومن

-ء!،**!ه!4ء**()ء)=*ء4ء،3()غ

=كا!أ-(*ء(4ء،3())غ

*ء،43ء(=)غ

43ء=**(ء.)

المفتوحمن*عنصرانعتبرالاحتواءصحةلإثبات3(

supp)ء T + supp)ءأنالواضحمن.*!اx - y 0 suppانمهماوذلك!

suppTالاستلزام:صحةنلاحظإنناثم.-!ل

-لمرsuppT*ءحمx--لمر?ءولك!

:فإنولذلك

*-لمر!?ءولك!حملمر!*?ءولك!ء

:أنسبقمماينتجوه!ذا

y*غ. ! supprحمsupp T-

7suppك!*?ءولغ=كا:ليلتاولا T.نإذ:

(*,9)،3(،*ءغ)=5-*ء*() suppT+ suppq-*

ولذا:،*3(ءانعداممفتوحفيمحتوى*!ا3(99ول33+99ول)ءالمفتوحأني)1

supp!.ء T + supp!ء*suppT
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التجميع.بخاصيةتتعلقأخرىنتيجةإليك

2.3مبرهنة

لدينا:.-!)*!(ءو-ء(ءRو)*T-ى)*!(1لي!ن

(.T**)ء!مم=T**ء(!مم)أ(

*3(.،ء)مم!=،3(*غ)مم!2(

901

البرهان

3(:?ولمم!تحتويبلاطة!)حيثيأتي1.3المبرهنةباستخدامأ(

((3* )co* ))iY =)x( (T ,)Y( (co* i*() -)y

=3(لملأ*!أ،)1(()حP*(لمر--ح!م!ح!)

!أ=T(لملأ,)*(ء-y-!)ح)i((حdم!ح

!أ=)ح!(!xT(ء*-حdم!ح!

!)ح!(!*!أ=*(ء*ح!-ح!م!

!ه!=.)*(!*)ء*

:!*)ء*3(=)!*ء(*3.ومنه

2(لدينا:

)!*غ،T(,(x)=)3))*(!*غ

x)لمرلم) -)y?=)3)*(،أ!!)لمر(.

=لمرلم)لمر(!))*-لمر(ء،)*(3(!أ

*T)لمرلم )V(y) vi(y)=أ!

*T)لمرلم )p(y) vi (y=أ"*)

!)!،ء*3(=
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تعميمالآننريد.الحاملمتراصتوزيعمعدالةتزاوججداءآنفاقدمنا

العمليةهذهفيسنستتجد!يفي.توزيعمعدالةتزاوجليشملالتعريفذلك

1.6.بالمبرهنة

2.4مبرهنة

وءTحاملآي!ونبحيث-ءE)*!(وT-)*!(ءلي!ن

المبينةالتمديدب!يفية*3ءالتزاوججداءتعريفيم!نعندئذمتزاوجين.

ولدينا:.المتزاوجةالمجموعاتباستخدامالخاصة1.6المبرهنةفي

.3*-ء)*!(ىأ(

suppء2( T + supp!ء*supp T.

البرهان

)7،لا(=لا*7وB=ى)*!(وA=ء*!(1):1.6المبرهنةنعتبرفي

.!(ى)"=7)*!(ىى)*!(1وىء=)*!(71)*!(1ى)*!(1أنالملاحظةمع

ي!ون:وه!ذا.الخطيةثمائيتطبيقالتزاوججداءإنثم

لم:ىء!xD(Wi(1))ى-)ء!(1

!ه!3-)ء،*ء

1.6.المبرهنةتطبيقيم!نولذلك

suppفإنالفرضحسب3.*-ء)!!(ىأنلنثبتأ( Tءوsupp

نعتبر.التزاوجتعريفوفقبهالمرفقللعددءبنرمز.هىوللي!نمتزاوجان.

ونصف5المر!زذاتال!رةهي))ء،5(!ي!ون-هـبحيث)!!(ءدالة

U.-،*!9)*(=1)ء(:القطر B (O, {=)p-x:ينا

D(?(B)!،)ء،3(تم(=)!،)ءهـ،!(لم( (O,R!!-

:أي
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D((,(B*!(=)!،ء*3(.)!،ءهـ (O, R!!-

السابقة:المبرهنةحسب،يتضحومنه

.E(((B (O, R3*ول،5(!ام*=هـ-)ول،5(!ءهـ(

ثغ:ومن)4(.هـتحققدالةتوجدهىولل!لوه!ذا:

E((,(B,0( Rول!,0>*3-)ول،5(!ام

!.3*-ءى*!():أنأي

111

)4(

ملاحظة

:للقارئإثباتهانتركالتيالتاليةالنتيجةالسابقالبرهانفياستخدمنا

الممائيةأننفرض.وفرضياتها1.6المبرهنةرموزنتبنى

(supp,u supp v)للعددءبنرمز.<0ولولي!ن،متزاوجةجماعةتش!ل

-هـبحيث:)*!(ءل!ل.المتزاوجةالمجموعاتتعريفحسبولبالمرفق

B)1=)*(هـ، (O،)p {c xW

)ول،5(!)ل!أ،ول(لم.=،ل!(لم)ول،5(!)لميفإن:

بال!ثافة.الخاصةالتاليةالنتيجةنقدم،التزاوجلجداء!تطبيق

2.5مبرهنة

)3(اء.في!ثيفcZ)D)الفضاءإن.*!منمفتوحا3لي!ن

البرهان

T)3(اتوزيعانعتبر - D.سنجعلها)3(ءمنء()متتاليةبإنشاءنبدأ

زكالا.=3بحيثزكلالمتراصاتمنمعفقةمتتالية)زكل(ولت!ن.Tإلىتؤول

زكل.علىزمم!=أي!ونبحيثزمم!-)3(ءدوالونعتبرمتتالية
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بحيث5نحووتؤولومتتاقصةموجبة)زى(أعدادمتتاليةولت!ن

بحيث،!،صاقلةمتتاليةونعتبرأيضا.زىى2لم3(?ولزمم!)3*،تا،

99،!،،5(زى) لهذاز!3بونرمززمم!3التوزيعبالصفرنمذدثغ.B3ول!

)مبدأالثانيالفصلمن5.4المبرهنةحسبموجودز!3أننلاحظالتمديد.

ذلك.وضئح(.اللصق

:الآنلنضع3.ز!99ول3!3ز!99وللأنز!3-ى)*!(1أنوالواقع

ولدينا:،2.2(المبرهنة)حسبزلم-)!!(ءإن.ء=زمم!*3،!،

suppلم!suppز!3+3،!،99ول

3!99ولز!+B،5(زحط)

!3.

ومنه(.زءىلم?ولك!(زمم!)3*كلتا،المتباينةمنناتجالأخيرالاحتواءأنالعلم)مع

لم.-)3(ء

.3نحو)3(اءفيمتقاريةء()المتتاليةأننثبت،البرهانلإنهاء

السابقة:المبرهنةإلىبالاستتادلدينا-ء.)3(ءنعتبروعليه

لم()ء،=ز!(*3،!،)ء،

=ز!(*،!!،3)ء

فإنصاقلة،!ى)إنوبما-ء(.D)*!(أنيستلزم-ء)3(ءالتذ!يرأن)مع

(:الأولالفصلمن2.3)أنظرومنهأيضا.صاقلة!،المتتالية

،!،*ء-ءث)3(ء.

أن:إذ،!بيرب!فايةزأجلمن!،-ء*)3(ءل!ن

suppqحط،5(1.) + B!ول3ء!،!،
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،*ءءهـلف:ويالتالي

على:!بيرا،زي!ونعندما،نحصلوه!ذا

)ء*،!!،3(.)ء،3(-

(D'Dx)Q( (Q/

لدينا:،ذلكعلىوزيادة

ز!(*،!،،3اء)ء=ز!(*،!،،3)ءا

بحيث:*)طبيعيئكدديوجدفإنهمعفقة))كل(المتتائيةإنوحيث

N,،)ء!زح!ى. ! suppءز

يأتي:ثغومن!بيرا.زي!ونعندما3?ول!كما)ء*بجوارزمم!=1،إذن

ز!(اء)ء*،!!،3=ز!،3())ء*،!كاورهأا

Q((Q)(Dx=اء)ء*،!!،3(ء.)3(ء*)3(1ء)ء،3(!ف*)3(

Dx)Q((Q):بأنالأخيريتأ!دوفي

),)Dلم()ء،=ز!(*،!،،3)ء)3(ءك!3(اء)ء،3(ت Q!ء-

(D'Dx)Q( (Q

!.ءث3:أي

ملاحظة

فهو،ويالتحديد.ء*!(1)فيء!ثيف*!()أنالسابقالبرهانيثبت

أنعلىببرهن

D!3-ش!(1,)3!ث،!،*3

الحالةعلىبرهاننااقتصرنالو)زمم!(الدوالإزالةبإم!اننا!ان،وعليه

.3=ش!
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توزيعينوتزاوجوالانسحابالتزاوج3-

التالية:النتيجةبتقديمنبدأ

3.4قضية

لدينا:-ء.D)*!(و3-ول)*!(1لي!ن

،ء.q(*T,)=*3،ءء=*3،ء,1(

)ء،3(.=(T*)0()غ2(

البرهان

(لدينا:1

)غ*ء،مميء(=)*(ء*!ء

،)غ*ء،

،))بم!(*ء،3(=)*(ء،ء*3

(a*ء()*-T*ء()*(=Tء،

.)غ،-*ء،3(=

:أنمنبسهولةنتأ!دأنيم!ن

*ء"-ءغء7بم(*ء)="-*ء.غ

المطلوية.العلاقةتأتيومنه

!.التزاوججداءتعريفمنانطلاقا،بديهية2(

ملاحظة

بالمعرف4التزاوجمؤثرفإنمعطى3-ى)*!(1!انإذا

o b e i k a n d l . c o m



التزال!ءجدا:4لفصلا
115

A)ء!(ء-)ء!(ء:

ء*3=ء4-ء

ء4،ء.=:ء،ء4السابقةالقضيةحسبيحقق

بينهما.فيمايتبادلانوالانسحابالتزاوجمؤثرأنالعلاقةهذهتعني

سيتضحماذلك.التزاوجلمؤثرمميزةخاصيةهذهالتبادلخاصيةت!ونت!اد

3.3.المبرهنةخلالمن

:برهاندونالتاليةالتوطئةنقذمذلكوقبل

3.2توطئة

المؤثرإن30-ى)*!(1لي!ن

A:)*!(ء*!(ء-)

ء-ء34=*ء

يوجديهزطبيعيعددو!ل"8!كامتراصل!لأن:بمعنىمستمز،

بحيث:هحىوثابتهطبيعيوعدداكلمتراص

)D،)*،حكلكل4()ء!ححكلكلم!ا.)ء( !n-ء!

3.3مبرهنة

:A)!!(ء-)!!(لي!ن Dمعيتبادلومستمراخطيامؤثرا

-ء(.*!عنصرل!لء4،ء=ء،ء4أني)1الانسحاب

بحيث:T-ى1(*!)وحيدتوزيعيوجدعندئذ

-ء!،)*!(ءء34=..ء*

البرهان

:أن3.1القضيةمنيتبينعندئذ.3وجودنفترض:الوحدانيةأ(
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)غ،3(=)5()ء*3(

.)ء،3(=

:إذن

D*,)3(،ء)=4،)5(ء (R-ء!

،3وحدانيةتأتيومنه.معطى4المؤثرلأنمعلوم)5(ء4أنالملاحظةمع

)!يف؟(.Tوحدانيةنستخلصثغومن

:بالمعزفالخطيالش!ل7لي!ن:الوجود2(

ل!أ-)*!(ء:س!

ء-ل!أ()ء،)5(ء4=

وعدداكامتراصيوجدحينئذ.كل5=وكا)5(=:3.2التوطئةفينأخذ

بحيث:هحىو،طبيعي

-ء!D*!(،)ل!أ()ء،!ححكلكلم!ا)ء(

-ء!Dء!(،)14ا)5(ء!حم!احكلكل)ء(.

المبرهنة:فرضحسب،لدينا.a-*!لت!ن.7-ى)*!(1ومنه

)ء(ء4=)5(ء4،-ء

.)5(ء،-ء4=

:إذن

)ء(ء4=)ء،-ء،ل!أ(

)غ،ء،ل!أ(=

.)ء(ء!دلمأ=

.!المطلوب3التوزيعهو7فإنثمومن.ء4=كعاءأننستخلصوه!ذا
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بأنهنذ!رذلكأجلمنتوزيعين.تزاوججداءتعريفإلىالآنننتقل

:فإنل!أ-)*!(ءوT-ول*!(1)!انإذا

-ء!،)*!(ء!ه!ل!أ**)ء3=*ل!(*.)ء

تعريفنا.لتقديمالعلاقةهذهمنسننطلق

3.4تمريف-مبرهنة

.ى)*!(1منعنصرين3وTلي!ن

وحيديحقق:ى)*!(1مننل!أ(يوجدتوزيع

،)*!(ء-ء!.ء*س!=)ء*3(*3

نل!.*3-3ون!تب3وTتزاوججداءنل!التوزيعيسمى

suppلدينا:2( (T* )S csuppT+ suppS

البرهان

:بالمعرفين)*!(ءنحو)*!(ءمنللمؤثرينكاوممآنرمزبأ(

-ء!،)*!(ءUء=Tء*

.ء*3=ءحم

خطيمؤثرمك)*!(ء-)*!(ء::أنالواضحمن.كه!=ممآهكاونضع

:الخواصبنفسيتمتعانكاوممآالمؤثرينلأنالانسحاباتمعويتبادلومستمز

ء،ءحي=U(5مء،ء)ح

)ء،ءحم(ئ

،ء(ئ)ءحم

،ء)ءحم(ئ

ئ(،ء=ه)ءحم

.ءحي،ء=

يحقق:وحيد-نل!ى)*!(1توزيعيوجدأنهالسابقةالمبرهنةمنينتجعندئذ

-ء!،)*!(ءيءح=.ء*س!

o b e i k a n d l . c o m



118

وه!ذا:

ل!التزاءجدا:4لفصلا

-ء!،)*!(ء=ء*لكلءحي

=)?؟ئ

=3*ءحم

=3*3(.)ء*

:إثباتنريد،الحواملبينالعلاقةيخصفيما2(

3 )S ! suppT+suppS)!ء،ولك

supp)3:أي (Tتا!!!(supp T + supp S)الاستلزام:قياميعنيوهذا.!!تا

(9*))حم3()ء،3*=05 supp +TsuppS)ء-ء

العلاقة:أنبمعنى

supp)كات T supp)S5)!اكا supp!

:المساواةتستلزم

*3()ء،3=!05

نأتستلزم(5)العلاقةأنأثبت

.OEsuppT+ suppS+ suppcp

(:3.1)القضيةأننلاحظ

.(T**)S co =)O( *T (S* co)(O)=3،3()ء*

3)*!(1أننعلمأخرىجهةومن - Eالمبرهنةويالتالي،3*-غ)*!(ءو(

)2.2:

*3*غ )S* ))pp c supp T + suppول?)Ss

.csuppT+ suppS+ supp (p

:)8(والعلاقةالسابقالتمرينإلىاستتادا،تعطي)5(العلاقةفإنويالتالي

)6(

)7(

)8(
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5=)5!)غ*3(*3(

)5(.مناستتتاجهاالمراد(6)العلاقةوهي.*3())ء،3=5أي

هل.الحاملينمتراصيتوزيعينتزاوججداءتعريفمنتم!ئاوه!ذا

:السؤالهذاعنإجابةإليكء؟)*!(1منتوزيعينتزاوججداءتعريفنستطيع

3.5مبرهنة

الحاملاني!ونبحيثء)*!(1منعنصرين3و3لي!ن

supp Tوsupp S.فيالمقذمةالتمديد!يفيةتسمحعندئذمتزاوجين

ولدينا:،3و3تزاوججداءبتعريف1.6المبرهنة

.3*3-ء*!(1)(أ

)23 S csuppT+ suppS.!ولك?

البرهان

:باعتبار1.6المبرهنةإلىونستتد،السابقةالمبرهنةنطبقأني!في

A*!(ا!) = B،أنأي:

لم:ى*!(1ك!)ى*!(1)-ى*!(1)

وسي!ون:

1(*ءك!)*!(1)ء-*!(1)!. Rتم:ء

لهذهنشيرالتزاوجلجداءوالتبديلالتجميعبخاصيتييتعلقفيما

.برهاندونالنتيجة

3.6قضية

فإن:متزاوجةحواملذاتتوزيعات!ثاو7وول!انتإذاأ(

w(.)ول*ل!أ*=wول(*)ل!أ*

*ول.7=*7ول:فإنمتزاوجانحاملاهماتوزيعين7وول!انإذا2(
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ملاحظة

فقدانبالإم!انفإنهمتزاوجة!ثاو7وولحواملت!نلمإذا

ذلك:مثال.التجميعخاصية

1(*)اكاة+=*ه+=5

*S()+*=1*=ا+8*1=01

أنههوذلكسبب.Heavisideهيفسايدتوزيع+وديراككاتوزيعحيث

supp)الممائيةت!ونأنبالإم!ان ,u supp v)و!ذلك،متزاوجة

(supp,v supp)wو(suppu* ,v supp)wلما!و(*supp ,u supp)v

الثلاثيةت!ونأندونوهذا

99(,u supp ,v suppولw)3

.أعلاهالمثالفيحدثتالتيالظاهرةهيتلك.متزاوجة

التالية:الحسابيةبالنتيجةالفقرةهذهنختم

3.7قضية

لدينا:،-ء*!وول-ء)*!(1توزيعل!ل.:

*كا.ولتولأ(

*،كا.،ء=ول2(ول

*كاىء.4ءتول3(ول

:فإنمتزاوجين7وولالتوزيعينحاملآ!انإذا.:

)1،7*u =v *u zول(،ء.)7=،ء*

)2'D (u* =)v 'D *u =v *u 'D v.
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الموتريةبالطريقةالتزاوججداء4-

جداءلتقديمثانيةبطريقةالقارئتعريفهوالبندهذامنالهدف

فينخوضلنسوفولذاالمؤتري.الجداءعلىتعتمدوهي،التوزيعاتتزاوج

التيبال!يفيةمقارنةالموتريةالطريقةمسلكعلىسنر!ز!نما،البراهين

.التزاوجمفهومتقديمخلالالفصلهذافيإليهالجأنا

لدالتين.الموتريالجداءبتعريف،البدايةفينذ!ر،

المؤتري()الجداء4.4تمريف

.ولت!ن:التواليعلى!"و*!منمفتوحينكاوكآلي!ن

دالتين.!:حم-ص!ولمممآ:-س!

ل!عندالمعرفةالدالةهو!وهـلملم!!الموتريالجداء

(.f،*()!!)!ل=)!ل(!.)*(لمب:U!كVمن،*()!لنقطة

الموتري.الجداءخواصمنالبعضإليك

4.2قضية

لم.!!-ىممآ(كاك!):فإن!-ىكا)ولم-ىممآ()!انإذا(أ

suppf):لدينا2( ! ! =( suppf) ! !supp g.

D(U))إن(3 x D(Vفي!ثيف(Vك!D (U.

ملاحظة

لمو!انت،التواليعلى"!و*!منمفتوحينكاوممآ!انإذا

فإن:،التواليعلىكاوآممعلىمحلياللم!املةقابلتيندالتين!و

(Dgلمرلم*لمر، (x, )yep(x)حمك!"ىأ=)ء،!!لم3(كأ(،D (U!ء-

xg(.لمرلم*لمر، (Y) ep(x)=لم"ىأ
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!نهاية!تابتهدومايم!نأنههـالاحظ!مم!النحوعلىءي!تبوعندما

على:نحصلفإننا(السابقةالقضيةمنالثالثةالخاصيةحسبالدوالهذهلمثل

-ء!مم!(ءحمك!،)لم3()ء،!!=لمإ(*(*(هـ)*لمرم!لمر(!)لمر(!إ(ك!))

=لم3(.)!،!3(.)هـ،

.للتوزيعاتالموتريالجداءتعريفنستخلصثغومن

لتوزيعين(الموتري)الجداء4.3تعريف

هو3وهـ3الموتريالجداء0-3)كا(اءو3-)ممآ(اءلي!ن

:بالمعزف-ءممآ(1ءك!)حمالتوزيع

)D(,,)Uء،حي(!)!=.)!،3(.)ء،3( ! !- D(V!ء-

.ء=3!3ون!تب

المبرهنةمنالأولىالنتيجةقيامبدونمعنىالتعريفلهذاي!ونلن

التالية:

4.4مبرهنة

SE'D)!انإذاأ( (U3-و('D (VالتوزيعفإنSOTفيالوارد

ووحيد.موجود4.3التعريف

SE'E)!انإذا2( (Uو(T- 'E (Vمتراص3!3التوزيعفإن

.ى1(ك!ممآكا)إلىينتميأنهأي،الحامل

لدينا:3(

-هـ!ىمم!!حمك،)3(3!9,)=3(،3(*(هـ،))).،

=3(،.(هـ،3(،لمر.)))

.للتوزيعاتالموتريالجداءخواصمنبعضاإليك
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4.5قضية

وكا*!منمفتوحجزءكآحيث-3)كا(اءو-3(اءU)لي!ن

لدينا:."!منمفتوحجزء

)1supp (S ! )T = supp S x supp T.

!ءكاو.3(!)3=كاة3!3!ء(2

)3)!3(.!()g(S ! )T =-(IS!كأE(,,)U( Vg- ENV!لم-

تجميعي.الموتريالجداء4(

عموما.تبديلياليسالموتريالجداء5(

لمودالتينالبدايةنعتبرفي،الموتريةبالطريقةالتزاوجمفهوملإدخال

:أنونلاحظ.-ءء*!()واص!*!()من!

؟!)ء،!=*"أكأ*g*()*(ء)*

(y-لمر*(ء)لمرلم*. g(x)لم*"**"أ=

ومنه:

لملأء)لم(!)لملألم*"**"أ=)ء،!*؟+tلمرلملمم!

Q-.)5ء، ! g=

:)1+لمر(ء=)لمر،1(5ء.حيث

إلىيتبادرثغومن.*لم()ء،!=لم(!)5ء،!:!تابةيم!نوه!ذا

بوضع:توزيعينتزاوجلجداء!تعريفالأخيرةالمساواةاتخاذالذهن

.D)*!(1منتوزيعين3و3ي!ونعندماوذلك،*3()ء،T=3(!,3)5ء

5)ه)ء:بأننلاحظأنينبفيوهنا =)suppءsupp):حيث

ك!(?ءول)ه=((*،لمر)-!2*:*+لمر-ك!?ءول).
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5ء.حاملتراصيضمنلاءحاملتراصأنينتجذلك؟عنينتجماذا

الموالي:الش!لانظر.suppء=21.01حيثD(R)منعنصرء:ذلكمثال

--تا3

!أ*+y<2بالمعزفالمائلالشريطهو5ءحامل،الش!لهذافي

الأمر!ان!ذا.*!(ء)*!ك!إلىبالضرورةينتميلا5ءفإنثغومن

S)5ء،ال!تابةتحملمعنىفأي،!ذلك T!S(

المأزق:هذامنللخروجالتاليالتعريفعلىنعتمد

).،.(()القوس4.6تعريف

suppTnsuppلمي!ونبحيثلم-ى*!()و3-ء*!(1)!انإذا

التالي:النحوعلى،3(المتعريفيم!ننافإنهمتراصا

،3(الم=الم.هـ،3(

.suppTnsuppfدمتراصجوارهـفي-أ-هـمع)*!(ءحيث

يحققهماتحققانهـدالتين2اهـو!انتإذالأنهمعنىالتعريفلهذا

ذلك.أثبت0الم.اهـ،3(=هـ،3(الم.2:فإنالسابقالتعريففيهـالوارد
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أجلهامنالتي*!أجزاءمنB(,A)بالممائياتالاهتماموجبهناومن

يرمز)حيث*!منكلالمتراص!انمهمامتراصا!4(كB+)كل5ي!ون

xبحيث*!ك!*!منx()!ل،العناصرلمجموعةهناكا5 + y - )K.

ك!4(Bح!+)5دمثال

w

31.11=ح!،وB=-!و51.14A=،الش!لفي

المظللالأضلاعمتوازيهو!ر(*+)!وهكا

مجموعتين()تزاوج4.7تعريف

،*!من،متراصل!ل.*!منمفلقينجزأين!و4لي!ن

5*!*!ك!*:+y-)ح!.:نضع *))=، )y E!ح

متراصا!4(كB)+كا5!انإذامتزاوجانإنهما!و4عننقول

*!.منكاالمتراص!انمهماوذلك*2!من
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تمرين

1.4.التعريفي!افئالتعريفهذاأنأثبت

وهو،متزاوجانحاملاهماتوزيعينتزاوججداءتعريفالآننستطيع

3.5:التعريفلتقديمعليهاستتدناالذيالفرض

توزيعين(تزاوج)جداء4.8تمريف

)حسبمتزاوجانحاملاهماء*!(1)منتوزيعين3و3لي!ن

:-ء)*!(ءل!لنضع4.7(.أو1.4التعريفمفهوم

*3()ء،3=*3(.)5ء،3

ملاحظة

هذا:متزاوجان3و3حامليأنافترضنالأننامعنىالتعريفلهذاإن

suppه)ءتراصإلىيؤديالفرض )S x (suppT)) n(supp))ل!ن:*!.في

supp)5ء S ! )T n(supp)=ه)ءsupp )S x (suppT)) n(supp))

.(suppه)ء=5suppءوالعلاقة4.5القضيةحسبوذلك

99ا(99ول)5فإنومنه S ! )T ي!ونويذلك.*!منمتراصجزء(ssول)+

4.6.التعريفحسبمعنى3(!ا(،3)5لل!تابة

التزاوجمعادلات-5

:التزاوجمعادلاتبتعريفنبدأ

(تزاوج)معادلة5.4تعريف

حيث4*4ول=لم:الش!لمنمعادلة!لتزاوجمعادلةنسمي

.مجهولتوزيعولومعلومانتوزيعانولم
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:*!فيالجزئيةالتفاضليةالمعادلةلت!ن

س!a.كاDaول=لم

*!كاا

حيث:*4ول=لمتزاوجمعادلةش!لعلىت!تبإنها.الثابتةالمعاملاتذات

فعلا:لدينا.ديراكتوزيعكايمثلأنالعلممع4=يكا!كا!ء.

كاا*!

4*ول=س!كا!(*)كاىء.ول

*!كاا

كالا=*كا!.D'ول

*!اكا

=(كا!ي!)ولكاة.كاة

لم=كاة

.لم=

الأساسيالحلمفهومإلىنحتاجالتزاوجمعادلاتلمعالجة

(Fundamentalsolution):

الأساسي()الحل5.2تعريف

1()*لي!ن Rلم.-ى

1)دأساسيحلإنهللا-ء)*!(1توزيععننقول Aأساسيحلو

.4لم7*كاى!ان:إذاA(لمf=*7للمعادلة

ملاحظات

.4التوزيعبخواصيرتبطفهو،دوماموجوداليسالأساسيالحلأ(

A)*!(أننفترض:ذلكمثال - D.لانتمىموجودا!ثاالأساسيالحل!انلو

موجود4!ثا*ومنه،متزاوجان!ثاو4حامليأنلاحظء.)*!(1إلى

*)4و we E(W.ل!ن)!*(8! E.غيرموجود.!ثافإنثغومن
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عندئذ:.4دأساسيانحلانللااو!ثاأننفترض2(

4لمالمأ-ا)كابكاى=05 * )w

إلىنضيفأني!في،الأساسيةالحلول!افةعلىنحصلحتى،ويالتالي

.*4ول-5للمعادلةالعامالحلخاصأساسيحل

عام،2EhrenpreisأهرنبرايسوأMalgrangeمالفرنجأثبت3(

أساسيا.حلاثابتةمعاملاتذاتجزئيةتفاضليةمعادلةل!لأن5591,

متراصحاملذاي!ونأنيم!نلاالحلهذامثلأنعلىبرهن!ما

5(.عنتختلفالمعادلةدرجةت!ون)عندما

يسمححيث،التاليةالنتيجةمنالأساسيالحلمفهومأهميةتظهر

لم.للاوبدلالة*4=وللمالمعادلةحلب!تابة

5.3مبرهنة

عندئذ:للا.أساسياحلا4دأننفترض4.-ى)*!(1لي!ن

:*4ول=لمبحيثول-ء)*!(1يوجد،لم-ى)*!(1ل!لأ(

لم*لمالمأ=ول.أي

للمعادلةحل،ول-ى*!(1)وجدإذالم.-ى)*!(1لي!ن2(

ول.!ثا=لم*:ولدينا،وحيدفهو،*4ول=لم

البرهان

للاولمو4حواملفإنمتراصانلمو4حامليأنبماأ(

ولدينا:،قائمةالتجميعفخاصيةولذا،متزاوجة

.2891عامولدفرنسيرياضيمالغرانجبرناردا

أمري!ي.رياضي0102()0391-أهرنبرايسليون2
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*A (w * =)f (A* *)w f

*كابلم

.لم=

ليو4وولحواملفإنى)*!(1إلىوينتميموجوداول!انإذا2(

ولدينا:،قائمةالتجميعفخاصيةولذا،متزاوجة

=A(*w)*ول

(w*(A*المu

لمالمأ=.لم*

.!وجودهعندى)*!(1فيولوحدانيةيثبتماوهو

لابلاسمعادلةدراسةفيالأساسيالحلمفهوممنالفائدةالآنلنر

المؤثرلهذاالأساسيالحلهوها.ه=ئر22ةةحيث*!فيوله=لم

5.4مبرهنة

التاليتين:بالعبارتين*!علىللاالدالةنعزف

قى:-2أجلمنأ(

لمالمأ*()=أولأ*.

ء2

قي:22أجلمن2(

1-1

لمالمأ*()=*(*لكل)2-.*2-يرا.

:أي،الوحدة!رةسطحلمساحة*نل!يرمزحيث

2/شء2
س!=

3)+/2(*

.(Gه4!غامايشيرللدالة3أنالعلم)مع

له!ه.!كا:أنأي،5لابلاسلمؤثرأساسيحلأعلاهالمعزف!ثاإن
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البرهان

ل!التزاءجدا:4لفصلا

ه!.ومنه:ا=)*(داأنأ-+حالةفينلاحظ.:

-ء!D(R)،(*(2=)ء،211)11ء،.)5(ء

.wAثاكاى:على،بالفعلنحصل،ويالتالى

3غرينقانونإلىالبرهانهذالتقديمنحتاج Greenفيمانذ!رالذي

بنصه:يلي

5.5توطئة

متممة=3)مثلا*!منمصقولامترابطامفتوحاجزءا3لي!ن

?ولك!و3f+ي!ونبحيثح)3(2منعنصرينو!لمولي!ن!رة(.

3+suppg.ي!ونعندئذمتراصين:

-)*(لمه)*(!(f13))*(!ه)*(ول=)كا(!(*aلمة-)كا()كا(لم!؟كاإ)كا(

+ة

ويرمز!،3علىالخارحيالوحدةناظموفق-"ء.8 للمسم!يرمرحي!
+ة

.3لحافة

D)*لي!ن (Rلدينا:.-ء

لمالمأه()ء،=لما!(،)ءه=أبن!لمالمأ!!ا*ا*(*(ءه.)*.

فنجد:(تطبيقهشروطمن)تأ!دء=!وه!ل=fباعتبارغرينقانوننطبق

)9(لمالمأى!"ك!اأ*(*(ءه.)*=*"أ*(ءى!لمالمأه.)*(*+ألمالمأ*().ة*(ءكا!)

ى="ك!+ة

-أ*(ء.)ةلمالمأ*(كام!

ك!اى=ا+ة

إن!ليزي.رياضي1841(3917-)غرينجورج3
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يأ،،5(!*!ا)ىعلىالخارحيالوحدةناظموفق-"ء+ة8
للمسم!يرمرحي!

يلي:مانلاحظذلكبعد.،5(!)ىعلىالداخليالناظم

اليسيرأنمنلأنهمنعدم()9منالثانيالطرففيالأولالت!امل-

ح!.<*المAw-5بأننثبت

:يساوي()9منالثانيالطرففيالواردالثانيالت!امل-

01ة*(ءكام!

ى=أا*En-2+ة

ثغ:ومن.*=ىأحلمنمحدودةءالعاملأنإلىالإشارةمع

7ة

لم01ة*(ءكام!!ح11كالم
:<03 C

-2n-*ى="* 2a + Eى=ا*الىحط

!اح2-!ا-*يرث5

!3.قيلماوهذا.موجبثابتاححيث

هناة

3مم

ومنه:

:فإن*=2!اناإذأما

أةكا!*(ء!Cح!،لايرث05
!=ا*711ة.2-*حط

لدينا(:)9منالثانيالطرففيالواردالثالثالت!امل

أ(:ىقيأجل)منويالتالى.
7a"

لمالمأة=-؟لمالمأ
ة+3ة

.!-01

-=*لكل13
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لم8أةأ-x(بر!ء.)dsأ=)5!ء-أا-أ-كا!بر(ءا-أه(ء)كا
ة7=ء

eير!=!!=*ل!ىش*ل!ىشير

موجبين(:ثابتينإلىاحوح)يشيرإذن

-ألم8أة)*(P!*()5(ء-كامل!=ا-*حط1))5(ء-)*(ء(كالم

!="ك"7ة*!="ك"

ل!!ا-*ح3.يرس!9لماء*ة)*(ا-*ير

!حيراث05
إلىيؤول)9(منالأيمنالطرففيالثالثالت!املأننستتتجوه!ذا

:أنبمعنى،)5(ء

-ألم8أةكا"*(!)*(،)ء،كاا=)5(ءث

ى="*"+ة

!.له!ه!كا:أنيثبتوهذا

نأالاحظبرهانبدوننوردها،لابلاسبمؤثرأيضاتتعلقنتيجةإليك

(:الأخريينللقضيتينخلافابديهيةالأولىالقضية

5.6مبرهنة

5.5.التوطئةفيالوارد5لابلاسلمؤثر!ثاالأساسيالحلنعتبر

لم*للا=ول.لدينا:-لم.نضعى)*!(1ولي!ن

.<2+ل!لوذلك،وله=لمللمعادلةحلولأ(

)2(suppf1)2.<قيل!لوذلك،ول-ى*!ا

.3!قيأجلمنوذلك،"إ!ثه!-أا)*(ول=30(

الدالةاعتبارعلىالبرهانيعتمد
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3*!ا:ل!أ?ول-لمص!

)).،*(!،؟-*

برهـتحقق)*!(ءمنبرهـدالةو*(للا)!(برهـ=)!ل،*(!)!ل-حيث

الدالةباختيارتتعلقلا7الدالةإن.*النقطةبرهـبجوار=5وsuppلمبجوار

EE)أنفنثبتبرهـ. (W(!)*،.7.حأنعلىنبرهنثم*.ل!لوذلك-

نأعلىالبرهانالأخيريتموفي."إ)*(7!ول-ا=5أننبينذلكويعد

لم?ولك!*،تا.من*ل!ل!ذا)*(ول)*(7=5

هي:السابقةالمبرهنةمناستخلاصهايم!نالتيالنتائجأهممن

5.7مبرهنة

غيرمنعدم.طبيعيعددقىحيث*!،منمفتوحاجزءا3لي!ن

ول.-ى)3(عندئذ.وله-5بحيثول-)3(اءولي!ن

الدوالهيالوحيدةالتوافقيةالتوزيعاتإنبالقولالنتيجةهذهعن)نعئر

(.المعتادةالتوافقية

البرهان

أن5*.لنثبتدبجواركاأ-ءبحيث-ء)3(ءو-5*3لي!ن

)دي(f-.5:نضع.لمي-ء:)*!(1لدينا(.المطلوبسيأتي)ومنهكاول-كاى)

?ءول3أنوبما.(5اد-ءكاهـاءكاهـاكاهفرضا(:Au=0أنالاحظويالتالي

5(-)ى*!(1):إذن.المتراصهذاخارجءكامنعدمانوءهفإنمتراص )S،

لم.-ى)*!(1:أي

كا(:ءكالى-5وءه-5أنالاحظلدينا،ذلكإلىويالإضافة

ك!لم=ك!ا)!ي(5=05

جوارده*.كالأن-5*3*،تالم?ولولذا:3،?ولfكا*كلتا!:ومنه
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أنالاحظمتزاوجةديوكاهو!ثاحواملأننعلم،أخرىجهةومن

التجميع:خاصيةمنيأتيوعليه،متراصان(suppدوsuppكاه

!للا=**كاه!ي

لمالمأ=**كاه(ا!

لمالمأ=*ا!(5

لمالمأ=لم*.

:أي!ثا.لم*-*!ا(ىsuppf):أنالسابقةالمبرهنةمنيتضحوه!ذا

(supp f)العلاقةل!ن.د-ى*!اfإلىتؤديآنفاالمبينة5*-كا!?ولك!*!ا

-ول.)3(ىأي3-5*،بجوار-ولحأنيأتيكاا!=ول.ولذا-)كاى

.لابلاسمؤثربخصوصوردمماجزءاتعفمنتيجةإليك

5.8مبرهنة

أندنفرض.*!فيثابتةمعاملاتذاتفاضليامؤثرا!لي!ن

التوزيعفإن،لم-ى)*!(1ل!ل،عندئذ!ثا.-)ة!(ىأساسياحلا

ول.-E(CRnsuppf):ولدينا،ول!=لمللمعادلةحلول=*ىلم

ملاحظة

إثباتلأن5.6والمبرهنةالمبرهنةهذهإثبات!بيربينفرقيوجدلا

يستفيدبل،ىالأساسيحلهش!لولا!المؤثرش!ليستعمللاالأخيرة

!ثا.-)*!(ى!ونمنفقط

.ء)+!(1فيالتزاوجمعادلاتحولنتيجتينبتقديمالفصلهذانختم

متفيرحقيقي.وذاالمعاملاتثابت!تفاضليانعتبرمؤثراذلكأجلمن

الش!ل:على!!تابةنستطيعبأننارأينا!نا

=!Dmأ-*ءأ-*ء+2-*ء2-*ء+05ء+ءأء+...+
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ووحدانيته:الأساسيالحلوجودبخصوصالتاليةالنتيجةلدينا

5.9مبرهنة

حيث!ثا+-ص:ولديناله!.-ء)+!(1وحيداأولياحلا!المؤثريقبل

للمسألة:الوحيدللحلءوهيفسايدلدالة+يرمز

ءكلا=،5

)5()ز(ء(=,0ز!=،000.5يهم،2-

)5()1-*(ء11=01

البرهان

:أنالمباشربالحسابنثبت-مم!ى)!(ل!ل:الوجود.:

ءز)!-(=)ا-ز(!)5(!+(ا!)2-ز(كا!ه+...+)ا-ز(!(كا!ه+-.)ز(!.

إلى:تؤديءحولالفرضياتأننلاحظ.مم!=ءلنأخذ

ا،-)ز(ءز!=،00005يهم-1،

ء،)ء-(=-)*(ء!،كاهز=.يهم

ومنه:

P(=(Heه-)*(ء8-)ز(ءزءس!+

بP+(-.)ء8
.كات

أساسي.حل!ثا+=صفإنإذن

الحوامل!لأنبما.!آخرأساسيحلوجودنفرض:الوحدانية.:

نستطيعثغومنذلك(.من)تأ!دمتزاوجةحواملفإنها+!فيمحتواة

و!تابة:التجميعخاصيةمنالاستفادة

كللمالمأ**-=كل(*w*)-*كاب-=-

كللمالمأ**-لمالمأ=*F(*P)لمالمأ=كاةلمالمأ=،

لمالمأ.!=-:أنواستتتاج

o b e i k a n d l . c o m
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التزال!ءجدا:4لفصلا

الفصل:هذافيتقديمهانريدالتيالأخيرةالنتيجةهيوها

5.01مبرهنة

فيذ!رهوردالذييهزالدرجةمن!للمؤثرالأساسيالحلهوى

لدينا:.السابقةالمبرهنة

حلوحيد-ولء)+!(1يوجدلم،-)+!(1ءل!لأ(

.Pu=لمللمعادلة

ولكل=لمللمعادلةولالحلفإنلم-ء+)+!(!ل!)+!(1ل!ل2(

)+!(ا-*ح.إلىينتمي

إلىينتميولكل=لمللمعادلةولالحلفإنلم-)+!("حل!ل3(

.)+!(*+ءح

البرهان

خاصيةمنالاستفادةيليفيمانستطيعء.)+!(1منلملي!نأ(

الماذا؟(:التجميع

(P(w*=)f*A (w*f
=w(**)4لم

لم*كات
لم=.

.دا!-لمللمعادلةحلدا!ثا=لم*فإنومنه

للمعادلةحل7-ء)+!(1وجودنفرض،الوحدانيةمنللتأ!د

ولالتالي:.4*7-لمأي،لم*=لم

7w*4(7*)تلم7لم*=لا

لمل!(*4)7*كات7*7=0

ول.7=:ينتجثغومن

بها.2(نسفم
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عنصرمنفهوثغومن.ح5منعنصرالملي!ن3(

الش!ل:علىPu=لم!تابةيم!نحينئذ.(ءم!ل!RRء+)+1()+

=ول*ء)ولزءزءس!(-لم

لأنمستمزول!ءفإنإذن2(.القضيةحسبمستمزولزءزءيأنالعلممع

فرضا.مستمرلمأن!ماز.!أ-يزل!لمستمزDiولبأنأيضاتبين2(

مستمزول!ءفإنمستمزاولمPu=لمي!ونعندماوه!ذا،

زءلموء(كل')ول=زءلملأنمستمرول!+زءأنيتبينالقاعدةهذهبتطبيق

fالانتماءأنيتضحثغومنمستمز. - Ckول-!+"حالانتماءإلىيؤدي.!

تمايلن6

تمرفي4

المجموعتانلت!ن

.B={*،5(-)2!*:!)5و4=،*(ئما1-)2!:-*ا؟!

Aهلمفلقان؟!و4هل + Bمفلق؟

تمرين2

كلأكاه+،كاه8كاة:التاليةالتزاوججداءاتوجودمنتأ!دأ(

4(.للمجموعةالمميزةالدالةيشيرإلىأ4الرمزأن)علما،)1يو*ح!أيبم*كاه1

.1*(*كاH)و(*1*أكا!ماحسب2(

o b e i k a n d l . c o m
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تمرين3

ل!التزاءجدا:4لفصلا

منالتأ!دبعدالتاليةالحالاتمنىفيالتزاوججداءاحسب

5:وجود

أ(-*،كا.

2(1*كا.

)31*TEE' ,)R( T.

4T(*ء* - 'E ,)R( T.

،حيث:(!كل*كلم5()كلم

-ء!D(,(Rىلمكلجمي*(=?،)أبن!!1*(*ء)ول-)5(ء،لا)5(1ء+إاحط.

*كا.pvإ6(

)ش؟كابلآ(.*)كابلآ()7(

تمرين4

)*!(ء.مندوالمتتاليةز)زء(و-ء)*!(ءو-3)*!(1ءلي!ن

للمتتاليةالبسيطالتقاربإلىيؤديD"((Rفيءنحوز)زء(تقاربأنأثبت

ء*3.نحوزء*3

تمرين5

و)*!(ء-!.و)*!(ء-ءو)*!(1ء-22)*!(1ء-3لي!ن

.(3*32)*(ء*=)22V(*3)*(ء*!):أنأثبت

.3*32=32*ا3أناستتتج
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