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الثالثالفصل

73

Sobolevسوبولاففضاءات

الرتبالصحيحة

حل!المستخدمةأبرزالفضاءاتمنسوبولاففضاءاتتعتبر

تعبيراأحسنتجعلهابخواصتتميزأنهاذل!.الجزئيةالتفاضليةالمعادلات

عننبذةتقديمالفصلهذامنالهدف.المعطياتضوءعلىومميزاتهالحلعن

منها.الهيلبرتيةعلىمرجزينالفضاءاتهذه

أوليةوخواصتعاريفأ-

1ملساءو)1مصقولةدالةإنهادالةعننقولعندما )smooth11"جيدةو

وأالمطروحةالمسألةبحللناتسمحتحليليةبخواصتتمتعأنهايعنيفهذا

خواصها.منجملةعلىأ!ثربالتعرف

)الانتماءمعينةرتبةإلىاشتقاققابليةت!ونقد؟الخواصهذههيما

لوييغفضاءإلى)الانتماءم!املةقابليةت!ونوقد(!حالفضاءإلى

!الانتماءآخرنوعمنخواصت!ونوقد،(<1كل!"+حيث"ص!3!؟!صأ!لملا

الرياضيالتحليلوفي.إلخ،(5ىءىأ)حيثح4أةولأ*!4هولدرفضاءاتإلى

.(أ-3791)985ألمانيرياضيهولدرأوتوأ
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نآفي-لهاأنبمعنى،مصقولةدوالإلىفيهانحتاجالتيالمسائلت!ثر

سويولاففضاءاتتتدخلعندئذ.م!املةوقابليةاشتقاققابليةواحد-

2Sobolev.

سويولاف()فضاء4.1تعريف

الفضاءهويزالرتبةمن)*!(*-سويولاففضاء.يز-*لي!ن

)*!(*-ول(=-ل!)*!(2:ولكاة-ل!،)*!(2ء!)يهم.

ولانتماءلأنجائزوهذا،التوزيعاتبمفهومالاشتقاقيعني4ءولأن)نذ!ر

(.ول-!!)*!(إلىيؤديس!)*!(2إلى

ملاحظات

)حيث!)*!("سلوييغفضاءباعتبارالسابقالتعريفتعميميم!ن(1

إليهبيرمزالذيسويولاففضاءفنعزفس!)*!(2بدلأ(<كل<"+

قيحي:)ء!(أوبي)*!(ء،*ح

-ول(=)ء!(ء،*ح!:)ء!(ءل!-ولكاة،)ء!(ءل!ء!.)يهم

السابقالتعريففيورد!ما)3("!كمأو)3(!-نعزف2(

هو+هسويولاففضاءأنأيضالاحظ(.!!من3مفتوحبجزء!!)استبدل

"ص!.هو"هكمأن!ما،ص!2

فيهانبحثالتيالطبيعية"11الفضاءاتهيسويولافتعتبرفضاءات3(

معادلة،مثلا،اعتبرنافإذا.الجزئيةالتفاضليةالمعادلاتمنالعديدحلولعن

3لابلاس Laplace

روسي.ذزيوفيزيائيرياضي(أ989-)8091سوبولافلفوفيتشسرغي2
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2ة=وله2ة+با=بالم

axلمرة

عموماينتميلاولالحلفإن(مستمرةلمي)1-لمح5و!ان،2!منجزءفي

ذلك)سنوضحعموما-ول2+فإن-لم5-=س!2!انإذاأما.ح2إلى

لاحقا(.

4.2مبرهنة

لدى(4Hilbertهيلبرتإلى)نسبةهيلبرتيافضاءH*)*!(ي!ون

Inner(السلمي)الجداءالداخليبالضربتزويده product:

،ول(V)*!ر=ا%*"أ4ء4ء.)*(ول*(ل!أكي.

:إذنهوالفضاءهذابهالمزؤدالنظيم

ول=*!را.!ا

البرهان

داخلي.ضرب،.(7،).أنالواضحمن

منزول()!وشيةنعتبرمتتاليةتام.فضاء*-*!()أنلنثبت

.!جمأأززول-ءول7،=5:تحققمتتاليةأي،)*!(

:أنذلكيعني

س!ا!تط،ز05=2ء)ءول-زول(كاة

ومنه:

(4ء!تط،ز-زول5=2ء)ءول

فرنسي.رياضي()9174-1827لابلاسسيكونبيير3

ألماني.رياضي)1862-4391(هيلبرثديفد4
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التامالفضاءفي!وشيةمتتاليةزولكاةفإنثغومن.ء!يهمأجلمنوذلك

يوجد،ءل!لإذن.ء!يهزبحيثء!انمهماوهذا،!ص*!(2))اليهلبرتي(

بحيث:كال!أ-ل!*!(2)

زولكاةكال!أث.

ل!ن:.Dزولكاكالات:ذلك(من)تأ!دومنه

زولل!أث5

:أنيستلزم

زولكاةثل!أكاة5
.ءل!لاوهذ

لدينا:أصبحوه!ذاء.ل!لء)*!(1في74=047ء:وعليه

!كاياء)"؟كاة75

11كاي-.)*!(2ل!

:إذن.اءا!يهمبحيثءل!لاوهذ،7كاة5-ل!2*!():اولذ

ل!أ.)*!(*--5

فعلا:لدينابأنالأخيرنلاحظوفي

ا=س!زولكاة-كال!أ2ءت!.ه
*!اكا

للأ-زول5

4.3مبرهنة

كلم.**!()فيء!ثيف*!()إن

البرهان

تتاولعندوذلك،أعغإطارفيسئثتتلأنهاالنتيجةبهذهالآننسفم

!6(.الفصلمن1.3المبرهنة)انظرالرتبال!سريةسويولاففضاءات
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ملاحظة

Hm)1)في!ثيفاعموماليسD?((cالفضاءإن (cيجوزلاأنهي

إليك،ذلكمنللتأ!د(.السابقةالمبرهنةفي3!يفيبمفتوح*!استبدال

التالي:التمرين

متتاليةوجودنفرض.-ولا-)3(ولي!ن3.=11،!نعتبر

بحيث:-)زول()3(ء

زولولهـلف

7مستمزةدالةنحوا1105فيبانتظاممتقاريةزول()المتتاليةأنأثبتأ(

=.)ه(ل!أ)1(ل!أ=5بحيث

11015.المجالعلىتقريبا!انحيثماول7=أنبين2(

أ-.)3(في!ثيفاليس)3(ءأناستتتج3(

سالبة(برتبةسويولاف)فضاء4.4تعريف

يوجدبحيثولالتوزيعاتلفضاء-)*!(*بنرمز.زي-*لي!ن

يحقق:حموجبثابت

-ء!،)*!(ء)ء،ول(!حء.*!ر

ملاحظة

وذلك،)*!(ءعلىولالخطيالش!لاستمرارعنالتعريفهذايعئر

*-.)*!(طبولوجيامنالمستتتجةبالطبولوجيامزوداي!ونعندما

إلىD)*!(وD)*!(1بينالقائمةللممويةتمديداالمواليةالمبرهنةتقذم

*-.)*!(و-*)*!(سويولاففضاءيبينثموية
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المموية()تمديد4.5مبرهنة

التطبيق:إندا.-*--)*!(لي!نأ(

)ش!(ء-ص!
ء،اء)ء،لا(-ء

الخطيالش!للهذانرمز.علىومستمزخطيش!لإلىيمتذ

:المستمزب

(*كلمRش)-ص!

*!ر،*-!ر)ل!أ،لا(-ل!أ.

الفضاءبمموي-)!!(*الفضاءبمطابقةالتمديدهذايسمح(2

Hmء) (R،أنأي:

لمموي)!!(*-(،ا))!!(*-(يرمزحيث)!-صا"!!(*-(ل!ل

بحيث:وحيد-لا-يوجد)!!(*

-ل!أ!Hm(W),*!ر،*-!ر)ل!أ،لا(=)ل!(ص!.

البرهان

إذاوعليه.-*!!()في!ثيفء!!()أن1.3()المبرهنةنعلم(أ

زء.ت7بحيث)!!(ءمن)زء(متتاليةتوجدفإنه7-)!!(*-!ان

بحيث:حموجبثابتوجودينتج(1.4)التعريف+!تعريفمنثغ

زء،ول()?-!حزء?-ث05
*-7،)7،ول(*7،بلنرمز(.!وشيةالأنهامتقاريةزء،ول()المتتاليةفإنولذلك

لنهايتها.

=7v،فإنزءت7!انلما،أخرىجهةومن

:أنزء،ول()!حزء7،:العلاقةمننستتتج

"!ر،"-!ر)ل!أ،ول(!ل!أح."!ر

زءول-إ،.ولذا"!ر
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:أنيتبينوه!ذا

97

--*:)'vV.*!رط!ح!*!ر،*-!ر)ل!أ،ول( (R

(:الخطي)الش!لالتطبيقاستمراريأتيومنه

*كلم-)ش!(ص!

ل!أل!أ،ول(-*!ر،*-!ر).

تمرين

التالي:الشرطقياميستوجبولدالتعريفهذاأنلاحظ

:فإن7نحوالمتقاريةزء-)!!(ءالمتتالية!انتمهما

*H(ر!-*،)ولتإ،زء،ول=*H(ر!-*،)ل!أ،ول

هذهأثبت.وحيدةت!ونأنينبفيالسابقالسطرفيإليهاالمشارالنهايةأنأي

الوحدانية.

نعتبرش!لاذلكأجلمن.المبرهنةفيالثانيةالنقطةالآنلنثبت2(

)*!(حكلء-ء.و*!منمتراصاكلا"*!(*-(-ص!.ولي!نمستمراخطيا

بحيث:احثابتالماذا؟(يوجد

C'*(ءكاة)=حاكلحكل*،.)ء( sup!*ل!)ء(!حء!ر

,m9!1 xeKكا

المعتاد(.النظيمنصفإلىحكلكل*يرمز)حيث

التوزيع،لهذاولبنرمز(.تساويهأوهزيمنأقل)رتبتهتوزيع!ءص!!*فإنومنه

:أنأي

L(=).)*"(ء،)*"(اء)ء،ول (o!ء-ء)!*(:

ولذا:مستمر،ل!وذا؟(U)كلعنمستقلأعلاهالواردحالثابتل!ن

-ء!:)*!(ء)ء،ولD-WID(R)")!حء.)*"(*!ر

-(.**!()تعريف)حسبول--**!()إذن
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:*-)*!(الفضاءإلىيمتذداالتوزيعفإنأ(إلىويالاستتاد

*كلم-)ش!(ص!

ل!أل!أ،لا(-*!ر،*-!ر)

هما:،*-(R")علىومستمرانخطيانش!لانلدينايصبحوه!ذا

*كلم-)ش!(ص!

ل!أل!أ،لا(-*!ر،*-!ر)

:ص!-)ء!(*كلمص!

)ل!(ص!-ل!أ

فهماوعليه*-(.!!()في)ال!ثيفء!!()علىيتطابقانوالش!لان

:أنأي،*-!!()علىمتطابقان

Vv-*-ء!():رل!،ص!=*!ر،*-!ر)ء،ول(

المبرهنةمنأ(القضيةفيالتمديدوحدانيةمنتأتي:ولوحدانية

!ذلك(.)وضئح

ملاحظات

هوكم)!!("*الفضاءثمويفإنكلء1أجلمن:تعميمأ(

+.أأ=أحيثكم)!!(ا"*-الفضاء

كل

الممويالفضاءمطابقةبالإم!انأنهالمبرهنةهذهتبين2(

التمديدعنناتجةمطابقةإنها:-)!!(*ب!(*-W)للفضاءا"!!(*-(

))"DوءR"1()بينللممويةباستمرار R.

الداخليالضربعنمستقلةمطابقةنشيربأنهاأن)جذا(المهغومن

.Canonicalالقانونيةالمطابقةنسميهاولذا!(*-.Wالفضاء)علىالمختار

o b e i k a n d l . c o m



الرثبالصعيعلأمموبولات!ماءات:3الفصل
81

!انإذاأنهإلىنشير،السابقةالملاحظةفيوردماعلىعلاوة3(

ا))*!(*-(الفضاءمطابقةنستطيعفإننا)*!(*-علىداخلياضريا).،.(

هيلبرتي(:فضاءىبهايتمتعخاصيةهي)تلكذاتهبالفضاء

ص!!-.1))ء!(*-(3ولإ-)ء!(*-:)ل!(ص!=ل!أ!،*!ر)ل!أ،ول(-.)ء!(*-

ول.وولالعنصرينمطابقةتعنيهناوالمطابقة

بالضربمرتبطةمطابقةنشيربأنهاأن)جذا(المهغمن

.،در(7،)ل!الداخلي

داخليضربمنأ!ثرتعريفبالإم!انأنهإلىننتبهأنأيضاعلينا

غيرمت!افئة.أومت!افئةنظيماتعنهاتتبثق،معينفضاءعلى،واحد

المطابقةنوع!دراكالفضاءاتمطابقةمنالحذرينبفي:القولخلاصة

ارت!بنا!لا،دراستهانريدالتيالحالاتمنحالة!لفينقصدهاالتي

اختلافبأننقولأنالمفيدمنفإنهالتحذيرهذاورغمتفتفر!لاأخطاء

أحيانااستفلالهمنسنتم!نإذ،الأحوالجميعفيسلبياليسالمطابقات

.أدناهسنرى!مامهمةنتائجعلىللبرهان

:-!)!!(الممويالفضاءعناصرتميزالتيالمهمةالنتيجةهذهإليك

4.6مبرهنة

العناصرمنمنتهعدديوجد-.)!!(!منعنصراوللي!ن

العلاقة:تحققء!يزحيث4)4كا-*!س!)!!(2

ول=س!كاةكاي.

*!اكاا

H)!الممويالفضاءمنعنصر!لأنيعنيهذا m (Rش!لعلىي!تب

(.للم!املةقابلةمريعاتذاتدوالمشتقاتمنمنتهمجموع
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أولى()طريقةالبرهان

لدينا:7.-ص!*!(2)لي!ن.:

ء!يهم:ل!أ4ء-*--ء!()

:لأنذلك

-ء!D*!(،)ل!أ4ء()ء،=ل!أ(ء4ء،)

=ل!أ*"أ*(*(ء4ء*

ط!!2ء.2?4ء

ط!!2ء.ء*!ر.

:-**!()تعريفحسب،ومنه

.)*!(*---للأ4ء

)من!ص)*!(2منكا!عناصرتوجدأنهلنثبتلم.-*--)*!(لي!ن.:

لم.=كا!كاةي!:بحيث(ء!يكلأجل

يهـ-ء(=**:ء!يي):نضعالفرضلهذا

و:

2()*,-ء!4) R2(!*4-كا!كاور((=:كاور-!ل ((A)!ل

الداخليبالضربتزويدهلدىهيلبرتيفضاءL(4"*!(2أنأثبت

:بالمعرف2!()000(لم

2(م(-ح(ص:4)*!(2 R،4)* V!ئص-)V

،مم!(.**(ير9*(كاور*"أب!=4)2ء()حم
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التطبيق:الآننعتبر

83

(2Aص)ء(-)ء!(*كلم:

4ء(=رء-ول4-4)ول

F*-("*!(أي،ءالتطبيقعبر*-)*!(لصورة!بونرمز = D.

ذلك(.من)تأ!دداء!2ء!4=ول7،يحققأنهأي،)تقايس(إيزومتريةءإن

مفلق.فهوومنهتا!.*-)*!(لأنتا!-أننلاحظأخرىجهةمن

(العمودي)الإسقاطالمعروفةبالنتيجةنذ!رالبرهانتقديمصلة

التالية:

مبرهنة

من-.مفلقاجزئيافضاءمتجهيا!وفضاءهيلبرتيالي!ن-

بحيث:وحيديوجد--5*عنصر+-*،أ(ل!ل

.x!*- 1F)

مستمز،ولدينا

بواسطته،نعزف)*!(*--منولعنصرباعتبارالنتيجةهذهنطبق

المستمز:الخطيالش!ل،العموديالإسقاطويواسطة

س!:((س4)2-ص!

حيحي!ا-ء،ول(-*!ر،*-!ر).
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3رش!مبرهنةمنحينئذيتبين Rieszبحيث:وحيدص!(4)2منكايوجدأنه

!ح-ل!(،4)2)لمءل!،ح!(=.4)2ء()حم

ونضع:ء*!()في!يفياءذلكبعدنختار

ح!=4-كا!ءكاة(-((ل42).

:أننرىا-ء-وه!ذاكمكلا-ءكم=ءوعليه.كلكم-كمومنه.-كم-:لدينا

u,-احيكل)!ر-*ر،!* )D=(!لمL

لم!=،حم)2ء(4)

ب!=*"أء4ء*()-ل!*(*

من74-!ل2ي)1كا-74()-ل!(2)4حيثول(،ء)7لم*-7لم*=ول(،ء)ءاء:يأ

:إذن(.ء!يهمأجل

ول(*-!ر)ء،*!ر،=ب!)ء4ء،بل!أ(

ب!=4)1-(4ء()ء،-ل!أ

=ب!(-(كا!أ4ء)ء،بل!أ

:ء)*!(1فيالتاليةالمساواةعلىنحصل،ثغومن

ول=ب!اكاا)1-(كاةي!أ.

H-)*!(فيالمساواةنفستأتيومنه mإلىبالرجوعذلكمن)تأ!د

-(.*)*!(تعريف

!.المطلوبوهو

ملاحظة

.2.5()المبرهنة1.6للمبرهنةآخرإثباتاسنرى

مجري.رياضيأ-5691()088رشىفريجيس3
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2-تطبيقات

85

الثانية:الرتبةمنالجزئيةالتفاضليةالمعادلة*!نعتبرفي

(f(x=-*ول)*(()زء)*(.ولزء)*().،،ءش،سبم

ه.<Zوحقيقيةفيمذاتمحدودةدوال؟)زء(أ=ز*حيث

يأ،بانتظامموجبةومعزفةوحقيقيةمتتاظرةأ=ز؟)زء(*المصفوفةأننفرض

بحيث:حموجبثابتيوجدأنه

-ع!C-*!،شش!:؟ع)*(زءش،سبم،،؟زع!عح

(6Kronecker!روني!رزكالرمزيشير)حيثزء=زكانعتبر:ذلكمثال

المعادلة:علىفنحصل

*-وله=وللم

التطبيق:نعزفصأ.!ح1494لابلاسلمؤثر5يرمزحيث

4:)ء!(اكلم)ء!(ا-كلم-

ول4-ول=.بر.ء)ولزءزء(

لأنزءزءول-ص!2!!()ومنه.زءول-ص!2!!()يستلزمول--1!!()أنالاحظ

؟ء(.-)ولزءزء(-!!(1)يأتيثغومن،محدودةزء()؟أ=ز*

التالية:النتيجةلدينا

2.4مبرهنة

بحيث:وحيد-وليوجد)!!(أ-لم،-)!!(أ--وىه*ىل!ل

A)u-2(=.لم

ألماني.رياضي(1981أ-)823!روني!رليوبولد6
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بحيثوحيدول-)*!(ا-يوجدفإنهلم-ص!)*!(2!انإذا:خاصةحالة

.A)u-2(=لم

الموالية:النتيجةإلىنحتاجالمبرهنةهذهلإثبات

2.2توطئة

التطبيق:إن

4:اكلم*!()ك!اكلم*!()-ص!

،ول(!أ)ل-(،ول8)ل!أ

=8)7،ول(برأ*بر(ل!أزء)بر(ول.ء)بر(زء*أ*+بر(،،**بر(لم9

)الواردالمعتادالنظيمي!افئنظيماويعزف)*!(ا-علىداخلياضريايمثل

.1.2(المبرهنةفي

التوطئةبرهان

)*!(ا-علىداخليضربوهو،جيدامعرفالمعطىالتطبيقإن

(.هى*أنتتسلا:ذلكمن)تأ!د

مملأثابتيوجدوعليه،محدودة؟)زء(زأ*الدوالفإنأخرىجهةومن

بحيث:موجب

!*-*!:زء*،.برز،؟*(؟عطزع!!ع.

نجدأ=ز؟)زء(،*الدوالبخصوصالفرضياتإلىبالاستتادإذن،

:كاللتدرج(يرمز)حيث5!كا)*(ولباعتبار

-*!*!:CIVu)*(2!؟برزءء)*(زء)*(ول)*(!)*(ولكاملأ.

للنظيم.8يرمز)حيثعلىفنحصل،*ول2غونضيف*إلىبالنسبةن!امل

:((8).،.الداخليبالضربالمعزف
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minج()2ولا!ر!ولبر!جم!(كهول)2ولا!ر.

!.التوطئةنصفيإلي!ماالمشارالنظيمينت!افؤيأتيومنه

87

الأولى()الطريقة2.4الميرهنةإثبات

الخطي:الش!لنعتبرلم.-يمم)*!(1لي!ن

)ش!(اكلم-ص!
اكلر،1-!ر)ل!أ،لم(-ل!أ0

بحيث:وحيد!أ-)!!(ا-يوجد،عندئذ

Vv)ء!(1:؟ل!أ،ا!ر،1-*)=لمالمأ،ول(8) - H

على:نحصلثغومن

-ء!،)*!ء

71لم!ا-)ء!لم(=أ*.برزء)بر(?)بر(زء(أ*+ول)برول)بر(لم7)بر(ء*

=-(س!،،.ء*،زءزء()لميأ+)ء،لم27.

حينئذ:.ول-=wلنضع

لم=س!،،.ش،ءزءزء()ول-ول*

.)2-A)uءا)*؟

وليحققهمايحققانول2واولحلانهناك!انإن:ولوحدانية

:أنالسابقةالحساباتمنيتضح.4(ول)*-=5للمعادلةحلول=اول-ول2فإن

-ء!D،)ش!(8)ء،تآ(=05

أ-.*!()فيء!ثيف*!()أنالعلممع،ولفى*!(ء):اذن

!.ول=:هيأتيوه!ذا.ول:)*!(ا-فىومنه
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ثانية()طريقة2.4المبرهنةإثبات

ونعتبر،حقيقيةقيمذاتهناالدوالأننفرضلم.--)*!(1لي!ن

:بالمعرفممه!-)*!(ا-::التطبيق

=)7(ممه211*برزء)بر(7ء)بر(زء*+ول)بر(7أ.71لم!ا-7لم)7!لم(+أاول)بر(72*

بحيث:ول-عنصر)!!(ا-يوجدأنهلنفترض

هJ(=(u*!(ايه!عم)ممه)ل!أ(.

ئذ:عنك

ه!ه(ممول+ه-)ءلم(مم)ول

!.لم=.2!ثم

12

!،VtE!ء-ء)!*(،

حيث:

!=ء)*(زء*،س!،،0(1*+)*(ءزء)*(ول(+،)*(ء)*(ولا!ر،1-!ر)ء،لم

.،)*(2ء*+)*(ءزء)*(?)*(زء*،س!،،0(1=2!

ولالتالي:

يرلم!+!!255!لم
،12

5Vt!5!ير+.2!لم
،12

فإن:ولعندالصفرىقيمتهممهالتطبيقيدركعندماأنهأي،ا!=5:إذن

-ء!،)*!(ء

1ء)*(زء*،س!،،0(ا!ر،1-!ر)ء،لم(+،)*(ء)*(ول*+)*(ءزء)*(ول5=

ي!افئ:وهذا
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)*"(1ء

زءزء(ء*،سبم،،.*-)ول=وللم

)*"(1ء

.u2-uA=لم:أنأي

98

عندهيدركالذيالعنصرهوالمطروحةللمعادلةولالحلفإنوه!ذا

قيمتهيدركممهأنعلىنبرهنأني!فيوعليهالصفرى.قيمتهممهالتطبيق

الحلوحدانيةأما،الحلوجودذلك)يثبت)!!(أ-من"نقطة"عندالصفرى

(.الأولىالبرهانطريقةفيجاء!مابسهولةتثتتفهي

وجوديستلزم-)!!(1الممويإلىلمانتماءأننلاحظالبرهانلإنهاء

بحيث:من)!!(أ-ول5عنصروحيد

-ل!أ!،)ش!(أكلما!ر،ا-!ر)ل!أ،ك!لم!(=.8)ل!أ،5

8).،.((:الداخليوالضرب!هتعريف)انظرثغومن

)ول(ممه=2،ول(8)ول،لم()ول+

=2،ول(8)ولول(-،8.5)ول

ومنه:

(ممه=)ول(21-ولول،5-ولول(-8)0ول،5ول81)0

ير-2(ول،5ول.8)0

لا(ممه)5=-لا(2لا،8.5)0

الأخيرعلى:فينحصلوه!ذا

-لا!،)*!(ا-لا(ممه)5!،)لا(ممه

!.المطلوبالحلهوهلافإنوعليهلا.5عندتدركدممهالصفرىالقيمةأنأي
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الرتبةمنالجزئيةالتفاضليةبالمعادلاتخاصةمهمةأخرىنتيجةإليك

2:ثم

2.3مبرهنة

!يفيا.8*-يكللي!ن

التفاضلي:المؤثرإن

?(1(:"2DI Hm (W) -'-H)-W(!س
14!*

)تقابلي(.تشاى
البرهان

:أنأي،جيدامعرف4أننلاحظ.4=ي)1-(4ا24ء:نضع

!*14

--*)!*(-AZTول-*-*!()حم

:لأنوذلك

`dopeء*!(،)4(ول،)ء=س!ولكاة(،2ء)ءكاة

*!اكاا

لاا!*!رء!ر*.

:لأنومستمز()بدهيخطي4إن.:

(4،ول*-!ر)ل!أ*!ر،

ول4*-!ر=3ءول

ع!محو*!ر*"()ل!أ*!ر

،ول(*!ر)ل!أ

ءول3

ع!!ه*!ر*"()ل!أ*!ر

ول!*!ر.

:أنيستلزمول=7فإن،أخرىجهةومن

*!ر)للأ،ول(

VIIHm

sup=
)*"(*!رع!!ه

يرول.*!ر

*-!ر
Au
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19

4أن)الواقعوالتباينالاستمراريثبتماوهو،4ول*--=ول*-:ثغومن

تقايس(.

وجودعلىرش!مبرهنةتتمن3.-)*!(*--لي!نالفمر:رؤيةبقيت

وحيدبحيث:)*!(*--ول

)W"(,VvEHm)*"(*!ر)ل!أ،ول(=) T (v

أي:

*.H4(=)ل!(3،*-!ر)ل!أ،ول,(H'(lr!ل!أ-

.!المطلوب.وهو4T-إذن:ول

ملاحظات

:أنالتباينمنينتجأ(

س!-()241ء41ول=0حم

41!*

فإنها،السابقةالمبرهنةفي*!!3ب*!استبدالأردناإذا:تعميم2(

التفاضليالمؤثر:التاليةالنتيجةعنمعئرةت!ون

4)1-(س!ص!ء:ةكلم-)3()3(*-كلم

41!*

يرمزحيث،(المبرهنةإثباتفيرأينا)!ماتقايسهوبل،)تقابلي(تشاى

انظر.)3(*+الفضاءفي)3(ءالاختباريةالدوالفضاءلملاصقةة-)3(

.7الفصلمن3.أالمبرهنةأيضا

علىا)1-(ب!ء2ءاالمؤثري!تبيهم=أأجلمن:خاصةحالة

هذهفينجد.المطابقللتطبيقولملابلاسلمؤثر5يرمزحيثلم-هالش!ل

المؤثرأنالحالة

*(-A :I 'H( (1-+-)* l
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سابق.وقتفيإليهأشرناماوهو،)تقابلي(تشاى

ال!ثافة:بخاصيةالمتعلقةالتاليةالنتيجةعلىلنبرهن

2.4مبرهنة

كلم.*-*!()فيء!ثيف*!()إن

البرهان

Auبحيث(*--ول1.يوجد)*TEH)*!(*لي!ن = T(حيث

.()1-(ي!ء2ءالتفاضليللمؤثر4يرمز

*ء()متتاليةتوجدومنه.*-*!()في!ثيفء*!()أن1.3()المبرهنةنعلم

*ء.ولتبحيث)*!(ءمن

:مستمرافإن4ولما!ان

شء4ث034=ول
AcnED)ل!ن (W*)!*(وه!ذا:ل!ل.T - H،توجدمتتالية

3.!نحومتقاربة)*!(ءفي

ملاحظة

في!ثيف)3(ءأنأي،*!!3ل!لقائمةالمبرهنةهذهتظل

عندما)3(*-فيعموما!ثيفاليس)3(ءأنمنالرغمعلى...-)3(!

.هىيهمي!ون

بأنهئقزف)3(!--أنمرذهاالتيالنتيجةهذهفينستفربالأعلينا

.23*!أو3=*!!انسواء-!)3(فيD()3ملاصقةثموي

برهانبتقديموعدناالتي1.6المبرهنةإلىبالعودةالفصلهذانختم

:بالبرهانمتبوعةلنصهاأخرىصياغةإليكلها.ثان
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2.5مبرهنة

.T)*!(1ء-لي!ن

يساوي3!انإذاوفقطإذا-)*!(*منعنصرا3ي!ون

!.س)*!(2الفضاءمنلدوال،يهزمنأقلرتبذات،لمشتقاتمنتهيامجموعا

البرهان

3=كا!كاةي!الش!لعلىي!تب3التوزيعأننفرض.:

كا!كاة--*-*!()!انلما.ء!يكلبحيثء-**ل!لكا!-ل!2*!()حيث

.3-*--*!()فإن

وحيدول-)*!(*-يوجدفإنه-)*!(*إلى3التوزيعانتمىإذا.:

بحيث:

3=كاا)1-(ي!ولكا!ء

س!=-(اكاا)1كاةكاة(.)ول

كاا*!

المطلوية.!النتيجةعلىللحصول4لم=4ءولنضعأني!فيعندئذ

ملاحظة

*!.!3مفتوحجزءبأي*!نستبدلعندماقائمةالنتيجةهذهتظل

تمايلن3

تمرين4

موجبثابتوجودنفرض.!!منمفتوح3حيث3-ء)3(1لي!ن

بحيث:ء
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ى،)3(ء-ء!?،3.!ءكه

بحيث:لم-ص!)3(2توجدأنهأثبت

-ء!،)3(ءىTء،=>!ول)بر(ء)بر(لم.

تمرين2

المتباينة:أثبت1(

2ء2 a

-ء!أ!،)*!(ء=1،+،000.ءة!ء2*.

*ة.)*"(2ءء"()*ةبر)*"(2ء

)*!(2-.منءعنصرل!لالعلاقةنفسقياماستتتج(2

أحلمنأ)*(ءجم!2ةك!)*(الت!املإشارةتحديدبالإم!انهل3(

"*؟*ة

)*!(ء؟منء

تمرين3

و)3(ه--ول.نعتبر)3(1--7

-ى،57ولا-7لمء7لم=!*(ولكا)كاك!)*(7أنأثبتأ(

الداخليالضرببينقارن.-وله)3(2ص!و-ول)3(ه-أننفرض2(

)3(ه+.فيوله=5المعادلةحلولجميععينثغولكاهو،وله(2!)ول2!

تمرين4

حلا-ولهول=لم؟المعادلةتقبل.-لم)!!(2ص!لي!ن

لماذا؟.ول-اكلم)ء!(وحيدا

ول.-!.حلمءبحيث!ح0ثابتوجودمنتأ!د1(
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ي!ون-ول)!!(2-ل!لبحيثلءمم0وجودأثبت2(

ول.2!ر!(.!ولئ!+ولهئ!)

تمرين5

:العبارةبأننسفم1(

س!،،.*،ألاصةل!أصةول+*أولل!أول

انطلاقاالمعزفالنظيمأنأثبت.هى*لل!)*!(2-علىداخلياضرياتمثل

E-.2()*علىالمعتادالنظيمي!افئالداخليالضربهذامن

وحيدحليوجد،)*!(2--منلموى،ه*ىل!لأنهأثبت2(

.20(دا)*+=لمللمعادلة-داكلم)*!(2

تمرين6

:الصفر(عنتفصلالتيللمسافة3يرمز)حيثالتاليةبالنتيجةنسفم

-ول)*!(ا-حمب!-)*!(2ل!.

زول(=)x)*ز(هـ)*(ولب)زول(الدوالمتتاليةنعزف.ول-)*!(ءولي!ن

:-هـو)*!("حأنعلما

1،!5 r=مم(هـا(

أ=)مم(هـ!يرمم.2

ول.نحو)*!(2ص!فيزولتقاربأثبتأ(

.ولةنحو)*!(2سlفي.)*ز(هـمتقاريةولةأنبين2(

؟*ة؟*ة
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يم!ن:)إرشادهنحو)*!(2ص!فيمتقارية.ولز)*ز(هـةأنأثبت3(

(..ول)*ز(هـة=دا3(.))*ز(هـةب!تابةلوييغنظريةاستخدام

؟*ة8x؟,3

:الفضاءأنتأ!يديم!نهل4(

ولا-ءء!():3بمء،5ول!ا305()=)5

ذات5فيالمتمر!زةلل!رةترمز)305(!)حيث)!!(أ-في!ثيف

Sالقطرنصف (r

نرنر?نر?نر??نر?نر?نر??نر?نر
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