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Linear Equations and the  
Greatest Common Divisor 

،��������������( Whole numbers )��������ن��������������אن��د��bو��aא	��ض��ن��
����ن��01a�����(��)*�23/��!�.��-,+�	 �*(��)����'�&�א%�אد�א$#"! �א���

b�������*����.�!א5��06ل��������K>;���:����89،��������������'���&�א%���אد�א�����*����א7"
>�axא�?�� by+������@,x y ∈ ℤK� �

4جدول لـ قيم   2 3 0x y+.  

3x = 2x =� �1x =� �0x =� �1x = −� �2x = −� �3x = −� �� �

36� �-6� �-48� �-90� �-132� �-174� �-216� �3y = −� �

66� �24� �-18� �-60� �-102� �-144� �-186� �2y = −� �

96� �54� �12� �-30� �-72� �-114� �-156� �1y = −� �

126� �84� �42� �0� �-42� �-84 -126� �0y =� �

156� �114� �72� �30� �-12� �-54� �-96� �1y =� �

186� �144� �102� �60� �18� �-24� �-66� �2y =� �

216� �174� �132� �90� �48� �6� �-36� �3y =� �

���� �A5*و� �����B�?-�C"D�����E��F@Gxو��yض��ن��	ل،�א�H7א�/����:!��K

 42a 30bو��= =I�?א��،�B�J�K;-م�?M� ���#א�� "ax by+K� �
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א��Q@P7 �א%و�2א�����P��8����*����.Q@PEل�א�#��I�?��-�O�J"�� �א����D-? ��ن�'���&��
���:�!�� "�D?א��/�?M� "I�?א��R�SP8�42*�����ن�\�Pً�%�؛،�وT�A�U*�V�D���WX�Y<���6א7

�ن��`��د��!:�א�50_<�,و�!�^�	�؛�6?�/�א�?D" ��!:�[�30و �

42 30 6(7 5 )x y x y+ = +� �
�����*�Q@P ��ن��`���د��!�:�����S�U��)*��*6א�;د���،�"�";M��H\��>_50-�K

axא�50_<� by+�!�� "D?א��/�?]�:gcd( , )a b؛�%��*�P\ن�aو��b��� "�D?א��/�?]
�:!�gcd( , )a bK� �

د[������;!��a�\%א�bc�d7א�B��?ن�א���eY�، dY!���H\��>�H7وא�، �E�Hא�� Q@P7א
��Xא�و*��א�?��g#DE� "I&��ن���f�Eن���؛،�[�R��.Qא�?�I" 6،�وא�30�5Y�`Xو��42 �

⋅ − + ⋅ = =42 ( 2) 30 3 6 gcd(42, 30)� �
We��#ج�א��#�#�G�23א��E[?5د� �	3+�� !H*��R�O�J�א�# �

� �

<�����oق���S�����lmن�ذ�����X8T������KC�������jא���7�����b�����Y�:א�����eA�#�#����G�
(Constructive approach )�����.E�� ��?]�gא��WX��Y�>p���*�Kس���!J3� ���*58א_ز�&��*�����!;	����"\

�e��g;M �s�Mאc���3��������� ������7א�B���?د�א����t3xو��yد�����tm� ��?]�oم�?��������89�:���;<�K
�Kوא����eY@/��!";�د� �yو��xא%�אد�א����0 ����� �

  أصغر قيمة موجبة لـ

ax by+  

)gcdيساوي  , )a b 
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gcd( , ).ax by a b+ =� �
��ً�?-������������Q@G������"\د��>������ن،�و�����`��،ax by+���:����!�� "���D?א��/�����?]

gcd( , )a b؛����	ن�,��v���;]א�X���Yن���������� ����A5*� ���"�J��w����ax by+��x����)��-�e���Y
gcd( , )a bK� �

5Yن�yאل�אzDא7;�د�� ����،א��/�@�������(�\gcd( , )ax by a b+ ؟�3ذא�\��ن��=
aو��bد��]�w���]� ل،�א7;�د��H7א�/����:!��K/6א��"|�����W،�	"��א7" �

10 35 5x y+ =� �
��.!@3x = =و��− 1y� وא7;�د��،W� �

+ =7 11 1x y� �

��.!@3x = =و��− 2yK� �
���� ��Q@P*��ً��)]���������������b����Y5ن����]���J�^��E����H\����������@�،/��@����*8x =�

5yو = +�5Y@/����89!";�د� ��− =7 11 1x yK� �
א�#�s-� ����ون��o[? �א�#{"��,�،�	[��\��[�د�bو��a@�ل،�3ذא�\�ن���!:��`

K ]�5ن�~M����Tgوא�� �
س�6/�א7;�د� �!J3� �*58א_ز� ?]�o�C�+5#-�����W� �

gcd( , )ax by a b+ =� �
�P8��*Wل�*�Hل��د،�������j�Xول�@/�א7;�د�  �

22 60 gcd(22, 60)x y+ =� �
���D6س��!J3� �*אم�58א_ز�5ن�-��#{M�25<�א%وgא�gcdK���Wن�� �
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60 2 22 16

22 1 16  6

16 2 6   4

6 1 4    2

4 2 2    0

= × +
= × +
= × +

= × +
= × +� �

,XYgcd(22א�[����ن� 60) 2=eY5א_ز*� ��،�و���5s!وא+� �دون�א�� ?�?@
��� �".*���Y��]�A���א���S�-�D6,ن�א	ل،��@�/\�:!��Kس�!J3؛������M5א�Eم�}#�D������E%

22א�?D" �وא��5א6�eJ/�א7;�د� � 60 2x y+ =K� �
/�d��3د<�\#�- �א7;�د� ��!:�א��eY�25<�א%وgא�W� �

= −,16 2a b����@60a 22bو��= =K� �

א5A57د<��Rא7;�د� �א��E�H ��16א�5g<�א�#��� ��WXY�K]5;M�eYא�?�" �-�Gً*��א���
س،�XYא�[;XMF�eg\���ن�!J3� �*22*��58א_زb =EK� �

1 16 6 1 ( 2 ) 6,b a b= × + = × − +� �
��WXY���M�M���&)M����� 6��#א7;�د���	��Y@5����o�RW� �

= − − = − +6 ( 2 ) 3b a b a b� �
= ; �Rא7;�د� �א�H��H ،��6و��16אyن��5ض�א�?�"#�� × +16 2 6 4� �

− = = × + = − + +2 16 2 6 4 2( 3 ) 4a b a b� �
?E�f�8��>�*�eJ0/��!:�54م�-5+&�א�������W@5����o�RW�� �

4 ( 2 ) 2( 3 ) 3 8 .a b a b a b= − − − + = −� �
م�א7;�د� ��،��8אً}#DE6 1 4 2= × +�:!��/0���W�� �
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− + = = × + = × − +3 6 1 4 2 1 (3 8 2)a b a b� �
�5!g7א7;�د� �01/��!:�א6/�א�WXY���M�M�>د��,-− + =. 4 11 2a b  

W/6א� ����*�O?�#!�F 4 60 11 22 240 242 2.− × + × = − + =E� �
�����M!{�����א�S�-���D6א��g��-� ?-���D[?�� �א�و��� �א�U;���� �א�#����� ���F��@G�Kن���
�������س،�-��"��א7;��د�R�SGא�����gא%�!J3� �*58א_ز�/H���D]%א���gא��R�SGא7;�د

)��D�gcdא6/��!";�د� � , )ax by a b+ =� �
16 2

6 1 16

 1 ( 2 )

 3

4 16 2 6

 ( 2 ) 2 ( 3 )

 3 8

2 6 1 4

 ( 3 ) 1 (3 8 )

 4 11

a b

b

b a b

a b

a b a b

a b

a b a b

a b

= −
= − ×
= − × −
= − +
= − ×
= − − × − +
= −
= − ×
= − + − × −
= − +

� �

2 16

1 16 6

16 2 6 4

6 1 4 2

4 2 2 0

a b

b

= × +
= × +

= × +

= × +

= × +

� �

7����������*��M5�g8ول�T�-����E�Kjذ���C�+5]�e���#ول�א��ذא��WXY�/";Mא��g[? �؟�א�
��#�"�س�وא����B)Mא��!J3� �*58א_زaو��b�KGوpE�/";א����Eو� �

� �
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1 1

2 2 1

2 1

2 1 2

3 1 3 2

1 3 2 1 2

2 3 1 3 1 2 3

 ( )

 (1 )

 ( ) ( (1 ) )

 (1 ) ( )

r a q b

r b q r

b q a q b

q a q q b

r r q r

a q b q q a q q b

q q a q q q q q b

= −
= −
= − −
= − + +
= −
= − − − + +
= + − + +

� �

1 1

2 1 2

1 3 2 3

a q b r

b q r r

r q r r

= +
= +

= +

� �

و��!�:������M�SGא_�*;��د�"#��-�/�d�����E,	�،f�8��23�>5g8��*���\����"!\
��eJ�-��89�>_50א�=���S�U��)*�@a��^��3��	�)*��S�U��)*�@b� �

���D]�^��Eو`����U����������;E�`X`،�وא����،���������eJ���-����89�:��!��/��01و����8אً
gcd( , )a b� ���5!";�د�!g7א6/�א����g;]א�XYو�،gcd( , )a b ax by= +K� �

�e����#ل�א����H7א،����"�J��"��)#]�`Xً�وא�������������a��\aو��b،�������@12453a =�
2347bو =������@�،eMyو� ��!:�א����5א~�>_50-�^*?E3������gא��R�SGن�א7;��د

س�-��"��א7;�د�R�SGא����gא%��������Dא�6/��!";�د�� ������!J3� �*58א_ز�/H���D]%א
gcd( , )ax by a b+ =K� �

,�������DEgcd(12453#�#��*���������א��������ول�א���O-��������Dن���� 2347) و�ن��،=1
( , ) (304, 1613)x y = �W@/��!";�د� �− �

12453 2347 1.x y+ =� �
�EW;���אyن��ن�א7;�د� � �

gcd( , )ax by a b+ =� �
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718 5

193 3 718

    3 ( 5 )

    3 16

139 718 3 193

    ( 5 ) 3 ( 3 16 )

    10 53

54 193 139

   ( 3 16 ) (10 53 )

   13 69

31 139 2 54

   (10 53 ) 2 ( 13 69 )

   36 191

23 54 31

   

a b

b

b a b

a b

a b a b

a b

a b a b

a b

a b a b

a b

= −
= − ×
= − × −
= − +
= − ×
= − − × − +
= −

= −
= − + − −
= − +
= − ×
= − − × − +
= −
= −
= 13 69 (36 191 )

   49 260

8 31 23

  36 191 ( 49 260 )

  85 451

7 23 2 8

  ( 49 260 ) 2 (85 451 )

  219 1162

1 8 7

85 451 ( 219 1162 )

304 1613

a b a b

a b

a b a b

a b

a b a b

a b

a b a b

a b

− + − −
= − +
= −
= − − − +
= −
= − ×
= − + − × −
= − +

= −
= − − − +
= −

� �

5 718

3 718 193

718 3 193 139

193 1 139 54

139 2 54 31

54 1 31 23

31 1 23 8

23 2 8 7

8 1 7 1

7 7 1 0

a b

b

= × +
= × +

= × +

= × +

= × +

= × +

= × +

= × +

= × +

= × +

� �

�ً"Iد[��������دא;-�/@���xو��yzDא��K�����^#�dJ��<5م�?����`Xאل�א���8%א��
5��Y�/��0Uא�א�X��Y�R،���� د�א6!��5ل��!";�د�������B��\gcd( , )ax by a b+ ؟�و\���)�=

��؟�WXY�&�'�(0Eא6!5ل �

o b e i k a n d l . c o m




	���א���אد�������� Jא����א�ول� � ٥٤

��-��������6 �א��������[������5ن�	�.�������א�;�����دאن����������aو��bو�����������`��،��������DE�
gcd( , ) 1a b ،�و���Uض��ن�=

1 1
( , )x y�� �5@/��!";�د�YW� �

1.ax by+ =� �
������g-�f��85ل��!@���5Mن���*m�-����S�U���)*��@b�����*

1
x������UE� 	��+3و

a�23א7(��)����
1

y�Cد������`%�،�89�:�;<�Kk�]�01/��!:�א6/�א� �

1 1
( , ).x kb y ka+ −KF١E� �

��/����H	��P����@�P����;!";�د����� ���������O-�����Dوج�א�pن�א�������������M� �������#א��S�-�����D6א
+ = 1ax byW� �

+ + − = + + − = + =
1 1 1 1 1 1

( ) ( ) 1a x kb b y ka ax akb by bka ax by� �
��E�)��-�����!��:������/�א���H7ل�3ذא�-�� 5\���/��!";�د��� ���−(1,2 3 1x y+ ن�,	���=

( 1 3 ,2 5 )k k− + <��!";�د�� ��F�@G�Kن�������−�]A�G5�!@�������5Mkن�����������5ن��[
دאً���Uو����������،��A5*ًא���������*�G�K�;-�K]5�;#-�Kk����:�!��/�01א�?���Bא���� �-�

�א6!5ل �

....( 13,22),( 10,7),( 7,12),( 4, 7),( 1,2),

      (2, 3),(5, 8),(8, 13),(11, 8)....

− − − − −
− − − −� �

                                                           

F١E�����()�،�ً�(��,-�����(./$��( ���0(���1�(2�0
1 1

( , )x y���3(!وא$5)���/)�4א + = 1ax by���,�67(�وא

a−>�����1ن��:�א!9��3)�و��8
b

�د��� )��<��)�=�����(?@( )+ −
1 1

( , )ax t y t
b

�/AB).ل���K

7�ج��$:�)�،�B�BE�"��Fא�<G2�=���>ط�����4/�t��"�I��J�0b�K�.$L�K=t kb��M( $�
+אO:�א�BA��Nא���� −

1 1
( , )x kb y kaK� �
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)�����E��F��@Ggcd*����ز�������Rא����6 �א����� �وא�����	�+�����	�.�����ن��� , ) 1a b =�K
��ن���S��l3ن��WXYא�;"!� ��#;����g'��&�א6!�5ل�א7"��� �Kא	��ض��ن�����*m�-

1 1
( , )x yو��

2 2
( , )x y�� ن��!";�د�P@1ax by+ �W،�>;�:��ن= �

1 1
1ax by+ 2و��= 2

1ax by+ =� �

-(���א7;�د� �א%و�2-��
2

y���-� �E�Hوא7;�د� �א�
1

y�:!��/01���gوא�W� �

1 2 2 1 2 1
.ax y ax y y y− = −� �

-l��� ?]�g! �3ذא�J"���-(���א7;�د� �א%و�2-��
2

x�����-� �E�Hوא7;�د� �א�
1

x������gوא�
:!��/01W� �

2 1 1 2 2 1
.bx y bx y x x− = −� �

�j�X�3+����ن��	ذא�
2 1 1 2

k x y x y= ��ن�−s��W� �

2 1
y y ka= 2و��− 1

x x kb= +K� �

���eE���Hن�א��6/�א���v��;]א�X��Yو
2 2

( , )x yא5��06ل��!���^�*����א��6/�א%ول����������J

1 1
( , )x y�����(��)*� 	�+,-�jوذ�b��23

1
x�����(��)7א��UE���oوa�����*

1
y������K

DE�O��1ax#�#���ن�'�&�א6!5ل��!";�د� � by+ ���א506ل��!�.��*���א�6/����=�
א%ول�

1 1
( , )x y����� U!#��B�J�K]5;#-�jوذ�k��R

1 1
( , )x kb y ka+ −K� �

3��)gcdذא�\�ن�*�ذא�� , ) 1a b و��\�U���� �5.�����Hض����<�M� א7;�د��/;��K
)�gcdن� , )a b g=س����!J3� �*58א_ز��*���;E�K����������!�:�א%�J/�@�/�وא@��A5]�^�E

1 1
( , )x y�� د��;"!�W� �

.ax by g+ =� �

o b e i k a n d l . c o m




	���א���אد�������� Jא����א�ول� � ٥٦

������g�]��P�\�B�D?����*�aو��b؛���	ن�,و�!���^�
1 1

( , )x y����x��D-%د�� �א�;"!��/�@
�Wא�#���  �

1.
a b
x y

g g
+ =

� �
���ً�?-����W���!"����*�O��g#-ن�yא5�06ل�������א������������ن���B�!;Eن��`�@�/����89��،

����B�J�K]5;#-�^�!�k� w�0א��RW� �

+ ⋅ − ⋅
1 1

( , ).
b a

x k y k
g g� �

�J5ن��Eא�X.-א��?�ش�@5ل�@!5ل�א7;�د� ��و����.E+ =ax by g�^0}!و���،
K ���#א�� ]�Qא���R� �


�	د��bو����������a( نظرية المعادلة الخطية). )٦,١( نظرية���������������

،�و����������gcd( , )a b g=א���د���KW� �

+ =ax by g� �

��������دא������� ��
1 1

( , )x y��!ℤ��������"د*�()��'����&%א$ز���+,�����-��،�و��0/א�א.��

%�1��)�2�3
3���د���-���א.5%ل������67�/�	8
�Kس	אد���������,:�3	
;)�<�k��!

�Wא��5=� �

+ ⋅ − ⋅
1 1

( , ).
b a

x k y k
g g� �

������ �
�4x!:����/�א�H7ل،���f�Eن� = −�،11y ��5YW@/��!";�د� ��= �

60 22 gcd(60, 22) 2x y+ = =� �

o b e i k a n d l . c o m



���א�����א������٥٧ א�$�د#"�א! ���وא

����א5�06ل��!��^������ن��QE[ �א7;�د� �א������M� �g!�:��ن�\�/���,	�؛و�!�^��/�@
����K]5;#��-kوج�pא��R� אد������T-W� �

( 4 11 ,11 30 ).k k− + −� �
�/��8صd-،���"�J��")#]�P@��E3�ًذא��_د�������� ��A5*x������E��*,�	���X�81k =�

����g;M��وא���/@��w�( , ) (7, 19)x y = −K� �
�XY�RWא�א��l��/0U#����ن�א7;�د�  �

gcd( , ),ax by a b+ =� �
��������.*}#�Dو�"!�� ،�و��� �]�QE������%א��A� �".*� ?�?6א�WXY�K/@�����"Iدא
�����א_א��Rد_א����#���א���K ���?@P!���:�������/�א����H7ل،�������#�ج�@���/�א7;�د���� ������Mא_א�و����*

1ax by+ =�����d#!����#د_א�����������e�����#���0/�א�Uא��Rو�K����d���*���H���0/�א�Uא��R��U
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