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Which Primes are Sums of Two Squares? 
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 أي الأعداد يمكن كتابتها كمجموع مربعين؟
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5 2 1 , 10 3 1 , 65 7 4= + = + = +� �
154	 ��&Kc�M#k،�א*4%אد� , 19 , 3�����Kb1�#(	ع�W(
l
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8����p�ج�-��n*ن��m#18�ن���V	 �א�;#و19�W��aذ�+������2&���41د�Q-�،ل��Gא�H�2)�$�%� �
2 2 2 2

19 1 18 , 19 2 15 , 19 3 10 , 19 4 3− = − = − = − =� �

)Wع�����U���m	�HEY��،��1�#%�م،�L�@�2�kCذא���ن�%)4د�	�1)$���h�V�6)�و
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q�a�&���E��!�-�،b1�#	Wא*4%אد� �
2 2 2 2 2

0 , 1 , 2 , 3 , 4m m m m m− − − − −� �
��$�%�H^s�$�N١�K	�A�#�و��ن��r2^Bא*4%אد�(��2& �

� �Kn
�����1G�د،�(�42��4uول���tJوI28[�% �א� �

= +2 2
41 4 5� �31 NO� �21 NO� �11 NO� �= +2 2

1 1 0� �
42 NO� �= +2 2

32 4 4� �22 NO� �12 NO� �= +2 2
2 1 1� �

43 NO� �33 NO� �23 NO� �= +2 2
13 2 3� �3 NO� �

44 NO� �= +2 2
34 3 5� �24 NO� �14 NO� �= +2 2

4 0 2� �
= +2 2

45 3 6� �35 NO� �= +2 2
25 3 4� �15 NO� �= +2 2

5 1 2� �
46 NO� �= +2 2

36 0 6� �= +2 2
26 1 5� �= +2 2

16 0 4� �6 NO� �
47 NO� �= +2 2

37 1 6� �27 NO� �= +2 2
17 1 4� �7 NO� �

48 NO� �38 NO� �28 NO� �= +2 2
18 3 3� �= +2 2

8 2 2� �
= +2 2

49 0 7� �39 NO� �= +2 2
29 2 5� �19 NO� �= +2 2

9 0 3� �
= +2 2

50 5 5� �= +2 2
40 2 6� �30 NO� �= +2 2

20 2 4� �= +2 2
10 1 3� �
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 أعداد تساوي مجموع مربعين
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q�a�H
1�	 �א4xول،�(
Kb1�#	ع�W
h�Vو��B�C� �

1,2,4,5,8,9,10,13,16,17,18,20,25

26,29,32,34,36,37,40,41,45,49,50
� 
)))Wع��h�Vو�(((�B�w(((א*%)))4אد�א�

b1�#	� �

3,6,7,11,12,14,15,19,21,22,23,24,27,28

30,31,33,35,38,39,42,43,44,46,47,48
� 
)Wع�����h�Vو�(�B�C�w(א*4%אد�א�

b1�#	� �
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� 	�H��،ل�N33 , 33�4%אد�"���و��&،��21 3 11 , 21 3 7= ⋅ = ⋅��)���L�Kذא��

W/�~�����א*4%אد�א*و��&،�(�#�M�ن���H%4د��و��5��4cو��n�-� �

( )1 mod4p ≡� �
�����((���8#�P(B�&(7N�Gא�OP(��Kb1�#	ع�W
h�Vא����&��6�و���W�?��5(א*و��D(cWא��?�
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������H((^;א�F���(�I���&�()�)*6#7))&�א����ج��z))�ط���H(Eא*%)4אد،�*ن�א��()C��K	א()�\4א�
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��������(��)�����א�ن،��)���8�)��a#@8)��א�_��)��%�)$�א*%)4אد�א*و��)&،�د%�
q�a�A�()Wم���W(�8��
Kb1�#	ع�W
l
��D������ ET��K�	�V��M#84%אد�א*و��&�و��� �

179 NO� �127 NO� �= +2 2
73 3 8� �31 NO� �= +2 2

2 1 1� �
= +2 2

181 9 10� �131 NO� �79 NO� �= +2 2
37 1 6� �3 NO� �

191 NO� �= +2 2
137 4 9� �83 NO� �= +2 2

41 4 5� �= +2 2
5 1 2� �

= +2 2
193 7 12� �139 NO� �= +2 2

89 5 8� �43 NO� �7 NO� �

= +2 2
197 1 14� �= +2 2

149 7 10� �= +2 2
97 4 9� �47 NO� �11 NO� �

199 NO 151 NO� �= +2 2
101 1 10� �= +2 2

53 2 7� �= +2 2
13 2 4� �

211 NO 
= +2 2

157 6 11� �103 NO� �59 NO� �= +2 2
17 1 4� �

223 NO 
163 NO� �107 NO� �= +2 2

61 5 6� �19 NO� �
227 NO 

167 NO� �= +2 2
109 3 10� �67 NO� �23 NO� �

= +2 2
229 2 15� �= +2 2

173 2 13� �= +2 2
113 7 8� �71 NO� �= +2 2

29 2 5� �
� �

  أعداد أولية تساوي مجموع مربعين

�
q�א��5�16א��P�b����א���b� �
2,5,13,17,29,37,41,53,61,73,89,97,101,

109,113,137,149,157,173,181,193,197,229
� ����Vو�((((�B�&((((و���4אد�((((%�

b1�#	ع�W
h� �
3,7,11,19,23,31,43,47,59,67,71,79,83,103,107,
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� ��Vو�(((�B�C�&(((و���4אد�(((%�

b1�#	ع�W
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���א�41د��
��F2��1(و��HEY6��	��ً%W8�D�Eو��،b1�#	ع�W
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�����5	 ��Pא�אאً,�ذ�-���#�)�KEKb
��Ya&�و�#��ن��Pא�א��\	�$�%�H^;�� �
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  ) (نظرية مجموع مربعين للأعداد الأولية) ٢٦,١( نظرية

�������pد����	ن����و������אً�����������	�Kpذא�و�������ذא�����������&%���و$�#"��!ع����
( )1 mod4p )�و��≡ )2p =�K� �

KbB@�2%�&6#7�
 ���OPא�>�B� �
�F@�21ذא���ن�1א�L�Wpن�Q-�،b1�#	ع�W
h�V�6�و( )1 mod4p ≡�� �
�F@�21ذא���ن�2א�L�W( )1 mod4p 
Wع�	Q-pKb1�#ن��≡h�V�6�و� �

�bB@�21א��bB���M4NL#k*א��
�-=��4c�HK)��KB�2�LM������D(�-��(���1(J��(K8אً،���
K&6�;Eא�� �

������V�ول��#�))�ن��((sن��ذא>�دون���((
K6�א�وP((���((
K�	�V��m#((1Bن���A���((�B�H((�
Cًאd)�`א���P؟���
K��)�ن��F@�(2%@6��)�&،��������1�و���<���Aא���H(2a�،U(aW�و�)&��#����	

Bن���4�;Gא� 	���(
~)��א�W�(��6#ن��ن����WEن��� %�F#E-�+64	K8��#��&�W1J�M4)�،��و��

/�א�L�KF@�21ن��#��ن�א��6#7&�א�1
��&������6�دوא��6Wa&�و����	 �%�m#1Bن��א،�W�W�6
��&(J�k��C}��L���I)�&I?�8�X��������6��
���ً	���،?&�I�?�&6#78�A	�&8@��	�4Kxא

K�	��Gو���1א�&a#�	��L�n�-ج���~�@W�����U���X�����
����،4Kxא� 	و����� �
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�1�B)�	�ن���2و��%1
��&�Lذא��4�����6�HK()�$�1)�\4م��=�)�ن��K&21(J�&(l��8א�B@�21)�ن�������
Wb����א���b��
xא�A	� �

�&�
xא:A��pKb1�#	ع�W
h�V�6�و� �
�&�
xא:B��( )1 mod4p ≡� �
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،�	) �א��)p���HK*ن�*�V%)4د��و�)�5	�1)$�����؛��&�(B&�K	 �א�Wא��r�ن�
�U8�ذא��L��
�-��I-B��&�
xא�،M#k��&�N�8� 	�KCم���&I�IJA��1J�؛����(K8*

���������Kb1�#(	ع�W(
#1-&�-�
)��Lذא��)�ن�%)4د��و�)�5	)��	�)�و6ً���G�H
�����B�4aא����E	 �א�1
�F@�21א��،+�P�1��������&(��

�)&�א�1xא�U(8�ذא��L�D(8��$(�%���(BA�����&(�
xن�אQ(-�،&I�I(J

�&�Kא��B���P(��K&I�I(Jن�WEB����F@�(21ن��#�)�ن�א��1א�16)��������F@�(21א��K�ً21(Jن�W(E6� (�2�
���&�K(א���&(�
xא�U8�ذא��L�D8��$�%���BB������&(��

�)&�א�1xن�אQ(-�،&I�I(JAن���W(EB
�F@�21ن��#��ن�א��א���16P��K&I�IJ2�K�	�4N��L��ً21J426و�� �

8=��)�D�وE�(��KCً ������1�ن�א��F@�21א�ن،�����8����18!��ن��#����%4(-�،�ًK()ن�WE�)
p�Wb1�#	ع�W
h� �

2 2p a b= +� �
b,-)#دL�،Vذن���18p!��6<)ً���ن�� a������(��cن�زوWE�()�#(kوא��Vد#(-��
�4(N���K

�Wزو�،�5c�b��V-#د�Vو�aو��;#ض��ن� �

2 , 2 1b m a n= = +� �
�LWذאً� �

( ) ( )

( )

2 22 2

2 2

2 1 2

4 4 1 4

1 mod4

p a b n m

n n m

= + = + +

= + + +

≡
� �

KD8��#ول���p��	��ً	�א��Pو�� �
�F@�21���ً4אc�n��2א�א�=��ن�א�P��+��%�U�#%ن��@6)+�����41�1�ن��6)�4א�ن�@��،

���אً���א(�\4אم��#��ن�	��4�1)�Cً4	) �א()�\4אم��#�)�ن���������#G�K�ذא�#8"��אً	�4�1ً��#��8
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�&1q�Yא��&�Wc*�4אN�؟�HK)5�����(K�-�H
1B�Cو��ع�����D��2�B� ET�4�1Gن�א�=��ن�א�
K&�Kא���@�E-*א� �

���&t�((^א��P((k��HK((א����((�8��#�2 2p a b= �4
�1))$،�وא�a��((S��k))�س���+�،
�2&��=��8�)��א�a4������،4(64x�س�����p��X��,% �وא(�(������Kً4א(c�5(1�2?�Xא#cLא�Pن��L�K

�P��Kא��mW)pW5�16|��ل�א�^��a�&t�س� �
( )2 2

0 moda b p= )Lذאً��+ )2 2
moda b p− ≡� �

���41�Wb-#����@4ذ�+�(x��	@�Pk[� �

 −   =   
   

−    =    
    

−  = 
 

2 2

2 2

1

1
1

a b

p p

a b

p p p

p

� �

و%��Q-�Dن�W8�aن�א��1��`�א�_��F�5(1א�;^)����H؛p@א(���a�51��#B�س��L−1ذאً�
)9�E=8���ن�25 )1 mod4p ≡+I>	א�P��58�א�=��ن�א���Kس�؛��a������kא���8*�p�

�4��$�%�H^I	W�1	�a�&�س�K� �
��F@�((21و�)�2��5#�)�ن�א��4د�((%�V�ن���،p�/((�~( )1 mod4p ≡��D((������ ((ET

�������$((�%�4((
��D��1א�ن��16(()�VP((א�=�))�ن�א��K��((E���1((J��b1�#((	ع�W((
l
�?�&((�6#?
pC4א@א?�Method of Descent)�(�42�)�K�	�;��F@WKYGא*(�(�&����6#)&���א�F#E;א���JW�
CمאWK;Gא���1��)���U
aذא�L،�و�	4א@��;�p؛�K&2�@�Ha��r2^�)�H�J�;ن�א��Q-� �

� �
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��1=��ن�)( )1 mod4p ≡����(�E8ن��و8#�46p����� (	�Cً4(��Kb1�#(	ع�W(
l
�
p2))�ول�	���F#((,�2��))&����ن 2p a b= +������;%�((>	�4((N��&((�����&�[((�	���((18��((�،�د%
pن��������ل،�א��1)))))��`�א�_��1)))))9�5=8)))))���(((((�Gא�H�2((((()�$(((((�%�Kb1�#(((((	ع�W(((((
l
�

( )2
1 modx p≡ −���� E�(و��،H(N��Sx A=��ًذאL2

1A +�����;%�(>	� (	p�K
Wن��&�	W�1	� 	��42�)�+�P�� �

2 2A B Mp+ =� �
�]�N, ,M B Aذא��)�ن�����L�K&I�I(J%)4אد��1M ����؛�=W(��Gא�/(�I�6؛�

�;#ض��ن�)�+�P�2M ≥K� �
�F#E-1&���5אqא�#א��	4אم�א*4%אد�-�\�), ,M B A�����&I�I(J%)4אد��د��(�Z

�F464c, ,m b a�W]��� �
2 2

1 ,m M a b mp≤ − + =� �
L�،4(((��[����1mذא��)))�ن�� ��KوLذא��)))�ن���=W(((��Gא�/(((�I�6�،2m ≥��(((�8Q-�،

,����cL�/(�2�B�A)#א�Xאp)4א@�-�	)��	)#�F��M#(k	��bq4(�2�*%)4אد���������8 ,m b aد����(�Z

#א@���;`�א*(�pW	��%�>�tJ#���41د��)C���Kb1�#	ع�W
h�V�6�و���H^I�)


ً��%�$�א�41د��NpKb1�#	ع�W
l
���ً�W�E	�D�;8� �
����1)))��א��;����WH�(((J)))���8)))�\4م��1)))��א*%)))4אد�א1G#و-)))&���������-P(((N�4(((��

, ,M B A����F4((64c4אد�((%��$((�%�H((^I��, ,m b a����X�((xא�אP((���((Jو�H((2a�K
KF4�;	و�&����&�����	�$�%�F#78�X���Z�<W%48א�=��ن�� 	א��(!�� �

�&�����Gא�OPل��W�BL�(�� 64د%���
)Wع�	)Q(-�b1�#ن������L�D8ذא��#�h�V�6)�و��(
K�	�H
Kb1�#	ع�W
h�V6<ً���6�و���B���א� �
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( )( ) ( ) ( )2 22 2 2 2
u v A B uA vB vA uB+ + = + + −� �

�����((
���#�))�ن��ن��))�OPאI�I((J�&((�����G&،�و�#��K8))��وא@د�-��&�W1((J�4((cW6�Cو
W5�6� �

��+(;��KEH^;א�א�P��&6�K8����KYa���)�M#k��&�[�	ع�א*ول�W�WGא����K-�Yא��F
�، T*א�m#אس�א��Wa�W5�6��	�$�%�H^p� �

( ) ( )

( ) ( )

( )( )

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

uA vB vA uB

u A uAvB v B v A vAuB u B

u A v B v A u B

u v A B

+ + −
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  نحدارإجراء الا
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( )≡ any prime 1 mod4p  
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  كتبا
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  ث بحي vو  uاختر عددين 
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mod
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  اختر أعداد بحيث 
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  لاحظ أن
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  لذلك يمكننا أن نكتب
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A B Mp
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  ضرب لتحصل علىا
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u v A B M rp+ + =  

  

  ضرب لتحصل علىا

( )( )2 2 2 2

2

47 1 387 1

170 13 881

+ +

= ⋅ ⋅
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 Mكلاهما يقبل القسمة على                               
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�

2 2

2
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47 387 1 1 1 387 47 1

170 13 881
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⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅
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  170كلاهما يقبل القسمة على 
  

  

  ؤؤ

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

2 اقسم على
m  

  

  

  

  

2 2
uA vB vA uB

rp
M M

+ −   + =   
   

  

على شكل  اًمكتوب pأصغر لـ  اًهذا يعطي مضاعف
  مجموع مربعين

2قسم على ا
170 

2 2

2 2

18190 340
13 881

170 170

107 2 13 881

   + = ⋅   
   

+ = ⋅
 

 اًمكتوب 881أصغر للعدد  اًهذا يعطي مضاعف
  على شكل مجموع مربعين.
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