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����א��دאد�א�و������و�����وع������ن؟ �
Which Primes are Sums of Two Squares? 

� �

��א�����������ن�	��אً������م�و	���������،�-��,)+��ن�א*()'�&����%�$�א�#"!�	 ��ن�
�א*(�(�&����6#78&�א*4%אد���5�('�&�	���1&���*4%אد�א���K&�1�2א�����/� �

( )modA B M≡� �
A=>��ن�א�;#ق�9 B−����;%�>	� 	M����&(1�2?�&(8@��	�A���(�B�C�D�E��،
�Fوא��GאA B=K� �

��������H(�	�K&I�I(J���6و�(��G���(26#�B��(K8L�5(����(���א�������E;ق�א��#?�M4NL
�)&�����N)&،�و���)#�	) �ذ�)+،�-�OP��������D(8Qא���26#�����Sن�L�H��K&������T4%�U&�א*�

����VP((א��@�((�Gא�W((א��P((��K&I�I((J���6و�((��	�X�((Y8Z�Fدא[((���K	א())�\4א� ((ET��((	��ً((2��"
�]�N�،H^;א�א�P����DE���)L��������W(��VP(ن�א��1)��`�א�_��1)5،�وא�W8�(a4م�\�(��)��(�8

��H��bא*4%אد�1�B�&6#78K/�����������،��]دא�X�Y8Z�F	���و6���� �
� ��&��cZ�46#8א�VPא�����LDن�(dא�%�WW�� �

� �
�H�2)�$�1-65א�G�ل،� , 10 , 5�b1�#	ع�Wh�5؛��Wن*� �

 أي الأعداد يمكن كتابتها كمجموع مربعين؟
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	���א���אد��������� Jא����א�ول� � ٣٠٨
2 2 2 2 2 2

5 2 1 , 10 3 1 , 65 7 4= + = + = +� �
154	 ��&Kc�M#k،�א*4%אد� , 19 , 3�����Kb1�#(	ع�W(l���(K������ (ET�C���b2(�و�

8����p�ج�-��n*ن��m#18�ن���V	 �א�;#و19�W��aذ�+������2&���41د�Q-�،ل��Gא�H�2)�$�%� �
2 2 2 2

19 1 18 , 19 2 15 , 19 3 10 , 19 4 3− = − = − = − =� �
)Wع�����U���m	�HEY��،��1�#%�م،�L�@�2�kCذא���ن�%)4د�	�1)$���h�V�6)�و

�&q�a�&���E��!�-�،b1�#	Wא*4%אد� �
2 2 2 2 2

0 , 1 , 2 , 3 , 4m m m m m− − − − −� �
��$�%�H^s�$�N١�K	�A�#�و��ن��r2^Bא*4%אد�(��2& �

� �Kn�����1G�د،�(�42��4uول���tJوI28[�% �א� �

= +2 2
41 4 5� �31 NO� �21 NO� �11 NO� �= +2 2

1 1 0� �
42 NO� �= +2 2

32 4 4� �22 NO� �12 NO� �= +2 2
2 1 1� �

43 NO� �33 NO� �23 NO� �= +2 2
13 2 3� �3 NO� �

44 NO� �= +2 2
34 3 5� �24 NO� �14 NO� �= +2 2

4 0 2� �
= +2 2

45 3 6� �35 NO� �= +2 2
25 3 4� �15 NO� �= +2 2

5 1 2� �
46 NO� �= +2 2

36 0 6� �= +2 2
26 1 5� �= +2 2

16 0 4� �6 NO� �
47 NO� �= +2 2

37 1 6� �27 NO� �= +2 2
17 1 4� �7 NO� �

48 NO� �38 NO� �28 NO� �= +2 2
18 3 3� �= +2 2

8 2 2� �
= +2 2

49 0 7� �39 NO� �= +2 2
29 2 5� �19 NO� �= +2 2

9 0 3� �
= +2 2

50 5 5� �= +2 2
40 2 6� �30 NO� �= +2 2

20 2 4� �= +2 2
10 1 3� �

                                                           

Fذא���ن�١������'�א&%	و�$���#�א"! ����،�����E2��א(� 2
m a−�+,	�ً��.�/�01&a�2�345��6,0א��� �

و������������
2
m=�>�ذא��1;:�89א�؟�	�09<�K�� �
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 أعداد تساوي مجموع مربعين

��w(و��*4%אد�א��b1�#	ع�Wh�Vو��B�w4%אد�א�*���&q�a�H1�	 �א4xول،�(
Kb1�#	ع�Wh�Vو��B�C� �

1,2,4,5,8,9,10,13,16,17,18,20,25

26,29,32,34,36,37,40,41,45,49,50
� )))Wع��h�Vو�(((�B�w(((א*%)))4אد�א�

b1�#	� �

3,6,7,11,12,14,15,19,21,22,23,24,27,28

30,31,33,35,38,39,42,43,44,46,47,48
� )Wع�����h�Vو�(�B�C�w(א*4%אد�א�

b1�#	� �

V*�U�JWB�H؟��nz� �
�/��(((�6�VP(((ن�א�1)))4د�א���5(((��F#(((,�2G7)))&�אN�Gس��3א�(((�a4��D(((������ (((ET�C

) ����ً(>6�L�D(8ذא����|�4a�،4ولxא� 	د6 �W��#7	�F#��M#k*ول�%����Kb1�#	ع�Wl�
)�))�ن� )1 mod4m ))Wع�	))�Kb1�#و�P((�� ((Eא�א�))�\Q((-m����(("�bن��≡h�V�6))�و

r�I((J6<))ً���21*ن��؛��Kb1�#((	ع�W((h�V�6))�و�C33���H((��$((�%�K#((k}�X���))�Wא())��
� 	�H��،ل�N33 , 33�4%אد�"���و��&،��21 3 11 , 21 3 7= ⋅ = ⋅��)���L�Kذא��

W/�~�����א*4%אد�א*و��&،�(�#�M�ن���H%4د��و��5��4cو��n�-� �

( )1 mod4p ≡� �
�����((���8#�P(B�&(7N�Gא�OP(��Kb1�#	ع�Wh�Vא����&��6�و���W�?��5(א*و��D(cWא��?�

�����<�(���K&(א*%)4אد�א*و�����](I2א���ًqدא��א�4�W6#7&�%�$�א*4%אد�%�4�Hא���WI2א��%
22)���H()�،�()�WK&�א��ذ�)+�K�و�Sن��1�������� (ET��(	��ً(2��"�&(ط���%)4אد�א*و���(z*א�m�(Y��

������H((^;א�F���(�I���&�()�)*6#7))&�א����ج��z))�ط���H(Eא*%)4אد،�*ن�א��()C��K	א()�\4א�
A��ل�א��W�B�ELKא*4%אد�HE��&�)�)*א�����ن�א*4%אد�א*و��&���5א��2 �
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	���א���אد��������� Jא����א�ول� � ٣١٠

��������(��)�����א�ن،��)���8�)��a#@8)��א�_��)��%�)$�א*%)4אد�א*و��)&،�د%�q�a�A�()Wم���W(�8��
Kb1�#	ع�Wl��D������ ET��K�	�V��M#84%אد�א*و��&�و��� �

179 NO� �127 NO� �= +2 2
73 3 8� �31 NO� �= +2 2

2 1 1� �
= +2 2

181 9 10� �131 NO� �79 NO� �= +2 2
37 1 6� �3 NO� �

191 NO� �= +2 2
137 4 9� �83 NO� �= +2 2

41 4 5� �= +2 2
5 1 2� �

= +2 2
193 7 12� �139 NO� �= +2 2

89 5 8� �43 NO� �7 NO� �

= +2 2
197 1 14� �= +2 2

149 7 10� �= +2 2
97 4 9� �47 NO� �11 NO� �

199 NO 151 NO� �= +2 2
101 1 10� �= +2 2

53 2 7� �= +2 2
13 2 4� �

211 NO 
= +2 2

157 6 11� �103 NO� �59 NO� �= +2 2
17 1 4� �

223 NO 
163 NO� �107 NO� �= +2 2

61 5 6� �19 NO� �
227 NO 

167 NO� �= +2 2
109 3 10� �67 NO� �23 NO� �

= +2 2
229 2 15� �= +2 2

173 2 13� �= +2 2
113 7 8� �71 NO� �= +2 2

29 2 5� �
� �

  أعداد أولية تساوي مجموع مربعين

�q�א��5�16א��P�b����א���b� �
2,5,13,17,29,37,41,53,61,73,89,97,101,

109,113,137,149,157,173,181,193,197,229
� ����Vو�((((�B�&((((و���4אد�((((%�

b1�#	ع�Wh� �
3,7,11,19,23,31,43,47,59,67,71,79,83,103,107,

127,131,139,151,163,167,179,191,199,211,223,227
� ��Vو�(((�B�C�&(((و���4אد�(((%�

b1�#	ع�Wh� �
�/���B�wא*4%אد�א*و��&�א��Krوא��r�I^א��b�)�و42B��Vو���a4�B��K8�س��1א��\

�/���B�wوא*4%אد�א*و��&�א��،b1�#	ع�Wh3س����a4�K+�P��U�����K8�42و�B� �
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���א�41د����F2��1(و��HEY6��	��ً%W8�D�Eو��،b1�#	ع�Wh�V�6�و�VPوא��،�ً�
�����5	 ��Pא�אאً,�ذ�-���#�)�KEKb��Ya&�و�#��ن��Pא�א��\	�$�%�H^;�� �

� �

  ) (نظرية مجموع مربعين للأعداد الأولية) ٢٦,١( نظرية

�������pد����	ن����و������אً�����������	�Kpذא�و�������ذא�����������&%���و$�#"��!ع����
( )1 mod 4p )�و��≡ )2p =�K� �

KbB@�2%�&6#7� ���OPא�>�B� �
�F@�21ذא���ن�1א�L�Wpن�Q-�،b1�#	ع�Wh�V�6�و( )1 mod 4p ≡�� �
�F@�21ذא���ن�2א�L�W( )1 mod 4p Wع�	Q-pKb1�#ن��≡h�V�6�و� �

�bB@�21א��bB���M4NL#k*א���-=��4c�HK)��KB�2�LM������D(�-��(���1(J��(K8אً،���
K&6�;Eא�� �

������V�ول��#�))�ن��((sن��ذא>�دون���((K6�א�وP((���((K�	�V��m#((1Bن���A���((�B�H((�
Cًאd)�`א���P؟���K��)�ن��F@�(2%@6��)�&،��������1�و���<���Aא���H(2a�،U(aW�و�)&��#����	

Bن���4�;Gא� 	���(~)��א�W�(��6#ن��ن����WEن��� %�F#E-�+64	K8��#��&�W1J�M4)�،��و��
/�א�L�KF@�21ن��#��ن�א��6#7&�א�1��&������6�دوא��6Wa&�و����	 �%�m#1Bن��א،�W�W�6
��&(J�k��C}��L���I)�&I?�8�X��������6�����ً	���،?&�I�?�&6#78�A	�&8@��	�4Kxא

K�	��Gو���1א�&a#�	��L�n�-ج���~�@W�����U���X���������،4Kxא� 	و����� �
))/�؟�2و��1��Vא�L��W((��+((��5�?��bB@�((21ذאً�())dא%�?�K����F@�((21ن�א�W((EB�،�ً�(()4N

�1�B)�	�ن���2و��%1��&�Lذא��4�����6�HK()�$�1)�\4م��=�)�ن��K&21(J�&(l��8א�B@�21)�ن�������
Wb����א���b��xא�A	� �

�&�xא:A��pKb1�#	ع�Wh�V�6�و� �
�&�xא:B��( )1 mod 4p ≡� �
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	���א���אد��������� Jא����א�ول� � ٣١٢

،�	) �א��)p���HK*ن�*�V%)4د��و�)�5	�1)$�����؛��&�(B&�K	 �א�Wא��r�ن�
�U8�ذא��L���-��I-B��&�xא�،M#k��&�N�8� 	�KCم���&I�IJA��1J�؛����(K8*

���������Kb1�#(	ع�W(#1-&�-�)��Lذא��)�ن�%)4د��و�)�5	)��	�)�و6ً���G�H�����B�4aא����E	 �א�1
�F@�21א��،+�P�1��������&(���)&�א�1xא�U(8�ذא��L�D(8��$(�%���(BA�����&(�xن�אQ(-�،&I�I(J

�&�Kא��B���P(��K&I�I(Jن�WEB����F@�(21ن��#�)�ن�א��1א�16)��������F@�(21א��K�ً21(Jن�W(E6� (�2�
���&�K(א���&(�xא�U8�ذא��L�D8��$�%���BB������&(���)&�א�1xن�אQ(-�،&I�I(JAن���W(EB
�F@�21ن��#��ن�א��א���16P��K&I�IJ2�K�	�4N��L��ً21J426و�� �

8=��)�D�وE�(��KCً ������1�ن�א��F@�21א�ن،�����8����18!��ن��#����%4(-�،�ًK()ن�WE�)
p�Wb1�#	ع�Wh� �

2 2p a b= +� �
b,-)#دL�،Vذن���18p!��6<)ً���ن�� a������(��cن�زوWE�()�#(kوא��Vد#(-���4(N���K

�Wزو�،�5c�b��V-#د�Vو�aو��;#ض��ن� �

2 , 2 1b m a n= = +� �
�LWذאً� �

( ) ( )

( )

2 22 2

2 2

2 1 2

4 4 1 4

1 mod4

p a b n m

n n m

= + = + +

= + + +

≡
� �

KD8��#ول���p��	��ً	�א��Pو�� �
�F@�21���ً4אc�n��2א�א�=��ن�א�P��+��%�U�#%ن��@6)+�����41�1�ن��6)�4א�ن�@��،

���אً���א(�\4אم��#��ن�	��4�1)�Cً4	) �א()�\4אم��#�)�ن���������#G�K�ذא�#8"��אً	�4�1ً��#��8
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�&1q�Yא��&�Wc*�4אN�؟�HK)5�����(K�-�H1B�Cو��ع�����D��2�B� ET�4�1Gن�א�=��ن�א�
K&�Kא���@�E-*א� �

���&t�((^א��P((k��HK((א����((�8��#�2 2p a b= �4�1))$،�وא�a��((S��k))�س���+�،
�2&��=��8�)��א�a4������،4(64x�س�����p��X��,% �وא(�(������Kً4א(c�5(1�2?�Xא#cLא�Pن��L�K

�P��Kא��mW)pW5�16|��ل�א�^��a�&t�س� �
( )2 2

0 moda b p= )Lذאً��+ )2 2
moda b p− ≡� �

���41�Wb-#����@4ذ�+�(x��	@�Pk[� �

 −   =   
   

−    =    
    

−  = 
 

2 2

2 2

1

1
1

a b

p p

a b

p p p

p

� �

و%��Q-�Dن�W8�aن�א��1��`�א�_��F�5(1א�;^)����H؛p@א(���a�51��#B�س��L−1ذאً�
)9�E=8���ن�25 )1 mod 4p ≡+I>	א�P��58�א�=��ن�א���Kس�؛��a������kא���8*�p�

�4��$�%�H^I	W�1	�a�&�س�K� �
��F@�((21و�)�2��5#�)�ن�א��4د�((%�V�ن���،p�/((�~( )1 mod 4p ≡��D((������ ((ET

�������$((�%�4((��D��1א�ن��16(()�VP((א�=�))�ن�א��K��((E���1((J��b1�#((	ع�W((l�?�&((�6#?
pC4א@א?�Method of Descent)�(�42�)�K�	�;��F@WKYGא*(�(�&����6#)&���א�F#E;א���JW�
CمאWK;Gא���1��)���Uaذא�L،�و�	4א@��;�p؛�K&2�@�Ha��r2^�)�H�J�;ن�א��Q-� �

� �
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	���א���אد��������� Jא����א�ول� � ٣١٤

��1=��ن�)( )1 mod 4p ≡����(�E8ن��و8#�46p����� (	�Cً4(��Kb1�#(	ع�W(l�
p2))�ول�	���F#((,�2��))&����ن 2p a b= +������;%�((>	�4((N��&((�����&�[((�	���((18��((�،�د%
pن��������ل،�א��1)))))��`�א�_��1)))))9�5=8)))))���(((((�Gא�H�2((((()�$(((((�%�Kb1�#(((((	ع�W(((((l�

( )2
1 modx p≡ −���� E�(و��،H(N��Sx A=��ًذאL2

1A +�����;%�(>	� (	p�K
Wن��&�	W�1	� 	��42�)�+�P�� �

2 2A B Mp+ =� �
�]�N, ,M B Aذא��)�ن�����L�K&I�I(J%)4אد��1M ����؛�=W(��Gא�/(�I�6؛�

�;#ض��ن�)�+�P�2M ≥K� �
�F#E-1&���5אqא�#א��	4אم�א*4%אد�-�\�), ,M B A�����&I�I(J%)4אد��د��(�Z

�F464c, ,m b a�W]��� �
2 2

1 ,m M a b mp≤ − + =� �
L�،4(((��[����1mذא��)))�ن�� ��KوLذא��)))�ن���=W(((��Gא�/(((�I�6�،2m ≥��(((�8Q-�،

,����cL�/(�2�B�A)#א�Xאp)4א@�-�	)��	)#�F��M#(k	��bq4(�2�*%)4אد���������8 ,m b aد����(�Z
#א@���;`�א*(�pW	��%�>�tJ#���41د��)C���Kb1�#	ع�Wh�V�6�و���H^I�)

ً��%�$�א�41د��NpKb1�#	ع�Wl���ً�W�E	�D�;8� �
����1)))��א��;����WH�(((J)))���8)))�\4م��1)))��א*%)))4אد�א1G#و-)))&���������-P(((N�4(((��

, ,M B A����F4((64c4אد�((%��$((�%�H((^I��, ,m b a����X�((xא�אP((���((Jو�H((2a�K
KF4�;	و�&����&�����	�$�%�F#78�X���Z�<W%48א�=��ن�� 	א��(!�� �

�&�����Gא�OPل��W�BL�(�� 64د%���)Wع�	)Q(-�b1�#ن������L�D8ذא��#�h�V�6)�و��(K�	�H
Kb1�#	ع�Wh�V6<ً���6�و���B���א� �
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( )( ) ( ) ( )2 22 2 2 2
u v A B uA vB vA uB+ + = + + −� �

�����((���#�))�ن��ن��))�OPאI�I((J�&((�����G&،�و�#��K8))��وא@د�-��&�W1((J�4((cW6�Cو
W5�6� �

��+(;��KEH^;א�א�P��&6�K8����KYa���)�M#k��&�[�	ع�א*ول�W�WGא����K-�Yא��F
�، T*א�m#אس�א��Wa�W5�6��	�$�%�H^p� �

( ) ( )

( ) ( )

( )( )

2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2

2 2

uA vB vA uB

u A uAvB v B v A vAuB u B

u A v B v A u B

u v A B

+ + −

= + + + − +

= + + +

= + +

p �א�ن�	��41ون��cL��JW#א�Xא4pא@�-�	����&���E��V%4د��و��5
( )1 mod 4p ≡� �

��������;%�(>G�4א(N[���4(28ن���5(��F#(E;א��،�ً���)���N#,����Kb1�#	ع�Wl�Mp�
�(>	�4��،&��Pא�#����א�� 	�Hو�����b1�#	ع�Wh�Vو��B�wא�;%��ً�����V6<)ً���6)�و��#t(J�

Wل��Gא�אP��5�1�)�&;��\Gא��אW� א�!K-�$�%�+B4%��Gو�Kb1�#	ع�Wh� �
2 2

881a b+ =� �
���،D((�7%�H((E��،@4א((pCא�Xא#((cL�Kא�1))�م�Xא#((cZא�A((	��((�c��L��ً((2�c�DI((�W8و

�&I;J4ول�xא���r�W	192���������4(2Bن���H(2a�FW(�k�FW(�k�Xא#(c¡��+K-� 	�4�[B�K
aKO41���	�FXא#� �

� �Cא�Xא#cL�&I;J���mWJWG4א@�אp&���)ل���kא�C1�د�&�אGאW&�q4א��� �

2 2
387 1 170 881+ = ⋅� �
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#tJ*א��%�>Gא��L� �
2 2

107 2 13 881+ = ⋅� �
�Hذ�+���E��&�41��881د�E���K881�4�1و�)�،b1�#	ع�Wl�� �

  نحدارإجراء الا

� �

( )≡ any prime 1 mod 4p  

881p =  

  

  

  

  كتبا
  

  

2 2
A B Mp

M p و

+ =
<

  

  

  

  كتب ا
  

  

2 2
387 1 170 881

170 881 و

+ = ⋅
<

  

  

  

  

  

  

  

  ث بحي vو  uاختر عددين 
  

  

  

( )
( )
mod

mod

1 1
,

2 2

u A M

v B M

M u v M

≡

≡

− ≤ ≤

  

  

  
  

  

  

  اختر أعداد بحيث 
  

  

  

( )
( )

47 387 mod170

1 1 mod170

170 170
47,1

2 2

≡

≡

− ≤ ≤

  

  

  

  

  

  

  

  

  لاحظ أن
  

  

  

  

  

( )

2 2 2 2

0 mod

u v A B

M

+ ≡ +

≡
  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  لاحظ أن 
  

  

  

( )

2 2 2 2
47 1 387 1

0 mod170

+ ≡ +

≡
  

  

  

  

  لذلك يمكننا أن نكتب
  

  

  

  

  

+ =

+ =

≤

2 2

2 2

1 <M

u v Mr

A B Mp

r

  

  

  

  

  كننا أن نكتبلذلك يم
  

  

  

2 2

2 2

47 1 170 13

387 1 170 881

+ = ⋅

+ = ⋅
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����EB�$�N�Xא#cZ�4%אp�b1�#	ع�Wl���K�;8� �
� �
� �
� �
� �
� �

� �

  

  

  

  ضرب لتحصل علىا
  

  

  

  

  

( )( )2 2 2 2 2
u v A B M rp+ + =  

  

  ضرب لتحصل علىا

( )( )2 2 2 2

2

47 1 387 1

170 13 881

+ +

= ⋅ ⋅
  

) استخدم المتطابقة )( ) ( ) ( )2 22 2 2 2
u v A B uA vB vA uB+ + = + + −  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

( ) ( )2 2 2
uA vB vA uB M rp+ + − =
����� �����

  

  

 Mكلاهما يقبل القسمة على                               
  

  

  

  

( ) ( )

�

2 2

2

2 2 2

47 387 1 1 1 387 47 1

170 13 881

18190 340 170 13 881

⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅

= ⋅ ⋅

+ = ⋅ ⋅
���

  

  

  

  170كلاهما يقبل القسمة على 
  

  

  ؤؤ

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

  

2 اقسم على
m  

  

  

  

  

2 2
uA vB vA uB

rp
M M

+ −   + =   
   

  

على شكل  اًمكتوب pأصغر لـ  اًهذا يعطي مضاعف
  مجموع مربعين

2قسم على ا
170 

2 2

2 2

18190 340
13 881

170 170

107 2 13 881

   + = ⋅   
   

+ = ⋅
 

 اًمكتوب 881أصغر للعدد  اًهذا يعطي مضاعف
  على شكل مجموع مربعين.
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Xא#c���C1�د�&�אG���bq4�2	�@4אp2 2
107 2 13 881+ = �P��Kא���5�16⋅ �

( )≡any prime 1 mod 4p� �881p =� �

( )
( )

2 2

mod

mod

A B Mp

u A M

v B M

+ =

≡

≡

� �( )
( )

2 2
107 2 13 881

3 107 mod13

2 2 mod13

+ = ⋅

≡

≡

� �

2 2
u v Mr+ =� �2 2

3 2 13 1+ = ⋅� �
( ) ( )2 2 2 2 2
u v A B M rp+ + + =� �( )( )2 2 2 2 2

3 2 107 2 13 1 881+ + = ⋅ ⋅� �

&�����Gא(�\4م�א� �

( )( ) ( ) ( )2 22 2 2 2
u v A B uA vB vA uB+ + = + + −� �

( ) ( )2 2 2
uA vB vA uB M rp+ + − =� �( ) ( )⋅ + ⋅ + ⋅ − ⋅

= ⋅

+ = ⋅

2 2

2

2 2 2

3 107 2 2 2 107 3 2

13 881

325 208 13 881

� �

�a2!�%�$�א
M� �

2 2
uA vB vA uB

rp
M M

+ −   + =   
   

� �

�a2!�%�$�א
13� �
2 2

25 16 881+ =� �
� �

Cא�Xא#cZ�58�א�א����2/�א��P�W&��J*א�����[�G�H%��8��א��4א@�p� �

2 2
881 25 16= +� �

���H(�	��t(J41د���،A2����881�������H(N�HK() �א��	ن�W(E6�4(a2 2
881 a b= +�

�4	��W(E6ن��%� E��،[� و�&�وא�£��p���2אً%)4د�(���Cא�Xא#(cLن�Q(-�،ًً���אC�(¤1-ن�W(E6�@4א(p�
��KF�2��&c@4������Cא�Xא#(cL�/(2�6��(pp���L�!(��6)4א@،�	<)�%��א�1)4د����א����)&،���

KHa*א�$�%��^��א� �
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��FW(� א���KH��`¥ج��=��ن���p���8Q-�،H��b2�ن�cL#א�Xא4pCא@�-16��ً1�
�p,B�ج��Z�د�%4د6 ��א*و� A��،]��W�� �

� �Fi�E�����������2 2
,M p A B Mp< + =� �

�ًN�Pk[�������W��/�و�1�Hذ�+،�( �

( )2
1 modx p≡ −� �

�]�N1 x p≤ <HNد�Wcא��1��`�א�_��9�51=8��% �و�KF١E؛�������8�)��א-_�)*
)�ن� )1 mod4p Aو%����D؛≡ x=1و��B =����&�(J� א��(S2 2

A B+���H(2�B
�$�%�&�p�W+�P��Kא��� �

( )2 22 2
1 1 2 2pA B p

M p p
p p p

− ++ −= ≤ = − <� �

�����Cא�Xא#cZ�&�8�א���FW� א��k�����a�@4אp� 64د%�@���,v uن����~W� �

( ) ( )mod , modv B M u A M≡ ≡� �
�و����� �

1 1
,

2 2
M u v M− ≤ ≤� �

Wن����7NCو� �
                                                           

F١�E���)�#�א�"�ق�א�� �	� )2
1 modx p≡ −��$��%�&'( )( 1) / 4

mod
p

b a p
−≡����(
�(,�+�א�*(


�aא234(((((���01.(((((/���.(((((�א-&����(((((�د�)))))5�K�ن�א��א�(((((<�وא��.(((((�ون��E*(((((�ل�;�:	��و9�F��)))))א�78(((((

( )2
mod

a
b p

b

 ≡  
 

��	�
*��1�

��Cא��2%�
	���،a�A�@����א?2"�950%�KD�EC��� �

� �
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( )2 2 2 2
0 modu v A B M+ ≡ + ≡� �

�+�P((((�2 2
u v+��$((((�%�&2،�و�))))��H((((2�BM� Eא���)))) 2

u v Mr+ =��K
W5���K^I;ج����p�w��2&�א��Gא�A�@*א�21�@א��א� �

� �Fii�E1r ≥� �
� �Fiii�Er M<� �
� �Fiv�EuA vB+��$�%�&��H2�BM�Kא��� �
� �Fv�EvA uB−��$�%�&��H2�BMKא��� �

F� 	�/�I����K�W��	���B_���K^I;���42�)vW��p�E� �

( )0 modvA uB B A A B M− ≡ ⋅ − ⋅ ≡� �
F�F@�21���&2������،�X5Y8;`�א�iv�WنQ-�E� �

( )+ ≡ ⋅ + ⋅ ≡ ≡ 0 moduA vB A A B B Mp M� �
F�F@�((21���&2((�����iiiن���&((���N�8))�\4م��E,v u��b((���((�2M2و�M−�

Wن�4@����� �

( ) ( )2 22 2
/2 /2

2

M Mu v M
r M

M M

++= ≤ = <� �

NC/2r))¦��ن��))Pא��H((1;����b2((6�ن�� M≤؛��P((����((K�-�/((2�8�F#((	�H((����+�
Cא�Xא#cL��%�>	ن�Q-�@4אpp�KHa*א�$�%��^����6!�	 �א� �

� ���b2(((��p�،&I�I(((J�E)))�ج��ن�|�)))=�-�)))��Lذא��)))�ن���ii�ن�א�F�F@�(((21�k)))�אً،��
0r �;)))#ض��ن��≠��+�P(((��K0r �ً�،�Lذא��)))�ن����=(((�N�K�4(((~ذא��(((	�M#(((80وr =�

+-))))))))))))))))))Qن =2 2
0u vذאً��؛L0u v= =� ((((((((((((((((((E��K( )modu A M≡�
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	���א���אد�

)و )modv B M≡ن��؛Q(((-�+�P(((�Aو��B��$(((�%�&�6M� (((E��K)))�2ن�א���)))
2 2A B Mp+ &��H2�6�$�%א���Lpذאً�א�41د�א*و���5؛=M���!(�18��(�8Q-�+�P��K

M�ن� p<ذאً��؛L1M P(((��K2א�16)))���ن��= 2A B p+ =����(((�2����ً(((�q���B� (((pو
p�F��((	L�+�P((��>b1�#((	ع�W((l�ii�&I�I((J�E�((	Lو����2�ن��))64 2A B p+ =��Cو

Kن�א*ول�EGא���C��2)�4cW6(�\4אم�cL#א�Xא4pZא@� �
)ً��W(E8�+�P(��،/(�2�����H(��aن�א�ن������q4א@�دאpCא�Xא#cLن��ن���#��HE6א�Pن��L

K&4%אد�א*و�����b1�#	ع�Wh�&6#7��� 6��xن����א��#�����K8��4a� �
� �

  ركبةاستطراد في مجموع المربعات والأعداد الم

�W&�����Gא�F4q�-�M4	���6�@� �

( )( ) ( ) ( )2 22 2 2 2
u v A B uA vB vA uB+ + = + −� �

)Wع����������l��b1�#(	ع�W(h�V�6)�و��(K�	�H(�� 64د(%��#(���B�(8�5�1B�wوא�
��א�;^)�Hא���K/(Nو@�)���B)]ل�%) �	^)4@�����������(S�M#)k����	א(�\4א�M#�	b1�#،�و(

K&�����Gא�OP�� �
��%))�¨�א*%))4אد�אG#�2))&،�و�))�5א*%))4אد�א����� ((E6���))�w%�))$�א���HE((YאW((xא

z x iy= +��،�]�Niא�_��41���51د��@Pxא�W�1−����b2�#(	� 64د(%��#�� ET�K
�2����6#&�א�1�د��G�?�&6��P�B�+8#��ن�42��Bل�

i�1��41د��−��+�P��K� �

( )( )
( ) ( )

2

1 1 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2

1 2 1 2 1 2 1 2

x iy x iy x x ix y iy x i y y

x x y y i x y y x

+ + = + + +

= − + +� �

�،&���	�&�a��S��ً>6��&2�#Gא*4%אد�א� �
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2 2

z x iy x y= + = +� �
�OP�zא�;W(^���5NW(B�F#E@�א�1)4د���� x iy= +��&(����( ),x y���،MW�(�Gא��

���&(()��8��L))&�א*�CLz��H((Jא�&-�((�G	��� (	z��5(���((و	) ��))!�W(EBن�א��� �Kא�ن�0,0(
W&���א����&�א��� 	�UB��4a����WEBن�	������ �

?&���Gא���!�א��#��Vو��B��#>���&���Gא�&�?Kא��� �
�،$�1�

1 2 1 2
z z z z= ⋅�&�C4��&1�د�Gא�OP��&���Eو��K,y x�W���6� �

( )( )
( ) ( )

( ) ( )

+ + = + ⋅ +

− + − = + ⋅ +

− + + = + +

1 1 2 2 1 1 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2

2 2 2 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 1 1 2 2

x iy x iy x iy x iy

x x y y i x y y x x iy x iy

x x y y x y y x x y x y

� �

���������	�$�%�n2>����H^I�)�،F�k*1�د�&�אGא�OP���#?�A��_و�� �
�]�NF

2 2 1 1
, , ,y B x A y v x u= − = = =KE� �

W#�6و���K1#�1��،�و�	@�1&��ع�Wh� >�B�&���©�&�����	�<���� �

( )( )
( ) ( )

( ) ( )

+ + + + + +

= + + + + − − +

+ + − − + − + −

2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

2 2

a b c d A B C D

aA bB cC dD aB bA cD dC

aC bD cA dB aD bC cB dA

� �

1Gא�&�����Gא�OP����%��#6#7&�א����n2B#B�F4�F١E��������(K�-�n2B#(B�w(א���6#)&�א��`;�(�
)Wع����)�����������F#ª�(������*4%אد�א�K&2�#Gو	) �()�XWא�)¦�%)4م�وW(cد�	�����)&�	������	&�

                                                           

F١E���aא�����
��N'&����אد����Mא�./ ib jc kd+ + +��O
%�،,j iو�k��)PQP	����،	)
�
A)Rو����1

���−2S1�8	�����د�T��	,9�U�$�V��Gא�W�X*Yij k ji= = −�K 
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Wع����l	���1�#�E���1J)���	) ����&	#�1��،�و��א����&�-Qن�	�]�&�����&��4%אد��
Wع�	�b1�#�و��@�1&�	1�#��l���K������&�[�	K� �

� �

   نـــتماري

F١}٢٦�EFaא�E�&א*4%אد�א*و���HE��&q�a�H%50p <��HE(Yא��$�%��K������ ET�wא�
2 2p a ab b= + +�،�ً�((((	�K7p =������	4((((�%�HE((((Yא�א�P((((���((((S2a =�

1bو =����،��((11p =�����((�z�4((¬ن��ول��((N�KHE((Yא�א�P((K��D((������ ((ET�C�ً�
���H1Bو�ً����������KHE(Yא�א�P(��$(�%��(K������ (ET�w(א*%)4אد�א*و��)&�א��&���	� %

X�cن��2����L�+�ET�H�Fً�4אNאًوא�I�IJن�WE6�+��� 	�Ha*א�$�%�ًKE؟ 

�Fb2&���%)4אد�א*و��)&�א�����(���K������ (ET�w(�F١E)��%�)$�א�8�E����HE((Y;)`�א��)dאل����
2 2

2p a b= +K 

F٢}٢٦�E���5(((א�1)))4د�א*و��&(((����� (((E	�ذא�Lp��HE(((Y�%2)))$�א� 2
5p a b= +¤�(((��،� 

)�ن )1 9 mod20p or≡�������¬��ً12?F2 2
5 0 5 1= + ⋅KE� �

F٣}٢٦�EcLא(�\4م���W&1�د�Gא� 	אً�X4�2	�،bB#	�@4אpCא�Xא#� �

2 2
557 55 26 12049+ = ⋅� �

Wع�	�E�12049�Kb1�#��&�א�41د�א*و��5l�� �
 F٤}٢٦E�Faא�E�&1�د�Gא� 	��4�2 2

259 1 34 1973+ = ⋅�Cא�Xא#(cL4م�\�)4א@��،�وא(p
Wع�	�E�1973�Kb1�#��&�א�41د�א*و��5l� 

                                                           

(١)��=א��\אل��#����א���אد�א�و�
	�]/#���� 2��2Z��Mא�./ +2 2
p a nbق�و���)"G�M�1س������H�>)^א

��%���R�9�_G��M2%�KN�
V�9��وع�א�`�#��aTZ�N���)V�4אن���(�אد��������א�)C��b)Y�cZ�)Z��)
2Z�H(�$�د89

���2و�
	����Mא�./ 2
x ny+K� �
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�FbW&1�د�Gא� 	��4�L�E� �

2 2
261 947 10 96493+ = ⋅� �

Cא�Xא#cLא�41د�א*و��5وא(�\4م��&���E��@4אp96493�Kb1�#	ع�Wl� 

 F٥}٢٦E�Fa��&(א*4%אد�א*و���V��E100p )Wع����)�����>l���(K������ (ET&���،��(1�#	
2 2 2p a b c= + +��H((���)) �א�	�4((NאW��r((�8F�،, ,a b c��Vن��6))�و�0�،

�H�2)�$�%�،+�P�2א�G�ل،� 2 2
5 2 1 0= + Wع�����+h�V�6�و&�KE��1�#	 

�FbF� 	��K�1��w4אً�%�$�א��2�8���א��1	�Ea����(^6�b(�H(�N�،E��V�ول�%
Wع����)�l���K������ ET�&א*4%אد�א*و��&������+(���VW(�~ن����(��K��(1�#	

�Wא�;#אغ��	وא�،b����א���bB@�21א��$�%� �
�Fi�/(((�Nذא�L�Epن���Q(((-�،KKKKKKKKKKKKKKK�&�(((J� אp��6((((((ع����W(((h�Vو�&(((((((�

K��1�#	 

�FiiNذא�L�E�/(((�pن���Q(((-�،�KKKKKKKKKKKKKKK&�(((J� אph�V�6)))�و�C((((((((((ع����W&�
K��1�#	 

�FcF�X�xא���+��� �#��EiiF�F#�-� 	�EbF�X�x6<ً���#��ن�א�ول��s�4az�Ei�،�E
Kx&6�;Eא��D�-�����1J�WK-�،ًא@PN�¤ �� Eو� 

F٦}٢٦Eא��(((h�8#���(((���ً���&(((1�د�Gא�H(((~2 2
x y n+ 	))) �k)))�ل�א£�و�)))&��)))����!����=

0,1,2,3,x = ��Lذא���ن��…�-�=�k2وא
n x−�1�#	�ً��ً�	�(�����(��+(h�8#��K

���]((��x�ن��H((��5((�16א��))Wل� y≤��((�4،�و�((cذא�وL��&��(()@�5((�16ن����
)��	B�¨ذא�L�&2KلW�N�4cW� �
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