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7

137

137

7

4

7

1

 

 راســبون ضــرب القــان

 التربيعي 
 التربيعي تعاكسمن قانون ال

2
1

137

  = 
 

  ،  

)حيث  )137 1 mod8≡  
)من قانون التعاكس التربيعي وحيث  )137 1 mod4≡   

  7قياس  137 ختزالبا

2لأن 
4  مربع كامل. =2

 

 .3قياس  راسب غير تربيعي 2 لأن ؛

 لأن؛ 

2
4  مربع كامل =2

) لأن؛  ) ( )5 1 mod4 11 179 3 mod4و≡ ≡ ≡ 

) لأن؛  ) ( )179 4 mod5 179 3 mod11و≡ ≡ 

) لأن؛ )3 11 3 mod4≡ ≡ 

) لأن ؛ )11 2 mod3≡ 

o b e i k a n d l . c o m
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( )2
14 mod137x ≡�W:�� �

( ) ( )98 mod137 , 39 mod137x x≡ ≡� �
� ����,+�ل���نٍ��Kא�Q,�C������K5ن���J��k�CD�EF5�2ن�א�H��>&7� �
���1��QK:�?��س��A55ذאً���BאD179K� �
� �������������$�:�1��tא��<H��1אم�א���m��Bc���_7Q��/�,�Q�+H5�u�������ً��,���7&ن�

���D�����.�S���,D�����0�?a

p

 
 
 

�א�+����ل،�,���/����M*ل�א���������B�����4��،��Cאم�א������وא�m����B

p p q

q q

−   =   
   

�K��k�6�������������299

397

 
 
 

�W:47��0H� �

    =    
    

     = =      
     

   =    
   

−   = × × −   
   

 = − × − 
 

= −

299 13 23

397 397 397

397 397 7 6

13 23 13 23

13 2 3

7 23 23

1 23
1

7 3

2
1

3

1

� �

W:47��0H��J���������k5و�� �
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( ) ( )

2

2

299 98

397 397

1 2 7

397 397 397

1 1 1

1

−   =   
   

−   =    
   

= × − × ±

= −

� �

Kg�=8�:^�J7_��!�.&א��א��QOא��/��QR1ً�،�����א����� �
� �������D����.�S�,D������$�ًא��b�������1!���_7QO�����8ودS7�:�1��tא��<H���1ن�?��8&ن�א��A

a

p

 
 
 

p,،������4_�\�א����b�C�א14��ً�د7/� aK� �

�Gaא$_�_���،�����د���OM&א����������

p

 
 
 

5�Q��+H5و�5?���,��/�5و�����7و�9����د���

���8�Mpא����8؛���~,��Pאد�����D��.ز�&,D������/�00/�א�!�g�4�وK�� �
W:א�����N>ل�א��&א�+�����>Q�Bو�������،��Hد��ل���+,�01��Y?&א��N�X8�/�� �

37603 31 1213

48611 48611 48611

48611 48611

31 1213

3 91

31 1213

31 7 13

3 1213 1213

1 1213 1213

3 7 13

2 4
1

7 13

     =     
     

   = −    
   

   = −    
   

    =     
    

     =      
     

   = =   
   

� �
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�D48611�Kא1��QK��B:�?��س��A37603ذאً،� �

� ���������G�%S��b��1���5ن�Aa

p

 
 
 

ن�א��m���B�<H���1�אم�?����G�/��0�7�c&8א�

�4�א�1�د�T�CDوQ>�G�/1:،�و����tא�a���،א��������+,�G�،�6����Kא�_�8&ن�e��OK��?
�4���1��64J���B37603���]Aא�&?5�ZQ1���Yن�o31 ،�وAذא���Hن���14�د����⋅1213

a���~,���8א���0/�����������������؛א���/�,�،C��b�=,�Kg�4�4T�! �g8?�����7&ن�,�/�א������
����0�?a

p

 
 
 

�5����Jbא���دون�,&א�:����CQ���=א��Km���B�אم�?���8&ن���G����&1����9א������4

�D�����.�S���,D�����4_��:���1��tא��<H����1א��a

p

 
 
 

،�Q!�����0�?�9�aد���14�������b&,�����7�د��

��Kم�א���אل���/�!�A���0ذא���Hن�����;��r4����,aد���ن�����5و������אً����Hذא�A�،���1د��H�Kc5م�
H,p*�א�1�د7/� aن���_��O734?��س���CD�EA�NXK�68@��5ن� !�،K���B� �

�D��.�S,D��0�?��7�T�����k�،م����;�( )a

b

���r������/7د��9��,b a�

������ً��,����Q��;�b�����S��,D��0���7ط�5ن��D����.�S��,Q��\���01א�א������F�K9دQ��!و����b&,د�����
������&H��b5و��D���.�S�,D���0�?�����������k�KE:�&H�b8&ن��������?�e���OK�Cد���Aل�*�M�/�,�:

K:1:�א��1م�א������tא��<H�1א��� �

  .(قانون التعاكس التربيعي العام)   )٢٥,٢رقم ( نظرية

�����,b a������	
���د����������د��� �

� �

� �
� �

( )
( )

≡−   =   − ≡  

1 ,  if   1 mod 41

1,  if   3 mod 4

b

b b
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( )
( )

≡  =   − ≡  

1 ,  if   1 7 mod82

1 ,  if   3 5 mod8

b or

b b or
� �

  

( )
( ) ( )

( )

  ≡ ≡  = 
 − ≡ ≡   

 ,  if   1 mod 4 1 mod 4

 ,  if   3 mod 4

b
a or b

aa

b b
a b

a

� �

� �
�`�א�_�&אr8،�و������א�A�685�،�7������Q�Xذא�א���¡��g�!��Uא��=,/�א��Y,�m�B

( ) ( ) ( )1 2 1 2
a a a a

b b b
= )،�و�_�_����5ن��⋅ )a

b
�����0�?����4��W��_!����0�17aس������?b،�

���0،���&���.�S�,Q�����������0�_��:J��K�68 !����g�85��KDא������Q7א�&����،�وא�����¢�א���������

��4?�W_!�6��£&0�,( )a
b

��\�_�aن���Hذא�A�K��b&د��7א�Q=א�a���bزو������@��^����،

�Dא�א�_�C&?��4T�cً2�5�6�4و

b

 
 
 

�������4T�6��4������!�،�����B�Y8�Hذא�Aو�،��Dא�א�_��

1

b

− 
 
 

K� �

� 8�Z&B_&م�� ��O%�,+�ل�7&<��?�8&ن�א��H�1>�א�1��t:�א.�7��وא¤�/�,/��
Keא���������+,������Cد��Aل�*M� �
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8

37603 48611

48611 37603

11008 2 43

37603 37603

43 37603

37603 43

21 43 1
1

43 21 21

   = −   
   

 ⋅ = − = −   
   

   = − =   
   

     = = = =     
     

� �

�`�א$�������K�c�و�5���4א���\�,/�5ن�Q��������_�_$א�G���J8 !�،�J�_���B�/�,�Q�3?
��c���837603K¦��ج�A�]A@�د�א�1&א,�א�و�����14�د���؛Jb��4O�K�א5�ً? �

� ���6!�� ن��؛D48611א��1��QK����B:�?����س����_�37603��T__�����,��/�5ن�����
�e��Oא��� �

( )2
37603 mod48611x ≡� �

��GFא$_�_��،����g*ن���KE&%�א$#،�§���g��������4���8�����7�%:�E�95��018
������������J85�������������B�Lد�א$���������4&ل،�א��������������������@A�( )17173 mod 48611x ≡�

)و )31438 mod48611x ≡�L,��א��ق�א��_QOא��/,��+H�u������ل،�H��4��K
�e����Oא�����T( )2

modx a p≡אد�א�و��������و������1א���8&אع�א�������,��/�א�����K�،
�25.7Kو���QR825.6א���r�7Q0ل��;����K�7QאA�/�k@�د�א4$& �

� �

� �

� �

� �
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   نـــتماري

F١}٢٥��EWא�������D��.ز�&,D����$�:1��tא��<H�1م�?�8&ن�א���m�Bא� �

85 29
( ) ( )

101 541

101 31706
( ) ( )

1987 43789

a b

c d

   
   
   

   
   
   

� �

F٢}٢٥�EWe��Oא����� �

( )2
3 1 0 mod 31957x x− − ≡� �

��95؟���g�� �
���������א.�����,F����D��WCאm��B�م�א������3א�F����1��t@��د�א��1�د�א���M��g�b��T�9

�31957KEא�14����������:1��t�د�א�و�:� �
F٣}٢٥�Eª���e��OKאد�א�و�����א���/,�:^�J8�cد�����b&7�g85�/13?��س���K� �

�WC��������,Fن�א������Q��Q����R8?������7QR814?������س��?��m�����B�م�،�א�G24א�=����3
( )21 2
2 3

r
A p p p= 5�����B��,�ً��\���_7و������אً،�و����ول�5ن��D����j����د��…+

AKE� �
F٤}٢٥�E�/���pد��5و����אً���)�≠ 2pو�≠( 5p�/و����،Aد��א��K�O1,�ًض��אQ�!

72_�\�א�1�د�5pن�
5A −�ª���K5ن��/p���,A�e��O71��,A5?��س���4وK� �

F٥}٢٥�E��8אQ����H�ً����D���.�S�,D����$�:1��tא��<H�1م�א���m��7a

p

 
 
 

���5و��;��

�:�&H�b�S,D�،\�5( )a
b

K� �

� �
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F٦}٢٥�E�/���pد��5و����אً�����e�_o( )3 mod4p DאQ�!a����:�1��QK���Bض�5ن��وא≡
�pK?��س� �

� �Faª���E5ن��/+= ( 1) / 4p
x a��e��O�4���� �

( )2
modx a p≡� �

�و����1��QK�D?���س�����bد��@F���>7_��وאQ��:O17א���p�����e���OKאد�5و���������
 4K?��س��3

�Fb�ً*�������b5و�E��e����O�4�( )2
7 mod787x F�K@����5ن����7&ن�b&א������6≡

�r��N?786و1وאKE 

F٧}٢٥�E�/���pد��5و����אً����e_o( )5 mod8p DאQ�!a����:�1��QK���Bض�5ن��وא�≡
�pK?��س� �

�Faª���E5ن��/���A��Wr�0�_א�� �
( )( )5 /8( 3) /8

2 4
pp

x a أو x a a
−+= = ⋅� �

)��7��e��O�4&ن��ً* )2
modx a p≡�K� �

�_7Q��:O17א����و���1��QK�D?��س��bد��@F���>وאp��e���OKאد�5و������5��
 8K?��س�

�Fb*ً���b5و�E��e��O�4�( )2
5 mod541x ≡��� �

 540KEو�b�W�5F�ً��r��N_71&א�

�Fc*ً���b5و�E��e��O�4�( )2
13 mod653x ≡�� �

�r��N_7א��&b�W�5F1652و�KE 

F٨}٢٥�E�/���pد�5و����אً����e��O75א8?��س���K��8Q����H�ً�e��Oא���$W� �
( )2
modx a p≡� �
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אm�B�م�א�7QO_��א�&�&!���Gא��7Q0/�א�����eو�7Q_���א��N���tא���K��?�1א�Q�mج�����
���e�_o0@��5ن��7&ن��ً* x p≤ Dא�1��QK���B:�،�وAذא�§�����H�K�Ka��5ن���>

�/�7a��BאD�ً���1��QK���������6���8Qم���m��Bא�K���O��������BD�:�O17�w,��8dא��1b�!
W��_��Oא���$� �

( )
( )
( )

2

2

2

17 mod1021 ,

23 mod1021 ,

31 mod1021

x

x

x

≡

≡

≡
� �

F٩}٢٥�Eن����Hذא�A( )1
1 mod

m

a m
− �m،�!�� ن�����7QR8!�,����א�5����8dj��Q���3ن���/≡

/,�K:5و�����A�����،��QM5��Jbذא��Hن�W��د� �

( )1
1 mod

m

a m
− ≡� �

����\��?�E)א��5F��1���a����e�_T�Lو���� )gcd , 1a m ،�! 5�N�O����8�c����8ن���=
�א�א�������c����_7Q��2��37�/7Q��0��5�w������8mن�����K:د�5و����<H���1אم�א���m���B
c�:1��tد�5و���א��א��5�����0ن��7&ن�א�1�D���M����D����M7_��وאQOא��`���rن��D�?F�K

�rא�D–��Q4�,Rabin-Miller���19KEא�;Qو£��Gא�=3 �
� �FaA�Q475و�D��1,7_&ل��Eن��Hذא�A�g8pد��5و����אً�����Wن !� �

( )( 1) /2
mod

p a
a p

p

−  ≡  
 � �

)�אm�B�م�א��N���tא���1?���$������� )864
11 mod1729����<H��1م�א���m��Bوא

����$�:1��t11א�

1729

 
 
 

���O�,���0_��ن؟�,��ذא���k/�5ن���w�����K;��ن������������K
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�؟�5و����5�����0��1729ن��7&ن�א �
� �Fbא�E�Q7א���1?��$����א�_�د�N��tم�א��m�B� �

( )

( )

1293336

(1293337 1)/2

2 mod1293337

2 mod1293337

و

−
� �

�؟�5و����5�����0��1293337ن��7&ن�,�ذא��k/�5ن���w����K;�ن�א �
 
 

� �
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