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32,41

� �

12,59

� �

NR

� �

NR

� �

NR

� �

NR

� �

7, 40

� �

NR

� �

17,24

� �

NR

� �

2
2x ≡

� �

� �
127� �113� �109� �107� �103� �101� �97� �89� �83� �79� �p� �

16,111

� �

51,62

� �

NR

� �

NR

� �

38,65

� �

NR

� �

14,83

� �

25,64

� �

NR

� �

9,70

� �

2
2x ≡

� �

� �

���"��Lن����������������
����,*�5�aא���Mאد�אMو
��
�(���ً�#א2��$�%א
@����0Kא*�وא����Mאد���,+�
���������
�67,+��*�K5ً�#א�L"2�$%ن�אMو� �

2�W �@/
�5*��+,�C%א#� �

7,17,23,31,41,47,71,73,79,89,97,103,113,127p =� �
2�W �@/
�5*��+,�67�C%א#� �

3,5,11,13,19,29,37,43,53,59,61,67,83,101,107,109p =� �
������1a = −����a�
/�����SאJد���*/
pس����!4�>�K�����Q���{��q���r���>

��0K�@
��س�Zذא�א���
���<�,��א!���
�Z���Pذא���4������/0
��pאد�אMو�%���؟�%�+;�<���
KV
�ذ �

( )

( )

7,17,23,41,47,71,73,79,89,97,103,113,127

3,1,3,3,1,3,3,1,3,1,1,3,1,3 mod4

3,5,11,13,19,29,37,43,53,59,61,67,83,101,107,109

3,1,3,1,3,1,1,3,1,3,1,3,3,1,3,1 mod4

≡

≡

� �

o b e i k a n d l . c o m




	���א���אد��������� Jא����א�ول�� � ٢٧٨

�C����#�K62L
��3Kن���ول�א-���אل�!��س�و<�א�-�"*���� �

( )

( )

7,17,23,41,47,71,73,79,89,97,103,113,127

1,2,2,1,2,2,2,1,1,2,1,1,2,1 mod3

3,5,11,13,19,29,37,43,53,59,61,67,83,101,107,109

0,2,2,1,1,2,1,1,2,2,1,1,2,2,2,1 mod3

≡

≡

� �

��K���
و<�א�-�"$�و���K��Jد������ول��+[�وא�b[���+;�!$���ن����!����Iא¤�و
��س�!���
�؟8��ذא�%�Z���Pذא�א��� �

( )

( )

7,17,23,41,47,71,73,79,89,97,103,113,127

7,1,7,7,1,7,7,1,7,1,1,7,1,7 mod8

3,5,11,13,19,29,37,43,53,59,61,67,83,101,107,109

3,5,3,5,3,5,5,3,5,3,5,3,3,5,3,5 mod8

≡

≡

� �

@"+7Z����0/'F����L"#�"ن�����L"ن���I��L^�-ن�<���א������'Y3א�I����>E�~,���.و����*,�����
Q/'ول�Mא�+a	
�د�J،�وذ
��Vن�"�Lن�א�Zن�<��א���5و��K3وא
	a+�א
7��Q�/'�5��2و�1

Eد����N�
���س������2ن��"@{£�א
@���ن�א
*�م�א!�5�*��+,�C�%א#pذא�'��ن���Zp�������a"1�
�6����7,+��*���2���Z�5و��8!�����س���7و�C���%ذא�'�����ن�#אp���������a"3س���5و��������!8�K

W#��<ز����و��%�=�אم�# �

( )

( )

1 1 7 mod8
2

1 3 5 mod8

if p or

p
if p or

 ≡
  =  

  − ≡

� �
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������س��−���1	p٢٧٩ ؟��2؟�����

0������؟�
	����iא������L^����>����،���Bאw��P��S�I�������@P�/
����#��و"/��+�*�%���=�אم�
��O-�"$�و�و.��د��+"@���وא�����P�Gא>�א��-b�،�PGوא��@"+a��l�
��!Mو��/�4א��،
�����	B( )( 1) /2

2 mod
p

p
−���x��P���&��0!و�iא#���/
���b����'�4��/��Kل،�Zذא�#.*��&�

��������
6������א
���h+;���אJ�����"+��
��������>+��U���%��
،�%���{;������������������א�����Mאد���א
1,2, , 1p ��+و����
*�د�…−��~����'�،a�� ~��*���� ~*�¡� >���+G� k�I�،�و


/*���د���������������aو<���א����Kc*$��
1pא
a

−����q��@J����"+��،+��/"و��#����*�
��5��L	���=�م��K

( )1
1

2
p −�vً�
/*�د����aאد��������Mא���L�����$ن����I���-ً���V
�
�،���I��1��gZp�،

����I���)�q��@J�����D�������eJ1��gZא����Mאد� )1
1

2
p −����(��
�E���>�R��G��%�Kא
���L+[�،�وא

�Z��0ذא�'�ن�J��"�P�
�،�0=�
�(,+�ً�#א�%2�$%	��������א*���س����!13K� �
  ����I�������$�1���א���Mאد���gZ12�W1,2,3,4,5,6د����������'����+�Gذא�Z�K

��2
*�د��c*$
���U*�~ �א� >���+G� k�I����/�W4؛وP�%� �

( )( )( )( )( )( )
6

6

2.4.6.8.10.12 2.1 2.2 2.3 2.4 2.5 2.6

2 1.2.3.4.5 6

2 .6!

=

= ⋅ ⋅

=
� �


/*�د�����*
)-��bא )13 1 /2 6
2 2

− =�KQ���OP$��N�
�،�و<����
�*��א
*�د�א �
����אل�'�����~������وא�Z2,4,6,8,10,12ن�LJ+[�?.�وس?�<������5א���Mאد���  

��س�!13�����U@"� !#�4/���P�
��Kول���kvk,$@���4	~�،�و
���������Lج����−6و�6
�£+a
13��V
�
�K;�3א�א�>��� ~�/���P�
��kvk�+�¥�I�� �

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

2 2 mod13 4 4 mod13 6 6 mod13

8 5 mod13 10 3 mod13 12 1 mod13

≡ ≡ ≡

≡ − ≡ − ≡ −� �

o b e i k a n d l . c o m




	���א���אد��������� Jא����א�ول�� � ٢٨٠

�~�*��U������Wن���E�>��+��Wא��Mאد� �

( ) ( ) ( )

( )
( )

3

2.4.6.8.10.12 2.4.6. 5 3 . 1

1 2.4.6.5.3.1

6! mod13

≡ − ⋅ − −

≡ − ⋅

≡ −
� �

��@
����0
/*��د����	�وא[�<��,��א( )2.4.6.8.10.12 mod13����4�/������،
( )6

2 6! 6! mod13⋅ ≡ −K� �
)<�א�"@����5ن�� )6

2 1 mod13≡ ��#��و"/+������sن��؛−*��V
�
�ً�#א2��$�%
��س�!�5*��+,�6713K� �

  �
�#�LJMא�l=�م����	ذא�'�ن�د�����Z��0�J�s�=2�$%א#�ً�)�*����س����,+�!17�K
�I�
*��د�����D�1��gZ8א��Mאد�����~����'��+���،2����،c*$�
،����+�~ ��$*��~ �א
m,��
���K���/�¦���@"+aא
a+"@��אMو�W5a*,�gو�	�Cא �

8
2.4.6.8.10.12.14.16 2 8!= ⋅� �

��2��،�§��ل�!��س�

/a+"@��א��$	�
��17����I�����/�4א��3;�P�
8��gZ8−��K
�V
�
W� �

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( )

2 2 mod 17 4 4 mod 17 6 6 mod 17

8 8 mod 17 10 7 mod 17 12 5 mod17

14 3 mod 17 16 1 mod 17

≡ ≡ ≡

≡ ≡ − ≡ −

≡ − ≡ −

������������W4/�����c*$
���U*�~��א�E�>��+��� �

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
≡ − − ⋅ − −

≡ − ⋅4

2.4.6.8.10.12.14.16 2.4.6.8 7 . 5 3 . 1

1 8! mod17� �

o b e i k a n d l . c o m



������س��−���1	p٢٨١ ؟��2؟�����

�V
�����������������
( ) ( )48
2 8! 1 8! mod17⋅ ≡ − )،�Zذאً��⋅ )8

2 1 mod17≡�
�V
�
��س��2و!�5*��+,�C%#17אK� �

Kوس�.��@"+a
� �0*�
��Iא���
��L+�אFن���!/��IL�
p�����K5�
�����Nد��J+د��Nو
،���	��+2'�����h�S��*��
� �

Wض��ن+��%� �
1

2

p
P

−=� �
�������,����M�����$���%2,4,6אد�א
�و. , 1p −…���c*$��
�����U*���~ �א� ~�+�����K

�2�vًو�������'}{��ً�W4/�����I'����د��� �

( ) ( 1) / 2 1
2 4 6 1 2 1 2 3 2 !

2

p Pp
p P

− −⋅ ⋅ − = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅⋯ ⋯� �
��0K�@
���<�����5א
��
,2,4,6א�aT[�א , 1p �pوא���אل�'����د�!��س��…−

V
�����
�@���Uא�����3;�����������I؛����%�Q�����eJp−��gZp��������،N��،( )1 /2p− و��−
( )1 /2p −������0K�@
��������א*�����a@��������I��L

���6h���,�I،�و�gوMא����/�/@
�Kא����Mאد�א

�I��s'א.~�����אد�������$�%( )1 /2p ،�و'����د���E�>�Iא��Mאد�א
L$6[����ج�−
ً�������b-�KQن�pن�"�Lن�א
*�د�bو+a�
�$����qد������Nو�	"��$
�	
��د�א��X#א�9א

�£+a
��~.����(
�p،;+���9�0/L��Kא3+א�9א �

� �
� �

2,4,6, ,( 1)

1
( 1)

2

p

p

 
 
 

− = 
 
 − 
 

 عدد الإشارات السالبة …

  عدد الأعداد الصحيحة في القائمة
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	���א���אد��������� Jא����א�ول�� � ٢٨٢

Kiא+.X+£�<�א�א�������	�5!��"
��
��5PאG��
�א�23ل�א �
� �
� �
� �

W4/�����،�+�
��@�#���S�b/�5א �
� �
� �

���b!P�W��%�%Mא��h�
��Iא
�5a*"��J+aא� �
� �
� �


��K��bvא
@�[���אF@��a�KE�$
�	
���א
	��@��,*����Wد�א��X#א�9א �
����V
0�������א
	�����،�و����w�I�������@P�

��א�~��	��I��L^�،�h���
%���=�אم�<����Eא

K��
���Lن�!���.$����/�4א
	Yאل�א
�5��2אa3+و£������אن�<�א�א �
� �

  )IIالتربيعي). (الجزء (التعاكس  )٢٤,٤رقم ( نظرية

�����pאً��د��د���������س�����K2ن���و�����������אp،ن�����ذא� "p���#���$�
������������س���2،�و���8���س���7و��1��%��&������אpن�����ذא� "p��#����$�3�5و���

�)'��Kو�����8س��،��)*�+,��אم� �
� �
� �
� �

( ) ( ) ( )
− ≥ − <

− ⋅ − ⋅ −… …
�������

�����������
( 1) /2

( 1) /2

2.4.6.8.10.12 5 3 1

p ــداد أعـ
p ــداد أعـ

p p p 

 تترك بدون تغيير من كل منها pتحتاج لطرح 

( ) ( ) ( )2 ! 2 4 6 1 1 ! mod
P

P p P p⋅ = ⋅ ⋅ − ≡ − ⋅⋯ Number of minus 
signs 

( ) ( )( 1) /2
2 1 mod

p
p

− ≡ − Number of minus 
 

( )
( )

≡  =   − ≡  

1     if   1 7 m od 8
2

1   if   3 5 m od 8

p or

p p or
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������س��−���1	p٢٨٣ ؟��2؟�����

   البرهان

���>U���#��r�������0�)������Y,�9-���b*����א-��$���#�،�,*��4��/�����0! )mod8p�K
��~ �و�{��rא���k%�@�م��*0�����k-א��"+�Mא�KV
� �

  �����
�B�����$���%( )3 mod8p ≡�IL���
�،8 3p k= +������0*
������Kج�

��0K�!אد���M��2,4, , 1p −…�����I���s�'�� ~���)و�k�I ���د�' ���د� )1
1

2
p −��K

����
�Bא�E�>��1 8 2p k− = )و�+ )1
1 4 1

2
p k− = ��Lن����Lن�����+�%�V
��
�،

W5
��
�א
@�Ua'��0"}�6א
}L��א �

( ) ( ) ( )2.4.6 4 4 2 4 4 8 2k k k k+ ⋅ + +… ⋯� �

��J+*3' ���د���.�د��/�4^���א
}�+"�qא
+���K5�%*���4¥��+،�'� ����������ج�אFن�
4"�.�����������زو.�(���אً����د 2k 8و��+ 2k 2؟�א>���א��<�����+ 1k +�I��L"�¨ذא�ZF�K

� �!�c*��U�
�b�،Vول���$	�
����ًPGא�وא�>kن�<��א�������Z�KER�P�Sو%�{;���3ذא�<��א�
2"$��و.�د� 1k +�Wن����sw��ً@��%�]�a*3א���%�%Mא��h�

$�،�Zذאً�א�%�]#��Z� �

( ) ( )2 1( 1) / 2
2 1 1 mod

kp
p

+− ≡ − ≡ −� �
Zو"/+�"@�ل���#��*��67,+��*�5،�و���
��L��Vن�!����+<�����ن������2ن�אFن،��C%א#

2��5
�67,+��*���NM�5د��و�C%א#p�����a"3س����!8K� �
  �����
����س�7א
��)�,�p�������a*����ذ
���Vد���������+;�א����Mאد�אMو!�8��IL���
و
8 7p k= +K� �

�����,2,4אFن،�א��Mאد�א
�و. , 1p −…�����I��2��gZ8<��5א���Mאد� 6k +��،

��>�q%وMد�א�*
)وא )1
1 4 3

2
p k− = +Bא�E�>���Ua@
��Lن�א�K�W�>��
�� �

o b e i k a n d l . c o m




	���א���אد��������� Jא����א�ول�� � ٢٨٤

( ) ( ) ( ) ( )2 4 6 4 2 4 4 4 6 8 6k k k k⋅ ⋅ + + ⋅ + +⋯ ⋯� �
�q$�
���r��>2 2k +�������4�/������V
��د��/�4^��א
}�+"�qא
+�%�5،�و���

2 2k +�WًذאZ�K�$
�%�]#��Z� �

( ) ( )2 2( 1) /2
2 1 1 mod

kp
p

+− ≡ − ≡� �
��#��و"/+��ن�*����s��،ًذאZ2�C%و<��א�"2$�&��ن����#א�K�5*��+,2����5�*��+,�C�%א#

�5
��س�����NMp�����a"7د��و!8K� �
� �

  نـــتماري

F١}٢٤�EKE��
��Uא3@�"�����lאد��و¡F�K�b��z�9�@��a�
��E�>�Iא�Nد���b� �

( )
( )

( )
( )

2

2

2

2

( ) 1 mod5987

( ) 6780 mod6781

( ) 14 35 0 mod 337

( ) 64 943 0 mod 3011

a x

b x

c x x

d x x

≡ −

≡

+ − ≡

− + ≡

� �

F�]+@�/
��$	�
���W]���	�zcد����������*
�������Xد�����<���א*��}
���hא�
�E،�א%��=�م�א

/*��د����$	�
���5*��}

�	�337������$א
����M�Q.����Nא>�#�א���i5�{
،�����lא

F�]+@�/
dKxE� �
F٢}٢٤�E��������
)�א%�=�م�אX.�+א�iא�����U�$�3+"���א���Mאد�אMو )1 mod4������0K�!����
��


����a,�(
���א
=،�א������
*�د�4!��س����M��1אد�אMو
1

17pK� �
F٣}٢٤�Eد��������*
�����אMو�gא
��)�"���Lن�����zא
�(���ً�#א����M������0K�!�����>3�$��%אد�אMو*��+,���

�67,+��*�K5ً�و#א%$� �
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������س��−���1	p٢٨٥ ؟��2؟�����

��������W5*��+,�C%א#� �

11,13,23,37,47,59,61,71,73,83,97,107,109p =� �
�����W5*��+,�67�C%א#� �

= 5,7,17,19,29,31,41,43,53,67,79,89,101,103,113,127p� �
���س��!��0K�@
��*��د[�
/*��د������bmول�א���אل�<��Eא� ��@
m����a������4��b�ً�،

��0w��0�Zد��ً�و�*
���"�Lن���zא
�(�ً�#א�N��£+{"3�$%א��Mאد�אMو*��+,�K� �
F٤}٢٤�E�i�<אF�5*��}

���א�W��,6�Mא���Mאد����II'0���+<�ن���+"��א
�*�'�lא�P/
�E

����a,�(
���א
��س��1אMو!8�����a,�(
���א
��س��5وא��Mאد�אMو!8K� �
F٥}٢٤�E�����5��*��}

s<���ن���+"����א
�*���'�lא��>���א%���=�م������lא���LJM#�א
��)�א%���=�

�i�<אFIIW���
��
��9�$kX�Eא
*$�#,��א �
  Faذא�'�ن�Z�Ep�����a"1س������س��؛eJ�،5ن��5!!�5*��+,�C%א#pK� �
  Fbذא�'���ن�Z�Ep���a"��������2س������!5�e��J�،א%�؛5ن�#�������+,�6��7�C�������5*

��س�!pK 

�	���[�Wא���ل�א��Mאد�z( )5
5,10,15, , 1

2
p −…�����I������U�@,�Oא��3;�d

( )1
1

2
p− −��gZ( )1

1
2

p −�KxC
�وא�xPJ' ���د���~ ���د�%� �

F٦}٢٤�Eض��ن�א+�����Jq����������a"�5�����
�����J+ض��ن�א
*������د�א،�و�4!�������س���������1د��و
2 1p q= ��2ل،��+F�K�ً�"��5
��11د��و , 5p q= =�¬����KEن���I2���#��.

!�5
��س��وpK� �
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