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)�������BDא� )≡ −2

1 mod13x�1؟��G�� �
�D��ن�����&HEאد�א:و����A<:א�I:( )≡2

2 modx p�1؟�� �
�S�13���D����Eא.ن�"���R,�אP�#<����=Qول��Oא�K����L�M ���KNذא����ن�א���Aد���
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���K�_�א:��&^،�Kذא�[���������D���E�)7א��Aد�א+ �,��0�س��P�M "3ن�א��Aد�
�،���P�Aaن13�Wوא`���V���0�س��A<�0��UK12د�$# �
)�����Dא� )≡ −2

1 mod13x�@1�G���،ن� �
( ) ( )≡ ≡8 mod13 , 5 mod13x x

F١E� �
2

b� �b� �� �2

b� �b� �� �2

b� �b� �� �2

b� �b� �

0� �0� �� �0� �0� �� �0� �0� �� �0� �0� �

1� �1� �� �1� �1� �� �1� �1� �� �1� �1� �

4� �2� �� �4� �2� �� �4� �2� �� �4� �2� �

9� �3� �� �9� �3� �� �2� �3� �� �4� �3� �

3� �4� �� �5� �4� �� �2� �4� �� �1� �4� �

12� �5� �� �3� �5� �� �4� �5� �� �Modulo 5 

10� �6� �� �3� �6� �� �1� �6� �� �� �� �

10� �7� �� �5� �7� �� �Modulo 7 � �� �� �

12� �8� �� �9� �8� �� �� �� �� �� �� �

3� �9� �� �4� �9� �� �� �� �� �� �� �

9� �10� �� �1� �10� �� �� �� �� �� �� �

4� �11� �� �Modulo 11� �� �� �� �� �� �� �

1� �12� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �
Modulo 13� �� �� �� �� �� �� �� �� �� �

                                                           

F١Eא����د�����������	��������� 	�K'���$01�−1��2א/�������.-ل�א��	ن�א�,�+*��(�	،�'��ن�א�	��&�%$ن�"�!�
�����א������K<=��0��>?�=�@A;�:ذא�8�2�75���5�6�7%��س�א����د���������B�� �?DA%Eد���?��F,5و���G�א�,��%71א�

�$ل��13�BH��IJ��K�;��L�MN�،ل�OP�6%אH+�QA��،−1ن���M�N�،���%�Rא���K8 , 5����7F%A'��G?�Sنא�

�513K%�س��1−ن����Aد�� 	%�%8 �

o b e i k a n d l . c o m



٢٥٥ �pא���אد�אP	5���8%�س�

���������X�?ط���cP���!1@$�#�$�#H���"ن�P���d0����"��dא��e����f� !د،����ج�������+��
���������j�����<p���X��e���������B�KאA��iאول�א���������T������hא�)�����������0�س������������

= 5,7,11,13pK� �
�klFد�A<����،@ً%$�KXmא&א��� �e���Eא:c�ط�א�n[B�#$�o p�d$� Y!���$�qא�

B2&���@�א���AدA���L�Krds����N� $�G�� $� Y!E5����#Eد� 2

7 , ،�وא���Aد����011�س���4

3��#EدAא���@��&B2 2

9 , �،���P�Aaن�>�&د�א�)������$����013�K� t�س��4�uא�f

��KG���1&ل�$�� �
����v$�؟��rא�א���[B��wو�,���R"����� �

Kل�&p−و$ �,�א��Aد��bن�$ �,�א��Aد�" b��0�س���p������#�H��KدAא����_��"�&�B
���rא�א���[B��wو����Hxא.ن�WZ�[��K�Y��d?K��YRE��v�� �

( ) ( )− = − + ≡2 2 2 2

2 modp b p pb b b p� �
��������Y����� ن��&�H��y��z�E�E ����]�K�Zذא�P[د"��و},���H����m�0א:>Aאد��k�lFא�

����n[Bא:>Aאد�0�pW�س"�^�Ru�rLج�������"|L�،� �

( ) ( ) ( ) ( )
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2 2 2 1
1 mod , 2 mod , 3 mod , , mod
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p p p p
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…� �

��Vא+ ������$�#��k�lא+ ��������������~Aא$K������Yن�K�&�B���LAB{��د��cP�ط��Hx#�א��������
k`Pאً،��#�"��UK�Gaوא���P�#$�oA1א��! �E����E !"��fא:>Aאد،�0�"&ن�،���0��P�س

�T���(א�����_�א�(the Law of quadratic reciprocity)����D���"ن�P���}�Zذ����d0�#Hو��،
K�Yد[א���AE "�hאد�א�A<:א�S�<����:א�e��� �

 ���S��REא� א����א�)�����Ip�����Tא�]A�<�,�� $�D���E�Iد���0�س����א��Aد��klא�
��0pK�س� �
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( )auadratic residue modulopد��0�س�A<�,� $�D���E�)�I[د�א�Aא���Kp�

���S�REpא� א����klא�)����0�T�س� �
���������&�����E&א��������Rא���n[B� ��~��QRو������T����(א� א����א��#�<NR���#�<

�I[د�א�Aא���KT���(א��klא� א���D���E�0�0�س��p�Kذא��)א�و[B����E�)� �
B���{&��12]א�א+�����������~Aאم�א���"��d��A�=�#�$אو���،��L|ن������� , 3�����Y����

QR5،��������013�س�� , 2����Y�$��HLNR�013�س��K� �

P����1)5ن� , 2�����Y����NR���0�س���؛����������(א������m�0�fאن� ��Y!E�)�����Y":

}��013���T�B�س����KQRא��&>��א�A�<������$�Hאد���13 ،�وא��&>����1,3,4,9,10,12{
}���013��T��B�س��NRא�A��<�������$�Hאد�� }2,5,6,7,8,11�������<&���،��Tא�����_���"�K

}�����07�����B�T�س��QRא:>����Aאد� �����07��T����B�س��NR،�و��&>������א:>����Aאد��1,2,4{
{ }3,5,6K� �
� �������Bن�P����1)6و���T����� אد�[א������A��<P6��T����� ��k��lאد�[א�����A��<P

A�<Pאد�[א����A<P3������T���� ��k�lאد�[א���� �����Tو���3،��]�L�Z|ن��B����013�س�
��Pن��07�س���R1!����א�@$�S�<د����<)���K( ) ( )− ≡2 2

modp b b p�����Hx�،
א� א���א�)���RE�T�وA�<�Iد�א:>�Aאد�א� א��������Pن�"��P�#$���&YR��Dن�>Aد�א:>Aאد

KEIد LF�Tو�Pد�A<�IP�0�س��T���(א��kl� �
� �

   )٢٣,١( نظرية

�����pאً��د����و��������د������������������������������K( )−1 2p�����ً��א��������� ��

)و��������،p"��س� )−1 2p����pK&%� ����$�"��س��ً��א �

  

 .(a quadratic) nonresideue modulo p ) o b e i k a n d l . c o m
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   البرهان

�������Y����� ��hא����E �����]����Z؛��0�p�س�א� وא���א�)�������TBא:>Aאد��k�lא�
WTB� �

( ) ( )−…

22 2

1 ,2 , , 1 modp p� �
1!������ً�،�L|"������ج���)�����،#Hو�،rL�DE א�����"�UK�^�B[� �
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1 ,2 , , mod
2

p
p� �

K�y�1وW��0�dאد�א�A<:ذא�[�����אK�^&�$����(��]&Y!אد����ود�א�A<:_�א�ن�"� �

( ) ( ) ( )+  − − 
 

…

2

2 21
, , 2 , 1 mod

2

p
p p p� �

Z�[؛������rd�s��������Bن�P�Nd�"ن�P��"د]Pذא�K( )−1 2p��dא��]�ً�������� �������"|L�،

K�����L−ذא���"�/�א:>�Aאد�������ج�������5 
 
 

…

2
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1

1 ,2 , ,
2

p��0�س�����������W���Y���

pK� �
� ��������� ض�Pن��

1 2
,b bدא�A������<�Nو�1ن��������( )−1 2pن�Pض� �������و���،

( )≡2 2

1 2
modb b pن�Pא.ن��AE "�Kن��P�Nd�"=

1 2
b bن��P�����K( )≡2 2

1 2
modb b p�،

Wن|L� �
p��XRE( )( )− = − +2 2

1 2 1 2 1 2
b b b b b b�K� �

+>��1����S�ل،��
1 2
b b����N���,�E21−و��p���"|L�Z�[���،������R���dא�E�)�G

�S�����<p�ًذאK�Kp�X����RE−
1 2
b b�#����H��K( )− < −

1 2
1 2b b pن�|����L�Z�[؛������

−��1�ل�א�&H���A�1&ن�א(
1 2
b b��S�<���R���@ً��0p�&Bن���&�HEن�P=

1 2
b bא���[�B�K
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P�Nd��E−ن�א:>��Aאد�� 
 
 

…

2

2 2
1

1 ,2 , ,
2

p���0�س�����������W����Y���p�������B�Z�[����،

�rd��s���( )−1 2p�d���0�س���� ��������ً�[א���pن�P����!1@+�r��Lא.ن������ج��K�������B

−1p��Nد����A��<11−و�pdא���]�XY����،���L|ن�א��������� ��������ً�،����]�K�Zذא�����ن�"
����������������������������������������������������������������������������������������������KT��� ��klא.` �[א�������� �
���������S��<����������B�K��Y�s�d����B��� �{و�N���� ���Ndא��]��"[�`P���"Pض� ���

QRو��PNR��������S��<א.`� ؟��S��<�M �`P��1�ن�P�fو���BA�1P�S�<��ً"��1P�������"Kو�P�،
���d�10א+%��ل،�� , 3������BQR��013�س���������Y� �{���w�1و�،⋅ = ≡3 10 30 4�

�M `P�o $�&BQR�013�س����������{ن�وא&�HEن�P���}א�[�Bن�|�L�،���uא�f�K�ً���IPون�A��
����R1؛�K,� $�S�<��������ً��1���"|L�N�� $���� {ذא�K���":� �

WT�E�����Zذ��#$�D���Hx��א��� �
������ ض�Pن�

1 2
,a a������Y����QR����0�س��p�#EدA���<�������Bن�P������Eא�[���Bن�K�K

1 2
,b b�Wy�z� �

( ) ( )≡ ≡2 2

2 2 1 1
mod , moda b p a b p�K� �

���S��<��������Ys���,$�N)�E[B�^ s#�א����� ) ( )≡ 2

1 2 1 2
moda a bb p�،

$��P�NdEن�
1 2
a a��&BQRK� �

� Pو�Kذא�} �����A<�,$NRد��A<�^ s���QRد��H&ن�א��0P����uو}&K��ً1ذא����0
�#EدA<NR�W�אو��A=�#$���%$:א�e���T�E����Lو�K��Ys���,$� �

� �
� �
� �
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( )× ≡ ?? modQR NR p� �

( )
( )
( )
( )

× ≡

× ≡

× ≡

× ≡

2 5 3 mod7

5 6 8 mod11

4 5 7 mod13

10 7 5 mod13

NR

NR

NR

NR

� �

� �
( )× ≡ ?? modNR NR p� �

( )
( )
( )
( )

× ≡

× ≡

× ≡

× ≡

3 5 1 mod7

6 7 9 mod11

5 11 3 mod13

7 11 12 mod13

QR

QR

QR

QR

� �

� �

�ً��T���E�T��� ��kl[א��AdE���dو�$#�B]�nא:$%���Pن�} ^�[א���� ����Tو[א��
�������dא��]�T���E��ً��mدא�N���� ���k�l�Ndא��]�^ �{�������،�T��� ��kl�ً�������� ��و���� $&ز���K

W��H"ن�P����Hx� �

× = × = × =, ,QR QR QR QR NR NR NR NR QR� �
��،NE �`:א�N�0@�5א����ن�"P��d0�K����w�Uن�א��@��0א:وP��ً������EP]�A�

� �o>#�א��@���0�W���0��$�I a��K�����(و[�א:و����وא� وא���א�[iא�N� �
������#H����g�][��=ًو������אP�د��A�����p�������א��u�د����E !"�K�Iא��i][�א:و���F�Tא��
�،���A�O��Eg��و=&د�=][�Pو��Tوא�S�<�A1א:mA�<�K�0]��M&0وא��� ون �
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− − −
…

2 3 3 2 1

, , , , , ,

p p p

g g g g g g� �
P�X����"�#����Kن�"����Y��[وא��������w�k��lp� ���0��E�س���אA��<P�T���������Y���ًאد�

�� ������و"��Y��א.` �(P�#Hx�����Kن�"� �IP�7א����B�N]א�و�IPא�����Nذא�؟ �
P�Z�p�@�2ن��

g���&�BQR؛�������Tא����_��"�K,�� $�G�":4

g���&�BQR����Iو��RE�G�":

( )22g6،��و�

g��&���BQR�Iو����RE�G���":( )23gK��ًذאK،د��A������������=زو�o&���0�IPg�،

�2kو��
g��&BQR؛��Iو�RE�G":( )2k

gK��ًذאK،د�����A��������=وVא��M&�$#�א+P�A�Oن�א�
g��TBQRK� �

���m�−�fא�
…

2 1

, , ,

p

g g gن������P����EP]�K��Eد L��Y������א:�_�زو=����و""�،
�rds�������B( )−1 2p�d�0�س���� ������ً�[א�pد���؛A�������=وVא��M&�]�L�Z|ن�א�

gد����������A�������Eد �א��M&����،�א�d�+אد�אA�<:א�K������(א� وא����א��,����Tن����P��}
gK�����(א��klא� وא�����Y"P�A�)�،� �

&ل�"�_�א��P� �["�K�Tن�د������M `P��E ����Ba�0�س��p��Tא:و��][a��F
p�o&)B�E&�א� )Ι a�������w�	א�G���I[وא�( ) ( )Ι≡ mod

a

a g p��Z�[���Kن�د��������؛|�L
aذא���ن��K�T=زوaد��A������=زو�o&0�D���Egود�����،aذא����ن����K�Iد �La���D����E

�L�o&0gK دA�����Eد� �
� �

��������� �
م��B]א�א�&�����w وא����א�)�������وא� وא�����k�lא�)�������،�A~���������������Hxא��

K�����(وא���א� ���^ sא��N"0�#&אB��א.ن��P���&YRن�" �

الرواسب التربيعية هـي تلـك   

)التي دليلـها   aالأعداد  )Ι a 

 زوجي.

التربيعية هي تلـك   الرواسب غير

)التي دليلـها   aالأعداد  )Ι a 

 فردي.

o b e i k a n d l . c o m
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   (قانون ضرب الراسب التربيعي) )٢٣,٢( نظرية

������Eول	א�������Kن��Wو�������د���אً��د�Fpא �
� �Fi�����*���ً���+ن�"א! ��p*���(��س��E'�&%�$�#�"א! �����K 

� �Fii��� ,!א"�-,.�/,*������*,/���,+ن�"א!, ������E�ً'�&%�$�#�"א!�0���1,2�ً���1,2
��*�����K 

� �Fiii !ن�"א+�����*������*����E�ً'�&%�$�#�"א! ���12���K 

��95����.+ز�.��67ل�א��4�5א��3�:;����=�BCDWא�A+א@��א�?6<=�>��� �

× = × = × =, ,QR QR QR QR NR NR NR NR QR� �
   البرهان

�#EدA��<�I:,b a��,��$��ً�d��R"�Nو����Pp������LFن���0�"&ن�}�� ^�א:د�����|��L�،�

&لWא�%�"�Tوא��� ونE�E� �
� �
� �

�L دP�Iو���KTو>����HE�G&ن�$�#�������P����{ L���":pن���؛زو=P��1@"−1p�Tن�
WنP��w�`������������א� �

( ) ( ) ( )( )Ι ≡ Ι + Ι mod2ab a b� �
���������H�z−1p��X������R��P�X��������"�،M ������`Pن�E( ) ( ) ( )Ι − Ι − Ιab a b��

�Z�[�2��XR$#�א+P�A�Oن��؛زو=1pT−وE( ) ( ) ( )Ι − Ι − Ιab a b�Kx� �
x�@%א���)�uא�]�d�<א.ن�א����H�#EدA���,b aW� �

� �

( ) ( ) ( )( )Ι ≡ Ι + Ι −mod 1ab a b p

o b e i k a n d l . c o m
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�Fiذא������ن�K�E,b a�dא����]������B@��ً��������� ��ن�|���L�،( ) ( )Ι Ι,b a������Y����

��Wزو=K�،�Tذאً �

( ) ( ) ( ) ( )Ι ≡ Ι + Ι ≡ + ≡0 0 0 mod2ab a b� �
��������[��Z�( )Ι ab��ًذאK�،T=زوabKT��� א����] 

�Fiiذא�����ن�K�Ea�dو��� ��������ً�[א���b�dא���]�ً��T����� ��k��lن��؛|��L( )Ι a��T��=زو
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�dن�[א����&���HE�N���� �����k���l�ً��������� ��ن���&"����،����R$��ً���{&�l�_���H�E�و����v���ًE&ض�א�
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 :  &B (The legendre symbol of a  modulo p ) 
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   (قانون ضرب الراسب التربيعي) )٢٣,٢( نظرية
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= Aאد��A<:��1&ع����א a p≤ <،��y�1a�0�س���T��� א����]pK� �
= Bع����א���אد�����1 a p≤ <،��!"aس��������pKא$�א	%����א$#� �

���d��S�<11pא+%�ل،�Kذא���ن� =�WTB������(ن�א� وא���א�|L�،� �

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2

2 2

1 1 mod11 , 2 4 mod11 , 3 9 mod11

4 5 mod11 , 5 3 mod11

≡ ≡ ≡

≡ ≡� �

WًذאK� �

1 4 9 5 3 22 , 2 6 7 8 10 33A B= + + + + = = + + + + =� �
� �Fa�#EدA������m�0���<א�E,B Aאد�א:و�����A<:א��H�100p <�K 

� �Fb����0��$�EA B+�K���w�Z���jن�P�#B ؟�� 

� �Fcא�E��R1modA pو��modB p��c�A=وP�K�ً�K���w�G"P�#B و�� �

� �Fdن�&HEو����Pאد�A<P�I:�EA B=��،��� B#��א� א��,�وא���� ون���؟���0�A א��oא��
jن�PK���w�Z��� 

� �Feذא���ن�K�EA B≠����Pن�&HEن�:���x���YEP�،Aم��PBن�P�#B�؟�1�ول�Pن��
KًאA=���wن��B� 1�#��#H��،���w�Z���j]]אً�$#�Pن�[Bא�א�

F٣}٢٣Eد��A<�S�REa�]dא��ً�����d��H����0�س���p�(a cubic residue modulo  p)  ذא����ن���K
)K�IP�zذא�و=A<�Aد��$���0����H��p��y�z�س��ً�$��� )3

moda b p≡Kx� �
� �Fa�E�0�س�א���d��Hא� وא���א����H����m�0���<5و�0�س��0�،11�س��0�،7�س��،
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�HE�)�y�z&ن��IP$�#�א:>�Aאد�א�%@?�������
2 2
,b aو��P

2 2
a b��dא��]�ً��H�����d����0�س���

19�K 

� �Fcذא���ن�K�E( )2 mod3p ��H&ن������j���<�ً����X��0�IP�G��@`�#$�7 ��a،�א≡
dא�]�ً���d��H��K���w�Z���jن�P�#B ��K 

� �Fdذא���ن�K�E( )1 mod3p �p�����$A��<�r[א������0�ª��H�س���P�#aن�،���»≡L
�Gن�د���&HE( )aΙ��S�<���R��dא�E3�K 
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