
٢١٥� �

  العشرونالفصل 

  

  

�دא�������و����و	
	وع�א��وא�מ �
Euler's Phi Function and Sums of Divisors 

� �

�،�א�����������������א���א���אد�א	�������א	������������#"�����دא	�����! ������א����
( )nσ��$!%�،( )nσ�����&����'ع�&��)���*+,�-���./01��K+3#�8م�א6ن��nא���4א	��3د����2

�<=��K+>;:�'���&א��4?�����-�'����������BCn<�������4<=�و�@����،�+�E�=Fدא	�����D��0و<
K��-���ذא�%���H���و+������I!J�I�K�،4!�4دא	����D�0و< �

�L�!	�،ل�NO�,�=��15n =��K��3د���	�15&א���4א���P�Q1 , 3 , 5 , 15��،Sًو,�K

��	��Tאد���UVW��1!���دא	����D�0و< , 3 , 5 , 15�� �

( ) ( ) ( ) ( )1 1 , 3 2 , 5 4 , 15 8φ φ φ φ= = = =� �

W-����W�	��YC&א�	א�I�K�Z	��3ذ�� �

( ) ( ) ( ) ( )1 3 5 15 1 2 4 8 15φ φ φ φ+ + + = + + + =� �
��Dو��V>�YC��	د������������15א�،�و�Q&�א	����4א	�:]����+,����D،�و	���L���Lא\['���,+*���(�

K]0�^� �
�������L�!�	3&א���،�و	א�L���_N��	[�א�	د�'�=_����I315د����`�ول��n ��K&א�����4=

�315�WPQא	�3د� �

o b e i k a n d l . c o m




	���א���אد��������א����א�ول�–� � ٢١٦

1,3,5,7,9,15,21,35,45,63,105,315� �
-Wوbذא�%V=����!�4دא	����D�0و����W���YC&א�	���3אJو��>� �

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 3 5 7 9 15 21

35 45 63 105 315

1 2 4 6 6 8 12 24 24 36 48 144

315

φ φ φ φ φ φ φ
φ φ φ φ φ

+ + + + + +
+ + + + +
= + + + + + + + + + + +
=

� �

�����0��^�]�+&'�L�����N',א�<=��و�:Qن�b�K]���+,���D:	�3د�א	���P*#�+�H�;,�c��Q�K:א����
WP	�#	א�d�"#	���3א	���30�>� �

�Wd�e� �
�L�!	

1 2
, , ,

r
d d d…��4VBCאد���,n���*!0��O�،1و��nWنf0�K� �

( ) ( ) ( )1 2 r
d d d nφ φ φ+ + + =⋯� �

�����������=#;S���	�%�g�V�,؟�i!W�^�����!�eن�,�j��=kl�]��V���D:	א�E>�F	א�&Q���
���mאً،�30-��=!��א\�Nل،���&א�Q��W^n�4:א�א	#"��C�d&ن�������<�&ن�	�3د�!�

�ض�,+���,;:+��0אn p=��$!%�،p��4א�&��KP	د�,و��p��PQ1و��p�4,ن�،�و+3

( ) ( )1 , 1 1p pφ φ= − =�d#�!B	א�dC�Q�IJ�KWPF3>�� �

( ) ( ) ( )1 1 1p p pφ φ+ = + − =� �
����������!�e��W^���#=k,و�*:א�+�&ن����n�KP	و,� �

�:;<+�Z	��3�2ذ
n p=��4א�&��K2

p��PQ2
, , 1p p���������	א�L���4و+3

),ن��11 )2 2
p p pφ = −��Z	:	�،Wن,��K� �

( ) ( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
1 1 1p p p p p pφ φ φ+ + = + − + − =� �

o b e i k a n d l . c o m



���و��	�و���ع�א���א����٢١٧ دא���

�s!'�t%S2,ن�א�rود�pF2q=.������א�
p�K� �

���������������!�e��W��^�L����E��BW#	د������`���ول�א�،j���%� �	א�u:��Q�L����I! ���#�
k

n p=��4א�&��KP	�3د�,و	�c&��D,k
p��PQ2

1, , , ,
k

p p p…���	א���K���Dد��rא

�������WP�	��3د�א�و	א�H&�������),وv!^��+�m��	�א	����D�0و< ) 1i i i
p p pφ −= −��K

Ww�V%�Lن��&+�B	א�א:Q�����x� �

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

2 1

2 1 2 1

1

1 1

k k

k k k k

k

p p p p

p p p p p p p

p

φ φ φ φ φ−

− − −

+ + + + +

= + − + − + + − + −
=

⋯

⋯

v-�א�rود������אC�،H�;,�c��
k

pل���&�B	א������x�Kb��,����Q������+���D��i!W�^�����!�eن�
n�KP	د�,و���H&���Ny� �

�L�C�zذא�bn���Kًא��!B3C8دאد��>�I{&	ن�אf0�،P	د�,و���c&������I���,�=����،c��3د	و'�
0�ض�,ن�,��%�gV	��Kאn pq=����4ذאً��&א��b�Kd�#�|�d!	و,�L>د���w�{��^�%�&Q

n�PQ, , ,1pq q p�Wא{�&ع��m�~�L`�Z	:	� �

( ) ( ) ( ) ( )1 p q pqφ φ φ φ+ + +� �
���	�����B!�������א	�����������Dد���rא�����w����v!��^�E��B��א	�����,ن�دא	������D���0و<

( ) ( ) ( )mn m nφ φ φ= �ط�,ن�<�����&ن��⋅������,n m�!����	و,dK�ً!=����V+��������	�W'و

،�^�;pو�q��Z	:	�،�ً!=V+!�ن�	و,( ) ( ) ( )pq p qφ φ φ= ⋅Wא�<��3,ن:Qو�K� �

o b e i k a n d l . c o m




	���א���אد��������א����א�ول�–� � ٢١٨

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )

1

1

1 1

p q pq

p q p q

p q

pq

φ φ φ φ
φ φ φ φ
φ φ

+ + +
= + + +

= + +
=

� �

Ku�>�+����g=�	א���:Qو� �
�������K����3	א���	�rא�I�������3#�#"�אم�Q:א�א\�Nل�'��#��،��LW�0א6ن��V#�3ون�	

��א	�א	�����Dnد���3���،( )F n�W�!	�#	א��v!�	��� �

( ) ( ) ( ) ( )1 2 r
F n d d dφ φ φ= + + +⋯� �

�$!%
1 2
, , ,

r
d d d…��4א�&�n�K� �

)���0�Qא6ن��j�=kb�&Q,ن� )F n n=د�����D�n����W0�PQא�و���c&F�א�K
��v!^�EB��א	��b���!0F�Kwذא�'�+.�א	�א	�� �

� �

   )٢٠,١( دعاءالا

)�ذא���ن� )gcd , 1m n )،�	�ن��= ) ( ) ( )F mn F m F n= ⋅K� �

����	!��W�Lالتحقق �

1 2
, , ,

r
d d d…��4א�&�nK� �

1 2
, , ,

s
e e e…��4א�&�mK� �

��O,n,ن� m�!	و,��ً!=V+ن�K��4ن��&א�f0mnWPQ�K� �

… … … …

1 1 1 2 1 s 2 1 2 2 2 s 1 2 s
, , , , , , , , , , , ,

r r r
d e d e d e d e d e d e d e d e d e� �

א6ن،�'����
i
d������'�I�����ً!=��V+�P��	و,�&��Q

j
e��Z	:��	�،( ) ( ) ( )i j i j

de d eφ φ φ=K��

Ww�V%�I!F#V+�E��Brא�u:Q�-����S#��د�� �

o b e i k a n d l . c o m



���و��	�و���ع�א���א����٢١٩ دא���

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )
( ) ( )

φ φ φ φ

φ φ

φ φ φ φ φ φ φ φ

φ φ φ φ

φ φ φ φ φ φ

= + + + + +

+ + + +

= + + + + +

+ + + +

= + + + ⋅ + + +

=

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋯ ⋯

⋯ ⋯

1 1 1 s 2 1 2 s

1 s

1 1 1 s 2 1 2 s

1 s

1 2 1 2 s

r r

r r

r

F mn d e d e d e d e

d e d e

d e d e d e d e

d e d e

d d d e e e

F m F n

� �د������Kو�:	�Z+�&ن����,'����א	#�L��EBWא� �

Sא{���#"�אم�א��v!^�j�=kl���&ع�א	#�	!��د����א	�i=�C�،E��Vא6ن�א\*����*
K��	�א	����D�0و< �

� �

  (صيغة مجموع دالة فاي لأويلر) )٢٠,٢( نظرية

����
1 2
, , ,

r
d d d…א������n��Wن�	�،� �

( ) ( ) ( )1 2 r
d d d nφ φ φ+ + + =⋯� �

� �

   البرهان

�ض�,ن�����	( ) ( ) ( ) ( )1 2 r
F n d d dφ φ φ= + + و+�<����,ن�+��=�d,ن��⋯+

( )F n��Dو�VC��ًدא��nن�,��ًB������Q���K( )k k
F p p=���%�KP	د�,و���H&B	n�

�L�!	!��،�و	و,�H&���bא6ن�= 1 2

1 2
. . ...... .

r
k k k

r
n p p p�����'��Kא	�H&Bא�و	!��א\"#

��-��؛�	��:	�I!F#��V+�Zא	�;���+��V=!ً������*����<���&ن�,و	!������w�����F#"�אم�^��!v��א	���
Ww�Vr� �

( ) ( )1 2

1 2

r
k k k

r
F n F p p p= …� �

o b e i k a n d l . c o m




	���א���אد��������א����א�ول�–� � ٢٢٠

( ) ( ) ( )1 2

1 2

r
k k k

r
F p F p F p= …���E�w��v!^�L��F��א	� �

1 2

1 2

r
k k k

r
p p p= )�Fن����������… )k k

F p p=�،E�!	א�و�H&B	� �

���= n������������������������������ �
� �

   نــتماري

F١}٢٠�E�!0&!	א��=�S��	دאLiouville's lambda function �( )nλ������!W#�����32Cn���b
����������1�و��w&א���������[�א�و	!���������،��� 2

1 2

r
k k k

r
n p p p= …���I���������+�4��������k

( ) ( ) 1 2

1
r

k k k

nλ + + += − )z+3#����������,ن��⋯ )1 1λ =��w���������Vr��ًN���������0�Kx
( )1728λ����������������������`�،6 3

1728 2 3= ⋅��4�������������������k�Lو���������������������،
( ) ( ) ( )6 3 9

1728 1 1 1λ += − = − = −�K� �
Fa�EאW�!0&!	��	א�	!��	#�	�4א!B	א�UV%� �

( ) ( ) ( )λ λ λ30 , 504 , 60750� �
Fb0&!	א��=�S��	م�دא�"#V+�E�c�>�m��	دא���3�	��!( )G n�W�!	�#	א��v!�	��� �

( ) ( ) ( ) ( )1 2 r
G n d d dλ λ λ= + + +⋯� �

�$�����!%
1 2
, , ,

r
d d d…��4א������&��P�����Qn�Kא��������!��U�����V%( )G n���������	

1 18n≤ ≤K� �
Fc���ZC�����V%א���#"�م��EFb������3	�،����Uא����FCذא�b��!0���{lא�j�����Vrوא�E

���!B	�d�e( )G n��3د������	���N',�4!�B	�Z��!�e�w�m�Kn����Z��!�eא��#"�م��K
)��lد��!��� ) ( )60119483 , 62141689G GK� �

FdF���Z�!�eن�,�LQ���EcKi!W^�E� �

o b e i k a n d l . c o m



٢٢١ دא��������و���و
	�ع�א���א��

F٢}٢٠�E��	א�	א( )f n���w�)א	���v!^�EB��א	�� ) ( ) ( )f mn f m f n=������	
n,א���������אد� m�������������( ) =gcd , 1m n������������������������	دא�-�������VC

multiplicative function������)N���0�Kً�،��,<�����,ن�دא	������D���0و< )nφ������	دא�P��Q
���Fא	�������������������Dد���rא������4א&B	א����	و(���&ع�دא�E( )nσ������	دא�P��Q
�F��15KEא	���������� �

Fa�!��E��!0&!	א��=�S��	ن�دא,�L( )nλ��L>�y����0���PQدא	��������20.1�Kא\3 �
Fbא�Eض�א6ن�,ن��0( )f n،�و����������	دא�D,Wc�>�m��	دא���� �

( ) ( ) ( ) ( )1 2 r
g n f d f d f d= + + +⋯� �

�$!%
1 2
, , ,

r
d d d…��4א�&�nن�,�LQ���K( )g n�K��������	دא� �

F٣}٢٠E��L�!��	
1 2
, , ,

r
d d d…����4��VBCאد�����,�P��Qn��������D&1و��n���� !�������	دא�K

B	���c&t� �
���( )σ

t
n��H&B	ع�א&�)�Dو�VCth

t��4א�&B	nK� �

( )
1 2

t t t

t r
n d d dσ = + + +⋯� �

����-������=!��א\�����Nل،���( ) 2 2 2 2

2
10 1 2 5 10 130σ = + + + =��،�ً����3=�

( )σ
1
n���� !���	دא�،�x�B	#���א	دא�PQ( )nσK� �
Faא�E�4!B	א�UV%( ) ( ) ( )

0 3 2
18 , 10 , 12σ σ σK� �

Fb�!��Eذא�'�ن�b�]+,�L( )gcd , 1m n )f0ن��؛�= ) ( ) ( )
t t t
mn m nσ σ σ= ⋅��K

����!��،H�;,�jن��,�L
t

σذא������b��W!W�^�-�B=C��v!��	א�u:�Q��Q�K��������	دא
n,'�ن� m�K�ً!=V+�d!	و,��V!	� �

� �

o b e i k a n d l . c o m




	���א���אد��������א����א�ول�–� � ٢٢٢

Fc�������	א��������!��E����������),ن��א����� ) ( ) ( )1
1 1

k k
p p pσ += − −�K

�א	��	��*������v!^��mو,( )k

t
pσ�،�w�Vr��*��"#وא�( )6

4
2σK� �

Fd��	א�	א�E( )
0
nσ��pW2C�4א�&��PnK���א\"# �

F���Z#v!��^����Qc����	א�	א�I��������3C�E
0

σg���,�،S�wذא�'���ن�א���&אb؟����v!��^
�א	���������	��W!W�����^( )0

k
pσ��Fو�Z#v!������^א������#"�م��Kb����������!د���������l�E

( )
0
42336000σ�K� �

 
 

� �

o b e i k a n d l . c o m




