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  .الأعداد الأولية) (نظرية لاائية ).١٢,١( نظرية

�����K���	و�אد�א���د������������א��� �

����9I����TS@�א���אد�א�و	�$����6Bض�;ن�	��א�"إقليدس".برهان ^K���H$��B$	�z��
�J�Nאً�����د��	و;ً���$��hًא���@$����$	��@T$<�	א�$TS1����B$	8$��ذ��K]8$�د����	��6א$<"�.�2I$+

T8	و����8א��TS�$}�;ن�	$�����$�د�����،�$��-א�و	��א�����	-1Oאً�$�א����$��S9��D@�א��$�אد���$��
�K��	א�و� �

1TS$$���א	$$�א����;�$$��B$$�;$$��;�$$�אد��$$@�;6$$�ض��	و
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ن�Nذא�"Aאً��د����	و;�h�F$�אً�	�W$5ن���א	1A�������$TSن���؛ن��16א��39Iא	���$N
ن�Nذא�"��;�K��-Kא�Aאً��د���������2�.�א	���T$+1-$��3$�د�;و	$���$	$��#��؛��F;و	��1�$+6

0�#5K#�>�*�;�$�אد�;و	�$������Kنa�3-���I�IN�@5~د����#N6$�ض�;ن��אq�;F���t$K
�Q+1��E�	د�;و��AK;ن����د�;��;q���-Kא���TSو�-����W5�$ن���،	����WhWدאً���א	1

�א�K*W-2Uא�����א	�8د�א�و	� �
ذא������Uq�8؟����-Kא���TS�W"ذن،�q��Q+1�A;ن��-Q	�����א	1 �
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ن�Nذא�"q��0אًوא��@�{ }: 1,2, ,
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p i r= …��Q+1$������،����61;ن��	و�$�א�

���Kא���r8;ن�ً�5�q��،/W2pא�X����'�Nذא�"�K�ITS^�e"��I6<"�@5~����h��	د�;و��
��TS^�#T8�+6�X�������	ل�אW2	��א��$�;�y$<W��x$��;ن��W$5ن�������K@�א���אد�א�و	����

K��	א���אد�א�و�@���S9��Dد����E��� �
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ن�����$$ن�"^-�$$�س��q$$#�وذ$$N��h$$�א�y$$<W���Kًא�$$56'�א	$$Wא'د/������������$$���
�$�;����������Iא�9�D"^-��س���K�$�	א��$�אد�א�و�@$���TS^�#T����$TS[W$5Iن��$@��$�د�����1

};و	��وא��0 }2�Kً8�]�i��+��،2^-��س 1 3A = + =�K��B	�$	�،�	و��א���د�;و
�$$�ITS^�e"��&�$$:�Kن���$$�دאن�;و	�$$���$$	�y�$$K;א�ن�،�{ }2,3P�$$?;�/�$$��K،����$$+

3 2 1 7A = ⋅ + =،��P�$$?;�/�$$و�A���TS1	��I6$$<"�@$$5~��	$$I	�$$�د�;و	$$��و�$$�I�
�y�%I	{ }2,3,7��+����-T8	د/�א����K2 3 7 1 43A = ⋅ ⋅ + و�$�א��$�د�;و	$������=

�$$�ITS^�{,�$$K;��$$�-8$$��?$$�<�و��';�Q$$:]����$$�	אد�;و�$$�;{ }2,3,7, 43K�P�$$?;�/�$$�،�
��+�2 3 7 43 1 1807A = ⋅ ⋅ ⋅ + =�K�/�Uא�X����A�و~���B$�5،	�����دאً�;و	�ً

�/'W%	-�3א����13-�- 139A = ⋅��J�$:و0+��"^-��س���K13�e"���y�$%I	��$TS�א	1

{ }2,3,7, 43,13����$$+��P�$$?;�/�$$��K2 3 7 43 13 1 23479A = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + =K�A�
�$$$�א�ً$$$:�;�k�/'W$$$%	53-$$$#���-�3$$$א 443A = ⋅K��J�$$$:�53��y�$$$%I	��$$$TS"�eא	1

{ }2,3,7, IK،�و��43,13,53���J^W��@5	U���0א�@���;��.�2I+�'א�TI�Dא���X�$���
ج�^���TS@�א���אد�א�و	����	W2ل�א	�������I�i���-T8	אXK� �

���L�8א�ن�;ن������Eد�,�K;ًא���S9��D$��0�;ن���D�TN�،��	א���אد�א�و�@�
2����K�$$�0W	א��$$	א�و��$$hوg	8$$�د�א	א�W$$�#$$Nد�6$$�د���$$���Z�س��3;و��$$2��1$$�^4�،

�ل$$+I	א�$$��5~��	$$I	س���1[$$2�Z;��א��$$�אد�א�و	�$$����$$@�و�$$�^4���3[$$2�Zو;�$$9�
4س�^������،zI-S$��e"�E�$&�د�	אF��$�	א��$�אد�א�و���WTc�Q+1א�����K����Q$+1��$TN�ً$�o

��K�9�$MI��`S%?�[��>S��e"��K	�$���א��ول�א	�و'��א	�8I	א��$TS���،��א	1��$a;
Uא���	א���אد�א�و�e"�.����1�4^�س��1	2��$K� �

3, 5 ,7,11, 13 , 17 ,19, 23, 29 ,31, 37 , 41 ,43,47, 53 ,59,

61 ,67,71, 73 ,79,83, 89 , 97 , 101 ,…
� �

� �
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2��E��و�;ن�����Dوא>,�ًً�����>$N�@$א��$�אد�����X�$6د�وWhو�@��Q�،��-�3א	�
z�W�	אK��Ws;��TSل��^K� �

( )
ــــــــــــــــــــــــــــــ������������ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ������������ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ������������

ــــــــــ��������������

≡
…

1 mod4 5,13,17,29,37,41,53,61,73,89,97,101,109,

113,137,149,157,173,181,193,197,

p

( )
ـــــــــــــــــــــــ�������������ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ������������ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ������������

ــــــــــــــــ�������������

≡
…

3 mod 4 3,7,11,19,23,31,43,47,59,67,71,79,83,103,

107,127,131,139,151,163,167,179,

p

ـــــــــــــــــ�������������ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ������������ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ������������

� �

D����5�"�E��;��0א	%&���LWא	1��TS;و�;ن������Eد�#���9I�ًא���S9��D���@$�
S-$$���$$�א��$�אد�א�و	���#$$Nم���؟����I$$+���K�$$�9��D�$$��e"��TI$$+��J$$K�#$Nو�;ن��$$��

$9S���$@�א��$�אد�א�و	�$����������Dد��$�د�W$hو���Giن�"^-��س�א�hiא��א��I+Uم������
Z��W1�$م���א	�א�.�وא	���K��@��M8א	&4#%^�س��3א	)�[2����J$-Id�*W-$�;אم���I$�

8�#��.�א���אد�א�و	���I-	�ً�oZ�4^�س���1א	)�[2�K� �
� �

  .)4قياس  3لـ  طابقة(نظرية الأعداد الأولية الم )١٢,٢( نظرية

��������	
4���س�����3א��אد�א�و����א������������د���K� �

� �
   البرهان

��U$$��א�	$$���$$�9@�א��$$�אد�א�وI����$$TS^�س��3	2��$$$�1$$��$$�&�ض�;ن�	$$���$$�^4�K
���$$x��ل�W$$s;��$$TSد��$$�د�;و	$$����h$$����א�#$$8h�W$$��*W$$-2Uא	1Z�س��3	$$2��$$$$$�^4�K

�������$}�;ن�	$���O���	$I		W2ل�א	$������$��Kو����TS^�3-��#%����-T8	א�X�9��'א�TI�D�
9���Sאً��د��D�Uא���	��1@�א���אد�א�و�4^�س��3	2��$K� �
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�אא�ITS4^�س��3	2��$���1@�א���אد�א�و	���א�I�D�Uא�6��Sض�;ن�^���W�� �

1 2
3, , , ,

r

p p p…� �
��?H�	�8د	אW� �

1 2
4 3

r

A p p p= +…� �
Q:������;�v0DF���	�8د�א�و	ن�����3א;�L�$8��KE*�$:	א�#$K0�e"A���@$5~

0K#�>�*�;��אد�;و	���"�-�-���eW� �

1 2 s

A q q q= …� �
;د���;����@���zא��$�אد�א�و	�$����

1 2
, , ,

s

q q q…�����#$^�3$א�-���$hW��$����$0د�وא�
�Z�س��$$2�3$$�^4Kنذא��$$�$$��X�$$��K��W$$2?�Q$$�;/���א	��$$$$Uא��y�,$$K،"ذא��؟�0+$$�ً

�6>��;ن�B	ذ��،H$2?6$�ن���
1 2
, , ,

s

q q q…ن�����W5I$��$98�q��$1�س���1	2���$$$�^4���،
�$$	wא�X�$$���9��$$<�#$$K0A�Z�س��2�$$��1$$�^4J$$��8]�@$$��y$$<5$$@�وא	�KA���$$�;

Z�	�א���6������hW-�3א�^#��$�د�وא0$���$@�����؛4^�س��2��3
1 2
, , ,

s

q q q…ن���;��$x
�W5ن��ً1�)،�و	�4�#1^�س�3	2��$ )3 mod4

i
q ≡K� �

����$$�W;ن�$$O	א��S"د�$$
i
q���K��-$$Kא���$$TS،��D؟�	¡$$$ Q	W$$hW����$$دאً���א	1ً�$$+0�

��L�$$$8;ن�
i
q���Q$$$+1A�$$$T����K�J$$$��8]�@$$$��y$$$<وאA��@$$$د���$$$���;��$$$hW��D��$$$�;

1 2
3, , , ,

r

p p p…��Q+1�A�	�K،B	�
i
q���-Kא���ITS�	�א�~5@�">$I6����e"؛	�����^

Uא���	א���אد�א�و�@���TS^�#T��@5~��1��2	א�X�9��K��-T8	د/�א2���$$��1א	1��TSو"�	3�
	W2ل�א	��������4^�س��،Xد����E�}�;ن���Oאًو��א����$��S9��D�$@�א��$�אد�א�و	�$������

U�1א�4^�س�3	2��$K������������ �
��5�א�$��Iאم�א�$56'�א	$Wא'د/������$ن�����$��א��$�אد�א�و	�$���������~( )3 mod4�

��Z����TS@�א���אد�א�و	���[$2^��M�i3س��$�^4����;�$�ج��ن��$I��@$��K���Q$:]��$TS1�

o b e i k a n d l . c o m



١٢٣ א���אد�א�و���

�$�nWT$+��F	-8$�د������אًوא��0אً�-�3א�^#���د��$�;��N�]א���אد،�و�X���@�3ن���W$5ن��;
1�A$$$$$16�Q$$$$$:]��$$$$$TSא	8$$$$$�د�א�و	$$$$$�����;���$$$$$��B	�$$$$$	�K$$$$$�ITS^��{ }7��$$$$$+��K

4 7 3 31A = ⋅ + =��$$$$&��KA��$$$$	؛�$$$$�א��$$$$�د�;و���$$$$��hد��$$$$��W$$$$96�B	�$$$$	
( )3 mod4���$$$$$א�ن����$$$$$TS�Kא	1$$$$$�ITS^�e"��&�$$$$$:�	{ }7,31��$$$$$+��B	�$$$$$	�،

4 7 31 3 871A = ⋅ ⋅ + =�KA���$$$$$��	$$$$$���;و	؛�$$$$$�א�����#5$$$$$M	�3$$$$$א-��#$$$$$-kو
13 67A = ⋅�K�������Z�3���ن�א	������£���;ن�;��$0א	W8א�$#�א�و	�$���-�3$א�^2�$��#$�

���X،�א	8$�د��4^�س�I	0���K67���W$�( )3 mod48$�������؛��K$�ITS^�e"��&�$:��B	�$	
���$$?H��B$$	ذ{ 4،�و�+7,31,67��$${ 7 31 67 3 58159A = ⋅ ⋅ ⋅ + ،�و�--$$��=
�#5M	�3-�19א 3061A = )�$�X�����K19���WאW5��/�Uن�א	8�$#�א�ول��⋅ )3 mod4�،

��ITS^�y�%]�B	�	{ }7,31,67,19�KP�?;�/�����"ذن�5���KW'�א�hiא �

4 7 31 67 19 3 1104967 179 6173A = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + = = ⋅� �
}	�:�&��"�eא	1�TS،��179وא	����28��א	�8د�א�و	�� }7,31,67,19,179K� �

2���Z&���56/�א	T8#��-�3א���אد�א�و	�����Dذא�U( )1 mod4+$�אل���	؟��$�א�א
	+�אل�א	&'غ����	;��Q96���T�;ن�"�Q96���T�;�@���h'�	ن��-��3&��א�4,�دא��א	��

TS$$$��	|�$$$�אد�א�و	�$$$��^��$$$M�"ول�$$$��ذא�א	��$$$ن��Ky�,$$$K	�$$$	B،�	�&$$$�ض�;��$$$$$$U
( )1 mod4��$$$TS1	��}�K"ذא��$$$�;� }

1 2
, , ,

r
p p p…8$$$�د�	�2.�;ن��+$$$��אI$$$+��$$$���6�،

1 2
4 1

r
A p p p= د��8�$$#�;و	$$����h$$����،�و�--$$�،�…+$$x"ول�)و�$$ )1 mod4�K

��TS1	���;���W	�b�kذא��{ 4؟��+5���${ 5 1 21 3 7A = ⋅ + = = ،�و¥$��;ن��⋅
z-�)	����N3,7#��@�א	8 )1 mod4"�����-5MUא�K�&^W]ذن�"�K�@د����*�<����5�

( )3 mod4�#O��،3و�%#��-$��3$�د���7و���،( )1 mod4���#$O�21A =��#5$M��K
م،��2I$$$+��D.�א�$$$��Iאم�1�10$$$��;ن��$$�( )1 mod4A ≡�¦I�I$$$+�	��#$$$א�W���$$$0;ن�;

o b e i k a n d l . c o m
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A�W����	א�و( )1 mod4א��$�אد�������.$��y�-$%��Dن�،�و��א�א	+���و'א��;ن��$�א�א	��$
�Z�4^�س��1א�و	���א	)�[2K� �

�����2I	א�.$$��A$$16�#$$�8I�	د��$$¨���$$��Eس�	$$�����$$$$�^��$$14�#��$$��3$$-��K
��"�Z�ل،�N#���د��2OU0,1,2,3א���א	8$�د���;�5^�س���4و"��OI��&+$�،�N$#����5و�

,�1,2$$�د�;و	$$���$$2��Z;��$$0א��$$�אد� س��4;و��3$$�^5�Q�$$+1]�$$��5~�B	�$$	�Eذא؟$$UF�K
س������$�^�$91�2]�J$K�3$-دא��$TIא��،�>S��.�';�e"���	א���אد�א�و���WTc5��$���K

W�-S��#N�@��e1-�-��א�و	אد�א��|	��TS^� �

( )
ــــــــــــــــــــــــــــــ������������ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ������������ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ������������

≡ 1 mod5 11,31,41,61,71,101,131,151,181,191,211,241

_________________________________________

p

( )≡

________

2 mod5 2,7,17,37,47,67,97,107,127,137,157,167,197p

� �

( )
ــــــــــــــــــــــــــــــ������������ ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ������������ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ������������

≡ 3 mod5 3,13,23,43,53,73,83,103,113,163,173,193,223

________________________________________

p

( )≡

_________

4 mod5 19,29,59,79,89,109,139,149,179,199,229,239

_________________________________________________

p

� �

P�?;�/��،د����ES-��אًو�F6א��9��ً;ن�����#N�����	؛�@�א���אد�א�و���B	�$	
9���#��:���Q4دNن�;�.^WI�ًא���S9��D�K��	א���אد�א�و�@�� �

$�1س������Uא��I©�Gم،�"ذא���#5M�mو�$�د���aد�����$��E��Dאً،�WI��3$IT6^$.�;ن���$
��S9�����Z�س����a@�א���אد�א�و	���א	$)�[$2$�^m�����Z$1,I��D�/�$0وא��$	0�E؟�"ن���$

��W$5ن�	-8$$�د�@�������$$���b�$kو�$$�א��،B$	ذ�$9�6aو��m����#��$$��3$-��KE_$$M��#$��
ل،�א6$$$$$�ض�;ن�$$$$$OUאp$$$$$�אً�$$$$$�د���	و;،)و;ن�� )35 mod77p ��K$$$$$�א���r$$$$$8;ن�≡

( )35 77 7 5 11p y y= + = ل�א	�W$$���$$�0W;ن�+$$TI0D7،�"ذن�אp =�3$$I0و�،
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7p ن��	�+$$$}�$$$0ً<�=$$$Nم،�"ذא�$$$��#5$$$M�p$$$�אً�$$$�د���	و;$$$2�Z،�6$$$�ن��I	א�Z$$$1k
( )gcd ,a m��Q$$$+1�p�)�K"ذن�"�$$$ )gcd , 1a m =�)�و"�$$$ )gcd ,a m p=و�$$$�א��،

ل�TI0א�E	+�אل��@�א���אد�pوא�3-���0א���ON	�r8���T�1;ن�����A16�QI9א���[�K
��Z�س���aא�و	���א	)�[$2$�^mن���;�)"ذא�א6_>$� )gcd , 1a m =���?��-$aد���?��$�����K

FDirichletم���@�F�/'W9MUא�E1837&$�ض��	א�א�$��Z1"ذא�����3;�-��`�]�E؛����E6$�ن���$
���دًTSאًدא���S9��D���Z�س���a@�א���אد�א�و	���[2�^mK� �
� �

)١((نظرية ديرشله للأعداد الأولية في المتتالية الحسابية )١٢,٣( نظرية
.(  

�����aو��m�����	��
�د،�����( )gcd , 1a m ��د��=����
������K
��������!������%�$#���.���א�Kً+,�+ن�(���)���د��m'���س���a%�$#��"�!��א �אد�א و����א�

)�א���p���/0א �אد�א و���� )modp a m≡K� �
��������$$����-$$aد����$$��������$$�א�א	&%$$#�����$$)���$$�א� ) ( ), 3,4a m =�،
�@��$$TI	12.2وא����)��B$$����$$-2א	��$$ن���$$�� ) ( ), 5,6a m א	�א�$$.�����Kא	&%$$#=
@��$$M8	وא���$$	wא�.$$��#$$�8I��LW$$��،( ) ( ), 1, 4a m ��אv$$w،�"ن����$$ن��=W$$+	�K

�Q�^�.�T���-aد��������( ),a m$�א������������8>$��@$	�B	�$	�،�����8��6��א	5&K
��������،�$$1�1wو��א�،#$�5I	وא�#$<&I	����$��1אI��ً$^�sم���I$+ن��*�K"ن�א	��$$I5	א

>��Nאد�����H��#�5I	وא�#<&I	א� �
� �
� �

                                                           

F١�E��������،�1א<=��ل�)���?���K@�A�B���C��Aق���Eא���אد�א������F2� �G+���A�(H2א<**�����א, 7, 1 2, 17, 22, ...�
����I�א�����@�A�Bق���EA���A�(������**��G+5����JA��56א����אد�א�����Kaس������ m�������A��(�������**��1L%�.M6

�@A�Bق��EAmK@ ،�و+�א�����.��Oא������7�Nد��6.
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   نــتماري

F١}١٢�Eא����$$	8$$�د�א�و	א�A$$16�Q$$:]��$$TS1��;�$$��{ وא�$$��Iم�א�$$56'�א	$$Wא'د/�����،5{
9��S$��אً���ن�"^-��س��@�;ن�����E$�د���D��������$TS^��$M�i��$�	א��$�אد�א�و�@$�

�F/��-$$�3;ن�[W$$1م����د�$$@�א��$$�אد�א�و	���#$$%��3$$I0��$$-�3$$;�$$�א����$$Nن�W$$5]
�	W9+��9-�-,I�K�]ن�;��xFًد'א���1000EK-��3-�#�;����د�;^#��@�W5ن�^ �

F٢}١٢�EFa�EZ�9S���@�א���אد�א�و	���[2��Dد����E�6^�س��z��5;ن���K� �
��+�FW/م���Iא��

1 2
6 5

r

A p p p= +…EK� �
Fb�Eאم��&��א��Iول�א�0/�5&	��.�F

1 2
5 4

r

A p p p= +…E���E��z;ن���$I	
9��S$��אً��د��D�����Z�س��$��4@�א��$�אد�א�و	�$��[$2$�^�5�K����H$2pא�W$���M$5#��؟��$

	�8د،�?ص����;���W	�b�kذא���{ }19��TS^�®M�]}�;ن�	و�؟;Wsل�و0 �
F٣}١٢�E@5�	�pאً��د����	و;���INWא�1Uא'�K;�6د��� �

1 1 1 1
1

2 3 4 1p

+ + + + +
−

⋯� �

�+N�#5a�3-��
p p

A B�/'WK�A+�H�K� �

Fa�E�T�^��hو;�( )mod
p

A p��,�,K�BI�h"و���@�;ن�K� �

Fbא�E��T��#T�ً��T�^�@��( )2mod
p

A pK� �

Fc�E��B��T��@����FbKE�F"E�8Kن��Kن���א�א	�� �
F٤}١٢�E@5�	�mאً��د��,�,Kً��$�hW�ً�،�@5�$	�1 2 ( ), , ,

m
a a a

Φ
א��$�אد�א	%$,�,�����…

z��1و��m�;ن�W5]�(	אً�����INWא�1Uא'وא�،��m.�و	����+ �

1 2 3 ( )

1 1 1 1

m

a a a a
φ

+ + + +⋯� �

�+N�#5a�3-��
m m

A B�/'WK�A+�H�K� �
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Fa�E�T�^��hو;�( )mod
m

A m��,�,K�BI�h"و���@�;ن�K� �

Fb�E	̄و�����)��T�1	-����78א	 )2mod
m

A m�،ط��د�;�$$x"ول�0�،���Q$G�@$و�

��#5مM���,�,Kط�0ول�;ن�[��@�;ن����Xא���Kص?�#5M��،نW5��3I��

( )20 mod
m

A m≡؟� �

F٥}١٢�E�8د�	ن�א;��N�]?n*و�:�،?��I5����	وא�!n،�*�:	א�#Kو��0+�W� �
( )! 1 2 3 1n n n= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ − ⋅⋯� �

Fa;�E�8د-	�/W^�3-�;��hא���אد��2و�@��#N�Q+1����°� �
1!, 2! , 3! , ,10!…� �

Fb�E¡K�8د-	�/W^�3-�;��28]�/��^�±�2�Q+1����°�!nK� �
*�;�-W^�3/�	-�8د+w�B]��!�2�Q+1����°�1000א���Iم�^ , 100!K� �

Fc�E��B]����FbE��,�,KK���@�;ن�^ �
Fd;�E�د�;W^��N/�	-8$�د�Ec�،E،�و��#0����FaF�،EbFא	&�1אxi�/�Uא�X���@5	و�
3�Q+1����°�!nK� �
Fe�E4]ول�;ن�0��$��$����-W$^�3$/�	8$�د�;و	$������%$�±�^��/��p���Q$+1���$�°�!nK�

د�;�-W$^�3/�	-8$�د��xi�B]��و;�-�7���Q$+1���$�°�1000!����/W$^�3$א���Iم�^
��11�Q+1����°�5000!�K	-�8د �

Ff�E��@$��B]�$$��$��Iאم�^��FeE��P�$?;��$$1��sن�،�;و�$$Nذא�"��$�;�@��$$��pאً�$$�د��
ن�;و	��$$$$Nو"ذא��m

p��Q$$+1�!n��،6$$�ن�( )1m n p< −K���$$T9���$$���IUא�X�$$�F

���������א���אد�א���E���1IUא	�h��8אًDc�@���K� �
� �
� �
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F٦}١٢�EFa�Eد����hאً;و���	و;�p���Z$1k( )1338 mod1115p ≡�K����Dد��$��E$���#$�
�؟��9S����X���@א���אد�א�و	�� �

Fb�Eد��$$���$$h$$�אً;و��	و;���Z$$1k( )1438 mod1115p ≡�Kد����$$��E$$���#$$��D
�؟��9S����X���@א���אد�א�و	�� �

� �
 
 

� �

o b e i k a n d l . c o m




