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������G�� �%��5�3א/و����6א�����אد , 5 , 7p p p= = =�،��6��08���%��0�>����)0�

6I�IJ�0,1,2��Kאد�א,a = ���אp�MNو<����Lא������س��…��א�O;PDن�'�%(��K�،
E�Q���،R��3Dאول'ن��Tא�EQD�U3و:�ول��،א��0V��L�>א/"��ط��K����C��X�E�<����ذ
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7[3$@*�7���1*@�����א��G5^�%Jc��א/��M�0אW� �
( ) ( ) ( )2 4 6
mod3 , mod5 , mod7a a a� �

�=e�� �G �%�� �%4�E�0د���א/�F�M�0<���א7�G��ً'س�א��$�bو�P1��%���K
�!0)���������א�א�I3 �%���$�ً�U��4'�6�������G�� �Cذ���E<���3؟ ��+�'����אد�'وI3��E����5 A>��(�7א

���@3�)<�b�11pא�Tول�א �و*��i3'ن��،= �
( ) ( ) ( )
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10 10 10

10 10

1 1 mod11 , 2 1 mod11 , 3 1 mod11

9 1 mod11 , 10 1 mod11

≡ ≡ ≡

≡ ≡

…� �

� �

8
a  

7
a  

6
a  

5
a  

4
a  

3
a  

2
a  a  

0

1

4

2

2

4

1

  

0

1

2

3

4

5

6

  

0

1

1

1

1

1

1

  

0

1

4

5

2

3

6

  

0

1

2

4

4

2

1

  

0

1

1

6

1

6

6

  

0

1

4

2

2

4

1

  

0

1

2

3

4

5

6

  

  

7
k

a modulo  

o b e i k a n d l . c o m



��א���	������	
٨٧ א�! �����،�א����،�و�

3�3,�Wو��א�$��د����وk+�א�0l��א �
( )1

1 mod , 1
p

a p a p
−

≡ ∀ ≤ <� �

�����6��#�m��)��P�+(?���>���Jn�a�����>���53ن�a1و��p <����א���cق����Kذא����4ن−

2 1
,a a��=�c��p ��:'pن���A�Bא����*��53ن�������;�Pcس��������pK��2ط�����و�A�B�@��Qن�א

��q�Q��@�kو�Or�b��,�א��nאa��'����$�s����=�c���p ���:'��5ن�pK����+�kو�G� ول�'
����6i�3)��א��?���>_��� _B�bد�?�FPierre de Fermat�F����6��*7���EFrenicle de Bessy�E

��א(�6i�3و�����2w$��G� �+kא��Uن�Kو��v�� _B�G5،��1640م��x�1ول�<���ن� ��و'
�%(�?y�)(���$�cD�#?�FGottfried LeibnizKE١� �

� �
  (نظرية فيرما الصغرى) )٩,١( نظرية


د��������aو�،ً��و������אً�����
د��pذא�������ن�����������( )0 moda p≡/ن��؛������

( )1
1 mod

p
a p

−

≡K� �

��zJ��R��4 ����'�3�0;���و�����د�'ن����N�?���%(�،��{�kא��Uن�(��B�6$_ ��א
=�>�Pnא�!�P(3�C>�?3Wو04`�ل���ص�(|���א�G5^�Kא*�l3א ;�� �

( )22
6 1 mod23≡� �

22ن�א���د����$��ل���C>�?3א�א
6 1−����=�c���p ���:'23���C��I3ذא�'7د����'ن����K

���z��J����6دون�א*���l3אم����B�6��$_ ����א��nא�������6I��<�G�� ،��%��<�:����~ن�'����)�Q�

                                                           

F١�E��%&'%����	()�*(1646-1716)��������+)�1��و0/,.�ق��%,K3,+�א=!>	���;!:,���6,78��9א�!)��3,5وא�!�4�	>;?��1

��@,,A��א�/�/,,%����א�!)�5,,�3وא�!�4,,�3و���),,�Dא���KB,,Cو��,,��?�,,�	
�34E,,!�7��3,,@�א�&,,:��F,,G�

���,��8�د�?و�)�+Hل��Iل������J�IFא��J�	��%7א��KLن�وא�Hن�א��א�KR�,:!;SאQL,�ع�א����N��,Oא�	��%5

K3�67��E3�!Eא�!)��35وא�!�4F�T:!4�U���@ 8ن��?�UV�+)�1��?ن�;�3+��%'&%��و�%� �
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��p22א
��Kو��א� ��$(��3�$(�23�Wو����Pא(��qQ���D،��1و�?��� (@�،�6 �

22
6 1 23 5722682775750745− = ⋅� �

)<�a`��%��ذא�'7د�����'ن��`)���M���9�( �Z'ن�� )100
73 1 mod101≡��O��Pن��'����)�Q�

100
73 1−�K�nא�N�PAB100ن�א��د��،

73 1−����G� 6�������6<���187$��53ن���:e �+� 
��) �l3*ل�א�`aא�א������)�'101p �ن�������6�$אz<Kً_�ً�'و��אًوא�P��U3�$�b)�ً����د�،=

M_(5��6 ���#�62אً�:�ل�א/��אد�א��:�Z �����zJ�B�K_ ��א �
����=�>���Pnא�!���P(3���z��JK��eً`��0B�،�����Pn^5((����א*���l3אم����B�6��$_ ����א

( )35
2 mod7��،�6'ن������������)<A ��5(���������א*��������l3אم�: )6

2 1 mod7≡B�K)�O�������35
35 6 5 5= ⋅ +،����Pn��*/א��م���א��l3Pو�W� �

( ) ( )
5

35 6 5 5 6 5 5 5
2 2 2 2 1 2 32 4 mod7

⋅ +
= = ⋅ ≡ ⋅ ≡ ≡� �

������6;>����2 �6����)�����BC>����?3ض�'�(�������$�����:���%�א��א<?�$ )103
4 mod11x ≡�K

��4|3�>�،( )0 mod11x �Wو�AB�@�Qن����B�6$_ ��א���UV���zJ'ن�؛�/≡ �

( )10
1 mod11x ≡� �
qQ��%J��M�9�����MאQ��B�?��B�>W+�א �

( )100
1 mod11x ≡� �

��>��B�?���p>3א
x��qQ��%J�W� �

( )103 3
mod11x x≡� �

�C>�?3��Wא/>c5$�,Q,�'ن��%و�n�@�Q%�א �
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( )3
4 mod11x ≡� �

�������Q:�G5^�C>�?D@��אو��,1<���و�M� �6<���'���� �+�א 2,......x x= =�

،E��� �

10� �9� �8� �7� �6� �5� �4� �3� �2� �1� �0� �(mod11)x� �

10� �3� �6� �2� �7� �4� �9� �5� �8� �1� �0� �3(mod11)x� �

� �
@�Qن��؛و�AB( )5 mod11x ≡�)����C>�?3:%�א )103

4 mod11x ≡K� �
������zJ3��$��א��)�=�(��B�6$_ ��א�G$y��#א�ن���)I(<'K����6��$�\�{��k�3
��م�'و�A>�sً)���=�'ن�،�א����Uن)��*( )6

3 1 mod7≡K���N���?���G$�?��p ��)��P�،�ً���(\
���6،�:������ن�����nא�����x6<�����ن�����3ز�

3 1 728 7 104− = = ⋅�����)��،E���K ��+�ذ
)�ً�� ���$��5ن� ��Gא����caא*��l3אم�������������@��AB�،ن����>�N��)>�6��وB�6;��<���ن�'و��(����و

��5ن�א�Mאد���د��'�qQ���03�$�sن����>�N�2���,��M�5c���Uن��'��אد���د�KM\)�ً�،�א
K52%���م>�{�I<� �

)��)�=�'ن� )6
3 1 mod7≡�،אد��/�>�'�()*W� �

1,2,3, 4,5,6,� �
��א��Tول��������7س���א�y�3ل�و،���3��د<��4���k%�وא:�� (;א���;�D��8��3)�Kא
W,�3�א �

6� �5� �4� �3� �2� �1� �(mod7)x� �

4� �1� �5� �2� �6� �3� �3 (mod7)x� �
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,s1,2,3:����'ن�א/����אد� 4,5,6���������;�Dد�R��J��א�!(��p�>�M���:وא�M��� �ًא
,��`*(�p�>�+� ����q�Q��%�JI;�،���و��Q@��ذא��k<(�����+�א/���אد���א�R�Jא`���,�����Kא

��0����k<(�����+�'���אد�א�R�Jא/ول� �+������B�6i�3)\)����c���K�;�p�>�������)�Q��O�r��ًא
7Eא�0%����س���KW�� �

(3.1) (3.2) (3.3) (3.4) (3.5) (3.6) = 1. 2. 3. 4. 5. 6 (MOD 7) 

� �
��y��� �B����3_�א����cאغ�*(�l3���Pم�א!nא/�����אد����������k�%���<�:�������b����وא

1,2, ,n…،��،����q)�F� �

( )! 1 2 3 1n n n= ⋅ ⋅ − ⋅⋯� �
���|>3���א?��1א/$�G ��Pא�Mد�#�a�63אP4�� %� ���2��א��א %�אC>�?3�
qQ��%J�W� �

( )63 6! 6! mod7⋅ ≡� �
�3,�^5((��א�P���7�J3)�ً�،��ن'و��7و�!s6:��'ن���א���!6و<���\�G� �KC>��?3�

)��א�$�?,� )6
3 1 mod7≡و��א��،�!(p�>K��zJ� ��B�6$����@�Q���)D_ ��א �

����G��y��#وא�ن���zJ�ن�'���� e:������6<52%���م�Kن���)�=����B�6$_ ��א
)'�D�(���N���)(����'ن�� )6

3 mod7�������>�����p����د�O���D�D�Mא/����אد���'د����������3,�'ن�א

( )1,2,3, 4,5,6 mod7K�=�(�A>�sًم�'و��)*�@�Qא�و��Nد��sא,�3W� �
� �

  )٩,٢( دعاءالا

�����pد����	و�����אً��	��د����������������aو�ً�( )0 moda p≡/������	�Kن������
�Wא�	�אد �

 الأعداد في الصف الأول الأعداد في الصف الثاني
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��א���	������	
٩١ א�! �����،�א����،�و�

( ) ( ),2 ,3 , , 1 moda a a p a p−…� �
���א�	�אد�����W� �

( ) ( )1,2, 3, , 1 modp p−…� �
K �!"��#�$%�&'(א�)����*+�,*� �

� �
��البرهان �

�608��)א ),2 , 3 , , 1a a a p a−…���pD( )1p ووא�s�@��'�{�k$�#�������،אً��د�−
�Bد����;��qQ��60P��)%�א$p�Kضא�B��G$د��ka,'�(��'�����א ja����6�08����א����G� ،�

�$'ن���$�Gא��د�'�(��و#�����Bضאو>�?3 �Gن�K��� �

( )modja ka p≡� �
)��G ��3)3Pذ�E'ن� )|p j k a−ن��؛AB�@�Qو�( )|p j k−،ن��'��)k�B��)�/

p��s$��P�aK������6��<���6�$�����) �l3�*א���)�'���:s��6��Q>�����6����60�Pא/و�6����א�)�Uaא
�������������@��AB����k�%�<�:���P�$�,�אJc%�א��P<+،�وא����q�Q���)�D'��@��ذא���4ن����د�'و

��@�Q א�����:'��P�$�������'�6�;#�G� �K،�1����1'ن��� , 1j k p≤ ≤ و�A�B�@��Qن����؛�−

1j k p− < −��q�Q��60P��)%�א$�!�B��:د�وא�����)���#�$�Kp���0؛�����6:����א
��6��Q?aא��@����G� �%��'1p A�B�Eن������א�א����د�����و����−���K�c�Jjא k=���$א�����K�(ن��'

���c��p a��608=�א��د��א( ),2 , 3 , , 1a a a p a−…�6cQ3س������p�K� �
����E���608��)'>)I(������1א�ن�'ن�א ),2 , 3 , , 1a a a p a−…� �

��pD( )1p �����b�c<�_�pKس���cQ3��ًאً��د�− �
� �
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�1����G5�s���#�$�s�@�'( )1p و��,������pد�������b�c�<�_���R�Q3س�������−
)א/��אد� )1,2,3, , 1p −…K�@�Q���6�08؛و���)ABن�א ),2 , 3 , , 1a a a p a−…���6�08��وא

( )1,2,3, , 1p −…�xن�$�5ن�'�Or�0א/��אد����س����c�p،������@��'�G� �������q�Qא
O�D��1��אe3�5ن��(���א�$���،�sو��א�$(;,�<���ن�אNد���KC>�P�א �

sאم�א�l3*�>،Nد����N�;���%;P�אsد���B�6$���K�������N_ ��א����z�J<���ن �Gא
��Wא/��אد����qQ'ن���08 �

( ) ( ),2 ,3 , , 1 moda a a p a p−…و��( ) ( )1,2, 3, , 1 modp p−…� �

��c��,�608�����608א/و���؛א��א���p��Pو�b:�>�%���$و�AB�@�Qن�:�>%�א
W6���`���608א��א���p�א �

( ) ( ) ( )( ) ( )( )2 3 1 1 2 3 1 moda a a p a p p⋅ ⋅ − ≡ ⋅ ⋅ −… …� �

@�Qن�؛و�AB� �

( ) ( ) ( )1
1 ! 1 ! mod

p
a p p p

−

⋅ − ≡ −� �
�:e��،ًن��'�_א'( )1 !p −�(P��,��p +��ً�'و���،E���7��J33?�+�א��P������G� 

�K��zJ�6(B�6$����qQ��%JI_ ��א��אa��د�\� �

�������������������������������( )1
1 mod

p
a p

−

≡�������������������������������������K� �

�����G5^אم�l3*ن���د�א'�=�(�����zJدون��������د� ����R ���אB�6$���ً_ ��א
@Q�QX�����?pن��'K�0B�eً`W� �

( )1234566
2 899557 mod1234567≡� �
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٩٣ א�! �����،�א����،�و�

�����4ن���4������E؛���دאً�'و���G5^�s�����ً'ن�$�5ن�1234567و��א�$���'ن��@��/
��BA�V���z��J1234566'ن������Uن����B�6��$_ ����א

2��C>���?$1�����1234567س��K]ذ���Z��)4א�
�)(P:��)�'�R�4��ً2��) ( )1234566

2 mod1234567OpzD�eB�،؛��R�4���2��1�*
%Jc��א�E�G ��;�$K1234567ذ�E'ن��]�א�Pدس��Q�B��2(��ذ 127 9721= �؛�⋅

�AB�@�����Qد�����א*����3?�(�(������و����������������r��6د��� ����%�Kو��G����5ذא�'���������א�nא�����������
100

10 37m = +K� �
�B�OP��� �)�( )1

2 mod
m

m
−�*�qQ��%JI)W� �

( )

1
2 36263603275458610624877601996335839108

36873253019151380128320824091124859463

579459059730070231844397 mod

m

m

−

≡

� �

�����'�M��� ،��3)3��Pن����'���z��JB�6��$����G�� 100_ ����א
10 ���������دאً��+37

�ً����وא��r��G�5^�R��4��ً� � ��ًI�kد��� �%������K،�'و�G5*��R�25א��D���(05<5�2%�����و
�G� �@����Kא���a¡����:��� ���'�(���������200,000و���s�@�'�+$�*����G� �%��'�6$�#�����א �%�'��

�6'ن�����1'ن�'��אدאً� �����,�'���אد� ��6�cو������cא�����5��Zن���_����������;P>�+�?3P�
K�;Q א���G �b'د��r��qQ��G$7د��� �

� �
   نـــاريتم

F١}٩�E����zJ�3�W6א*�l3م����B�6$_ ��א�~�ز�אa;�م�א �
Fa�E'0و#����د� 73a≤ <����:( )794

9 mod73a ≡� �
Fb�%:�E( )86

6 mod29x ≡� �
Fc�%:�E( )39

3 mod13x ≡� �
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	���א���אد�������� Jא����א�ول� � ٩٤

F٢}٩�E�7א��aא( ) ( )1 ! modp p−�������(��B�6$_ ��א�qQ��،���zJא��)����>����;¤

¥3��v��)�'�G K@30���6B�� ��� �
FaP:��E�O( ) ( )1 ! modp p−������M_zJ����א،�ً�،�'و#���"?����L�>��)�pא

)�0V�%0ً�وא�K� �
Fb�������7א�������0Q�G�������>�E'ن�z�K{�I�����<�E�����)�0V:������ول�'ن�������a�R�����235Dذא�

( ) ( )1 ! modp p−��60����c��60��p�������|D�� ��)�p���0���ً����G� و�،�M_z�<

�����+�0T�6z�J��א���=�(���E3�:e ��0����pKx� �
F٣}٩�E�G$���03)'ن����Xد����E��) �O��Q\9.2��6��0א ) ( )1 ! modp p−���5ن��$�� ���)�p�
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