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   ).٤٥,٢( نظرية

)��ذא���ن         )2 mod3p ���ن���د�א��
�ط�،≡
p

N�������א�����א������ �
2 3

1
: 17E y x= 
��������pس��+��

p
N p=K� �

   البرهان

�Dא�����د�א+و����"��K�%��Kل���?
�M��9*�nC��h'�D��a9'����%*ن،�د���>C �\���/*و������������5��
11p =M9*ط��a%د�א�����K�

1
E�0,1،�'��ض��11$�س�, ,10x = …���3

17x +�
���� C
���<$aא��V'�0ذא����<$(�BC'ذא�¨����*%�����������11$��س��ً�و��
�������D���&ول�א���sא�K

Wf���&א�� �
� �

10� �9� �8� �7� �6� �5� �4� �3� �2� �1� �0� �(mod11)x� �

10� �3� �6� �2� �7� �4� �9� �5� �8� �1� �0� �3 (mod11)x� �

5� �9� �1� �8� �2� �10� �4� �0� �3� �7� �6� �3 17(mod11)x +� �
)��(���w,ن�א+*���אد )3

mod11xא+*���אد�����D��>����
�0,1, ,10…��nد���*������ 
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)�jCj$5;�،�و'_^�א�[D\� �����56%~*�אد )3
17 mod11x +K���	�*�R-5'��
�%*�!�"�

�W(9�ل� �
2 3 2 3 2 3

2 3 2 3

0 17(mod11), 1 17(mod11), 2 17(mod11),

3 17(mod11), 10 17(mod11),

y y y

y y

≡ + ≡ + ≡ +

≡ + ≡ +…
� �

�r(Wن�
��*���%$9��א��R-5*	�(9�ل �
2 2 2

2 2

0(mod11), 1(mod11), 2(mod11),

3(mod11), 10(mod11),

y y y

y y

≡ ≡ ≡

≡ ≡…

� �

)�א+ول�&/���� .א� )2
0 mod11y )������m(�����وא(������≡ )0 mod11y ≡K������
,

��56%�� nC]א���e�a �/&9�����_א��	
�b9�'��<(�،BCK+23א��	�
��1,ن�'��Hא+*�אد�
g��10�53ن��א�j�ً�Cj�$�$ ن����11$�س�����CKiא�H�%ً��א53وא���p������!�"���KD��$ Cj

�e��a �/&א��H�'ن�r(�( )2
mod11y a≡���U�)���[ذא���0ن�����m�',�C0"�jFن��b��ªU�)ن��r�(�

p b−�ªU��)����m����^$����C��Kiא�H���%وא��،E�ً����,���������،م���*����] �،�!�"����K���)�
1 2 5 11+ ⋅ =�ªU)K� �


?�BCK,��9،��3&���,ن�'_�^�א���5��K���«�nC>��hً�،�����,ن�������,�2
�Vذא�(�و��
)�j&>��6!� �+*���אد�א+و�$���� )2 mod3p ً��
���2א+*���אد���؛≡��
���H��9&¬�2����ن�א�+

)�א+و�$� )1 mod3p ≡G��<0�،����������6)ل�U�K�	�

�	�ذ��!� %_�6!��.�a-&א��!�%�
( )3

17 mod7x +��%*�0,1,2, ,6x = …K� �
)��"�!�3%-�ول�����m',�e�5ذא��0ن )2 mod3p �r(Wن�א+*�אد��≡ �

( ) ( )
3

3 3 3
0 17, 1 17, 2 17, , 1 17 modp p+ + + − +…� �

� �
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��D>W'_^�א+*�אد� �

( )0,1,2, , 1 modp p−…� �
�2

�	�א+*��אد�K�$j��p�����!�"���K��w),ن���U&K��v5���� �b��j��<|����0א�א

������n}���<&
�gא+و���<|�aن�'���5,ن�א+*��אد���א�,���>�m9<*ج��&«��
+ن�<�"א����®����؛��0
K�$'�?א���<|�a�2$,*�אد�א�F��<]j��;',� �

  ����������a%و��،gא+و�����<|�aא��	���
C���_%��3ض�,'%�����,���K"'��*����د�	�

1
17b و��+

3

2
17b �p�،BC�������K,�e��������<9،�و�%_�������Cض�,';>���������
&��������6و��ن��$��������س���+ �K�

( )3 3

1 2
17 17 modb b p+ ≡ )��ذن�+ )3 3

1 2
modb b p≡Kن���,�V����5?'ن�,�������C'������%'��

1 2
b b=ذא��0ن��K�( )

1
0 modb p≡ن��r�(�،( )

2
0 modb p≡�،���،^���� �^�وא��

)�"�!���ز��%��,��ً��,ن�'_�ض�,ن ) ( )
2 1

0 mod , 0 modb p b p≡ ≡/K� �
�'���Cאiن�,ن�'�K"�אs"��א�&�$¯��/��Cא�&/� .   �

( )3 3

1 2
modb b p≡،� �

��������BCא�������
p(����Ch'�.�$5/j���>א���s؟�אH�$0�	�)�و� )1
1 mod

p
b p
−

≡�K
)�ضC,����3��ً%��6& �م�א�_��� )2 mod3p �1p����3�b��6a،�وא���"�o¬@'����,ن�≡ −�K

!�"��1 , 3p %%����א��6دس�,و�$�ن�'56$ً�،��ذن�
	�'���Chא��1د���א�/$��Fא�_���−G�E
��Wد������د�(���9>� �

( )3 1 1u p v− − =� �

��	�א���6;�������د�א��������،���a$aא����( )2 1 3u p= 2vو��− =�،25/���� �K

( )2 1 3p )�*�د�T-$��+ن�− )2 mod3p ≡K� �
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)��(�w,ن )3 1 mod 1u p≡ 
	�ذ�−�b;_ذن����،�n��aא��g��2(Cن�א�,�!�th
u�

n�a9��2(Cא��m6_'��>�1 3������="�>���'������%',�V�h)����N��،¯$�j��"��"K,�،M%�NF�K
���C���2(C%�3�!�"���KEא�&/�� .����א����C�]*�2 ��6א�_�)���nC��j�C�?0,�e>$>�ً����א�_������

( )3 3

1 2
modb b p≡�n�a9��th

u��6��BCא�����
p(���Ch'و'6& �م�� �

( ) ( ) ( )
( )

( )

( ) ( ) ( )
( )

3 3

1 2

3 3

1 2

1 ( 1) 1 ( 1)

1 2

1 1

1 1 2 2

1 2

mod

mod

mod

mod

mod

u u

u u

p v p v

v v
p p

b b p

b b p

b b p

b b b b p

b b p

+ − + −

− −

≡

≡

≡

⋅ ≡ ⋅

≡

� �

)�?�V5,ن�א+*�אد��א<" )
3

3 3
0 17,1 17, , 1 17p+ + − +…�����_9&k��;�$F

,�0,1،��ذن����,ن��6jو��po$�س , 1p −…�K�
��$j� � �
  .53��
���m',��%$ �،Wذא�*��%���&9 $�� �

0,1,2, , 1x p= −…� �
��( )3

17 modx p+،א+*�אد���M9*�BCK,�nC
���-%3W� �

( )0,1,2, , 1 modp p−…� �
)&/���� .�א� )2

0 mody p≡��W����)وא�����)�m�����( )0 mody p≡K�������;��	���

e�a �/&א��H�'�،BCK,W� �

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 2 2

2 2

1 mod , 2 mod , 3 mod , ,

2 mod , 1 mod

y p y p y p

y p p y p p

≡ ≡ ≡

≡ − ≡ −

…

� �

� �
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U)��[������)�m���^$���C�Kiא�H�%א���������3؛ن،�وא���D�>א+*��אد��H��'�!�"��
�CKiא�H�%وא��D�$ Cj�3א���p�F�D�$ Cjא�_�����א�C�h'��b����23ن�א��1د�������r�(�!�"���KE

�2א����)�'&$%$� 3
17y x= +�v5��� ��[W� �

1
1 2

2
p

p
N p

 −  = + ⋅ =   � �

����������������������������������������������������������������������pK$�س�(� �
� �

نحرافوالا pعدد النقاط قياس ).٤٥,٦الجدول رقم (
p

a للمنحنى
3

EK� �
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����M����9*ط������a%9��������¨ذא������
�);>%������אiن�
1

Eس������$��p�������$אد�א+و������*~��
( )2 mod3p ≡�	�C��<&א��K45.3������	��<
��Cאً���C��?0,�v��u�����]&0א�!��%
����9/��’

p
a s�

�
�%*�( )1 mod3p ≡K� �
��$د*%����'&����C1�Hא������א+���uط�א���}�א�K�>�%_��]&0 ��9���5��6%>%-%��$��א�%����������

2 1
,E E،��א�و����'��,ن�אC��:p−�

p
a��oא+*���אد�א+و�$���،�������6�0و�H���'�Dא�����

�אد���K~*��−0وא�n�����z������ ��%�/&��3و�H��T<��"=�א+*���אد�א+و�$����א���}�]����א:��Cא���
’א+و�$��א+��BCK,�%��,ن

p
a s�/u�.a«�ً�،�>و�،e�� C
�o�¨�ًאC
�C?0,�( )

2

2
p

p a−�
��M�%-%<9���5�6%�� ��
�0�2 C
�و<��

2
E�����M�%-%<9���5�6%�� �\D�]ض�א�C�� �m;5�]و��،�

1
E�

Fא	�C��Ch'�b���45.3�ً�5��KE�،
2 1
,E E�����$%-%
�v�a(���<>��$����'ن������e��$%-%
��� �	�
ن�

����� ��0���]
�'�����$���������jو��»���r��(�!�"����،Mن�א���u+��%(���]&0ط�
2 1
,E E���%�(����


?�ل�,و�
?�����CKL	��M9*א+�����Kول���R-59��b���45.6�D/ط��$��س�����a%د�א��*�
p��وאe�(אC:p−��D���%א��M%-%<9�� �

2 3 2

3
: 4 16E y x x= − +� �

�−C��:pא�א�
��	�א+*���אد�א+و�$��������ن�]����������א���Uً$��9א���5�ًو�,ن�<%���`�*���د
�5000pن�א+*��אد�א+و�$����،��6��b���45.6�,���%3و��M&)�KC_T�o��و3°�%����ول <�

�0א�}�]�
p

a =�va(�D>K� �

2,19,29,199,569, 809,1289,1439,2539, 3319, 3559, 3919p =� �
. �/j��$�2$<"=�א+*�אد�א+و�F�9��10$�س�������p?��	���6�\�א���w<%��`�א���،


	�א+*�אد�א+و�$��. �/j�9��10$�س��?
�،�59,79, 89,109�K�<|�aد���א�Cj�x� �
� �
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/u�`�%>ن�,�C;h����ً�/$6 �ًو����،�<|�aد�<"=�א+*�אد�א+و�$����א���� �b-&�

��א�3&/�ع����1937א�6��x��a$a&/$�2,(�����د��Da �Kvuא�����M�&)�!�"�0�2*��م�������%*

Noam Elkies,ن�<%��`�دא|>�ً��*��د�������	';�|$����אً,ن���@<��ن�]�����������
�	�א+*��אد�א+و�$�����
0

p
a =K� �

��0ن�'���nא+*�אد�א+و�$��א�}�]�
p

a =�����o��«ط���u,�	�*�R-59%��:�ول�א��±

:�BCK,�nC	��R-5' �و�	ن����وB،�و��	�����Kv�u�C�;hא��א��2،��ن������
e�� C،�و�

�����?
�b�;<h�

%-%$�BCK,��$���'�e،�<���,ن�����%?S��

��3%��=��ذא��
3

E���b$�����[�،
’������א�����9$9

p
a sC_��T�o���6وjًא���وjא1%-%$���ن�א�%�����$�ن��Ke���� C
�o���«ط����u,�������

2 1
,E Eص������Kع����'�	��

���0C?��������א<>�����H*����N?ن�'�����$�ن����$%-%
����<;'��،F١E�

Fcomplex multiplicationC�&א��D��/�'�	����KEل����a���� �D_&%��3�	��ن������Hא�����$.�،�و�
����0��ن�'���Hא���������C
�H*���N��$����%א��e�$%-%1א�’

p
a s����C_�T�oאً]������6و����<%$ �،

�ن�]���
�0Cون�
��*�Hא�e�$%-%1א�%���$�� ��’
p

a s��9$9��C_�9אא�61و�������K� �
� �

   نــتماري

�F١}٤٥E�Fa�Dد�,و������*������E�p	$����،�
p

M��9�ل��$���س�א�<����*���د����p9>��د�������
2 2

1x y+ =b$aو���א�,�K�
3 5 13 17
, , ,M M M MK� �

���%>�Wn�*�6
F�،�ًو,�K!��6ذ������°�(��a�Cא�e�� C1�2$א<´��<|����<*
���K�0'$ً�،�*�ض� ��א���pb$a$�س y p≤ �2وאK&@�)$>���ذא��0ن�>

1 y−�
� C
��pKE$�س��ً� �

                                                           

F١E������$�%��&$'د��(��$0/�	.$-�,ذא�*��$(���������א�����5$��3��ً%ن���1�(���$67�8������K:$�%�$;����$7�8א�'
)�=�1ً>�,ذא�.�ن ),x y�><*1)�د������2 3

y x x= )�،�=Aن�א�$�وج�+ ),x iy−����><$*��ً$0�Cد���3$%ن�%$Dو�K

:���C�1iאد� = −�K?�-.	�/��0�?���1F'א��G,د����Hא����IJK��  
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FbF�	��
�!��j�'�$ א��3& �م��Eab$��aوא��E�
11 7

12 , 8M M= א���}�(5��6&;��=
�������<$��	��*����<�����<����ًa ���3�

p
M�K�����6אS�!��%$<��@��&K�

19
M��ً��a(و�K

�<$���
�،�!%$< &��
1373

Mو
1987

M؟� �
FcF���!%$<ن��,�	>C �Eb�n�6*�`�א��$��א��א�دj����Wn�*�6
F�K�$-T�E

�KEא�?����Rא�_��� �
F٢}٤٥E�Fa�$%$&'�(�9�ل�א��1د���א���)�2$Fو���,�E�2 5

1y x= �b0�K*��د����7$�س�+
�א�9�ل؟ �

Fb2$Fو���,�E������$%$&'�(��9�ل�א��1د����א���)�2 5
1y x= ��11��b�0�K$��س��+

�*�د�א�9�ل؟ �
Fc	$����E�pو�$����אً*���د�,����$��Tא���m����( )1 mod5p C�� �K<	�,ن�א��1د������/≡

2א����)�'&$%$�� 5
1y x= +�v5��� ��[�pא�9�ل��$�س��	
�pK� �

F٣}٤٥E�Dد�,و������*������( )1 mod 3p ≡�M��%-%<9ول�����sא���
1

Eא����a1����6א),�،�
2

4
p

p a−ص؟�K��z��[��;56«�{א+*�אد�א���>�K� �
F٤}٤٥Eא��������������W�'C ���������������&0�ً�. ��������������/&���������������6*��������������د�(�������������9�ل�א���

( )2 3 2
: modE y x ax bx c p≡ + + +�W�$��&ق�א�C/א��B�)3& �אم��� � �

�Fi��ًو,�Eس�א��$��e�� C<9���<|����<*�pض����*�b���،�0,1, , 1x p= −…�
��3 2

x ax bx c+ + ������K�ً��pذא�����0ن�
�g��C���h'�p���� Cא���D�����5$����سאو�+
H�,�،oC_T�2��C_�Tذא��0ن���،!&<|���g�ًא�H��,�،�1ذא�����،!�&<|���g�

� C
�	��x�ًKm9>�±�،� �

Fii���E�0,1, , 1x p= ����6
�{�s%������א�…−)�
3 2

x ax bx c

p

 + + +      
�K

�±�<z�Km���9و�ذא�����0ن��،−���g��1|>&���!،��ذא�����0ن���H����,�2+��1ذא�����0ن
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( )3 2
0 modx ax bx c p+ + + ≡�H��(�1�Kx!&<|�a�� �

�א3& �م� W�'C!����6*�د�א�%��aط�
p

N��א��وאC�:p −�
p p

a p N= −�
����Dد�,و������*����
��	�א�e���$%-%1א�&��$����و��M��%-%
������2 100p≤ ≤�o,�K

_*��
�mن��,��a&�j�Ee�$%-%
F�M%-%
�ً�50C
�؟ً� �
2 3 2 2 3 2

2 3 2 3

( ) 3 11 ( ) 4 2

( ) 595 5586 ( ) 2 7

a y x x x c y x x x

b y x x d y x x

= + − + = + +

= − + = + −

� �

F٥}٤٥E�������3�	�C��<&<��"א�א�����א�v��u�H��]&j��e���(אC:p −��D�����%א��M��%-%<9��
2 3
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