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  ملحق أ
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Complex Numbers 
  

  :مقدمة
..  تعريفاً محكماً Rعرف علماء الرياضيات خط الأعداد في مجموعة الأعداد الحقيقية   

          هذه اموعة كانت تفي بالغرض حينما يطلب مجموعة الحل لمعادلات رياضية مثل
(x2 – 9 = 0)  أو  (x2 – 2x + 1 = 0) ذلك حينما يطلب مجموعة الحل وك..  وغيرها

ولكن كيف نستطيع إيجاد .   وغيرهـا(x  + 1 > 0)من أمثال ) متراجحات(لمتباينات 
إن مجموع المربعات لا يساوي صفراً لأن مربع ..  ؟ (x2 +1= 0)مجموعة الحل لمعادلة مثل 

  .؟موجب، فكيف يمكن موع أعداد مربعة أن يكون صفراً أو سالباً) دائماً(العدد 
 Imaginaryللإجابة على هذا السؤال افترض العلماء وجود ما يسمى بالعـدد التخيلـي   

numberوهو العدد المعرف كالآتي :  
1−=i  

  : إذ أن(x2 + 1 = 0)فهذا التعريف يمكننا من حل المعادلة 

ixxx ±=−±=⇒−=⇒=+ 1          1          01 22  

 مجموعة  Extending فكان لابد من توسيع      ..ولكن إلى أي مجموعة تنتمي مجموعة الحلول؟        
 Complexالأعداد الحقيقية لتستوعب الوافد الجديد، ولذلك تم تعريف العـدد المركـب   

Number   ليكون مكوناً بصورة عامة من جـزء حقيقـي Real Part   وجـزء تخيلـي 
Imaginary Partكالآتي :  

z = a + ib 

ه اموعة الموسعة التي تحتوي أمثال هذه الأعداد هذ . i=−1 و a, b ∈ Rحيث 
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 ، R ⊂ Zكذلك . z ∈ Z يحقق  z = a + ib وبالتالي Zسميت بمجموعة الأعداد المركبة 
 فإن b = 0 وذلك لأنه عندما نضع Zأي أن مجموعة الأعداد الحقيقية هي مجموعة جزئية من 

z ∈ R.   
الآن يسير، تطور علم من العلوم الهامة بداية من هذا التفكير المبدع، والذي يبدو   

بل إا .. جداً والتي هي بدورها تسببت في تطوير الرياضيات وتوسيع طرق الحل للمعادلات 
أصبحت من العلوم القيمة جداً والتي لا غنى عنها في العلوم الكهربية وعلوم الاتصالات وعلم 

يسيرة التي أنتجت ما يسمى بالعدد المركب وذلك لأن هذه المقدمة ال.. الموائع وعلم الديناميكا 
 Complexتطورت هي الأخرى لتنتج علماً فائقاً ومدهشاً آخر يسمى بالمتغير المركب 

Variable وهو من العلوم البديعة المدهشة والتي لها أيادي بيضاء كثيرة على تطور الرياضيات 
  .ككل

  :تعريفات
  :١ –تعريف 

  بحيث يكون Zمي إلى مجموعة الأعداد المركبة    هـو عدد ينتzالعدد المركب    
z = a + ib لكل a, b ∈ R ، 1−=i.  

  :ملحوظة
  ، فإنi=−1بما أن   

i2 = i × i =  – 1  
i3 = i2 × i =  – 1 × i =  –i 
i4 = i2 × i2 = 1  
i5 = i4 × i = i   

         Μ 
، أي بالدورة الرباعية إلى وجود ما يسمى iوتؤدي عمليات الرفع لأس موجب على . وهكذا

  :أن

   i4n = 1  , i4n+1 = i 
   i4n+2 = –1 ,  i4n+3 = –i  
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  . عدد صحيح موجبnحيث 
  :٢ –تعريف 

 

( )
( )

zbaz

z
a
b

zzb
zza

 of  valueAbsolute   :

 ofArgument     :tan

 ofpart Imaginary            :Im
 ofpart  Real           :Re

22

1

+=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

=
=

−θ  

  :بعض العمليات الأساسية في جبر الأعداد المركبة
  : فإنz2 = a2 + ib2  ,  z1 = a1 + ib1إذا كان   

  :Additionعملية الجمع   ) أ(
  : فإنz2 = a2 + ib2  ,  z1 = a1 + ib1إذا كان 

 z1 + z2 = (a1 + a2) + i(b1 + b2) 
  :Subtractionعملية الطرح   ) ب(

  : فإنz2 = a2 + ib2  ,  z1 = a1 + ib1إذا كان 

 z1 – z2 = (a1 – a2) + i(b1 – b2) 
  :Multiplication عملية الضرب) ج(

  : فإنz2 = a2 + ib2  ,  z1 = a1 + ib1إذا كان 

( )( ) 321
22

22
2

212121221121
ba

baiaibbiaaaibaibazz
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+++=++=  

  أي أن

 z1z2 = (a1a2 – b1b2) + i(a1b2 + a2b1) 

 الجزء الحقيقي من
  الجزء التخيلي من 

        سعة

 لـ)طول(القيمة المطلقة
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  :Conjunctionعملية الترافق ) د( 
   فإن العدد المركبz = a + ibإذا كان   

   ibaz −=  
 عند إجراء iويحقق الترافق غياب العدد التخيلي . z د  العدConjugateيسمى مرافق 

  : حيث أنzz أو zzعملية الضرب 
   ∈+== 22  bazzzz  R 

  .وبالتالي فحاصل ضرب العدد في مرافقه دائماً يعطي عدداً صحيحاً

  :Divisionعملية القسمة  ) هـ(
  : فإنz2 = a2 + ib2  ,  z1 = a1 + ib1إذا كان   
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ولإجراء عملية القسمة فإنه يمكن استعمال تعريف المرفق وذلك للتخلص من كون المقام عدد              

مركب لا يمكن بسهولة القسمة عليه، وبالتالي فإنه عند الضرب في 
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نا نجحنا في النهاية في كتابة       أي أن 
2

1
z
z           كعدد مركب مكون من جزء حقيقي وجـزء تخيلـي 

  .وهذا ييسر العمليات الجبرية كثيراً
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  :Absolute Valueالقيمة المطلقة للعدد المركب ) و(
  : تعطي بـ z للعدد المركب |z| فإن القيمة المطلقة z = a + ibإذا كان   

22 bazzz +==  

وتحقق القيمة المطلقـة العلاقـات   . z (Length of z)يطلق على القيمة المطلقة أيضاً طول 
  :الهامة التالية
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  :ويمكن للقارئ محاولة إثبات هذه العلاقات والتي يمكن تعميمها كالآتي
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  : باستعمال الاستنتاج الرياضي كالتالي(e)ويمكن إثبات العلاقة 

  :n = 2عند : أولاً ∗
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  .(a)      وذلك من العلاقة 

  :، فإنm = nبفرض صحة العلاقة عند  : ثانياً ∗
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  : يكونn = m + 1وبالتالي فإنه عند 
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 (e)وحيث أن العلاقة . m بفرض صحتها عند m + 1أي أن العلاقة صحيحة عند 
  .,m = 2, 3, 4  …، إذن فهي صحيحة عند m = 2صحيحة عند 

  
  

  :  باستعمال الاستنتاج الرياضي أيضاً كالتالي(f)وبالمثل يمكن إثبات العلاقة 

  :n = 2عند  : أولاً ∗
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  .(c)وذلك من العلاقة 

  : ، فإنm = nبفرض صحة العلاقة عند : ثانياً ∗
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  : يكونn = m + 1     وبالتالي فإنه عند 
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 (f)وحيث أن العلاقة . m بفرض صحتها عند m + 1أي أن العلاقة صحيحة عند 
  .,m = 2, 3, 4  …، إذن فهي صحيحة عند m = 2صحيحة عند 
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  : هامةقوانين
  : بعد أن عرفنا عمليتي الجمع والضرب فإن هاتين العمليتين تحققان القوانين الآتية  

  : فإنz1, z2, z3 ∈ Zإذا كان      
)i(   قانون الإقفالClosure Law  

z1 + z2 ∈ Z   ,    z1 z2 ∈ Z 

)ii(   قانون الإبدال الجمعي Commutative Law of Addition   
z1 + z2 = z2 + z1 

)iii( لإدماج الجمعي  قانون اAssociative Law of Addition  
z1 + (z2 + z3) = (z1 + z2) + z3 

)iv(   قانون الإبدال الضربيCommutative Law of Multiplication  
z1z2 = z2z1 

)v(   قانون الإدماج الضربيAssociative Law of Multiplication  
z1(z2z3) = (z1z2) z3 

)vi(   قانون التوزيعDistribution Law  

z1(z2 + z3) = z1z2 + z1z3 

)vii(   0المحايد الجمعي: Identity with respect to Addition  

z1 + 0 = 0 + z1 = z1     ,     0 ∈ Z 

)viii(   1المحايد الضربي: Identity with respect to Multiplication  

(1)z1 = z1(1) = z1     ,     1 ∈ Z 
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)ix(   المعكوس الجمعيAdditive Inverse  

) zيسمى المعكوس الجمعي للعدد  (Z ∋ (z-) يوجد عدد z ∈ Zلكل عدد 
  z+(-z) = 0:  بحيث

  
)x(   المعكوس الضربيMultiplicative Inverse   

) zيسمى المعكوس الضربي للعدد  (Z ∋ (z-1) يوجد عدد z ∈ Zلكل عدد 
  zz-1 = 1:  بحيث

  
  

  :١مثال 
  : إذا كان  

  z1 = 1 + i     ,     z2 = -1 – 2i     , z3 = i 
  :أوجد حاصل العمليات الآتية
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  :الحل
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  )i2 = – 1تذكر أن (
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أي أنه لا يمكن أن نقوم بحل ..  أن نوزع عملية القيمة المطلقة على الأعداد الخطأ أنه من لاحظ
  :بالصورة التالية) fزء الج(هذا الجزء 

r = |z1 – z2 + z3| = |z1| – |z2| + |z3| 
  |z1 – z2 + z3| ≠ |z1| – |z2| + |z3|     : حيث أنخطأفهذا 

إذن لابد من القيام بأداء العمليات داخل علامتي القيمة المطلقة قبل أن نجري عملية القيمة 
  المطلقة
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  )١(تمرينات 
  إذا كان

  z1 = 1 + i    ,     z2 = 1 - i    ,     z3 = 1 + i    ,    z4 = i     ,    z5= 6   
  :احسب ناتج العمليات الآتية
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  :ملاحظة

⎟): كما سبق( هي z = a + ibتعريف السعة  لعدد مركب   
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= −

a
b1tanθ.  

   ةللأعداد المركبالتعبير الشكلي 
GRAPHICAL REPRESENTATION OF COMPLEX 

NUMBERS 

لرسم هذه الأعداد في أشكال فإنـه       
للرسم ) خالياً(لابد أن نعرف مستوياً     

ويتم ذلك برسم إحـداثيات     . عليه
كما في حالـة الأعـداد      (متعامدة  
على أن يكون الخط الأفقي     ) الحقيقية

للأعداد الحقيقية والخـط الرأسـي      
ولـذلك يـسمى    . اد التخيلية للأعد

أي ليس له وجود    (بالمستوى التخيلي   
  كما هو موضح بالرسم ) واقعي
 مـن  x صورة المتجه الموضح بالرسم والذي لـه  z = x + iyوبالتالي يأخذ العدد .  المقابل

  : هوz أن طول المتجه لاحظ.  من الأعداد التخيليةyالأعداد الحقيقية، 
22 yxzzzr +===  

  : صحة العلاقات الآتيةلاحظذلك ك

y = lm (z) 

x                 x = Re (z) 

z 

y 
r 

θ 
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⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=== −

x
yryrx 1tan     ,    sin    ,    cos θθθ  

هذا التعبير الشكلي للعدد المركب قد ساعد على كتابة العدد المركب بدلالة عددين حقيقيين 
وعرفنا سعته ) rأي  (zفإذا عرفنا طول العدد . r, θ كما بالشكل؛ وهما x, yآخرين غير 

  .ييناً محكماًفإنه يمكن تعيين العدد المركب تع) θأي (
 فإن هذا يسمى بالتمثيل (x, y) بالعددين الحقيقيين zفإذا ما عبرنا عن العدد المركب 

أما إذا عبرنا عنه بالعددين الحقيقيين . z للعدد Cartesian Representationالكرتيزي 
(r, θ) فإن هذا التمثيل يسمى بالتمثيل القطبي Polar Representation للعدد z . وإذا

، أما إذا استخدمنا z=x+iy بالصورة zاستخدمنا التمثيل الكرتيزى فإننا نعبر عن العدد ما 
  : والمعروفة كالآتيEuler بصيغة أويلر z التمثيل القطبي فإننا نعبر عن العدد

   eiθ = cos θ + i sin θ 

  :وهذه الصيغة تمكننا من كتابة التمثيل القطبي كما يلي
  

  : iy + x= zلمركب التمثيل القطبي للعدد ا
z = r eiθ 

 

⎟      حيث
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+=

x
yyxr 1-22 tan     ,     θ 
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  :٢مثال 
  :عبر عن الأعداد المركبة الآتية بتمثيل آخر  

  ( ) ( )
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⎛

=+= 33                         1
πi

ezbiza  
  :الحل

(a) z = 1 + i 
  .التمثيل هنا كرتيزى والمطلوب التعبير عنه بتمثيل قطبي
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  . وليس بالدرجاتبالتقدير الدائرين يعبر عنها  أيجب θمع ملاحظة أن 

( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

= 33  
πi

ezb  
  .التمثيل هنا قطبي والمطلوب التعبير عنه بتمثيل كرتيزي

( )31
2
3

3
2
3sin

2
3cos

60
3

3
iiyxz

ry

rxr
+=+=⇒

==

==
⇒°≡=

=

θ

θ
πθ  

  :ملاحظة
 بالدرجات أو θعند استعمال ) من حيث القيمة (cosθليس هناك فرق عند كتابة   

  .نسب المثلثية الأخرىبالدائري، وكذلك بالنسبة لجميع ال
  

  DEMOIVRE’s THEOREMنظرية ديموافر 
  

  :إذا كان
   njerz ji

jj ,......,2,1     ,     =∈= Zθ  
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  فإن 
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  :الإثبات
  ea . eb = ea+b       :حيث أن

  :إذن
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θ
θθθ

θθθθθ

111

1
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1

11111

sincos            

               

..... . 

121

21

 

  .هذه النظرية مفيدة جداً في الحسابات كم يتضح من المثال التالي
  

  :٣مثال 
  z1 = 1+i     ,     z2 = 1 – i     ,     z3 = i     ,     z4 = 2 + i   :إذا كان

∏      :أوجد
=

==
4

1
4321

j
jzzzzzz  

  :الحل
   z = z1z2z3z4 = (1+i)(1–i)(i)(2+i)  

وبدلا من استخدام التمثيل الكرتيزي لكل عدد من الأعداد المركبة المعطـاه، مـن الأنـسب                
  . استخدام التمثيل القطبي للأعداد ثم استعمال نظرية ديموافر السابقة
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( )θθ

π
θ

π
θ

π
θ
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i
i

i
i

i
i
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eerz

eerz
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 1

2

2
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4
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⎠
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⎜
⎝
⎛

⎟
⎠
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⎜
⎝
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

 

  حيث

  rad. 464.0
2
1tan 1

4 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛== −θθ  

  :وباستعمال نظرية ديموافر نحصل على

( ) ( ) ( ) [ ]
[ ] ( ) ( )

[ ]

ii

ii

ee

eeeezzzzz

ii

iiii

42
5

2
5

152   

cossin52
2

sin
2

cos52   

 525122   

5 122

2244

2444321

+−=⎥⎦
⎤
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⎡ +−=
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⎤
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⎡
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⎜
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⎡⋅⎥
⎦
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⎢
⎣

⎡⋅⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡==
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θθ

θ
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  :صيغة أخرى لنظرية ديموافر

(cosθ ± isinθ)n = cos nθ ± i sin nθ 

  .(n ∈ R) أي عدد نسبي nحيث 

y  

2                     x  

z4 

1 
r

θ
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  :الإثبات
(cosθ + isinθ)n = (eiθ)n = cos nθ  + isin nθ 

  ):    cos(–θ) = cos , sin(–θ) = – sinθحيث أن (وبالمثل 
  

(cosθ – isinθ)n =(cos (–θ)  + isin (–θ))n = (ei(-θ))n  = ei(-nθ) 

                                = cos(–nθ) + isin(–nθ) = cos nθ  – isin nθ 

  :٤مثال 
  :ضع المقدار  التالي في أبسط صورة ممكنة

  ( ) ( )
( ) ( )37

56

4sin4cos3sin3cos
2sin2cossincos

θθθθ
θθθθ

ii
iiz
−+

+−=
−

 

  :الحل
  :بتطبيق نظرية ديموافر

 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

θθ
θθ

θθ
θθ

θθθθ
θθθθ

θθθθ
θθθθ

θθθθ
θθθθ

isin25-25cos   
   25sin25cos         لماذا؟

          لماذا؟
9sin9cos

16sin16cos   

12sin12cos 21sin21cos
10sin10cos 6sin6cos    

12sin12cos 21sin21cos
10sin10cos 6sin6cos    

4sin4cos3sin3cos
2sin2cossincos

37

56

=
−+−=

+
−+−=

−+
−−=

−+
−+−−=

−+
+−=

−

i
i
i

ii
ii

ii
ii

ii
iiz

 

  :لاحظ أننا في حلنا السابق استعملنا العلاقات التالية
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( )
( )

( )

( )2121
2

1

2121

coscos
sinsin

θθθθ
θ

θ

θθθθ
θθ
θθ

−−

+

=⋅=

=⋅

=−
−=−

iii
i

i

iii

eee
e
e

eee  

  :ملاحظة هامة
 ,sinθ بدلالة قوى sinnθ, cosnθهناك تطبيقات هامة لنظرية ديموافر حيث يمكننا إيجاد 

cosθ خذ المفكوك فمثلا ً(cosθ + sinθ)4دين، فإنه باستعمال مفكوك ذات الح:  
(cosθ + isinθ)4 = cos4θ + 4cos3θ (isinθ) + 6cos2θ(i2 sin2θ) 

     +4cosθ(i3 sin3θ) + i4 sin4θ 
 : فإنIوباستعمال الدورة الرباعية لـ 

(cosθ + isinθ)4 = (cos4θ - 6cos2θ sin2θ+sin4θ) + i(4cos3θ sinθ - 
4cosθ sin3θ)                                                                                (1) 

  :كذلك فإنه باستعمال نظرية ديموافر
(cosθ + isinθ)4 = cos4θ  + isin4θ     (2) 

 ومساواة الجزء الحقيقي بالجزء الحقيقي والجزء التخيلي بالجزء التخيلـي في  (2) ,(1)وبمقارنة 
  :كلٍ منهما فإننا نحصل على هذين المفكوكين

cos4θ  = cos4θ  –  6cos2θ sin2θ+ sin4θ 

sin4θ = 4 cos3θ sinθ  – 4cosθ sin3θ 
     بدلالـة قـوى    sinnθ أو   cosnθوهكذا يمكننا، وبنفس الأسلوب دائماً، إيجاد مفكـوك         

sinθ , cosθ.  
 بدلالة  sinnθ و cosnθويجب أن نذكر هنا أنه يمكننا القيام بالعكس، أي أنه يمكننا فك 

cosmθ و sinmθ 1 حيث≤m≤n . فمثلاً إذا وضعنا  
  x = cosθ + i sinθ  

θθ                                                     فإن sincos1 i
x

−=  

  :وبالتالي تكون) لماذا؟(
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( )
( ) θθθθ

θθθθ

nini
x

ninix

n
n

nn

sincossincos1
sincossincos

−=−=

+=+=
 

  :أي أنه يمكننا الحصول على الآتي

  

n
n

n
n

x
xni

x
xi

x
xn

x
x

1sin2     ,     1sin2

1cos2      ,     1cos2

−=−=

+=+=

θθ

θθ
 

  : فإنcos5θوبالتالي إذا طلب مفكوك 

   ( )
5

2 1cos2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

x
xθ  

  :وباستخدام مفكوك ذات الحدين

 ( ) 53
355 1510105cos2

xxx
xxx +++++=θ  

  :وبإعادة التجميع
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( ) ( ) ( )
θθθ

θθθ

θ

cos203cos105cos2                
cos2103cos255cos2                

110151cos2 3
3

5
55

++=
++=
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⎛ +⎟⎟
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  : فإننا نحصل على25وبالقسمة على 

 θθθθ cos
8
53cos

16
55cos

16
1cos5 ++=  

  .وهذا المفكوك يفيد جدا في تكامل أمثال هذه الدوال على الأقل
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  ٢تمرينات 

)    أثبت أن )١( ) ( ) ( )
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=−++

+

4
cos211 12 πnii

nnn  

 وبالتالي أوجـد  m≤2≥1 حيث sinmθ , cosmθ بدلالة cos3θ , sin3θأوجد  )٢(
θθd3sin∫بشكل عام .  

  .sinθ, cosθ بدلالة قوى cos3θ, sin3θأوجد   )٣(
 .sin6θبالنسبة لـ ) ٢(كرر السؤال  )٤(
  .sin6θبالنسبة لـ ) ٣(كرر السؤال  )٥(

  لجذور النونية للأعداد المركبةإيجاد ا
THE nth ROOT OF THE COMPLEX NUMBERS 

  
  z = r eiθ = r (cosθ+isinθ)     دع

  فإن
( ) ( )( )
( )

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +==
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+
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n
ki

n
krer

nkerrezz

ni

kiin

n
k

n

nnnn

πθπθπθ

πθθ

2sin2cos      

1,...,2,1,0    ,   
21

1111 2

  

    ، ثم نـضع Principal Value فإن القيمة تسمى بالقيمة الأساسية  k = 0وعندما تكون 
k = 1 ثم k = 2 .. تلفةإلخ وذلك للحصول على الجذور المخ.  

  :ملاحظات
  ):١(ملحوظة 

لذا لابد من التحويل .. لا يمكننا الحصول على الجذور باستخدام التعبير الكرتيزي 
  .إلى الصورة القطبية

  ):٢(ملحوظة 
 في سعة العدد المركب تعطي جميع الاحتمالات الممكنة لإعطاء θ إلى 2πkإضافة 

عدد المركب يعود إلى قيمته ولكن  يجعل الπجذور، حيث أن إضافة هذا العدد الزوجي من 
  : كالتاليi+1فمثلاً يمكننا إيجاد .  تعدد القيم فنحصل على الجذورnالقسمة على 
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)       :حيث أن )421
πiei =+  

  :إذن

  
( )

( )
1,0   ,       2          

1,0   ,21

84
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2
24/
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==+
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kei
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ππ

ππ

 

  :وبالتالي يكون الجذران كالتالي
( ) ( )

( ) ( )1k     ,     
8

9sin
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9cos22

0k     ,     
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cos22
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  ):٣(ملحوظة 
  :يمكننا الحصول على جذور الواحد الصحيح كالآتي

  ei(0) 1 = 1       :حيث أن

)  إذن ) ( )( ) ( )
1,...,2,1,0    ,    11

2111 20 −=== + nkee n
k

nnn
iki ππ  

)   فمثلاً ) ( )
4,3,2,1,0      ,     1 5

2
5
1

== ke
ki π

  
  فيكون
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( ) ( )
( )5
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5
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5
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5
2

5
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21

z

z       ,    

z       ,              1

π

ππ

π
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eez

ez
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وكأننا قسمنا دائرة نصف قطرها 
الوحدة إلى خمسة أقسام متساوية 

  .كما هو مبين بالشكل

1 

z5 

z1 

z4 

z2 
z3 
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  ):٤(وظة ملح

): أي عدد حقيقي موجب يمكن كتابته كالآتي )0irer =  

): وأي عدد تخيلي موجب يمكن كتابته كالآتي )2
πireri =  

): وأي عدد حقيقي سالب يمكن كتابته كالآتي )πierr =  

):  وأي عدد تخيلي سالب يمكن كتابته كالآتي )2
3πierri =  

  .ويمكن تصور الوضع كما في الشكل المقابل
  

  ٣تمرينات 
  :أوجد الجذور الآتية )١(

( ) ( ) ( ) ( ) 344 5                              21               1   dicibia +−  
أثبت أن )٢(

  

( ) ⎟⎟
⎠
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⎜⎜
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⎤
⎢
⎣
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⎠
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⎛ ++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−=+− ∏

−

= n
ki

n
krxibax n

n

k

n πθπθ 2sin2cos
11

0
  

⎟    :حيث
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=+= −

a
bbar 122 tan      ,    θ   

  x4 + a4 = 0:  أوجد حل المعادلة )٣(

⎟⎟  :أوجد )٤(
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑

∞

=
kxS k

k
cos

3
1

0
  

⎟⎟: لاائية أخرى هي يمكنك تعريف متسلسلة :مساعدة     
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∑

∞

=
kxC k

k
sin

3
1

1
 ثم 

  .S+iCإيجاد الكمية 

 :الإجابة
x
xS

cos610
cos39

−
−=  

r 
rei(π) rei(0) 

rei(3π/2) 
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  تمرينات عامـة

⎟    :أثبت أن )١(
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ +=−++ 2

2
2

1
2

21
2

21 2 zzzzzz  

22    :أثبت أن )٢(
4

ba
abi

iba
iba

iba
iba

+
=

+
−−

−
+  

  4 = a + ib(x + iy)     إذا كان )٣(
  a2 + b2 = (x2 + y2)4    :      اثبت أن

)أوجد  )٤( )ni 31Re   . عدد صحيح موجبn حيث +

θkأوجد  )٥(
k
xk

k
cos

!0
∑
∞

=
  excosθcos(xsinθ) :الإجابة      

1    أثبت أن )٦(
sincos4
sincos4 =

++
−+

θφ
θφ

i
i  

   x3 + x4 + x7 = 0 + 1  :أوجد جذور المعادلة )٧(

1    :أثبت أن )٨(

6
sin

6
cos

6
sin

6
cos

2
1

2
11

−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

ππ

ππ

i

i
  

  ــــــــــــــــ
  تم بحمد االله

  ـــــــ
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