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Applications on Definite Integrals 

  
   مقدمة ١-٥

من أهم التطبيقات التي يمكن أن نستفيد ا من نظرية الباقي هو حساب بعض 
ويتطلب التطبيق . Rوالتي كانت تمثل صعوبة أو حتى مستحيلة الحل في .. التكاملات المحدودة 
ولكن بشكل عام لا بد من تطبيق نظرية الباقي على دالة مختارة .. م ذكرها شروطاً خاصة سيت

  .Contour وعلى مسار مغلق مختار بعناية وخبرة f(z)بدقة 

) تكاملات على صورة ١-١-٥ ) ( )dxxFxF ∫
∞

∞−
  rational دالة نسبية   ,  

)في هذه الحال احسب التكامل  )dzzF
C
  )١-٥( المبين في شكل  على المسار المغلق∫

  
  
  
  
  
  

  
  

  )١-٥شكل (
 عندما Γحذقاً ومهارة لإيجاد التكامل على المسار ) ١-٥(ويتطلب الأمر بالنسبة لشكل 

R→∞.  

-R R

R

Γ
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  ١-٥عارض 

)إذا كانت     ) kR
MzF  ثابت فإن M وk > 1 حيث z = Reiθ لـ ≥

( ) 0lim =∫
Γ∞→

dzzF
R

  ).١-٥(كل  المبينة في شΓ على نصف الدائرة 

  :الإثبات

( ) ( )

θθ di
R
M

dzzFdzzF

i
k Re                  

 

∫

∫∫

Γ

ΓΓ

≤

≤
  

         1−== kk R
MR

R
M ππ  

   فإنk > 1فإذا كانت 

 
( )

( ) 0  lim

0lim

=

=

∫

∫

Γ∞→

Γ∞→

dzzf

dzzf

R

R  

  )مثال اختباري (١-٥مثال 

21    أحسب   x
dx
+∫

∞

∞−
  

  :الحل
  من المعروف لدينا أن  

 ππ =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −==

+
=

+

∞−
∞∞

∞−
∫∫ 0

2
2  tan2

1
2

1 o
1

2
0

2 x
x

dx
x

dx  

  ) ..١-٥(ل  في شكCفدعنا نختبر المسار 

  وبالتالي
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( )

( )

θ

π

i

R
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i
C

eR

z
zf

z
dz

x
dx

z
dz

Ri
z

dz

22

2

222

2

1
1        

1
1

111

2
1

+
=

+
=

+
+

+
=

+

∑=
+

∫∫∫

∫

Γ−  

  وبالتالي فإن

 

( )

1R
1          

z  ،    
1

1
1

1

2

21212222

−
=

−≥+
−

≤
+

= zzz
eReR

zf
ii θθ

 

   كبيرة بشكل كافيR وبأخذ ∞→Rولكن 

2     4     
4
11 2

2 >⇐>⇐<⇐ RR
R

 وليكن  

4
11

4
311

4
31  

3
4

1 222

2

2

2
−>−⇐>−⇐>−⇐<

− RRR
R

R
R  

)        أي أن  )
22
3/4

1
1

RR
<

−
  

  فإن) ١-٥(وبالتالي وطبقا لعارض 

     ( ) kR
MzF ≤  

حيث 
3
4=M و k = 2>1 ..  وهذا معناه طبقاً للعارض أن( ) 0lim =∫

Γ∞→
dzzf

R
  

 ولكن

  ،) Γعلى  (z = Reiθولكن عند 
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)  أي أن  )i
CR

Ri
x

dx
z

dz
∑=

+
=

+ ∫∫
∞

∞−∞→
π2

11
lim 22  

  z = ±i لها جذران هما  z2 = 0 + 1والآن فإن 
  : أحدهما داخلي والأخر خارجي فيهمل وبالتاليz = ±iوبالتالي عندنا قطبان يسيران عند 

( )
!2

1
2
1  lim

1
1 lim 2 ==
+

−=
→→ zz

izR
iziz

 

ππ  وبالتالي فإن =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

+∫
∞

∞−
!2

12
1 2 i

x
dx  

  .وهي نفس قيمة التكامل المحسوبة سابقاً
  .. مثل .. والآن يمكننا إجراء تكاملات صعبة بتيسير نظرية الباقي وهذا المسار المغلق المدهش 

64 1
,

1 x
dx

x
dx

++ ∫∫
∞

∞−

∞

∞−
 

  وجدير بالذكر أننا يمكننا وضع

 
1

1
1

1
1

1
4444 −

≤
+

=
+ ReRz i θ  

216  وبأخذ 
16
11

16
1511 4

44 >⇐>⇐<⇐>− RR
RR

  

    أي أن
16
151
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1 4

4

4

4
>−⇐<

− R
R

R
R  

)               أي أن  )
44
15/16

1
1

RR
<

−
  

)       وبالتالي فإن  ) 14,4 >=≤ k
R
Mzf  

)      أي أن ) 0lim
0

=∫
Γ∞→

dzzf  
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  .وهكذا بالمثل لبقية الدوال المشاة
  :٢-٥مثال 

)أوجد    )221 x

dx

+
∫
∞

∞−
  

  :الحل
  فإن) .. ١-٥(باستعمال نفس المسار المغلق في شكل   

  ( ) ( ) ( )
i
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 i2                      
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z
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  Γ (z = R eiθ)والآن فإنه على 
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2                      
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0
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0
1
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1
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1
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1

1

1

1

1

1
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 ولكن
  

  إذن
  

  وبالتالي فإن
  

  أي أن
  

  وبالتالي فإن
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   وبالتالي فإنz = iوالآن عندما قطب من الرتبة الثانية عند 

( ) ( )
( )2

22
2

1lim    

1

1lim

izdz
d

z
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dz
dR

iz
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+
=

+
−=
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( ) ( ) iii
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4
1
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1

2
2
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3

4

=
−
−=−=

+
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→
 

  لي فإنوبالتا

( ) 24
12

1
22

ππ =⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

+
∫
∞

∞−
i

i
x

dx  

  :٣-٥مثال 

8      أوجد   
0 1 x

dx
+∫

∞
  

ولكن دعنا نشاهد كيف تسير الأمور ـذا الأسـلوب          .. وهذه مسألة صعبة وليست يسيرة      
  :الجديد والشيق

8  ) لماذا؟(مقدماً فإن 
0

8 1
2

1 x
dx

x
dx

+
=

+ ∫∫
∞∞

∞−
  

  :Γكذلك فإنه على 

( )

1
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1
1

1

1
1

1

8

86888

−
=

−
≤

+
=

+
=

R

eRzz
zf i

 

   فإن R > 2كبيرة بشكل كافي مثلا R إذا كانت ولكن 
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1           ,      
1
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2
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   فإن ١-٥وباستخدام نتيجة العارض 

 0
1

lim0
1

lim 88 =
+

⇒=
+ ∫∫

Γ∞→Γ∞→ z
dz

z
dz

RR
 

  وهذا يجعلنا مطمئنين إلى أن

 

[ ]i

R
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x
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z
dz

∑=

+
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+ ∫∫
−∞→

π2                

1
lim

1 88  

  والآن لحساب البواقي فإن

1+z8 = 0 ⇒ z8 = -1 = ei(π+2πk)  

3,2,1,0,48وبالتالي فإن  ==
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +

kez
ki ππ

   داخل المسار
  وكلها أقطاب يسيرة وبالتالي فان
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( ) ( )( ) ( )αααπαπ

παππ
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π

sincos
8
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8
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8
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8
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⎠
⎞

⎜
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=
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(k=2) 
z3

(k=1) 
z2 (k=0) 

z1 
(k=3) 
z4 
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( )

( ) ( )( )απαπ
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8
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8
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π

π

π
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8
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8
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  وأيضا
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  وبالتالي فإن

 

( ) [

]
[ ]

8
       ,      sin

4
                 

sin2
8

                 

 sin -cossin3 cos3                                       

sin3 -cos3sin -cos-
8
1i2

2
1                 

1
  

2
1

1 88
0

πααπ

απ
αααα

ααααπ

==
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+++

−⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

+
=

+ ∫∫
∞

∞−

∞

ii
ii
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x
dx

x
dx

 

8
sin

41 8
0

ππ=
−∫

∞

x
dx  

 ١-٥ونستعمل نتيجة العارض    ..  للأقطاب الداخلية فقط     ولا بد أن ننتبه فنحن نحسب البواقي      
  .. بحذر ولابد أن نثبتها دائما ولا نفترض وجودها 

  :٤-٥مثال 

)     أحسب    ) ( )221 222

2

+++
∫
∞

∞− xxx

dxx   

  :الحل

)  الدالة  ) ( ) ( )221 222

2

+++
=

zzz

zzf  

               من الرتبة الثانية داخـل المـسار نـصف الـدائري وكـذلك فـإن      z = iلها قطب عند 

z2 + 2z + 2 = 0 تعطي 
2

842 −±−=z أي أن  z = -1±i ومنهما فإن  z = 

-1+iقطب يسير داخلي ويمكننا حساب البواقي كالآتي :  
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  :Γوالآن فإنه علي 
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( ) ( )( )

( ) ( )( )

( ) ( ) 22

2

22

4

222

2

22

2

22

2

222

22

22

2

1.
4

.
14

1.
1

221

111

1  1 1

111

RR
R

R

R
RR

R

RRR

R

iRiRR

R

ieRieReR

eR

izizz

z

iii

i

−−
=

−−
=

+−−
=

++−−−
≤

++−++
=

++−++
=

θθθ

θ

 

    R2 > 9  مثلاً فإن R > 3بأخذ  

    (1) أي أن
9
11

2 <
R

                                 

أي أن 
9
811 2 >−

R
  أي أن 

9
81

2

2
>−

R
Rأي أن    

                          
8
9

12

2
<

−R
R   وبالتربيع فإن   

                                             ( ) 64
81

1
22

4
<

−R

R                 (2)     
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كذلك فإن من العلاقة  
9
11

2 <
R

  أي أن   .. 

9
44

2 <
R

    وبالتالي فإن  
9
541 2 >−

R
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9
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R
R ..    أي أن  
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   فإن(1) ,(2) ,(3)من 
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9
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2 >=≤ k
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)  وبالتالي فإن ) 0  lim =∫
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)    أي أن  ) 0=∫
Γ
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    وبالتالي فإن 
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ونعلم أن  .. صفر   مساوياً لل  Γوأرجو ملاحظة الصعوبة والدقة التي نثبت فيها أن التكامل على           
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R→∞ ونأخذ القيمة المناسبة R>l وللعلم فإن ..  التي تناسب المسألةR > 2  لا تناسـب 
  ).لماذا؟(هذه المسألة 

) تكاملات على صورة ٢-١-٥ ) θθθ
π

dG cos,sin
2

0
 دالة نسبية في G(   )حيث  ∫

θsin   أو θcos  .  
  ) ٢-٥(في هذه الحالة نستعمل المسار المغلق الموضع بشكل 

  
  
  
  
  
  

 )٢-٥شكل (

 وتكون z = eiθوبالتالي فإن  
i
z

z

2

1

sin
−

=θ  وكـذلك   
2

1

cos z
z +

=θ وأيـضا     
dz = i z dθ   

)وبالتالي نحسب التكامل  )dzzF
C

  . بنظرية الباقي∫ 

  :٥-٥مثال 

أحسب    
θ

θπ

sin2

2

0
+∫
d  

  :الحل
ودعنا نرى كيف تسير الأمور .. المشهورة لأمثال هذا التكامل كلنا نعلم التعويضات   

 فإن .. z| = 1|باستعمال المسار الدائري .. باستعمال نظرية الباقي 

1 
|z| = 1 C
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  وبالتالي فإن
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) تعطي الجذرين z2 + 4iz – 1 = 0ولكن  )iz  32  والعبرة بالذي داخل المسار =−±
)وهو  )iz  32 132  حيث =−+    وبالتالي فإن−+>
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  حيث 
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  وبالتالي فإن
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3
2                    
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sin2

2

0
π

π
θ

θπ

=

=
+∫ i

id

 

  وعلى القارئ أن يعلم أن التكامل 

 .      ,     2
sin 22

2

0
ba

baba
d >

−
=

+∫
π

θ
θπ

 

 |a = |bونلاحظ فشلنا في إيجاد التكامل في حالة .. ويمكنه محاولة إثبات ذلك بشكل عام 
  ).لماذا؟(ذه الطريقة 

  ٦-٥مثال 

   أثبت أن  
222

2

0

2
sincos cbacba

d

−−
=

++∫
π

θθ
θπ

   

  a2 > b2 + c2إذا كان 
  :الحل

   يكون c فإنه على c: |z| = 1بأخذ المسار المغلق   

 
iz
dzdz

z

i
z

z
ez i =

+
=

−
=⇒= θθθθ   ,

2

1

cos  ,
2

1

sin  

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

=
++

z
z

i
c

z
zba

izdz
cba

d
1

2
1

2

/
sincos θθ

θ
 

( )
( )

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++
=

z
zc

z
zbiaiiz

idz
112

2                                
22

 

( ) ( )( )cbiaizzcbiz
zdz

−+++
=

2
.2                               

2
 

        ( ) ( )bicaizzbic
dz

+−+++
=

2
2

2  

 وبالتالي فإن
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   هيz2 + 2aiz + (-c + bi) = 0(c+bi)ولكن جذور المعادلة 

( )( )( )
( )bic

bicbicaai
z

+
+−+−−±−

=
2

442 2
 

( )

( ) ( )

( ) ( )cib
bc

bcaa

bcabic
bc

ibcaai
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bic

bic
bcaai

+
+

+−±−
=

+>−
+

+−±−
=

−
−

+
++−±−=

  

  ,  
 

.

22

222

222
22

222

222

 

  بالتالي فعندنا قطبان عند

( ) ( )

( ) ( )cib
bc

bcaa
z

cib
bc

bcaa
z

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

+−−−
=

+
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

+−+−
=

   

                                                                        وَ

   

22

222
2

22

222
1

 

                                                  ولكن
( )

22
22

222

1    cb
bc

bcaa
z +

+

+−−
=  

( ) ( )
( )

      
222

222

22

222

bcaa

bcaa
bc

bcaa

+−+

+−+
⋅

+

+−−
=  

( )( )
( ) ( )⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +−++

+−−=
22222

2222

 
     

bcaabc

bcaa  
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( )222

22

     
bcaa

bc

+−+

+=  

  a2 > c2 + b2                                                                < 1ا أن طالم
  ).لماذا؟( خارجي z2 ولكن interior pole قطب داخلي  z1وبالتالي فإن 
  وبالتالي فإن

( ) ( )

iR

bicaizzbic
dz

cba
d

z
C

π

θθ
θπ

2                                    

2
2

sincos 2

1
  

2

0

=

+−+++
=

++ ∫∫
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( ) ( )
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( ) ( ) ( )

( ) ( )
⎟
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⎞

⎜
⎜
⎜
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⎟
⎟
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⎞

⎜
⎜
⎜
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=
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+

+−+−
+

=

++
=
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=

+−+++
⋅−=

→

→

abc
bc

cbaa
i

aibici
bc

cbaa
bic

aizbic

aizbic

bicaizzbic
zzR

zz

zz

22
22

222

22

222

1

21

  

1   

2 2

2   

22
2   

22
2lim   

2
2lim

1

1

 

 

( )222 cba

iR
+−

−=  

 )بتطبيق قاعدة لوبيتال(

 وبالتالي فإن
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( )

( )222

222

2

0

2                                     

2
sincos

cba

cba

ii
cba

d

+−
=

+−

−=
++∫

π

π
θθ

θπ

 

  a2 > (b2 + c2)بشرط أن 

) تكاملات على صورة ٣-١-٥ )dxxF
mx
mx

or .
sin
cos

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∫
∞

∞−
 دالة نسبية                                  x(F(حيث 

 F(z)eimzdzونكامل الدالة ) ١-٥( الذي في شكل cفي هذه الحالة نأخذ المسار   :
  .ادم يواجه هذه المشكلةوالعارض الق .. Γوننتظر طبعاً مشكلة التكامل على . cعلى 

  ٢-٥عارض 

)إذا كانت    ) 0k , >≤ kR
MzF على M, z = R eiθ ثابت فإن   

( ) 0lim =∫
Γ∞→

dzezF imz
R

 

  :الإثبات
   وبالتالي z = R eiθ فإن Γعلى   

( ) ( )

( ) ( ) θθ

θ

θθ
π

θθ
π

θθ
π

θθ

θ

diFediFe

diFedzzFe

iiimiiim

iiimimz

ii

i

Re  Re Re Re

Re Re

Re

0

Re

0

Re

0

∫∫

∫∫

≤

=
Γ  

( ) θθθ
π

Rd
R

M iimR
k e   sincos

0

+∫≤  

θθθ
π

Rd
R

M mRimR
k ee     sin-

1

cos

0 43421∫=  

  وبالتالي
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θθ
π

de
R

M mR
k    sin

0
1

−
− ∫=  

θθ
π

de
R

M mR
k    sin

0
1

22 −
− ∫=  

 متماثلة حول sin (π - θ) = sin θوذلك لأن 
2
π.  

  
  فإن) ٣-٥(وبالنظر للشكل 

2
0      ,       sin2 πθθ

π
θ ≤≤≤  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  )٣-٥(شكل     
  

  وبالتالي فإن

θθ π
θ

θ
ππ

de
R

Mde
R

M mR

k
mR

k

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−

−
−

− ∫∫ ≤
2

0
1

sin

0
1

22 22
   

)لماذا؟(   

0                 
2
π                π 

sin θ
π
θ2  1 
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( )
( )

k

mR

-mR
k

mR

k

mR
eM

e
mR

M

e
mRR

M

−

−

−

−=

−−=

−=

1

1  

2
2

2

0
2

1

π

π

π

π

π
θ

 

 
   فإن∞→Rوالآن عندما 

( )

( ) 0 lim

0 lim

=

=

∫

∫

Γ∞→

Γ∞→

dzzFe

dzzFe

imz
R

imz
R

 

 

) فلابد من إثبات أن٢-٥لاحظ أنه للاستفادة من العارض  ) 0  , >≤ k
R
MzF k علىΓ.  

  
  ٧-٥مثال 

medxأثبت أن   
x
mx −

∞

∞−
=

+∫ π21
cos  

  الإثبات

dxلإيجاد    
x
mx

21
cos
+∫

∞

∞−
)نلاحظ أن    ..  ) 21

1
x

xF
+

 تم التعامـل معهـا      =

          وبالتالي فإن ) .. ١-٥(سابقاً في مثال 

 وبالتالي فإن
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 ( ) 0lim =∫
Γ∞→

dzezF imz
R

  

  وبالتالي فإن

[ ]i

imz

CR

Ri

dz
z

edx
x
mx

∑=

+
=

+ ∫∫ ∞→

∞

∞−
π2                      

1
lim

1
cos

22  

) .. لماذا؟( والعبرة بالأول فقط z = -i وعند z = +i عند F(z)ويوجد قطبان للدالة 
  وبالتالي فإن

  
( ) ( )( )

i
e

iziz
eizR

m

imz

iz

2
    

lim

−
→

=

+−
−=

 

  وبالتالي 

( )i
i

edz
z

edx
x

e mimzimxR

R
π2

211
0

22

−

Γ−
=

+
+

+ ∫∫
321

 

   فإن∞→Rوبأخذ 

  medx
x
mxidx

x
mx −

∞

∞−

∞

∞−
=

+
+

+ ∫∫  
1
sin

1
cos

22 π  

medx              وبالتالي نحصل على 
x
mx −

∞

∞−
=

+∫  
1
cos

2 π 

0           :  وأيضاً
1
sin

2 =
+∫

∞

∞−
dx

x
mx  
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  ٨-٥مثال 

dxأوجد   
xx

xx
52

cos
2 ++∫

∞

∞−

π  

  الحل
 فإننا نحسب التكامل) .. ١-٥شكل (بأخذ المسار المغلق النصف دائرى   

dz
zz

ze zi

C 522 ++∫
π

   لها الجذران z2+2z+5=0ولكن         

  iz 21
2

2042 ±−=−±−=  

  
  وبالتالي فإن    z = -1+2iوتعتبر فقط القطب الداخلي 

 

( ) ( )( )
( ) ( )
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( )

4i
 21   

4
 21   
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2
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π

π

i
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i
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+−=

+−=
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( ) ( )
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4i
 21   

4i
sincos 21   

2

2

π

π ππ

−

−

−=

−+−=
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( )

( )ie

eiidz
z

ze zi

C
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2

     

4i
 21  2

52z

2

2

2

−=

−=
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−

−

∫
π
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π
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  وبالتالي فإن
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dz

z
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z
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R
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C

52z
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2
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+

++
=
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i
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i

21Re21Re
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5Re2
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52
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2
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θθ

θ
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  وبالتالي فإن 

( )
( ) ( )

( )( )

( )( ) 5555

2121
        

21Re21Re

−
⋅

−
=

−−
=

+−−−
≤

++−+
=

R
R

R
R

RR
R
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ii

RzF
ii θθ

 

 فإن R > 6الآن بأخذ 
6
11 <

R
 وكذلك 

6
55 <

R
أي أن  .. 

6
55 −>−

R
  

وبالتالي 
6
5151 −>−

R
dأي أن  .. 

R
=−>−

6
 أي أن 5151

dR
R 15   وبالتالي −<

dR
R 1

5
<

−
  

  ولكن

 Γولكن على 
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  وبالتالي فإن

( ) 0  ,11
5

1
5

2
1

>==⋅<
−

⋅
−

=Γ k
R
M

RdRdRR
RzF k

d  

   فإن∞→Rوبالتالي فعندما 

0
52

lim 2 =
++∫

Γ∞→
dz

zz
zeimz

R
 

  وبالتالي فإن  ).٢-٥(تبعاً لعارض 

( )iedx
xx

xe xiR

RR
21

252
lim 2

2 −=
++

−

−∞→ ∫ π
π π  

  أي أن
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            أي أن
252
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sin
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2
2

2
22

π

π
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−
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xx

 

.
52

sin 2
2

πππ −
∞

∞−
−=

++∫ edx
xx

xx  

  :ملاحظة
   أخذنانلاحظ أنه لو

( )
( )

6
11             

1
55

2

2

2

⋅<

⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛
−

=
−

=Γ

d

RR
R

R

RzF
 

)ولفشلنا في إثبات أن   ) 0    ,.. ><Γ k
R
MzF k  

أنأي  

 وأيضا
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Γ 

- R        -∈                  ∈            R

γ 

  ولكننا قمنا بتصرف أخر سليم أيضا وهو

( )

01          ,             

             

11 
5

1
5

2
1

>==

=

⋅<
−

⋅
−

=Γ

k
R
M

R

dRdRR
RzF

d  

  .Γولا يجب افتراض انعدام التكامل على 
   تكاملات ومسارات مغلقة مشهورة٤-١-٥

  ٩-٥مثال 

dxأوجد تكامل   
x

xsin

0
∫
∞

  

  :لالح
لاحظ أن المسار لاائي وأن   

x
xsinدالة زوجية وبالتالي   

  dx
x

xdx
x

x sin 2sin

0
∫∫
∞∞

∞−
=  

dx
x

xdx
x

x R

RR

sin lim
2
1sin

0
∫∫
−∞→

∞
=       

وبالتالي فالمسار النصف دائري يصلح لذلك ولكن هناك مشكلة تواجه تطبيق هذا المسار وهو 
لذلك يتم عزل  .. R إلى R-سار الحقيقي من  تقع على المz = 0) المزالة(أن النقطة الشاذة 

   وبالتالي يصبح المسار كالتالي∋ = |z|هذه النقطة بنصف دائرة 
  

أنأي  

  )٤-٥(ل شك
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∫=0وبالتالي فإن  dz
z

eiz

C
  .C نقطة خارج المسار المغلق z = 0لأن      

  وبالتالي 

               ولكن

0

dx
x

edx
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x

e
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  وبالتالي فإن

0=++−
∫∫∫
Γ

−

∈
dz

z
edz

z
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x
ee izizixixR
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01                     أي أن 
2
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γ
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0lim                                                               ولكن  =∫
Γ∞→

dz
z

eiz

R
 

)                                                           لأن )
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zF 11 ==  

   فإنz = ∈ eiθأي أن  .. ∋ = |z|والآن على نصف الدائرة الصغرى 
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θ
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θ
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e
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∈
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   فإن0→∋وبأخذ النهاية عندما 
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  )∞→R و 0→∋وأخذ ) ١(بالتعويض في (وبالتالي نحصل على 

          
2
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00sin2

0
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π

π
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∫

∫
∞

∞

dx
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idx
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  :ملاحظة
هذا المثال المشهور يعطينا فكرة عن كيفية التصرف إذا وجدت نقاط شاذة على   

وائر ثم نحاول إيجاد قيمة التكامل على هذه المسارات فنقوم بعزلها بأنصاف د.. المحور الحقيقي 
  .الفرعية ونأخذ النهاية عندما تؤول أنصاف الأقطار إلى الصفر

  
  ١٠-٥مثال 

)أثبت أن     )
81

ln 3

2
0

π=
+∫

∞
du

u
u  

)  باعتبار التكامل    :الإثبات ) dz
z
z

C
2

2

1
ln
+∫  

 z = 0يتم عزل النقطة الشاذة وبالتالي ) ١٠-٥( هو نفسه المسار السابق في مثال cحيث 
  .z = iونلاحظ هنا أنه يوجد قطب داخلي عند ) .. لماذا؟(

  وبالتالي فإن

  أي أن
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   وبالتالي فإن
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  :  فإن0→∋وبأخذ 
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  وبالتالي فإن
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  .  في التكامل الأولv = - uوالآن بوضع 

  ln v = ln(-u) = ln u + ln (-1)      وبالتالي فإن  

  ln u + πi =                 ) لماذا؟(
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 ولكن
  

  وكذلك
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+∫
∞
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  ١١-٥مثال 

)  أحسب    ) dx
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x
220
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+
∫
∞

  

  

  :الحل
مع ملاحظة أن هناك قطب يسير داخل المسار  .. ٤-٥بأخذ المسار نفسه في شكل   

   فإنz = iaعند 
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  :ن فإن في التكامل الأول في الطرف الأيمx = -uوبوضع 
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  وبالتالي فإن 

  وبالتالي فإن

  حيث

 وبالتالي فإن

  والآن فإن

o b e i k a n d l . c o m



  مجدي الطويل.د. أ  مقدمة في علم التحليل المركب

231 

( ) ( ) ( ) 2222222

sin2
a
iedz

azz

edz
azz

edx
axx

xi
aizizR −

Γ∈
−=

+
+

+
+

+
∫∫∫

π

γ

 (2)  

  فإنγ :  z = ∈eiθبالتكامل على .. والآن 
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  : فإن0→∋وبأخذ النهاية 
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  أي أن

  أي أن

  وبالتالي فإن
  

  أي أن

o b e i k a n d l . c o m



    تطبيقات في التكامل المحدود: الباب الخامس

232 

)    أي أن ) 0k       ,     1
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   فإن٢-٥فإنه بتطبيق نتيجة العارض 
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  ملاحظة هامة 
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∫
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  !).لماذا؟. ( ذا الأسلوب

  ١٢-٥مثال 
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  الحل
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  :   فإن صورة التكامل تصبح كالآتي e2kiz – 1وباستخدام الدالة     
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   يصبحγ :z = ∈eiθوكذلك فإن التكامل على 
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) وبمعلومية أن ∞→Rوبأخذ النهاية عندما  ) 1sinlim lR
R
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  :الإثبات
 وهي نقطة تفرع والأخرى z = 0الأولى عند .. نلاحظ أننا نملك نقطتان شاذتان   

  )٤-٥(ولذلك نقوم باستعمال المسار المغلق الموضح بشكل .  وهي قطب يسيرz = -1عند 
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   فإن0→∋وبأخذ النهاية 
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  ٥تمرينات 
)أوجد التكامل    .١ )dzzf

C
         هـي المـسار المغلـق النـصف دائـرى           C إذا كانت    ∫

  :f(z)وكانت ) .. ١-٥شكل (

( ) ( ) ( )
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  :ومن ثم أوجد التكاملات الآتية .٢
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    أوجد التكامل .٣
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θπ
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0
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    اثبت أن .٤
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o b e i k a n d l . c o m



    تطبيقات في التكامل المحدود: الباب الخامس

240 

    اثبت أن .٥
( ) 32

5
sin35 2

2

0

π
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3
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C
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C: γ1 → D → γ2 
  )٥-٥شكل (

R x 

D
R
γ2 

γ1 4
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)             اثبت أن .١٢ ) 2ln
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0
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)      اثبت أن  .٢٠ ) ( )mae
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