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The Residue Theorem 
  
  :Taylor’s and Laurent’s Seriesمتسلسلة تايلور ومتسلسلة لورنت  ١-٤
  Taylor’s Theorem نظرية تايلور ١-١-٤
  

  ١-٤نظرية 
 a + h وa  و دع النقطتان C دالة تحليلية على وداخل منحنى مغلق يسير f (z)دع 
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  ولكن 
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   فإن(1) واستعمال الصيغة في f(w) في (2)والآن بضرب 
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   تصبح(3)فإن 
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  وبذلك نكون قد أثبتنا صيغة متسلسلة تايلور اللاائية
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  تملاحظا
يلاحظ أن متسلسلة تايلور هي المتسلسلة المعتاد عليها في فك الدوال الحقيقية وتحت نفس               -١

 دالة تحليلية لأن ذلك يعني وجود كل رتب مشتقات          f(z)الشروط تقريبا مع الاكتفاء بأن      
هذه الدالة بشكل تلقائي وبالتالي فحساب مفكوك تايلور للدوال المركبة سيكون شـبيهاً             

  وال في صورا الحقيقية فمثلاًجداً لنفس الد
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             طالمـا كانـت    zوهذه دوال تحليلية في كل مكان ولذلك فليس هناك قيـد علـى قيمـة                
|z| < ∞.  

فإذا كان محـدوداً    .. مثل أي متسلسلة لاائية لابد أن يكون هناك مشاكل في مجموعها             -٢
وهذا يعطي  .. فهي متباعدة     ) لاائي( غير محدود     وإذا كان  convergentفهي متقاربة   

قيد على المنطقة التي يمكننا استعمالها فيها وتـسمى هـذه المنطقـة بمنطقـة التقـارب                 
convergence region ..   وبالنسبة لمفكوك تايلور فإن منطقة التقارب تعطي بــ 

|z – a| < R حيث R  قارب لمتسلسلة تماماً مثل مفهوم الت..  هو نصف قطر التقارب
 هي المـسافة مـن   R بشكل عام حيث power seriesتايلور أو متسلسلات القوى 

  )٢-٤أنظر شكل  (f(z) إلي أقرب نقطة شاذة للدالة aالنقطة 
  
  
  
  
  

  )٢-٤شكل (
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 فإنه ربما تتقارب المتسلسلة أو لا تتقـارب  z – a| = R|ويجدر الإشارة أنه على الدائرة 
  .نفرادإذ يجب بحث ذلك على ا.. 

  .. فإن المتسلسلة تكون متباعدة z – a| > R|خارج نطاق هذه الدائرة  -٣
  :      وعلى ضوء ذلك فهناك متسلسلات عليها قيود كالآتي
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  . كمية سالبة أو كسريةpحيث 
  ١-٤مثال 

   هو z = 0 حول f(z)=ln(1+z) وln(1-z) أثبت أن مفكوك   
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  .z| < 1|  حيث
  الإثبات

  باستعمال صيغة مفكوك تايلور فإن
f(z) = ln(1+z)   f(0) = ln 1 = 0 

   وبالتالي 
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  وبالتالي فإن
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 R = 1 ولذلك فإن نصف قطر التقارب سيكون z = -1والآن فهناك نقطة شاذة عند 
  وتكون منطقة التقارب هي) لماذا؟(

   | z – 0 | < 1 
  z | < 1 |وبالتالي فشرط التقارب هو  
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  :الإثبات
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   n-1(-1)n = (-1)2n-1 = -1(1-)    لأن في الحد العام
   فإنz | < 1 |وبطرح المتسلسلتين وبشرط أن 
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   .z | < 1 |مازال شرط التقارب هو وطبعا 
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  z | < 1 3 |وشرط التقارب في هذه الحالة هو 
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  :الحـل
 ولكن مع z| < 1|  تحت شرط p(z+1)في هذه الحالة نستفيد أيضا من مفكوك   
  .. بدالة لها zاستبدال 
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 دالة تحليلية فإن كل أساليبنا شبيهة تماما لتصرفاتنا f(z) ونلاحظ هنا أننا طالما داخل منطقة ا
  .فالذي فعلناه وغيره مباح تماماً.. مع الدالة الحقيقية 

  

  Laurent’s Theorem نظرية لورنت ٢-١-٤
  )٢-٤نظرية (

 C1 على الدائرتين single-valued دالة تحليلية وذات قيمة وحيدة f(z)دع   
 ring-shaped or annulusذو الشكل الحلقي ) ٣-٤ أنظر شكل (R وبينهما في  C2و

 R2 هو C2 ونصف قطر R1 هو C1ونصف قطر  .. z = aوالذي له المركز عند النقطة 
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  :لإثباتا
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   فإن(6) و (3)ومن 
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  :وقليل من الاضافات الصغيرة ∞→n يتلاشيان عندما Vn و Unويبقى أن نثبت أن 

و 
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0lim  واثبات أن =
∞→

n
n

U    شبيه تماماً لما قمنا به في نظرية تايلور..  

=>1     فإن C2والآن على 
−
− k

az
aη  

  f(η)| < M|            وكذلك نعلم أن
  |z – η| = |z – a – (η – a)|    وأيضاً

                                             ≥ | z – a| – R2  
  
  التالي فإنوب

( )

( )

2

2

2

            

  
2
1         

    
2
1          

   
2
1

2

2

Raz
RMk

Raz
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d
z-
f
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C

n

C
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−−
=
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⎜
⎝
⎛

−
−=

∫

∫

π

η
η
ηη

π

η
η
ηη

π

  

0lim  وبالتالي فإن  =
∞→ nn
V  

  .وبالتالي يكتمل الإثبات  .. Vn = 0أي أن 
  

  :ملاحظات
وفي حالة ..  في المركز هو الذي سبب كل ذلك التغيير z = a وجود النقطة الشاذة عند (1)

 في هذه الحالة تصبح f(z)عدم وجودها فإن مفكوك لورنت يصبح مفكوك تايلور لأن 
  . والتي تمتد لأسفل لتصبح دائرة واحدةRتحليلية في المنطقة 

   بحيث يكونC2 و C1 بين الدائرتين C يمكننا التكامل على دائرة (2)
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( ) ( )
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2
1               

,...2,1,0     ,    
2
1     4

1

+

+

−
=

=
−

=

∫

∫

π

π
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  :وهذا يجعلنا نكتب الحد العام الآتي

  ( )
( )

,  
2
1

1 dz
az

zf
i

a m
C

m +−
= ∫π

 

   m = 0, ±1, ±2, … 
  (4)   تعطي … ,m = 0,1, 2ففي حالة 
  (7)  تعطي … ,m = -1, -2وفي حالة  

  وبالتالي فإن.. وبالتالي يعتبر هذا حداً عاماً 

  ( ) ( ) j
j

j
azazf −= ∑

∞

−∞=
 

  .     وهي الصورة العامة لمفكوك لورنت
   يطلق على الحدود ذات الرتبة الموجبة، أي(3)

  a0 + a1(z-a) + a2(z-a)2 + … 
 لمفكوك لورنت، بينما يطلق على الحدود ذات الرتبة analytic part     بالجزء التحليلي 

  السالبة، أي

( )
...2

21 +
−

+
−

−−

az
a

az
a  

  لمفكوك لورنت وجدير بالذكر بإنه في حالة اختفاء principal partبالجز الأساسي 
فهذا ..  مفكوك تايلور العادي النقطة الشاذة فإن الجزء الأساسي ينعدم ليصبح المفكوك

  .الجزء يتكون مع تكون الشذوذ

  كذلك
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فربما يكون قطباً .. فهو عام .. هذا الشذوذ لم تحدد نوعه ..  نقطة شـاذة z = a عند (4) 
  .أو أساسياً.. أو تفرعاً أو يمكن إزالته 

)فعندما تكون  ) ∞=
→

zf
az

lim فإن z = a ًوليكن رتبته ( تكون قطباn (ندئذ نجد وع

  أن الجزء الأساسي من مفكوك لورنت يكون له عدد محدود ذه الكيفية 

( ) ( )
0      ,        ...2

21 ≠
−

++
−

+
− −

−−−
nn

n a
az

a
az

a
az

a  

) ولكن z = a دالة وحيدة القيمة وغير معرفة عند f(z)أما إذا كانت الدالة  ) ∃
→

  lim zf
az

  

عيد تعريف الدالة ، وفي هذه الحالة نremovable تسمى بالنقطة الشاذة المزالة z = aفإن 
  .ونقوم بحساب المفكوك..  بقيمة النهاية z = aعند 

 فإا تكون نقطة شاذة multi-valued نقطة تفرع للدالة متعددة القيم z = aفإذا كانت 
على أن كل فرع للدالة هو دالة تحليلية ويمكن فكه بمفكوك تايلور والذي له نصف قطر .. 

  .لفك ونقطة التفرعتقارب يقاس بالمسافة بين نقطة ا
 essentialوأي نوع من الشذوذ خلاف الأنواع الثلاثة السابقة يسمى بالشذوذ الأساسي 
  .وفي هذه الحالة فإن الجزء الأساسي من مفكوك لورنت يصبح لاائياً في حدوده

  لها f(z) = z2 فمثلا ∞ singularity at تنتج نقطة شاذة عند مالا اية ∞ونقطة اللااية 

2 لأن ∞طب من الرتبة الثانية عند ق
11

ww
f =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
 من الرتبة الثانية w = 0 لها قطب عند ⎛

we لأن ∞  لها نقطة شاذة أساسية عند f(z) = ezوكذلك 
w

f
1

1 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
 لها نقطة شاذة ⎛

  .w = 0أساسية عند 
تسمى بالدالة )  طبعاً∞ند ماعدا النقاط ع (wوالدالة التي هي تحليلية في كل مكان من مستوى 

 .. cosh z وsinh z  و ez, sin z, cos z من أمثال الدوال entire functionالكلية 
  .وهي دوال يمكن فكها بمفكوك تايلور ولها نصف قطر تقارب لا ائي
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  :٥-٤مثال 

)أوجد مفكوك لورنت لـ  )
( )21−

=
z

ezf
z

  z = 1 حول 

  
  :الحل

  فبناءً على نظرية لورنت فإن .. صيلياً دعنا نقدم حلاً تف  
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n η
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|w – a| = R1 : C1   حيث

                                           R1 > R2      |η – a| = R2     :          C2 
. 2 من رتبة Poleالقطب  وهي تمثل نقطة شاذة للدالة من نوع a = 1في هذه المسألة فإن 

  وبالتالي فإن
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       ,
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  ومن صيغة تكامل كوشي

  حيث

  حيث

C1 

C2 
R1 

R2 

z 
1 
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  )لماذا؟ (…,n = 3,4,5والتكامل ينعدم عند 
   فإن n = 1ولكن عندما تكون  
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   فإنn = 2وعندما تكون 
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  وبالتالي فإن .. م بقيمة الحدود في الجزء الأساسي من المفكوك بينما تنعد
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( ) ( ) ( )
( ) ⎥

⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
+

+
−++−+−++

−
+

−
=

−
= ..

!2
1...

!4
1

!3
1

!2
1

111

2

22 n
zzze

z
e

z
e

z
ezf

nz
 

      الجزء الأساسي                  الجزء التحليلي   

  أي أن

  كذلك
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  :والآن نستطيع أن نقدم حلاً مختصراً كالآتي
  z – 1 = uبوضع   
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   مرة أخرى فإنu = z – 1بوضع   
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           n ≥ 2 
  .وهو بالطبع نفس المفكوك السابق

وأن المتسلسلة متقاربة لجميع ) 2لأن رتبة القطب (ولاحظ أن الجزء الأساسي به حدان فقط 
  .z = 1 ما عدا zقيم 

  :٦-٤مثال 

)وفى حالة الدالة  )
( )3

2
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z
ezf

z
  z = 1 عند 

  :الحل
   فإنz – 1 = uفإنه بوضع 
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R1→∞ 

1 

C2 

n ≥ 3 
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   فإنu = z – 1 وبوضع 
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                                                                 n ≥ 3          
   الجزء الأساسي           الجزء التحليلي              

  ).3لأن القطب من رتبة (لاحظ أن الجزء الأساسي به ثلاثة حدود 
  :٧-٤مثال 

)إذا طلب مفكوك لورنت للدالة  ) ( )1−
=

z
ezf

z
  z = 2 حول 

 ولذلك فإن z = 2فإن الدالة تحليلية عند 
المفكوك الذي سنحصل عليه هو مفكوك 

 بحيث Rونصف قطر التقارب هو .. تايلور 
|z – 2| < Rأي أن .. نطقة التقارب  هي م

أي نقطة واقعة في هذه المنطقة ستؤدي إلى 
وفى حالتنا هذه فإن .. تقارب هذه المتسلسلة 

R = 1) وبالتالي) لماذا؟  
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z 2 1 

  )٤-٤شكل (
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 كما هو مبين z – 2| < 1|وهو مفكوك تايلور كما نرى ومنطقة التقارب هي 
  .بالرسم

  :ملاحظة
  إنلإيجاد مفكوك تايلور ف  
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  وفى النهاية
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  .وتعتبر الطريقة الأولى مختصرة ومباشرة في الحل
  ٨-٤مثال 

أوجد مفكوك 
z
1sin حول z = 0  

  :الحل

z = 0 نقطة شاذة من النوع الأساسي essential وبالتالي فإنه بوضع u
z
=1  
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        ,  ( ) ( )  
!12

1sin
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−
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n

وبوضع   
z

u    فإن=1
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11sin −
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) .. لأن الشذوذ هنا من النوع الأساسي(لاحظ أنه جزء أساسي فقط وعدد حدوده لاائي 
  .z ≠ 0والمتسلسلة متقاربة عند 

  
  :٩-٤مثال 

zeبالنسبة لمفكوك   
1

  z = 0 حول 
  :الحل

z = 0 نقطة شاذة من النوع الأساسي وبالتالي فان   

...1.
!

1...1.
!2

111 2

1

+++++= n
z

znzz
e  

 فقط (1)وأن الجزء التحليلي هو .. ونلاحظ هنا أيضا أن عدد حدود الجزء الأساسي لا ائي 
  .z ≠ 0والمتسلسلة متقاربة عند  .. ∞ويتم الحصول عليه عند 

  
  :١٠-٤مثال 

)بالنسبة لمفكوك    )
z

zzf sin= ..  عندz = 0  

  :الحل

1sinlimنلاحظ أن الشذوذ هنا من النوع المُزال لأن 
0

=
→ z

z
z

 ويجري تعريف 

  ..وبالتالي  .. (1) بأن قيمتها مساوية لـ z = 0الدالة عند 
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  .zوهي متقاربة لجميع قيم ) وذ مزاللأن الشذ(ونلاحظ هنا أا جزء تحليلي فقط 
  

  :١١-٤مثال 

)مفكوك لورنت للدالة    )( )21 ++ zz
z حول z = -2  

  :الحل
  z = -2 بوضع …) 1من رتبة ( قطب يسير z + 2 = u .. أي أن  
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   مرة أخرى فإنu = z + 2وبوضع 

 ( )( ) ( ) ( ) ...221
2

2
21

2 ++++++
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zz
zzz

z  

    الجزء الأساسي  زء التحليليالج           
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 simpleونلاحظ هنا أن الجزء الأساسي مكون من حد واحد لأن الدالة لها قطب يسير 
pole عند z = -2.  

  ومن شروط المفكوك فإن منطقة التقارب هي 
     0 < |z + 2| < 1 

  
  
  
  
  

  
  )٥-٤شكل (

  ٢١-٤مثال 

)فك الدالة    )( )31
1

++ zz
  z| < 3| > 1ة في المنطقة  بحيث تكون محقق

  :الحل
  في هذه الحالة يتم تحديد منطقة التقارب كما هو مبين بالرسم  

  
  
  
  
  
  

  )٦-٤شكل ( 
  فبإجراء الكسور الجزئية.. ولابد من مراعاة ذلك عند القيام بفك الدالة 

  ( )( ) zzzz +
−

+
=

++ 3
1 

2
1

1
1 

2
1

31
1  
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. z 

31
z .
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وهذا يتعارض مع منطقة التقارب .  .z|  < 1| إلا إذا كان 1-(z + 1)لا يمكننا الفك المباشر 
  :وبالتالي لابد من إجراء جبري يدخلنا في فترة التقارب وذلك يتم كالآتي.. المفروضة علينا 

11
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1 1
>⇒<⎟
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=
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−
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  وبالتالي.. وهذا يتفق مع شرط التقارب المعطى 

(1)                                     ...11111
1

1
32 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +−+−=
+ zzzzz

 

كذلك فإن فك 
z+3

  ..عى فيه الشرط السابق  لابد أن يرا1

  31
3
z     ,

3
1

3
1

3
13
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  :وبالتالي .. وهذا يتفق مع الشرط 
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⎜
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  وبالتالي فإن
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ي هنا ليست نقطة شاذة  وهz  = 0 هو z| = 3|  وz| = 1  |لاحظ أن مركز الدائرتين 
  .وبالتالي فإن الجزء الأساسي عدد حدوده لاائية) ليست قطباً(

  ٣١-٤مثال 
  z| < 1|بالنسبة للمثال السابق آخذين فترة تقارب   

  
  :الحل

في هذه الحالة نلاحظ أن الدالة   

( ) ( )( )31
1

++
=

zz
zfتحليلية بالكامل   

  وبالتالي سنحصل على مفكوك تايلور كالآتي

( )( )

( ) 3     ,   1     ,
3

1
3
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2
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2
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3
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+
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− zzzz
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  ..  فهو يحقق الأثنين معاً z| < 1| وتقاطع الشرطين هو أن z| < 3|  وz| < 1 |أي أن 
  وبالتالي

( )( ) ( )

...
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40
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9
4

3
1                     
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6
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  .z| < 1| في zوهو محقق لكل .. أي مفكوك تايلور 
  ٤١-٤مثال 

  z| > 3|ماذا يحدث للمثالين السابقين إذا جعلنا فترة التقارب   

1 

  )٧-٤شكل (
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  :لالح
  ..لابد وأن تتفق شروط المفكوك مع المنطقة الجديدة المعطاة   

( )( )
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2
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  )لماذا؟ (z| > 3| وz| > 1 |والشرطان هما 

  وعنده..  يحقق الاثنين معا z| > 3|وبالتالي فإن الشرط 

( )( )

...401341                      
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  جزء أساسي فقط           
  والفك لم يتم حول أي من القطبين

  z = - 1  أو z = - 3  
  .وبالتالي لا يوجد جزء تحليلي وعدد حدود الجزء الأساسي لا ائي

  
  ٥١-٤مثال 

  z + 1| < 2| > 0وليكن .. وفى حالة عزل أحد القطبين   
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  )٨-٤شكل (

   فإنz + 1 = uفأنه بوضع 
 

 ( )( ) ( ) ,
2

1
2
1

2
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1
2

1
31

1 1−
⎟
⎠
⎞
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u
uuuuuzz

 

1 وأن u| > 0|تحت شرط أنه 
2
<u أي أن  | u | < 2  

  :وبالتالي يمكننا إجراء التالي

  

( )( )
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  الجزء الأساسي  الجزء التحليلي            

 فإن الجزء الأساسي يبين أنه حد واحد يتفق مع z = - 1نا القطب ونلاحظ هنا أنه لأننا عزل
  .Simple Pole.. كونه قطباً يسيراً 

×     ×    ×
-3     -2    -1
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والملاحظ هنا أنه إذا كان الشذوذ قطبياً والفك حول نقطة القطب فإن عدد حدود الجزء 
الأساسي يجب أن يساوي رتبة هذا القطب وأن الدالة إذا كانت تحليلية في منطقة الفك 

فإذا كانت المنطقة تعزل ..  فإن مفكوك لورنت ينطبق مع مفكوك تايلور لهذه الدالة ملبالكا
  ..نقاط الشذوذ فإننا سنحصل على الجزء الأساسي فقط 

  
  The Residue Theorem نظرية الباقي ٢-٤
   مقدمة١-٢-٤

  :f(z)بالنظر إلى مفكوك لورنت للدالة   

   ( ) ( )nn
n

azazf −= ∑
∞

−∞=
 

 والتي هي مركز الدائرة z = a الا عند النقطة Cتحليلية على وداخل الدائرة  دالة f(z)حيث 
  أيضا وحيث

  ( )
( )

,...2 ,1 ,0      ,
2
1

1 ±±=
−

= +∫ ndz
az
zf

i
a n

C
n π

 

)فإذا ما أردنا إيجاد  )dzzf
C
) .. لماذا؟(فإن الجزء التحليلي من المفكوك يعطى صفراً  .. ∫

  أما الجزء الأساسي فيعطى تكاملات على صورة

  
( ) ⎩

⎨
⎧

≠
=

=
−∫ 1m        0  

1m      2 i

az
dz

m
C

π  

)أى لا يتبقى من هذه التكاملات إلا التكامل          )az
dz

C
 .. a-1وهو الخاص بالمعامـل      .. ∫−

)ولذلك فمن وجهة نظر التكامل       )dzzf
C
 هي المعامل البـاقي الوحيـد في        a-1فإن   .. ∫

  :الآتي ويكون التكامل كresidueولذلك يسمى بالباقي .. الحسابات 
  ( ) 1  2 −=∫ aidzzf

C
π  
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 z = a بغض النظر عن نوع النقطة الشاذة f(z)ويظهر لنا أهمية إيجاد مفكوك لورنت للدالة 
 دوراً هاما ومحوريا في إيجاد قيمة التكامل  a-1فبعد إيجاد المفكوك يلعب الباقي .. 

( )dzzf
C
∫.  

 فإن مفكوك لورنت m قطب من رتبة z = a أي أن فإذا كان الشذوذ من النوع القطبي فقط
  : يعطى الصورة الآتيةz = aحول نقطة 

( )
( ) ( ) ( ) ...... 10

1 +−++
−

++
−

= −− azaa
az

a
az

azf m
m  

  الجزء الأساسي                                            
وهذا شئ أشرنا إليه سابقاً أن عدد الحدود التي تظهر في الجزء الأساسي تساوي رتبة هذا 

   فإنm(z – a)بالضرب في والآن . القطب
 (z – a)m f(z) = a-m + a-(m-1) (z – a) + .. + a-1(z – a)m-1 

    + a0(z – a)m + ….   (1) 
 وبتفاضل z = aحول نقطة ) لماذا؟ (m f(z)(z – a)وهي تمثل مفكوك تايلور للدالة التحليلية 

   مرة فإننا سنحصل على (m–1) (1)العلاقة 

 ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ...2...1                                       

  !1

0

11
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azamm

amzfaz
dz

zd m
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   فإنz→ aوعند أخذ النهاية 

  ( ) ( )( ) ( ) 11

1
 !1lim −−

−

→
−=− am

dz
zfazd

m

mm

az
 

   فإنm من رتبة z = aأي أن في حالة وجود قطب عند 

 ( ) ( ) ( )zfaz
dz
d

m
a m

m

m

az
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−
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1
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ولكن بأسلوب مختلف وبعيداً ) ٧-٣(وهذه النتيجة توصلنا إليها سابقا في اية الباب الثالث 
   ) ..١٤٦أنظر ص .. (ينئذ عن مفكوك لورنت للدالة التي لم تكن معروفة ح

)والآن نستطيع إيجاد  )dzzf
C
 بشكل عام ولكل أنواع نقاط الشذوذ وذلك باستخدام ∫

  .النظرية التالية
  

    نظرية الباقي٣-٤نظرية 
 محدود باستثناء عدد C دالة تحليلية على وداخل منحنى مغلق يسير f(z)إذا كانت   

   على الترتيب فإن… ,a-1,b-1,c-1 والتي لها البواقي Cداخل  ..,a,b,cمن النقاط وليكن 
( ) [ ]...2 111 +++= −−−∫ cbaidzzf

C
π  

       =2πi ∑ residues of interior singular points 
  

  الإثبات
  )٩-٤( بالنظر إلى شكل   

  
  
  
  
  
  
  
  

 والتي مركزها هي النقاط الشاذة  كمـا هـو موضـح    … c1,c2وبأخذ المسارات الدائرية 

  ن بالشكل فإ

c1 

c2 

c3 . 
a

. 
b

. 
c

  )٩-٤شكل(
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( ) ( ) ( ) ( )

( )

( )

( )   c   2                                      

           b   2                                      

  a   2                                      

(1)                                ...
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   هي البواقي كما قدمنا للنظرية وبالتالي فإن.. ,a-1, b-1, c-1حيث .. وهكذا 
( ) [ ]

[ ].residues of sum 2                  

  ... 2 111-

i

cbaidzzf
C

π

π

=

+++= −−∫  

  :ملاحظة هامة
-multiplyيمكن مد إثبات هذه النظرية لتطبيقها على المنحنيات العديدة الاتصال   

connected ائي من النقاط الشاذة المعزولة  وكذلك على عدد لاinfinitely many 
isolated singularities وهى ختام ] .. 4[ والمهتم بالإثبات العام يمكنه الرجوع الي

  .جميل لأفكار هذا الكتاب
  

  ٦١-٤مثال 

أوجد   
( ) ( ) dz

zz

zz

C
 

41

2
22

2

++

−
  z = ±2i وz = -1  يحتوي C حيث ∫

  :الحل
  طبقا لنظرية الباقي فإن  
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2
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41

2 RRRidz
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zz ++=
++

−
∫ π  

   وبالتاليz = -1 يوجد قطب من الرتبة الثانية عند (i) حيث 
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( )
( ) ( )41
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(ii) يوجد قطب من الرتبة الأولى عند z = +2iوبالتالي   
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2
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i
izizz

zzizR
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(iii) يوجد قطب من الرتبة الأولى عند z = -2iوبالتالي    
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  وبالتالي فإن
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  :ملاحظة

إذا كان المطلوب    
( ) ( )dz

zz
zz

C
 

41
2
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2
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−

 z = -1 يحتوي فقط C حيث ∫

  : ويكون التكاملR1فإننا نحسب فقط 
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   فقط فإنz = ± 2i تحتوي النقطتين Cوإذا كانت 
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  . يلاحظ القارئ أن العبرة بالنقاط الشاذة الداخلية فقطوهكذا يجب أن
  ٧١-٤مثال 

dz  أحسب   
z

z
C

1sin

1
  
∫
=

  

  :الحل
 وهي داخل essential نقطة شاذة من النوع الأساسي z = 0في هذه الحالة فإن   

  وبالتالي .. z| = 1|المسار 

 Ridz
z

C
 . 21sin π=∫  

للدالة  نقوم بحساب مفكوك لورنت Rولإيجاد 
z
1sinوقد قمنا بذلك أنفاً حيث   

  ...1  
!5

11.
!3

111sin 53 zzzz
+−=  
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  R = a-1 = 1وهي جزء أساسي فقط ونجد منها أن  

idz  وبالتالي فإن 
z

z
π21sin

1
=∫

=
  

  ٨١-٤مثال 

)  أوجد    ) dz
z

z
C

2
1sin3

 
+

  .z = -2 يحتوي النقطة C حيث ∫−

  :الحل
    وبالتاليC المحتواه داخل z = -2سية عند توجد نقطة شاذة أسا  

 ( ) Ridz
z

z
C

 2
2

1sin 3 π=
+

−∫  

) نوجد أولا مفكوك لورنت للدالة Rولإيجاد  )
2

1sin3
+

−
z

z حول نقطة z = -2 

  :كالآتي
  z + 2 = uبوضع   
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u
z
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  R = a-1 = -5           وبالتالي فإن
  ي أنأ
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i
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)لاحظ أن  ) 0
2

1sin3 =
+

−∫ dz
z

z
C

تذكر ذلك . C خارج z = -2  إذا كانت 

  .دائما فنظرية كوشي جاهزة للتطبيق دائماً
  

  ٩١-٤مثال 

)أوجد    )( )31 ++∫ zz
dz

C
  

  z| > 3   (ii)    c: |z| < 1  (i)|  حيث
  

  :الحل
  ب مفكوك لورنت فإنبالرجوع إلى الأمثلة السابقة في حسا  

  

(i) حالة C: |z| < 1 تكون الدالة ( )( )31
1

++ zz
كما (  تحليلية ومفكوك لورنت لها 

) أي أن a-1 = 0هو مفكوك تايلور وبالتالي ) حصلنا عليه )( ) 0
31

1||
  

=
++∫

<

zz
dz

z
C

  

  .أو بتطبيق نظرية كوشي مباشرة
  

(ii) في حالة |z| > 3تي كان مفكوك لورنت هو كالآ:  

( )( ) ...401341
31

1
5432 +−+−=

++ zzzzzz
 

  a-1 = 0  أي أن 
  وبالتالي 

   ( )( ) ( )

0                            

02
31

3||

=

=
++∫

>
i

zz
dz

z
π
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  ٢٠-٤مثال 

  dz
z

z
C

1sin2∫ حيث C تحتوي z = 0.  

  :الحل

    
...1

!5
11

!3
1              

...1
!5

11
!3

111sin

3

53
22

−+−=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −+−=

zz
z

zzz
z

z
z

 

  وبالتالي فإن  
!3

1
1 −=−a  

  أي أن

  

3
                       

!3
121sin2

i

idz
z

z
C

π

π

−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛−=∫

 

  ١٢-٤مثال 
    dz

z
z

z
C

sin
  

2
3

   
∫

= π

  

  :الحل
  sin z = 0 عندما تكون z = 0, ±π, ±2π, ..  وواضح أن النقاط الشاذة المحتواه 

داخل 
2

3π=z هي z = 0, ±π وبالتالي يوجد ثلاثة نقاط شاذة داخل المسار ..  

)i( 0 عند= z  : 1نعلم أنsinlim
0

=
→ z

z
z

1 وبالتالي فإن  
 sin

lim
0

=
→ z

z
z

 أي اا نقطة 

  وبذلك فإن مفكوك لورنت.. شاذة مزالة 
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...        

...
!5

1
3!
1-1

1        

...
!5

1
!3

1sin

3
3

2
210

42

53

++++=

−+
=

+−
=

zazazaa

zz

zzz

z
z

z

 

  أي أن

1                                                

...
!5

1
!3

1

...
!5

1
!3

1

...
!5

1
!3

1

6
2

4
2

2
2

5
1

3
11

0
42

00

=

−+−+

−+−+

−+−

zazaza

zazaza

azzaa

 

   في الطرفين فإنznفبالمقارنة بين معاملات 
  a0 = 1,     a1 z = 0 ⇒ a1 = 0     , 

  
!3

10
!3

1
220 =⇒=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +− aaa  

  :تاليوبال.. وهكذا نحسب بقية المعاملات 

  ...
!3

11
sin

2 ++= z
z

z  

  R1 = 0 وبالتالي a-1 = 0أي أن 
(ii) عند z = π ..  لماذا؟(فهذا قطب من المرتبة الأولى.. (  

  وبالتالي

( )

π
π

ππππ

π

ππ

π

−===−=

⋅−=

→→

→

cos
1

cos
1lim 

sin
lim      

sin
lim 

!0
1

2

zz
z

z
zzR

zz

z  
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(iii) عند z = -π .. وهذا أيضا قطب يسير وبالتالي:  

  

( ) ( )

( )

( ) ( ) π
π

π

π

πππ

π

ππ

=
−

−=

−=

+−=+=

−→

−→−→

cos
1     

cos
1lim     

sin
lim

sin
lim3

z

z
z

z
zzR

z

zz

 

  أي أن

  

[ ]

[ ]
0                      

02                       

2
sinz

z  321

2
3

=
+−=

++=∫
=

πππ

π
π

i

RRRidz

z

 

  ٢٢-٤مثال 
    dz

z
z

z
2

2

sin∫
=π

  

  :الحل
  z = 0هي النقطة الشاذة الوحيدة الداخلية وبالتالي :  

(i) عند z = 0  

...
!3

21
sin

...
!3

11
sin

2
2

2

2

+⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

++=

z
z

z

z
z

z

 

  :zوبالقسمة على 

  ...
!3

21
sin2 +⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+= z

zz
z  

  ) .. قطب من رتبة يسيرةz = 0أي أن (   a-1 = 1نلاحظ في مفكوك لورنت هنا أن 
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)من ذلك فإن   وللتأكد  ) 01
sin

.lim 20
≠=

→ z
zz

z
  

  . قطب فعلا من رتبة واحدz = 0أي أن 
  R1 = 1      وبالتالي فإن
i    وبالتالي فإن

z
z

π
π

2
sin

z  2

2

=∫
=

  

  ٣٢-٤مثال 
    dz

z
z

z
2

2
3 sin∫

= π
  

  :الحل
  : ثلاث نقاط شاذة داخلية وبالتاليz = 0, ±πفي هذه الحالة فإن   

)i(  عندz = 0 فإن R1 = 1 كما في المثال السابق  
)ii(  بالنسبة للقطبينz = ±π أو  z = mπ حيث m = ±1 فإنه ربما يكون من 

الأيسر إيجاد مفكوك لورنت للدالة 
z

z
2sin

   وبالتاليz – mπ = u دعنا نضع 

( )( )
( )

( ) ...
...

45
2

3
1

          

                                                    

...
1206

1

          

                                                    
...

!5
1

!3
1

           

             
sinsinsin

10
1

2
2

42
2

242
2

2
53

222

++++=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−

+=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−

+=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −+−

+=

+=
+
+=

−− uaa
u

a
u
a

uuu

um

uuu

um

uuu

um
u
um

um
um

z
z

π

π

π

π
π
π

 :وبالتالي.. قطبان من الرتبة الثانيةz = ±πوذلك لأن 
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( )

...
45
2                                 

....
3
1

3
1                

...             

......
45

2
3

1

4
2

3
1

2
2

3
1

2
012

3
1

2
012

42

−+

+−−

++++=

++++⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
++−=+

−

−−

−−

−−

ua

uaua

uauauaa

uauauaauuumπ

 

  وبمساواة المعاملات في الطرفين فإن

  0
3
1            ,1           , 201-2 =⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −== −− aaama π  

πmaa            أي أن
3
1

3
1

20 == −  

    أي أن 
( ) ( ) ...

3
1

sin 22 ++
−

+
−

= π
ππ

π m
mzmz

m
z

z  

  (m = ±1) قطبان من الرتبة الثانية z = mπوهذا يثبت توقعنا أن 
  : في الحالتينR2,3 = 1وأن 

  
[ ]

i

RRRidz
z

z

z

π

π
π

6                          

2
sin

3212

2
3

=

++=∫
=  

  ٤٢-٤مثال 

dzz    أوجد 
z

 sec  ∫
=π

  

  :الحل

نعلم أن   
z

z
cos

1sec =  

  وبالتالي فإن
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)  تعطى cos z = 0وأن     ) ...1  ,0  ,12
2

±=+= kkz π  

 هو z| = π|وبالتالي فإن القطب الوحيد المحتوى داخل 
2
π=z وبالتالي..  وهو قطب يسير:  

        
z

zR
z cos

1.
2

lim

2

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −=

→

π
π

 

1  

sin
1lim   

2
−=

−
=

→ zz π  

idzz
z

π
π

2 sec  −=∫
=

 أي أن  

  …بتطبيق قاعدة لوبيتال  
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  ٤تمرينات 
  أوجد مفكوك لورنت للدوال الآتية حول النقطة الشاذة الموجودة بين قوسين .١

( )
( )

( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( )
( )

( )3             ,
3

1 )(

1         ,
21

 )(

0               ,sin )(

2      ,
2

1sin3 )(

1                   ,
1

 )(

32

3

3

2

=
−

=

−=
++

=

=−=

−=
+

−=

=
−

=

z
zz

zfv

z
zz

zzfiv

z
z

zzzfiii

z
z

zzfii

z
z
ezfi

z

 

  :أثبت المفكوكات الآتية .٢

( )

( )

( )

( )

( )

( ) 1....,
7642

531
542

31
32

1sin

            ....,
360
7

6
1csc

2
        ....,

24
5

2
1sec

2
         ....,

15
2

3
tan

1....,
753

tan

....,
!7!5!3

sin

753
1

3

42

53

753
1

14106
22

<
××
××+

×
×++=

<++=

<+++=

<+++=

<−+−=

∞<−+−=

−

−

zzzzzzvi

zzz
z

zv

zzzziv

zzzzziii

zzzzzzii

zzzzzzi

π

π

π

 

  )sin-10 = 0اختار الفرع الذي يعطي عند (        
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 (vii) 1   ...,
642
531

42
31

2
11

1

1 963
3

<+
××
××−

×
×+−=

+
zzzz

z
 

z   ,11  0اختار الفرع الذي يعطي عند  (       3 ==+ z(  

)فك الدالة  .٣ ) ( )( )21 −−
=

zz
zzfوالمحققة للمناطق الآتية   

(i) |z| < 1 
(ii) 1 < |z| < 2 
(iii) |z| > 2 
(iv) |z-1| > 1 
(v) 0 < |z – 2| < 1 

   z = 0فك الدوال الآتية حول  .٤

( )

( )

( ) ( )

( ) ( ) zzzfiv
zz

zfiii

z
ezfii

z
zzfi

z

 sinh    

1cosh1   

   )(

cos1    )(

3

2

=

=

=

−=

 

ت أن أثب .٥
2
π=z قطب يسير للدالة f(z) = tan z  ومن ثم أوجد التكامل 

dzz

z

   tan 

22
0

∫
<−< ππ

  

)أوجد مفكوك   .٦ ) ( )z
zf

+
=

1ln
 ومن ثم أوجد  z = 0 حول 1

( )dzzf

z
C

   

10
    
∫
<<
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)أوجد مفكوك  .٧ )
z
z

+
+

1
1ln واثبت أن z = - 1  شذوذ مزال، ومن ثم أوجد 

( )dz
z
z

z
+
+

∫
<

1
1ln  

1
  

   هوesinzاثبت أن مفكوك الدالة  .٨

 ...
1582

1
542

sin +−−++= zzzze z   

sin   0     واثبت أن   =∫ dze z

C
  .C لأي مسار مغلق في 

  f(z) = ez csc2 zأوجد البواقي للدالة  .٩
  )… ,Rm=emπ, m = 0, ±1: الإجابة(

)أوجد باقي الدالة  .١٠ ) 3
cothcot

z
zzzf   z = 0  عند =

  :مساعدة

  

...
!5!3

sinh

...
!4!2

1cosh

53

42

+++=

+++=

zzzz

zzz
 

: الإجابة(
45
7−(  

)أوجد التكامل  .١١ )dz
zzz

ezt

z
C

 
2222

3
  ++∫
=

  

tet: الإجابة( t cos
2
1

2
1 −+−(  
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dzأوجد التكامل  .١٢
z

e z

z
C

1sin  
1

1
  

−

=

∫  

  )2πi: الإجابة(

dzezأوجد التكامل   .١٣

z
C

coshz
 

5
  
∫
=

  

  )8πi: الإجابة(
 اثبت أن y = ±2 وx = ±2  هو المربع المحدود بـ Cدع  .١٤

2
29

4

3sinh
3

π
π

−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

∫ dz

z

z

C
  

  .اثبت أن نظرية كوشي وصيغة تكامل كوشي هما حالتان خاصتان من نظرية الباقي .١٥

   اثبت أن  .١٦
24
1

1
3

41

=∫
=−

dzez z

z
C
   

idzاثبت أن  .١٧
z

z

C
π=∫ 3

cosh إذا كانت Cي رؤوسه  هي المربع الذ( ± 2 ± 2i).  

)     اثبت أن .١٨ ) ( ) 0 ,cos12
12 >−=

+∫ tti
zz
ezt

π    

  .(i, -1± i ± 1) هي المربع الذي رؤوسه Cإذا كانت 
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