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Complex Integration 
  

وإذا كنا قد تمتعنـا     .. في هذا الباب نكتشف سحراً جديداً في نظرية المتغير المركب           
 ريمان ونظريات أخرى كوجود جديد لمفاهيم الاشتقاق للدوال بعد توسيع           –بمعادلتي كوشي   

  ..نظرية الحقيقي يكمن في التكامل فإن سحر ال.. مفهومها من الحقيقي إلى المركب 
  Line Integrals التكامل الخطي ١-٣

 دالة مستمرة علـى     f(z)فإذا ما كانت    .. مازالت الاستمرارية  تلعب دوراً محورياً         
 ولتكن نقطة Lوالذي سنفترض أن له طولاً محدوداً وليكن  ) ١-٣شكل   (Cكل نقاط المنحنى    

 نقاط اختيارية علـى هـذا   z1, …, zn-1 بينما النقاط zn b = ونقطة ايته a = z0بدايته 
  وإذا ما كوننا التجميع .. المنحنى 
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  zk = zk – zk-1 ∆    حيث 
   فإنzk|→0 ∆| بحيث ∞→nوبجعل عدد التقسيمات 
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  Complex Line Integralيعطى تعريفاً للتكامل الخطي للدوال المركبة 
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وبالتالي فإذا ما كانت الدالة دالة تحليلية فهو شرط أكـبر مـن             .. ومازال شرطنا هو الاتصال     
  .المطلوب

    فإنf(z)= u + iv    والآن إذا ما كانت
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من هنـا   و.. أي أن التكامل المركب ينقسم إلى تكاملين خطيين معرفين على الدوال الحقيقية             
تدخل بعض النظريات المفيدة في التكامل الخطي الحقيقي لصياغة نظريات جديـدة للتكامـل              

وبناءً على الخواص ذاا في الحقل الحقيقي فإنه يمكن كتابة الخواص التاليـة             .. الخطي المركب   
  :للتكامل الخطي المركب
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  . أيضاCً نقطة على mحيث 
    (v)خاصية هامة  وهي   

  ( ) MLdzzf
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 L و C  على f(z)  أحد الحدود القصوى لـ Mأي أن   .. f(z)| ≤ M|حيث 
  .Cهو طول المنحنى 
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  :الإثبات
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وهذا الأسلوب لحساب القيمة العددية سوف نستعمله كثيرا في هذا الباب وفي مواضع مختلفة 
وكنتيجة لذلك فإن علاقة ذات أهمية كبيرة يجب ..  فهماً جيداً فيجب على القارئ فهمه

  :الالتفات إليها كالتالي
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  )٢-٣شكل (

)ii(  المسار من z=0 إلى z=iسار من  ثم المz=i إلى z=1+i)  ٣-٣شكل(  
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  الحل
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(iii) بالنسبة للمسار الثالث (y=x)  
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  هل هي مجرد مصادفة أن قيم التكامل متساوية على هذه المسارات المتعددة؟
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  لماذا ؟؟.. التكامل غير فريد ويعتمد على المسار 
فبعض الدوال تكاملاا لا تعتمد على .. لابد أن المثالين السابقين يثيران الاهتمام بشكل كبير 

! .. فهل نستطيع سـبر أغوار  هذه المسألة ؟.. المسار بينما يعتمد الآخر على مسار التكامل 
  .طيعفى الواقع نست

  

   المنطقة يسيرة التوصيل والمنطقة عديدة التوصيل:تعريف
Simply-Connected and Multiply-Connected Regions 

 إذا كان أي منحنى Simply-Connectedيطلق على منطقة أا يسيرة التوصيل 
 داخل المنطقة يمكن تقليصه إلى نقطة بدون مغادرة Simple closed curveمغلق يسير 

  )٥-٣شكل (ة ذاا المنطق
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  )٥-٣شكل (
 multiplyوإذا لم يكن من الممكن إجراء ذلـك فالمنطقـة تـسمى بعديـدة الاتـصال      

connected ..  ٦-٣شكل (وعادةً ما يوجد فجوات داخل هذه المناطق(  
  
  
  

  
  
  
  

  )٦-٣شكل (
  

يسير داخل هذه   وبالطبع وجود فجوة واحدة على الأقل لا تمكننا من تقليص أي منحنى مغلق              
  .المناطق إلى نقطة إلا إذا غادرنا المنطقة إلى الفجوة وهي تحتوي نقاط ليست من المنطقة ذاا

فالمنحنيات التي ستعتمدها دائما يـسيرة      .. وسوف لا تم بتعقيدات الأشكال في هذه النقطة         
  .والمناطق التي تحيط ا إما يسيرة أو متعددة
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 counter clockنى المغلق اليسير في عكس اتجاه عقارب الساعة وإذا كان المسار على المنح
wise ًوالتكامل على أمثال هذه ..  فإن هذا الاتجاه يعتبر موجباً والعكس يعتبر اتجاهاً سالبا

 .Contour integralالمنحنيات يسمى بالتكامل المساري 
  Cauchy’s Theorem نظرية كوشي ٢-٣

  ١-٣نظرية 
   فإن C وعلى حدودها المنحنى المغلق R دالة تحليلية في منطقة f(z)إذا كانت   

( ) 0=∫ dzzf
C

 

  الإثبات
يجب التمهيد أولاً إلى نظرية شهيرة في المتغير الحقيقي وتسمى بنظرية جرين   

Green’s Theorem في المستوى وتنص على أنه إذا كانت P(x, y) و Q(x, y) 
أنظر شكل  (C وعلى حدودها Rزئية متصلة في منطقة دوال متصلة ولها تفاضلات ج

  فإن) ٧- ٣

dxdy
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  . نرجو الانتباه لذلك–فالتكامل الخطي يتحول إلى تكامل على مساحة 
 تكون متصلة طبعاً وكذلك v وu  دالة تحليلية فإن f(z)=u+ivوبالنسبة للنظرية فبما أن 

   مع ملاحظة أن C وعلى حدود المنطقة المنحنى Rة داخل المنطقة مشتقاا الجزئي
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 f(z)dz = (u + iv)(dx + idy) 
   = (udx – vdy) +  i(vdx + udy) 

( ) ( ) ( )udyvdxivdyudxdzzf
CCC

++−= ∫∫∫                  فإن 

  وبتطبيق نظرية جرين على كل من التكاملين فإن
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 أي أن ..  ريمان –هي تحقق معادلتي كوشي  دالة تحليلية فf(z)ولكن 
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  وباستخدام هاتين المعادلتين فإن
    ( ) 0=∫ dzzf

C
 

  
  :ملاحظات

)i(  طالمَاَ أنf(z) دالة تحليلية على المنحنى المغلق C اليسير وداخله inside and on 
ة من نقاط شاذة تسبب عدم فإن التكامل يساوي صفر بغض النظر عما يحدث للدال

  فمثلاً.. التحليلية لها خارج هذا النطاق 

 01

1|2|
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dz
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   .z=0 لا تحتوي على النقطة الشاذة z-2| = 1|لأن الدائرة 
)ii(  يمكن تطبيق هذه النظرية على المناطق المتعددة الاتصال وذلك بعمل قطع) أو عدة

فمثلا بالنسبة للمنطقة الموضحة .. نطقة بين الفجوات التي تحتويها هذه الم)  قطوع
  ٨-٣بشكل 
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  )٨-٣شكل (
  

 من الداخل وهي بذلك منطقة C2 من الخارج والمنحنى C1فهي محدودة بالمنحنى 
 D إلى A وتصورنا وجود قطع من D, Aمتعددة الاتصال فإذا ما جئنا عند نقطتي 

) بعكس اتجاه المنحنى (E إلى  ثمD ثم إلى A إلى C إلى B إلى Aوأكملنا المسار من 
لأننا ( مرة أخرى فإننا بذلك نحصل على منطقة يسيرة الاتصال A ثم إلى Dثم إلى 

  وبذلك يمكن تطبيق نظرية كوشي فيكون       ) تجنبنا وجود الفجوة
( ) 0=∫ dzzf

ABCADEDA
 

  ثم بتقسيم المسار مرة أخرى فأننا نحصل على

    ( ) ( ) ( ) ( ) 0=+++ ∫∫∫∫ dzzfdzzfdzzfdzzf
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DDED
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(C1 في اتجاه)           (C2 بعكس اتجاه) 
  فبالتالي..والتكامل الثاني والرابع متساويان عددياً ويتضادان في الإشارة 
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  .وهي نتيجة هامة جداً لنظرية كوشي

 أي أن
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)iii(  فإذا أخذنا المسار ..  والآن نأتي إلى نتيجة هامة جداً جداً من نتائج نظرية كوشي
  )٩-٣(كل المبين بش

  
  
  
  
  
  
  
  

  )٩-٣شكل (

)والمطلوب إيجاد التكامل  )dzzf∫
β

α
 دالة f(z) وكانت C2 أو المسار C1 على المسار 

  فإن..  المحدود ما R وداخل النقاط في C2 و C1تحليلية على كل من 
)   ، R يحد المنطقة Cحيث    ) 0=∫ dzzf
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وعلى  .. R لا يعتمد على المسار بين النقطتين في         Rي أن التكامل للدوال التحليلية في منطقة        أ
ذلك فالدوال المعروفة إا تحليلية في كل مكان يمكن تكاملها مباشرة بغض النظر عن المسار بين                

 ـ   Rكذلك بالنسبة للدوال المعروفة إا تحليلية في منطقة         . حدود التكامل   ين أي  فإن التكامل ب
وبذلك نجد أن التحليلية مرة أخرى هـي        ..  لا يعتمد على المسار بين النقطتين        Rنقطتين في   

  .الكلمة السحرية التي تيسر الأمور
  

 أي أن
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)iv( نظرية موريرا Morera’s Theorem  
) المنطقة اليسيرة التوصيل وأن R دالة متصلة في f(z)إذا كانت  ) 0=∫ dzzf

C
 

  .R دالة تحليلية في f(z)فأن  .. Rق يسير في على أي منحنى مغل
والإثبات يسير بشكل عكسي مع .. وهذا المنطوق هو عكس منطوق نظرية كوشي   

  .تغيير طفيف
  Indefinite Integrals التكامل غير المحدود  ٣-٣

خاصةً .. دعونا نتقدم خطوة كبيرة في اتجاه حساب بعض تكاملات الدوال المركبة   
  .ه الدوال تحليليةعندما تكون هذ

  
  ٢-٣نظرية 

 نقطتان في هذه z وa  ودع R دالة تحليلية في منطقة يسيرة الاتصال f(z)دع   
  المنطقة فإن
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u
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 z وبالتالي فتكاملها غير معتمد على المسار بين R دالة تحليلية في  (f(u) – f(z))ولكن الدالة
 وz+∆z  طالما كانتا النقطتان في R ..    فإذا أخذنا المسار الخطى المباشـر بـينz و z+∆z 
  ).١٠-٣أنظر شكل (
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) على صورا F(z)أي أن  )duuf
z

a
  . F`(z) = f(z)  دالة تحليلية ويكون ∫

لأن  .. F(z)+C سـيكون مـساوياً لــ        f(z)dz∫مـل   هذه النظريـة تعـني أن التكا      
(F(z)+C)`=f(z)      وهذه النتيجة بالنسبة إلينا عادية لأنه      ..  حسب منطوق النظرية السابقة

  ..سبق استعمالها في الدوال الحقيقية 
  أي أن

∫f(z)dz = F(z) +C 
 يمكن عكسه للحصول على جـدول       ٥٤وعلى هذا الأساس فجدول التفاضلات الموجود ص        

  .١-٣أنظر جدول .. خر للتكاملات آ
  :ودعونا الآن نلخص الحقائق التي حصلنا عليها حتى الآن

)i(  إذا كانتf(z) دالة تحليلية في منطقة R وكان النقطتان z, a في R  فإن 

( )dzzf
z

a
  .z, a يكون مستقلا عن المسار بين النقطتين ∫

)ii(    أيضا فإن( ) ( )dzzfzF
z

a
 ـ   =∫        ويكـون   Rة تحليليـة أيـضا في        تكـون دال

F`(z) = f(z)  

)iii(  ويكون أيضا( ) ( ) ( )aFbFdzzf
b

a
   وذلك لأن∫=−

( ) ( ) ( ) ( )aFbFzFdzzf b
a

b

a
−==∫  

إننا يمكننا التكامل بشكل مباشر الآن وبكافة الطـرق الـتي           .. ولننتبه لذلك جيداً    
 دالـة   f(z) فقط إذا تحقق الشرط السحري وهـو أن          ١-٣تعودنا عليها وباستخدام الجدول     

 .. تحتوي حدود ومسار التكاملRتحليلية في منطقة 
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 ٣-٣مثال 

( )

( ) ii

izzdz
i

=−+=

+== ∫∫
++

121
2
1            

1
2
1 

2
1 2

i1

0

2
1

0  

  . دالة تحليلية في كل مكانf(z) = zلأن الدالة  
لأننا الآن يمكننا إجراء تكاملات     .. وفي الواقع فإن الوصول إلى هذه النتيجة أمر مدهش ومهم           

ا السابقة من طرق التكامل لتكامل الدوال المركبة والتي         كثيرة وعديدة واستخدام بنك معلوماتن    
  .هي تحليلية

  
(iv) نظرية كوشي والتي تقول أن ..  لا ننسى أبداً النظرية الأم  

  ( ) 0=∫ dzzf
C

 

وحـتى المتعـددة الاتـصال      ( دالة تحليلية في المنطقة اليسيرة الاتصال        f(z)طالما كانت   
  .Cاطة بالمنحنى المغلق اليسير والمح) بتصرف خاص كما بيننا

  
  ٤-٣مثال 

  0 
3

=∫
=

dzz
z

 

وليس داخل وعلـى  ..   دالة تحليلية في كل مكان f(z) = zبدون عناء في الإثبات لأن الدالة 
  .  فقطz| = 3|الدائرة 

  ..Rويبدو أن معركتنا الحقيقية ستكون مع هذه الدوال التي تحتوي نقاط شـاذة في المنطقـة    
تحليلية عنـد نقـاط شـاذة       الدوال غير ال  (كيف يمكن حساب التكامل لأمثال هذه الدوال        

   ...)محدودة
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( )
( )

( )22

22

2

2

1

1

ln.25

hcsc cothhcsc.24

h sec tanhh sec.23

cothhcsc.22

tanh hsec.21

coshcoth h csc.20

sinhtan h sec.19

sinhln coth.18

azz
az

dz

zdzzz

zdzzz

zzdz

zdzz

zdzz

zdzz

zdzz

±+=
±

−=

−=

−=

=

−=

=

=

∫

∫
∫
∫
∫
∫
∫
∫

−

−

a
z

a
z

aaz
dz 11

22 cot
a
1-or tan1.26 −−=

+∫  

( )22
2

2222

11

22

2222

11

22

22

ln
2

          

2
.31

sec1or    cos1.30

ln1.29

cosorsin.28

ln
2
1.27

azza

azzdzaz

a
z

az
a

aazz
dz

zaa
z

azaz
dz

a
z

a
z

za
dz

az
az

aaz
dz

±+±

±=±

=
−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

±+
=

±

−=
−

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−=

−

∫

∫

∫

∫

∫

−−

−−

( )

( )
22

22

1
2

2222

sincoscos.34

cossinsin.33

sin
22

.32

ba
bzbbzaebzdze

ba
bzbbzaebzdze

a
zazazdzza

az
az

az
az

+
+=

+
−=

+−=−

∫

∫

∫ −

 

zzdz

z

zzdz

zzdz

zzdz
a

adza

edze

z
z

dz

n
n
zdzz

z
z

zz

n
n

sinlncot  .8

cosln                      

seclntan  .7

sincos  .6

cossin  .5
ln

  .4

  .3

ln  .2

1     
1

  .1
1

=

−=

=

=

−=

=

=

=

−≠
+

=

∫

∫
∫
∫
∫

∫
∫

∫
+

 

( )
( )

( )
( )

zzdz

zzdz

zzdz

zzdzz

zzdzz

zzdz

zzdz

z

zzzdz

z

zzzdz

coshlntanh .17

sinhcosh .16

coshsinh .15

csccotcsc .14

sectansec .13

cotcsc .12

tansec .11

2/tanln                       

cotcsclncsc .10

4/2/tanln                      

tanseclnsec  .9

2

2

=

=

=

−=

=

−=

=

=

−=

+=

+=

∫
∫
∫
∫
∫
∫
∫

∫

∫
π

(v)    تيجة الهامة للنظرية الأم وهي أنه إذا كانت  ولا ننسى أيضا النf(z)  دالة تحليلية في منطقـة 
  فإن..  وعلى المنحنيين أيضا C2, C1محدودة بمنحنيين مغلقين يسيرين 
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y

C1

x
∈

C

( ) ( )dzzfdzzf
CC
∫∫ =
21

 

فهي تعطي حلاً لمسألة تواجد النقـاط       .. ونرجو أن ننتبه أيضا إلى هذه النتيجة المدهشة         
 ∋ إذ يمكننا عزل هذه النقطة الشـاذة بدائرة تكون نصف قطرهـا             Rالشاذة في المنطقة    

 هي النقطة الشاذة    z=z0 حيث   ∋=|z-z0|ومركزها هو النقطة الشـاذة نفسها أي أن        
فإذا ما حدث ذلك فإننا يمكننا استخدام النتيجة السابقة لإجراء التكامل على الدائرة ذاا              

  ) ..١١-٣أنظر شكل .. (
  

  
  
  
  
  

  أي أن
( ) ( ) ( )dzzfdzzfdzzf

zzCC
∫∫∫
=∈−

==
01

 

  ..في الواقع هذه النتيجة تعطينا نقطة الانطلاق في حساب أمثال هذه التكاملات 
  

          ٥-٣مثال 
z

dz

C
∫  

  z = 0 منحنى مغلق يسير يحتوي النقطة Cحيث   
  الحل

  ١٢-٣انظر شكل   
  
  
  

  

C

z0
∈

C1

  )١١-٣شكل(

 )١٢-٣شكل(
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  وبالتالي 

  
z

dz
z

dz
z

dz

zCC
∫∫∫
=∈

==
1

 

ــاط   ــل النق ــظ أن ك ــدائرة  لاح ــى ال ــة عل ــصورة∋ = |z|الواقع ــب ب                                تكت
z = ∈eiθ , 0 ≤ θ < 2π              وبالتالي فإنdz = ∈i eiθ dθ   

i

di

e
die

z
dz

z
dz

i

i

CzC

π

θ

θ

π

θ

θπ

2         

         
2

0

2

0

=

=

∈
∈==

∫

∫∫∫
=

 

 في هذه الحالة دالة غـير       f(z)وهي قيمة تخيلية لتكامل لا نستطيع إجراءه بالطرق العادية لأن           
وهنـا  .. هذا خطأ فادح  .. ln z+Cفلا يمكننا أن نحسب التكامل على أنه  .  .Rتحليلية في 

 المحدودة بـ   Rيظهر التأثير الكبير لكون الدالة مركبة أولاً وثانياً أن لها نقاط شاذة في المنطقة               
C.  

وذلـك  .. ويمكن توسيع استعمال هذه النتيجة الجميلة في حالة وجود أكثر من نقطة شـاذة               
  .اليب جبرية مثل الكسور الجزئية كما يوضح المثال التاليباستخدام أس

  ٦-٣مثال 

     ( )1−∫ zz
dz

C
 

  z = 1 وz = 0  يحتوى النقاط الشاذة Cحيث 
  الحل

)    يمكن استخدام الكسور الجزئية ليكون      ) 11
1

−
+=

− z
B

z
A

zz
  

  )يمكن الرجوع لأي كتاب جبر في المرحلة الجامعية (B = 1 وA = -1 حيث 
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)               أي أن  ) 11 −
+−=

− ∫∫∫ z
dz

z
dz

zz
dz

CCC
  

وبالتالي فكل تكامل الآن مشكلته هو وجود نقطة شاذة واحدة فقط يمكن عزلها والتعامل معها 
  )١٣-٣أنظر شكل  (٥-٣كما سبق في مثال 

( ) i
e

die
z
dz

z
dz

i
e
ie

z
dz

z
dz

i

i

ez
zC

i

i

ez
zC

i

i

πθ

π

θ

θπ

θ

θπ

θ

θ

2
11

2

2

0
1
1

2

0

=
∈

∈=
−

=
−

=
∈
∈==

∫∫∫

∫∫∫

=∈−
=∈−

=∈
=∈

 

  وبالتالي فإن التكامل 

( )
0                  

22
1

=

+−=
−∫ ii

zz
dz

C
ππ

 

)وهذا ليس معناه أن الدالة  ) ( )1
1
−

=
zz

zf دالة تحليلية باستخدام نظرية موريرا لأن شرط 

فمن الممكن للتكامل أن .. نرجو الانتباه لذلك ..   غير متواجد R دالة متصلة في f(z)أن 
  .Cأخذ أي قيمة في فالتكامل يمكنه .. يساوي صفر بغض النظر عن تطبيق نظرية كوشي 

  
  
  

  
  
  

  )١٣-٣شكل (
  :بذلك نكون قد مهدنا للنظرية العامة التالية

C 

∈ 
∈ 

1 
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   تكامل دالة غير تحليلية عند عدد محدود من النقاط الشاذة٤-٣
 محـدودة بالمنحنيـات المغلقـة اليـسيرة         R دالة تحليلية في منطقـة       z(f( دع   ٣-٣نظرية  

C,C1,C2,..,Cn)  ١٤-٣أنظر شكل.(  
  
  
  
  
  
  
  

  )١٤-٣ شكل(

)          فإن  ) ( )dzzfdzzf
iC

n

iC
∫∑∫

=
=

1
  

 التي سبق واستعملناها في إثبات النتيجة المحدودة بوجود نقطة Cuts بتعميم القطوع  :الإثبات
  وبذلك نحصل على) ١١٠نظر ص ا(شاذة واحدة 

( ) ( ) ( ) ( ) 0... 
21

=−−− ∫∫∫∫ dzzfdzzfdzzfdzzf
nCCCC

 

  .وبالتالي يثبت منطوق النظرية
وبالتالي مع اسـتعمال واسـع       .. ١١٨ ص   (v)في   هذه النظرية تعمم ما سبق قوله        :ملاحظة

لنظرية الكسور الجزئية يمكننا تطبيق هذه النظرية بنجاح ولكن على النقاط الـشاذة الداخليـة               
  .Rوإهمال النقاط التي هي خارج .. فقط 
  ٧-٣مثال 

     
)1(

1
2 −∫ zzC

 

  حيث
)i( Cتحتوي كل النقاط الشاذة للدالة  .  

C 
C2 

C1 

Cn 
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)ii( C تحتوي z = 1 و z = -1فقط .  
)iii(  C تحتوي z = 0 و z = 1فقط .  

  الحل
  أولا باستخدام الكسور الجزئية فإن 

( ) ( )( ) 1111
1

1

1
2 +

+
−

+=
+−

=
− z

C
z
B

z
A

zzzzz
 

,1     وبالطرق المعتادة فإن
2
1,

2
1 −=== ABC  

)         أي أن ) 1
2
1

1
2
1

1

1

1
2 +

+
−

+−=
− zzzzz

  

)i(  فإن ٣-٣وبالتالي طبقاً للنظرية ) ١٥-٣أنظر شكل( 

12
1

12
1                      

12
1

12
1

)1(

1
1z

1
1-zz

2

+
+

−
+−=

+
+

−
+−=

−

∫∫∫

∫∫∫∫

=∈+
=∈+

=∈−
=∈

=∈
=∈

z
dz

z
dz

z
dz

z
dz

z
dz

z
dz

zz
dz

iii ezezez

CCCC

θθθ

 

  
0

2
2
12

2
12

=

++−= iii πππ  

 
 

  
  
  
  
   

C 

∈ ∈ ∈ 
1 -1 

 )١٥-٣شكل(
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)ii(  ١٦-٣أنظر شكل  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

  )١٦-٣شكل ( 
  

( ) ( ) ( )
i

ii

z
dz

z
dz

z
dz

zz
dz

CCCC

π

ππ

2                    

2
2
12

2
                    0 لماذا؟ 1

12
1

12
1

)1( 2

=

++=

−
+

−
+−=

− ∫∫∫∫

 

)iii(  ١٧-٣أنظر شكل  
  
  
  
  
  

  

  )١٧-٣شكل (

( ) ( )
i

ii

z
dz

z
dz

z
dz

zz
dz

CCCC

π

ππ

−=

++−=

+
+

−
+−=

− ∫∫∫∫

                    

02 لماذا؟ 
2
12                    

12
1

12
1

)1( 2

 

C

-1          0 1

C 

1 -1 
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  ! لافتاً للنظر ؟(2πi)   أليس وجود الثابت :ملاحظة
  :Solved Examples) ١( أمثلة محلولة ٥-٣

  ٨-٣مثال 

التكامل أحسب 
( )

,...3,2,1, =
−∫ n

az
dz

n
C

 نقطة داخل المنطقة z=a حيث 

  .Cالمحدودة بـ 
  :الحل

  n = 1في حالة    

 

i

d
e
ie

az
dz

az
dz

i

i

eaz
azC

i

π

θθ

θπ

θ

2              

2

0

=

∈
∈=

−
=

− ∫∫∫
=∈−
=∈−  

  n ≥ 2والآن في حالة  

( ) ( )

( )

( )

( )

( )
( )[ ]1

1
                   

1
                   

2,                   

21
1

2

0

1

1

1
2

0
1

2

0

−
−∈

=

−∈
=

≥
∈

=
∈
∈=

−
=

−

−
−

−

−

−
−

=∈−
=∈−

∫∫

∫∫

π

πθ

θ
π

θ

θπ
θθ

θ

ni
n

ni

n

ni
ninn

i

n

eaz
az

n
C

e
ni

i

ni
ei

ndei
e

die

az
dz

az
dz

i

 

  
   وبالتالي ei(1-n)2π=1 فإن n ≥ 2ولكن 
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( )
2         ,     0 ≥=

−∫ n
az

dz
n

C
 

  أي أن 

( ) ⎩
⎨
⎧

≥
=

=
−∫ 2             0   

1            i2
n
n

az
dz

n
C

π  

  .z = a ونلاحظ عدم اعتماد التكامل على قيمة النقطة الشاذة الداخلية 
  

  ٩-٣مثال 

dzzz      احسب 
iz

z
 cos 

1

1
∫
+=

=
  

  الحل
 دالة تحليلية في كل مكان فقطعاً هناك دائما f(z) = z cos zحيث أن دالة التكامل   

    ى المسار بين النقطـتين    وبالتالي فالتكامل لا يعتمد عل    .. منطقة تحتوى حدود ومسار التكامل      
z = 1 و z = 1+iوالتالي   

( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )1cos1sin1cos2                       

cos1sin1cos1                       

sin sin                       

sincos

i1
1

1

1

i1
1

1

1

1

1

−−++=

+−++=

−=

=

+

+
+

++=

=

∫

∫∫

ii

zii

zdzzz

zzdzdzz

i

iiz

z

 

  : ملاحظة
  z = 1+i  وz = 1  يمكن للقارئ اختبار النتيجة بأخـذ أي مسـار بين النقطتين   

وهـذا  .. By parts كذلك لاحظ أننا استعملنا التكامل بالتجزيء  ..ومقارنـة النتيجة .. 
  . دالة تحليليةf(z) طرق التكامل المتعارف عليها في هذا الباب طالما أن وكذلك كل.. ممكن 
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  ١٠-٣مثال 

22احسب التكامل    az
dz

C   : في الحالات التالية∫+

)i(  في حالةC موجود في منطقة R لا تحتوي النقاط z = ± ai  
)ii(  في حالةC موجود في منطقة R تحتوي z =  ai  ولا تحتوي علىz = -ai  
)iii( الة في حC  موجود في منطقةR تحتوي النقطتان z = ± ai   

  
  الحل

)i(  في الحالة الأولى فإن الدالة( ) 22
1

az
zf

+
  وبالتاليR دالة تحليلية في =

  

⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −=

=

+
=

+

−−

−

∫∫

aaa

a
z

a

az
dz

az
dz

C

αβ

β

α

β

α

11

1

2222

tantan1                   

tan1                   
 

   فإنا منحنى مغلقCوإذا كان 

     022 =
+∫ az
dz

C
 

  .طبقاً لنظرية كوشي
)ii(  في حالة احتواء النقطةz = ai وعدم احتواء الأخرى فإن التكامل يعتمد على المسار 

  : مغلقاً فإن Cفإذا كان المسار ) لماذا؟( β وαبين النقطتين 

× ia 

× - ia  

β 

α 
R 
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( )( )

( )

aiz
dz

aiaiz
dz

ai

dz
aizaizai

aizaiz
dz

az
dz

C
eaiz

aiz

C

CC

i

+
−

−
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

−
=

−+
=

+

∫∫

∫

∫∫

=∈−
=∈−

  
2
1  

2
1                  

  11        لماذا؟
2
1                   

22

θ

 

            

( ) ( )

     real pure   :

02              لماذا؟
2
1

22 aaz
dz

a

i
ai

C

π

π

π

=
+

=

−=

∫

 

 
)iii(  وفي حالة احتواء النقطتينz = ±ai  فإن التكامل يعتمد على المسار بين α وβ  .. 

   منحنى مغلقاً فإن Cأما في حالة كون 

 

0                    

2
1

22

=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

+
−

−
=

+ ∫∫∫ aiz
dz

aiz
dz

aiaz
dz

CCC
 

  أي أن

×

× 
- ia 

C1ia 

C

o b e i k a n d l . c o m



    تكامل الدوال المركبة: الباب الثالث

128 

                     
  
  
  
  
  
  

  أو استعمال النظرية العامة 

44 344 213214434421321
aiz

i

aiz

i

i

aiz

i

aiz

i

i

eaiz
aiz

eaiz
aizC

eaie
ie

eaie
die

dz
az

dz
az

dz
az

dz

ii

−++−

∈+−=
=∈+

=∈−
=∈−

∈+−∈
∈+

∈+∈
∈=

+
+

+
=

+

∫∫

∫∫∫

)2(.)2(.

2

0

2

0

222222

θθ

θπ

θθ

θπ θ

θθ
 

( )

( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )[ ]

0

2ln2ln2ln2ln
2
1

2ln2ln
2

1

         لماذا؟
 2 2

22

2

0

2

0

2

0

2

0

2

0

2

0

=

∈+−−∈+−++∈−+∈−=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
∈+−++∈−=

∈+−
+

∈+
=

∈+−
+

∈+
=

−−

−

−

−

−

∫∫

∫∫

aiaiaiai
ai

aieaie
ai

eai
dei

eai
dei

eai
di

eai
di

ii

i

i

i

i

ii

πθπθ

θ

θπ

θ

θπ

θ

π

θ

π

θθ

θθ

 

  .وواضح أن استعمال الكسور الجزئية ييسر المسألة تيسيراً كبيراً
  .والآن يمكننا التقدم خطوة أخرى في حسابات تكامل الدوال المركبة

x -ai 
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   integral formulaeCauchy’s  صيغة كوشي للتكامل  ٦-٣
  ٤-٣نظرية 

 z = a وكانت النقطة C دالة تحليلية داخل وعلى منحنى مغلق يسير f(z)إذا كانت   
   فإنCداخل 

   ( ) ( ) dz
az

zf
i

af
C

  
2
1

−
= ∫π

 

  وبشكل عام فإن

 ( )( ) ( )
( )

,...2,1           
2

!
1 =

−
= +∫ ndz

az
zf

i
naf n

C

n
π

 

  الإثبات
صل السابق  فإننا نستخدم نفس الأسلوب الذي تعلمناه في الفn = 0لإثبات الحالة   

   فإن١٨-٣فمن شكل .. 
  
  
  
  
  
  

    

)١٨-٣شكل (  
 

( ) ( ) ( ) dz
az

zfdz
az

zfdz
az
zf

azCC −
=

−
=

− ∫∫∫
=∈−1

 

( )

( ) (1)                                             

                    

2

0

2

0

θ

θ

θ
π

θ
θ

θπ

deafi

dei
e

eaf

i

i
i

i

∈+=

∈
∈
∈+=

∫

∫
     

x 

C 
y 

C1 
∈ 
a

z 
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) دالة تحليلية فهي متصلة وبالتالي فإن f(z)ولكن  ) ( )afeaf i =∈+
∈→

θ
0

lim  

  فإن) ١( لـ 0→∋وبأخذ النهاية عندما 
( ) ( )( )

( ) ( ) dz
az

zf
i

af

afidz
az

zf

C

C

−
=

=
−

∫

∫

 
2

1

2

π

π

 

  .n = 0وهذا يثبت الحالة 
   فإننا نأخذ القيمةn = 1عند و

( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( )
( ) ( )( )

( ) ( )
( ) ( )( )
( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )[ ] ( )
( ) ( )
( )

( )
( )

( )( )
dz

azhaz
zf

i
h

az
dzzf

i

dz
hazaz

zfhhaz
i

dz
hazaz
zfhhaz

i

dz
hazaz

zfaz
i

dz
hazaz

zf
i

dzzf
hazaz
hazaz

hi

dzzf
azhazhih

afhaf

CC

C

C

C

C

C

C

22

2

2

2

2
 

2
1                           

 
2

1                           

 
2

1                           

 
2

1                           

 
2

1                           

 1
2

1                           

111
2

1

−−−
+

−
=

−−−
+−−=

−−−
+−−=

+−−
−=

+−−
=

+−−
++−−=

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

−
+−

=−+

∫∫

∫

∫

∫

∫

∫

∫

ππ

π

π

π

π

π

π

) فإن الطرف الأيسر يصبح h→0وواضح أنه في حالة     )af  ويأخذ الطرف الأيمن الـصورة 
  :ولذلك فبأخذ الحد الثاني الطرف الأيمن.. المطلوب إثباا 

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )hazaz

dzzf
i

h
hazaz

dzzf
i

h

CC −−−
=

−−− ∫∫ 22  
2

 
2

1
ππ

  

( )
( ) ( )hazaz

dzzf
i

h

az −−−
= ∫

=∈−
2 

2
                                  

π
 

 أي أن
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 أيضاً وبحيث يكون C1 يكون داخل المسار z = a + h صغيرة جداً بحيث أن hار وباختي

2
∈<h ..  وباستخدام المتباينة (أي أن|a – b| ≥ |a| – |b|:(  

 
22
∈=∈−>∈−−≥−− hazhaz   

  f(z)| < M|  دالة تحليلية فهي محدودة أي أن    f(z)كذلك فلأن 
  ن يمكننا عمل هذه الحساباتوالآ..   عدد موجب Mحيث 

  

( )
( ) ( )

( )
( )

( )

2

2

02

22

 2
                                           

   

2
2

 
                                           

22
11

∈
=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈∈

∈
≤

−−−
≤

−−−

∫

∫∫

Mh

d
Mh

dz
hazaz

zfh

hazaz
dzzf

i
h

CC

θ
π

ππ

π
 

  

    فإن التكامل ينعدم وبالتاليh→0وعندما نأخذ النهاية 
)      فإن  ) ( )

( )22
1

az
dzzf

i
af

C −
=′ ∫π

   

  ومشياً على هذا المنوال فإن
( ) ( )

( ) ( )
( )

( )
( )

( )
( ) ( )

( )dzzf
azhaz

haz
i

hdz
az
zf

i

dzzf
azhazhih

afhaf

CC

C

323

22

23
2

 
2

!2                             

11 1 
2
1

−−−
−−+

−
=

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

−
−

−−
=

′−+′

∫∫

∫

ππ

π

 
  

 ينعدم عنـدما   بإثبات أن الحد الثانيn = 2 فإننا نصل للمطلوب عند h → 0وبأخذ النهاية 
  فبملاحظة أن .. ∋=|z–a|يتم التكامل على الدائرة 
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( )( ) ( ) ( ) ( )
( )

M

Mhaz

zfhazzfhaz

∈≤

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ∈+∈≤

+−≤

−−=−−

4                                

        M
2

23                                 

       23                                 

   2323

 

  
  كذلك

( )
( ) ( )

( ) ( )
3

3
232

16

2

4
2

23
2

1
∈

=

∈⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∈

∈≤
−−−

−−
∫

MhMh
dzzf

azhaz
haz

i
h

C
ππ

 

  أي أن الحد الثاني ينعدم وبالتالي فإن .. h→0وواضح أا تنعدم عندما 

 ( ) ( )
( )

dz
az
zf

i
af

C
32

!2
−

=′′ ∫π
 

  وهكذا بالاستنتاج نستطيع إثبات أن
( )( ) ( )

( )
dz

az
zf

i
naf n

C

n
12

!
+−

= ∫π
 

 mathematicalولإثبات النظرية إثباتاً كاملا فلابد من استخدام الاستنتاج الرياضي 
induction.  

  
  :ملاحظة هامة

)i(  يمكننا ملاحظة أن الصورة  

( ) ( )
( )

dz
az
zf

i
af

C
22

1
−

=′ ∫π
 

  هي مكافئة للصورة  

( ) ( ) ( )
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
==′ ∫ dz

az
zf

ida
daf

da
daf

Cπ2
1  
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( )

( )
( ) dz

az
zf

i

dz
az

zf
ai

C

C

22
1                          

2
1                          

−
=

−∂
∂=

∫

∫

π

π  

  وكذلك  

( ) ( ) ( )
( )
( )

( )
( ) ( )

( ) dz
az
zf

i

dz
az
zf

ai

dz
az
zf

ida
daf

da
daf

C

C

C
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2

2

2
2
1                          

2
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2
1

−
=

−∂
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⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
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∫

∫

∫

π

π

π

 

  وكذلك  

( ) ( ) ( )
( )
( )

( )

( ) ( )
( )

dz
az
zf

i

dz
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zf

ai

az
dzzf

ida
daf

da
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C

C

C

4

3

3

3
2
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2
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−
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−∂
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⎥
⎥
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⎤
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−
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∫

∫
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π

π

 

فهي امتداد لنظرية ليبنتز لتكامل الدوال الحقيقية والتي تمكننا من التفاضل           .. وهكذا    
  .تحت علامة التكامل

)ii(           ا فإنه إذا كانتمن نتائج النظرية السابقة وطريقة إثبا f(z)      دالة تحليلية في منطقـة 
R فإن f `(z) دالة تحليلية أيضا وكذلك f″(z) ..     وبـشكل عـام فـإنf (n)(z)  

  .Rتحليلية في 
  ١١-٣مثال 

أوجد التكامل   
( )

dz
z
e z

C
5

 5

  z = 1 يحتوي النقطة C  حيث ∫−1
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  :الحل
  من صيغة كوشي للتكامل مباشرة فإن

( )
( )

( )( )af
n

idz
az
zf n
n

C
!

2
1

π=
− +∫  

   فإنf(n)(z) = (5)n e5z دالة تحليلية في كل مكان ومشتقاا النونية  f(z) = e5zولكن 

( )
( )( )

( ) . 5  
!4

2                      

1
!4

2
1

54

4
5

5

ei

fidz
z
e z

C
π

π

=

=
−∫

 

  

  ١٢-٣مثال 

)أوجد التكامل    )( )dz
zz
z

C
21

sin
  . z = 1, 2 يحيط النقطتين  C حيث  ∫−−

  :الحل
  باستخدام الكسور الجزئية فإن  

  ( )( ) 2121
1

−
+

−
=

−− z
B

z
A

zz
 

  B = 1 وA = - 1 حيث 
  أي أن

  ( )( ) dz
z

zdz
z

zdz
zz
z

CCC
2

sin
1

sin
21

sin
−

+
−

−=
−− ∫∫∫  

  كوشي بيسر تام حيثويمكننا هنا استعمال صيغة تكامل 
( ) ( )afidz

az
zf

C
  2π=

−∫  

  أي أن

( )( ) ( ) ( )

( ) ( )[ ]1sin2sin2                              

2sin21sin2
21

sin

−=

+−=
−−∫

i

iidz
zz
z

C
π

ππ
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  .مرة أخرى يظهر لنا أهمية الإلمام بالكسور الجزئية
  حل أخر

  )١٩-٣انظر شكل (  
  
  
  
  
  
  
  

  
  )١٩-٣شكل (

 

( )( ) ( )( ) ( )( )

( ) ( )2sin  21sin  2                               

1
sin2

2
sin2                               

2
1

sin

1
2

sin

                               

21
sin

21
sin

21
sin

21

21

21

ii
z

zi
z
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dz
z
z

z

dz
z
z

z

dz
zz
zdz
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zdz
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z
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ππ

ππ
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⎠
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⎜
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⎛

−
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⎟
⎠
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⎛
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==
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∫∫∫

 

  ..وهى نفس النتيجة السابقة 
 ثم اسـتخدمنا صـيغة      ٣-٣ستخدمنا النظرية العامة    لاحظ أننا لم نستعمل الكسور الجزئية وا      

كوشي للتكامل على كل منحنى على حدة مع كون الدالة           
2

sin
−z

z       دالة تحليليـة علـى C1 

 وكذلك الدالة C1وداخل 
1

sin
−z

z دالة تحليلية على C2 وداخل C2.  

  )لماذا؟(

  )لماذا؟(

C 

C2 C1 

1                 2
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  ١٣-٣مثال 
 ومركزها  r وداخلها والتي نصف قطرها      Cدائرة   دالة تحليلية على ال    f(z)إذا كانت     

  :Cauchy’s inequalityاثبت متباينة كوشي  .. z = aعند 

 ( )( ) ,...2,1,0      ,       !. =≤ n
r

nMaf n
n  

  .f(z)| < M|حيث   
  الإثبات

  يأتي الإثبات مباشرة من استعمال صيغة كوشي للتكامل  

 ( )( ) ( )
( )

,...2,1,0     ,        
2

!
1 =

−
= +∫ ndz

az
zfnaf n

C

n
π

 

  وبالتالي فإن

( )( ) ( )
( )

( )
( )

dz
az
zfn

dz
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zfnaf

n
raz

n
C

n

1

1

2
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2
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+
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+

−
=

−
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∫

∫
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( )
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n

n

ii
n
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r
Mn
r
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drMn

diredzreaz
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dzzfn
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2
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!

r
  

2
!

   ,     ,   
2

!

1n

2
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=

=
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+
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∫
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π
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π

θ
π

π

θθ

 

o b e i k a n d l . c o m



  مجدي الطويل.د. أ                                                                                          مقدمة في علم التحليل المركب

137 

  وبالتالي فإن
( )( ) ,...2,1,0      ,       !. =≤ n

r
nMaf n

n  

  Liouville’s theoremنظرية ليوفيل : ٥-٣نظرية 
  إذا كانت 

   (i)  f(z) دالة تحليلية في كلz في مستوى z  
 و(ii)  f(z)  محدودة |f(z)| < M ;  

  . يجب أن تكون ثابتةf(z)فإن 
  الإثبات

  فإن) متباينة كوشي( في المثال السابق n = 1بوضع   

( )
r

Maf ≤′  

أي أن  .. f ′(a)| ≤0| وبالتالي ∞→r دالة تحليلية في كل مكان فإننا يمكننا جعل f(z)ولكن 
|f ′(a)| =0 فإذا كانت  a نقطة عامة z فان |f ′(z)| =0أي أن    

     f ′(z) = 0 
  .ة ثابتة دالf(z)وهذا لا يحدث إلا إذا كانت 

  :ملاحظة هامة
 fundamentalالنتيجة السابقة تمكننا من إثبات النظرية الأساسية للجبر   

theorem of algebra ..  والتي تقول أن الحدوديةp(z) من درجة nفي المعادلة   
  p(z) = a0 + a1 z + .. +an zn = 0 

ات أولا أن لها جذراً واحداً على       وذلك لأننا يمكننا إثب   ..  من الجذور تحقق المعادلة      nيكون لها   

) ليس لها جذور فإن p(z) = 0فإن كانت .. الأقل  ) ( )zp
zf  تكون دالة تحليليـة في  =1

)وبالتالي فإن     ) لماذا(كل مكان    ) ( )zp
zf وبالتالي طبقاً لنظريـة    ) لماذا؟( تكون محدودة    =1

وبالتالي فإن لها   .. وهذا يعارض الواقع    .. تكون ثابتة     يجب أن     p(z) وبالتالي   f(z)ليوفيل فإن   
   .. p(z) = 0جذراً واحداً على الأقل يحقق 
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 حيـث  p(z) = (z–a)Q(z) فإننا نحصل علـى أن  αوالآن إذا افترضنا أن هذا الجذر هو 
Q(z)     حدودية من درجة (n-1)           هكـذا  ..  وبالتالي فإن لها أيضاً جذراً واحداً على الأقـل

  . من الجذورn سيكون لها p(z)ثبات أن نستطيع إ
  The Argument Theorem نظرية السعة ٦-٣نظرية 

 z = α وداخله باستثناء نقطة C دالة تحليلية على منحنى مغلق يسير f(z)إذا كانت 
 C داخـل  z = β لها صفر وحيد عند f(z)وكذلك  .. p والتي هي قطب من رتبة Cداخل 

)أي أن  (nبرتبة  )zf
  فإن)) ١٩-٣(أنظر شكل ) .. (z = β عند n لها قطب من رتبة 1

  ( )
( ) ( ) ipndz
zf
zf

C
π2 −=

′
∫  

  الإثبات
  على الترتيب بحيث لا z = β  وz = α  مركزهما C2 وC1 برسم الدائرتين   

  ).١٩-٣أنظر شكل  (C أو داخل Cيتقاطعان مع 
  
  
  
  
  

  
  

  )١٩-٣شكل (
ار وأقطاب معلومة فأنه بأخذ لوغـاريتم الطـرفين ثم التفاضـل           لها أصف  f(z)أيضا إذا كانت    

)سنلاحظ أن    )
( )zf
zf أي أن  ..  سيصبح لها أقطاباً هي الأقطاب السابقة مضافاً إليها الأصفار           ′

)الأصفار والأقطاب القديمة أصبحت هي أقطاباً للدالة الجديدة  )
( )zf
zf ′.  

C1 C2 

C 

α β

z 
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)     وبالتالي فإن )
( )

( )
( )

( )
( ) dz
zf
zfdz

zf
zfdz

zf
zf

CCC

′
+

′
=

′
∫∫∫
21

  

 فإا يمكن كتابتها على صورة p لها قطب وحيد من رتبة f(z)بما أن .. والآن 

( ) ( )
( )pz

zFzf
α−

   وبالتالي فإن =

ln f(z) = ln F(z) – p ln (z-α)  
) فإن zوبالاشتقاق بالنسبة الي  )

( )
( )
( ) α−

−
′

=
′

z
p

zF
zF

zf
zf  

)       وبالتالي فإن )
( )

( )
( ) α−

−
′

=
′

∫∫∫ z
dzPdz

zF
zFdz

zf
zf

CCC 111

  

  )لماذا؟ (C1 وداخل C1 دالة تحليلية وغير صفرية على F(z)ولكن 

)فإن  )
( ) 0

1

=
′

∫ dz
zF
zF

C
iكذلك )  .. لماذا؟ (

z
dz

C
π

α
2

1

=
  )لماذا؟ (∫−

  وبالتالي فإن

     ( )
( ) ( )ipdz
zf
zf

C
π2

1

−=
′

∫   …. (1) 

               ة فإنـه يمكـن كتابتـها علـى صـور          n لها صفر وحيـد مـن رتبـة          f(z)والآن بما أن    
f(z)=(z–β)n G(z) وبنفس الطريقة   

  ( )
( )

( )
( ) β−

+
′

=
′

z
n

zG
zG

zf
zf  

   فإنC2 وداخل C2 دالة تحليلية وغير صفرية على G(z)ولكن 
 

 

( )
( )

( )
( )
( ) (                     20            ....           (2)         لماذا؟(

 
222

in

dz
z

nndz
zG
zGdz

zf
zf

CCC

π

β

+=

−
+

′
=

′
∫∫∫  
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)               فإن(2) ، (1)من  )
( ) ( )( )ipndz
zf
zf

C
π2−=

′
∫  

  ١٤-٣مثال 

)إذا كان    )
( )22

1
−
−=

z
zzfفاثبت أن   

  ( )
( ) idz
zf
zf

C
π2−=′

∫  

 نقطة داخل z = 1 وأن z = 2 باستثناء القطب C وداخل C دالة تحليلية على f(z)حيث 
C.  

  :الإثبات
  من النظرية السابقة فإن

    ( )
( ) ( )( )ipndz
zf
zf

C
π2−=

′
∫   

 .. C وكلاهمـا داخـل      n ولها صفر وحيد من رتبة       p لها قطب وحيد من رتبة       f(z)حيث  
   فإنC وكلاهما داخل n = 1 وp = 2  متوفرة و وحيث أن الشروط

 

( )
( ) ( )

( )
i

i

pnidz
zf
zf

C

π
π

π

2                  
212                    

2

−=
−=

−=
′

∫
 

  :ملاحظة
وتغنينا عن إجراءات مطولة هي     .. أنظر كم هي مدهشة ومريحة هذه النظرية للسعة           

  وتخيل معي لو أن.. طول إثبات النظرية ذاا 

     ( ) ( )
( ) ( )43

2

42
1
−−

−=
zz

zzf  

   وبيسر تام فإنn = 2  وp = 3  فقط وبالتالي فإن z = 2 وz = 1  يحتوي النقاط Cحيث 
 

o b e i k a n d l . c o m



  مجدي الطويل.د. أ  قدمة في علم التحليل المركبم

141 

    
( )
( ) ( )

i

pnidz
zf
zf

C
π

π

2                    

2

−=

−=
′

∫  

) .. لمـاذا؟ ( قد استبعدناها من فكرنا تماماً ln f(z)كذلك لاحظ أن قيمة التكامل على هيئة 

والآن أصبحت النظريات التي تخص الدوال المركبة أكثر تميزاً وأكثر وضوحاً وهـي إضـافة               

و مازال سراً من أسرار     وه .. (2πi)لاحظ أيضاً وجود الثابت     .. جديدة تماماً لعلم التكامل     

والأهم من ذلك أن قيمة هذه التكاملات تخيلية فهـي خيـال في             .. حساب هذه التكاملات    

  . دعنا نري.. ولكن أيمكن لهذا الخيال أن ينتج شيئاً واقعياً .. خيال 

 باسـتثناء عـدد     C وداخل   C دالة تحليلية على     f(z)ويمكننا تعميم النظرية السابقة إذا كانت       

وإذا كانت للدالة    .. C داخل   p1,p2,..,pm والتي رتبها    α1,α2,..,αmمن الأقطاب   محدود  

f(z) عدد محدود من الأصفار β1,β2,..,βk والتي رتبها n1, n2, .., nk   فإنه بعـزل كـل 

  ).٢٠-٣(أنظر شكل ( بالترتيب Γj وCi الأقطاب والأصفار بدوائر  
  
  
  
  
  
  
  
  

  
  )٢٠ – ٣شكل (

  

•α1 •β1 
•αm 

•α2 
•βk 

•β2 C2 

C1 

Γk 

Γ1 
Γ2 

C

Cm
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( )
( )

( )
( )

( )
( )

( )
( ) iPN

iNP

nP

dz
zf
zfdz

zf
zfdz

zf
zf

k
k

j
i

m

i

الأصفار

k

j
الأقطاب

C

m

iC ji

π
π

ππ

2                   
2                   

i2i-2                   

       فإن

11

11

−=
+−=

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
+⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

′
+

′
=

′

∑∑

∫∑∫∑∫

==

Γ== 4342143421

 

  .f(z) هي مجموع رتب الأصفار والأقطاب للدالة p وN حيث 
  :ملاحظة هامة

فقيمة التكامل لا .. لاحظ أن نقطة الصفر نفسها أو القطب غير داخلة في الحسابات   
  .تعتمد على موضع الأصفار أو الأقطاب فقط تعتمد على رتب هذه الأصفار والأقطاب

  ١٥-٣مثال 

)إذا كانت    ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )3262

43

15

1

+++

−−=
zizz

izzzf  

)فأوجد  )
( ) dz
zf
zf

C

′
  .Cحيث كل الأصفار والأقطاب داخل  .. ∫

  :الحــل
  :لاحظ أولا الآتي  

  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )92

3

3362

43

5
1        

5
1

izz
izz

izizizz
izzzf

++
−−=

−+++
−−=

 

 على الترتيب وكذلك أقطاب الدالة 1 و 3 برتب z = i وz = 1 وبالتالي فأصفار الدالة عند 
  . على الترتيب 9 و 2 برتب z=-i وz = -5 عند 

   n1 = 3 , n2 = 1  وP1 = 2 , P2 = 9    أي أن  
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  وبالتالي فإن
   N = n1 + n2  = 3 + 1 = 4 
   P = P1 + P2  = 2 + 9 = 11 

  وبالتالي وبيسر تام فإن

   

( )
( ) ( )

( )
i

i

PNidz
zf
zf

C

π
π

π

14                   
1142                    

2

−=
−=

−=
′

∫
 

  
  ١٦-٣مثال 

 محدودة بدائرتين متحدتا المركز R دالة تحليلية في منطقة f(z)إذا كانت   
concentric circles ،C1 و C2)  وكذلك ) .. ٢١-٣أنظر شكلf(z) دالة تحليلية على 

C1 وعلى C2 فإذا كانت zo∈Rفإن   
  
  
  
  
  
  
  
  
  

  )٢١-٣شكل (
  

( ) ( ) ( )
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
= ∫∫ dz

zz
zfdz

zz
zf

i
zf

oCoC
o

21
2
1
π

 

C1 

C2 

R 

H • 

E 
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  الإثبات
 كما هو مبين بالشكل فإننا يمكننا تطبيق صيغة تكامل E-Hكما فعلنا سابقاً فبعمل القطع 

)   على المسارf(z)كوشي على  ) HECEHCM −′−−−′   وبالتالي فإن:21
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ..
2
1        

2
1          

2
1

21

21

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−
−

−
=

⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢

⎣

⎡

−
+

−
+

−
+

−
=

−
=

∫∫

∫∫∫∫

∫

′−′

dz
zz
zfdz

zz
zf

i

dz
zz
zfdz

zz
zfdz

zz
zfdz

zz
zf

i

dz
zz
zf

i
zf

oCoC

oHEoCoEHoC

oM
o

π

π

π
 

  وذلك لأن    
( ) ( ) dz

zz
zfdz

zz
zf

oHEoEH
−

−=
− ∫∫  

  ١٧-٣مثال 

,3,2,1...,أوجد قيمة التكامل  =∫ n
z
dz

n
C

 باستخدام صيغة تكامل كوشي، 

  .z = 0 منحنى مغلق يسير يحتوي Cحيث 
  الحل

  باستخدام صيغة تكامل كوشي  

 ( )( ) ( )
( )

0   ,  
2

!
1

C
≥

−
= +∫ ndz

az
zf

i
naf n

n
π

 

    فإنn = 0 و f(z) = 1 و  a = 0فإنه عندما  

( ) ( ) i
z

dzi
z

dz

CC
ππ 21

!0
2 =⇒= ∫∫  

)) لماذا؟: (كذلك فإن )0
!

2
n

i
z
dz

n
C

π=∫  

                                     = 0 
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  ١٨-٣مثال 

θθأوجد تكامل   
π

dn   cos2
2

0
  . باستخدام صيغة تكامل كوشي∫

  
  :الحل

! .. فهذا تكامل حقيقي فكيف سنستعمل تكامل كوشي؟      .. ريباً  يبدو هذا الطلب غ   
  دعنا نرى ذلك

)نعلم أن  )θθθ ii ee −+=
2
1cos  فإذا أخذنا دائرة الوحدة وعليهـا z  =  eiθ  فـإن 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

z
z 1

2
1cosθ وبالتالي وتعميماً للدوال المركبة فإن   

( )

dz

z
zC

z
zCz

zi

d
iz
dz

z
zd

n

k
kn

k
nnnn

z

n

z

n

⎥
⎥
⎦

⎤
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+

⎢
⎢
⎣

⎡
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛++⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛+=

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ +=

−−

=

=

∫

∫∫

2

2212
1

22

1
2n

i
2

1

2
2

0

z
1  ....                             

1 ...1   1
2

1                        

ie  dz     ,      1
2
1cos θθθ θ

π

 

لطرف الأيمن فكلها تتلاشى ما عدا التي على صورة فإذا نظرنا للتكاملات في ا
z

dz

C
∫ 

وبالتالي ) .. لماذا؟ (2nCnومعامل هذا الحد هو ) .. أنظر المثال السابق (2πiوتساوي حينئذ 
  فإن

               ) .. لاحظ اختفاء القيمة التخيلية(

                    ( )i2 .C 
2

1cos n
2n

2
2

2

0
πθθ

π

i
d n

n =∫ 

)              )يف التوافيقمن تعر ( )!!
!2

2
2
2 nn

n
n
π=   
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( )( )( ) ( )
( )

( )( )( ) ( )

( )( ) ( )

( ) ( )[ ]135...12
! 

12...1 . 
!2

2
1

135...12.
!  2

24...222 . 
!2

2
!  2

12 .....  1 ..... 22122 . 
!2

2
!  !

12 ..... 1  .....  22122 
2
2
2

×××−××−=

×××−×−=

×+−−=

××−−−=

n
n

nn
n

n
n

nn
n

n
nnnnn

n

nn
nnnnn

n

nn

nn

n

π

π

π

π

 

             )لماذا؟(

         ( )
n

n
2...642

12...5312
×××

−×××= π  

  أي أن قيمة التكامل تم استنتاجها فعلاً بحيث يكون

n
2n

2
2

2

0
C  

2
2cos n

n d πθθ
π

=∫  

الحقيقية أي أننـا يمكننـا      أما الصورة الأخيرة فلإثبات الصورة المحفوظة لها في تكامل الدوال           
.. هل يمكن ذلـك؟     .. باستخدام نظريات التكامل للدوال المركبة أن نثبت تكاملات حقيقية          

  .نعم 
  
  Residue theorem تمهيد لنظرية الباقي ٧-٣

  Residue الباقي ١-٣عارض 
 باستثناء قطب من C دالة تحليلية على وداخل منحنى مغلق يسير f(z)إذا كانت 

   فإن C داخل z = aد  عنmرتبة 
 ( ) Ridzzf

C
   2π=∫  

)    حيث ) ( ) ( )zfaz
dz
dR m

m

m

az
−= −

−

→ 1

1
  

!1-m
1  lim  

 )بإعادة الترتيب(
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  :الإثبات
   كالمعتاد على صورةf(z)يمكن كتابة 

 ( ) ( )
( )maz

zgzf
−

=  

وبالتـالي فباسـتخدام     . g(a)≠0 وأيضاً   C دالة تحليلية على وداخل      g(z)حيث  
  صيغة كوشي للتكامل فإن 

( ) ( )
( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

.   2                  

dlim
!1

12                  

d 
!1

2                  

g  
!1

2                  

1

1-m

1

1-m

1)-(m

Ri

zfaz
dzm

i

zfaz
dzm

i

a
m

i

dz
az
zgdzzf

m
maz

az

m
m

m
CC

π

π

π

π

=
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−

−
=

−
−

=

−
=

−
=

−→

=
−

∫∫

 

  :ملاحظة
  .سنعلم آنفاً!  باقي ماذا ؟..  تسمى بالباقي Rلأسباب سنعلمها فيما بعد فإن    

  ٢-٣عارض 
 داخل z = b وz = a  باستثناء القطبين C دالة تحليلية على وداخل f(z)إذا كانت 

Cفإن   
( ) [ ]212 RRidzzf

C
+=∫ π  

  .لى الترتيب عz = b وz = a  هما الباقيان عند نقطتي القطبين R1,2حيث 
  :الإثبات

   فإنه وكما تعودنا فإنC2, C1 بدائرتين z = b وz = a بعزل القطبين عند   
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( ) ( ) ( )dzzfdzzfdzzf
CCC
∫∫∫ +=
21

 

 على كل من التكـاملين      ١-٣فإذا كررنا أسلوب الإثبات الذي أجريناه في عارض         
  في الطرف الثاني فإننا نصل إلى 

( ) [ ]212 RRidzzf
C

+=∫ π  

              حيث 

( ) ( ) ( )zfaz
dz
d

m
R m

m

m

az
−

−
= −

−

→ 1

1
1   lim  

!1
1  

)                  و ) ( ) ( )zfbz
dz
d

k
R k

k

k

bz
−

−
= −

−

→ 1

1
2 lim

!1
1  

  .k قطب من رتبة z = b و m قطب من رتبة z = aبافتراض أن 
  

  :تعميم
 أن ٢ – ٣ وعارض ١ – ٣في الواقع يمكننا وبنفس الأسلوب السابق في عارض 

رتبة  من a1,a2,…,al لها أقطاب عند f(z)نعمم هذه المسألة بحيث إذا كانت 
m1,m2,…,mlعلى الترتيب فإن   

( ) i
iC

Ridzzf ∑∫
=

=
l

1
2π  

  بحيث يكون

( ) ( ) ( )zfaz
dz
d

m
R i

i

i

i

m
im

m

azi
i −

−
= −

−

→ 1

1
lim

!1
1  

.. ولكن ليست هذه نظرية الباقي ذاا ولكن تمهيد لهـا           .. وهذه النظرية تسمي نظرية الباقي      
 ـ                واع لأن النقاط الشاذة الوحيدة المسموح لها للدالة حتى الآن هو الأقطاب فماذا عن بقيـة أن

وهل يمكن أن توجد نظرية شبيهة عامة لكل النقاط         .. النقاط الشاذة من نقاط تفرع وأساسية       
  !.الشاذة؟
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 على المـسار    f(z)فإن التكامل للدالة     .. (2πi)والآن فقط انكشف لنا سر العامل التخيلي        
لكـل   مضروباً في تجميع البـواقي       2πi هو   f(z) الذي يحتوي أقطاب الدالة      Cالمغلق اليسير   

وهذه النظرية لها تطبيقات كثيرة سوف نتعرض لهـا في          .. يا لها من نظرية رائعة      .. الأقطاب  
  .باب منفصل لاحق من هذا الكتاب

  ١٩-٣مثال 

)أحسب التكامل    )( )dz
izz

z

C
+−

−
∫ 2

 ولا z = -i يحتوي النقطة C  حيث 1

   .z = 2تحتوى 
  

  الحل
  يمكن الحل بأكثر من أسلوب   

)i( ة تكامل كوشي مع تصرف يسير كالآتيباستخدام صيغ:  
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)ii(  بأسلوب نظرية الباقي ويوجد باقي واحد R1 لقطب يسير (m=0) :وبالتالي:  

  

( ) ( )( )
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  وبالتالي فإن
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ه الحالـة لا    في هـذ  .. وماذا إذا تعددت الأقطاب     .. أي أسلوب تفضل لحساب هذا التكامل       
بينما يمكننا تطبيـق نظريـة   .. يمكننا تطبيق تكامل كوشي مباشرة وأحياناً لا نستطيع تطبيقها          

  ..الباقي 
  

o b e i k a n d l . c o m)لماذا(



  مجدي الطويل.د. أ  قدمة في علم التحليل المركبم

151 

  ٣تمرينات 

dzzاحسب  .١
i

i

2
1

1
∫
−

+
   على المسارات التالية

(i)المسار الأفقي ثم المسار الرأسي     
(ii)المسار الرأسي ثم المسار الأفقي    

(iii)لواصل بين النقطتين الخط ا  
  .وما هو تعليقك على قيمة التكامل

)احسب  .٢ ) ( )dyxydxyx
C

22    المعرف بـ  C حول القطع الناقص ∫++−

0 ≤ θ <2y     ,     y = 3 sin θ     ,     x = 4 cos θ 
  )48π-: الإجابة(

)احسب  .٣ )dziyx
C

22   إلى(1,1) مـن النقطـة   y = 2x2 على القطع المكافئ ∫−

  z في  (2,8)النقطة 

i: الإجابة(
5
49

3
511−(  

dzeاثبت أن  .٤ z

C

  3πi+2 وπi  -1 مستقلة عن المسار الذي يربط بين النقطتين ∫−2

  . وأوجد قيمة التكامل

): الإجابة( ) 1
2
1 22 −− − ee(  

)إذا كانت    .٥ ) dzzzG
z

i
  sin 2

1
∫
+

     وأن zيـة في     دالـة تحليل   G(z) فأثبـت أن     =

G′(z) = sin z2.  

احسب  .٦
42 +∫ z

dz

C
⎟: الإجابة(   x في اتجاه زيادة x + y = 1 عبر الخط 

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

2
π(  
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zwهل يمكنك تطبيق نظرية كوشي على الدالة         .٧      هو دائـرة الوحـدة     C حيث     =
|z| = 1 . وضح.  

   اثبت ان z| = R| بحيث Cإذا كانت  .٨

0
)22)(4(

52  lim 22

2
=

+++
−+

∫∞→
dz

zzz
zz
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  إذا كانت: Gauss mean value theoremاثبت نظرية متوسط القيمة الجاوسى  .٩
f (z) دالة تحليلية على وداخل الدائرة C التي مركزها عند z = a ونصف قطرها r فإن  
f (a) هو القيمة المتوسطة  لـ f (z) ..                               أي أن         

( ) ( ) θ
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dreafaf i+= ∫
2

0
  

2
1  

  احسب  .١٠

( )( ) (i)                    
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((4πi)  الإجابة) 
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(ii)                                 dz 
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z
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(8πi e-2/3  الإجابة: ) 
   وكان  z| = R :C| دالة تحليلية على وداخل الدائرة  f(z)إذا كانت  .١١

( )
( )

( ) φ
φθπ

φ
π

θ df
rrRR

rRref،Rr ii Re
cos22

1         22

222

0 +−−
−=< ∫

 لـ v(r, θ) والتخيلي u(r, θ)يقي  فاثبت أن الجزء الحقCحيث يتم التكامل على   
f(r eiθ)هما   
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)يطلق على هذا التكامل      )dzzf
C
ولإثباته لابد من الرجـوع     .  بتكامل بواسون  ∫

  [  ].الى 

)    احســب .١٢ ) dz
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⎟الإجابة 
⎠
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احسب التكامل  .١٣
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   ومن ثم اثبت أن
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  فاثبت أن .. C دالة تحليلية على وداخل المنحنى المغلق اليسير f(z)إذا كانت  .١٤
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  :مساعدة
  .واستعمال صيغة تكامل كوشي .. z| = a|يمكنك أخذ التكامل على الدائرة 
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 C دالة تحليلية على وداخل f(z) وكانت Cداخل  دالة تحليلية على وg(z)إذا كانت  .١٥
 وكذلك لها أصفار عند النقاط C داخل b1,b2,..,bnباستثناء أن لها أقطاباً عند النقاط 

a1,a2,..,am داخل C أيضاً وبرتبة p1,p2,..,pn للأقطاب و q1,q2,..,qm للأصفار  ..
    اثبت أنargument theoremعلى ضوء إثبات نظرية السعة 
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  وإذا كانت) .. ١٥(على ضوء تمرين  .١٦
f(z) = ao zn + a1 zn-1+ .. + an    ,   ai ∈ C ∀i 

   فاثبت أنf (z) منحنى مغلق يسير  يحتوي كل أصفار الحدودية Cوكان   
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